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Resumen

RESUMEN DE LA TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE MAGISTER CIENCIAS DE
LA INGENIERIA, MENCION MATEMATICAS APLICADAS,

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO

POR: KEVIN EDGAR CONTRERAS MAYR

FECHA: 2022

PROFESOR GUIA: JOSE SOTO SAN MARTIN

EL PROBLEMA DE LOS PROVEEDORES CAPACITADOS CON MENOR SUMA DE
RADIOS EN LA LINEA

El presente trabajo estudia un problema de asignacion de clientes a centros de atencion:
dado un conjunto de clientes en un grafo métrico, y un conjunto de centros en los cuales hay
servidores disponibles, se desea asignar a cada cliente su centro de atencién, de manera de
minimizar el tiempo que toma a los servidores de cada punto atender a los clientes asignados.
Distintas restricciones y formas de medir el tiempo de atencién de los servidores definen tres
variantes: makespan, soft-capacidades y hard-capacidades. Se estudia la relaciéon que tienen
estas variantes entre si: en particular, la variante makespan se reduce (perdiendo un factor
de %) a la variante con soft-capacidades. Posteriormente el estudio se concentra en un tipo
particular de instancia, la linea, para la cual se detalla un algoritmo exacto para la variante
con soft-capacidades, y una 2-aproximacion para la variante con hard-capacidades.
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Introduccion

Dentro de la selva de problemas de optimizacion combinatorial, que se ha vuelto mas y mas
tupida los ultimos anos, uno de los géneros con mas aplicaciones y variantes es el de problemas
de ubicacion de centros.

Estos problemas estudian la siguiente pregunta: dado un conjunto de clientes que estan en
un grafo métrico, y la posibilidad de abrir centros de atencion, jdonde deben abrirse para
que la atencién sea lo mas rapida posible? Si los clientes se atienden secuencialmente en cada
centro, el problema se conoce como Facility Location, con aplicaciones como la ubicacion
éptima de bodegas comerciales [30, p. 91]. En otras ocasiones, se desea minimizar el maximo
tiempo requerido para atender a algun cliente: Por ejemplo, cuando el centro corresponde
a un hospital o cuartel de bomberos, se busca que las ambulancias o camiones lleguen lo
méas rapido posible a la casa o zona donde ocurre la emergencia. Esto da lugar a problemas
como Minimaz Facility Location [0] o el més general k-center problem [30, p.37]. Cuando los
centros deben estar conectados, también hay aplicaciones en diseno de redes [13].

Una pregunta natural de hacer es: jqué pasa cuando cada centro tiene una capacidad, es
decir, puede atender cierta cantidad de clientes simultdneamente? Por ejemplo, podriamos
considerar una cadena de supermercados con un cierto nimero de cajeros cada uno; o un
camién de reparticion de bebidas con un punado de peonetas, que luego de estacionar en
un lugar apropiado pueden entregar la carga cada uno a un local distinto. En el primer
caso, el problema mds similar en la literatura es Soft-capacitated Facility Location [21]; el
segundo caso tiene la particularidad de que aunque deseamos minimizar el maximo tiempo
de atencion, la funcién objetivo es la suma de estos tiempos maximos por local. En ese
sentido, la pregunta da pie a problemas como capacitated sum-of-radii clustering [10].

Dentro de esta ultima categoria, surge otra pregunta: asumiendo que un centro tiene asignados
a sus clientes, y consta de p empleados que trabajan independientemente, ;jcomo “repartir-
se” a los clientes para demorarse lo menos posible, considerando los diferentes tiempos de
atencién, o distancias de los clientes al centro? Es decir, interpretamos cada centro como una
instancia de Asignacion de tareas a mdquinas paralelas [25, p.111]. Dado que este problema
ya es NP-dificil por si solo, adicionalmente surge la duda de como se relaciona este problema
a la version que no incorpora este elemento.

Es posible también plantear una ultima diferencia desde Capacitated sum-of-radii clustering:
en éste el el centro de un cluster es necesariamente uno de los clientes; en cambio, podriamos
definir el conjunto de centros y el de clientes como objetos separados. Esta caracteristica es
también la que define el problema de k-suppliers [30, p.57], una variante del més conocido



problema k-center.

Al problema resultante de estas consideraciones le llamamos en este trabajo Capacitated
Sum-Of-Radii Suppliers (en adelante CSORS). Distinguimos tres variantes, de acuerdo a
las distintas interpretaciones de la capacidad de cada centro: nimero de trabajadores que
atienden en paralelo (variante makespan); hard-capacitada, donde cada centro puede atender
un nuamero fijo de clientes; y soft-capacitada, en la que permitimos que cada centro se abra
multiples veces.

Esta tesis se concentra en la siguiente simplificacion: si el grafo de clientes y centros es un
camino, es posible resolver de manera polinomial la variante soft-capacitada, y construir una
aproximacion del 6ptimo para la variante hard-capacitada. Veremos también que en el caso
general, la variante makespan se puede reducir a la soft-capacitada, perdiendo un factor de
aproximacién no mayor a % Este factor mejora conforme aumenta la capacidad de los centros.

Trabajos relacionados

Un recuento de los modelos principales para Facility Location se puede encontrar en [28].

Para la versién conectada, dos algoritmos destacables estdn en [27] y [3].

Para el k-center problem existe una 2-aproximacién, que es 6ptima [11]. Algunas variantes,
como una version capacitada, se tratan en [18]. Para k-median también existen aproximacio-
nes constantes [2] [19]. Existen también aproximaciones FPT [15]

Sum-of-radii clustering también ha sido estudiado. Por ejemplo, ver [3], [I 1]. Para la versién

capacitada hay una aproximaciéon FPT [17]

El problema de asignacion de tareas a maquinas paralelas también es muy estudiado: un
recuento de los resultados mas importantes hasta el 2010 puede verse en [1]. Trabajos més
recientes incluyen el desarrollo de algoritmos exactos [22], restricciones adicionales como
ventanas de tiempo [1], cambios en la funcién objetivo [9], o la incorporacién de més variables,
como recursos flexibles [7].

Es posible extender k-CSORS pidiendo que los centros abiertos deben estar conectados por
un arbol o un ciclo: la primera extension incorpora elementos de Terminal Steiner Tree, el
problema de conectar clientes con un arbol cuyos nodos interiores son centros; la segunda se
puede ver como una version ‘Steiner’ del clasico Travelling Salesman Problem, en el que se
busca la ruta mas corta que pase por todos los clientes: en esta versién, la ruta en vez de
pasar por clientes pasa por los centros, y anadimos la dificultad de que desde cada centro hay
multiples servidores atendiendo. Algunos resultados para Terminal Steiner Tree se pueden
ver en [20] y [5]. Existen también estudios sobre el Steiner Travelling Salesman Problem [20].
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Nuestros resultados

El trabajo de esta tesis se concentra principalmente en el caso en que los clientes y centros de
atencion estan en una sola linea, es decir, que el grafo subyacente es un camino. Esta restric-
cion es lo suficientemente fuerte como para que la variante soft-capacitada tenga solucién en
tiempo polinomial. (Teorema 3.10). También se construye una 2-aproximacién para el caso
hard-capacitado (Seccién 3.4.1). El primer resultado es valido para capacidades arbitrarias
en los centros; el segundo, para una capacidad fija cualquiera. Ademds, para el caso general,
establecemos una reducciéon de la variante makespan a la variante soft-capacitada, con un
factor de aproximacién de 2 (Teorema 2.4).

La estructura de esta tesis es como sigue: en el primer capitulo se definen formalmente los
problemas y la notacion a ocupar el resto del documento; en el capitulo siguiente establece-
mos algunos resultados para el caso general. Por tltimo, el capitulo 3 estudia el problema
restringido a un grafo lineal.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definicién del problema

Sea G = K, ,, un grafo bipartito completo. A los m nodos del primer conjunto los llamaremos
centros, y los indexaremos con i € {1,...,m}. A los n nodos del segundo conjunto los
llamaremos clientes y los indexaremos con j € {1,...,n}. Anotaremos como Z y J al
conjunto de centros y de clientes respectivamente.

Consideraremos también una funcién de pesos w en las aristas entre Z y J, llamada tiempo
de atencion; ademds, cada centro i posee una capacidad p; € N U {oo}. Interpretaremos
esta capacidad como la presencia de p; servidores en el centro i. Abreviaremos como [p] al
conjunto {1,...,p}.

Definimos el problema Capacitated Sum-Of-Radii Suppliers (CSORS), o simplemente proble-
ma de los proveedores, como el problema de asignar, bajo ciertas restricciones, cada cliente
a algin servidor de algtin centro. Cada servidor k atiende a sus clientes asignados uno tras
otro, incurriendo en tiempos de atencién dado por w. Definimos el tiempo de atencion de un
centro como la méxima suma de los tiempos requeridos por uno de sus servidores; el objetivo
es minimizar la suma de los tiempos de atencién de cada centro.

Definimos, para un cliente j, o(j) como el centro desde el cual se lo estd atendiendo. Para un
centro 7, diremos que estd abierto si 071(i) es no vacio (es decir, si alguno de sus servidores
atiende a un cliente). Por conveniencia, anotaremos este conjunto como S;. Denotaremos
también, para un centro ¢ y un servidor k, S;; al conjunto de clientes atendidos desde ¢ por k.

Reconocemos entonces tres variantes del problema, segiin como entendemos el procedimiento
de atencion a los clientes. Llamaremos, para cualquiera de estas tres variantes, uniforme a
la versién en que cada centro tiene la misma capacidad p, y denotaremos el problema como

p—CSORS.



1.2. 'Tres variantes del problema

1.2.1. Variante makespan

La restriccion mas natural solo pide que todo cliente sea atendido; cada servidor puede
atender a multiples clientes, secuencialmente. Podemos entonces formular el problema como
el problema lineal (P,,) definido abajo; interpretamos las variables binarias x;;, como la
decision de que “el centro ¢ atiende al cliente j con el servidor £”. Las variables auxiliares
y; representan el maximo tiempo que un servidor esta ocupado en 7: se desea minimizar la
suma de estos maximos.

(Pm) min Zyz
s.a yZ > Zwijxijk Vi € I,Vk € [p;]
inj]k > 1 VieJd
x’;k c{0,1} Vi, jk
yi >0 Vi

Llamamos a esta variante Makespan CSORS.

1.2.2. Variante hard-capacitada

Un segundo caso de interés es cuando cada centro ¢ solo puede atender a lo més a p; clientes,
en paralelo (esto es, que cada servidor trabaja solo una vez). Podemos entonces escribir la
funcién de costos como

Esto introduce una nueva restriccion (respetar la capacidad estrictamente). Agregandola a
la formulacion anterior, nos queda:

(Pr) min Z Yi

S.a Y Z Z’wi]’xi]’ Viel

j

inj < p; Viel
J

Yow =1 vjeJ

Ti; € {0, 1} Vi, j.
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Alternativamente, podemos interpretar este problema como un problema de clustering: desde
cada centro i escogemos un radio r; (posiblemente 0) de forma que las bolas B(i,7;) cubran a
todos los clientes, y ademdas podamos asignar cada cliente a una bola que lo cubra de forma
de respetar las capacidades de cada centro.

En otras palabras, si restringimos el grafo K, ,, a solo las aristas {i,j} tales que w;; < 1,
entonces los radios r; son factibles si y sélo si podemos encontrar una asignacién o : J — 7
de forma que |S;| < p; para todo centro i.

No es dificil ver que la existencia de esta asignacién es equivalente a la existencia de un
matching perfecto en el siguiente grafo bipartito G' = (A, B, E):

e Aes J, el conjunto de clientes, aumentado con nodos auxiliares para que su cardinal
sea igual al de B.

e FEl conjunto B contiene p; copias de cada centro i.

e Para j cliente e i centro, si ' € B es una copia de i, entonces la arista e = {j,'}
pertenece a F si w;; < r;.

Si 7 € A no es cliente, existe una arista entre él y todo nodo de B.

Supongamos que existe una asignacion factible o. Es claro que podemos construir un matching
M, en G': para cada centro i, existen p; copias en B,y |S;| < p;, por lo que podemos escoger
una arista entre cada copia y algun cliente distinto de ;. Las copias que sobran las podemos
conectar con clientes auxiliares de A\ 7.

Por otro lado, dado un matching M en G, podemos definir una asignacién que atienda desde
¢ al conjunto de todos los clientes conectados por M con una copia de ¢: por la construccion
de @, esta asignacion es factible.

Esto da pie a una segunda formulacion,

(Pr,) min Zryir
s.a ipi >y >|Al VACT

7 ridjeAw;;<r
>y <1 Viel
yir € {0, 1} Vi, r

donde y;, representa la decision de abrir el centro ¢ con un radio r. Notamos que solo hay
O(|Z]|J]) radios posibles, por lo que la cantidad de variables es polinomial. La primera
restriccién es equivalente a la condicién de Hall para G’; esto es, que todos los nodos de A
estén cubiertos. La segunda asegura que cada centro se abra una sola vez.



La formulacién (Pp,) es menos compacta que (Py,): sin embargo, las restricciones se pueden
verificar en tiempo polinomial, ya que corresponden a la existencia de un matching perfecto
en el grafo G’ de arriba. Sabemos que

B = p; < mméxp;
i€l ‘

por otro lado, |E| es O(|BJ?). Utilizando, por ejemplo, el algoritmo de Hopcroft-Karp [17],
podemos entonces verificar las restricciones en tiempo O(m?y/mp*), donde p* es la maxima
capacidad de algtin centro.

Llamamos a esta variante Hard CSORS.

1.2.3. Caso soft-capacitado

Por 1ultimo, podemos relajar un poco las restricciones del caso hard-capacitado y permitir
que cada centro se abra méas de una vez. Una interpretacion de esto es que cada centro ¢
atiende en aperturas o rondas de tamano p; a sus clientes, y el costo de cada ronda es su
radio r, definido como la mayor distancia a alguno de sus clientes atendidos. Cada servidor
atiende a lo més a un cliente por ronda, y los servidores operan simultdaneamente.

El ntimero de radios posibles es a lo més nm, el nimero de aristas entre centros y clientes:
por lo tanto, podemos formular el problema como

(Ps) min Zryi,.
@,T
s.a me >1 i

2,7

Z Tijr é DPilYir VZ, r

J

Tijr S Yir Vi7j7 r

JJijTyyir c {O, 1} Vi,j, r Z wij

donde y;, representa el abrir el centro ¢ con radio r y x;; representa el atender desde ¢ al

cliente 7 bajo la bola de radio 7.

Llamamos a esta variante Soft CSORS.



1.3. Dificultad de las variantes

Las tres variantes, makespan, hard, y soft CSORS, son NP-dificiles en general: mas aun, la
version makespan mantiene su complejidad en casos muy particulares.

Proposiciéon 1.1 La version makespan es NP-dificil incluso en instancias con 1 centro y 2
servidores.

DEMOSTRACION. Consideremos un solo centro con capacidad p. Podemos interpretar cada clien-
te 7 como un trabajo que toma tiempo w;, que nos interesa asignar a una de p maquinas
minimizando el tiempo total de atencién. Esto es justamente la definicién del problema Asig-
nacion de tareas a mdquinas paralelas [30, p.304], que se sabe NP-dificil incluso para dos
méquinas. [10, p.65] ]

Para las otras dos versiones el resultado es més débil: para la NP-dificultad es suficiente que
haya a lo menos 3 servidores, y que m sea arbitrario. (Veremos en el proximo capitulo que
estas condiciones también son necesarias.)

Proposicién 1.2 3-CSORS, tanto en su version hard como soft, es NP-dificil.

DeMOSTRACION. Mediante reducciéon desde 3-Dimensional Matching.

Recordemos que una instancia de 3-d-matching consiste en un hipergrafo H = (XUY UWUZ, E),
donde | X|=1|Y|=1|Z|=ny E C X XY x Z: es decir, cada hiperarista toca a cada conjunto
exactamente una vez. El problema consiste en determinar la existencia de algtin subconjunto
A C FE de n hiperaristas tal que todos los nodos de X,Y y Z estén cubiertos exactamente
una vez.

Sea entonces una instancia tal. Consideremos una instancia (G, w) de 3-CSORS construida
como sigue:

e Hay 3n clientes, que identificaremos con los nodos de H.

e Hay m = | E| centros, que identificaremos con las hiperaristas de E. Cada centro i, =
{z,y,2} € T estd conectado a los nodos x,y y z € J mediante aristas de peso w;, =
Wiy = Wiz = 1.

e Llamamos (G, w) a la completacién métrica del grafo anterior: es decir, entre un cliente
x y un centro ¢ no conectado a él, agregamos un arco cuyo peso equivale al minimo
largo de un camino de aristas que los conecten. (Definimos el peso como infinito si no
existe tal camino).

Es facil ver que si existe un 3-d matching A, entonces existe una solucion para esta instancia
de costo igual a n: basta tomar cada hiperarista {x,y, z} de A, abrir el centro correspondiente
izy. € L,y asignarle los clientes z,y y z. Como A cubre a todos los nodos de H, todos los
clientes de G son atendidos; el peso de cada centro escogido es 1, y hay n centros abiertos,
por lo que el costo de A como asignacién factible para 3-CSORS es n.



Como esta solucién es factible para capacidades tipo hard, también lo es para capacidades
tipo soft.

Por otro lado, sabemos que no puede haber una solucion de costo menor a n: esto es porque
por el principio del palomar, se necesitan a lo menos n centros para atender a los 3n clientes,
y el menor costo que puede tener un centro abierto es 1 (ya que no hay aristas que pesen
menos).

Miés atin, en cualquier solucién de costo n, cada centro ¢,,. debe pagar exactamente 1, y por
lo tanto, sus clientes tienen que ser x,y y z: Asi, podemos tomar

A= {{x,y,z} : iy, estd abierto} C F

y vemos que debe cubrir a todos los nodos (puesto que todos los clientes de G son atendidos),
y tiene exactamente n hiperaristas. Observamos que A esta bien definido porque la capacidad
p = 3 fuerza a los centros a atender a no mas de 3 clientes, y el costo n obliga a que esa
capacidad se complete. Esto concluye la reducciéon para la variante hard-capacitada.

Para la variante soft-capacitada, notamos que ningtin centro del 6ptimo esta abierto dos veces:
ya que solo hay tres clientes a distancia 1 de él. Luego, los 6ptimos para soft-capacitado lo
son también para hard-capacitado, y en consecuencia A sigue bien definido. O

Podemos hacer una reduccién similar para cualquier p > 3, utilizando k-dimensional Mat-
ching (con k = p). Los casos p € {1,2} son polinomiales, como veremos en el capitulo 2.

Observacién La demostracion de la Proposicién 1.2 muestra que 3-CSORS es NP-dificil
incluso en las instancias en las que w corresponde a la distancia geodésica entre nodos de G.

1.4. Intepretacién de las figuras y nomenclatura

Al representar las instancias graficamente, es conveniente que el grafo bipartito completo
de la instancia quede implicito. La representacion, pues, sera un grafo desde el que se puede
construir un bipartito completo haciendo la completacién métrica, y luego borrando las aristas
que no sean entre un cliente y un centro.

Siempre representaremos los centros como cuadrados y los clientes como circulos. Represen-
taremos por medio de colores a la funcién de atencion o, es decir, el color de un centro ¢ y
de un cliente j con o(j) = i serd el mismo, como en el ejemplo de la Figura 1.1.
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Figura 1.1: En esta solucién, los centros 7; e 75 estan atendiendo a los clientes j; y jo respec-
tivamente.

1.4.1. Nuestros resultados

El resto de este trabajo se divide en dos capitulos:

El Capitulo 2 establece algunos resultados generales sobre las tres variantes: entre ellos los
més destacados son la solucién de soft 2-CSORS (Seccién 3.3.1) y la reduccién de la variante
makespan a la soft-capacitada (Seccién 2.2.1).

El Capitulo 3 se concentra en el caso donde podemos interpretar (G, w) como un camino de
centros y clientes: esto hace que la variante soft-capacitada sea pseudopolinomial (Teorema

3.10). También construimos una 2-aproximacién para la variante hard-capacitada (Teorema
3.15).

10



Capitulo 2

Algunos resultados generales

En este capitulo exponemos algunos resultados sobre la version mas general de las variantes
definidas en la seccién anterior. Algunos casos particulares se pueden resolver en tiempo
polinomial; también comparamos la complejidad de aproximar las distintas variantes.

2.1. Casos polinomiales

Para algunos casos particulares, podemos resolver los problemas en tiempo polinomial. Es-
to complementa los resultados del capitulo anterior, en los que comprobamos condiciones
suficientes para que las tres versiones sean NP-dificiles.

2.1.1. Un solo servidor

Cuando todos los centros tienen un solo servidor, i.e. para 1-CSORS, el costo de cada uno es
simplemente la suma de todos los tiempos de atencién de sus clientes: la funcién objetivo se
convierte entonces en

Clo) =) wiy =Y we;.
i€l jES; JjeET

este costo es idéntico al problema Facility Location (FL), salvo que en FL los centros tienen
costos de apertura. En consecuencia es facil verificar que

Proposicion 2.1 Para 1-CSORS, tanto soft-capacitado como makespan, el optimo consiste
en asignar a cada cliente su centro mds cercano.

DeEMOSTRACION. Denotemos, para cada cliente j, a su centro més cercano como o*(j) (de
haber empates, escogemos arbitrariamente). Consideremos una asignacion factible cualquiera
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o. Entonces, su costo total es

Clo) =) wa(;
jeTJ
> Z Wo(5);
jed
=C(o"),

que es el costo total de o*. Por lo tanto, o* es asignacion éptima. O

Observacion Si no existen empates en la construccion de ¢*, el éptimo es Unico; si existen,
las diferentes elecciones posibles dan luz a todas las asignaciones 6ptimas.

Hard 1-CSORS, por otro lado, se puede ver como un caso de Matching maximo de costo
minimo. Consideremos el grafo bipartito completo k&, ,,, donde las partes corresponden con
los n clientes y m centros respectivamente. Definimos como w;; el costo de la arista {j, i} para
cada j € J e i € Z. Puesto que todo centro solo puede atender a lo mas a un cliente, y todo
cliente debe ser atendido por exactamente un centro, buscamos un matching que empareje
los n clientes con centros distintos, pagando el menor costo total posible. Concluimos que

Proposicién 2.2 1-CSORS, en cualquiera de las tres variantes, es polinomial.

2.1.2. Dos servidores, version soft-capacitada

Sea (G,w) una instancia de soft 2-CSORS. Supongamos que en un 6ptimo dos clientes j, k
son atendidos ‘juntos’; es decir, que o(j) = o(k) = i. Notamos que este centro debe cumplir
con

1€ argrlpin max(wy;, W),
=i

es decir, debe minimizar el costo de atender a j y k desde el mismo centro (de no ser asi,
podriamos reemplazar i con un centro ¢’ que cumpla esto, y disminuir el costo). De aqui en
adelante asumiremos sin pérdida de generalidad que este centro minimizante es Unico.

Esto nos permite reducir soft 2-CSORS a Matching perfecto de peso minimo. Consideremos
un grafo G’ con pesos en las aristas dados por w’, construido de la siguiente manera:

e Los nodos del grafo son los clientes 7, més otros n = | J| nodos auxiliares.
e Entre cada par de clientes distintos j, k£ hay una arista de peso
! _ ’. ’ .
wji = min mAax(w;;, Wik );
entre cada par de nodos auxiliares distintos hay una arista de peso 0.
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e (Cada cliente esta conectado a exactamente un nodo auxiliar, en una correspondencia 1
a 1. La arista entre un cliente j y su correspondiente nodo auxiliar u; es

/

Wy, = min w;;.

Jug i€T

Podemos observar un ejemplo de esta construccion en la Figura 2.1

G G
IO e
2 o Bod
Or-mnees 17 o

Figura 2.1: Ejemplo de la reduccion de 2-CSORS a Matching perfecto de peso minimo. El
grafo de la izquierda, GG, es una instancia de 2-CSORS. A la derecha esta su correspondiente
instancia G’ de Matching. Ambos tienen destacado un 6ptimo, de costo 3.

Notamos de la figura que los éptimos de cada instancia tienen el mismo costo para sus
problemas respectivos. Podemos comprobar que esto siempre sucede:

Proposicion 2.3 Las soluciones optimas para soft 2-CSORS corresponden a matchings per-
fectos de peso minimo en G', y el costo de ambos es el mismo.

DEMOSTRACION. Consideremos una asignacion 6ptima o de clientes a centros. Podemos cons-
truir un matching perfecto M a partir de ¢ como sigue:

e Para cada par de clientes atendidos juntos j, k, agregamos las aristas {j,k} y {u;, us}
al matching. Notamos que el costo que aportan los clientes a C'(¢) y a M es el mismo,
por lo tratado al comienzo de esta subseccién. Recordamos que las aristas entre nodos
auxiliares tienen costo 0.

e Para cada cliente j atendido ‘solo’, agregar la arista {j,u;} a M. Al ser atendido solo,
el centro mas conveniente es el mas cercano, por lo que nuevamente el costo que aporta
j al matching y al C'(¢) es el mismo.

Como todos los clientes son atendidos, todos los nodos de G’ son cubiertos por alguna arista
de M; y por construccién el costo de M es C(0).

Por el otro lado, sea M un matching perfecto de peso minimo en GG'. Construimos una solucion
factible para soft 2-CSORS como sigue:
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e Para cada arista de M’ entre dos clientes j, k, definimos o(j) = o(k) = i, donde i es un
centro que cumpla con

max(w;j, wig) = Wy,

Sabemos que existe, por la definicién de w'.

e Para cada arista entre un cliente j y su nodo auxiliar u;, atendemos j desde el centro
mas cercano.

Es directo que el costo de o es el mismo que el de M (puesto que las aristas entre nodos
auxiliares pesan 0), y que todos los clientes son atendidos, ya que todos eran alcanzados por
el matching. Esto concluye la demostracion. O]

Observacién Si se desea extender este resultado al caso hard-capacitado, no es posible
asegurar que un par de clientes sea atendido por el centro que minimiza costos: ver, por
ejemplo, la instancia de la Figura 2.2. La construccion del andlogo a G’ requiere entonces
multiples aristas entre cada par de nodos, una por cada centro; el problema al cual nos
reducimos es entonces una instancia particular de matching perfecto arcoiris de peso minimo,
problema que requiere un analisis mas profundo, pues, en general, dicho problema es NP-

dificil.

Figura 2.2: En esta instancia de hard 2-CSORS, debe haber un par de clientes atendidos
desde un centro que no es el més cercano.

2.2. Reducciones entre las variantes

2.2.1. Makespan versus soft-capacitada

Del capitulo de Preliminares (en particular, las Proposiciones 1.1 y 1.2), vemos que la ver-
sion makespan parece ser sustancialmente méas dificil que las otras. Sin embargo, cuando la
capacidad de los centros aumenta, la diferencia eventualmente desaparece: esto es porque si
cada centro puede atender a todos sus clientes simultaneamente, las tres variantes alcanzan
el mismo valor objetivo.
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No es de extranar entonces que podamos aproximar al éptimo de makespan con uno soft-
capacitado, y el factor de aproximacién disminuya cuando la capacidad de los centros au-
menta.

Teorema 2.4 Para todo p > 2, toda solucion factible de Makespan p-CSORS de costo o se
puede transformar en una solucion factible de soft p-CSORS de costo a lo mds ’%la. Toda
solucion factible de soft p-CSORS se puede transformar en una solucion factible de Makespan
p-CSORS con a lo mds el mismo costo.

DEMOSTRACION. La idea de la demostracion es la siguiente: dada una solucion factible para
makespan, jcudl es la mejor asignacién soft-capacitada en la que cada centro mantiene el
conjunto de clientes que atiende? Sera ttil aqui la interpretacion de atencién en rondas para
la variante soft-capacitada.

Notemos en primer lugar que de toda soluciéon factible para makespan podemos construir una
para el caso soft-capacitado: para cada centro i, tomamos el nimero maximo ¢ de atenciones
que realice un servidor y separamos la atencién en ¢ rondas, manteniendo los clientes asignados
a cada servidor y el orden en que son atendidos. Esto puede introducir ‘tiempos muertos’ en
los que los servidores esperen el fin de cada ronda: esto hace que el costo soft-capacitado sea
mayor.

En consecuencia, podemos hablar de costo soft-capacitado para una solucién makespan. De-
notamos por C' al costo de la solucién para la version makespan, y por C* al costo soft-
capacitado. Para cada centro ¢, sean C; y C? los aportes que hace a los costos respectivos.

Sabemos entonces que C; esta dado por

recordando que S es el conjunto de clientes atendidos por k desde 1.

Para expresar C7, supongamos que la atencion es en ¢ rondas, y denotemos por j(r, k) al
cliente atendido por el servidor k£ en la ronda r. Entonces,

¢
Ci = D méx wirs.
r=1
Podemos visualizar ambos costos como funciones de una matriz A® de ¢ filas y p columnas,
donde las entradas estdn definidas por
(i) _
Api = Wiji(r)

(que consideramos 0 si el servidor no atiende a ningin cliente en esa ronda). Cf es entonces
la suma de los maximos de cada fila, mientras que C; con esa misma asignacion corresponde
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a la maxima suma de alguna columna. Claramente, esta segunda funcion es menor que la
primera, sin importar como distribuimos los costos.

Antes de continuar, podemos modificar un poco el proceso de convertir la solucién en factible
soft-capacitada. Consideremos el procedimiento que en cada centro abierto ¢, hace lo siguiente:

1. Definir ¢, el nimero de rondas, como el menor entero tal que |S;| < p/.

2. Ordenar de manera decreciente los costos de atencion a los clientes de S; como w; >
wy > -+ > wy, donde si |S;| < pl introducimos costos auxiliares iguales a 0.

3. Completar la matriz A% con {w;|i € [pf]} por filas, como sigue:

p servidores

_A\
7 Y
w1 Wo e wp
Wpt1  Wpy2 -t Wyp
f rondas . )
Wp(e—1)+1 " Wpe

4. Definir cada ronda segun las filas de A(i), atendiendo en la ronda 7 con el servidor k
al cliente cuyo costo esté dado por Affk) (es decir el valor wy—1)4x). A los servidores
asociados a costos auxiliares, no asignarles ningin cliente, como en el ejemplo de la
Figura 2.3

Figura 2.3: Ejemplo de la atencién definida en el paso 4. La matriz A® de la izquierda se
traduce en la atencion representada en el grafo de la derecha: las aristas de color negro, verde
y morado representan al primer, segundo y tercer servidor respectivamente.

Veamos que esta matriz A representa una asignacion soft-capacitada éptima de servidores
a clientes en .S;. Esto se desprende del siguiente hecho: en toda asignacion éptima, los p costos
mayores wi, ..., w, deben pertenecer a la misma ronda.

Esto se puede comprobar por contradiccién: supongamos que w; esta en la ronda r, y sea
wj, 2 < j < p el primero de los p mayores costos que estd en una ronda distinta 7" (el caso
p = 1, asi como ¢ = 1, son directos). El costo que aportan r y " a la funcién objetivo es
wy + w;: ya que w; es por definiciéon el maximo valor de la ronda en la que esta, y w; es el
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mayor valor en cualquiera de las otras, incluyendo . Ademads, en r debe haber un costo w;:
con j > p.

Pero entonces podemos intercambiar de lugar a w; con wj: el costo de la ronda r sigue siendo
wy, y el costo de r’ es ahora el maximo entre wj y sus otros costos, todos menores o iguales a
w;. Podemos continuar este proceso hasta que en la ronda r estén todos los costos wy, ..., wp.

Dado esto, podemos aplicar el mismo razonamiento para mostrar que wy41, ..., ws, deben
conformar también una sola ronda. Por induccién, las rondas de una asignacién éptima
soft-capacitada corresponden justamente con las filas de A®) (no necesariamente en el mismo
orden). Como el orden de las rondas no altera el costo soft-capacitado, A®) representa también
una asignacién 6ptima.

Denotemos por (i, (2, ..., a las sumas por columnas de AW Ast, ¢ = C?, puesto que la
primera columna contiene a los maximos de cada fila.

Solo queda entonces demostrar que (; < ’%101-. Con ello, sumando por centros tenemos que
C* < ’%10 y concluimos.

Procedemos por contradiccion. Utilizaremos los pesos wy, . . ., wy, tal como en la construccién
de la matriz A®). Llamaremos ademas ¢ a la suma de todos los pesos de los clientes atendidos.

Supongamos entonces que ¢; > EH2(C;. Sabemos ademds, por definicién, que
p ) )

C; >

i~E At

y por lo tanto,

G > p;; L (2.1)

Pero ¢ = ¢, + (¢ — ¢;). Ahora, por la manera en que fue construida A®, sabemos que para
todo k > 1, ¢, > (1 — wy: esto viene de que la entrada j-ésima de la columna k es mayor que
la entrada j + 1-ésima de la columna 1.

Sumando estas desigualdades obtenemos que ( — ¢; > (p — 1)({3 — wy), y por lo tanto,

p+1
p2

(G4 (p—1)(C —wr))

G >

Reordenando los términos, obtenemos que

w1 >

p
ngl’
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y combinando esta desigualdad con la inecuacién (2.1) tenemos que

p(p — Dwy > . (2.2)

Ahora, como ¢ > C;, esto implica que p(p — 1)w; > C;: en consecuencia,

G G

= <

¢ = - D (2:3)

Pero (; = wy + (4 — wy. Por otro lado, ya habiamos visto que (, > (; — w; para todo
ke{2,...,p}, luego

(—wr=G—wi+G+-+¢ >p(G—w),

y la inecuacién 2.2 implica que ¢ — w; < (p(p — 1) — 1)w;; juntando ambas inecuaciones,
obtenemos

G —w < PP=D=D

Incorporando esto a la desigualdad 2.3, y desarrollando,

g< wy + G — wy
Ci = plp— 1w
(p(p—1)—1)

)

que es menor a 1 para todo p > 1 entero. Pero eso contradice que ¢; = C; > C;. Esto concluye
la demostracion. O

2.2.2. Soft versus hard-capacitada

La demostracion de la NP-dificultad de las variantes soft y hard-capacitada (propiedad 1.2)
sugiere que éstas tienen una relacion estrecha entre si. Incluimos en esta seccién una reduccion
sencilla de la primera a la segunda.

Proposicién 2.5 Soft p-CSORS se reduce a hard p-CSORS, preservando el factor de apro-
TIMaAcion.
DEMOSTRACION. Sea (Z, 7, w) una instancia de soft p-CSORS, y sea ¢* una asignacién éptima.

Denotemos por a* al nimero de aperturas maximo de algin centro. Consideremos entonces
la siguiente instancia (Z', J',w’) de hard p-CSORS:
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e J' =7, es decir el conjunto de clientes es el mismo.
e Para cada centro i € Z hay a* copias de él en 7', que denotamos por iy, ..., i.x.

e Se preservan todas las distancias: es decir, para todo ¢ € [a*], todo centro ¢ € Z y
cliente j € J,
!/

Wiy = Wi

y ademas para dos copias iy, iy cualquiera, wj; =0

Llamemos G’ al grafo asi formado. Intuitivamente, solo multiplicamos los centros de forma
que cada apertura necesaria para o* equivalga a la apertura de centros diferentes de Z’, sin
cambiar el costo de la asignacion. Es sencillo verificar que esto es lo que sucede:

Para una asignacion factible cualquiera o : J — Z, podemos construir su asignacién corres-
pondiente ¢’ : J — Z'. Si un centro i es abierto a veces, basta asignar cada ronda de clientes
a una copia distinta de ¢ en Z.

Conversamente, para una asignacion o’ factible hard-capacitada en G/, definimos ¢ asignacion
en G mediante la siguiente regla: en cada cliente j tal que ¢’(j) sea una copia de i, hacemos
o(j) = i. Es trivial que el costo de ambas asignaciones es el mismo.

En consecuencia, de tener un algoritmo de aproximacién para el caso hard-capacitado pode-
mos obtener la misma aproximacion para la versién soft-capacitada utilizando esta transfor-
macion.

Finalmente, sabemos que a* es a lo mas {%—‘ Asi, la reduccién se puede hacer en tiempo

polinomial. n
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Capitulo 3

Caso lineal

Este capitulo se concentra en la restriccion del problema a instancias donde el grafo de clientes
y centros es un camino: podemos entonces ubicarlos en la recta real, de forma que la distancia
entre dos puntos a,b € ZU J es simplemente wy, = |b — al.

Sabemos que la version makespan mantiene su dificultad, como vimos en la Proposicién 1.1:
este capitulo se concentra entonces en las versiones soft-capacitadas y hard-capacitadas. Los
resultados principales son el Algoritmo 3, un algoritmo exacto a tiempo polinomial para
capacidades uniformes tipo soft; su extensién a capacidades arbitrarias, en la Seccién 3.3.3),
y una 2-aproximacién para el caso uniforme de las capacidades tipo hard (Teorema 3.15).

Para conseguir lo primero, empezaremos estudiando la relacién entre nuestro problema y otro
ya conocido, Weighted Interval Point Cover (WIPC). Este problema reduce a soft p-CSORS
cuando p es suficientemente grande para considerarse infinito (es decir, cada centro puede
atender a cualquier cantidad de clientes simultdneamente). Llamaremos a esta variante oo-
CSORS, y extenderemos una solucién de ésta hasta obtener una para soft CSORS. Luego,
una funcién objetivo alternativa nos permitira aproximar el caso hard-capacitado.

3.1. Definicion de WIPC y notacién especifica

El problema de Weighted Interval Point Cover consiste en lo siguiente: dado un conjunto de
n puntos o clientes en la recta real z1, ..., x, y una familia de m/ intervalos I' = {J3, ..., J}
con pesos no negativos wy = w(Jy), jcudl es la subfamilia de intervalos de menor peso total que
cubra a todos los puntos? Este problema es un ejercicio conocido de programacion dinamica
[23]. El uso que esta tesis le da considera solo el caso particular en el que los bordes de los
intervalos .J; son siempre clientes: esto es, que para todo J € I', J = [z, z,] con I,r € [n]
(dependientes de J).

Podemos considerar la restriccion adicional de que cada intervalo J tiene una capacidad py,
de forma de escoger a lo mas p; puntos de entre los que cubre: necesitamos en este caso que
todo punto sea escogido por algtn intervalo que lo cubra. Anotaremos como S(J) al conjunto

20



de clientes escogidos por J.

En general usaremos la letra J para referirnos a un intervalo. Llamaremos intervalos activos
a los intervalos escogidos por una solucion. También hacemos el siguiente abuso de notacién:
en vez de escribir z;, escribiremos simplemente j: asi, el intervalo [z;,z,| lo escribiremos
simplemente como [I, r]. Otra consecuencia es que j + 1 denotard al cliente inmediatamente
a la derecha de j (sin importar la distancia a la que estén).

Es facil ver que este problema reduce a soft CSORS, mediante la siguiente interpretacion:

Cada cliente j € J es un punto z; en la recta.

Cada par de clientes [, 7, y centro i, define un intervalo [l, r|; de costo

Ci([L, r]) = max(w;, wy).

Activar el intervalo J = [I,7]; corresponde a abrir el centro ¢ con un radio de atencién

de Cy([L,r]).

e Escoger un subconjunto de puntos S(J) C J corresponde a atender a los clientes de
S(J) desde i: esto es, para todo j € S(J), o(j) = i.

Sin pérdida de generalidad asumiremos siempre que S(.J) contiene a los extremos de J, puesto
que de no ser asi, podemos reemplazar J por un subintervalo que cumpla esta condicion.

Soft CSORS corresponde asi a un caso particular de WIPC capacitado, en el que I" es la unién
de familias Y; = {[l,r]; : I,7, € J}, donde i recorre los centros. Hard CSORS corresponde al
mismo problema, con la restricciéon adicional de que a lo mas un intervalo de cada familia
debe estar activo.

3.2. Solucién para el caso p =

Es facil ver que co-CSORS, en que cada centro puede atender a todos sus clientes simultanea-
mente, es el punto de encuentro de las tres variantes del problema (makespan, soft-capacitado
y hard-capacitado): ya que cada servidor solo necesita trabajar una vez. Como vimos en la
seccion anterior, en la linea este es un caso particular de WIPC.

WIPC admite algoritmos polinomiales, como programacién dindmica [29]. Detallamos, por
su posterior utilidad, una solucion de este tipo.

Nuestra funcion de costos para los intervalos es muy particular: su valor solo depende de los
puntos extremos del intervalo, y de su centro ¢ asociado. Esto permite verificar las siguientes
propiedades:

Lema 3.1 En cualquier dptimo de co—CSORS o de soft p-CSORS, el centro que atiende a
un intervalo activo [l,r] es el que estd mds cerca del punto medio entre | y r.
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DemostrACION. Consideremos la funcién real definida por §(z) = max(wy, way). Sea a = H-

el punto medio entre [ y r. Notamos que si x esta a la izquierda de a, el costo cumple con

5(1‘) = Wgr = Wyq + War;

analogamente, cuando x estd a la derecha de a, 0(x) = Wy + Wy

Pero wg,, = wy = ”T_Z: por lo tanto,

Claramente ¢ es convexa y simétrica, con su minimo en x = a: asi, restringiendo el dominio a
las posiciones de los centros, el minimo sera en el centro mas cercano a a. Como en co—CSORS
y soft p—CSORS este centro siempre esta disponible, podemos ocuparlo para atender a

11, r]. O

Con esto, los intervalos [[,7]; son redundantes, ya que solo hay un centro i* que atiende
a [l,r] de la mejor forma: podemos hablar entonces de el intervalo [I,7], cuyo costo serd

Cll,r] = Ci[l,r].
Lema 3.2 Sea i un centro. Entonces C;(-) es creciente para la inclusion: es decir, dados

J1, Jy intervalos de clientes con J; C Jy, tenemos que C;(Jy) < Ci(J2).

DEMOSTRACION. Sean J; = [ly, 7], Jo = [l2, o] intervalos tales que J; C Jy. Supongamos que
i estd a la izquierda del punto medio de Ji: esto es, C;(J;) = wy,. Como J; C Jo, tenemos
que r; < ry y luego

Ci(J1) = Wir, < Wipy + Wyypy = Wipy, < Cy(J2).

El caso en que i estd a la derecha del punto medio de .J; es analogo. O

Observacion Este lema es una propiedad de la funcion de costos C; en la linea, no de esta
variante en particular: es valida también para la variante soft-capacitada, puesto que el costo
de cada apertura es independiente de las otras.

Proposiciéon 3.3 En un optimo de co—CSORS podemos asumir que los intervalos activos

son disjuntos.

DemMosTRACION. Consideremos dos intervalos J; = [l1, 1], Jo = [l2, 2] no disjuntos, atendidos
por i1 e iy respectivamente. Hay entonces, salvo reetiquetados, dos casos: o bien J; C Js, o
bien se “atraviesan” y [y < lo < r; < ro. Ambos casos se ilustran en la Figura 3.1
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Figura 3.1: Las dos maneras (salvo reetiquetados) en que los intervalos pueden no ser disjun-
tos.

En el primer caso, la apertura de J; es redundante, pues sus clientes pueden ser atendidos
por Jo; en el segundo, podemos asignar a los clientes de [ly, 7] a J;. Definiendo entonces
Jy = [r1 + 1, 7s], tenemos una solucién factible de costo

C(J) +C(Jy) < C(L) + Ciy(J3) < C(J1) + C(J2),

donde para la ultima desigualdad hemos usado que Jj C Jy y el Lema 3.2.

Podemos hacer esto iterativamente en cada par de intervalos no disjuntos: esto llevara a una
solucion de costo no menor. Podemos asumir entonces que en un éptimo ya se ha hecho este
procedimiento. O

El problema entonces cumple la propiedad de subestructura éptima: en particular, si en un
6ptimo identificamos a [I*, n], el intervalo activo de mds a la derecha, sabemos que el éptimo
atenderd de manera separada a los clientes anteriores a [*.

Denotemos por OPT[j] al costo de la forma 6ptima de atender a los primeros j clientes.
Tenemos entonces la siguiente relacion recursiva:

OPT[j] = gnln’n (CL, j] + OPT[¢ —1]), (3.1)
=1,....5
adoptando la convencién de que OPT[0] = 0.

La tabla de costos (C([l, r]))i<res la podemos calcular en tiempo polinomial: para este anali-
sis, lo haremos en tiempo O(n*log(m)), buscando mediante buisqueda binaria el centro més
cercano al punto medio de cada par [, r.

Asi, podemos encontrar el optimo con un algoritmo de programacién dindmica como el si-
)
guiente:
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Algoritmo 1

Entrada: Tabla (C[i, j])i jes con los costos de cada intervalo; n el nimero de clientes.

1: Inicializar tabla OPT que guardara los costos de los subproblemas.

2. OPT[1] = C([1,1])

3: para j = 2,...,n hacer

4 para /=1,...,7 hacer

5 Computar C([¢, j]) + OPT[¢ — 1] con los valores de ambas tablas. Almacenar ¢*
minimizante.

OPT[j] < C([¢*,7]) + OPT[¢* — 1]

: Entregar OPT|n)|

N

Concluimos que

Proposicion 3.4 FEziste un algoritmo para el caso p = oo que es polinomial. Mds aun, el
problema se puede resolver en tiempo O(n? + n?logm), donde n es el mimero de clientes y
m el numero de centros.

3.3. Solucidon de soft CSORS en la linea

Vimos en la primera seccién que soft CSORS en la linea es andlogo a WIPC con capacidades:
cada intervalo activo [[, 7] escoge atender a lo més a p clientes pertenecientes a él. Una conse-
cuencia inmediata de esto es que los intervalos de atencién éptimos ya no son necesariamente
disjuntos, como en la instancia de la Figura 3.2.

® 9 .1.1. 2.7 ®

Figura 3.2: En esta instancia, con p = 2, la atencién 6ptima consiste en atender desde cada
centro a los clientes del mismo color: los correspondientes intervalos de atenciéon no son
disjuntos

Sin embargo, el costo de un intervalo sigue calculandose de la misma forma que para co—CSORS.
Es mas, observemos que el Lema 3.1, que identifica al centro que atiende un intervalo activo,
es valido para soft p-CSORS (puesto que multiples intervalos pueden tener asignado el mis-
mo centro). También aplica a este caso el Lema 3.2, que establece que los costos de atencién
desde un centro son crecientes para la inclusion de intervalos. La tinica propiedad, entonces,
de la Seccién 3.2 que no se cumple para soft p-CSORS es la Propiedad 3.3, la separacion de
los intervalos

Sin embargo, se sigue cumpliendo la propiedad de subestructura 6ptima, ya que:
Proposicion 3.5 En un éptimo de soft-CSORS en la linea, los intervalos de atencion for-

man una familia laminar: para todo par Jy, Js de intervalos activos, se tiene que o bien son
disjuntos, o uno estd contenido en el otro.
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DEMOSTRACION. Sean J; = [l1, 1], Jo = [la, ro] intervalos activos en un 6ptimo. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que [y < ly (como [; es atendido por Ji, si fueran iguales
podriamos cambiar Iy por I, = [y + 1). Supongamos que los intervalos intersectan no vacio y
que Jo € Jy: luego Iy < ry.

Si ly = 1, podemos reemplazar 5 con el cliente de su derecha, separando los intervalos. En ca-
so contrario, tenemos un caso como el de la Figura 3.3, que podemos resolver inductivamente
en el nimero de clientes entre [5 y r; de la siguiente manera:

OO0

L ly ry ro

Figura 3.3: Dos intervalos que violan la laminaridad. La inducciéon es en el nimero de clientes
en la interseccién, representados en blanco.

Si no hay clientes entre I y r1, podemos definir intervalos de menor costo

J{ = [lbl?]

Jy = [r1, 7]

que siguen atendiendo a todos los clientes, como en la Figura 3.4.

¢ 6o o

ll lQ (& T2
ll lg (8] T2

Figura 3.4: Caso base de la inducciéon en el Lema 3.5

Por otro lado, si hay clientes entre [y y 11, sea j el cliente atendido por J, de més a la derecha.
Definimos entonces J{ = [l;,r; — 1], J5 = I3, con los conjuntos de atencién

/! .
S(J1)=81—11+]
, .
S(Jy) =9 —j+r.
Estos conjuntos mantienen la capacidad, siguen atendiendo a todos los clientes, y los costos
no aumentaron: mas aun, el nimero de clientes en su interseccién disminuye al menos en

uno, como se ilustra en la Figura 3.5. Notamos que en el caso de que j sea 5, los intervalos
ya estan separados. Esto concluye la demostracion.
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Figura 3.5: Paso inductivo del Lema 3.5

[]

Esto nos permite nuevamente establecer una recursién, apuntando a un algoritmo de pro-
gramacion dindamica: extenderemos la notacién utilizada anteriormente y escribimos como
OPT[l,r] al 6ptimo tomando de la instancia solo los clientes en el intervalo [I, r].

3.3.1. Caso uniforme con p =2

El caso con dos servidores es mas simple que el caso general, ya que cada intervalo solo
atiende a sus extremos: en cada paso de la recursién 3.2, o bien separamos un intervalo [, ]
en dos instancias independientes, o bien activamos dicho intervalo y computamos el éptimo
para los clientes de su interior [l + 1,7 — 1].

<t<r

OPT[l,r] = min (min (OPT[l, ¢] + OPT[¢ + 1,r], (3.2)

O(ll,7]) + OPT[l + 1,7 — 1] )

Los casos base son OPT[j, j| = C([j, j]) para todo cliente j. El objetivo es calcular C([1,n)):
una forma de hacerlo estd bosquejada en el Algoritmo 2. Observamos que su ejecucién toma
tiempo O(n?) asumiendo que la tabla de costos estd construida; se puede concluir entonces
lo siguiente:

Proposicion 3.6 El caso lineal con dos servidores se puede resolver en tiempo polinomial.
Es mds, existe un algoritmo que encuentra un dptimo en tiempo O(n® + n?logm).

Observacién Se sabe de la Seccion 2.1.2 que cuando hay dos servidores el problema general

(soft-capacitado) es polinomial: se incluye este resultado para utilizarlo como escalén a los
casos de las siguientes secciones.
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Algoritmo 2

Entrada: Tabla (C([7,j]))ijes con los costos de cada intervalo; n el nimero de clientes.
1: Inicializar tabla OPT que guardara los costos de los subproblemas.
2: Definir, para todo j € J, OPT[j, 5] = C([,4]), OPT[j +1,5] =0
3: parak=1,2,...,n—1 hacer
4: parai=1,...,n—k hacer
5 Calcular OPT/[i, i + k] con la férmula recursiva. > Esto toma tiempo O(n).
6: Entregar OPT[1,n|

3.3.2. Caso uniforme con p > 2

Cuando hay mas de dos servidores, un intervalo activo debe escoger a qué clientes de su
interior atender: esto quiere decir que de haber intervalos anidados J; 2 J; no es claro
a priori como éstos se reparten a los clientes al interior de .J,. Utilizaremos para esto la
siguiente propiedad:

Proposicion 3.7 En un optimo para soft p-CSORS en la linea, con p > 2, los intervalos
siguen una estructura laminar fuerte: para todo par Jy,Js de intervalos activos tales que
Jo C Jh, se tiene que S(Jy1) N Jy = ¢: esto es, los clientes atendidos por Jy estdn fuera de Js.

DEMOSTRACION. Sean Ji = [l1, 1], Jo = [l2, 2] intervalos como en el enunciado, y supongamos
que S(J1) N Jy es distinto de vacio. Sea j el cliente de mds a la derecha de este conjunto,
como en la Figura 3.6.

Sea j' el cliente de S(J;)US(J;) inmediatamente posterior a j. Supongamos que es distinto a
9. Sabemos entonces que j' debe ser atendido por J (por definicién de 7). Podemos entonces
“intercambiar” j con j' de atencidn:

S'(h) =S —i+7
S'(J) = S(Ja) = +j

En esta operacién la solucién permanece factible y el costo no aumenta: asumimos entonces
que j es el vecino izquierdo de r5. Pero en ese caso, el intercambio

nuevamente no aumenta el costo y ahora el nimero de clientes de S(J;) N J2 disminuyé en
uno. Podemos concluir la propiedad por induccién. O
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Figura 3.6: Representacién grafica de la demostracion de la Proposicion 3.7. En la columna
de la izquierda, vemos que es posible ‘llevar’ a j a ser vecino de ry; en la columna derecha,
que podemos intercabiar estos clientes, disminuyendo el cardinal de S(J;) U Js.

Esto nos posibilita adaptar el Algoritmo 2. Consideramos ahora que un intervalo [[, 7] puede
tener cierta cantidad de clientes “gratuitos”, atendidos por otro intervalo que lo contenga.
Por laminaridad fuerte, estos clientes gratuitos dividen a [I,7] en secciones cuyas atenciones
optimas se pueden calcular de manera independiente unas de otras: nuestra recursiéon busca
la primera de estas secciones.

Denotemos OPT[l,,t] al costo de la mejor solucién en el intervalo [, 7] que atiende a to-

dos los clientes, y en la que hay t clientes gratuitos. El objetivo del algoritmo es encontrar
OPTI1,n,0].

Cuando no hay clientes gratuitos, tenemos que

OPTIl,r,0] = min ( min OPT[l,£,0]+ OPT[¢+1,r,0], (3.3)

l=l,...,r—1

C([l,r]) +, lrrln’n 1OPT[l—i— 1,/ —1,0]+OPT[{+ 1,17 — 1,p—3]) :
=Il+1,...,r—

donde el primer término corresponde a la eleccién de separar la atencién de [I,7] en dos

secciones separadas [[, €], [¢ + 1,7], y el segundo corresponde a atender simultdneamente a [

y 7,y encontrar el cliente gratuito de més a la izquierda (para el caso de que este sea [ + 1
sea gratuito podemos definir OPT[l 4 1,1,0] := 0).

En el caso de haber t clientes gratuitos en el intervalo [l, 7], buscamos también el de més a
la izquierda:
OPTI]l,r,t| = min OPT[l,¢— 1,014+ OPT[(+1,rt— 1], (3.4)

0=l,...,r

donde convenimos en que OPT[j,j — 1,t] := 0 para todo j cliente y t € {0,...,p — 3}.

La correctitud de esta recursién depende de un hecho mas: que el 6ptimo efectivamente atien-
da los clientes gratuitos desde el intervalo exterior siempre que sea posible. Esta propiedad
se demuestra en el Lema 3.9.
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Los casos base de las recursiones son

OPT[j,5,0] = C([5,5]) vied
OPT[j+ 1,41t =0 VieJ,vtep—3.

El algoritmo de programacién dindmica asociado es de orden O(n3p), como se puede apreciar
en el Algoritmo 3; notar que el paso 6 requiere O(n) lecturas de la tabla dada la recurrencia
descrita arriba. Juntando esto con los resultados vistos en 3.2 y 3.3.1, podemos concluir el
siguiente resultado.

Teorema 3.8 En la linea, el problema soft p-CSORS es polinomial, y el optimo se puede
computar en tiempo O(n’p + n*logm), donde n es el nimero de clientes, m el nimero de
centros, y p el numero de servidores.

Algoritmo 3

Entrada: Tabla (C([i,j]))ijes con los costos de cada intervalo; n el nimero de clientes.

1: Inicializar tabla OPT que guardara los costos de los subproblemas.

2: OPTJi,1,0] «+ C([i,d]); OPTi,i,t] <0, Vie J,tep—3.

3: paral=1,2,...,n—1 hacer

4: parait=1,...,n — { hacer

5 parat=0,...,p— 3 hacer

6: Calcular OPT[i, i + ¢,t] con las férmulas 3.3 y 3.4 segtin corresponda.
7. Entregar OPT[1,n, 0]

Lema 3.9 Podemos asumir que un optimo utilizard todos los clientes gratuitos que pueda:
es decir, que todo intervalo J activo cumple que

[S(J)] = min([J], p)-
DEMOSTRACION. Sea J = [I, 7] un intervalo activo en un éptimo. Existen dos casos:

e Si |[J] < p, el hacer S(J) = J es factible y su costo es C[l,r]. Abrir cualquier otro
intervalo al interior de J tiene un costo adicional positivo, y no sucede en un 6ptimo.

e Si |J| > p, supongamos que S(J) es menor a p. Entonces existe un intervalo J' =
[I',7"] C J activo, como en la Figura 3.7.
Sil" =r', podemos desactivar J' y agregar I’ a S(J). Si no, podemos hacer la reasigna-
cion
J '+ 1,7]
S(J) < S(J)u{l'};

el costo disminuye en C([l',7]) — C([I' + 1,7']), y S(J) tiene ahora un elemento mas.
Podemos continuar este proceso hasta que |S(.J)| alcance p.
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Figura 3.7: Ilustracién del segundo caso de la demostracién del Lema 3.9. Si el intervalo
[[,r] atiende a menos de p clientes (arriba), puede ‘absorber’ alguno de los de sus intervalos
interiores (abajo).
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3.3.3. Capacidades arbitrarias

El analisis de la Seccion 3.3.2 es lo suficientemente flexible para permitir capacidades distintas
en cada intervalo: bastaria reemplazar la ecuaciéon 3.3 por

OPTI]l,r, 0] = min ( min OPT[l,¢,0]+ OPT[(+1,r,0], (3.5)

l=l,....r—1

C(l.r) + _min  OPT[l+1,6=1,0/+ OPT[(+ 1,y = 1,p, — 3]) ,

=l+1,...,r—

donde py,. es la capacidad del centro que atiende al intervalo [[,7]. Esto permitiria extender
el algoritmo 3 para resolver de manera exacta soft CSORS en la linea.

No obstante, hay que hacer una salvedad: en este caso ya no se cumple la propiedad 3.1:
puede convenir atender a un intervalo desde un centro lejano a su punto medio, como en la
instancia de la Figura 3.8. En consecuencia, ya no hay un solo intervalo por par de clientes.
Volvemos entonces a usar todos los intervalos [l, r|;, para ¢ centro y [, r clientes: recordemos
que el costo de cada uno de ellos es C;([l,7]), y su capacidad p;.

1 N 1 N 1 1 N 1 N 1
oo 0 ©° L = oo 0 ©
4 4

w []

Figura 3.8: En esta instancia de C'SORS, las capacidades estan escritas bajo cada centro. El
6ptimo activa dos intervalos, ninguno de los cuales es atendido desde el centro mas cercano
a su punto medio.

La demostracion de la propiedad 3.7 se mantiene, puesto que en ella solo utilizamos que las
capacidades eran mayores a 2. En consecuencia, las recursiones

OPTI]l,r,0] = min ( min OPTIl,¢,0] + OPT[{ +1,r,0], (3.6)

l=l,....,r—

min(C;([l,r]) + min 1OPT[Z +1,0—-1,00+OPT[{+1,r —1,p; — 3])) :

i€T O=l+1,..r—

OPT(l,r,{] = min OPT[l,{—1,0]+ OPT[( + 1,7 — 1,t — 1] (3.7)

0=l,...,r
son correctas. El algoritmo de programacién dindmica toma tiempo O(n®*mp*), donde
* ,
p* = maxp;.
7
Concluimos asi el siguiente resultado:
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Teorema 3.10 Soft CSORS en la linea es polinomial. Mds aun, existe un algoritmo que lo
resuelve en tiempo O(n*mp*), donde p* es la mdzima capacidad de algin centro.

Observamos que ahora la tabla de costos requiere iterar sobre todos los intervalos [l, r];: por
lo tanto a diferencia de los otros casos construirla toma tiempo O(n?m).

3.4. Caso hard-capacitado

El caso en que cada centro solo se abre una vez (o equivalentemente, que cada servidor solo
atiende una vez por centro), se resiste al anélisis hecho para el caso soft-capacitado. Esto se
debe a que en los pasos recursivos es necesario tomar nota de los centros ya activos: y esto
rompe con la propiedad de subestructura éptima que teniamos hasta este momento. Algunas
propiedades sobre la posicion de los centros se pueden ver en la Seccion 3.4.2.

Sin embargo, es sencillo construir una 2-aproximacion para el caso uniformemente capacitado,
como veremos a continuacion.

3.4.1. Construccién de un algoritmo de aproximacion

El problema se vuelve mas trabajable con otra funcion objetivo. Definimos, para un intervalo
de clientes J = [, r] y un centro 4,

Ci(J) = Ci([l,r]) = wy + dist(i, J),
donde dist es la distancia usual entre un punto y un conjunto,
dist(i, JJ) = min{w, : x € J}:
es decir, el nuevo costo es el largo del intervalo, més la distancia al centro que lo atiende.

Definimos también ¢'(J) = min;ez €;(J). Al problema con esta funcién objetivo lo llamare-
mos hard p-CSORS modificado, o hard CSORS modificado, dependiendo de si las capacidades

son uniformes o no.

Inmediatamente notamos las propiedades siguientes.

Proposicién 3.11

1. Para todo centro 1, la funcion C; es creciente en los intervalos. En consecuencia, ¢
también lo es.

2. Para cualquier intervalo J = [l,r] y centro i,
Ci(J) < €i(J) < 2Gi(J).
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DEMOSTRACION.

1. Sea i un centro, y J; = [ly,r1], Jo = [la, ro] dos intervalos de clientes tales que J; O Js.
Si i € Jy, entonces

CZ(JQ) = wlzrz S wl17“1 = CZ(JI)

Si i estd en Jp \ Jo, supongamos que es menor a [;. Entonces,

C(JQ) == wlz’l‘g + wilz S wllrl - C(Jl)a
puesto que wy,,, > wy; + Wy, + Wiyr,. El caso donde ¢ es mayor a ry es andlogo, por
simetria.

Por 1ltimo, si 7 esta fuera de Ji, supongamos que es menor a ;. Entonces,

C(J2) = Wiy, + Wi,
< Wiy + W,
< Wiypry + Wity + Wiy,
= Wiyry + Wipy
= ().

El caso donde ¢ > 7 es analogo. Esto concluye la demostracion.

2. Sii € J, entonces
Como €¢';(J) = wy,, la proposicién se cumple.
Por otro lado, si i ¢ J, basta el caso donde i < [ (por simetria). Tenemos que

Ci(J) = wir = wy +wyy = C5(J),

por lo que en particular se verifica la propiedad.

]

La segunda de estas propiedades implica (sumando sobre los centros ocupados) que para
cualquier soluciéon del problema, el costo segin ¢' es a lo més el doble del costo segin C"
por lo tanto, un algoritmo exacto para hard CSORS modificado es una 2-aproximacion del
problema original.

Este factor es ajustado, como se puede ver en el ejemplo de la Figura 3.9.

Veremos que el 6ptimo para ¢' lo podemos encontrar en tiempo polinomial, adaptando la
recursion de la Seccién 3.2. Para esto es necesario probar que los intervalos de una solucion
6ptima para ¢' son disjuntos: separamos la demostracién de esto en dos partes.

Recordemos que para un intervalo activo J;, denotamos por S; C J; al conjunto de clientes
atendidos desde i. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que ambos extremos de J;
siempre estan en S;.
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Figura 3.9: En la instancia de hard 2-CSORS de la figura, o1 y 05 son atenciones 6ptimas
para C'y para ¢ respectivamente. Notamos que C'(01) = 144¢, mientras que C(03) = 2+ 2¢;
mostrando que el factor 2 de esta aproximacién es ajustado.

Lema 3.12 Los intervalos de un éptimo para €' forman una familia laminar.

DEMOSTRACION. Sean J; = [ly,r1], Jo = [l2, 73] intervalos de clientes activos en un éptimo.
Denotemos por Sy y Sz a S(J1) v S(J2) respectivamente.

Supongamos que [; < ly < r; < ry (podemos asumir que son distintos ya que cada cliente es
atendido desde un solo centro). Sea j el cliente de Sy N [l,71] de mds a la derecha, como en
el esquema de la Figura 3.10. Notamos que como Iy < rq, j siempre existe.

Figura 3.10: Ilustraciéon de la situacién del Lema 3.12.

Supongamos que j + 1 = ry: en tal caso, podemos hacer

J{ - [llaj]
Sé = SQ —j+7“1

(modificando también J; si j = l3). Como J| C Jj, su costo no puede ser mayor: lo mismo
sucede con Jy. Por lo tanto, podemos disminuir en 1 el niimero de clientes de Sy N [I1,7]; si
j = ls, esto separa los dos intervalos.

Por otro lado, supongamos que j + 1 = j' < ;. Sabemos por maximalidad de j que j' ¢ 5.
Por otro lado, si j' ¢ 57 U Sy, nos es irrelevante. Podemos asumir entonces que j' € Sy
hacer el intercambio de atenciones

S;=S—-7+7
Sy =S5y —j+j
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Ningiin intervalo aumenta de costo, y el cliente de més a la derecha de Sy N [lo, 7] es ahora
j'. Podemos hacer esto hasta que j’ sea rq, que es el caso anterior: por induccién concluimos
la laminaridad. []

Proposicién 3.13 Los intervalos de un optimo para soft p-CSORS modificado son disjuntos.

DEMOSTRACION. Sabemos que ya son laminares, por el lema anterior. Sean entonces J; =
[l1,71], J2 = [l2,72] atendidos por iy, iy respectivamente, tales que I} < [y < ry < r. Asuma-
mos también, sin pérdida de generalidad, que i; < iy (el caso contrario es simétrico).

Consideremos una enumeracién de los clientes de S U Sy como ;1 =1 <2 < ... <r = rq;
notamos que r < 2p. Para algtin a € {r — p, p}, consideremos los intervalos

Ji' = [1,4]
5 =la+1,r].

Intuitivamente, deseamos atender, o bien a los primeros p clientes desde i; y los restantes
desde 15, 0 viceversa; notamos que ambas opciones son factibles.

Para simplificar la notacién, denotaremos por €'y a ¢, (J;) y por €7 a ¢, (J{); adoptaremos
la misma convencién para los costos de i,. Por tultimo, denotaremos ¢'15 = ¢ + ¢y, y

C" =@+ @8

Sabemos que

Wi +wip st <1
'(11: W1q sil<i <a

Wig + Wei,  SL11 > a,

que podemos reescribir como

Gl_wara Z.ISCL
.?: Cl_wil’r‘a a<i1§7’

Gl, 1>,

De la misma manera, podemos comparar C'§ con Cy: para esto hay doce casos, dependiendo
de las posiciones de a + 1 e iy con respecto a ly, 179 y 7:
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‘ .
Co + Wy, g <o
C2+w7”21”_wl2i2a l2<i2§T2§a+1

Wigrs lo <1y <ig<a+1
Cy = Wipay1 + Wiy, T2 <a+1<ip <7
GQ—U)ZQQ_H, Lh<a+l<r<ig

Co+ Wryr — Wiyin, lL<ipg<a+1<r
Cy + Wryr — Wipat1, < a+1<idy <y
Cy+ Wiyp — Wipat1, L <a+1<rmp <idp <7
Co 4+ Wryr + War1iy, a+1<ig <y

Co+ Wryr + Wag1r,, a+1 <l <ig <1y
Cy+ Wiyr + Wai1r,, a+1<lh<ryg<ig<r
[ C'2 + Wati, a+1<ly<ry<r<ip

Basta verificar caso a caso que con algin a € {r—p, p}, se cumple que ¢* < ¢'15. Indexaremos
estos casos con pares (x,y), donde x es una de las tres opciones para ¢'; e y una de las doce
para C's.

Una observacion til es que p > [5: de no ser asi, i; atenderia por lo menos p clientes a la
izquierda de Iy, y uno a la derecha, r, lo que no es factible. El mismo argumento sirve para
probar que r — p < ry. Podemos, al escoger uno de estas posibilidades para a, aplicar estas
desigualdades.

Podemos, entonces, agrupar estos pares de casos en tipos. En primer lugar, hay algunos pares
triviales:

e Los de la forma (z,5) son directamente menores que C'qs.

e Escogiendo a = p, los casos (x,y) con y > 9 no pueden suceder, pues requieren que a
sea menor a ly. Lo mismo sucede en el caso (2,1), usando que a < i1 < iy < ls.

e El hecho que i; < iy hace infactibles todos los casos de la forma (3,y) (salvo el (3,5),
cubierto por el primer item).

Por otro lado, hay algunos casos en los que no importa el valor de a que escojamos:

(2,2): Como iy < ig < 1y, tenemos que
wilT‘ - wilT‘Q + w’r‘zr'
Asi,

a
012 =C1p — (wi17’2 + wT2T) + Wryr — Wigiy

= 012 — Wiyry — Wisig,

lo cual claramente es menor o igual a ¢'q5.
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(2,3): Tenemos aqui que

a
Vg = Cra — Wiy + Wiy — Ca.
Como 71 <19 < 1, podemos descomponer w,, en w;,;, + W;,,: entonces,
a
U1y = Clh2 — wiy, — Co,
a
que es menor a C',.

(2,4): El costo de este caso es el mismo que el del caso (2, 3), reemplazando —C'y por —wy,q41:
se puede hacer el mismo acotamiento.

(2,6): Aqui tenemos que
a
~12 - 012 - wilT + wT‘QT‘ - wl2i27

pero sabemos que i; < iy < 79: por lo tanto, wy,, — w;,, < 0y concluimos.
(2,7): Este caso es idéntico al anterior reemplazando wy,;, POr wi,a+1-
(2,8): De manera similar a los dos casos anteriores, tenemos que

a .
Sy = Cla — Wiyr + Wiyr — Wiyat1;

como 21 < i < 7, tenemos que
wigr - wilr S 0

y concluimos.

En los casos restantes podemos verificar la propidad escogiendo a = r — p:

(1,1): El costo aqui es
> (112 = 012 — Wqr + Wryr,

que es menor o igual a ¢'15 cuando a < ry: pero sabemos que r — p < ro. Notamos que
los casos (1,2), (1,6), (1,7) y (1,8) se pueden acotar superiormente por este, por lo que
su demostracién es la misma.

(1,3): Tenemos que

a
19 — Cl — Wy + Wiqgr
- Gl - (waa—i-l + wa+1r> + Wiga+1 + Wa+1r

= (1 — Waat1 + Wiyat1,
que es menor a ¢'1 si a < ig, lo que se cumple para r — p (pues r —p < ry < iy).

(1,4): Aqui notamos que r — p < 19 < ig, por lo tanto wi,, < Wy, y

T—p
~12 S Cl2 — Wqr + wT2T7

reduciéndonos al caso 1.1.
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Tabla 3.1: Resumen de la divisién en casos de la Proposicion 3.13. Los casos triviales o
infactibles para i; < 75 se muestran en gris, los casos infactibles para a = p en violeta. Los
casos en azul se cumplen para cualquier eleccién de a, y los casos en verde, con a = r — p.

La Tabla 3.1 resume con colores la forma de agrupar los casos.

Podemos hacer esto para cada par de intervalos anidados. Concluimos, entonces, que todo
par de intervalos debe ser disjunto. O]

A continuacién, es necesario asegurar que los centros desde los que se atienden los intervalos
sean distintos. Para esto probamos la propiedad siguiente:

Lema 3.14 Sean Jy,Js intervalos activos en un optimo, y sean iy,iy los centros que los
atienden (respectivamente). Si Jy estd a la izquierda de Jy, entonces iy < io.

DEMOSTRACION. Escribamos J; = [l1, 7] y Jo = [la,r2]. Sabemos que I} < 1 < Iy < 7.
Supongamos que i; > iy. Veremos que entonces, el costo al intercambiar los intervalos de
centro es menor: esto es, que

GI(JQ) + CQ(Jl) S Cl(J1) + CQ(JQ);

donde hemos abreviado €, (+) y €', (+) como €7 y C'5 respectivamente.
Aplicando la definiciéon de ¢/, vemos que esto es equivalente a probar que

dist(il, JQ) + dist(iQ, Jl) S diSt(’il, J1> -+ diSt(iQ, Jg) (38)

Haremos esto por casos:

e Siiy € Jy, entonces dist(iy, J1) = 0 podemos reescribir el lado derecho de la inecuacién
como

diSt(ig, JQ) = diSt(iQ, Jl) + Wiy 4q + d’iSt(il, J2)7

lo que es mayor que el lado izquierdo.
e Siiy < [y, tenemos que
dist(ig, JQ) = Wiyiq + diSt(il, Jg)
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Por otra parte,
diSt(il, Jl) = diSt(iQa Jl) — Wiy -

Sumando ambas identidades, vemos que la inecuacion 3.8 se cumple con igualdad.
e Siry <iy < iy, tenemos simplemente que

dz’st(z’l, Jl) = Wiyiq + diSt(iz, Jl)
dist(iz, JQ) = Wiyiq + diSt(il, Jg),

y la desigualdad 3.8 se cumple estrictamente.

e Finalmente i; > 7, pero i3 < ry, tenemos que

diSt(iQ, JQ) Z diSt(iQ, Jl) + diSt(’il, J1> + diSt(il, JQ),

que ya es mayor al lado izquierdo de la desigualdad buscada.

Los casos restantes son simetrias de estos, y se pueden resolver de manera andloga. O]

Esto tiene como consecuencia que los intervalos y los centros que los atienden vienen en
el mismo orden: si sabemos que un intervalo [¢, j] pertenece al éptimo, y es atendido por
un centro ¢, todos los centros que atiendan a los clientes anteriores a ¢ son anteriores a i.
Podemos, entonces, establecer la recursién

=2yees]
=2,

donde OPTJj,i] es el costo de atender éptimamente a los clientes de [1, j] con centros menores
o iguales a i. Los casos base son

OPT[j,i] =00 Vi,j, j > pi
(pues la instancia se vuelve infactible) y
OPT[j,1] = ¢1([1,j]) Vi <p,
pues solo hay una apertura factible. El Algoritmo 4 encuentra O PT'[n, m| mediante progra-
macién dindmica. Notamos que el paso 5 requiere ij = O(nm) lecturas de las tablas 'y

OPT, por lo que este algoritmo toma tiempo O(m?n?). En conclusién,

Teorema 3.15 FEuxiste una 2-aproximacion para hard p-CSORS en la linea, para cualquier
p=>3.
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Algoritmo 4

Entrada: Tabla (C'([7, ]))ijes con los costos de cada intervalo; n el nimero de clientes, m
el nimero de centros.
Inicializar tabla OPT que guardara los costos de los subproblemas.
Definir los casos base como descrito mas arriba.
para j = 2,...,n hacer
para i = 2,...,m hacer Calcular OPT]j, ¢] usando la férmula 3.9. > Esto toma
tiempo O(mn).
5. Entregar OPT[n,m]

3.4.2. Propiedades adicionales de la variante hard-capacitada

Una manera alternativa de estudiar la variante hard-capacitada es intentar aprovechar pro-
piedades de la estructura lineal, sin alterar la funcién objetivo. Esta seccion estudia algunas
de estas propiedades, no para utilizarlas en esta tesis, sino por su posible utilidad en el futuro.

Sabemos que en el caso hard-capacitado, varias propiedades del caso soft-capacitado se man-
tienen: para empezar, la funcién objetivo sigue siendo creciente para los intervalos (Lema
3.2). Ademés, los intervalos de clientes siguen teniendo una estructura laminar fuerte, ya que
la demostracion de la propiedad 3.7 no cambia los centros que atienden a cada intervalo.

El principal desafio es encontrar una relacién entre los intervalos activos y los centros que los
atienden. Con respecto a ello, podemos probar las siguientes propiedades:

Lema 3.16 Sean iy,is centros utilizados en un optimo, abriendo intervalos Jy, Jo respecti-
vamente. Entonces,

1. Si Jy estd a la izquierda de Jo, entonces iy < ig.

2. Si J1 C Jy, entonces i1 € Js.

3. Si Jy contiene algun centro no utilizado, o bien J; C Jy, entonces is € Js.

DEMOSTRACION. Sean J; = [l1,71] y Jo = [l2,72]. Llamaremos, por comodidad, C; y Cy a las
funciones de costo Cj, y C;, respectivamente.

Probemos la primera propiedad por contradiccion: supongamos que .J; esta a la izquierda de
Jo (es decir que r; < ly) y que s > t. El aporte de estos intervalos a la funcién objetivo es
C1(J1) + Ca(J2). Si se “intercambiaran” los intervalos de centro, el costo de seria Cy(J2) +
Co(J1). Llamemos

" _l1+7”1
T2
lo + 19
To —
2
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a los puntos medios de cada intervalo. Notamos que el que el costo de atender a J = [I,7]
desde un centro 7 sea w; o w;, solo depende de si 7 esta a la izquierda o derecha del punto
medio de I. Esto define los siguientes casos, ilustrados en la Figura 3.11:

e Siiy <z, tenemos que C1(J1) = w;,,, - Ademds, como is < i1, tenemos que
Co(J2) = Wiyr,, C1(J2) = Wiyr, ¥ Co(J1) = Wiy,

Pero entonces podemos intercambiar los intervalos de centro, ya que,

Cl(‘]l) + C2<J2) = Wiypy T Wigry
= Wiy, — Wigiy T Wigiy + Wiyry

= C1(J2) + Co(Jh).

El caso donde i, > x5 es analogo, por simetria.

e Six < iy < iy < xg, se contradice optimalidad, ya que el costo de intercambiar seria

Cl<J1> + CQ(JQ) = Wiyrq + Wiyl
= (wiliz + wizm) + (wi2i1 + wi1l2)
> Wiy, + Wity

= C1(J2) + Co( ) :
que es el costo de la asignaciéon original.
e Por ultimo, puede ser que i, < z1 < 1. Aqui,

Cl(Jl) + 02(J2> = Wiyl + Wigry

2 Wiy, + Wigiy + Wippy
Z w’iztrl + wilrg

= C1(J2) + Ca(Jh),

por lo que también conviene hacer el intercambio. Notamos que la desigualdad puede
ser estricta o no dependiendo de si ¢; pertenece o no a Ji.

Ahora la segunda propiedad. Supongamos que J; C J; pero i ¢ Jo. Sin pérdida de genera-
lidad, supongamos que i; estd a la izquierda de Js. Sea j el mayor cliente atendido por iy
que esté a la izquierda de Jp, como se ilustra en la Figura 3.12. Denotemos por j’ al mayor
cliente de J; que esté a la izquierda de rq, si es que existe (es decir, si |J;| > 1).

Podemos disminuir el costo de la solucién atendiendo a r1 desde iy y a j desde iy: Cy(J3) se
mantiene, pero ahora
Ci() = wiyjr < Wiy

Podemos continuar este proceso hasta que J; conste de un solo nodo ry. Alli, podemos
simplemente asignarle ry a is, y ls a i1, como se muestra en la parte inferior de la Figura
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Figura 3.11: Una ilustracién con los casos del Lema 3.16, en el mismo orden del texto.

3.12. Aqui ambos costos pueden disminuir, ya que Jo ahora comienza desde el siguiente nodo
lo + 1. Los intervalos Ji, Jo nuevos quedan asi disjuntos sin aumentar el costo.

i1

Figura 3.12: Tlustracion de la demostracion de la segunda propiedad del Lema 3.16. Las lineas
punteadas representan los cambios. En el grafo de arriba, se ve que el ‘desplazamiento’ del
primer intervalo reduce su costo; en el de abajo, que la separacion de éstos produce el mismo
efecto.

Para la tercera propiedad, supongamos que iy estd fuera de .J;. Sabemos entonces que para
todo 4 centro dentro de Js,

OZ(JQ) S Wiyry S OQ(JQ) . (310)

por lo que si existe un centro ¢ € Jo no utilizado, reemplazar i, por ¢ es una mejor solucion.

Por otro lado, si existe i; € Jy abierto, hay dos opciones: o bien J; C J,, o son disjuntos.

42



Supongamos, sin pérdida de generalidad, que iy < l5. Entonces, sabemos que
Co(J1) = Wiyr, < Wiy, = Ca(Ja),

y por lo tanto podemos mejorar la solucién intercambiando a i; e iy de roles (puesto que iy
también cumple la ecuacién 3.10). O

Observacion Una afirmacién mas fuerte que la tercera propiedad puede ser “si existe un
centro dentro de J,, entonces i5 € J5”. Sin embargo, esto no necesariamente es asi, como se
ilustra en el siguiente contraejemplo:

.1. N .1.1.1.

12 1

Figura 3.13: En esta instancia, los extremos de J; y Jo estan marcados con los colores de i
e iy respectivamente. Notamos que la solucién es 6ptima, e iy ¢ J; pese a que Jo contiene un
centro.
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Conclusion

El problema de CSORS presenta sus desafios. Para el caso general, tanto estrategias del tipo
redondeo como el esquema primal-dual resultaron més complicadas de lo esperado. Estra-
tegias como el estudio de la dimensién de Apnik—Chervonenkis también fueron infructuosas
(ésta es infinita para co-CSORS, incluso acotdandose a arboles). Concentrandose en un caso
méas acotado como la linea, sin embargo, es posible dar los primeros pasos hacia un estudio
mas profundo. Hay dos lineas en las que se podria continuar, no excluyentes entre si:

La primera es extender la estructura sobre la que se trabaja. Por ejemplo es posible extender
la Propiedad 3.3 a co-CSORS en arboles, convirtiendo el problema en uno de tipo “minimizar
suma de radios en una particiéon en subarboles”. Para una arborescencia, es simple establecer
una relacion recursiva como en la Seccién 3.2. En éarboles, sin embargo, o incorporando
capacidades, por ahora hay méas preguntas que respuestas: idealmente, tras responderlas, se
escalaria hacia grafos generales.

La segunda es extender la pregunta. Por ejemplo, ;qué pasa si los centros deben estar co-
nectados por un arbol, o por un ciclo? En particular, puede resultar muy interesante (y
complicado) el caso en que las distancias entre centros se calculen con una métrica distinta a
los tiempos de atencion. Un problema asi puede interpretarse como una variante del Vehicle
Routing Problem [21] en la que los vehiculos no llegan directamente a los clientes sino a
estacionamientos o puntos de detencién, desde el cual se atiende a los clientes a pie. Otra
manera de interpretarlo seria una extension de Connected Facility Location.

Es el propdsito de los resultados obtenidos, mas que responder concluyentemente las pre-
guntas formuladas en la introduccién, contribuir a las bases necesarias para el desarrollo
posterior de méas algoritmos para esta familia de problemas. El tiempo y futura investigacién
al respecto se encargaran de decidir si este propdsito fue alcanzado.
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