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ELEMENTO VIRTUAL

La integración numérica de los métodos de Galerkin para resolver problemas de valores
de frontera tridimensionales en mallas poliédricas arbitrarias ha recibido recientemente una
atención considerable en la literatura de análisis numérico. Por otro lado, la integración di-
recta en los nodos es la más utilizada, porque se basa en menos evaluaciones, pero conduce
a inestabilidades numéricas debido a un mecanismo similar a la subintegración y al desvane-
cimiento de las derivadas de las funciones de base en los nodos.

En esta tesis, se presenta el desarrollo de un método de integración nodal en el espacio IR3

en mallas tetraédricas, que se basa en el marco matemático del elemento virtual. Adoptamos
un método de aproximación para obtener las funciones de máxima entropía (maxent), con
resultados de error de máquina (error ≈ 10−13) en el test de la parcela para desplazamien-
tos, debido a la propiedad intrínseca delta kronecker en el contorno del dominio. Además se
utilizan las funciones de Mínimos Cuadrados Móviles Modificados (mmls), donde se incluyen
restricciones adicionales sobre los coeficientes, permitiendo generar una aproximación más
estable y computacionalmente más eficiente, pero que no llega al error de máquina en el test
de la parcela para desplazamiento, principalmente por que éstas aproximaciones no tienen
la propiedad delta kronecker cuando estas se calculan sobre el contorno del dominio. Las
funciones de base construidas son no negativas, suaves, linealmente completas y más com-
pactas en el caso mmls. La suavidad se controla mediante parámetros enteros positivos: el
orden de normalización de la aproximación de las funciones y el radio del soporte que la apro-
ximación. El esquema propuesto es una adaptación del método NIVED (Nodal Integration
using the Virtual Element Descomposition) para espacios en IR2, el cual se extiende a tres
dimensiones. En nuestro enfoque, las integrales de forma débil, se integran de forma nodal,
utilizando celdas representativas de nodos ubicados en cuatro partes específicas del elemento.
Estos nodos contienen la información de los desplazamientos nodales y variables de estado
como las deformaciones y esfuerzos. La integración nodal se realiza mediante el Método de
Elementos Virtuales VEM, donde la forma bilineal se descompone en una parte de consisten-
cia y otra de estabilidad. En particular, el método propuesto va dirigido en el análisis lineal y
no lineal de sólidos para pequeños desplazamientos y cinemática de pequeñas deformaciones.
Varios ejemplos numéricos para elastoestática lineal y viscoelasticidad no lineal, demuestran
la alta precisión y eficiencia del método para geometrías tridimensionales. Finalmente el mé-
todo NIVED en la extensión tridimensional, demostró ser un esquema consistente, estable y
convergente.
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3D-maxent. Para parámetros viscoelásticos (µ0, µ1) = (0.01, 0.99): (e) NIVED
3D-mmls, (f) NIVED 3D-maxent. Fuente: Elaboración Propia. . . . . . . . . . 66
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes Generales
En mecánica de sólidos computacional, los métodos de Galerkin sin malla han sido estu-

diados durante años, en donde se utiliza la integración numérica para evaluar las integrales
de la forma débil (usualmente cuadratura de Gauss), lo que conlleva a errores de integración
numérica debido a la naturaleza de las funciones de base utilizadas. Existen dos fuentes de
error asociadas con los esquemas de integración en los métodos de Galerkin sin malla: (1)
Son funciones no polinomiales, por lo que no son integrables de manera exacta; y (2) en
general, la región que está definida por los soportes en la intersección de dos funciones de
base nodal superpuestas no coincide con la celda de integración. Esta última fuente es la que
más aporta al error de cuadratura [1]. Aunque mediante el uso de más puntos de cuadratura,
los métodos de Galerkin sin malla pueden obtener resultados numéricos estables y razonables
[2]. Sin embargo, esto no es beneficioso desde el punto de vista del costo computacional.

Las diferentes técnicas de integración numérica en los métodos de Galerkin sin malla se
pueden agrupar en dos grupos principales: integración por elemento o celda de integración
y técnicas de integración nodal. La integración nodal en métodos sin malla es atractiva ya
que las variables de estado (deformaciones, esfuerzos y variables internas) se pueden alma-
cenar en los nodos evitando así la necesidad de algoritmos de reasignación de variables en
problemas con remallado. En el método sin malla de transporte óptimo [3], el remallado se
evita utilizando los puntos de integración como portadores de la información del estado del
material junto con cambios en el soporte de las funciones base para permitir simulaciones
de deformaciones finitas Lagrangianas. En el método del punto material [4], los puntos de
integración de una cuadrícula inicial (generalmente, una cuadrícula cartesiana) llevan las va-
riables de estado del material y la etapa de solución ocurre en tres fases: (1) la información
se mapea desde las partículas a los nodos de la cuadrícula; (2) se resuelven ecuaciones de
movimiento en los nodos de la cuadrícula, y la información actualizada se mapea de nuevo a
las partículas para actualizar sus posiciones y velocidades; y (3) la cuadrícula se reinicia. En
este proceso, la malla permanece fija durante toda la simulación y la deformación hace que
los puntos de material se muevan dentro de otras celdas de la cuadrícula.

Por otra parte, la integración nodal directa de 1 punto de integración, conduce a inestabi-
lidades numéricas debido a la subintegración y decaimiento de las derivadas en las funciones
de base de los nodos, la cual se manifiesta principalmente por modos espurios y grandes osci-
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laciones en la solución [5]. Se han realizado numerosos esfuerzos para estabilizar los esquemas
de integración nodal en [6, 7, 8].

1.2. Motivación
El método del elemento virtual (VEM) [9], se ha desarrollado para afrontar los problemas

de integración numérica en elementos poligonales y en los últimos años, para problemas de
valor de contorno en mallas poliédricas arbitrarias [10]; además constituye un marco adecua-
do para corregir errores de integración en métodos de malla libre [11]. El método consiste
en la construcción de una representación algebraica (exacta) de la matriz de rigidez sin la
evaluación explícita de funciones de base (las funciones de base son virtuales). En el VEM,
la matriz de rigidez se descompone en dos partes: una matriz que garantiza la reproducción
exacta de un campo de desplazamientos lineal (matriz de rigidez de consistencia) y una matriz
de corrección que provee estabilidad (matriz de rigidez de estabilidad). Esta descomposición
está formulada en el espíritu del teorema de equivalencia de Lax para esquemas de diferencias
finitas (consistencia + estabilidad → convergencia).

Utilizando la formulación antes mencionada, en esta tesis se propone construir celdas de
integración nodal tetraédricas para extender a tres dimensiones el método de integración
nodal NIVED [11] para celdas poligonales. La integración nodal se usa con el propósito de
evitar los algoritmos de reasignación de variables en problemas con remallado.

Por otra parte el costo computacional de los esquemas de integración para mecánica de
sólidos tridimensional es muy alto para mallas más finas, donde las soluciones suelen ser
más estables y exactas. Esto se debe principalmente a que las matrices de cálculo crecen en
comparación con los esquemas 2D, específicamente en un grado de libertad con respecto a
cada nodo, generando problemas de eficiencia en aspectos de computacionales. Es por esto
que se propone usar las funciones de base de mínimos cuadrados móviles modificados, que
son de cómputo más eficiente.

Las funciones de máxima entropía aseguran ser precisas, superando con creces en términos
de orden del error a los métodos con mallas existentes, incluso si se comparan con métodos
dentro del marco libre de mallas.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Desarrollar un esquema de integración nodal en mallas tetraédricas para problemas de
mecánica de sólidos utilizando la descomposición del elemento virtual.

1.3.2. Objetivos Específicos

Implementar un esquema de integración nodal utilizando funciones de base maxent y
mínimos cuadrados móviles modificados, según se propone en las Referencias [12, 13],
para reducir el costo computacional.
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Resolver el test de la parcela en desplazamiento para tres dimensiones, problemas tridi-
mensionales de elastoestática lineal y viscoelasticidad.

Estudiar la consistencia, estabilidad y convergencia del esquema desarrollado mediante
los ejemplos implementados.

1.4. Alcances
Los alcances de este trabajo abarcan desde problemas básicos tridimiensionales en la

teoría lineal elastoestática y viscoeslásticos no lineales, hasta problemas más complejos con
superficies tanto regulares simples como superficies más complejas polares, siempre en el
marco matemático del método del elemento virtual, utilizando funciones maxent y mmls. De
todos modos cualquier función de base que esté dentro de la teoría sin mallas puede utilizarse
en este esquema. Las aproximaciones de las funciones de base son lineales en todo dominio.
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Capítulo 2

Metodología

2.1. Etapas del Trabajo
Las principales etapas del trabajo son:

1. Lectura y análisis de bibliografía sobre los métodos sin malla e integración nodal, tanto
en mallas poligonales (espacio en IR2), como poliédricas (espacio en IR3). Comprender
los conceptos y requisitos para la convergencia, consistencia y estabilidad.

2. Desarrollo del esquema de integración nodal NIVED en tres dimensiones utilizando
celdas de integración nodal tetraédricas.

3. Implementación en MATLAB de funciones de base maxent y mmls utilizando el concepto
de funciones de base para cálculo de las variables de estado.

4. Implementación computacional del esquema NIVED tridimensional en MATLAB para
problemas de elasticidad lineal y viscoelasticidad.

5. Estudio de la consistencia, estabilidad y convergencia del método de integración nodal
NIVED en tres dimensiones.

6. Análisis de resultados, conclusiones finales y posibilidad de futuros trabajos.

2.2. Normas de Convergencia
Para estudiar la exactitud y la convergencia, se utilizan dos medidas globales del error.

La norma L2 relativa del error en los desplazamientos se define como∥∥∥u− uh∥∥∥
L2

‖u‖L2
=
(∑

E

∫
E(u− uh) · (u− uh)dx∑

E

∫
E u · udx

) 1
2

, (2.1)

y la semi-norma H1 relativa del error en la energía es∥∥∥u− uh∥∥∥
H1

‖u‖H1
=
(∑

E

∫
E(ε− εh) · (σ − σh)dx∑

E

∫
E ε · σdx

) 1
2

, (2.2)
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donde el superíndice h indica la aproximación numérica. Por lo tanto, la otra variable se
relaciona con la solución exacta.

En las normas, las integrales sobre el elemento E se calculan usando cuadratura numérica.
Para esto, se define un nodo de integración en el centroide de la celda tetraédrica conteniendo
toda la información de la variable principal y las de estado. Finalmente, para poder integrar
en el contorno del tetraedro siguiendo la metodología VEM, se define 1 punto de integración
en el centroide de cada cara del tetraedro.
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Capítulo 3

Antecendentes

3.1. Métodos Con Malla y Sin Malla
El comportamiento de los sólidos puede describirse en términos de ecuaciones diferencia-

les parciales. En general, resolver estas ecuaciones mediante métodos analíticos clásicos para
formas arbitrarias es casi imposible. Debido a esto se recurre a esquemas numéricos los cuales
dependiendo de la forma de discretizar el medio pueden ser clasificados en método con malla
y métodos sin malla.

Un método con malla clásico es el método de los elementos finitos, donde la solución
se obtiene utilizando la malla para interpolar e integrar de forma numérica las ecuaciones
gobernantes en su forma débil. La malla utilizada está formada por elementos, los cuales
están interconectados mediante nodos. Las funciones de interpolación dependen de esta ma-
lla. Entonces cuando se trabaja con deformaciones extremas y los elementos sufren una gran
distorsión se generan errores en la solución numérica. Estos errores se deben principalmente
a que los elementos adquieren, después de la gran deformación, volúmenes o áreas negativas.
Para corregir este problema se suele remallar los sectores afectados y los resultados deben
ser interpolados en la nueva malla, aumentando la complejidad de la resolución y el tiempo
de cómputo.

En los métodos sin malla, la aproximación no depende de la interconexión entre los nodos,
disminuyendo así la sensibilidad de las distorsiones geométricas, haciéndolos más adecuados
para modelar grandes deformaciones. Los métodos sin malla pueden ser clasificados como
métodos de Galerkin, métodos de Petrov-Galerkin o métodos de colocación. Algunos ejem-
plos de métodos de Galerkin son el método sin malla de Galerkin (EFG) [14], el método de
reproducción de partículas de kernel (RKPM) [15], el método de elemento natural (NEM)
[16], y el método de esferas finitas (MFS) [17]. El representante de los métodos de Petrov-
Galerkin es método local sin malla de Petrov-Galerkin (MLPG) [18]. Y para la categoría de
métodos de colocación esta el método de las partículas suavizadas (SPH) [19].

En los métodos de Galerkin sin malla se utiliza una malla de fondo para realizar la inte-
gración numérica de la forma débil (normalmente cuadratura de Gauss), idéntica a la forma
débil de FEM. Sin embargo, en estos métodos se utilizan funciones de forma (o base) dife-
rentes, las cuales no dependen de la conectividad entre los nodos, solo de sus coordenadas.
En la construcción de estas funciones de forma se utilizan los nodos que se encuentran en la
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vecindad del punto que se desea aproximar, haciéndolas más complejas en forma y construc-
ción. Pero la suavidad de las aproximaciones sin malla es mucho mejor que la interpolación
Lagrangiana basada en elementos empleada en FEM. Por ejemplo, la suavidad de la aproxi-
mación de MLS con el peso Gaussiano es C∞. En contraste, la interpolación FEM solo tiene
continuidad C0.

Las funciones de los métodos sin malla de Galerkin son racionales (no polinomiales), las
cuales son difíciles de integrar con exactitud y es uno de los principales inconvenientes de estos
métodos. Este inconveniente es extremadamente importante para asegurar la convergencia
y estabilidad del método. Aunque una cuadratura de alto orden puede ofrecer estabilidad y
convergencia óptima, es prohibitivamente costosa para el uso práctico. Por otro lado, la cua-
dratura de orden bajo consume menos CPU pero puede generar soluciones no convergentes
e inestables.

Finalmente, el método desarrollado en esta tesis pertenece a la categoría de un método
sin malla de Galerkin, pero integrando directamente en los nodos.

3.2. Funciones Base de la Máxima Entropía
Una de las funciones de base que se utilizará en esta tesis, son las funciones base de la

máxima entropía (maxent). Estas funciones presentan ciertas propiedades atractivas en los
métodos sin malla, como por ejemplo son suaves, sus valores son siempre positivos y tienen la
propiedad que los nodos interiores no tienen influencia en su valor cuando esta se calcula sobre
el contorno del dominio, facilitando la imposición de las condiciones de borde.

3.2.1. Marco Teórico de la Entropía Relativa Mínima

Considere un dominio convexo representado por un conjunto de N nodos dispersos y un
prior (peso) función wa(x) asociada con cada nodo a. Podemos escribir la aproximación para
una función de valor vectorial v(x) en la forma:

vh(x) =
m∑
a=1

φa(x)va, (3.1)

donde va := v(xa) son los coeficientes nodales, {φa}ma son las funciones de base no negativas
asociada con el nodo a y m ≤ N representa el número de nodos cuyas funciones de base
cumplen las condiciones de reproducción cero y primer orden:

φa(x) ≥ 0
m∑
a=1

φa(x) = 1,
m∑
a=1

φa(x)ca = 0, (3.2)

donde ca = xa − x son coordenadas nodales desplazadas.

Las funciones base {φa}ma se definen a partir de un problema de optimización que se es-
tablece en cada punto de evaluación x para las restricciones lineales dadas por la Ecuación
(3.2). Debido a las propiedades no negativas y de partición de la unidad (condición de repro-
ducción de orden cero), las funciones de base se pueden interpretar como una distribución
de probabilidad discreta. La entropía informativa proporciona una medida canónica de la
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incertidumbre asociada con una distribución de probabilidad discreta. El esquema de apro-
ximación menos sesgado que es consistente con las restricciones lineales lo proporciona el
principio de máxima entropía.

La formulación de las aproximaciones Maxent se obtiene maximizando la medida de en-
tropía de Shannon-Jaynes [20] cuando se utiliza el prior de pesos nodales:

H(φ | w) = −
m∑
a=1

φa(x) ln
(
φa(x)
wa(x)

)
, (3.3)

D(φ | w) := −H(φ | w) ≥ 0 es la medida de entropía relativa y el principio variacional
correspondiente viene dado por el principio de entropía relativa mínima (cruzada) [21]. El
problema de optimización de las funciones de base de Maxent se puede establecer en la
formulación variacional (ME)w para x fijo:

maxH(φ | w) (3.4a)

φa(x) ≥ 0
m∑
a=1

φa(x) = 1,
m∑
a=1

φa(x)ca = 0. (3.4b)

Se pueden emplear métodos de dualidad para resolver el problema de optimización convexa
en la Ecuación (3.4) de manera eficiente y robusta [22, 23]. En esta tesis, se utilizará como
prior de función de peso la función de base radial Gaussiana dada por:

wa(x) = exp
(
− γ

h2
a

∥∥∥c2
a

∥∥∥) (3.5)

donde γ es un parámetro que controla el tamaño del soporte de la función de base, ca son
las coordenadas nodales desplazadas, y ha es el espaciamiento nodal característico asociado
al nodo a.

Las funciones de base resultantes de la solución no son interpolantes, excepto en el límite
convexo del conjunto nodal, donde se mantiene la propiedad débil de delta-Kronecker. La
propiedad débil de delta-Kronecker proporciona una gran ventaja sobre otros tipos apro-
ximados, como en el Mínimos cuadrados móviles (MLS), donde se requieren tratamientos
especiales para la imposición de condiciones de borde (EBC) [24]. Además, las funciones
básicas heredan la suavidad de las funciones nodales de ponderación previas [25, 26]. Varias
funciones de ponderación previa nodal, como la función de ponderación gaussiana [3, 23, 27],
la función de ponderación polinomial cuártica [28, 29, 30], la función de ponderación nodal
basada en el conjunto de niveles [31, 32], la función de ponderación nodal exponencial [33, 34],
y la función de distancia aproximada a las curvas planas [12] se han utilizado para construir
aproximaciones de máxima entropía con propiedades específicas deseadas.

3.3. Funciones Base de Mínimos Cuadrados Móviles
(MLS) y Mínimos Cuadrados Móviles Modificado
(MMLS)
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3.3.1. Mínimos Cuadrados Móviles (MLS)

La técnica que se resume a continuación está bien establecida, según [35, 36]. Para aproxi-
mar la función de campo desconocido u(x) sobre un conjunto de nodos distribuidos aleatoria-
mente {xi}, i = 1, 2, ..., n la aproximación por mínimos cuadrados móviles uh(x) es definida
como

uh(x) =
m∑
j=1

pj(x)aj(x) = pT(x)a(x), (3.6)

donde pT(x) = [p1(x), p2(x), ..., pm(x)] son funciones de base, a(x) es un vector que contiene
los coeficientes aj(x)(j = 1, 2, ...,m), y m es el número de términos de la base pT(x). Las
funciones base generalmente se eligen como bases monomiales. En esta tesis se optó por la
base cuadrática, la cual se define como:

pT(x) = [1, x, y, z, x2, y2, z2, xy, xz, yz]. (3.7)

El vector de coeficientes a(x) se calcula en cualquier punto x del dominio espacial minimi-
zando un error funcional J(x) definido en base a los errores de mínimos cuadrados ponderados
como:

J(x) =
n∑
i=1

w(‖x− xi‖)(pT(xi)a(x)− ui)2 = (Pa(x)− u)TW (Pa(x)− u), (3.8)

donde w(‖x− xi‖) es una función de peso asociada con el nodo i (w(‖x− xi‖) ≥ 0 para
todo x en el dominio de soporte del nodo), xi es el valor de x en el nodo i, u = ui =
(u1, u2, ..., un) son los valores (a menudo llamados valores ficticios de la aproximación) del
campo desconocido u(x) en los nodos xi, y n el número de nodos en el dominio de soporte
de x Las matrices P y W en la ecuación (3.8) se calculan como

P =


p1(x1) p1(x2) · · · p1(xn)
p2(x1) p2(x2) · · · p2(xn)

... ... . . . ...
pm(x1) pm(x2) · · · pm(xn)


m×n

(3.9)

W =


w1(x) 0 · · · 0

0 w2(x) · · · 0
... ... . . . ...
0 · · · 0 wn(x)


n×n

(3.10)

. Para calcular el vector coeficiente a(x), minimizamos el funcional J(x) con respecto a las
componentes del vector aj(x) [37].

∂J

∂a
= A(x)a(x)−B(x)u, (3.11)

donde
A(x) = PWPT =

n∑
i=1

wi(x)p(xi)pT(xi), (3.12)
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B(x) = PW = (w1(x))p(x1), w2(x))p(x2), ..., wn(x))p(xn)), (3.13)

Si la matriz de momentos A(x) no es singular, de la Ec. (3.11) podemos obtener

a(x) = A−1(x)B(x)u, (3.14)

Sustituyendo a(x) en la Ec. (3.6) obtenemos para la aproximación local uh(x)

uh(x) = φ(x)u =
n∑
i=1

φi(x)ui (3.15)

con φ(x) = (φ1(x), φ2(x), ..., φn(x)) siendo la función de forma y

φi(x) =
m∑
j=1

pj(x)[A−1(x)B(x)]ji. (3.16)

3.3.2. Mínimos Cuadrados Móviles Modificado (MMLS)

El proceso de construcción de funciones de forma Ec. (3.16) descrito anteriormente falla
cuando la matriz de momento A en Ec. (3.12) es singular. La singularidad de la matriz
de momentos es causada por ciertas distribuciones degeneradas de nodos dentro del domi-
nio espacial. Esto da como resultado que algunas distribuciones de nodos sean inadmisibles
[35, 36, 38]. Para permitir la colocación de nodos casi arbitraria, es decir, tener casi toda
la distribución nodal admisible, se sugiere la siguiente modificación a la aproximación de
mínimos cuadrados móviles [38].

Al igual que con MLS, comenzamos con la aproximación de una función u(x) denotada
por uh(x), que está definida por una combinación de m monomios (Ec. (3.7)). Como en
MLS, estos coeficientes se calculan minimizando un error funcional que se define en función
de los errores de mínimos cuadrados ponderados e incluye restricciones adicionales sobre los
coeficientes a correspondientes a los monomios de segundo grado en la base. Al agregar res-
tricciones al funcional de error podemos asegurar la invertibilidad de la matriz de momentos
A(x) para todas las distribuciones nodales que son admisibles cuando se usan monomios de
primer grado como funciones base en MLS. En este enfoque, la solución MLS clásica se altera
muy poco cuando la matriz de momentos no es singular.

El funcional de error se define como

J(x) =
n∑
j=1

[
(uh(xj)− uj)2w(‖x− xj‖)

]
+ µx2a2

x2+

µy2a2
y2 + µz2a2

z2 + µxya
2
xy + µxza

2
xz + µyza

2
yz,

(3.17)

donde n es el número de nodos en el soporte de x, y µ = [µx2 µy2 µz2 µxy µxz µyz] son
pesos positivos (pequeños) para las restricciones adicionales. Después de la minimización y la
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resolución de los sistemas de ecuaciones resultantes, la aproximación MMLS se obtiene como

uh(x) = pT(PTWP +H)−1PTWu =
n∑
j=1

φj(x)uj = φT(x)u, (3.18)

donde φ es el vector de funciones de forma:

φ = [φ1(x)...φn(x)] = pT(PTWP +H)−1PTW . (3.19)

En 3D,H es una matriz de 10×10 con todos los elementos iguales a cero excepto las últimas
seis entradas de la diagonal que son iguales a µ

H =
[
O44 O46
O64 diag(µ)

]
. (3.20)

3.4. Métodos de Integración Nodal
Como se mencionó anteriormente, debido a la complejidad involucrada en la integración

de Gauss para los métodos de Galerkin sin malla y a la inestabilidad resultante de integrar de
forma directa en los nodos, se han realizado intentos para desarrollar esquemas de integración
nodal estables. Se pueden identificar tres esquemas de integración nodal clásicos [39]: método
de deformación nodal [5], integración nodal conforme estabilizada (SCNI) [6] y el método del
promedio nodal [40]. Las principales diferencias entre estos tres esquemas se basa en cómo
calculan el tensor gradiente de deformación. Para los tres esquemas, la versión de la forma
bilineal para la integración nodal es la siguiente:

a(uh,vh) =
N∑
a=1

[
εa(vh) : D : εa(u)hVa

]
(3.21)

donde Va es el área nodal representativa. La deformación nodal εa es calculada con

εa(uh) = 1
2(∇uh(xa) +∇>uh(xa)), (3.22)

εa(uh) = 1
2Va

∫
∂Ωa

(uh ⊗ n+ n⊗ uh)ds, (3.23)

εa(uh) = 1
Va

∑
c∈Ta

Vaε̂c(uh), (3.24)

para el método de deformación nodal, integración nodal conforme estabilizada (SCNI) y el
método del promedio nodal, respectivamente. Para el esquema SCNI la Ecuación (3.23) es
aplicada sobre los bordes de la celda de Voronoi (Figura 3.1a), donde n son las normales a
los bordes de la celda. El esquema del promedio nodal requiere que ε̂c sea calculado dentro
de cada triángulo c (Figura 3.1b). El método de deformación nodal no satisface en general el
test de la parcela, el método SCNI satisface el test de la parcela, y el método del promedio
nodal satisface el test de la parcela sólo cuando utiliza funciones de forma de triángulos de
tres nodos. Además, Puso et al. [39] encontraron que SCNI puede causar inestabilidad cerca
de los límites del dominio.
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Puso et al. [39] propusieron una modificación del esquema de integración SCNI y agre-
garon un término de estabilización basado en la deformación de subceldas. Para SCNI la
deformación es calculada sobre la celda de Voronoi utilizando (3.7), pero en SCNI-modificado
propuesto por Puso et al. [39] (MSCNI) la deformación es calculada sobre subceldas de in-
tegración, de esta forma se utilizan más "puntos de integración"para estabilizar el método y
evitar los modos espurios. La forma bilineal para el esquema MSCNI es

a(uh,vh) =
N∑
a=1

([εa(vh) : D : εa(u)hVa

+
∑
c∈Ta

α(εa(vh)− ε̂c(vh)) : D̃ : (εa(vh)− ε̂c(vh))Vc)
(3.25)

donde Vc es el área de la subcelda (porción de celda de Voronoi), Ta es el conjunto de subcel-
das asociado con el nodo a, y tanto α como D̃ son constantes que proveen estabilidad. Para
calcular ε̂c se utiliza la ecuación (3.23) sobre las subcelda de Voronoi, y para el cálculo de εa
se utiliza (3.24) promediando la deformación de las subceldas de Voronoi asociadas al nodo a.

Adicionalmente, Chen et al. [41] desarrollaron una versión para problemas no lineales del
esquema SCNI. Liu et al. [7] propusieron una técnica de integración nodal para el método
de interpolación de punto radial sin malla (NI-RPIM) basado en la expansión de series de
Taylor para realizar la integración numérica. Duan et al. [8] propusieron un esquema de
integración nodal de segundo orden (QCNI) que puede pasar exactamente el test de la parcela
cuadrático, el cual se basa en el principio variacional de Hu-Washizu, que además probó en
ejemplos dinámicos. Hillman y Chen [42] propusieron una estalibización basada en gradientes
implícitos de deformación en los nodos, logrando un método convergente y estable para
problemas lineales y no lineales.

(a) (b)

Figura 3.1: Celda de integración Ωa a mostrada en gris utilizando (a) celda
de Voronoi, y (b) triángulo de tres nodos. Las celdas además son subdivi-
didas en subceldas Ωa,c con volumen Vc. Fuente: [11].
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3.5. Convergencia, Consistencia y Estabilidad
Como se dijo anteriormente, en el marco teórico del método del elemento virtual y en

virtud del teorema de equivalencia de Lax, la matriz de rigidez se descompone en dos par-
tes: una matriz que garantiza la reproducción exacta de un campo de desplazamientos lineal
(matriz de rigidez de consistencia) y una matriz de corrección que provee estabilidad (matriz
de rigidez de estabilidad). El teorema de equivalencia de Lax afirma que para un problema
bien planteado, una discretización que sea consistente y estable es convergente (consistencia
+ estabilidad → convergencia). Se definirá entonces estos tres conceptos en el marco teórico
del método de los elementos finitos y se darán los requisitos para que se cumplan, los cuales
son facilmente aplicables al esquema desarrollado en esta tesis.

Para un problema de elasticidad lineal consideremos un elemento finito rectangular de
cuatro nodos, cuya matriz de rigidez será de tamaño 8 × 8. Integrando de forma exacta o
utilizando una cuadratura de Gauss de 2× 2 su matriz de rigidez tendrá rango cinco, lo que
significa que el número de filas linealmente independiente es cinco. Ya que este elemento tiene
un total de ocho grados de libertad, el número de ecuaciones a resolver son ocho (y no cinco),
entonces para resolver el sistema y obtener una solución única debemos deshacernos de los
tres modos de cuerpo rígido aplicando las condiciones de contorno (modos de cuerpo rígido
para el caso bidimensional: 2 traslaciones y 1 rotación, los cuales son modos de energía cero).
Ahora para el mismo elemento, si utilizamos solo un punto de Gauss para la integración
numérica el rango se reducirá a tres. Este elemento ahora tendrá dos modos de energía cero
adicionales debido al rango deficiente (es necesario rango 5 para la integración correcta del
elemento rectangular de cuatro nodos), a menos que se aplique condiciones de contorno de
manera que solo se deban resolver tres grados de libertad. Estos modos adicionales de energía
cero espurios (no físicos) son conocidos como modos hourglass [43]. Una malla formada por
este tipo de elementos (rango deficiente) puede formar una matriz de rigidez global singu-
lar o casi-singular. Para el caso singular, el sistema tendrá infinitas soluciones; para el caso
casi-singular la aparición de los modos espurios contaminará el campo de desplazamientos.
Una forma de evaluar numéricamente la presencia de modos de energía cero es resolviendo
el problema de valores propios para el sistema [18]. Para el caso tridimensional los modos
de cuerpo rígido son: 3 traslaciones y 3 rotaciones, además, el elemento tetraedro de cuatro
nodos tiene 12 grados de libertad. Esto entrega un rango de matriz de rigidez igual a seis
para el elemento tetraédrico, lo que significa que el número de filas linealmente independiente
es seis, esta integración si se resuelve con 1 punto de integración obtenemos una matriz de
rango 3, esto debería causar problemas de modos espurios si no se imponen condiciones adi-
cionales, para esto se propone subintegrar con 1 punto de Gauss en cada cara del tetraedro,
permitiendo resolver el sistema de ecuaciones.

De lo anterior se desprende la condición de estabilidad, que se traduce simplemente como
el requisito de que la solución del sistema de ecuaciones discretas sea única y evite modos
espurios que pueden estropear la solución para cualquier tamaño de elementos [44], es decir,
las matrices de las discretizaciones deben ser correctamente integradas y en consecuencia
tener el rango apropiado [45].

Para el caso de la consistencia, esta asegura que a medida que el tamaño de los elementos
h tiende a cero, la aproximación discreta Lh(u) representa de forma exacta la ecuación dife-
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rencial L(u) y las condiciones de contorno. El test de la parcela se ha usado tradicionalmente
como un procedimiento para verificar el requisito de consistencia [44].

Finalmente se dice que un esquema converge, cuando la solución aproximada uh tiende a la
solución exacta u cuando el tamaño de los elementos h se acerca a cero. Siguiendo el teorema
de Lax, para asegurar convergencia es necesario entonces que la aproximación satisfaga las
condiciones de consistencia y estabilidad [44].

3.6. Malladores Tetraédricos
Para generar las mallas de base tetraédricas se usan tres programas; TetGen, GID y gmsh,

con distintas particularidades, las cuales se notaron afables en las estructuras necesarias
para generar el método de integración numérica NIVED en la extensión tridimensional. El
programa gmsh se establece como la mejor opción en la generación de mallas tetraédricas. La
capacidad de generar modelos tridimensionales por medio de una interfaz y generar mallas
con precisión, hacen este programa la mejor opción para el desarrollo del método.

3.6.1. TetGen

El programa Tetgen agrega la dificultad para poder setear y correr el programa, se necesita
acceder directamente a línea de comandos del sistema operativo para compilar el programa y
poder utilizar todas sus herramientas. Además, es necesario entregar un archivo de entrada
para poder generar las mallas, no tiene una interfaz que permita generar modelos tridimen-
sionales, por lo tanto su uso no es totalmente compatible con los objetivos de esta tesis.

Tiene la particularidad de generar una malla tetraédrica de Delaunay restringida. La ma-
lla resultante se guarda en cuatro archivos: example.1.node, example.1.ele, example.1.face y
example.1.edge, que son una lista de nodos de malla, tetraedros, caras de límite y bordes de
límite, respectivamente.).

La característica especial del programa TetGen es que se puede refinar tetraedros agre-
gando puntos de Steiner para eliminar los tetraedros mal formados. Generar una malla de
calidad, que contiene más puntos que la anterior, y todos los tetraedros tienen una relación
radio-borde limitada por 1: 2, es decir, las formas de los elementos son mejores que las de la
malla anterior. Además, TetGen puede imprimir un informe de calidad de malla.

Por otra parte, se puede definir la relación de aspecto de un tetraedro; longitud de borde
más larga dividida por su altura de lado más pequeña, esto permite establecer secuencias de
malla con facilidad. Además, se puede imponer una restricción de volumen máximo en los
tetraedros resultantes. Al hacerlo, ningún tetraedro en la malla resultante tiene un volumen
mayor que el valor especificado.

Finalmente, con el programa PARAVIEW se pueden visualizar las mallas tetraédrica en
el formato de extensión .vtk.
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3.6.2. GID

El programa GID es muy preciso en los cálculos de las mallas tetraédricas por que permite
colapsar el modelo y los nodos, quitando errores posibles en la generación de los archivos de
malla, sin embargo al igual que el programa TetGen no tiene una interfaz para generar los
modelos, por lo tanto su uso no es totalmente compatible con los objetivos de esta tesis.

La ventaja principal es que el programa acepta archivos con la extensión .STEP, por lo
que, al usar un programa de simulación como SolidWorks, es precisa la capacidad de aplicar
las ecuaciones gobernantes y condiciones de contorno en el programa de simulación y así tener
una idea correcta de la solución de los problemas estudiados, estos programas de simulación
usan principalmente la teoría de elementos finitos.

3.6.3. gmsh

gmsh parece ser el programa más compatible con los objetivos descritos en esta tesis, por
una parte, permite modelar las geometrías, con opciones de generación de parámetros en
dos dimensiones y operaciones booleanas, además de tener cuerpos geométricos establecidos,
que de igual forma, se puede agregar operaciones booleanas y así acceder a cualquier tipo de
geometría requerida.

La capacidad de cambiar los parámetros por medio de opciones de herramientas, permite
acceder de manera directa a las secuencias de las mallas, además las opciones de mallado op-
timizado (Netgen) permiten tener mallados más estables en la distribución nodal. Finalmente
los archivos de salida pueden ser seleccionados en una variedad amplia de extensiones, usan-
do la extensión .mesh en toda su información para obtener las mallas tetraédricas necesarias
para desarrollar el capítulo de ejemplos numéricos de esta tesis.

3.7. Ecuaciones Gobernantes Lineales

3.7.1. Forma Fuerte

Considere un cuerpo elástico (Figura 3.2a) que ocupa el dominio Ω ⊂ IR3 y está limitado
por la superficie bidimensional Γ cuya normal unitaria exterior es nΓ. Se supone que el límite
admite descomposiciones de la forma Γ = Γu ∪ Γt y ∅ = Γu ∩ Γt, donde Γu es el contorno
de Dirichlet y Γt es el contorno de Neumann. El cierre del dominio es Ω̄ = Ω ∪ Γ. Sea
u(x) : Ω̄ → IR3 el campo de desplazamiento en un punto x del cuerpo elástico cuando el
cuerpo está sujeto a una tracción externa t(x) : Γt → R3 y fuerzas de cuerpo b(x) : Ω→ IR3.
Las condiciones de contorno de Dirichlet (esenciales) impuestas son g(x) : Γu → IR3. El
problema del valor de frontera para la elastostática lineal es: encuentre u(x) : Ω̄ → IR3 tal
que

∇ · σ + b = 0 en Ω, (3.26a)
u = g en Γu, (3.26b)

σ · nΓ = t en Γt, (3.26c)

donde σ es el tensor de esfuerzos de Cauchy.
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(a) (b) (c)

Figura 3.2: Problema de valor de frontera tridimensional. (a) Esquema que
ilustra el problema del valor de contorno para elasticidad lineal. (b) Parti-
ción T h del dominio Ω. (c) Vista dividida del dominio discretizado. Fuente:
[10].

3.7.2. Forma Débil

La formulación débil de Galerkin es: encontrar u(x) ∈ V tal que

a(u,v) = `(v) ∀v(x) ∈ W ,

a(u,v) =
∫

Ω
σ(u) : ε(v)dx, `(v) =

∫
Ω
b · vdx+

∫
Γt

t · vds,
(3.27)

donde V y W son los espacios de campos de desplazamientos continuos y de prueba:

V := {u(x) : u ∈ [H1(Ω)]3,u = g en Γu}, W := {v(x) : v ∈ [H1(Ω)]3,v = 0 en Γu},

y ε(v) es el pequeño tensor de deformaciones, que viene dado por

ε(v) = 1
2(∇v +∇>v). (3.28)

3.7.2.1. Caso Generalizado

Consideramos un conjunto de nodos dispersos que discretiza Ω̄. Usando estos nodos, el
dominio Ω se divide en celdas poliédricas representativas nodales, que necesariamente son no
superpuestas (tomar como ejemplo del dominio discretiazado la Figuras 3.2a y 3.2b). Esto se
puede lograr usando un diagrama tridimensional para una malla de caras triangulares, donde
cada nodo que forma las caras triangulares, están conectados para formar un poliedro (Figura
3.3). Denotamos por E, un nodo ubicado en el centroide del poliedro y su celda asociada. El
nodo E tiene coordenadas xE en el sistema de coordenadas cartesianas y el volumen de su
celda asociado es |E|.
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Figura 3.3: Celda de un dominio representativo nodal usando una malla
poliédrica de caras triangulares. El nodo y su celda representativa se denotan
por E, xE son las coordenadas nodales y |E| su volumen asociado. Fuente:
Elaboración Propia.

Un nodo en Γt se denota por S y sus coordenadas en el sistema de coordenadas cartesianas
por xSi

(i = 1, 2, 3). El área de influencia del nodo S está representada por |S|. La Figura
3.4 presenta los tres casos típicos de un nodo ubicado en Γt. La partición formada por todos
los nodos y sus celdas asociadas que se encuentran en Ω se denota por T h, donde h es el
diámetro máximo de cualquier celda en la partición. La partición bidimensional formada por
todos los nodos y sus áreas de influencia asociadas que se encuentran en Γt se denota con εh.

Siguiendo un procedimiento estándar de Galerkin, definimos los siguientes espacios locales
discretos a nivel de celda nodal:

Vh|E := {uh(x) : uh ∈ [H1(Ω)]3}, Wh|E := Vh|E,

donde uh(x) se da en la forma (3.1) con x ∈ E. Estos espacios locales discretos se ensamblan
para formar los siguientes espacios globales discretos:

Vh := {u(x) ∈ V : u|E ∈ Vh|E ∀E ∈ T h}, Wh := {v(x) ∈ W : v|E ∈ Vh|E ∀E ∈ T h}.
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Figura 3.4: Representación esquemática de los tres nodos típicos ubicados
en Γt con coordenada xSi (i = 1, 2, 3) y área de influencia asociada |Si|. xS1

es un nodo en el vértice de la frontera, xS2 nodo del borde del dominio y
xS3 nodo de cara. Fuente: [10].

Debido a la definición de los espacios globales discretos, podemos evaluar la forma débil
(3.27) muestreando localmente en cada nodo de T h y sumando todos ellos, de la siguiente
manera:

a(uh,vh) =
∑
E∈T h

aE(uh,vh) =
∑
E∈T h

|E|εE(vh) : D : εE(uh) ∀uh,∀vh ∈ Vh, (3.29a)

`(vh) =
∑
E∈T h

`b,E(vh) +
∑
S∈εh

`t,S(vh) =
∑
E∈T h

|E|bE · vh +
∑
S∈εh

|S|tS · vh ∀vh ∈ Vh, (3.29b)

donde D es el tensor de módulos del material que define la relación constitutiva σ = D : ε(u);
εE := ε(xE), bE := b(xE) y tS := t(xS) son cantidades nodales. La ecuación (3.29) es el
resultado de la integración nodal directa (1 punto) de las integrales de forma débil.

3.8. Ecuaciones Gobernantes no Lineales
En la solución de problemas lineales, en particular, para NIVED y elementos finitos,

siempre se necesita resolver un conjunto de ecuaciones algebraicas simultáneas de la forma

Ku = f , (3.30)

siempre que la matriz de coeficientes no sea singular, la solución de estas ecuaciones es
única. En la solución de problemas no lineales siempre se obtiene un conjunto de ecuaciones
algebraicas; sin embargo, generalmente serán no lineales. Consideramos el problema genérico:

Ψn+1 = Ψ(un+1) = fn+1 − P (un+1), (3.31)

donde un+1 es el conjunto de parámetros de discretización, fn+1 un vector independiente
de los parámetros y P un vector dependiente de los parámetros. Estas ecuaciones pueden
tener múltiples soluciones (es decir, más de un conjunto de un+1 puede satisfacer la ecuación
(3.31)). Por lo tanto, si se logra una solución, puede que no sea necesariamente la solución
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buscada. La comprensión física de la naturaleza del problema y, por lo general, los enfoques
incrementales de pequeños pasos a partir de soluciones conocidas son esenciales para obtener
respuestas realistas. Dichos incrementos siempre son necesarios si el problema es transitorio,
si la ley constitutiva que relaciona el esfuerzo y la deformación depende de la trayectoria
y/o si la trayectoria de carga-desplazamiento tiene bifurcaciones o ramas múltiples en ciertos
niveles de carga. El problema general siempre debe partir de una solución cercana a

u = un, Ψn = 0, f = fn, (3.32)

y a menudo surge cambios en la función forzada fn a

fn+1 = fn + ∆fn+1. (3.33)

La determinación del cambio ∆un+1 tal que

un+1 = un + ∆un+1, (3.34)

será el objetivo y, en general, los incrementos de ∆fn+1 se mantendrán razonablemente
pequeños para que se pueda seguir la dependencia de la ruta. Además, dichos procedimientos
incrementales serán útiles para evitar un número excesivo de iteraciones y seguir el camino
físicamente correcto. En la Figura 3.5 se muetra la no unicidad típica que puede ocurrir
si la función Ψn+1 disminuye y luego aumenta a medida que el parámetro un+1 aumenta
uniformemente. Está claro que seguir el camino ∆fn+1 tendrá signos tanto positivos como
negativos durante un proceso de cálculo completo. Es posible obtener soluciones en un solo
incremento solo en el caso de no linealidad leve (y sin dependencia de la ruta), es decir, con

fn = 0 ∆fn+1 = fn+1, (3.35)

Figura 3.5: Posibilidad de múltiples soluciones. Fuente: [? ].

La literatura sobre enfoques generales de solución y sobre aplicaciones particulares es
extensa y, en un solo capítulo, no es posible abarcar completamente todas las variantes que
se han introducido. Sin embargo, intentaremos dar una imagen completa describiendo primero
los procedimientos generales de solución.
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3.8.1. Técnicas Iterativas

La solución del problema planteado por las ecuaciones (3.31)-(3.40), no se puede abordar
directamente y siempre se requerirá alguna forma de iteración. Nos concentraremos aquí en
los procedimientos en los que la solución repetida de ecuaciones lineales (es decir, iteración)
de la forma

Kduin+1 = rin+1 (3.36)

en el que un superíndice i indica el número actual de iteración. En estas iteraciones se calcula
un incremento de solución duin+1. Se pueden usar técnicas de eliminación directa (gaussia-
na) o métodos iterativos para resolver las ecuaciones lineales asociadas con cada iteración
[46, 47, 48]. Sin embargo, la aplicación de un método de solución iterativo puede resultar más
económico computacionalmente hablando.

Muchas de las técnicas iterativas utilizadas actualmente para resolver problemas no li-
neales se originaron por la aplicación intuitiva del razonamiento físico. Sin embargo, cada
una de estas técnicas tiene una asociación directa con los métodos de análisis numérico y, a
continuación, utilizaremos la nomenclatura generalmente aceptada en los textos sobre este
tema [47, 49, 50, 51, 52].

Aunque se establece cada algoritmo para un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales,
ilustraremos cada procedimiento usando una única ecuación escalar. Esto, aunque útil desde
un punto de vista pedagógico, es peligroso ya que la convergencia de problemas con numerosos
grados de libertad puede apartarse del patrón simple en una sola ecuación.

3.8.2. Método de Newton

El método de Newton es el proceso de convergencia más rápida para la solución de pro-
blemas en los que solo se realiza una evaluación de Ψ en cada iteración. Por supuesto, esto
supone que la solución inicial está dentro de la zona de atracción y, por tanto, no se produce
divergencia. De hecho, el método de Newton es el único proceso descrito en [? ], donde la
tasa asintótica de convergencia es cuadrática. El método a menudo se denomina método de
Newton-Raphson, ya que parece haber sido derivado simultáneamente por Newton y Raph-
son.
En este método iterativo observamos que, al primer orden, la ecuación (3.31) se puede apro-
ximar como

Ψ(ui+1
n+1) ≈ Ψ(uin+1) +

(
∂Ψ

∂u

)i
n+1

duin+1 = 0. (3.37)

Aquí, el contador de iteraciones generalmente comienza asumiendo

u1
n+1 = un (3.38)

donde un es una solución convergente en un nivel de carga o paso de tiempo anterior. La
matriz jacobiana (o en términos estructurales la matriz de rigidez) correspondiente a una
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dirección tangente viene dada por

KT = ∂P

∂u
= −∂Ψ

∂u
(3.39)

La ecuación (3.37) da inmediatamente la corrección iterativa como

Ki
Tdu

i
n+1 = Ψi

n+1

o
duin+1 = (Ki

T )−1Ψi
n+1. (3.40)

Una serie de aproximaciones sucesivas da

ui+1
n+1 = uin+1 + duin+1 = un + ∆uin+1 (3.41)

donde
∆uin+1 =

i∑
k=1

dukn+1. (3.42)

El proceso se ilustra en la Fig. 3.6 y muestra la convergencia muy rápida que se puede lograr.

Figura 3.6: Método de Newton. Fuente: [? ].

La necesidad de introducir el incremento total ∆uin+1 quizás no sea obvia aquí, pero de
hecho es esencial si el proceso de solución depende de la trayectoria, como veremos en el
Capítulo 5 para algunas ecuaciones constitutivas no lineales de sólidos.

El proceso de Newton, a pesar de su rápida convergencia, tiene algunas características
negativas:

Se debe calcular una nueva matriz KT en cada iteración;

Si la solución directa para la Ec. (3.40), la matriz debe factorizarse en cada iteración;

En algunas ocasiones la matriz tangente es simétrica en un estado de solución pero
asimétrica en otro caso (por ejemplo, en algunos esquemas para integrar grandes pará-
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metros de rotación [53] o plasticidad no asociada). En estos casos, en general se necesita
un solucionador asimétrico.

Algunos de estos inconvenientes están ausentes en los procedimientos alternativos, aunque
generalmente se pierde una tasa de convergencia asintótica cuadrática.
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Capítulo 4

Integración Nodal Utilizando la
Descomposición del Elemento Virtual

Como se discutió en Capítulo 1, la integración nodal directa de la forma bilineal como
se indica en (3.29a) no es viable debido a problemas de estabilidad. Como remedio, las
técnicas de integración nodal agregan un término de estabilización a la forma bilineal [39].
Aquí, tomamos una ruta diferente y desarrollamos un esquema de integración nodal para
métodos sin malla utilizando el marco matemático del método del elemento virtual. En este
enfoque, la consistencia y estabilidad del método Galerkin sin malla integrado nodalmente
está asegurada por la construcción en base al teorema de equivalencia de Lax.

4.1. Celda de Integración Nodal
La evaluación de la forma débil en un nodo de integración en la partición T h, donde la

partición se construye mediante el método que se muestra en la Figura 3.3, en la que se
muestra una celda de integración nodal para un poliedro de caras triangulares. Se destaca
que en el esquema de integración nodal, el nodo de integración y su celda nodal asociada son
intercambiables. Esto significa que cualquier cantidad que se evalúe en la celda nodal también
es una cantidad evaluada en el nodo. En la Figura 4.1 se muestra una celda de integración
nodal tetraédrica, base de las mallas para el esquema de celdas nodales NIVED tridimensio-
nal. Considerando el sistema de coordenadas cartesianas y utilizando la regla de Gauss de
1 punto sobre los bordes de su celda nodal, xE son las coordenadas del nodo de integración
y n1 es la normal unitaria hacia el exterior de una de las caras del contorno de la celda nodal.

Es importante destacar, que el esquema NIVED tridimensional puede aplicarse para cual-
quier poliedro, donde las caras no necesariamente deben ser triangulares, basta con saber
cuantas caras tiene el poliedro y cuantos lados tienen los polígonos que forman las caras
del poliedro, para poder aplicar este esquema computacional. Por motivos prácticos en la
fabricación de las mallas para los sólidos, se utiliza como base, las mallas tetraédricas. A con-
tinuación se muestran los cuatro casos de las celdas que fundamentan el esquema principal
NIVED tridimensional.
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Figura 4.1: Representación esquemática de una celda de integración nodal
tetraédrica. El nodo de integración y su celda nodal asociada se indican
con E, el volumen de la celda nodal con |E|. La normal unitaria hacia el
exterior del contorno de la celda nodal es n1. Las coordenadas del nodo de
integración son xE . El triángulo N representa la regla de Gauss de 1 punto
sobre cada cara de la celda nodal E. Fuente: Elaboración Propia.

4.1.1. Celda de Vértice

Como su nombre indica, el nodo de integración se ubica en el vértice de un poliedro
formado por todos los tetraedros que convergen a un vértices en el contorno del dominio
estudiado. Esta nueva configuración, previene la repetición de información para estas celdas
y permite extraer la información completa de las condiciones de Neumann y Dirichlet.

Figura 4.2: Celda tipo Vértice. Caso de un Poliedro con 7 vértices y 10 caras
triangulares. • indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. • el nodo de integración Nived tridimensional. → la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. ⊗ los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboración Propia.
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Para poder formar el poliedro de la Figura 4.2, usando una malla tetraédrica, en particular
para esta tesis, se utilizaron los programas Tetgen, Gmsh y GID, se propone el siguiente
pseudocódigo:

Algorithm 1 Formación de Poliedros Usando Tetraedros
Input: Estructura de malla tetraédrica;

1. Coordenadas de los vértices de la malla;
2. Conectividad elemental tetraédrica;
3. Conectividad de las caras triangulares;

Output: Nueva malla con celdas tetraedros + poliedros;
1. Coordenadas de los vértices de la nueva malla;
2. Nueva conectividad elemental poliédrica;
3. Nueva conectividad de las caras triangulares;

for n número de celdas tetraédricas en la malla inicial do
if la celda está en un vértice del dominio then
Xi: Almacenar información de las caras asociadas a la celda en el vértice i;
• i = 1, ..., nvert;

else
Yi: Almacenar información del tetraedro que no se está en el vértice del dominio;

end if
end for

Reconfigurar la malla;
• Reunir la información de los tetraedros + poliedros;
• Eliminar todos los pares de caras triangulares repetidas;
◦ Reordenar la información de las caras;

• Reasignar índices;
◦ Conectividades elementales
◦ Conectividad entre caras

4.1.2. Celda de Borde

El nodo de integración se ubica en el punto medio entre los dos vértices de un tetraedro
que se encuentran en las aristas de contorno del dominio. En esta ubicación, el nodo permite
extraer mayor información de las condiciones de Neumann y Dirichlet. En la Figura 4.3 se
observa el caso de una celda de borde tetraédrica.
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Figura 4.3: Celda tipo Borde. Caso de un tetraedro con 4 vértices y 4 caras
triangulares. • indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. • el nodo de integración Nived tridimensional. → la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. ⊗ los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboración Propia.

4.1.3. Celda de Cara

El nodo de integración se ubica en el centroide de la cara triangular de un tetraedro que
se encuentra en las caras de contorno del dominio. En esta ubicación, el nodo permite extraer
mayor información de las condiciones de Neumann y Dirichlet. En la Figura 4.4 se observa
el caso de una celda de cara tetraédrica.
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Figura 4.4: Celda tipo Cara. Caso de un tetraedro con 4 vértices y 4 caras
triangulares. • indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. • el nodo de integración Nived tridimensional. → la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. ⊗ los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboración Propia.

4.1.4. Celda de Interior

El nodo de integración se ubica en el centroide de un tetraedro que se encuentra en el
interior del sólido, en otras palabras, ningún vértice y/o cara está en el contorno del dominio.
En esta ubicación, el nodo permite saber que sucede con las variables de estado dentro del
sólido. En la Figura 4.5 se observa el caso de una celda de interior tetraédrica.
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Figura 4.5: Celda tipo Interior. Caso de un tetraedro con 4 vértices y 4 caras
triangulares. • indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. • el nodo de integración Nived tridimensional. → la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. ⊗ los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboración Propia.

4.2. Contribución Nodal
Dado que el método NIVED en extensión tridimensional, utiliza funciones de base sin ma-

lla para la discretización de las variables de campo, tenemos que considerar las contribuciones
de los nodos vecinos al realizar la integración de Gauss sobre los bordes de la celda nodal
(caras del poliedro). La lista de contribución nodal global en un punto de integración, se
define como los índices globales de los nodos cuyas funciones de base toman un valor distinto
de cero en el punto de integración. Etiquetamos estos índices globales de 1 a m y construimos
una lista de contribución nodal local con ellos.

Siempre realizamos un seguimiento de la correspondencia entre las listas de contribución
nodal local y global, ya que esta correspondencia se utiliza más adelante en el ensamblaje
de la matriz de rigidez global y el vector de fuerzas global. La construcción de la lista de
contribución nodal local se muestra esquemáticamente en la Figura 4.6 para la evaluación de
funciones de base libre de malla en un punto de integración en el borde de una celda nodal
poligonal, para el caso tridimensional los soportes son esféricos, pero teóricamente el esquema
es el mismo.
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Figura 4.6: Construcción de la lista de contribución nodal local. Las fun-
ciones de base nodal se evalúan en el punto de integración N. Un círculo
centrado en un nodo representa el soporte de la función de base nodal.
La lista de contribución está formada por los nodos etiquetados del 1 al 5
(m = 5) ya que sus soportes (círculos formado por trazos) toman un valor
distinto de cero en el punto de integración (es decir, contienen el punto de
integración). Los círculos punteados no contienen el punto de integración y,
por lo tanto, sus nodos no forman parte de la lista. Fuente: [11]

4.3. Descomposición del Elemento Virtual
Por motivos de notación, nos referimos a la subcelda En1 como E y la norma unitaria de

la subcelda n1 como n. Hay que tener en cuenta que la celda principal E de la Figura 4.1
está formada por la unión de todas las subceldas Eni

, i = 1, 2, ..., k, donde k es el número
de caras de la celda poliédrica E, siguiendo esto, se debe cumplir:

|E| =
k∑
i=1
|Ei|. (4.1)

Debido a la naturaleza no polinomial de las funciones de base libre de malla de máxima
entropía linealmente precisas, la aproximación del campo de desplazamiento que utiliza estas
funciones contiene una parte polinomial lineal, más algunos términos no polinomiales adicio-
nales. Sea [P(E)3] el espacio de desplazamientos lineales sobre la celda nodal E.

Siguiendo la literatura VEM estándar (ver, por ejemplo, Referencia [54]) se define el
siguiente operador de proyección en el espacio de desplazamiento lineal:

Π : Vh|E → [P(E)3], Πp = p ∀p ∈ [P(E)3], (4.2)

que permite la división de la aproximación libre de malla de los campos en su parte polinomial
lineal y sus términos no polinomiales, respectivamente, de la siguiente manera:

uh = Πuh + (uh − Πuh), (4.3a)
vh = Πvh + (vh − Πvh). (4.3b)
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La proyección Π es necesaria para satisfacer la siguiente condición de ortogonalidad:

aE(p,vh − Πvh) = 0 ∀p ∈ [P(E)3], vh ∈ Vh|E. (4.4)

Usando (4.3) y (4.4), obtenemos la siguiente descomposición de la forma bilineal local:

aE(uh,vh) = aE(Πuh,Πvh) + aE(uh − Πuh,vh − Πvh). (4.5)

El primer término en el lado derecho de (4.5) es computable ya que depende de los campos
lineales. Sin embargo, el segundo término no es computable ya que depende de los términos
no polinomiales. En el marco del VEM, el segundo término se aproxima mediante una forma
bilineal que puede calcularse convenientemente adoptando la forma de un término de esta-
bilización. Denotamos esta forma bilineal de estabilidad por sE y reescribimos (4.5) como
sigue:

ahE(uh,vh) = aE(Πuh,Πvh) + sE(uh − Πuh,vh − Πvh). (4.6)

Nos referimos a (4.6) como la descomposición de elementos virtuales.

La descomposición de elementos virtuales está dotada de las siguientes propiedades cru-
ciales para establecer la convergencia del VEM [9, 55]:

Para todo h y para todo E en T h

F Consistencia: ∀p ∈ [P(E)3] y ∀vh ∈ Vh|E

ahE(p,vh) = aE(p,vh). (4.7)

F Estabilidad: Existen dos constantes α∗ > 0 y α∗ > 0, independiente de h y de E, tal que

∀vh ∈ Vh|E, α∗aE(vh,vh) ≤ ahE(vh,vh) ≤ α∗aE(vh,vh). (4.8)

En vista de las propiedades anteriores, es sencillo reconocer que el primer término en el
lado derecho de (4.6) proporciona consistencia (es decir, asegura la satisfacción del test de la
parcela) y el segundo término brinda estabilidad. La propiedad de estabilidad (4.8) revela las
condiciones necesarias que debe poseer sE: debe ser simétrica y definida positiva en el kernel
de Π para que la propiedad (4.8) se mantenga sin violar (4.7).

4.4. Operadores de Proyección
La forma explícita del operador de proyección Π se obtiene a partir de la condición de

ortogonalidad (4.4). Dejando que el tensor de deformación (3.28) se escriba como

ε(v) = ∇v − ω(v), (4.9)

donde ω(v) es el tensor de simetría sesgada dado por

ω(v) = 1
2(∇v −∇>v). (4.10)
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Usando (4.9), observando que σ(p) y ∇Πvh son campos constantes sobre E ya que p,
Πvh ∈ [P(E)3], y que σ : ω = 0, podemos escribir la condición de ortogonalidad (4.4) como

aE(p,vh − Πvh) =
∫
E
σ(p) : [∇(vh − Πvh)− ω(vh − Πvh)]dx

= σ(p) :
[∫
E
∇vhdx−∇Πvh

∫
E
dx
]

= σ(p) :
[∫
E
∇vhdx− |E|∇Πvh

]
= 0,

(4.11)

lo que lleva a
∇Πvh = 1

|E|

∫
E
∇vhdx. (4.12)

Tenga en cuenta que (4.12) define ∇Πvh como el valor promedio de ∇vh sobre la celda
E. Al usar (4.9), (4.12) se puede reescribir como

∇Πvh = ε(Πvh) + ω(Πvh) = 1
|E|

∫
E
ε(vh)dx+ 1

|E|

∫
E
ω(vh)dx, (4.13)

que al integrar rendimientos

Πvh =
(

1
|E|

∫
E
ε(vh)dx

)
· x+

(
1
|E|

∫
E
ω(vh)dx

)
· x+ a0. (4.14)

Para determinar a0 necesitamos un operador de proyección sobre las constantes P0 :
Vh|E → IR3 tal que

P0(Πvh) = P0v
h. (4.15)

Dado que las variables de campo calculadas en el nodo de integración se convierten en
las variables de campo representativas de la celda, definimos el operador de proyección en
constante como

P0v
h = vh(xE) = vE, (4.16)

donde xE son las coordenadas del nodo de integración (ver Figura 4.1).

Aplicando (4.15) en (4.14) se obtiene

P0(Πvh) =
(

1
|E|

∫
E
ε(vh)dx

)
· P0x+

(
1
|E|

∫
E
ω(vh)dx

)
· P0x+ P0a0 = P0v

h

=
(

1
|E|

∫
E
ε(vh)dx

)
· xE +

(
1
|E|

∫
E
ω(vh)dx

)
· xE + a0 = vE.

(4.17)

Al resolver para a0 en (4.18), obtenemos

a0 = vE −
(

1
|E|

∫
E
ε(vh)dx

)
· xE −

(
1
|E|

∫
E
ω(vh)dx

)
· xE. (4.18)

Introducimos las definiciones εE(vh) := 1
|E|
∫
E ε(vh)dx y ωE(vh) := 1

|E|
∫
E ω(vh)dx ya que
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ambos son tensores constantes sobre la celda y por lo tanto pueden asociarse con el nodo
de integración. Finalmente, al sustituir (4.18) en (4.14) se obtiene el operador de proyección
sobre los desplazamientos lineales, como:

Πvh = εE(vh) · (x− xE) + ωE(vh) · (x− xE) + vE. (4.19)

En (4.19), los promedios de celda εE(vh) y ωE(vh) se evalúan en el límite de E invocando
el teorema de divergencia, que da las siguientes medidas nodales:

εE(vh) = 1
|E|

∫
E
ε(vh)dx = 1

2|E|

∫
∂E

(vh ⊗ n+ n⊗ vh)ds, (4.20)

y
ωE(vh) = 1

|E|

∫
E
ω(vh)dx = 1

2|E|

∫
∂E

(vh ⊗ n− n⊗ vh)ds, (4.21)

respectivamente.

4.5. Matrices de Proyección
Después de algunas manipulaciones algebraicas, (4.19) se puede escribir como

Πvh = h(x)εE(vh) + g(x)rE(vh), (4.22)

donde

h(x) =
[

(x1 − x1E) 0 0 1
2 (x2 − x2E) 1

2 (x3 − x3E) 0
0 (x2 − x2E) 0 1

2 (x1 − x1E) 0 1
2 (x3 − x3E)

0 0 (x3 − x3E) 0 1
2 (x1 − x1E) 1

2 (x2 − x2E)

]
, (4.23a)

g(x) =

1 0 0 1
2(x2 − x2E) −1

2(x3 − x3E) 0
0 1 0 −1

2(x1 − x1E) 0 1
2(x3 − x3E)

0 0 1 0 1
2(x1 − x1E) −1

2(x2 − x2E)

 , (4.23b)

εE(vh) =
[
(εE)11 (εE)22 (εE)33 2(εE)12 2(εE)13 2(εE)23

]>
, (4.24a)

rE(vh) =
[
v1E v2E v3E 2(ωE)12 2(ωE)13 2(ωE)23

]>
. (4.24b)

Usando las funciones de base libre de mallas, conduce a la siguiente representación discreta
de (4.23):

hh(x) =
m∑
a=1

φa(x)h(xa) = NHE, g
h(x) =

m∑
a=1

φa(x)g(xa) = NGE, (4.25)
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donde

HE =



(HE)1
...

(HE)a
...

(HE)m


, (4.26a)

(HE)a =
[

(x1a − x1E) 0 0 1
2 (x2a − x2E) 1

2 (x3a − x3E) 0
0 (x2a − x2E) 0 1

2 (x1a − x1E) 0 1
2 (x3a − x3E)

0 0 (x3a − x3E) 0 1
2 (x1a − x1E) 1

2 (x2a − x2E)

]
, (4.26b)

GE =



(GE)1
...

(GE)a
...

(GE)m


, (4.27a)

(GE)a =

1 0 0 1
2(x2a − x2E) −1

2(x3a − x3E) 0
0 1 0 −1

2(x1a − x1E) 0 1
2(x3a − x3E)

0 0 1 0 1
2(x1a − x1E) −1

2(x2a − x2E)

 , (4.27b)

N =
[
N1 · · · Na · · · Nm

]
, Na =

φa 0 0
0 φa 0
0 0 φa

 , (4.28)

y reemplazando explícitamente vh para la forma (3.1) en (4.24) da

εhE = εE

(
m∑
a=1

φa(x)va
)

= W>
E q, r

h
E = rE

(
m∑
a=1

φa(x)va
)

= R>Eq, (4.29)

donde
q =

[
v>1 · · · v>a · · · v>m

]>
, va =

[
v1a v2a v3a

]>
, (4.30)

WE =



(WE)1
...

(WE)a
...

(WE)m


, (4.31a)

(WE)a =

q1a 0 0 q2a q3a 0
0 q2a 0 q1a 0 q3a
0 0 q3a 0 q1a q2a

 , qia = 1
|E|

∫
∂E
φa(x)nids, i = 1, 2, 3 (4.31b)
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y

RE =



(RE)1
...

(RE)a
...

(RE)m


, (RE)a =

φ
E
a 0 0 q2a −q3a 0
0 φEa 0 −q1a 0 q3a
0 0 φEa 0 q1a −q2a

 , (4.32)

donde φEa := φa(xE) es el valor de la función de base a-ésima en el nodo de integración E.
Para evaluar qia en (4.31), se usa una regla de Gauss de 1 punto en cada borde de la celda
nodal (ver Figura 4.1). Finalmente, al sustituir (4.25) y (4.29) en (4.22) se obtiene la siguiente
versión discreta del operador de proyección:

Πvh = NHEW
>
E q +NGER

>
Eq = N (HEW

>
E +GER

>
E)q, (4.33)

que define la matriz de proyección (la forma matricial de Π) como

PE = HEW
>
E +GER

>
E. (4.34)

4.6. Matriz de Rigidez Elemental NIVED en IR3

La matriz de rigidez local integrada nodal se obtiene discretizando la descomposición del
elemento virtual (4.6). Comenzamos trabajando en el término de consistencia (es decir, el
primer término del lado derecho de (4.6)). Al usar (4.19) para obtener ∇Πvh = εE(vh) +
ωE(vh) y considerando la relación constitutiva σ(uh) = D : εE(uh), podemos escribir

aE(Πuh,Πvh) = |E|σ(Πuh) : ∇Πvh

= |E|εE(vh) : D : εE(uh). (4.35)

Usando la simetría de los tensores εE y D, (4.35) se puede escribir en notación de Voigt
como

aE(Πuh,Πvh) = |E|ε>E(vh)DεE(uh), (4.36)

donde D es la matriz constitutiva de un material elástico lineal isotrópico en condiciones
tridimensionales, está dada por

D = EY
(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 (1−2ν)

2 0 0
0 0 0 0 (1−2ν)

2 0
0 0 0 0 0 (1−2ν)

2


, (4.37)

donde EY es el módulo de Young y ν es la relación de Poisson; εE(vh) se define en (4.24).

Ahora, la sustitución de la versión discreta de εE(vh) como se indica en (4.29) dentro de
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(4.36) conduce a la siguiente forma bilineal de consistencia local discreta:

aE(Πuh,Πvh) = q>|E|WEDW
>
E d, (4.38)

donde d es un vector de columna similar a q dado en (4.30) que contiene los coeficientes
nodales asociados a las funciones de prueba de desplazamiento.

La forma bilineal de estabilidad local discreta se obtiene reemplazando las discretizaciones
de campo uh = Nd y vh = Nq, dondeN se define en (4.28), junto con (4.33) en el segundo
término del lado derecho de (4.6). Esto produce

sE(uh − Πuh,vh − Πvh) = sE(Nd−NPEd,Nq −NPEq)
= q>(I3m − PE)>SE(I3m − PE)d, (4.39)

donde I3m es la matriz de identidad (3m×3m) y SE = sE(N>,N ). Así, sustituyendo (4.38)
y (4.39) en el primer y segundo términos en el lado derecho de (4.6), respectivamente, se
obtiene

aE(uh,vh) = q>
(
|E|WEDW

>
E + (I3m − PE)>SE(I3m − PE)

)
d, (4.40)

que define la matriz de rigidez local integrada nodalmente como la suma de la matriz de
rigidez de consistencia Kc

E y la matriz de rigidez de estabilidad KS
E, como sigue:

KE = Kc
E +KS

E, K
c
E = |E|WEDW

>
E , K

S
E = (I3m − PE)>SE(I3m − PE). (4.41)

En cuanto a la rigidez de la estabilidad, hacemos la siguiente elección para SE:

SE = I3m � (13m ⊗ γ), (4.42)

donde 13m es el vector de columna unitario (3m× 1) , γ = max(I3m, diag(Kc
E)) es un vector

de columna que contiene la diagonal de la matrizKc
E y � es el producto por elementos. Esto

significa que SE es una matriz diagonal cuyas entradas diagonales son las de la diagonal de
la matriz de rigidez de consistencia local integrada nodalmente, que está en el espíritu de la
“D-recipe” estudiada en las Referencias [56, 57].

4.7. Vector de Fuerzas Elemental NIVED en IR3

Para campos lineales, la aproximación más simple para el vector de fuerza de cuerpo se
construye proyectando tanto el vector de fuerza de cuerpo b y los desplazamientos de prueba
vh en constantes, como sigue [9, 55, 58]:

`hb,E(vh) =
∫
E
P0b

h · P0v
hdx = P0b

h · P0v
h
∫
E
dx = |E|bE · vE = q>|E|N>E bE, (4.43)

donde hemos utilizado P0 como se define en (4.16), y

NE =
[
(NE)1 · · · (NE)a · · · (NE)m

]
, (NE)a =

φ
E
a 0 0
0 φEa 0
0 0 φEa

 , (4.44)
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donde φEa se define abajo de (4.32) . Por tanto, el vector de fuerza de cuerpo nodal viene
dado por

fb,E = |E|N>E bE, (4.45)

que coincide con la integración directa del vector de fuerza de cuerpo en el nodo con coorde-
nadas xE.

La integral que define el vector de fuerzas de tracción es similar a la integral que define el
vector de fuerzas de cuerpo, pero es una dimensión más baja. Esto significa que simplemente
podemos aplicar una integración nodal directa en los contornos de Neumann. Proceder de la
misma manera conduce al siguiente vector de fuerzas de tracción nodal:

ft,S = |S|N>S t̄S, (4.46)

donde

NS =
[
(NS)1 · · · (NS)a · · · (NS)m

]
, (NS)a =

φ
S
a 0 0

0 φSa 0
0 0 φSa

 , (4.47)

con φSa := φa(xS). Finalmente el vector de fuerzas elemental para un elemento, está dado por

fE = fb,E + ft,S = |E|N>E bE + |S|N>S t̄S. (4.48)

4.8. Normas de Convergencia NIVED en IR3

La norma L2 relativa del error en los desplazamientos, en el contexto de integración nodal,
se define como ∥∥∥u− ΠPuh

∥∥∥
L2(Ω)

‖u‖L2(Ω)
=

√√√√∑E

∫
E(u− ΠPuh)>(u− ΠPuh) dx∑

E

∫
E u

>u dx
, (4.49)

y la semi-norma H1 relativa del error en la energía en el contexto de integación nodal es∥∥∥u− ΠPuh
∥∥∥
H1(Ω)

‖u‖H1(Ω)
=

√√√√∑E

∫
E(ε(u)− ε(ΠCuh))>D (ε(u)− ε(ΠCuh)) dx∑

E

∫
E ε(u)>D ε(u) dx , (4.50)

donde la deformación aparece en notación de Voigt y ε(ΠCuh) = ε(uh). Los desplazamientos,
deformaciones y esfuerzos se evalúan directamente sobre los nodos y el superíndice h indi-
ca la aproximación numérica, por lo tanto, la otra variable se relaciona con la ecuación exacta.
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Capítulo 5

Extensión al Análisis no Lineal: Caso
Viscoelástico

En esta sección, el esquema NIVED en tres dimensiones propuesto, se extiende a problemas
de mecánica de sólidos en los que la ley constitutiva del material sólido depende de la historia
de la deformación. En particular, consideramos el caso del modelo viscoelástico de Maxwell
Generalizado que describe un sólido isotrópico lineal estándar [59], en el que el esfuerzo de
Cauchy en forma vectorial y en función del tiempo t se divide como

σ(t) = s(t) +mKm>ε, (5.1)

donde K es el módulo Bulk del material, ε es el pequeño tensor de deformación en forma
vectorial, m =

[
1 1 1 0 0 0

]>
y s(t) es el esfuerzo desviador dado por

s(t) =
∫ t

−∞
2G(t− t′)∂e

∂t′
dt′, (5.2)

e = ε − 1
3mm

>ε es la deformación desviadora y G(t) es el módulo de relajación de corte
dado por una serie de Prony de un término que tiene la forma

G(t) = G
[
µ0 + µ1 exp

(−t
λ1

)]
, (5.3)

G = EY

2(1+ν) , µ0 > 0 y µ1 > 0 son parámetros que satisfacen µ0 + µ1 = 1, y λ1 es un tiempo
de relajación. Sustituyendo (5.3) en (5.2) conduce a

s(t) = 2G
[
µ0e(t) + µ1q

(1)(t)
]
, (5.4)

q(1)(t) es la deformación desviadora parcial adimensional dada por

q(1)(t) =
∫ t

−∞
exp

(
−(t− t′)

λ1

)
∂e

∂t′
dt′. (5.5)
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El término q(1)(t) es resuelto usando la fórmula de recursión [59]

q
(1)
n+1 = exp

(
−∆t
λ1

)
q(1)
n + ∆q(1)

n+1, (5.6)

donde
∆q(1)

n+1 = λ1

∆t

(
1− exp

(
−∆t
λ1

))
(en+1 − en) . (5.7)

Por lo tanto, utilizando la fórmula de recursividad, los esfuerzos se pueden escribir como

sn+1 = 2G
[
µ0en+1 + µ1q

(1)
n+1

]
, (5.8)

y
σn+1 = sn+1 +mKm>εn+1. (5.9)

Al considerar (5.9) junto con (5.8) y (5.6), se observa que σn+1 está determinado por el
conocimiento del incremento de tiempo ∆t y la deformación ε en los tiempos tn y tn+1.

La solución numérica de la ecuación de equilibrio para el sólido isotrópico lineal estándar
descrito por el modelo viscoelástico de Maxwell generalizado se busca de forma incremen-
tal utilizando un esquema de Newton-Raphson. En el marco de NIVED extrendido a tres
dimensiones, la ecuación constitutiva (5.9) se calcula utilizando la forma vectorial de la defor-
mación nodal (4.20) y la ecuación de equilibrio de base para el esquema de Newton-Raphson
se obtiene linealizando la siguiente representación VED del trabajo virtual:

|E|ε>E(vh)σn+1(εE(uhn+1)) +
∫
E

[ε(vh)− εE(vh)]>σn+1(ε(uhn+1)− εE(uhn+1))dx

− |E|(P0v
h)>bE − |S|(P0v

h)>t̄S = 0. (5.10)

La linealización de (5.10) produce

|E|ε>E(vh)D>|n+1εE(∆uh) +
∫
E

[ε(vh)− εE(vh)]>D>|n+1[ε(∆uh)− εE(∆uh)]dx

= −[|E|ε>E(vh)σn+1(εE(uhn+1)) +
∫
E

[ε(vh)− εE(vh)]>σn+1(ε(uhn+1)− εE(uhn+1))dx

− |E|(P0v
h)>bE − |S|(P0v

h)>t̄S], (5.11)

donde D> es el módulo tangente que se obtiene derivando (5.9), como sigue:

D>|n+1 = ∂σn+1

∂εn+1
= 2G

[
µ0 + µ1

λ1

∆t

(
1− exp

(
−∆t
λ1

))] [
I − 1

3mm
>
]

+Kmm>. (5.12)

Adoptando el mismo argumento utilizado para obtener la descomposición VED (4.6),
aproximamos el segundo término en ambos lados de (5.11) por cantidades computables,
dando así

|E|ε>E(vh)D>|n+1εE(∆uh) + sE,T (vh − Πvh,∆uh − Π∆uh)
= −[|E|ε>E(vh)σn+1 + sE(vh − Πvh,uh − Πuh)− |E|(P0v

h)>bE − |S|(P0v
h)>t̄S]. (5.13)
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Observamos que el trabajo virtual linealizado (5.13) está respaldado por el marco de
elementos virtuales para el análisis inelástico presentado en la Referencia [58]. Después de
discretizar (5.13), confiar en la arbitrariedad de las variaciones nodales y sumar sobre todas
las celdas, finalmente obtenemos las siguientes iteraciones de Newton-Raphson para resolver
el estado de equilibrio d(k)

n+1 = d
(k−1)
n+1 + ∆d(k) en el tiempo tn+1 con un incremento de tiempo

∆t = tn+1 − tn:∑
E∈T h

(
Kc

E,> +Ks
E,>

)(k−1)

n+1
∆d(k) = −

∑
E∈T h, S∈εh

(f cE + f sE − fb,E − ft,S)(k−1)
n+1 , (5.14a)

Kc
E,> = |E|WED>|n+1W

>
E , K

s
E,> = (I3m − PE)>I3m � (13m ⊗ γ)(I3m − PE), (5.14b)

f cE = |E|WEσn+1, f
s
E = (I3m − PE)>I3m � (13m ⊗ γ)(I3m − PE)d(k−1)

n+1 , (5.14c)
fb,E = |E|N>E bE, ft,S = |S|N>S t̄S, (5.14d)

donde γ = max(I3m, diag(Kc
E,>),WE, PE, I3m, 13m, NE, NS, bE y t̄S son los mismos que

se utilizan en la formulación lineal NIVED en extensión tridimensional (véase el Capítulo 4).

Finalmente, la notación de Voigt que se usa en esta tesis para el caso viscoelástico del
vector de deformaciones es εE(vh) =

[
(εE)11 (εE)22 (εE)33 2(εE)12 2(εE)23 2(εE)13

]>
,

esta notación, se diferencia en las tres últimas variables de deformación en corte del caso de
elasticidad lineal (ver ecuación (4.24a)). En consecuencia, para el caso viscoelástico NIVED
tridimensional, las matrices h, g, εE, rE, HE, GE, WE y RE (ver ecuaciones (4.23),
(4.24), (4.26b), (4.27b), (4.31b) y (4.32)), deben reordenarse para representar la notación
Voigt utilizada en el Capítulo 4.
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Capítulo 6

Ejemplos Numéricos y Discusión

En este capítulo, se presentan experimentos numéricos para demostrar la consistencia,
estabilidad y convergencia del método de integración nodal para mallas tetraédricas usando
la descomposición del elemento virtual. Algunos resultados se comparan con un método de
Galerkin sin malla que utiliza funciones de base de máxima entropía utilizando la descompo-
sición del elemento virtual, adoptando el acrónimo MEMVED. Cuando es posible, también
proporcionamos comparaciones de nuestros resultados con soluciones de referencia obtenidas
con el método sin malla de máxima entropía (MEM). Además para el caso viscoelástico se
usan las soluciones de referencia del método FEM con el fin de corroborar la solución y el
método. En los cálculos MEMVED y NIVED tridimensional, se utilizan las siguientes reglas
de cuadratura para la integración numérica sobre una malla de fondo de celdas tetraédricas
de cuatro nodos: Regla de Gauss de 1 punto en cada cara de la celda (punto de Gauss de
superficie) para calcular las integrales de superficie que aparecen en las matrices de rigidez de
consistencia y estabilidad. En el método libre de malla de máxima entropía estándar (MEM),
la matriz de rigidez contiene la integral de volumen habitual y, por lo tanto, se integra nu-
méricamente utilizando la integración de Gauss estándar dentro de cada celda, en particular
se usan 1, 4, 10 y 24 puntos de integración. La construcción de las celdas de base tetraédrica
y poliédricas nodales representativas para el método NIVED tridimensional se llevan a cabo
utilizando el método de construcción representado en la Figuras 4.1 y 3.3. Todo esto permite
una comparación directa entre los métodos NIVED, MEMVED y MEM, ya que se usa un
número de grados de libertad del mismo orden en todos los métodos mencionados. Tenga en
cuenta que en los puntos de Gauss de la superficie solo se calculan las funciones de base; no
se necesitan derivadas.

Las funciones de base de máxima entropía en los métodos NIVED , MEMVED y MEM
se realizan usando γ = 2.0 en todos los experimentos numéricos que siguen. Para el caso NI-
VED tridimensional, además, se evalúan las funciones de base de mínimos cuadrados móviles
modificados con un parámetro de soporte de radio η = 0.5.

6.1. Test de la Parcela en Desplazamiento Para IR3

Resolvemos el problema del valor de contorno (3.26) para el test de la parcela que se
representa esquemáticamente en la Figura 6.2. Se supone una condición de estado de tensión
para el caso tridimensional con los siguientes parámetros del material: EY = 107 psi y ν = 0.3.
La solución exacta para este problema, es el campo lineal uexact = [x; x+ y; x+ y + z].

40



Las condiciones de contorno de Dirichlet se imponen de la siguiente manera: en todo el
contorno, se fija el desplazamiento en la tres direcciones según la solución exacta uexact. Las
condiciones de contorno de Neumann son t̄ = [0 0 0]> en todo el contorno, por otra parte el
vector de fuerzas de cuerpo se considera nulo; b = [0 0 0]> en todo el dominio. La función de
ponderación previa de Gauss se utiliza para las funciones de base de máxima entropía y una
restrición de peso w = 0.01 [1 1 1 1 1 1] para las funciones de base de mínimos cuadrados
móviles modificados. Las mallas utilizadas en este estudio se representan en la Figura 6.1 . Los
resultados numéricos para el error relativo en la norma L2 y la seminorma H1 se presentan
en las Tablas 6.1 y 6.2, respectivamente, para los enfoques MEM, MEMVED y NIVED. Los
resultados numéricos confirman que la prueba de parche se cumple con la precisión de la
máquina solo para el método NIVED y MEMVED, usando las funciones de base de máxima
entropía.

(a) (b)

Figura 6.1: Secuencia de mallas utilizadas para el Test de la Parcela. (a)
Malla no estructurada de 380 elementos y hmax = 0.14 in, (b) malla no
estructurada de 1125 elementos y hmax = 0.095 in. Fuente: Elaboración
Propia.
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Figura 6.2: Problema del Test de la Parcela en Desplazamiento. Fuente:
Elaboración Propia.

Tabla 6.1: Error relativo en la norma L2 para el Test de la Parcela.

Método Regla de Gauss Unstructured Mesh
MEM 1-pt 5.5 ×10−2

MEM 4-pt 1.5 ×10−2

MEM 10-pt 5.7 ×10−3

MEM 24-pt 2.8 ×10−3

MEM-VED (maxent) 1-pt/1-pt 1.6 ×10−12

NIVED3D (maxent) 1-pt/1-pt 1.4 ×10−13

NIVED3D (mmls) 1-pt/1-pt 8.0 ×10−3

Tabla 6.2: Error relativo en la semi norma H1 para el Test de la Parcela.

Método Regla de Gauss Unstructured Mesh
MEM 1-pt 7.1 ×10−1

MEM 4-pt 2.3 ×10−1

MEM 10-pt 8.8 ×10−2

MEM 24-pt 4.9 ×10−2

MEM-VED (maxent) 1-pt/1-pt 7.7 ×10−12

NIVED3D (maxent) 1-pt/1-pt 1.8 ×10−12

NIVED3D (mmls) 1-pt/1-pt 4.0 ×10−2

6.2. Estrato Elástico Infinito.
Consideramos el problema de un estrato elástico infinito sujeto a una presión uniforme

en la superficie superior como se muestra en la Figura 6.3. Además, el campo gravitacional
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de magnitud g = 9.8 [m
s2 ] actúa sobre el estrato. La altura del estrato es h = 1 m y la

presión uniforme es q = 106 Pa. Dada la longitud infinita a lo largo de las direcciones x, y,
z, el estrato se corta a través de los planos (3, y, z) y (x, y, 3), lo que da como resultado un
dominio de análisis cuyas dimensiones son 3× 1× 3. Consideramos una secuencia de mallas
no estructuradas, que se muestra en la Figura 6.4. La solución exacta para este problema se
obtiene de la Referencia [60]:

ux = uz = 0, (6.1a)

uy = (1 + ν)(1− 2ν)
E(1− ν)

(
−qy − ρg

2 (h2 − (h− y)2)
)
, (6.1b)

donde el módulo de Young es Ey = 4 × 107 Pa, el coeficiente de Poisson ν = 0.3, y la
densidad del estrato es ρ = 1900 [Kg

m2 ]. La solución exacta ux = 0 se aplica en el límite x = 3
y la solución exacta uz = 0 en el límite en z = 3. Aunque el estrato elástico infinito se
puede resolver fácilmente usando un modelo unidimensional, ilustra la gran cantidad errores
numéricos que introduce la integración estándar de Gauss en tres dimensiones.

Figura 6.3: Geometría del modelo y condiciones de contorno para el proble-
ma del Estrato Elástico Infinito. Fuente: [61]

Se lleva a cabo un estudio para comparar las tasas de convergencia que entrega el método
NIVED en el caso tridimensional usando las funciones maxent y mmls sobre el refinamiento
de la malla. El parámetro de soporte de la función base se establece en γ = 2, 0 para la función
de ponderación previa gaussiana y un parámetro de soporte de radio η = 0.5 para el prior
cuadrático de las funciones mmls. La Figura 6.5 presenta las tasas de convergencia para los
enfoques NIVED usando maxent y mmls. Se observa que las tasas óptimas de convergencia
son proporcionadas por la formulación NIVED usando maxent, tanto en la norma relativa
L2 como en la seminorma H1. Para el enfoque MEM, según [61], la convergencia no solo es
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errática para la secuencia completa de las reglas de Gauss (incluso una regla de Gauss de 24
puntos es inadecuada), sino que también muestra poca precisión. Este es un comportamiento
algo esperado ya que los errores de integración son significativamente más pronunciados en
tres dimensiones [62]. Hacemos hincapié en que en tres dimensiones, la formulación NIVED
solo necesita un total de n puntos de Gauss como n caras tiene el poliedro para evaluar la
función de base (no se necesitan derivadas) en las caras de la celda, lo que se puede aprove-
char para la eficiencia computacional.

La Figura 6.6 proporciona el costo computacional de la formulación NIVED propuesta
usando las funciones de base maxent y mmls. Se observa que para el mismo tiempo de CPU,
el enfoque NIVED usando maxent ofrece una precisión mucho mayor, por lo tanto, este ejem-
plo revela el mejor desempeño de la formulación NIVED usando maxent desde el punto de
vista de precisión y convergencia, y un desempeño alto de la formulación NIVED usando
mmls desde el punto de vista de costo computacional, permitiendo resolver problemas más
rápidos con comportamientos muy parecidos al real analítico, pero con errores de convergen-
cia asociados al problema de imposición de condiciones.

Finalmente, en la Figura 6.7, presentamos la solución exacta del desplazamiento para la
malla 6.4e de 9369 elementos y 28107 grados de libertad. Por otra parte, en la Figura 6.8 se
observa la solución numérica del desplazamiento para tres de las mallas no estructuradas de
la Figura 6.4, usando las funciones maxent y mmls. Existe una convergencia de la solución
para ambos casos, pero para la malla más gruesa de 235 elementos usando mmls Figura 6.4e,
la solución gráfica numérica no converge correctamente, pero para las mallas que siguen, la
solución si se observa que converge bien y suave. Para el caso de las funciones maxent, la
solución siempre es suave. Por otra parte, para ambos casos, a medida que la malla se va
refinando, las soluciones van siendo más cercanas a la solución analítica.
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Figura 6.4: Secuencia de mallas no estructuradas utilizadas para el problema
del Estrato Elástico Infinito. (a) Malla de 235 elementos y hmax = 0.34 in,
(b) malla de 1415 elementos y hmax = 0.18 in, (c) malla de 3205 elementos
y hmax = 0.14 in, (d) malla de 6362 elementos y hmax = 0.11 in, (e) malla
de 9369 elementos y hmax = 0.09 in. Fuente: Elaboración Propia.
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(a)

(b)

Figura 6.5: Tasas de convergencia para el problema del Estrato Elástico
Infinito. El método NIVED usando las funciones maxent ofrece las tasas
más óptimas de convergencia en la norma L2 y la seminorma H1. Fuente:
Elaboración Propia.

Figura 6.6: Costo computacional del esquema NIVED en el problema del
Estrato Elástico Infinito. El costo computacional del enfoque NIVED usando
las funciones mmls es notablemente menor que el caso NIVED usando las
funciones maxent, pero por otra parte, la precisión del segundo método es
muy superior. Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 6.7: Solución exacta del desplazamiento para una malla de 9369
nodos y hmax = 0.09 para el problema del Estrato Elástico Infinito. Fuente:
Elaboración Propia.

Figura 6.8: Solución numérica del desplazamiento para el problema del Es-
trato Elástico Infinito. Malla 6.4a (a) maxent, (b) mmls. Malla 6.4d (c)
maxent, (d) mmls. Malla 6.4e (e) maxent (f) mmls. Fuente: Elaboración
Propia.
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6.3. Estabilidad Numérica
Para evaluar la estabilidad del método NIVED, se realizan análisis de valores propios en

elastostática lineal utilizando los datos del problema del estrato elástico infinito (consulte la
Sección 6.2 ). Para el caso NIVED se considera la función de base radial de Gauss como la
función de ponderación prior en la evaluación de las funciones de base de máxima entropía
usando el parámetro de soporte de la función base γ = 2.0 y la función de base de mínimos
cuadrados móviles modificados usando un parámetro de soporte de radio η = 0.5 y un valor
cercano a cero para el prior cuadrático. Los análisis de valores propios tridimensionales en-
tregan seis valores propios cero, que corresponden a los seis modos normales de cuerpo rígido
o energía cero.

En la Figura 6.9 se muestran las 3 formas de modo suave, próximas a los seis modos de
cuerpo rígido, que se obtienen en el enfoque MEM, MEM-VED y NIVED usando las funciones
maxent y mmls. En el caso MEM (Figuras 6.9(a)-(f) ), se observa que aunque las formas de
los modos séptimos y octavo parecen suaves para ambos casos, el problema de estabilidad
debido a los errores de integración en la rigidez integrada estándar de Gauss aparece en el
noveno modo o llamadas formas de modo no suave (comportamiento de diente de sierra) o
modos espurios. Para el método NIVED utilizando el prior gaussiano como la función de peso
previa, se observa que no existen inestabilidades, como lo revelan las formas de modo suave
que se muestran en las Figuras 6.9(j)-(l). En el enfoque MEM-VED (Figuras 6.9(g)-(i)) se
exhibe el mismo comportamiento suave. Por otra parte para el método NIVED utilizando
las funciones de mínimos cuadrados móviles modificados (Figuras 6.9(m-(ñ)), se observan
formas de modo suave que se obtienen en los modos de vibración siete y ocho, ya en el modo
nueve aparece un modo espurio. De esta forma se confirma la estabilidad del esquema NIVED
tridimensional usando las funciones de máxima entropía al no presentar modos espurios.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)

(m) (n) (ñ)

Figura 6.9: Análisis de valores propios en el caso tridimensional. Repre-
sentación de las tres formas modales que siguen a los seis modos de cuerpo
rígido. (a)-(c) MEM (1 punto), (d)-(f) MEM (24 puntos), (g)-(i) MEM-VED
(1 pt-pt), (j)-(l) NIVED-maxent (1 pt-pt), (m)-(ñ) NIVED-mmls (1 pt-pt).
Fuente: Elaboración Propia.

6.4. Cilindro Presurizado de Pared Gruesa
Se estudian las tasas de convergencia para el problema de un cilindro presurizado de

paredes gruesas. La Figura 6.10 muestra la geometría y las condiciones de contorno para el
caso en dos dimensiones en deformación plana (plane-strain) de un cuarto de cilindro dada
la simetría de la geometría cilíndrica. Para el caso tridimensional, se agrega una dimensión
que sale del plano y entrega un espesor de cilindro. La secuencia de mallas no estructuradas
utilizadas en el estudio se muestran en la Figura 6.11. Se supone que el cilindro tiene largo
unitario y se bloquean todos los desplazamientos en la dirección axial del contorno del cilindro
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para que las condiciones de deformación plana sean válidas. La solución exacta para este
problema se obtiene a partir de la solución analítica en la dirección radial y viene dada por
[63]

ur = (1 + ν)r2
i r

2
o

E(r2
o − r2

i )

(
(pi − po)

r
+ (1− 2ν)(pir2

i − por2
o)

r2
i r

2
o

r

)
(6.2)

Figura 6.10: Geometría del modelo y condiciones de contorno para el pro-
blema del Cilindro Presurizado de Pared Gruesa. Fuente: [11]

donde ri ≤ r ≤ ro es el radio del cilindro de paredes gruesas con ri = 1 in y ro = 2 in;
el módulo de Young se establece en E = 107 psi y el coeficiente de Poisson en ν = 0.3. La
presión interna se establece en pi = 105 psi y la presión externa en po = 5× 104 psi.

El parámetro de soporte de la función base se establece en γ = 2.0 en la función de ponde-
ración prior Gaussiana de las funciones maxent. Para el caso mmls se elige un valor cercano
a cero para el prior cuadrático y un parámetro de soporte de radio η = 0.5. Comparamos las
tasas de convergencia que entrega el método NIVED en tres dimensiones usando las funciones
maxent y mmls. La Figura 6.12 presenta las tasas de convergencia para los enfoques NIVED.
Se observa que las tasas de convergencia son óptimas en el método NIVED usando maxent
y mmls tanto en la norma L2 como en la seminorma H1, ya que sus valores se acercan a
los óptimos (ver capítulo 6.2.4 de [61]). En [61], se observa que para el enfoque MEM, la
convergencia en la seminorma H1 es errática para las reglas de Gauss de 1 y 3 puntos, y se
necesita una regla de 6 puntos para recuperar la tasa de convergencia óptima. Se observa una
tendencia similar para la norma L2. El enfoque MEM con reglas de 1 y 3 puntos es menos
preciso que el esquema NIVED en tres dimensiones usando maxent y mmls.
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Finalmente, a modo comparativo en La Figura 6.13 se muestra la solución exacta del
desplazamiento y el esfuerzo de von Mises. En la Figura 6.14, se presentan las soluciones
numéricas del desplazamiento para el enfoque NIVED tridimensional usando las funciones
maxent y mmls. Podemos observar que para una malla de 1533 nodos la solución converge
bien usando las funciones mmls, en cambio, en el caso de las funciones maxent, aún la solución
gráfica no converge en su totalidad, observándose unas manchas en los bordes donde se aplica
la condición de Neumann, esto se ve reflejado en que la tasa de convergencia que para este
problema en particular es mayor y más cercana a 2 en el caso de las funciones mmls. A
todo esto se debe sumar que para el caso de la solución usando maxent, es necesario usar un
gap = 0.995 en el contorno del radio exterior tanto para los nodos, como para los vértices y
puntos de Gauss, esto, para que las funciones maxent pasen los test de chequeo necesarios.
Específicamente el problema de optimización de las funciones maxent involucra la necesidad
de que la coordenada calculada se encuentre dentro del dominio convexo.

Por otra parte en la Figura 6.15 se presenta las soluciones numéricas del esfuerzo de von
Mises para el enfoque NIVED tridimensional usando las funciones maxent y mmls. Notamos
que a medida que la malla se va refinando, en ambos casos, el esfuerzo de von Mises es
más suave y parecida a la solución exacta. En consecuencia a todo lo antes mencionado, se
concluye la convergencia del método NIVED en el caso tridimensional usando las funciones
maxent y mmls.
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Figura 6.11: Secuencia de mallas utilizadas para el problema del Cilindro
Presurizado de Pared Gruesa. (a) Malla no estructurada de 141 elementos
y hmax = 0.26 in, (b) malla no estructurada de 298 elementos y hmax = 0.20
in, (c) malla no estructurada de 593 elementos y hmax = 0.16 in, (d) malla no
estructurada de 1533 elementos y hmax = 0.12 in, (e) malla no estructurada
de 3265 elementos y hmax = 0.09 in. Fuente: Elaboración Propia.
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(a)

(b)

Figura 6.12: Tasas de convergencia para el problema del Cilindro Presuriza-
do de Pared Gruesa. El método NIVED usando las funciones maxent ofrece
las tasas más óptimas de convergencia en la norma L2 y la seminorma H1.
Fuente: Elaboración Propia.

(a)

(b)

Figura 6.13: Solución exacta del desplazamiento y el esfuerzo de von Mises
para una malla de 3265 nodos y hmax = 0.09 in para el problema del Cilindro
Presurizado de Pared Gruesa. Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 6.14: Solución numérica del desplazamiento para el problema del
Cilindro Presurizado de Pared Gruesa. Malla 6.11c (a) maxent, (b) mmls.
Malla 6.11d (c) maxent, (d) mmls. Malla 6.11e (e) maxent, (f) mmls. Fuente:
Elaboración Propia.
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Figura 6.15: Solución numérica del esfuerzo de von Mises para el proble-
ma del Cilindro Presurizado de Pared Gruesa. Malla 6.11c (a) maxent, (b)
mmls. Malla 6.11e (c) maxent, (d) mmls. Malla 6.11b (e) maxent, (f) mmls.
Fuente: Elaboración Propia.

6.5. Esfera Hueca Sujeta a Presión Interna
Se estudian las tasas de convergencia para el problema de una esfera hueca sujeta a presión

interna. La Figura 6.16 muestra un octavo del modelo de una esfera, debido a la simetría
de la geometría esférica. La secuencia de mallas no estructuradas utilizadas en el estudio se
muestran en la Figura 6.17. La solución exacta para este problema se obtiene a partir de la
solución analítica en la dirección radial y viene dada por [60]

ur = (1 + ν)r
E

 r3
o

2r3 + 1−2ν
1+ν

r3
o

r3
i
− 1

pi

 (6.3)
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Figura 6.16: Geometría del modelo para el problema de la Esfera Hueca
Sujeta a Presión Interna. Fuente: [64]

donde ri ≤ r ≤ ro es el radio del esfera hueca sujeta a presión interna con ri = 1 in y
ro = 2 in; el módulo de Young se establece en E = 107 psi y la relación de Poisson en ν = 0.3.
La presión interna se establece en pi = 5× 105 psi.

El parámetro de soporte de la función base se establece en γ = 2.0 en la función de pon-
deración prior gaussiana de las funciones maxent. Para el caso mmls se elige un valor cercano
a cero para el prior cuadrático y un parámetro de soporte de radio η = 0.5. Comparamos las
tasas de convergencia que entrega el método NIVED en tres dimensiones usando las funciones
maxent y mmls. La Figura 6.18 presenta las tasas de convergencia para los enfoques NIVED.
Se observa que las tasas de convergencia son óptimas en el método NIVED usando maxent
tanto en la norma L2 como en la seminorma H1, ya que sus valores se acercan a los óptimos
(ver capítulo 6.2.4 de [61]), por otra parte en el caso mmls, la convergencia claramente no es
óptima.

Finalmente, a modo comparativo en La Figura 6.19 se muestra la solución exacta del des-
plazamiento y el esfuerzo de von Mises para una malla fina. En la Figura 6.20, se presenta las
soluciones numéricas del desplazamiento para el enfoque NIVED tridimensional usando las
funciones maxent y mmls. Podemos observar que para una malla de 3044 nodos la solución
converge bien usando las funciones maxent, en cambio, en el caso de las funciones mmls,
la solución no converge en ninguno de los casos, observándose una solución asimétrica del
desplazamiento, esto se ve reflejado en la tasa de convergencia de la norma L2, en la cual
para el caso mmls es cercana a 1. Por otra parte en la Figura 6.21 se presenta las solucio-
nes numéricas del esfuerzo de von Mises para el enfoque NIVED tridimensional usando las
funciones maxent y mmls. Notamos que a medida que la malla se va refinando, en el caso
de la aproximación maxent, el esfuerzo de von Mises es más suave y similar a la solución
analítica. Para la aproximación mmls la soución no converge, esto se ve reflejado en la tasa
de convergencia de la semi norma H1, en la cual para el caso mmls es cercana a 0.5. Estos
errores de integración, relacionan la complejidad del problema en tanto al sometimiento de
las condiciones de borde, que para el caso de las funciones maxent, gracias a la propiedad
de delta Kronecker, nos permite fijar el valor del desplazamiento en los bordes, sin la inter-
ferencia de los nodos interiores en la integración numérica. En consecuencia a todo lo antes
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mencionado, se concluye la convergencia del método NIVED en el caso tridimnesional usando
las funciones de máxima entropía.

Figura 6.17: Secuencia de mallas utilizadas para el problema de la Esfera
Hueca Sujeta a Presión Interna. (a) Malla no estructurada de 128 elementos
y hmax = 0.28 in, (b) malla no estructurada de 405 elementos y hmax = 0.21
in, (c) malla no estructurada de 695 elementos y hmax = 0.17 in, (d) malla no
estructurada de 1702 elementos y hmax = 0.13 in, (e) malla no estructurada
de 3044 elementos y hmax = 0.1 in. Fuente: Elaboración Propia.
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(a)

(b)

Figura 6.18: Tasas de convergencia para el problema de la Esfera Hueca
Sujeta a Presión Interna. El método NIVED usando las funciones maxent
ofrece las tasas más óptimas de convergencia en la norma L2 y la seminorma
H1. Fuente: Elaboración Propia.

(a)

(b)

Figura 6.19: Solución exacta del desplazamiento y el esfuerzo de Von Mises
para una malla de 9369 nodos y hmax = 0.09 para el problema de la Esfera
Hueca Sujeta a Presión Interna. Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 6.20: Solución numérica del desplazamiento para el problema de la
Esfera Hueca Sujeta a Presión Interna. Malla 6.17c (a) maxent, (b) mmls.
Malla 6.17d (c) maxent, (d) mmls. Malla 6.17e (e) maxent, (f) mmls. Fuente:
Elaboración Propia.
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Figura 6.21: Solución numérica del esfuerzo de von Mises para el problema
de la Esfera Hueca Sujeta a Presión Interna. Malla 6.17c (a) maxent, (b)
mmls. Malla 6.17d (c) maxent, (d) mmls. Malla 6.17e (e) maxent, (f) mmls.
Fuente: Elaboración Propia.

6.6. Cilindro Viscoelástico de Paredes Gruesas Some-
tido a Presión Interna

Concluimos esta sección con una demostración de la formulación NIVED no lineal en
tres dimensiones usando mallas tetraédricas para el análisis de pequeños desplazamientos y
pequeñas deformaciones. El problema de prueba consiste en un cilindro de paredes gruesas
sometido a presión interna cuya constitución del material es un sólido isotrópico lineal descrito
por el modelo viscoelástico generalizado de Maxwell considerado en la Sección 5. Este ejemplo
se ha utilizado para evaluar el método del elemento virtual para el análisis inelástico en la
referencia [65]. Por simetría, solo se considera un cuarto de la sección transversal del cilindro,
como se muestra en la Figura 6.22, donde ri = 2 pulgadas, ro = 4 pulgadas y p = 10 psi. Los
parámetros del material se establecen en E = 1000 psi, ν = 0.3 y λ1 = 1. La presión se aplica
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repentinamente y la respuesta estructural se calcula mediante pasos de 20 unidades de tiempo.
En la primera parte de este estudio, se evalúa la convergencia del desplazamiento radial en
los puntos de control A y B (Figura 6.22). Para propósitos de comparación, se utiliza la
solución numérica obtenida con una malla muy refinada de elementos cuadriláteros FEM de
9 nodos (FEM-Q9) y una malla muy refinada de polígonos NIVED en dos dimensiones, todo
esto en el marco del problema del cilindro viscoelástico en dos dimensiones para un estado de
deformaciones planas [11]. Se consideran tres conjuntos de opciones para los parámetros de
material µ0 y µ1 : (µ0, µ1) = {(0.7, 0.3), (0.3, 0.7), (0.01, 0.99)}. Usando E y ν para calcular
el módulo volumétrico K del material y (5.3) para calcular G(t = 20), la relación de Poisson
efectiva se calcula como νeff = 3K2G(20)

2(3K+G(20)) . Para los tres conjuntos de parámetros anteriores,
esto da en el tiempo t = 20 los valores νeff = {0.3542, 0.4338, 0.4977}, respectivamente. Por
lo tanto, para el último conjunto, el material es casi incompresible.

Figura 6.22: Dominio y condiciones de contorno para el Cilindro Viscoelás-
tico de Pared Gruesa Sometido a Presión Interna. Fuente: [11]

La convergencia del desplazamiento radial NIVED en los puntos de control A y B se re-
sume en la Tabla 6.3 para la secuencia de mallas de integración tetraédricas representada en
la Figura 6.23. Se observa una buena concordancia con la solución de referencia FEM-Q9 y
NIVED en dos dimensiones para los tres conjuntos de parámetros de material, pero en par-
ticular, la solución con las funciones maxent parece ser siempre más precisa. Las curvas que
representan la historia temporal del desplazamiento radial medido en los puntos de control
A y B se muestran en la Figura 6.24 para los tres conjuntos de parámetros del material. Las
curvas de respuesta para el esquema NIVED en tres dimensiones se trazan para la malla que
se muestra en la Figura 6.23b. Se destaca una mayor precisión en todos los pasos de tiempo
del método NIVED tridimensional usando las funciones maxent con respecto a las soluciones
de referencia.
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Tabla 6.3: Desplazamientos radiales NIVED en tres dimensiones en los pun-
tos A y B para el problema del Cilindro Viscoelástico de Paredes Gruesas
en el Tiempo t = 20.

(µ0, µ1) = (0.7, 0.3) (0.3, 0.7) (0.01, 0.99)
mesh #dofs uA ub uA ub uA ub

Figura 6.23a (mmls) 1221 0.053150 0.032122 0.118513 0.064699 0.609208 0.309068

Figura 6.23b (mmls) 2124 0.054144 0.032371 0.118910 0.065736 0.619579 0.313656

Figura 6.23a (maxent) 1221 0.053135 0.032021 0.118451 0.064249 0.635201 0.319317

Figura 6.23b (maxent) 2124 0.053608 0.032175 0.119992 0.065400 0.646742 0.327167

Ref. 1 (FEM-Q9) 79242 0.053584 0.032425 0.119970 0.066177 0.652880 0.334810

Ref. 2 (NIVED-2D) 26082 0.053131 0.031983 0.119070 0.065272 0.648440 0.330210

Por último, se estudia el comportamiento del método NIVED para el comportamiento de
materiales casi incompresibles. El enfoque NIVED tridimensional se prueba en la malla no
estructurada que se muestra en la Figura 6.23b y su solución de campo de esfuerzo radial se
compara con la solución FEM-Q9 y NIVED en dos dimensiones. También en esta malla, el
campo de esfuerzo radial se calcula con elementos cuadriláteros FEM de 4 nodos (FEM-Q4).
Las comparaciones se resumen en la Figura 6.25 . El campo de esfuerzo radial correspon-
diente al caso compresible (µ0, µ1) = (0.7, 0.3) (νeff = 0.3542) se muestra en las Figuras
6.25(a)–(e) para FEM-Q4, FEM-Q9 y NIVED en sus tres formas, respectivamente. Se ob-
serva que los cinco métodos funcionan bien en este caso. Por supuesto, debido a su mayor
orden de aproximación, el campo de esfuerzo radial FEM-Q9 es más suave que los campos de
tensión radial FEM-Q4 y NIVED en los tres casos. En los métodos NIVED tridimensional
ya fue demostrado que habrá mayor suavidad de la solución a medida que se refina la malla,
de todas formas las funciones maxent siguen siendo la mejor opción. El campo de esfuerzo
radial correspondiente al caso casi incompresible (µ0, µ1) = (0.01, 0.99) (νeff = 0, 4977) se
representa en las Figuras 6.25(f)–(j) para los métodos FEM-Q4, FEM-Q9 y NIVED en sus
tres formas, respectivamente. En este caso, el campo de esfuerzo radial del FEM-Q9 parece
suave y no se observa ningún signo de bloqueo. Sin embargo, el comportamiento de bloqueo
se exhibe en el caso de FEM-Q4 como lo demuestra el campo de esfuerzo radial oscilatorio. El
esquema NIVED funciona mejor que el FEM-Q4 en el límite incompresible, pero se producen
algunas pequeñas oscilaciones en el campo de esfuerzo radial y, por lo tanto, no está com-
pletamente libre de bloqueo en ningún caso NIVED. Esto no es sorprendente, ya que el uso
del marco de elementos virtuales en el enfoque NIVED garantiza la consistencia (satisfacción
del Test de la Parcela) y la estabilidad para una formulación basada en el desplazamiento.
Para hacer que el esquema NIVED esté libre de bloqueos en el límite casi incompresible,
sería necesario introducir, por ejemplo, una forma de técnica de promedio nodal. Además,
es importante destacar el bajo costo computacional de las funciones mmls en el proceso vis-
coelástico, la rapidez en el cálculo de las funciones de base debido a la baja complejidad del
problema de cuadrados móviles y la eficacia que produce esto en el ensamble de la matriz
de rigidez, sumándole a esto, el aumento del costo computacional general que generan los
pasos de tiempo en las iteraciones de Newton Raphson, las funciones mmls, proporcionan un
método que permite generar estudios con mucha velocidad y con una precisión admirable.

Finalmente, comparamos los desplazamientos en el paso de tiempo número 20 entre los
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métodos NIVED tridimensional usando las funciones mmls y maxent. Notamos en la Figura
6.26, que para ambos casos la solución aún no converge correctamente, esto no es problema
ya que se demostró en 6.4 que para una malla de 3265 nodos la solución ya converge de
manera suave, sin embargo la solución siempre es más suave y optimamente más parecida a
las soluciones de referencia de la Tabla 6.3 en el caso de las funciones de máxima entropía.

(a) (b)

Figura 6.23: Secuencia de mallas utilizadas para el problema del Cilindro
Viscoelástico de Paredes Gruesas Sometido a Presión Interna. (a) Malla no
estructurada de 1221 grados de libertad y hmax = 0.29 in, (b) malla no es-
tructurada de 2124 grados de libertad y hmax = 0.19 in. Fuente: Elaboración
Propia.
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(a)

(b)

(c)

Figura 6.24: Cilindro Viscoelástico de Paredes Gruesas Sometido a Presión
Interna. Historia temporal del desplazamiento radial medido en los puntos
de control A (curvas superiores) y B (curvas inferiores) para tres conjun-
tos de parámetros viscoelásticos: (a) (µ0, µ1) = (0.7, 0.3), (b) (µ0, µ1) =
(0.3, 0.7) y (c) (µ0, µ1) = (0.01, 0.99). Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 6.25: Cilindro Viscoelástico de Paredes Gruesas Sometido a Presión
Interna. Comparación de gráficos del esfuerzo radial utilizando esquemas
FEM en dos dimensiones y NIVED en dos y tres dimensiones. Para pará-
metros viscoelásticos (µ0, µ1) = (0.7, 0.3): (a) FEM Q4, (b) FEM-Q9, (c)
NIVED 2D, d) NIVED 3D (mmls) y e) NIVED 3D (maxent). Para pa-
rámetros viscoelásticos (µ0, µ1) = (0.01, 0.99): (f) FEM Q4, (g) FEM-Q9,
(h) NIVED 2D, (i) NIVED 3D (mmls) y (j) NIVED 3D (maxent). Fuente:
Elaboración Propia.
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Figura 6.26: Cilindro Viscoelástico de Paredes Gruesas Sometido a Pre-
sión Interna. Comparación de gráficos del desplazamiento para el método
NIVED en tres dimensiones usando las funciones mmls y maxent. Para
parámetros viscoelásticos (µ0, µ1) = (0.7, 0.3): (a) NIVED 3D-mmls, (b)
NIVED 3D-maxent. Para parámetros viscoelásticos (µ0, µ1) = (0.3, 0.7): (c)
NIVED 3D-mmls, (d) NIVED 3D-maxent. Para parámetros viscoelásticos
(µ0, µ1) = (0.01, 0.99): (e) NIVED 3D-mmls, (f) NIVED 3D-maxent. Fuen-
te: Elaboración Propia.
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Capítulo 7

Conclusiones

En esta tesis, se propuso una extensión tridimensional de un esquema de integración nodal
novedoso para los métodos de Galerkin sin malla, que está diseñado a partir de la descom-
posición de elementos virtuales [9], donde la forma bilineal se descompone en una parte de
consistencia y una parte de estabilidad que aseguran que el método sea consistente y estable,
y que en base al teorema de Lax, se garantiza la convergencia. Se adoptaron funciones linea-
les de base sin malla de máxima entropía y mínimos cuadrados móviles modificados, pero la
formulación es aplicable a cualquier otra aproximación lineal sin malla. Nos referimos a este
novedoso esquema de integración nodal como NIVED en el caso tridimensional. Como en
cualquier método de integración nodal, se necesita una celda nodal representativa. La celda
nodal se puede construir a partir de bases tetraédricas, formando, ya sea poliedros de caras
triangulares al unir los tetraedros o simplemente las celdas quedan como tetraedros, según
sea la necesidad de optimizar la información.

Se llevaron a cabo pruebas numéricas en problemas de valor de contorno en elastostática
lineal, donde el enfoque se centró en comparar el rendimiento del método NIVED tridimensio-
nal con otros métodos libres de malla, utilizando la integración estándar de Gauss. También
proporcionamos la extensión del enfoque NIVED tridimensional al análisis no lineal donde
la constitución del material es un sólido isotrópico lineal descrito por el modelo viscoelástico
generalizado de Maxwell. Se realizaron comparaciones con soluciones de referencia obtenidas
con elementos cuadriláteros FEM de 4 nodos, 9 nodos y el método NIVED en dos dimen-
siones para celdas poliédricas. En el enfoque NIVED en tres dimensiones, las integrales de
forma débil se integran muestreándolas en los nodos y la integración en un nodo se realiza
utilizando una regla de Gauss de 1 punto sobre los bordes de su celda nodal representati-
va. Esta tarea solo implica la evaluación de funciones base (no se necesitan derivadas). En
otros métodos libres de malla, la integración de las integrales de forma débil se realiza utili-
zando la integración estándar de Gauss en el interior de celdas triangulares, lo que requiere
la evaluación de las derivadas de las funciones de base, por lo tanto más costo computacional.

Nuestros principales hallazgos en este trabajo son los siguientes. El esquema NIVED en
tres dimensiones pasa el Test de la Parcela usando las funciones de máxima entropía a la
precisión de la máquina, mientras que al usar las funciones de mínimos cuadrados móviles
modificados no alcanza este nivel de precisión debido a errores asociados a la imposición de
las condiciones de borde. La prueba de estabilidad numérica mostró que tanto el método
NIVED en tres dimensiones como el MEM y el MEM-VED ofrecen los seis modos de cuerpo
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rígido de energía cero, pero solo el método MEM y NIVED tridimensional usando las funcio-
nes mmls exhiben inestabilidades, como lo demuestra la presencia de los modos propios no
suaves o llamados modos espurios en el modo de vibrar número 9. La convergencia se evaluó
a través de varios experimentos numéricos, que incluyeron un cilindro de paredes gruesas
sometido a presiones, una esfera hueca sujeta a presión interna y un estrato elástico infinito.
Los estudios de convergencia revelaron que el método NIVED en tres dimensiones usando
las funciones de máxima entropía ofrece la tasa óptima de convergencia en la norma L2 y la
seminorma H1. En términos de costo computacional, se demostró que para el mismo número
de grados de libertad, el esquema NIVED tridimensional usando mmls es más eficiente pero
menos preciso que un enfoque NIVED tridimensional usando las funciones de base maxent. El
rendimiento de la formulación no lineal de NIVED en tres dimensiones se evaluó resolviendo
el problema de un cilindro viscoelástico de paredes gruesas sometido a presión interna. Se
encontró que la solución de desplazamiento radial se asemeja con una solución de referen-
cia obtenida utilizando elementos finitos cuadriláteros cuadráticos (9 nodos) y la solución
de referencia NIVED en dos dimensiones (1 nodo por cara). También se demostró que para
un material viscoelástico casi incompresible, el esquema NIVED en tres dimensiones no está
completamente desprovisto de bloqueo.

Para terminar, mencionamos que una característica deseable que puede ofrecer el enfo-
que NIVED tridimensional (integrado nodalmente) es que las variables de estado, como las
deformaciones, los esfuerzos y otras variables internas en los cálculos no lineales, pueden
almacenarse en los nodos, lo cual es atractivo para simulaciones sin malla Lagrangiana en
grandes deformaciones. Esta extensión del método NIVED en tres dimensiones a grandes
deformaciones es atractiva y está planificada como parte del trabajo futuro.

En trabajos posteriores, es posible estudiar los procedimientos asociados con la no linea-
lidad del material independiente de la velocidad (plasticidad), la no linealidad del material
dependiente de la velocidad (fluencia y viscoplasticidad), algunos problemas de campos no
lineales, grandes desplazamientos y otros ejemplos especiales.
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