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La integraciéon numérica de los métodos de Galerkin para resolver problemas de valores
de frontera tridimensionales en mallas poliédricas arbitrarias ha recibido recientemente una
atencion considerable en la literatura de analisis numérico. Por otro lado, la integracién di-
recta en los nodos es la mas utilizada, porque se basa en menos evaluaciones, pero conduce
a inestabilidades numéricas debido a un mecanismo similar a la subintegracién y al desvane-
cimiento de las derivadas de las funciones de base en los nodos.

En esta tesis, se presenta el desarrollo de un método de integracién nodal en el espacio IR
en mallas tetraédricas, que se basa en el marco matematico del elemento virtual. Adoptamos
un método de aproximacién para obtener las funciones de maxima entropia (maxent), con
resultados de error de maquina (error ~ 10713) en el test de la parcela para desplazamien-
tos, debido a la propiedad intrinseca delta kronecker en el contorno del dominio. Ademas se
utilizan las funciones de Minimos Cuadrados Méviles Modificados (mmls), donde se incluyen
restricciones adicionales sobre los coeficientes, permitiendo generar una aproximacion mas
estable y computacionalmente mas eficiente, pero que no llega al error de maquina en el test
de la parcela para desplazamiento, principalmente por que éstas aproximaciones no tienen
la propiedad delta kronecker cuando estas se calculan sobre el contorno del dominio. Las
funciones de base construidas son no negativas, suaves, linealmente completas y mas com-
pactas en el caso mmls. La suavidad se controla mediante pardametros enteros positivos: el
orden de normalizacion de la aproximacion de las funciones y el radio del soporte que la apro-
ximacién. El esquema propuesto es una adaptacion del método NIVED (Nodal Integration
using the Virtual Element Descomposition) para espacios en IR?, el cual se extiende a tres
dimensiones. En nuestro enfoque, las integrales de forma débil, se integran de forma nodal,
utilizando celdas representativas de nodos ubicados en cuatro partes especificas del elemento.
Estos nodos contienen la informacion de los desplazamientos nodales y variables de estado
como las deformaciones y esfuerzos. La integracién nodal se realiza mediante el Método de
Elementos Virtuales VEM, donde la forma bilineal se descompone en una parte de consisten-
cia y otra de estabilidad. En particular, el método propuesto va dirigido en el anélisis lineal y
no lineal de sélidos para pequenos desplazamientos y cineméatica de pequenas deformaciones.
Varios ejemplos numéricos para elastoestatica lineal y viscoelasticidad no lineal, demuestran
la alta precision y eficiencia del método para geometrias tridimensionales. Finalmente el mé-
todo NIVED en la extensiéon tridimensional, demostrd ser un esquema consistente, estable y
convergente.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes Generales

En mecanica de sélidos computacional, los métodos de Galerkin sin malla han sido estu-
diados durante afos, en donde se utiliza la integracion numérica para evaluar las integrales
de la forma débil (usualmente cuadratura de Gauss), lo que conlleva a errores de integraciéon
numérica debido a la naturaleza de las funciones de base utilizadas. Existen dos fuentes de
error asociadas con los esquemas de integracién en los métodos de Galerkin sin malla: (1)
Son funciones no polinomiales, por lo que no son integrables de manera exacta; y (2) en
general, la region que estd definida por los soportes en la interseccion de dos funciones de
base nodal superpuestas no coincide con la celda de integracion. Esta tltima fuente es la que
mas aporta al error de cuadratura [1]. Aunque mediante el uso de mas puntos de cuadratura,
los métodos de Galerkin sin malla pueden obtener resultados numéricos estables y razonables
[2]. Sin embargo, esto no es beneficioso desde el punto de vista del costo computacional.

Las diferentes técnicas de integraciéon numérica en los métodos de Galerkin sin malla se
pueden agrupar en dos grupos principales: integraciéon por elemento o celda de integracion
y técnicas de integracion nodal. La integracion nodal en métodos sin malla es atractiva ya
que las variables de estado (deformaciones, esfuerzos y variables internas) se pueden alma-
cenar en los nodos evitando asi la necesidad de algoritmos de reasignacion de variables en
problemas con remallado. En el método sin malla de transporte 6ptimo [3], el remallado se
evita utilizando los puntos de integraciéon como portadores de la informacion del estado del
material junto con cambios en el soporte de las funciones base para permitir simulaciones
de deformaciones finitas Lagrangianas. En el método del punto material [4], los puntos de
integraciéon de una cuadricula inicial (generalmente, una cuadricula cartesiana) llevan las va-
riables de estado del material y la etapa de solucién ocurre en tres fases: (1) la informaciéon
se mapea desde las particulas a los nodos de la cuadricula; (2) se resuelven ecuaciones de
movimiento en los nodos de la cuadricula, y la informacion actualizada se mapea de nuevo a
las particulas para actualizar sus posiciones y velocidades; y (3) la cuadricula se reinicia. En
este proceso, la malla permanece fija durante toda la simulacién y la deformacién hace que
los puntos de material se muevan dentro de otras celdas de la cuadricula.

Por otra parte, la integracion nodal directa de 1 punto de integraciéon, conduce a inestabi-
lidades numéricas debido a la subintegracién y decaimiento de las derivadas en las funciones
de base de los nodos, la cual se manifiesta principalmente por modos espurios y grandes osci-



laciones en la solucion [5]. Se han realizado numerosos esfuerzos para estabilizar los esquemas
de integracién nodal en [6, 7, 8.

1.2. Motivacion

El método del elemento virtual (VEM) [9], se ha desarrollado para afrontar los problemas
de integracion numeérica en elementos poligonales y en los 1ltimos afios, para problemas de
valor de contorno en mallas poliédricas arbitrarias [10]; ademds constituye un marco adecua-
do para corregir errores de integracién en métodos de malla libre [11]. El método consiste
en la construccién de una representacién algebraica (exacta) de la matriz de rigidez sin la
evaluacién explicita de funciones de base (las funciones de base son virtuales). En el VEM,
la matriz de rigidez se descompone en dos partes: una matriz que garantiza la reproduccion
exacta de un campo de desplazamientos lineal (matriz de rigidez de consistencia) y una matriz
de correccién que provee estabilidad (matriz de rigidez de estabilidad). Esta descomposicién
esta formulada en el espiritu del teorema de equivalencia de Lax para esquemas de diferencias
finitas (consistencia + estabilidad — convergencia).

Utilizando la formulacién antes mencionada, en esta tesis se propone construir celdas de
integracién nodal tetraédricas para extender a tres dimensiones el método de integracion
nodal NIVED [11] para celdas poligonales. La integracion nodal se usa con el propésito de
evitar los algoritmos de reasignacion de variables en problemas con remallado.

Por otra parte el costo computacional de los esquemas de integracion para mecanica de
sOlidos tridimensional es muy alto para mallas mas finas, donde las soluciones suelen ser
mas estables y exactas. Esto se debe principalmente a que las matrices de calculo crecen en
comparacion con los esquemas 2D, especificamente en un grado de libertad con respecto a
cada nodo, generando problemas de eficiencia en aspectos de computacionales. Es por esto
que se propone usar las funciones de base de minimos cuadrados méviles modificados, que
son de computo mas eficiente.

Las funciones de maxima entropia aseguran ser precisas, superando con creces en términos
de orden del error a los métodos con mallas existentes, incluso si se comparan con métodos
dentro del marco libre de mallas.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

= Desarrollar un esquema de integracion nodal en mallas tetraédricas para problemas de
mecanica de sélidos utilizando la descomposicion del elemento virtual.

1.3.2. Objetivos Especificos

» Implementar un esquema de integracién nodal utilizando funciones de base maxent y
minimos cuadrados méviles modificados, segiin se propone en las Referencias [12, 13],
para reducir el costo computacional.



= Resolver el test de la parcela en desplazamiento para tres dimensiones, problemas tridi-
mensionales de elastoestatica lineal y viscoelasticidad.

= Estudiar la consistencia, estabilidad y convergencia del esquema desarrollado mediante
los ejemplos implementados.

1.4. Alcances

Los alcances de este trabajo abarcan desde problemas bésicos tridimiensionales en la
teoria lineal elastoestatica y viscoeslasticos no lineales, hasta problemas més complejos con
superficies tanto regulares simples como superficies mas complejas polares, siempre en el
marco matematico del método del elemento virtual, utilizando funciones maxent y mmls. De
todos modos cualquier funcién de base que esté dentro de la teoria sin mallas puede utilizarse
en este esquema. Las aproximaciones de las funciones de base son lineales en todo dominio.



Capitulo 2

Metodologia

2.1. Etapas del Trabajo

Las principales etapas del trabajo son:

1. Lectura y analisis de bibliografia sobre los métodos sin malla e integraciéon nodal, tanto
en mallas poligonales (espacio en IR?), como poliédricas (espacio en IR*). Comprender
los conceptos y requisitos para la convergencia, consistencia y estabilidad.

2. Desarrollo del esquema de integraciéon nodal NIVED en tres dimensiones utilizando
celdas de integracion nodal tetraédricas.

3. Implementacién en MATLAB de funciones de base maxent y mmls utilizando el concepto
de funciones de base para cédlculo de las variables de estado.

4. Implementacién computacional del esquema NIVED tridimensional en MATLAB para
problemas de elasticidad lineal y viscoelasticidad.

5. Estudio de la consistencia, estabilidad y convergencia del método de integracién nodal
NIVED en tres dimensiones.

6. Analisis de resultados, conclusiones finales y posibilidad de futuros trabajos.

2.2. Normas de Convergencia

Para estudiar la exactitud y la convergencia, se utilizan dos medidas globales del error.
La norma L? relativa del error en los desplazamientos se define como

h 1
Hu —u L2 _ ZE fE(u B uh) ’ (u — uh)dw : (2 1)
[l 2 >p Jpu - ude ’ '
y la semi-norma H' relativa del error en la energia es
Hu_uh‘Hl _ ZEIE(g_gh)‘ (a‘—a'h)da: % (2 2)
[ g Y lpe-odx ’ '



donde el superindice " indica la aproximacién numérica. Por lo tanto, la otra variable se
relaciona con la solucion exacta.

En las normas, las integrales sobre el elemento E se calculan usando cuadratura numérica.
Para esto, se define un nodo de integracién en el centroide de la celda tetraédrica conteniendo
toda la informacion de la variable principal y las de estado. Finalmente, para poder integrar
en el contorno del tetraedro siguiendo la metodologia VEM, se define 1 punto de integracién
en el centroide de cada cara del tetraedro.



Capitulo 3

Antecendentes

3.1. Meétodos Con Malla y Sin Malla

El comportamiento de los solidos puede describirse en términos de ecuaciones diferencia-
les parciales. En general, resolver estas ecuaciones mediante métodos analiticos clasicos para
formas arbitrarias es casi imposible. Debido a esto se recurre a esquemas numeéricos los cuales
dependiendo de la forma de discretizar el medio pueden ser clasificados en método con malla
y métodos sin malla.

Un método con malla cldsico es el método de los elementos finitos, donde la solucién
se obtiene utilizando la malla para interpolar e integrar de forma numérica las ecuaciones
gobernantes en su forma débil. La malla utilizada estd formada por elementos, los cuales
estan interconectados mediante nodos. Las funciones de interpolacion dependen de esta ma-
lla. Entonces cuando se trabaja con deformaciones extremas y los elementos sufren una gran
distorsion se generan errores en la soluciéon numérica. Estos errores se deben principalmente
a que los elementos adquieren, después de la gran deformacién, voliimenes o areas negativas.
Para corregir este problema se suele remallar los sectores afectados y los resultados deben
ser interpolados en la nueva malla, aumentando la complejidad de la resolucion y el tiempo
de computo.

En los métodos sin malla, la aproximacién no depende de la interconexién entre los nodos,
disminuyendo asi la sensibilidad de las distorsiones geométricas, haciéndolos mas adecuados
para modelar grandes deformaciones. Los métodos sin malla pueden ser clasificados como
métodos de Galerkin, métodos de Petrov-Galerkin o métodos de colocacién. Algunos ejem-
plos de métodos de Galerkin son el método sin malla de Galerkin (EFG) [14], el método de
reproduccién de particulas de kernel (RKPM) [15], el método de elemento natural (NEM)
[16], y el método de esferas finitas (MFS) [17]. El representante de los métodos de Petrov-
Galerkin es método local sin malla de Petrov-Galerkin (MLPG) [18]. Y para la categoria de
métodos de colocacion esta el método de las particulas suavizadas (SPH) [19].

En los métodos de Galerkin sin malla se utiliza una malla de fondo para realizar la inte-
gracién numérica de la forma débil (normalmente cuadratura de Gauss), idéntica a la forma
débil de FEM. Sin embargo, en estos métodos se utilizan funciones de forma (o base) dife-
rentes, las cuales no dependen de la conectividad entre los nodos, solo de sus coordenadas.
En la construcciéon de estas funciones de forma se utilizan los nodos que se encuentran en la



vecindad del punto que se desea aproximar, haciéndolas méas complejas en forma y construc-
cion. Pero la suavidad de las aproximaciones sin malla es mucho mejor que la interpolacion
Lagrangiana basada en elementos empleada en FEM. Por ejemplo, la suavidad de la aproxi-
macién de MLS con el peso Gaussiano es C*°. En contraste, la interpolacion FEM solo tiene
continuidad C°.

Las funciones de los métodos sin malla de Galerkin son racionales (no polinomiales), las
cuales son dificiles de integrar con exactitud y es uno de los principales inconvenientes de estos
métodos. Este inconveniente es extremadamente importante para asegurar la convergencia
y estabilidad del método. Aunque una cuadratura de alto orden puede ofrecer estabilidad y
convergencia 6ptima, es prohibitivamente costosa para el uso practico. Por otro lado, la cua-
dratura de orden bajo consume menos CPU pero puede generar soluciones no convergentes
e inestables.

Finalmente, el método desarrollado en esta tesis pertenece a la categoria de un método
sin malla de Galerkin, pero integrando directamente en los nodos.

3.2. Funciones Base de la Maxima Entropia

Una de las funciones de base que se utilizara en esta tesis, son las funciones base de la
maxima entropia (maxent). Estas funciones presentan ciertas propiedades atractivas en los
métodos sin malla, como por ejemplo son suaves, sus valores son siempre positivos y tienen la
propiedad que los nodos interiores no tienen influencia en su valor cuando esta se calcula sobre
el contorno del dominio, facilitando la imposicién de las condiciones de borde.

3.2.1. Marco Teérico de la Entropia Relativa Minima

Considere un dominio convexo representado por un conjunto de N nodos dispersos y un
prior (peso) funcién w,(x) asociada con cada nodo a. Podemos escribir la aproximacién para
una funcién de valor vectorial v(x) en la forma:

o' (x) = f:lasa(w)va, (3.1)

donde v, := v(x,) son los coeficientes nodales, {¢, }7" son las funciones de base no negativas
asociada con el nodo a y m < N representa el nimero de nodos cuyas funciones de base
cumplen las condiciones de reproducciéon cero y primer orden:

Po(x) >0 D go(x) =1, Y Pu()c, =0, (3.2)
a=1 a=1
donde ¢, = ®, —  son coordenadas nodales desplazadas.

Las funciones base {¢,}7" se definen a partir de un problema de optimizacion que se es-
tablece en cada punto de evaluacién x para las restricciones lineales dadas por la Ecuacién
(3.2). Debido a las propiedades no negativas y de particién de la unidad (condicién de repro-
duccién de orden cero), las funciones de base se pueden interpretar como una distribucién
de probabilidad discreta. La entropia informativa proporciona una medida canoénica de la



incertidumbre asociada con una distribucién de probabilidad discreta. El esquema de apro-
ximaciéon menos sesgado que es consistente con las restricciones lineales lo proporciona el
principio de maxima entropia.

La formulacién de las aproximaciones Maxent se obtiene maximizando la medida de en-
tropfa de Shannon-Jaynes [20] cuando se utiliza el prior de pesos nodales:

H(¢ | w) Z Sa( <¢“(m) ) (3.3)

wo(T)

D(¢ | w) == —H(¢ | w) > 0 es la medida de entropia relativa y el principio variacional
correspondiente viene dado por el principio de entropia relativa minima (cruzada) [21]. El
problema de optimizaciéon de las funciones de base de Maxent se puede establecer en la
formulacién variacional (M E),, para x fijo:

max H (¢ | w) (3.4a)
2) 20 3 do(@) =1, > do(@)ca=0. (3.4b)

Se pueden emplear métodos de dualidad para resolver el problema de optimizacién convexa
en la Ecuacion (3.4) de manera eficiente y robusta [22, 23]. En esta tesis, se utilizard como
prior de funcién de peso la funciéon de base radial Gaussiana dada por:

2

/) (35)

donde v es un parametro que controla el tamafio del soporte de la funcién de base, ¢, son
las coordenadas nodales desplazadas, y h, es el espaciamiento nodal caracteristico asociado
al nodo a.

C

wa(w> = exp <_h2

Las funciones de base resultantes de la solucién no son interpolantes, excepto en el limite
convexo del conjunto nodal, donde se mantiene la propiedad débil de delta-Kronecker. La
propiedad débil de delta-Kronecker proporciona una gran ventaja sobre otros tipos apro-
ximados, como en el Minimos cuadrados méviles (MLS), donde se requieren tratamientos
especiales para la imposicién de condiciones de borde (EBC) [24]. Ademas, las funciones
bésicas heredan la suavidad de las funciones nodales de ponderacién previas [25, 26]. Varias
funciones de ponderacion previa nodal, como la funcién de ponderacién gaussiana [3, 23, 27],
la funcién de ponderacién polinomial cuértica [28, 29, 30], la funcién de ponderacién nodal
basada en el conjunto de niveles [31, 32], la funcién de ponderacién nodal exponencial [33, 34],
y la funcién de distancia aproximada a las curvas planas [12] se han utilizado para construir
aproximaciones de méaxima entropia con propiedades especificas deseadas.

3.3. Funciones Base de Minimos Cuadrados Moviles
(MLS) y Minimos Cuadrados Méviles Modificado
(MMLS)



3.3.1. Minimos Cuadrados Méviles (MLS)

La técnica que se resume a continuacién esté bien establecida, segtin [35, 36]. Para aproxi-
mar la funcién de campo desconocido u(x) sobre un conjunto de nodos distribuidos aleatoria-
mente {z;},i = 1,2,...,n la aproximacién por minimos cuadrados méviles u"(x) es definida
como

= i:lpj(w)aj(w) =p'(z)a(x), (3.6)

donde pT(x) = [pi(x), p2(x), ..., pm(x)] son funciones de base, a(x) es un vector que contiene

los coeficientes a;(x)(j = 1,2,...,m), y m es el ntimero de términos de la base pT(x). Las

funciones base generalmente se eligen como bases monomiales. En esta tesis se optd por la

base cuadratica, la cual se define como:

T
(

pY(x) = [1,2,y,2,2% %, 2% wy, vz, y2]. (3.7)

El vector de coeficientes a(x) se calcula en cualquier punto & del dominio espacial minimi-
zando un error funcional J(x) definido en base a los errores de minimos cuadrados ponderados
como:

z:w lz — a:]) (" (x:)a(@) — u,)* = (Pa(z) —u)"W(Pa(x) —u),  (3.8)

donde w(||x — x;||) es una funcién de peso asociada con el nodo i (w(||z — x;||) > 0 para
todo @ en el dominio de soporte del nodo), x; es el valor de  en el nodo i, u = u; =
(u1,us, ..., u,) son los valores (a menudo llamados valores ficticios de la aproximacion) del
campo desconocido u(x) en los nodos x;, y n el nimero de nodos en el dominio de soporte
de x Las matrices P y W en la ecuacién (3.8) se calculan como

pi(x1) pi(x2) - pi(@)
p_ p2('331) p2('332) ) pQ(an) (3.9)
Pm(®1) Dm(T2) - Pml(n) mXn
wy(x) 0 0
W = : : : (3.10)
6 e 0 wa(o)|

. Para calcular el vector coeficiente a(x), minimizamos el funcional J(x) con respecto a las
componentes del vector a;(x) [37].

gi = A(z)a(x) — B(x)u, (3.11)
donde .
A(x) = PWPT = Zwi(m)p(wi)pT(wi), (3.12)



B(x) = PW = (w(2))p(21), wa(2))p(2), .., wn(2))p(20)), (3.13)

Si la matriz de momentos A(x) no es singular, de la Ec. (3.11) podemos obtener

a(z) = A (z)B(z)u, (3.14)

u'(z) = plx)u =3 di(@)u; (3.15)

di(x) = pj(x)[A7 (%) B(z)];:. (3.16)

3.3.2. Minimos Cuadrados Méviles Modificado (MMLS)

El proceso de construccién de funciones de forma Ec. (3.16) descrito anteriormente falla
cuando la matriz de momento A en Ec. (3.12) es singular. La singularidad de la matriz
de momentos es causada por ciertas distribuciones degeneradas de nodos dentro del domi-
nio espacial. Esto da como resultado que algunas distribuciones de nodos sean inadmisibles
[35, 36, 38]. Para permitir la colocacién de nodos casi arbitraria, es decir, tener casi toda
la distribucién nodal admisible, se sugiere la siguiente modificaciéon a la aproximacion de
minimos cuadrados moviles [38].

Al igual que con MLS, comenzamos con la aproximacién de una funcién u(x) denotada
por u”(x), que estd definida por una combinaciéon de m monomios (Ec. (3.7)). Como en
MLS, estos coeficientes se calculan minimizando un error funcional que se define en funcién
de los errores de minimos cuadrados ponderados e incluye restricciones adicionales sobre los
coeficientes a correspondientes a los monomios de segundo grado en la base. Al agregar res-
tricciones al funcional de error podemos asegurar la invertibilidad de la matriz de momentos
A(z) para todas las distribuciones nodales que son admisibles cuando se usan monomios de
primer grado como funciones base en MLS. En este enfoque, la solucion MLS clésica se altera
muy poco cuando la matriz de momentos no es singular.

El funcional de error se define como

n

) — uhm- —u)?w(||z — x; 2&22
J(x) ;[( () = ;) w(lle — ;)] + peadat (3.17)

2 2 2 2 2
Hoy2 Qg2 + He20ze + My gy + Mo, + Hyz Gy

donde n es el nimero de nodos en el soporte de @, y 1 = [ftz2 fy2 o2 foy Hos fy-] SOD
pesos positivos (pequenos) para las restricciones adicionales. Después de la minimizacién y la
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resolucion de los sistemas de ecuaciones resultantes, la aproximacion MMLS se obtiene como

u'"(x) = p"(P™WP+ H)'P"Wu = an pi(x)u; = T (x)u, (3.18)

j=1
donde ¢ es el vector de funciones de forma:
¢ = [p1(x)...0n(x)] = pT(P™WP + H) 'PTW. (3.19)

En 3D, H es una matriz de 10 x 10 con todos los elementos iguales a cero excepto las ultimas
seis entradas de la diagonal que son iguales a p

044 046 ‘|

Ogs  diag(p) (3.20)

|

3.4. Meétodos de Integracion Nodal

Como se menciond anteriormente, debido a la complejidad involucrada en la integracion
de Gauss para los métodos de Galerkin sin malla y a la inestabilidad resultante de integrar de
forma directa en los nodos, se han realizado intentos para desarrollar esquemas de integracion
nodal estables. Se pueden identificar tres esquemas de integracién nodal clasicos [39]: método
de deformacién nodal [5], integraciéon nodal conforme estabilizada (SCNI) [6] y el método del
promedio nodal [40]. Las principales diferencias entre estos tres esquemas se basa en cémo
calculan el tensor gradiente de deformacion. Para los tres esquemas, la versiéon de la forma
bilineal para la integraciéon nodal es la siguiente:

a(ul,v") = Z_jl lca(v") : Dt e (w)"V] (3.21)

donde V, es el area nodal representativa. La deformacién nodal ¢, es calculada con

1
ca(u) = §(V'u,h(:ca) + V'u(x,)), (3.22)
1
ca(u) = A (u"®@n+neu)ds, (3.23)
1
ea(u) = 7 Viée(uh), (3.24)
@ ceT,

para el método de deformacién nodal, integracién nodal conforme estabilizada (SCNI) y el
método del promedio nodal, respectivamente. Para el esquema SCNI la Ecuacion (3.23) es
aplicada sobre los bordes de la celda de Voronoi (Figura 3.1a), donde m son las normales a
los bordes de la celda. El esquema del promedio nodal requiere que é. sea calculado dentro
de cada tridngulo ¢ (Figura 3.1b). El método de deformacién nodal no satisface en general el
test de la parcela, el método SCNI satisface el test de la parcela, y el método del promedio
nodal satisface el test de la parcela sélo cuando utiliza funciones de forma de tridngulos de
tres nodos. Ademas, Puso et al. [39] encontraron que SCNI puede causar inestabilidad cerca
de los limites del dominio.
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Puso et al. [39] propusieron una modificacién del esquema de integracién SCNI y agre-
garon un término de estabilizacién basado en la deformaciéon de subceldas. Para SCNI la
deformacion es calculada sobre la celda de Voronoi utilizando (3.7), pero en SCNI-modificado
propuesto por Puso et al. [39] (MSCNI) la deformacién es calculada sobre subceldas de in-
tegracion, de esta forma se utilizan mas "puntos de integracion'para estabilizar el método y
evitar los modos espurios. La forma bilineal para el esquema MSCNI es

a=1 (3.25)
+ 3 alel(v") = &.(v") : D (e4(v") — & (v")V0)

ceTy,

donde V. es el area de la subcelda (porcién de celda de Voronoi), T, es el conjunto de subcel-
das asociado con el nodo a, y tanto o como D son constantes que proveen estabilidad. Para
calcular &, se utiliza la ecuacién (3.23) sobre las subcelda de Voronoi, y para el calculo de g,
se utiliza (3.24) promediando la deformacién de las subceldas de Voronoi asociadas al nodo a.

Adicionalmente, Chen et al. [41] desarrollaron una versién para problemas no lineales del
esquema SCNI. Liu et al. [7] propusieron una técnica de integracién nodal para el método
de interpolacion de punto radial sin malla (NI-RPIM) basado en la expansién de series de
Taylor para realizar la integracién numérica. Duan et al. [8] propusieron un esquema de
integracion nodal de segundo orden (QCNI) que puede pasar exactamente el test de la parcela
cuadrético, el cual se basa en el principio variacional de Hu-Washizu, que ademas probé en
ejemplos dindmicos. Hillman y Chen [42] propusieron una estalibizacion basada en gradientes
implicitos de deformacion en los nodos, logrando un método convergente y estable para
problemas lineales y no lineales.

(a)

Figura 3.1: Celda de integracién 2, a mostrada en gris utilizando (a) celda
de Voronoi, y (b) tridngulo de tres nodos. Las celdas ademds son subdivi-
didas en subceldas €2, . con volumen V.. Fuente: [11].
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3.5. Convergencia, Consistencia y Estabilidad

Como se dijo anteriormente, en el marco teérico del método del elemento virtual y en
virtud del teorema de equivalencia de Lax, la matriz de rigidez se descompone en dos par-
tes: una matriz que garantiza la reproduccion exacta de un campo de desplazamientos lineal
(matriz de rigidez de consistencia) y una matriz de correccién que provee estabilidad (matriz
de rigidez de estabilidad). El teorema de equivalencia de Lax afirma que para un problema
bien planteado, una discretizacion que sea consistente y estable es convergente (consistencia
+ estabilidad — convergencia). Se definird entonces estos tres conceptos en el marco teérico
del método de los elementos finitos y se daran los requisitos para que se cumplan, los cuales
son facilmente aplicables al esquema desarrollado en esta tesis.

Para un problema de elasticidad lineal consideremos un elemento finito rectangular de
cuatro nodos, cuya matriz de rigidez serd de tamafnio 8 x 8. Integrando de forma exacta o
utilizando una cuadratura de Gauss de 2 X 2 su matriz de rigidez tendra rango cinco, lo que
significa que el niimero de filas linealmente independiente es cinco. Ya que este elemento tiene
un total de ocho grados de libertad, el nimero de ecuaciones a resolver son ocho (y no cinco),
entonces para resolver el sistema y obtener una solucién tnica debemos deshacernos de los
tres modos de cuerpo rigido aplicando las condiciones de contorno (modos de cuerpo rigido
para el caso bidimensional: 2 traslaciones y 1 rotacién, los cuales son modos de energia cero).
Ahora para el mismo elemento, si utilizamos solo un punto de Gauss para la integracion
numérica el rango se reducira a tres. Este elemento ahora tendra dos modos de energia cero
adicionales debido al rango deficiente (es necesario rango 5 para la integracién correcta del
elemento rectangular de cuatro nodos), a menos que se aplique condiciones de contorno de
manera que solo se deban resolver tres grados de libertad. Estos modos adicionales de energia
cero espurios (no fisicos) son conocidos como modos hourglass [43]. Una malla formada por
este tipo de elementos (rango deficiente) puede formar una matriz de rigidez global singu-
lar o casi-singular. Para el caso singular, el sistema tendrd infinitas soluciones; para el caso
casi-singular la aparicion de los modos espurios contaminara el campo de desplazamientos.
Una forma de evaluar numéricamente la presencia de modos de energia cero es resolviendo
el problema de valores propios para el sistema [18]. Para el caso tridimensional los modos
de cuerpo rigido son: 3 traslaciones y 3 rotaciones, ademas, el elemento tetraedro de cuatro
nodos tiene 12 grados de libertad. Esto entrega un rango de matriz de rigidez igual a seis
para el elemento tetraédrico, lo que significa que el nimero de filas linealmente independiente
es seis, esta integracion si se resuelve con 1 punto de integraciéon obtenemos una matriz de
rango 3, esto deberia causar problemas de modos espurios si no se imponen condiciones adi-
cionales, para esto se propone subintegrar con 1 punto de Gauss en cada cara del tetraedro,
permitiendo resolver el sistema de ecuaciones.

De lo anterior se desprende la condicion de estabilidad, que se traduce simplemente como
el requisito de que la solucién del sistema de ecuaciones discretas sea tnica y evite modos
espurios que pueden estropear la solucién para cualquier tamano de elementos [44], es decir,
las matrices de las discretizaciones deben ser correctamente integradas y en consecuencia
tener el rango apropiado [45].

Para el caso de la consistencia, esta asegura que a medida que el tamatio de los elementos
h tiende a cero, la aproximacién discreta L"(u) representa de forma exacta la ecuacién dife-
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rencial L(u) y las condiciones de contorno. El test de la parcela se ha usado tradicionalmente
como un procedimiento para verificar el requisito de consistencia [44].

Finalmente se dice que un esquema converge, cuando la solucién aproximada u” tiende a la
solucién exacta uw cuando el tamano de los elementos h se acerca a cero. Siguiendo el teorema
de Lax, para asegurar convergencia es necesario entonces que la aproximacion satisfaga las
condiciones de consistencia y estabilidad [44].

3.6. Malladores Tetraédricos

Para generar las mallas de base tetraédricas se usan tres programas; TetGen, GID y gmsh,
con distintas particularidades, las cuales se notaron afables en las estructuras necesarias
para generar el método de integracion numérica NIVED en la extension tridimensional. El
programa gmsh se establece como la mejor opcion en la generacion de mallas tetraédricas. La
capacidad de generar modelos tridimensionales por medio de una interfaz y generar mallas
con precision, hacen este programa la mejor opcién para el desarrollo del método.

3.6.1. TetGen

El programa Tetgen agrega la dificultad para poder setear y correr el programa, se necesita
acceder directamente a linea de comandos del sistema operativo para compilar el programa y
poder utilizar todas sus herramientas. Ademas, es necesario entregar un archivo de entrada
para poder generar las mallas, no tiene una interfaz que permita generar modelos tridimen-
sionales, por lo tanto su uso no es totalmente compatible con los objetivos de esta tesis.

Tiene la particularidad de generar una malla tetraédrica de Delaunay restringida. La ma-
lla resultante se guarda en cuatro archivos: example.l.node, example.1.ele, example.1.face y
example.l.edge, que son una lista de nodos de malla, tetraedros, caras de limite y bordes de
limite, respectivamente.).

La caracteristica especial del programa TetGen es que se puede refinar tetraedros agre-
gando puntos de Steiner para eliminar los tetraedros mal formados. Generar una malla de
calidad, que contiene mas puntos que la anterior, y todos los tetraedros tienen una relacion
radio-borde limitada por 1: 2, es decir, las formas de los elementos son mejores que las de la
malla anterior. Ademas, TetGen puede imprimir un informe de calidad de malla.

Por otra parte, se puede definir la relacion de aspecto de un tetraedro; longitud de borde
mas larga dividida por su altura de lado mas pequena, esto permite establecer secuencias de
malla con facilidad. Ademads, se puede imponer una restriccion de volumen maximo en los
tetraedros resultantes. Al hacerlo, ningin tetraedro en la malla resultante tiene un volumen
mayor que el valor especificado.

Finalmente, con el programa PARAVIEW se pueden visualizar las mallas tetraédrica en
el formato de extension .vtk.
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3.6.2. GID

El programa GID es muy preciso en los cdlculos de las mallas tetraédricas por que permite
colapsar el modelo y los nodos, quitando errores posibles en la generacion de los archivos de
malla, sin embargo al igual que el programa TetGen no tiene una interfaz para generar los
modelos, por lo tanto su uso no es totalmente compatible con los objetivos de esta tesis.

La ventaja principal es que el programa acepta archivos con la extension .STEP, por lo
que, al usar un programa de simulacién como SolidWorks, es precisa la capacidad de aplicar
las ecuaciones gobernantes y condiciones de contorno en el programa de simulacion y asi tener
una idea correcta de la solucién de los problemas estudiados, estos programas de simulacion
usan principalmente la teoria de elementos finitos.

3.6.3. gmsh

gmsh parece ser el programa mas compatible con los objetivos descritos en esta tesis, por
una parte, permite modelar las geometrias, con opciones de generacion de parametros en
dos dimensiones y operaciones booleanas, ademéas de tener cuerpos geométricos establecidos,
que de igual forma, se puede agregar operaciones booleanas y asi acceder a cualquier tipo de
geometria requerida.

La capacidad de cambiar los parametros por medio de opciones de herramientas, permite
acceder de manera directa a las secuencias de las mallas, ademas las opciones de mallado op-
timizado (Netgen) permiten tener mallados més estables en la distribucién nodal. Finalmente
los archivos de salida pueden ser seleccionados en una variedad amplia de extensiones, usan-
do la extensién .mesh en toda su informacién para obtener las mallas tetraédricas necesarias
para desarrollar el capitulo de ejemplos numéricos de esta tesis.

3.7. Ecuaciones Gobernantes Lineales

3.7.1. Forma Fuerte

Considere un cuerpo elastico (Figura 3.2a) que ocupa el dominio © C R? v estd limitado
por la superficie bidimensional I' cuya normal unitaria exterior es nr. Se supone que el limite
admite descomposiciones de la forma I' = T', UT, y § = ', N Ty, donde T',, es el contorno
de Dirichlet y T es el contorno de Neumann. El cierre del dominio es @ = Q UT. Sea
u(x) : Q — IR? el campo de desplazamiento en un punto x del cuerpo eldstico cuando el
cuerpo esté sujeto a una traccion externa t(x) : I'y — R? y fuerzas de cuerpo b(zx) : Q — IR,
Las condiciones de contorno de Dirichlet (esenciales) impuestas son g(x) : T', — IR®. El
problema del valor de frontera para la elastostética lineal es: encuentre u(zx) : Q — IR? tal
que

V-o+b=0enQ, (3.26a)
u=genly,, (3.26b)
o-np=tenl}y (3.26¢)

donde o es el tensor de esfuerzos de Cauchy.
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Figura 3.2: Problema de valor de frontera tridimensional. (a) Esquema que
ilustra el problema del valor de contorno para elasticidad lineal. (b) Parti-
ci6n T" del dominio . (c) Vista dividida del dominio discretizado. Fuente:
[10].

3.7.2. Forma Débil

La formulacién débil de Galerkin es: encontrar u(x) € V tal que
a(u,v) =Ll(v) Yv(x) € W,

a(u,v) = /QO’(U) ce(v)dz, ((v) = /Qb cvdr + Ftt - vds, (3.27)

donde V y W son los espacios de campos de desplazamientos continuos y de prueba:
Vi={ulz):uec[H'Q)Pu=genl,}, W:={v(x):ve[HQ)P,v=0enT,},

y £(v) es el pequeno tensor de deformaciones, que viene dado por
1 T
e(v) = §(Vv +V'v). (3.28)

3.7.2.1. Caso Generalizado

Consideramos un conjunto de nodos dispersos que discretiza Q. Usando estos nodos, el
dominio €2 se divide en celdas poliédricas representativas nodales, que necesariamente son no
superpuestas (tomar como ejemplo del dominio discretiazado la Figuras 3.2a y 3.2b). Esto se
puede lograr usando un diagrama tridimensional para una malla de caras triangulares, donde
cada nodo que forma las caras triangulares, estan conectados para formar un poliedro (Figura
3.3). Denotamos por E, un nodo ubicado en el centroide del poliedro y su celda asociada. El
nodo FE tiene coordenadas zp en el sistema de coordenadas cartesianas y el volumen de su
celda asociado es |E|.
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Figura 3.3: Celda de un dominio representativo nodal usando una malla
poliédrica de caras triangulares. El nodo y su celda representativa se denotan
por E, xp son las coordenadas nodales y |E| su volumen asociado. Fuente:
Elaboracién Propia.

Un nodo en I'; se denota por S y sus coordenadas en el sistema de coordenadas cartesianas
por g, (i = 1,2,3). El drea de influencia del nodo S esta representada por |S|. La Figura
3.4 presenta los tres casos tipicos de un nodo ubicado en I';. La particiéon formada por todos
los nodos y sus celdas asociadas que se encuentran en ) se denota por 7", donde h es el
didmetro méximo de cualquier celda en la particion. La particiéon bidimensional formada por
todos los nodos y sus areas de influencia asociadas que se encuentran en I'; se denota con &”.

Siguiendo un procedimiento estandar de Galerkin, definimos los siguientes espacios locales
discretos a nivel de celda nodal:

Vg = {u"(x) : u" € [HY(Q)]*}, W' g := V",

donde u"(x) se da en la forma (3.1) con ¢ € E. Estos espacios locales discretos se ensamblan
para formar los siguientes espacios globales discretos:

Vi={u(x) €V ulp e V' VE€T"}, W':={v(x)eW: v|peV'y VEcT"}.
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Figura 3.4: Representacién esquemaética de los tres nodos tipicos ubicados
en I'; con coordenada xg, (1 =1,2,3) y area de influencia asociada |S;|. zs,
es un nodo en el vértice de la frontera, xg, nodo del borde del dominio y
xs, nodo de cara. Fuente: [10].

Debido a la definicién de los espacios globales discretos, podemos evaluar la forma débil
(3.27) muestreando localmente en cada nodo de 7" y sumando todos ellos, de la siguiente
manera:

a(u", v") = 3 ap(u",v") = Y |Elep(v"): D:ep(u) vu, Vot € V", (3.29a)

EeTh EeTh
") = > e+ Y bs@") = > |Elbp-v"+ Y |S|ts - v Vo' € VP, (3.29b)
EeTh Seeh EeTh Seeh

donde D es el tensor de médulos del material que define la relaciéon constitutiva o = D : e(u);
ep = €(xg), bp := b(xg) y ts := t(xs) son cantidades nodales. La ecuacién (3.29) es el
resultado de la integracién nodal directa (1 punto) de las integrales de forma débil.

3.8. Ecuaciones Gobernantes no Lineales

En la solucién de problemas lineales, en particular, para NIVED y elementos finitos,
siempre se necesita resolver un conjunto de ecuaciones algebraicas simultaneas de la forma

Ku=f, (3.30)

siempre que la matriz de coeficientes no sea singular, la soluciéon de estas ecuaciones es
unica. En la solucién de problemas no lineales siempre se obtiene un conjunto de ecuaciones
algebraicas; sin embargo, generalmente seran no lineales. Consideramos el problema genérico:

\Ianrl = lIl(unJrl) = fn+1 - P(un+1)a (331>

donde u,,; es el conjunto de parametros de discretizacion, f,.; un vector independiente
de los parametros y P un vector dependiente de los parametros. Estas ecuaciones pueden
tener miltiples soluciones (es decir, més de un conjunto de u, 1 puede satisfacer la ecuacién
(3.31)). Por lo tanto, si se logra una solucién, puede que no sea necesariamente la solucién
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buscada. La comprensién fisica de la naturaleza del problema y, por lo general, los enfoques
incrementales de pequenos pasos a partir de soluciones conocidas son esenciales para obtener
respuestas realistas. Dichos incrementos siempre son necesarios si el problema es transitorio,
si la ley constitutiva que relaciona el esfuerzo y la deformaciéon depende de la trayectoria
y/o si la trayectoria de carga-desplazamiento tiene bifurcaciones o ramas multiples en ciertos
niveles de carga. El problema general siempre debe partir de una solucién cercana a

u=u, ¥,=0 f=7Ff, (3.32)
y a menudo surge cambios en la funcion forzada f, a

fn+l = fn + A.fn—i—l- (333)

La determinacién del cambio Awu,, tal que
Upi1 = Wy + Ay, (3.34)

sera el objetivo y, en general, los incrementos de A f,, .1 se mantendran razonablemente
pequenos para que se pueda seguir la dependencia de la ruta. Ademas, dichos procedimientos
incrementales seran tutiles para evitar un nimero excesivo de iteraciones y seguir el camino
fisicamente correcto. En la Figura 3.5 se muetra la no unicidad tipica que puede ocurrir
si la funcion W, ,; disminuye y luego aumenta a medida que el pardmetro u,; aumenta
uniformemente. Esta claro que seguir el camino Af,; tendra signos tanto positivos como
negativos durante un proceso de calculo completo. Es posible obtener soluciones en un solo
incremento solo en el caso de no linealidad leve (y sin dependencia de la ruta), es decir, con

fn =0 Afn—l—l = fn—l—la (335)

Softening range

u
Figura 3.5: Posibilidad de multiples soluciones. Fuente: [? ].

La literatura sobre enfoques generales de soluciéon y sobre aplicaciones particulares es
extensa y, en un solo capitulo, no es posible abarcar completamente todas las variantes que
se han introducido. Sin embargo, intentaremos dar una imagen completa describiendo primero
los procedimientos generales de solucion.
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3.8.1. Técnicas Iterativas

La solucién del problema planteado por las ecuaciones (3.31)-(3.40), no se puede abordar
directamente y siempre se requerira alguna forma de iteracion. Nos concentraremos aqui en
los procedimientos en los que la solucién repetida de ecuaciones lineales (es decir, iteracién)
de la forma

Kdul =71, (3.36)

en el que un superindice 7 indica el niimero actual de iteracién. En estas iteraciones se calcula
un incremento de solucién du! . Se pueden usar técnicas de eliminacién directa (gaussia-
na) o métodos iterativos para resolver las ecuaciones lineales asociadas con cada iteraciéon
[46, 47, 48]. Sin embargo, la aplicacién de un método de solucién iterativo puede resultar més
econémico computacionalmente hablando.

Muchas de las técnicas iterativas utilizadas actualmente para resolver problemas no li-
neales se originaron por la aplicacion intuitiva del razonamiento fisico. Sin embargo, cada
una de estas técnicas tiene una asociacion directa con los métodos de analisis numérico y, a
continuacion, utilizaremos la nomenclatura generalmente aceptada en los textos sobre este
tema [47, 49, 50, 51, 52].

Aunque se establece cada algoritmo para un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales,
ilustraremos cada procedimiento usando una tnica ecuaciéon escalar. Esto, aunque 1til desde
un punto de vista pedagogico, es peligroso ya que la convergencia de problemas con numerosos
grados de libertad puede apartarse del patrén simple en una sola ecuacion.

3.8.2. Meétodo de Newton

El método de Newton es el proceso de convergencia méas rapida para la solucion de pro-
blemas en los que solo se realiza una evaluaciéon de W en cada iteracién. Por supuesto, esto
supone que la solucion inicial esta dentro de la zona de atracciéon y, por tanto, no se produce
divergencia. De hecho, el método de Newton es el tinico proceso descrito en [? ], donde la
tasa asintética de convergencia es cuadratica. El método a menudo se denomina método de
Newton-Raphson, ya que parece haber sido derivado simultaneamente por Newton y Raph-
SOm.

En este método iterativo observamos que, al primer orden, la ecuacién (3.31) se puede apro-
xXimar como

P (uth) ~ O(uy,g) + <0u> dul = 0. (3.37)
n+1

Aqui, el contador de iteraciones generalmente comienza asumiendo

Uy = U, (3.38)

donde wu,, es una soluciéon convergente en un nivel de carga o paso de tiempo anterior. La
matriz jacobiana (o en términos estructurales la matriz de rigidez) correspondiente a una
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direccion tangente viene dada por

oP ow
Kr=—=—— 3.39
" ou ou (3:39)
La ecuacion (3.37) da inmediatamente la correccién iterativa como
Krdu, ., =¥,
du,, ,, = (K;“)_l‘I’iH—l- (3.40)
Una serie de aproximaciones sucesivas da
wil =ul  +dul =u,+Aul, (3.41)
donde ‘
Aul =Y dul . (3.42)

k=1

El proceso se ilustra en la Fig. 3.6 y muestra la convergencia muy rapida que se puede lograr.

A

fn+1 -==3

Af,

[}
1
1
]
1
Y
I}

=¥

1
Un Una Ug-ﬂ Uns1

Figura 3.6: Método de Newton. Fuente: [? |.

La necesidad de introducir el incremento total Au? 41 quizds no sea obvia aqui, pero de
hecho es esencial si el proceso de solucién depende de la trayectoria, como veremos en el
Capitulo 5 para algunas ecuaciones constitutivas no lineales de sélidos.

El proceso de Newton, a pesar de su rapida convergencia, tiene algunas caracteristicas
negativas:

= Se debe calcular una nueva matriz Kr en cada iteracion;
= Si la solucién directa para la Ec. (3.40), la matriz debe factorizarse en cada iteracién;

= En algunas ocasiones la matriz tangente es simétrica en un estado de soluciéon pero
asimétrica en otro caso (por ejemplo, en algunos esquemas para integrar grandes para-
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metros de rotacién [53] o plasticidad no asociada). En estos casos, en general se necesita
un solucionador asimétrico.

Algunos de estos inconvenientes estan ausentes en los procedimientos alternativos, aunque
generalmente se pierde una tasa de convergencia asintética cuadratica.
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Capitulo 4

Integracion Nodal Utilizando la
Descomposicion del Elemento Virtual

Como se discutié en Capitulo 1, la integracion nodal directa de la forma bilineal como
se indica en (3.29a) no es viable debido a problemas de estabilidad. Como remedio, las
técnicas de integracion nodal agregan un término de estabilizacién a la forma bilineal [39].
Aqui, tomamos una ruta diferente y desarrollamos un esquema de integracion nodal para
métodos sin malla utilizando el marco matematico del método del elemento virtual. En este
enfoque, la consistencia y estabilidad del método Galerkin sin malla integrado nodalmente
estd asegurada por la construccion en base al teorema de equivalencia de Lax.

4.1. Celda de Integracién Nodal

La evaluacién de la forma débil en un nodo de integracién en la particién 7", donde la
particién se construye mediante el método que se muestra en la Figura 3.3, en la que se
muestra una celda de integraciéon nodal para un poliedro de caras triangulares. Se destaca
que en el esquema de integracién nodal, el nodo de integracién y su celda nodal asociada son
intercambiables. Esto significa que cualquier cantidad que se evaltie en la celda nodal también
es una cantidad evaluada en el nodo. En la Figura 4.1 se muestra una celda de integracién
nodal tetraédrica, base de las mallas para el esquema de celdas nodales NIVED tridimensio-
nal. Considerando el sistema de coordenadas cartesianas y utilizando la regla de Gauss de
1 punto sobre los bordes de su celda nodal, y son las coordenadas del nodo de integracion
y mq es la normal unitaria hacia el exterior de una de las caras del contorno de la celda nodal.

Es importante destacar, que el esquema NIVED tridimensional puede aplicarse para cual-
quier poliedro, donde las caras no necesariamente deben ser triangulares, basta con saber
cuantas caras tiene el poliedro y cuantos lados tienen los poligonos que forman las caras
del poliedro, para poder aplicar este esquema computacional. Por motivos practicos en la
fabricacién de las mallas para los sélidos, se utiliza como base, las mallas tetraédricas. A con-

tinuacién se muestran los cuatro casos de las celdas que fundamentan el esquema principal
NIVED tridimensional.
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Figura 4.1: Representacién esqueméatica de una celda de integracién nodal
tetraédrica. El nodo de integracién y su celda nodal asociada se indican
con E, el volumen de la celda nodal con |E|. La normal unitaria hacia el
exterior del contorno de la celda nodal es ;. Las coordenadas del nodo de
integracién son xg. El tridngulo A representa la regla de Gauss de 1 punto
sobre cada cara de la celda nodal E. Fuente: Elaboracién Propia.

4.1.1. Celda de Vértice

Como su nombre indica, el nodo de integracion se ubica en el vértice de un poliedro
formado por todos los tetraedros que convergen a un vértices en el contorno del dominio
estudiado. Esta nueva configuracion, previene la repeticion de informacion para estas celdas
y permite extraer la informacién completa de las condiciones de Neumann y Dirichlet.

Vertice Element "NIVED 3D

e Gauss Points
e Node NIVED
——=Unit Vector

11— " T = Vertices
105 —| = 7
-

1—]

= .&
N

0.9 —] e S P B
0.85 —|
0.8 —| 12
0.75 —]

/Zl

Figura 4.2: Celda tipo Vértice. Caso de un Poliedro con 7 vértices y 10 caras
triangulares. e indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. e el nodo de integracion Nived tridimensional. — la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. ® los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboracion Propia.
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Para poder formar el poliedro de la Figura 4.2, usando una malla tetraédrica, en particular
para esta tesis, se utilizaron los programas Tetgen, Gmsh y GID, se propone el siguiente
pseudocodigo:

Algorithm 1 Formacién de Poliedros Usando Tetraedros
Input: Estructura de malla tetraédrica;

1. Coordenadas de los vértices de la malla;
2. Conectividad elemental tetraédrica;
3. Conectividad de las caras triangulares;
Output: Nueva malla con celdas tetraedros + poliedros;
1. Coordenadas de los vértices de la nueva malla;
2. Nueva conectividad elemental poliédrica;
3. Nueva conectividad de las caras triangulares;

for n ntmero de celdas tetraédricas en la malla inicial do
if la celda estd en un vértice del dominio then

= X;: Almacenar informacion de las caras asociadas a la celda en el vértice i;
e 1 =1,...,nvert;

else
Y;: Almacenar informacién del tetraedro que no se esta en el vértice del dominio;

end if
end for

= Reconfigurar la malla;

e Reunir la informacién de los tetraedros + poliedros;

o Eliminar todos los pares de caras triangulares repetidas;
o Reordenar la informacién de las caras;

» Reasignar indices;
o Conectividades elementales
o Conectividad entre caras

4.1.2. Celda de Borde

El nodo de integracion se ubica en el punto medio entre los dos vértices de un tetraedro
que se encuentran en las aristas de contorno del dominio. En esta ubicacion, el nodo permite
extraer mayor informacién de las condiciones de Neumann y Dirichlet. En la Figura 4.3 se
observa el caso de una celda de borde tetraédrica.
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Edge Element "NIVED 3D
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Figura 4.3: Celda tipo Borde. Caso de un tetraedro con 4 vértices y 4 caras
triangulares. e indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. e el nodo de integraciéon Nived tridimensional. — la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. ® los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboracién Propia.

4.1.3. Celda de Cara

El nodo de integracion se ubica en el centroide de la cara triangular de un tetraedro que
se encuentra en las caras de contorno del dominio. En esta ubicacion, el nodo permite extraer
mayor informacion de las condiciones de Neumann y Dirichlet. En la Figura 4.4 se observa
el caso de una celda de cara tetraédrica.
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Face Element "NIVED 3D
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Figura 4.4: Celda tipo Cara. Caso de un tetraedro con 4 vértices y 4 caras
triangulares. e indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. e el nodo de integraciéon Nived tridimensional. — la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. ® los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboracién Propia.

4.1.4. Celda de Interior

El nodo de integraciéon se ubica en el centroide de un tetraedro que se encuentra en el
interior del sdlido, en otras palabras, ningiin vértice y/o cara esta en el contorno del dominio.
En esta ubicacion, el nodo permite saber que sucede con las variables de estado dentro del
solido. En la Figura 4.5 se observa el caso de una celda de interior tetraédrica.
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Figura 4.5: Celda tipo Interior. Caso de un tetraedro con 4 vértices y 4 caras
triangulares. e indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. e el nodo de integraciéon Nived tridimensional. — la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. ® los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboracién Propia.

4.2. Contribucion Nodal

Dado que el método NIVED en extension tridimensional, utiliza funciones de base sin ma-
lla para la discretizacion de las variables de campo, tenemos que considerar las contribuciones
de los nodos vecinos al realizar la integracion de Gauss sobre los bordes de la celda nodal
(caras del poliedro). La lista de contribucién nodal global en un punto de integracién, se
define como los indices globales de los nodos cuyas funciones de base toman un valor distinto
de cero en el punto de integracion. Etiquetamos estos indices globales de 1 a m y construimos
una lista de contribucion nodal local con ellos.

Siempre realizamos un seguimiento de la correspondencia entre las listas de contribucién
nodal local y global, ya que esta correspondencia se utiliza mas adelante en el ensamblaje
de la matriz de rigidez global y el vector de fuerzas global. La construccion de la lista de
contribucion nodal local se muestra esqueméaticamente en la Figura 4.6 para la evaluaciéon de
funciones de base libre de malla en un punto de integracion en el borde de una celda nodal
poligonal, para el caso tridimensional los soportes son esféricos, pero teéricamente el esquema
es el mismo.
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Figura 4.6: Construccion de la lista de contribucion nodal local. Las fun-
ciones de base nodal se evaltian en el punto de integracién A. Un circulo
centrado en un nodo representa el soporte de la funcién de base nodal.
La lista de contribucién esté formada por los nodos etiquetados del 1 al 5
(m = 5) ya que sus soportes (circulos formado por trazos) toman un valor
distinto de cero en el punto de integracion (es decir, contienen el punto de
integracién). Los circulos punteados no contienen el punto de integracion vy,
por lo tanto, sus nodos no forman parte de la lista. Fuente: [11]

4.3. Descomposiciéon del Elemento Virtual

Por motivos de notacién, nos referimos a la subcelda F,,, como E y la norma unitaria de
la subcelda my como n. Hay que tener en cuenta que la celda principal E de la Figura 4.1
estd formada por la union de todas las subceldas E,., i« = 1,2,...,k, donde k es el nimero
de caras de la celda poliédrica E, siguiendo esto, se debe cumplir:

k

B =Y |E. (4.1)

i=1

Debido a la naturaleza no polinomial de las funciones de base libre de malla de méaxima
entropia linealmente precisas, la aproximacion del campo de desplazamiento que utiliza estas
funciones contiene una parte polinomial lineal, mas algunos términos no polinomiales adicio-
nales. Sea [P(E)3] el espacio de desplazamientos lineales sobre la celda nodal E.

Siguiendo la literatura VEM estandar (ver, por ejemplo, Referencia [54]) se define el
siguiente operador de proyeccién en el espacio de desplazamiento lineal:

I: V' — [P(E)], Tlp = p Vp € [P(E)] (4.2)

que permite la division de la aproximacion libre de malla de los campos en su parte polinomial
lineal y sus términos no polinomiales, respectivamente, de la siguiente manera:

u" = Tu" + (u" — u"), (4.3a
v =" + (v — TIo").
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La proyeccién II es necesaria para satisfacer la siguiente condicién de ortogonalidad:
ap(p,v" —v") =0 Vp € [P(E)%], v" € V"|. (4.4)
Usando (4.3) y (4.4), obtenemos la siguiente descomposicién de la forma bilineal local:
ap(u” v") = ap(u”, TIv") + ap(u” — Hu" " — TIv"). (4.5)

El primer término en el lado derecho de (4.5) es computable ya que depende de los campos
lineales. Sin embargo, el segundo término no es computable ya que depende de los términos
no polinomiales. En el marco del VEM, el segundo término se aproxima mediante una forma
bilineal que puede calcularse convenientemente adoptando la forma de un término de esta-
bilizacién. Denotamos esta forma bilineal de estabilidad por sg y reescribimos (4.5) como
sigue:

al(u” v") = ap(u”, TIv") + sp(u" — Tu", v" — TIv"). (4.6)

Nos referimos a (4.6) como la descomposicion de elementos virtuales.

La descomposicién de elementos virtuales esta dotada de las siguientes propiedades cru-
ciales para establecer la convergencia del VEM [9, 55]:

Para todo h y para todo E en T"
% Consistencia: Vp € [P(E)3] y Yo' € V|
ap(p,v") = ap(p,v"). (4.7)
% FEstabilidad: Existen dos constantes o, > 0y o* > 0, independiente de h y de F, tal que

vo' € Vg, aeap(v” v") < d(v" v") < afap(o”, v"). (4.8)

En vista de las propiedades anteriores, es sencillo reconocer que el primer término en el
lado derecho de (4.6) proporciona consistencia (es decir, asegura la satisfaccion del test de la
parcela) y el segundo término brinda estabilidad. La propiedad de estabilidad (4.8) revela las
condiciones necesarias que debe poseer sg: debe ser simétrica y definida positiva en el kernel
de II para que la propiedad (4.8) se mantenga sin violar (4.7).

4.4. Operadores de Proyeccion

La forma explicita del operador de proyeccién II se obtiene a partir de la condicion de
ortogonalidad (4.4). Dejando que el tensor de deformacién (3.28) se escriba como

g(v) = Vo —w(v), (4.9)

donde w(v) es el tensor de simetria sesgada dado por

w(v) = ;(V'v — Vo). (4.10)
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Usando (4.9), observando que a(p) y VIIv" son campos constantes sobre E ya que p,
[v" € [P(E)?], y que o : w = 0, podemos escribir la condicién de ortogonalidad (4.4) como

ap(p,v" —Iv") = /Ea(p) [V(v" = TIv") — w(v" — Tv")|de
=o(p): {/E Vo'de — Vth/Eda:}

(4.11)
—o(p): UE Volde — |E\VHU"}
=0,
lo que lleva a
Vilv" = | / Vo'de. (4.12)

Tenga en cuenta que (4.12) define VIIv" como el valor promedio de Vv" sobre la celda
E. Al usar (4.9), (4.12) se puede reescribir como

h _
VIIv" = e(Ilv") + w(Ilv") \E\ / Mdx + — ] / )de, (4.13)

que al integrar rendimientos

Mo = <|21|[E€(vh)dw> x+ (@/Ew(vh)dw> .z + ap. (4.14)

Para determinar ag necesitamos un operador de proyeccion sobre las constantes F, :
Vg — R tal que
Py(ITv") = Pyo". (4.15)

Dado que las variables de campo calculadas en el nodo de integraciéon se convierten en
las variables de campo representativas de la celda, definimos el operador de proyeccién en
constante como

Pyv" = v"(xp) = vg, (4.16)

donde zp son las coordenadas del nodo de integracién (ver Figura 4.1).

Aplicando (4.15) en (4.14) se obtiene

Po(TTv") = (“;’ /E 5(vh)dw> Py + <| ;| / ('vh)dw> . Pyz + Pyag — Pyo"

_ <|;|/Eg(vh)dw> T+ (é,/ (M)m) cap+ap = vp.

Al resolver para ag en (4.18), obtenemos

do = v — <|115| / 5(vh)dw> g — <|;J| / w(vh)dw> 2. (4.18)

Introducimos las definiciones eg(v") := ﬁ [z e(vM)dx y wg(v") = ﬁ [z w(v")dzx ya que

(4.17)
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ambos son tensores constantes sobre la celda y por lo tanto pueden asociarse con el nodo
de integracién. Finalmente, al sustituir (4.18) en (4.14) se obtiene el operador de proyecciéon
sobre los desplazamientos lineales, como:

Mv" = ep(v") - (x — zp) + wp(®") - (z — xp) + vE. (4.19)

En (4.19), los promedios de celda eg(v") y wg(v") se evaltian en el limite de F invocando
el teorema de divergencia, que da las siguientes medidas nodales:

1 1
ep(vh) = & /Es('vh)daz = SE] 8E(’uh ®@n+nev")ds, (4.20)
y
wr(v") = 1/ w(v")dx = L (vV"®on -—nev")ds (4.21)
g |E| JE 2|E| Jor ’ '
respectivamente.

4.5. Matrices de Proyeccion

Después de algunas manipulaciones algebraicas, (4.19) se puede escribir como

[v" = h(x)eg(v") + g(x)rp(v"), (4.22)
donde
(r1 — z1E) 0 0 %(ZEQ — x2E) %(553 — x3E) 0
h(m) = 0 (z2 — 22R) 0 5(r1 —z1E) 0 %(l’?; —x3E) |, (4.23&)
0 0 (3 — z3E) 0 %(ﬂcl — Z1E) 5(12 — z2E)
1 00 %(l'Z_J'QE) —%(l‘g—l’gE) 0
g(il’,‘) =10 10 _%($1 - xlE) 0 %(533 — IL‘3E) , (423b)
00 1 0 Yoy —a1p)  —i(z2 — 22p)
T
ep(v") = [(EE)H (ep)2e (er)ss 2(ep)iz 2(cp)is 2(5E)23} ; (4.24a)
T
TE(’th) = [UIE V2 VU3E 2(wE)12 Z(WE)lg 2((.0E)23} . (424b)

Usando las funciones de base libre de mallas, conduce a la siguiente representacion discreta
de (4.23):
m m

h'(z) =) ¢u(@)h(z.) = NHp, g"(x) =) ¢u(®)g(2.) = NGp, (4.25)

a=1 a=1
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donde

(Heh
HE = (HE)a
_(HE)m_
(210 — T1R) 0 0 %(ma — 2om)
(HE)Q = 0 (a}Qa—sz) 0 5(xla_xlE)
0 0 (T30 — 73E) 0
[(Gp) |
GE = (GE)a
_(GE')m_
100 Yow—mae) —blow— oae)
(GE')UL: O ]. 0 —% xla_xlE) 0
001 0 %(xla_xlE)
N =[N, N, N,

y reemplazando explicitamente v para la forma (3.1) en (4.24) da

el =ep (Z qﬁa(az)va) —Waq, v =rg
a=1

donde

Wi =

q1a 0 0 G20 Q3a 0

Wg)a=10 ¢ 0 qa 0 @, Ga =0
|E|

0 O 43a 0 d1ia 42a

T
m
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(CC3a - CC:sE) y

%(xiia — T3p)
—% T2q — T2E)

3 ¢a<w>va) _ Rlq.

T
} y Vg = [’Ula V2q ’U3a}

(4.26a)

(4.26b)

(4.27a)

(4.27D)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31a)



(Rp)1
CbaE 0 0 42a —43a 0
Rp=|(Rg)a|, (Re)a=10 &% 0 —qu 0  qs |, (4.32)
0 0 ¢f 0 d1a —({2q
[(B&)m]

donde ¢F := ¢,(xg) es el valor de la funcién de base a-ésima en el nodo de integracion E.
Para evaluar ¢;, en (4.31), se usa una regla de Gauss de 1 punto en cada borde de la celda
nodal (ver Figura 4.1). Finalmente, al sustituir (4.25) y (4.29) en (4.22) se obtiene la siguiente
version discreta del operador de proyeccion:

v" = NH;W,q+ NGrRLq = N(H;W,. + GpRL)q, (4.33)
que define la matriz de proyeccién (la forma matricial de IT) como

Py = H;W, + GgR,. (4.34)

4.6. Matriz de Rigidez Elemental NIVED en R’

La matriz de rigidez local integrada nodal se obtiene discretizando la descomposiciéon del
elemento virtual (4.6). Comenzamos trabajando en el término de consistencia (es decir, el
primer término del lado derecho de (4.6)). Al usar (4.19) para obtener VIIv" = ep(vh) +
wp(v") v considerando la relacién constitutiva o (u") = D : ep(u’), podemos escribir

ap(Ilu", Iv") = |E|o(Ilu") : VIIv"
= |Elep(v") : D : ep(uh). (4.35)
Usando la simetria de los tensores ex y D, (4.35) se puede escribir en notacién de Voigt

como
ap(Ilu" TIv") = |Ele ;(v") Deg(u®), (4.36)

donde D es la matriz constitutiva de un material elastico lineal isotrépico en condiciones
tridimensionales, esta dada por

1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
Ey v v 1—-v 0 0 0
b= (1+v)1—2v)| O 0 o ¥ 9 0 | (4.37)
0 0 0 o =2 0
L0 0 0 0 0 ]

donde Ey es el médulo de Young y v es la relacién de Poisson; ep(v") se define en (4.24).

Ahora, la sustitucién de la versién discreta de ep(v") como se indica en (4.29) dentro de
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(4.36) conduce a la siguiente forma bilineal de consistencia local discreta:
ap(Tlu”, Tlv") = q" |E|[WzDW . d, (4.38)

donde d es un vector de columna similar a g dado en (4.30) que contiene los coeficientes
nodales asociados a las funciones de prueba de desplazamiento.

La forma bilineal de estabilidad local discreta se obtiene reemplazando las discretizaciones
de campo u" = Nd y v" = Ngq, donde N se define en (4.28), junto con (4.33) en el segundo
término del lado derecho de (4.6). Esto produce

sp(u’ — Tlu", v" — TTv") = sg(Nd — NPgd, Nq — N Pgq)
= q' (Isy, — Pg) ' Sp(Is, — Pg)d, (4.39)
donde I3, es la matriz de identidad (3m x 3m) y Sg = sg(N ", N). Asi, sustituyendo (4.38)
y (4.39) en el primer y segundo términos en el lado derecho de (4.6), respectivamente, se

obtiene
ap(u',v") = q" ([E\WgDW + (I, — Pp)' Sp(Is, — Pg)) d, (4.40)

que define la matriz de rigidez local integrada nodalmente como la suma de la matriz de
rigidez de consistencia K¢ y la matriz de rigidez de estabilidad K&, como sigue:

Kp=K;+ K5, K§=|E\WgDW,, K= (I3, — Pg)' Sp(Is, — Pg).  (4.41)
En cuanto a la rigidez de la estabilidad, hacemos la siguiente elecciéon para Sg:

donde 13, es el vector de columna unitario (3m x 1) , v = max(Is,,, diag(K§)) es un vector
de columna que contiene la diagonal de la matriz K§, y © es el producto por elementos. Esto
significa que S es una matriz diagonal cuyas entradas diagonales son las de la diagonal de
la matriz de rigidez de consistencia local integrada nodalmente, que esta en el espiritu de la
“D-recipe” estudiada en las Referencias [56, 57].

4.7. Vector de Fuerzas Elemental NIVED en R*®

Para campos lineales, la aproximacion mas simple para el vector de fuerza de cuerpo se

construye proyectando tanto el vector de fuerza de cuerpo b y los desplazamientos de prueba

v" en constantes, como sigue [9, 55, 58]:

0 (") = /E Pyb" - Pyohda = Pyb" - Pyo” /E dz = |Elbg - vs = ¢ |E|NJbg,  (4.43)

donde hemos utilizado Py como se define en (4.16), y

¢; 0 0
Np=[(Ngh -+ (Ng)a -+ (Ne)n|, (NgJa=]0 ¢F 0], (4.44)
0 0 oFf
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donde ¢F se define abajo de (4.32) . Por tanto, el vector de fuerza de cuerpo nodal viene

dado por
Ffor = |EINSbp, (4.45)

que coincide con la integracion directa del vector de fuerza de cuerpo en el nodo con coorde-
nadas xg.

La integral que define el vector de fuerzas de traccion es similar a la integral que define el
vector de fuerzas de cuerpo, pero es una dimension més baja. Esto significa que simplemente
podemos aplicar una integracion nodal directa en los contornos de Neumann. Proceder de la
misma manera conduce al siguiente vector de fuerzas de traccién nodal:

fis = |S|Ngts, (4.46)
donde
g5 0 0
Ns=[(Ns)i -+ (Ns)a - (Ns)u|. (Ns)a=|0 ¢S 0], (4.47)
0 0 ¢

con ¢ := ¢,(x5). Finalmente el vector de fuerzas elemental para un elemento, estd dado por

fo=For+ fis = |E|Ngbg + |S|Ng ts. (4.48)

4.8. Normas de Convergencia NIVED en R’

La norma L? relativa del error en los desplazamientos, en el contexto de integracién nodal,
se define como

Hu — Ipu”

o fpuTu dz ’ (4.49)

y la semi-norma H! relativa del error en la energia en el contexto de integacién nodal es

2@ _ \l Y Jp(u—Iput)T(u —Ilpu’) de

||u||L2(Q)

otz

e J L Jp(e(u) —(Uew))TD (e(u) —e(ewh)) dz | )

[l 1) YpJpe(u)"D e(u) de ’

donde la deformacién aparece en notacién de Voigt y e(Tleu”) = e(u”). Los desplazamientos,
deformaciones y esfuerzos se evaltian directamente sobre los nodos y el superindice " indi-
ca la aproximacién numérica, por lo tanto, la otra variable se relaciona con la ecuacién exacta.
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Capitulo 5

Extension al Analisis no Lineal: Caso
Viscoelastico

En esta seccién, el esquema NIVED en tres dimensiones propuesto, se extiende a problemas
de mecanica de sélidos en los que la ley constitutiva del material sélido depende de la historia
de la deformacién. En particular, consideramos el caso del modelo viscoelastico de Maxwell
Generalizado que describe un sélido isotrépico lineal estdndar [59], en el que el esfuerzo de
Cauchy en forma vectorial y en funcién del tiempo ¢ se divide como

o(t) =s(t) + mKm'e, (5.1)

donde K es el modulo Bulk del material, € es el pequeno tensor de deformacion en forma

L
vectorial, m = [1 1100 O} y s(t) es el esfuerzo desviador dado por

s(t) = [ 26t — t’)gte,dt’, (5.2)

e=¢€— %mst es la deformacion desviadora y G(t) es el médulo de relajacion de corte
dado por una serie de Prony de un término que tiene la forma

Gt)=G {,uo + 1 exp(ﬁ)} , (5.3)

G = %, to > 0y pg > 0 son pardmetros que satisfacen pg + g1 = 1, y Ay es un tiempo
de relajacion. Sustituyendo (5.3) en (5.2) conduce a

s(t) = 2G |poe(t) + g (1), (5.4)

qV(t) es la deformacién desviadora parcial adimensional dada por

gV (t) = /_too exp <_(t>\:t,)> g;dt/' (5.5)
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El término g™ (t) es resuelto usando la férmula de recursién [59]

—At

CI£L1421 = eXp<)\1> q7(11) + Aqrﬂl, (5.6)

donde \ A

1 1 —Al
Agith = (1 - exp< . )) (€nt1— en). (5.7)
Por lo tanto, utilizando la formula de recursividad, los esfuerzos se pueden escribir como
Sn+1 = 2G {NOenJrl + M1q7(11421] ; (5.8)

Yy

Oni1 = Spi1 +mEm e, 1. (5.9)

Al considerar (5.9) junto con (5.8) y (5.6), se observa que o, estd determinado por el
conocimiento del incremento de tiempo At y la deformacién € en los tiempos t,, v t,41.

La solucién numérica de la ecuacion de equilibrio para el solido isotrépico lineal estandar
descrito por el modelo viscoelastico de Maxwell generalizado se busca de forma incremen-
tal utilizando un esquema de Newton-Raphson. En el marco de NIVED extrendido a tres
dimensiones, la ecuacion constitutiva (5.9) se calcula utilizando la forma vectorial de la defor-
macion nodal (4.20) y la ecuacién de equilibrio de base para el esquema de Newton-Raphson
se obtiene linealizando la siguiente representaciéon VED del trabajo virtual:

| Blep(v")onsi(ep(tn,q)) + [E[E(Uh) —ep(0")] onia(e(uy,y) — ep(un,,))dz
— |B|(Pyv") Ty — |S|(Pyv™) Tts = 0. (5.10)
La linealizacion de (5.10) produce
|Elep(v") Drlnirep(Au”) + /E[€(vh) —ep(v")]' Drlnle(Au’) — ep(Au')|dz
= —[|Elep(v")ans(en(un,y)) + /E[E(vh) —ep(V")] onii(e(un,y) — ep(uy,))de
- |E|(Po’0h)TbE - |S’(Povh)Tfs]7 (5.11)
donde D+ es el médulo tangente que se obtiene derivando (5.9), como sigue:

do,, A —At 1
Do = e : =2G [N0+M1Alt <1 —GXP< N ))] [I— gmmT

Adoptando el mismo argumento utilizado para obtener la descomposicion VED (4.6),
aproximamos el segundo término en ambos lados de (5.11) por cantidades computables,
dando asi

+Kmm'. (5.12)

|Elep(v") D+, i1e5(AU") + spr(v" — 10", Au” — TTIAU")
= —[|Blep(v") o1 + sp(v" — TTo", u" — TIu") — |E|(Pyv") b — |S|(Pyv") Tts].  (5.13)
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Observamos que el trabajo virtual linealizado (5.13) estd respaldado por el marco de
elementos virtuales para el andlisis ineldstico presentado en la Referencia [58]. Después de
discretizar (5.13), confiar en la arbitrariedad de las variaciones nodales y sumar sobre todas
las celdas, finalmente obtenemos las siguientes iteraciones de Newton-Raphson para resolver
el estado de equilibrio dﬁl = dﬂi‘f) + Ad™ en el tiempo t,,1 con un incremento de tiempo
At = thiq — by

S (Kir+Kir)' AdY =~ S (fit £ for - £ (5.140)

EeTh EeTh, Seeh
Kf+ = |ElWgD1|, Wy, Kp+t = Iz — Pg) Iy © (13, ® ¥)(Ism — Pr),  (5.14b)
5 = |E\WEon1, i = Tsn — Pp) Tsm © (1 ©7)(Ism — Po)d”,  (5.140)
e = |E|Ngbg, fi.s=|S|Ngts, (5.14d)

donde v = max (I3, diag(Kg 1), Wg, Pg, Izm, 13, Ng, Ns, bgy tg son los mismos que
se utilizan en la formulacion lineal NIVED en extension tridimensional (véase el Capitulo 4).

Finalmente, la notacion de Voigt que se usa en esta tesis para el caso viscoelastico del

vector de deformaciones es ep(v") = |(eg)i1 (ep)e (¢r)3s 2(cp)i2 2(cp)2s 2(5E)13]T,
esta notacion, se diferencia en las tres ultimas variables de deformacién en corte del caso de
elasticidad lineal (ver ecuacion (4.24a)). En consecuencia, para el caso viscoelastico NIVED
tridimensional, las matrices h, g, eg, rp, Hg, Gg, Wgr y Rg (ver ecuaciones (4.23),
(4.24), (4.26b), (4.27b), (4.31b) y (4.32)), deben reordenarse para representar la notacién
Voigt utilizada en el Capitulo 4.
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Capitulo 6
Ejemplos Numéricos y Discusién

En este capitulo, se presentan experimentos numeéricos para demostrar la consistencia,
estabilidad y convergencia del método de integraciéon nodal para mallas tetraédricas usando
la descomposicion del elemento virtual. Algunos resultados se comparan con un método de
Galerkin sin malla que utiliza funciones de base de maxima entropia utilizando la descompo-
sicion del elemento virtual, adoptando el acronimo MEMVED. Cuando es posible, también
proporcionamos comparaciones de nuestros resultados con soluciones de referencia obtenidas
con el método sin malla de maxima entropia (MEM). Ademds para el caso viscoeldstico se
usan las soluciones de referencia del método FEM con el fin de corroborar la solucién y el
método. En los calculos MEMVED y NIVED tridimensional, se utilizan las siguientes reglas
de cuadratura para la integracion numérica sobre una malla de fondo de celdas tetraédricas
de cuatro nodos: Regla de Gauss de 1 punto en cada cara de la celda (punto de Gauss de
superficie) para calcular las integrales de superficie que aparecen en las matrices de rigidez de
consistencia y estabilidad. En el método libre de malla de maxima entropia estandar (MEM),
la matriz de rigidez contiene la integral de volumen habitual y, por lo tanto, se integra nu-
méricamente utilizando la integracion de Gauss estandar dentro de cada celda, en particular
se usan 1, 4, 10 y 24 puntos de integracion. La construccion de las celdas de base tetraédrica
y poliédricas nodales representativas para el método NIVED tridimensional se llevan a cabo
utilizando el método de construccion representado en la Figuras 4.1 y 3.3. Todo esto permite
una comparacion directa entre los métodos NIVED, MEMVED y MEM, ya que se usa un
numero de grados de libertad del mismo orden en todos los métodos mencionados. Tenga en
cuenta que en los puntos de Gauss de la superficie solo se calculan las funciones de base; no
se necesitan derivadas.

Las funciones de base de maxima entropia en los métodos NIVED , MEMVED y MEM
se realizan usando v = 2.0 en todos los experimentos numéricos que siguen. Para el caso NI-
VED tridimensional, ademas, se evaltian las funciones de base de minimos cuadrados méviles
modificados con un pardametro de soporte de radio n = 0.5.

6.1. Test de la Parcela en Desplazamiento Para R®

Resolvemos el problema del valor de contorno (3.26) para el test de la parcela que se
representa esquematicamente en la Figura 6.2. Se supone una condicién de estado de tension
para el caso tridimensional con los siguientes pardmetros del material: By = 107 psiy v = 0.3.
La solucién exacta para este problema, es el campo lineal Uereer = [7; x4+ y; =+ y + 2]
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Las condiciones de contorno de Dirichlet se imponen de la siguiente manera: en todo el
contorno, se fija el desplazamiento en la tres direcciones segtin la solucién exacta Ueyqq. Las
condiciones de contorno de Neumann son £ = [0 0 O]T en todo el contorno, por otra parte el
vector de fuerzas de cuerpo se considera nulo; b = [0 0 0]T en todo el dominio. La funcién de
ponderacion previa de Gauss se utiliza para las funciones de base de maxima entropia y una
restricién de peso w = 0.01[1 1 111 1] para las funciones de base de minimos cuadrados
méviles modificados. Las mallas utilizadas en este estudio se representan en la Figura 6.1 . Los
resultados numéricos para el error relativo en la norma L? y la seminorma H'® se presentan
en las Tablas 6.1 y 6.2, respectivamente, para los enfoques MEM, MEMVED y NIVED. Los
resultados numéricos confirman que la prueba de parche se cumple con la precisién de la
maquina solo para el método NIVED y MEMVED, usando las funciones de base de maxima
entropia.

(b)

Figura 6.1: Secuencia de mallas utilizadas para el Test de la Parcela. (a)
Malla no estructurada de 380 elementos y Apq, = 0.14 in, (b) malla no
estructurada de 1125 elementos y hge: = 0.095 in. Fuente: Elaboracion
Propia.
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Figura 6.2: Problema del Test de la Parcela en Desplazamiento. Fuente:
Elaboracién Propia.

Tabla 6.1: Error relativo en la norma L? para el Test de la Parcela.

Método Regla de Gauss  Unstructured Mesh

MEM 1-pt 5.5 x1072

MEM 4-pt 1.5 x1072

MEM 10-pt 5.7 x1073

MEM 24-pt 2.8 x1073
MEM-VED (maxent)  1-pt/l-pt 1.6 x10~12
NIVED3D (maxent) 1-pt/1-pt 1.4 x10713
NIVED3D (mmls) 1-pt/1-pt 8.0 x1073

Tabla 6.2: Error relativo en la semi norma H'! para el Test de la Parcela.

Método Regla de Gauss  Unstructured Mesh

MEM 1-pt 7.1 x10~1

MEM 4-pt 2.3 x107!

MEM 10-pt 8.8 x1072

MEM 24-pt 4.9 x1072
MEM-VED (maxent)  1-pt/1-pt 7.7 x10712
NIVED3D (maxent)  1-pt/1-pt 1.8 x10~12
NIVED3D (mmls) 1-pt/1-pt 4.0 x1072

6.2. Estrato Elastico Infinito.

Consideramos el problema de un estrato elastico infinito sujeto a una presion uniforme
en la superficie superior como se muestra en la Figura 6.3. Ademads, el campo gravitacional
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de magnitud g = 9.8 [5] actiia sobre el estrato. La altura del estrato es h = 1 m y la
presién uniforme es ¢ = 10° Pa. Dada la longitud infinita a lo largo de las direcciones z, y,
z, el estrato se corta a través de los planos (3,y,2) v (x,y,3), lo que da como resultado un
dominio de andlisis cuyas dimensiones son 3 x 1 x 3. Consideramos una secuencia de mallas
no estructuradas, que se muestra en la Figura 6.4. La solucién exacta para este problema se
obtiene de la Referencia [60]:

u, =u, =0, (6.1a)

w =gy (= G- ), ©1)

donde el médulo de Young es E, = 4 x 107 Pa, el coeficiente de Poisson v = 0.3, y la
densidad del estrato es p = 1900 [%] La solucién exacta u, = 0 se aplica en el limite x = 3
y la solucién exacta u, = 0 en el limite en z = 3. Aunque el estrato elastico infinito se
puede resolver facilmente usando un modelo unidimensional, ilustra la gran cantidad errores
numéricos que introduce la integracion estandar de Gauss en tres dimensiones.

Figura 6.3: Geometria del modelo y condiciones de contorno para el proble-
ma del Estrato Eldstico Infinito. Fuente: [61]

Se lleva a cabo un estudio para comparar las tasas de convergencia que entrega el método
NIVED en el caso tridimensional usando las funciones maxent y mmls sobre el refinamiento
de la malla. El parametro de soporte de la funcién base se establece en v = 2, 0 para la funcion
de ponderacion previa gaussiana y un parametro de soporte de radio n = 0.5 para el prior
cuadratico de las funciones mmls. La Figura 6.5 presenta las tasas de convergencia para los
enfoques NIVED usando maxent y mmls. Se observa que las tasas éptimas de convergencia
son proporcionadas por la formulacion NIVED usando maxent, tanto en la norma relativa
L? como en la seminorma H'. Para el enfoque MEM, segtin [61], la convergencia no solo es
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erratica para la secuencia completa de las reglas de Gauss (incluso una regla de Gauss de 24
puntos es inadecuada), sino que también muestra poca precision. Este es un comportamiento
algo esperado ya que los errores de integracion son significativamente mas pronunciados en
tres dimensiones [62]. Hacemos hincapié en que en tres dimensiones, la formulacién NIVED
solo necesita un total de n puntos de Gauss como n caras tiene el poliedro para evaluar la
funcién de base (no se necesitan derivadas) en las caras de la celda, lo que se puede aprove-
char para la eficiencia computacional.

La Figura 6.6 proporciona el costo computacional de la formulacion NIVED propuesta
usando las funciones de base maxent y mmls. Se observa que para el mismo tiempo de CPU,
el enfoque NIVED usando maxent ofrece una precisiéon mucho mayor, por lo tanto, este ejem-
plo revela el mejor desempeno de la formulacién NIVED usando maxent desde el punto de
vista de precision y convergencia, y un desempeiio alto de la formulacion NIVED usando
mmls desde el punto de vista de costo computacional, permitiendo resolver problemas mas
rapidos con comportamientos muy parecidos al real analitico, pero con errores de convergen-
cia asociados al problema de imposiciéon de condiciones.

Finalmente, en la Figura 6.7, presentamos la solucién exacta del desplazamiento para la
malla 6.4e de 9369 elementos y 28107 grados de libertad. Por otra parte, en la Figura 6.8 se
observa la solucién numérica del desplazamiento para tres de las mallas no estructuradas de
la Figura 6.4, usando las funciones maxent y mmls. Existe una convergencia de la solucién
para ambos casos, pero para la malla més gruesa de 235 elementos usando mmls Figura 6.4e,
la solucién grafica numérica no converge correctamente, pero para las mallas que siguen, la
solucion si se observa que converge bien y suave. Para el caso de las funciones maxent, la
solucion siempre es suave. Por otra parte, para ambos casos, a medida que la malla se va
refinando, las soluciones van siendo mas cercanas a la solucion analitica.
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(e)

Figura 6.4: Secuencia de mallas no estructuradas utilizadas para el problema
del Estrato Eldstico Infinito. (a) Malla de 235 elementos y hyq, = 0.34 in,
(b) malla de 1415 elementos y hyq, = 0.18 in, (c¢) malla de 3205 elementos
Y Nmaz = 0.14 in, (d) malla de 6362 elementos y hy,q, = 0.11 in, (e) malla
de 9369 elementos y M = 0.09 in. Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 6.5: Tasas de convergencia para el problema del Estrato Elédstico
Infinito. El método NIVED usando las funciones maxent ofrece las tasas
més 6ptimas de convergencia en la norma L? y la seminorma H'. Fuente:
Elaboracion Propia.
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Figura 6.6: Costo computacional del esquema NIVED en el problema del
Estrato Elastico Infinito. El costo computacional del enfoque NIVED usando
las funciones mmls es notablemente menor que el caso NIVED usando las
funciones maxent, pero por otra parte, la precisién del segundo método es
muy superior. Fuente: Elaboracién Propia.
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nodos y hpqe = 0.09 para el problema del Estrato Elastico Infinito. Fuente:
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6.3. Estabilidad Numérica

Para evaluar la estabilidad del método NIVED, se realizan analisis de valores propios en
elastostatica lineal utilizando los datos del problema del estrato eldstico infinito (consulte la
Seccién 6.2 ). Para el caso NIVED se considera la funcién de base radial de Gauss como la
funcién de ponderacion prior en la evaluacion de las funciones de base de maxima entropia
usando el parametro de soporte de la funcién base v = 2.0 y la funcién de base de minimos
cuadrados moviles modificados usando un pardmetro de soporte de radio n = 0.5 y un valor
cercano a cero para el prior cuadratico. Los analisis de valores propios tridimensionales en-
tregan seis valores propios cero, que corresponden a los seis modos normales de cuerpo rigido
o energia cero.

En la Figura 6.9 se muestran las 3 formas de modo suave, préoximas a los seis modos de
cuerpo rigido, que se obtienen en el enfoque MEM, MEM-VED y NIVED usando las funciones
maxent y mmls. En el caso MEM (Figuras 6.9(a)-(f) ), se observa que aunque las formas de
los modos séptimos y octavo parecen suaves para ambos casos, el problema de estabilidad
debido a los errores de integracion en la rigidez integrada estandar de Gauss aparece en el
noveno modo o llamadas formas de modo no suave (comportamiento de diente de sierra) o
modos espurios. Para el método NIVED utilizando el prior gaussiano como la funciéon de peso
previa, se observa que no existen inestabilidades, como lo revelan las formas de modo suave
que se muestran en las Figuras 6.9(j)-(1). En el enfoque MEM-VED (Figuras 6.9(g)-(i)) se
exhibe el mismo comportamiento suave. Por otra parte para el método NIVED utilizando
las funciones de minimos cuadrados méviles modificados (Figuras 6.9(m-(n)), se observan
formas de modo suave que se obtienen en los modos de vibracion siete y ocho, ya en el modo
nueve aparece un modo espurio. De esta forma se confirma la estabilidad del esquema NIVED
tridimensional usando las funciones de maxima entropia al no presentar modos espurios.

48



Figura 6.9: Analisis de valores propios en el caso tridimensional. Repre-
sentacion de las tres formas modales que siguen a los seis modos de cuerpo
rigido. (a)-(c) MEM (1 punto), (d)-(f) MEM (24 puntos), (g)-(i) MEM-VED
(1 pt-pt), (j)-(1) NIVED-maxent (1 pt-pt), (m)-(2) NIVED-mmls (1 pt-pt).
Fuente: Elaboracién Propia.

6.4. Cilindro Presurizado de Pared Gruesa

Se estudian las tasas de convergencia para el problema de un cilindro presurizado de
paredes gruesas. La Figura 6.10 muestra la geometria y las condiciones de contorno para el
caso en dos dimensiones en deformacién plana (plane-strain) de un cuarto de cilindro dada
la simetria de la geometria cilindrica. Para el caso tridimensional, se agrega una dimension
que sale del plano y entrega un espesor de cilindro. La secuencia de mallas no estructuradas
utilizadas en el estudio se muestran en la Figura 6.11. Se supone que el cilindro tiene largo
unitario y se bloquean todos los desplazamientos en la direccién axial del contorno del cilindro
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para que las condiciones de deformaciéon plana sean validas. La solucién exacta para este
problema se obtiene a partir de la solucién analitica en la direccién radial y viene dada por
[63]
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Figura 6.10: Geometria del modelo y condiciones de contorno para el pro-
blema del Cilindro Presurizado de Pared Gruesa. Fuente: [11]

donde r; < r < r, es el radio del cilindro de paredes gruesas con r; = 1iny r, = 2 in;
el médulo de Young se establece en F = 107 psi y el coeficiente de Poisson en v = 0.3. La
presién interna se establece en p; = 10° psi y la presién externa en p, = 5 x 10* psi.

El parametro de soporte de la funcion base se establece en v = 2.0 en la funcién de ponde-
racion prior Gaussiana de las funciones maxent. Para el caso mmls se elige un valor cercano
a cero para el prior cuadratico y un parametro de soporte de radio n = 0.5. Comparamos las
tasas de convergencia que entrega el método NIVED en tres dimensiones usando las funciones
maxent y mmls. La Figura 6.12 presenta las tasas de convergencia para los enfoques NIVED.
Se observa que las tasas de convergencia son éptimas en el método NIVED usando maxent
y mmls tanto en la norma L? como en la seminorma H', ya que sus valores se acercan a
los éptimos (ver capitulo 6.2.4 de [61]). En [61], se observa que para el enfoque MEM, la
convergencia en la seminorma H'! es errdtica para las reglas de Gauss de 1 y 3 puntos, y se
necesita una regla de 6 puntos para recuperar la tasa de convergencia 6ptima. Se observa una
tendencia similar para la norma L2. El enfoque MEM con reglas de 1 y 3 puntos es menos
preciso que el esquema NIVED en tres dimensiones usando maxent y mmls.
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Finalmente, a modo comparativo en La Figura 6.13 se muestra la solucién exacta del
desplazamiento y el esfuerzo de von Mises. En la Figura 6.14, se presentan las soluciones
numéricas del desplazamiento para el enfoque NIVED tridimensional usando las funciones
maxent y mmls. Podemos observar que para una malla de 1533 nodos la solucién converge
bien usando las funciones mmls, en cambio, en el caso de las funciones maxent, atn la solucién
grafica no converge en su totalidad, observandose unas manchas en los bordes donde se aplica
la condicion de Neumann, esto se ve reflejado en que la tasa de convergencia que para este
problema en particular es mayor y més cercana a 2 en el caso de las funciones mmls. A
todo esto se debe sumar que para el caso de la solucién usando maxent, es necesario usar un
gap = 0.995 en el contorno del radio exterior tanto para los nodos, como para los vértices y
puntos de Gauss, esto, para que las funciones maxent pasen los test de chequeo necesarios.
Especificamente el problema de optimizacién de las funciones maxent involucra la necesidad
de que la coordenada calculada se encuentre dentro del dominio convexo.

Por otra parte en la Figura 6.15 se presenta las soluciones numéricas del esfuerzo de von
Mises para el enfoque NIVED tridimensional usando las funciones maxent y mmls. Notamos
que a medida que la malla se va refinando, en ambos casos, el esfuerzo de von Mises es
mas suave y parecida a la solucién exacta. En consecuencia a todo lo antes mencionado, se
concluye la convergencia del método NIVED en el caso tridimensional usando las funciones
maxent y mmls.
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Figura 6.11: Secuencia de mallas utilizadas para el problema del Cilindro
Presurizado de Pared Gruesa. (a) Malla no estructurada de 141 elementos
Y Amaz = 0.26 in, (b) malla no estructurada de 298 elementos y A, = 0.20
in, (¢) malla no estructurada de 593 elementos y Nnq, = 0.16 in, (d) malla no
estructurada de 1533 elementos y h,qe, = 0.12 in, (e) malla no estructurada
de 3265 elementos y hy,q, = 0.09 in. Fuente: Elaboracién Propia.
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Convergence Rate in Relative Norm L2 for 1 GP, Ke=KC+KS
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Figura 6.12: Tasas de convergencia para el problema del Cilindro Presuriza-
do de Pared Gruesa. El método NIVED usando las funciones maxent ofrece
las tasas méas 6ptimas de convergencia en la norma L? y la seminorma H'.
Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 6.13: Solucién exacta del desplazamiento y el esfuerzo de von Mises
para una malla de 3265 nodos y Aqe = 0.09 in para el problema del Cilindro
Presurizado de Pared Gruesa. Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 6.14: Solucién numérica del desplazamiento para el problema del
Cilindro Presurizado de Pared Gruesa. Malla 6.11c (a) maxent, (b) mmls.
Malla 6.11d (c) maxent, (d) mmls. Malla 6.11e (e) maxent, (f) mmls. Fuente:
Elaboraciéon Propia.
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Figura 6.15: Solucién numérica del esfuerzo de von Mises para el proble-
ma del Cilindro Presurizado de Pared Gruesa. Malla 6.11c (a) maxent, (b)
mmls. Malla 6.11e (c¢) maxent, (d) mmls. Malla 6.11b (e) maxent, (f) mmls.

Fuente: Elaboracién Propia.

6.5. Esfera Hueca Sujeta a Presion Interna
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Se estudian las tasas de convergencia para el problema de una esfera hueca sujeta a presion
interna. La Figura 6.16 muestra un octavo del modelo de una esfera, debido a la simetria
de la geometria esférica. La secuencia de mallas no estructuradas utilizadas en el estudio se
muestran en la Figura 6.17. La solucion exacta para este problema se obtiene a partir de la

solucién analitica en la direccién radial y viene dada por [60]

u, =

,,,3
(1+v)r |55
E .
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Figura 6.16: Geometria del modelo para el problema de la Esfera Hueca
Sujeta a Presién Interna. Fuente: [64]

donde r; < r < 7, es el radio del esfera hueca sujeta a presion interna con r; = 1 in y
r, = 2 in; el médulo de Young se establece en E = 107 psi y la relacién de Poisson en v = 0.3.
La presién interna se establece en p; = 5 x 10° psi.

El parametro de soporte de la funciéon base se establece en v = 2.0 en la funciéon de pon-
deracién prior gaussiana de las funciones maxent. Para el caso mmls se elige un valor cercano
a cero para el prior cuadratico y un parametro de soporte de radio n = 0.5. Comparamos las
tasas de convergencia que entrega el método NIVED en tres dimensiones usando las funciones
maxent y mmls. La Figura 6.18 presenta las tasas de convergencia para los enfoques NIVED.
Se observa que las tasas de convergencia son 6ptimas en el método NIVED usando maxent
tanto en la norma L? como en la seminorma H', ya que sus valores se acercan a los éptimos
(ver capitulo 6.2.4 de [61]), por otra parte en el caso mmls, la convergencia claramente no es
oOptima.

Finalmente, a modo comparativo en La Figura 6.19 se muestra la solucion exacta del des-
plazamiento y el esfuerzo de von Mises para una malla fina. En la Figura 6.20, se presenta las
soluciones numéricas del desplazamiento para el enfoque NIVED tridimensional usando las
funciones maxent y mmls. Podemos observar que para una malla de 3044 nodos la solucién
converge bien usando las funciones maxent, en cambio, en el caso de las funciones mmls,
la soluciéon no converge en ninguno de los casos, observandose una solucién asimétrica del
desplazamiento, esto se ve reflejado en la tasa de convergencia de la norma L?, en la cual
para el caso mmls es cercana a 1. Por otra parte en la Figura 6.21 se presenta las solucio-
nes numeéricas del esfuerzo de von Mises para el enfoque NIVED tridimensional usando las
funciones maxent y mmls. Notamos que a medida que la malla se va refinando, en el caso
de la aproximacién maxent, el esfuerzo de von Mises es mas suave y similar a la solucion
analitica. Para la aproximacion mmls la soucion no converge, esto se ve reflejado en la tasa
de convergencia de la semi norma H', en la cual para el caso mmls es cercana a 0.5. Estos
errores de integracion, relacionan la complejidad del problema en tanto al sometimiento de
las condiciones de borde, que para el caso de las funciones maxent, gracias a la propiedad
de delta Kronecker, nos permite fijar el valor del desplazamiento en los bordes, sin la inter-
ferencia de los nodos interiores en la integracién numérica. En consecuencia a todo lo antes
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mencionado, se concluye la convergencia del método NIVED en el caso tridimnesional usando
las funciones de maxima entropia.

Figura 6.17: Secuencia de mallas utilizadas para el problema de la Esfera
Hueca Sujeta a Presién Interna. (a) Malla no estructurada de 128 elementos
Y Rmaz = 0.28 in, (b) malla no estructurada de 405 elementos y Re. = 0.21
in, (¢) malla no estructurada de 695 elementos y Nyq, = 0.17 in, (d) malla no
estructurada de 1702 elementos y h,qe, = 0.13 in, (e) malla no estructurada
de 3044 elementos y h,,q, = 0.1 in. Fuente: Elaboracién Propia.
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Convergence Rate in Relative Norm L for 1 GP and Ke=KC+KS

*://;j
103} i 2 ]
T

S =) =)
N > 2
T T
I

Relative L? error
>
S
T

-4
10
~©-NIVED 3D, 1 VGP; maxent aprox|
5 —=NIVED 3D, 1 VGP; mmls aprox
107 oo ' ' e ' ' Y
0.01 0.1 1 10
(a) Maximum Cell Size h
. Convergence Rate in Relative Norm H for 1 GP, Ke=KC+KS
10 ¢ T
10° ¢ 1
3
Ee
2 10 o
E T
< y
1
102 k|
~&-NIVED 3D , 1 VGP; maxent aprox
—-NIVED 3D, 1 VGP; mmls aprox
103 T

0.1 1 10

0.1
(b) Maximum Cell size h

Figura 6.18: Tasas de convergencia para el problema de la Esfera Hueca
Sujeta a Presién Interna. El método NIVED usando las funciones maxent
ofrece las tasas mas 6ptimas de convergencia en la norma L? y la seminorma
H'. Fuente: Elaboracién Propia.

Displacements exact|

004
0038062
0036164

0034246
0032328

- 003041
| 0028492
- 0026573
0024655
0022737
0020819
0018901
0016983

0015065 @

Vﬂnmﬂ
85714845
79958045
74201645
§8444845
§.2687¢+5
56931845
51174045

[ 45417645
3966045
33904845
28147e+5
2239045

; 16633845

(b) Jo 10877e+®

Figura 6.19: Solucion exacta del desplazamiento y el esfuerzo de Von Mises
para una malla de 9369 nodos y hqe = 0.09 para el problema de la Esfera
Hueca Sujeta a Presién Interna. Fuente: Elaboraciéon Propia.
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Figura 6.20: Solucién numérica del desplazamiento para el problema de la
Esfera Hueca Sujeta a Presién Interna. Malla 6.17¢ (a) maxent, (b) mmls.
Malla 6.17d (c) maxent, (d) mmls. Malla 6.17¢ (e) maxent, (f) mmls. Fuente:

Elaboracién Propia.
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Figura 6.21: Solucién numérica del esfuerzo de von Mises para el problema
de la Esfera Hueca Sujeta a Presién Interna. Malla 6.17¢ (a) maxent, (b)
mmls. Malla 6.17d (c) maxent, (d) mmls. Malla 6.17¢ (e) maxent, (f) mmls.
Fuente: Elaboracién Propia.

6.6. Cilindro Viscoelastico de Paredes Gruesas Some-
tido a Presion Interna

Concluimos esta secciéon con una demostracion de la formulacion NIVED no lineal en
tres dimensiones usando mallas tetraédricas para el analisis de pequenos desplazamientos y
pequenas deformaciones. El problema de prueba consiste en un cilindro de paredes gruesas
sometido a presiéon interna cuya constitucién del material es un sélido isotrépico lineal descrito
por el modelo viscoeléstico generalizado de Maxwell considerado en la Seccion 5. Este ejemplo
se ha utilizado para evaluar el método del elemento virtual para el analisis inelastico en la
referencia [65]. Por simetria, solo se considera un cuarto de la seccion transversal del cilindro,
como se muestra en la Figura 6.22, donde r; = 2 pulgadas, r, = 4 pulgadas y p = 10 psi. Los
parametros del material se establecen en E = 1000 psi, v = 0.3 y A\; = 1. La presion se aplica
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repentinamente y la respuesta estructural se calcula mediante pasos de 20 unidades de tiempo.
En la primera parte de este estudio, se evalia la convergencia del desplazamiento radial en
los puntos de control A y B (Figura 6.22). Para propésitos de comparacion, se utiliza la
soluciéon numérica obtenida con una malla muy refinada de elementos cuadrilateros FEM de
9 nodos (FEM-Q9) y una malla muy refinada de poligonos NIVED en dos dimensiones, todo
esto en el marco del problema del cilindro viscoelastico en dos dimensiones para un estado de
deformaciones planas [11]. Se consideran tres conjuntos de opciones para los parametros de
material 1o y g1 @ (o, 1) = {(0.7,0.3),(0.3,0.7),(0.01,0.99) }. Usando E y v para calcular
el médulo volumétrico K del material y (5.3) para calcular G(t = 20), la relacién de Poisson
efectiva se calcula como v.sf = 2({;};17%
esto da en el tiempo ¢ = 20 los valores v.r; = {0.3542,0.4338,0.4977}, respectivamente. Por
lo tanto, para el tltimo conjunto, el material es casi incompresible.

. Para los tres conjuntos de parametros anteriores,

O O 0O O

p A B
O O O/O|

.
DR -

Figura 6.22: Dominio y condiciones de contorno para el Cilindro Viscoelas-
tico de Pared Gruesa Sometido a Presién Interna. Fuente: [11]

La convergencia del desplazamiento radial NIVED en los puntos de control A y B se re-
sume en la Tabla 6.3 para la secuencia de mallas de integracion tetraédricas representada en
la Figura 6.23. Se observa una buena concordancia con la solucién de referencia FEM-Q9 y
NIVED en dos dimensiones para los tres conjuntos de parametros de material, pero en par-
ticular, la solucién con las funciones maxent parece ser siempre mas precisa. Las curvas que
representan la historia temporal del desplazamiento radial medido en los puntos de control
Ay B se muestran en la Figura 6.24 para los tres conjuntos de pardmetros del material. Las
curvas de respuesta para el esquema NIVED en tres dimensiones se trazan para la malla que
se muestra en la Figura 6.23b. Se destaca una mayor precision en todos los pasos de tiempo
del método NIVED tridimensional usando las funciones maxent con respecto a las soluciones
de referencia.
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Tabla 6.3: Desplazamientos radiales NIVED en tres dimensiones en los pun-
tos A y B para el problema del Cilindro Viscoelastico de Paredes Gruesas
en el Tiempo ¢t = 20.

(410, 111) = (0.7,0.3) (0.3,0.7) (0.01,0.99)

mesh #dofs Ug Up ug up Ug up

Figura 6.23a (mmls) 1221 0.053150  0.032122  0.118513  0.064699  0.609208  0.309068
Figura 6.23b (mmls) 2124 0.054144  0.032371  0.118910  0.065736  0.619579  0.313656
Figura 6.23a (maxent) 1221 0.053135  0.032021  0.118451  0.064249  0.635201  0.319317
Figura 6.23b (maxent) 2124 0.053608  0.032175  0.119992  0.065400  0.646742  0.327167
Ref. 1 (FEM-Q9) 79242 0.053584  0.032425  0.119970  0.066177  0.652880  0.334810
Ref. 2 (NIVED-2D) 26082 0.053131  0.031983  0.119070  0.065272  0.648440  0.330210

Por tltimo, se estudia el comportamiento del método NIVED para el comportamiento de
materiales casi incompresibles. El enfoque NIVED tridimensional se prueba en la malla no
estructurada que se muestra en la Figura 6.23b y su soluciéon de campo de esfuerzo radial se
compara con la solucion FEM-Q9 y NIVED en dos dimensiones. También en esta malla, el
campo de esfuerzo radial se calcula con elementos cuadrildteros FEM de 4 nodos (FEM-Q4).
Las comparaciones se resumen en la Figura 6.25 . El campo de esfuerzo radial correspon-
diente al caso compresible (ug, 1) = (0.7,0.3) (verr = 0.3542) se muestra en las Figuras
6.25(a)—(e) para FEM-Q4, FEM-Q9 y NIVED en sus tres formas, respectivamente. Se ob-
serva que los cinco métodos funcionan bien en este caso. Por supuesto, debido a su mayor
orden de aproximacion, el campo de esfuerzo radial FEM-Q9 es méas suave que los campos de
tension radial FEM-Q4 y NIVED en los tres casos. En los métodos NIVED tridimensional
ya fue demostrado que habra mayor suavidad de la soluciéon a medida que se refina la malla,
de todas formas las funciones maxent siguen siendo la mejor opciéon. El campo de esfuerzo
radial correspondiente al caso casi incompresible (g, pt1) = (0.01,0.99) (vesr = 0,4977) se
representa en las Figuras 6.25(f)—(j) para los métodos FEM-Q4, FEM-Q9 y NIVED en sus
tres formas, respectivamente. En este caso, el campo de esfuerzo radial del FEM-Q9 parece
suave y no se observa ningun signo de bloqueo. Sin embargo, el comportamiento de bloqueo
se exhibe en el caso de FEM-Q4 como lo demuestra el campo de esfuerzo radial oscilatorio. El
esquema NIVED funciona mejor que el FEM-Q4 en el limite incompresible, pero se producen
algunas pequenas oscilaciones en el campo de esfuerzo radial y, por lo tanto, no estd com-
pletamente libre de bloqueo en ningin caso NIVED. Esto no es sorprendente, ya que el uso
del marco de elementos virtuales en el enfoque NIVED garantiza la consistencia (satisfaccién
del Test de la Parcela) y la estabilidad para una formulaciéon basada en el desplazamiento.
Para hacer que el esquema NIVED esté libre de bloqueos en el limite casi incompresible,
seria necesario introducir, por ejemplo, una forma de técnica de promedio nodal. Ademas,
es importante destacar el bajo costo computacional de las funciones mmls en el proceso vis-
coeléstico, la rapidez en el calculo de las funciones de base debido a la baja complejidad del
problema de cuadrados moviles y la eficacia que produce esto en el ensamble de la matriz
de rigidez, sumandole a esto, el aumento del costo computacional general que generan los
pasos de tiempo en las iteraciones de Newton Raphson, las funciones mmls, proporcionan un
método que permite generar estudios con mucha velocidad y con una precision admirable.

Finalmente, comparamos los desplazamientos en el paso de tiempo nimero 20 entre los
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métodos NIVED tridimensional usando las funciones mmls y maxent. Notamos en la Figura
6.26, que para ambos casos la solucién atin no converge correctamente, esto no es problema
ya que se demostré en 6.4 que para una malla de 3265 nodos la soluciéon ya converge de
manera suave, sin embargo la solucion siempre es mas suave y optimamente mas parecida a
las soluciones de referencia de la Tabla 6.3 en el caso de las funciones de maxima entropia.

Figura 6.23: Secuencia de mallas utilizadas para el problema del Cilindro
Viscoelastico de Paredes Gruesas Sometido a Presién Interna. (a) Malla no
estructurada de 1221 grados de libertad y Ay, = 0.29 in, (b) malla no es-
tructurada de 2124 grados de libertad y A4 = 0.19 in. Fuente: Elaboracién
Propia.
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Figura 6.24: Cilindro Viscoelastico de Paredes Gruesas Sometido a Presién
Interna. Historia temporal del desplazamiento radial medido en los puntos
de control A (curvas superiores) y B (curvas inferiores) para tres conjun-
tos de parametros viscoelasticos: (a) (uo,p1) = (0.7,0.3), (b) (o, 1) =
(0.3,0.7) ¥ (c) (mo,p1) = (0.01,0.99). Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 6.25: Cilindro Viscoelastico de Paredes Gruesas Sometido a Presion
Interna. Comparaciéon de graficos del esfuerzo radial utilizando esquemas
FEM en dos dimensiones y NIVED en dos y tres dimensiones. Para para-
metros viscoeldsticos (pg, p1) = (0.7,0.3): (a) FEM Q4, (b) FEM-Q9, (c)
NIVED 2D, d) NIVED 3D (mmls) y ¢) NIVED 3D (maxent). Para pa-
rametros viscoeldsticos (o, 1) = (0.01,0.99): (f) FEM Q4, (g) FEM-Q9,
(h) NIVED 2D, (i) NIVED 3D (mmls) y (j) NIVED 3D (maxent). Fuente:
Elaboracion Propia.
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Figura 6.26: Cilindro Viscoelastico de Paredes Gruesas Sometido a Pre-
sion Interna. Comparacién de graficos del desplazamiento para el método
NIVED en tres dimensiones usando las funciones mmls y maxent. Para
pardmetros viscoelasticos (po, 1) = (0.7,0.3): (a) NIVED 3D-mmls, (b)
NIVED 3D-maxent. Para parametros viscoelasticos (po, p1) = (0.3,0.7): (c)
NIVED 3D-mmls, (d) NIVED 3D-maxent. Para pardmetros viscoeldsticos
(10, p1) = (0.01,0.99): (e) NIVED 3D-mmls, (f) NIVED 3D-maxent. Fuen-

te: Elaboracion Propia.
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Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis, se propuso una extension tridimensional de un esquema de integraciéon nodal
novedoso para los métodos de Galerkin sin malla, que estd disenado a partir de la descom-
posicién de elementos virtuales [9], donde la forma bilineal se descompone en una parte de
consistencia y una parte de estabilidad que aseguran que el método sea consistente y estable,
y que en base al teorema de Lax, se garantiza la convergencia. Se adoptaron funciones linea-
les de base sin malla de maxima entropia y minimos cuadrados méviles modificados, pero la
formulacién es aplicable a cualquier otra aproximacién lineal sin malla. Nos referimos a este
novedoso esquema de integraciéon nodal como NIVED en el caso tridimensional. Como en
cualquier método de integracién nodal, se necesita una celda nodal representativa. La celda
nodal se puede construir a partir de bases tetraédricas, formando, ya sea poliedros de caras
triangulares al unir los tetraedros o simplemente las celdas quedan como tetraedros, segiin
sea la necesidad de optimizar la informacion.

Se llevaron a cabo pruebas numéricas en problemas de valor de contorno en elastostatica
lineal, donde el enfoque se centr6 en comparar el rendimiento del método NIVED tridimensio-
nal con otros métodos libres de malla, utilizando la integracion estandar de Gauss. También
proporcionamos la extension del enfoque NIVED tridimensional al analisis no lineal donde
la constitucién del material es un sélido isotrépico lineal descrito por el modelo viscoelastico
generalizado de Maxwell. Se realizaron comparaciones con soluciones de referencia obtenidas
con elementos cuadrilateros FEM de 4 nodos, 9 nodos y el método NIVED en dos dimen-
siones para celdas poliédricas. En el enfoque NIVED en tres dimensiones, las integrales de
forma débil se integran muestreandolas en los nodos y la integracién en un nodo se realiza
utilizando una regla de Gauss de 1 punto sobre los bordes de su celda nodal representati-
va. Esta tarea solo implica la evaluacién de funciones base (no se necesitan derivadas). En
otros métodos libres de malla, la integracion de las integrales de forma débil se realiza utili-
zando la integracién estandar de Gauss en el interior de celdas triangulares, lo que requiere
la evaluacion de las derivadas de las funciones de base, por lo tanto mas costo computacional.

Nuestros principales hallazgos en este trabajo son los siguientes. El esquema NIVED en
tres dimensiones pasa el Test de la Parcela usando las funciones de maxima entropia a la
precision de la maquina, mientras que al usar las funciones de minimos cuadrados moviles
modificados no alcanza este nivel de precisiéon debido a errores asociados a la imposicion de
las condiciones de borde. La prueba de estabilidad numérica mostré que tanto el método
NIVED en tres dimensiones como el MEM y el MEM-VED ofrecen los seis modos de cuerpo
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rigido de energia cero, pero solo el método MEM y NIVED tridimensional usando las funcio-
nes mmls exhiben inestabilidades, como lo demuestra la presencia de los modos propios no
suaves o llamados modos espurios en el modo de vibrar nimero 9. La convergencia se evalud
a través de varios experimentos numéricos, que incluyeron un cilindro de paredes gruesas
sometido a presiones, una esfera hueca sujeta a presién interna y un estrato elastico infinito.
Los estudios de convergencia revelaron que el método NIVED en tres dimensiones usando
las funciones de méxima entropia ofrece la tasa éptima de convergencia en la norma L? y la
seminorma H'. En términos de costo computacional, se demostré que para el mismo ntimero
de grados de libertad, el esquema NIVED tridimensional usando mmls es més eficiente pero
menos preciso que un enfoque NIVED tridimensional usando las funciones de base maxent. El
rendimiento de la formulacién no lineal de NIVED en tres dimensiones se evalué resolviendo
el problema de un cilindro viscoelastico de paredes gruesas sometido a presién interna. Se
encontré que la solucion de desplazamiento radial se asemeja con una solucion de referen-
cia obtenida utilizando elementos finitos cuadrilateros cuadraticos (9 nodos) y la solucién
de referencia NIVED en dos dimensiones (1 nodo por cara). También se demostr6 que para
un material viscoeldstico casi incompresible, el esquema NIVED en tres dimensiones no esta
completamente desprovisto de bloqueo.

Para terminar, mencionamos que una caracteristica deseable que puede ofrecer el enfo-
que NIVED tridimensional (integrado nodalmente) es que las variables de estado, como las
deformaciones, los esfuerzos y otras variables internas en los calculos no lineales, pueden
almacenarse en los nodos, lo cual es atractivo para simulaciones sin malla Lagrangiana en
grandes deformaciones. Esta extension del método NIVED en tres dimensiones a grandes
deformaciones es atractiva y estd planificada como parte del trabajo futuro.

En trabajos posteriores, es posible estudiar los procedimientos asociados con la no linea-
lidad del material independiente de la velocidad (plasticidad), la no linealidad del material
dependiente de la velocidad (fluencia y viscoplasticidad), algunos problemas de campos no
lineales, grandes desplazamientos y otros ejemplos especiales.
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