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Na,--í el 27 de Abril de 1983 en Quilp ié. ciu-
dacl dotrde he residido la ma¡.or partrr de mi
vida v en ia cual realicé rnis estudios I rásicos.
El esa época, siendo alumno dd ColeJio Ca-
milo Henríquez. mis il¡ereses eran n Lu\¡ \:a-
ria¡ios. Ellos iban desde Ia literatur¡' hasta
la 'r,¿ternatica. pasarrdo por las cien ia. n.-
turales. Ciertamen¡e. rro formaban plrte de
aqrrei selecto grupo Ia historia. Ias técnicas
manuales ni las a¡tes plásticas. Es ror es-

to ,1ue quizás sorprenda mi decisión le cur-
sar la elseñalza media err Ia secciór réclico-
prcfesional del Colegio Salesiaro \ia\,araíso.
dolde me especialicé en Electrornecár ica. Es

durante este periodo que el estudio de la matemática cobró especial interés en
mí, a pesar de (o gracias a) la poca necesidad que en aquel régimen tenÍa:r de
enseñánosla. Su capacidad de afronta¡ misterios a veces poco intuitivos de
una manera creativa, combinada con el cultivo sistemático de un conocimien-
to objetivo es lo que terminó por inclinarme hacia u:ra ca¡rera relacionada
con ella en vez de hacia alguna de índole humanista o técnica. Poco me
demoré en decidir estudiar matemática pura. Luego de rea,liza¡ mi práctica
profesional, comencé mi preparación para la PAA. Mis resultados en e11a fue-
ron bastante buenos y pude decidir libremente entre todas las universidades
del país donde se impa,rtía Ia licenciatura en matemática. En 2002 me matri-
culé en la Universidad de Valpa,raíso desde donde egresé e1 año 2005. Ya con
una motivación fuerte y constante, ingresé en 2006 a 1a Facultad de Ciencias
de Ia Universidad de Chile con el fin de cursar mis estudios de postgrado.
Allí, luego de un periodo de indecisión respecto al rírea de especialización, he
tenido el agrado de trabajar bajo 1a tutela del profesor Eduardo Fbiedman
en teoría de números.

No h¿ sido la acumulación ostentosa de conocimiento, e1 gusto excluyente
por un área específica del queharer humano, ni menos la obsesión por algún
problema en particular lo que me ha traído hasta acá, sino el deseo de en-
tender por entender. Hasta la fecha, he podido aprerder cosas maravillosas
y conocff ideas extraordinarias. Só1o puedo decir, para flnaliza.r, que deseo
y confio en que esta travesía continúe extendiéndose haci¿ 1as fronteras del
mundo posible.
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Resumen

Da¡nos un dominio fundamental pa,ra la acción sobre C. x R! de
Ias unidades totalmente positivas E(fr)a de un cuerpo de números fr, provisto
de exactamente un par de incrustaciones complejas y r incrustaciones reales
('i. e. lk : Q] : , + 2). Este dominio fundamental virtual, formado a partir
de conos simpliciales. es tan conveniente para ei estudio de funcionr:s zeta
de Dedekind como lo es un verdadero dominio fundamental- Sin embargo,
mientras no existe una construcción general de un verdadero dominio funda-
mental, en esta tesis construimos un dominio fundamental virtual a partir de
cualquier conjunto de unidades fundamentales de k.

IIt



Abstract

We give a 'Virtua.l" fundamental domain for the action on C- x Ri of
the totaJly positive units E(&)a of a number field k with r real embeddings
and one pair of complex embeddings (i. e. [k : Q] = , + 2). This virtual
funda¡rental domain, built of simplicial cones, is as convenient as a true
fuldamental dornain for the purpose of studying Dedekind zeta funtions.
However, while there is no general construction of a true fundamental domain.
in this thesis we construct a virbual fundamental domain ftom any set of
fundamenta.l units of k.

IV
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fntroducción

Motivado por el estudio de valores especiales de funciones .L sobre cuer-
pos de números totalmente reaies, Taluro Shintani introdujo en 1976 l7l un
método geométrico que le permitió escribir cualquier función zeta parcial
asociada a un cuerpo de números totalmente real como una suma finita de
ciertas series de Dirichlet, las cuales pueden considerarse como una genera-
lización natu¡al de la furción zeta de Huru'itz. Posteriormente f8] el mismo
Shintani e),tendió estos resultados a cuerpos de números en general. Jürgen
Neukirch [4, p. 506] escribió acerca de dicho método: "Es un raro y especial
evento que una nueva idea susta¡cial sea aiadida a los fuudamentos de la
teoría algebraica de números" .

Con el fln de enuncia¡ el resultado geométrico de Shintani, fijemos un
cuerpo de números k. provisto de s pares de incrustaciones complejas ¡, r
incrustaciones reales (i. e. [l; Q] : 2s+r). y escribamos como E(k) su grupo
de unidades. Dado un conjunto r¿ -k-+C (1 <t<s+r) de incrustaciones
de fr, de modo que

Tt. T t. n.72. . ...7".Ts-T.rt.Tsr2).. . )rs+r

es el conjunto completo de incrustaciones, podemos considera¡ k C C' x IR"

identificandor€kcon

(r(1).Í(2),...,r(,+,)¡ e c, x R",

donde z(t) :: ¡¿(r). Mediante esta identificación, pongamos

E(r)+ :: r(i;) n (A' x mf ) Y A'- :: /.-n f (C.)' x IRi ).

donde lRi ,: (0.oo)". Entonces, el gmpo E(k)1 de unidades totaknente
positivas de k actúa sobre (C.)'x R! por multiplicación comporente a com-
ponente, donde (C.)' :- (A \ {0})'. Por otro lado. si u7,u2, .. . . u¿ € Cs x iRr
(1 < d < 2s + r) es un conjunto de vectores lR-linealmente independientes.
Ila.maremos al conjunto

C (u1,x2,. . ., u¿) :: {tp1 * t2u2 * . . . * t¿u¿ I ¿r > 0},

1

(1)

(2)
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rrtT corla simplxciaL d-dimensional ctn generatlores ,Lit.r)2.. ...7)d.
Según Shintani 18. Proposition 2]. existe un conjunto finito {C¡ j e J}

(lJ < o.) de conos simpliciales. tolos con generadores en k*. rale-s r¡ue

(c.)" x m!: [J [_l .ci
j€J.€E(t)+

(unión disiunta).

EquilalentemeDte. lo anterior dice que la unión finita r. disjunta s rbre e1

conjunto IC, I j e J) es un domir io fundamental para ja acción de E(A)-
sobre (C.)" x 1R!. Como r.a merrciolamos. este resuitado permitió a S rintani
lograr ula fórmula [8. Propositior 3] que relaciona funciones zeta pi rciales
cor ciefttus series de Dirichlet. hor. Ilamadas fulciones ze¡a de Shlntali. Sin
embargo. ni dicho resultado, rri su demostración. entregar muchas Iur es res-
pecto de cómo escoger aquellos co:ros. o cuárfos de ellos se necesitar para
describir un ta1 dominio fundamettal, o qué dimensiones deben tener. Pierre
Colrnez. interesado en dar una fórr:rula para e1 residuo de una furrcic l zeta
p-ádica. es el primero en [rostrar que u]]a respuesta a estas interrc gantes
puede ser de utilidad.

Para el caso en que A es un cuerl)o de números totahneDte real (i. e s : Q

¡. lk,Q] : r), Colmez demuestra i1rf2] la existencia de unidades especiales
rl .02. ...a".re Á(A)-. rales que si ponemo.

J1."::7 ¡' .fi. .- r,o\.t)tldt.1) ...\ott t¡ (2 < j <r).

para o en el gmpo simétrico "9, 1. la unión flnira ¡'dlsjunta

{c"::c(f,". .r..) loe ,s,_i}

(junto a algunas caras en Ia I::ontera de los C.) es un dominio fuuda.neltai
de Ri bajo Ia acción del stbgrupo i.,'generado por las 4¡. Lamettable nente.
no se conoce un algoritmo práctico para encontrar estas unidades esp:ciales
cuando r ) :1.

En 2011. Fralcisco Díaz y, Díaz '¡ Eduardo Friedman l3] Iograron s rperar
este inconveniente considerando dominios fundameltales "r.irtuales' . Nlás
precisamente. si r¡1, ...,r¡,-1e-s cualqrtier conjunto de unidades indepelc.ientes
en.R(k)+, ertonces los colos de Colmez Co, junto a algunas de las c¿ras en
sus fronteras, forman ur dominio fur:damental "r.irtual"para Ia acció¡ sobre
lRi del subgrupo U generado por las 4¿. Es decir.

t
z€C.n¡.r

1- l:1 (.reC-,R1). 3r\-
L

o€Sr

»
zeCoatu

t
d€S'-
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donde todas las sumas son fi.nitas, ! wo - 17 es ul signo asociado al cono
C,.r Estos domiuios fundamelta,les virtua.les soIl tan convenientes como los
verdade¡os dominios fundamentales para aplicar el método de Shintani a
funciones zeta parciales. Además, tienen la ventaja, de poder ser construidos
explícitamente a partir de cualquier coiunto de unidades independientes
ql, ...,nFt € E(/r)+.

Para la prueba de este resultado, Díaz y Diaz v Friedman utilizaron 1a

teorÍa del grado topológico sobre la variedad cuociente Rl/E(k)+. La inva-
rianza del grado topológico por homotopías les permitió controlax la defor-
mación de un dominio fundamelta.l curvo (el cual es casi inútil. pero frícil de
describir) a uno descrito a través de conos simpliciales k-racionales. El signo
tu, asociado al cono Co se debe a que durante la homotopía pueden ocurrir
cruces, 1o que hare necesa¡io tener que restar algunos de los conos.

Para el caso en que k es utr cuerpo de nrimeros rro totalmente real. no
es mucho lo que se sabe respecto a estos dominios fundamentales expresa-
dos como unión de conos simpliciales explícitos. Es posible encontrar algunos
ejemplos en el artícuio 16] de Robert Sczech 

"v 
Tian Ren. quienes escribieron

conos explicitos pa¡a da¡ evidencia numérica de su refinamiento de la conjetu-
ra de Sta¡k sobre cuerpos de números cúbicos complejos. Un tratamiento algo
mrís general es el que realiza Ryotaro Okazaki l5], quien también construye
conos explícitos para el cuerpo definido por el polinomio X3 + AX - 1.

Fijemos en adela¡te un cuerpo de números k con exactamente un par de
incrustaciones complejas conjugadas (i. e. s : 1 y [[ : Q] : r+2). EI objetivo
de esta tesis es extender los resultados de Díaz y Díaz-Friedman aI cuerpo k.
Pa¡a tal extensión nos encontramos con dos complicaciones fundamenta,Les.
La primera de ellas es que, a diferencia del caso total¡nente real, en el cual
los conos de Colmez están generados por los /¡,o 0 < i < lk ; Q]), aquí

[k:Q] - ran](E(fr)*) :2,

donde rank(E(k)1) es el rango del grupo E(k)a. Esto hace necesa¡io tener
que escoger elementos en k-¡ que junto a }as unidades dadas generel conos de
dimensión [/r : Q]. La otra complicación nace de Ia no-colvexidad del espacio
C. x IRi, en contraposición a la convexidad del espacio IRi del caso totalmente
real. Aquí, tener elementos lR-linealmente independientes en A'-¡ c C- x IRi
no asegura que el cono que ellos generan esté contenido en C* x 1R!. Esto
trae consecuencias en la utilización de la teoría del grado topológico, pues no
es obvio cómo construir homotopías en un subconjunto no convexo.

1De hecho. en [1]. las unidades especiales 4, están ca¡acterizadas por Ia condición too -
+1 para todo d e S,-1.
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Esta tesis está dividida en tres capítulos. El el primero de ellos se ex-
ponen. sin demostración, los principales resultados. En particular, ei Teore-
ma 1 da, pa.ra cualquier conjunto de unidades independientes €1,€2,. . ,€.¡ €
E(k)a, un algoritmo que construye un dominio fundamental virtual de C. x
IR! bajo la acción del subgrupo que generan las s¿. Ademrís, mostramos un
par de ejemplos de la utilización de este a.lgoritmo. También demostramos
que un dominio fundamental virtual es tan útil como uno verdadelo para
aplicar el método de Shintani a funciones zeta parciales. El segundo capítu-
lo, el meollo de esta tesis, está orientado a lidiar con la no-convexidad de1

espacio C* x lRi. En particular. escogemos ahí ¡¡eneradores de los conos de
dimensión [k : Q] que comporen nuestro dominio fundamental virtual y
construimos ula función afín por trozos que será esencial er Ia prueba del
Teorema 1. Finalmente, en el capítulo 3 definimos las funciones sobre un toro
que nos permitirán luego trabajar con homotopías. Siguiendo las lineas de

[3], probamos el Teorema 1 usando la teoría del grado topológico. Además.
determinamos qué parte de la frontera de los conos se iucluye en el dominio
fundamental virtual.



Capítulo 1

Resultados

Empecemos por notax que cuando & es un cuerpo de núme'ros cuadráti-

"o "o-pI".¡o, 
E(k)1 es un grüpo cíclico 6nito, por 1o que es fácil describi¡

un dominio fundarnental de C. bajo la a¡:ción de 'E(k)*' En adela¡te' no

consideraremos este caso.

Para r: rarlk(E(k)+) > 0, fijemos en adelante un conjunto de unidades

independientes er.'...,e, e E(.k)+, y ponga.mos V c E(k)+ el subgrupo que

ellas generan. Siguiendo 1a notación de Colmez l1], deflnimos

t-1

f¿.,::cog¡e,q2¡... ea(¿-r):ll.*r, (1<¿<r+1. d€'S")- (1'1)

Pa¡a f : 1, entendemos h':- 1: (1,1,. .. ,1) € C- x 1R!. Así, claramente

f L. e E(k)+ c C. x Ri. Deflnimos además

6r,¡,.::r¡(f¿,)ft,,,) € C- (1 <¿.¿'<r+1' o €.9')' (1 2)

Cuando eu (1.2) tengamos t: r ]-7, escribiremos simplemente

€t,,o := €,+l,t,,o (1 < t' < r + 1, o e S,). (1 3)

AquÍ, 1 : k -+ C es una de las dos incrustaciones complejas de k que hemos

fijado en (1).

1.1. Algoritmo de los siete Pasos

Con las couvenciones anteriores, los siguientes pasos conducen a la obten-

ción de un dominio fundamental virtual al estilo Díaz y Díaz-Friedman para

la acción sobre C. x IRf del grupo V (ver (3)).



CAPÍTULO 1, RESTJLTADOS

1. Fijamos N e N tal que N ) 3. En general, no incluiremos N en ia
notación, ya que siempre esta,rá fijo en todo el algoritmo. El caso N : 3 es

la elección que da lugar al mínimo de conos.

2. Para ca&at €2. escogemos q: a(t) € k1 tales que

o¡ : ot, si f = l'1mod N). ,rg(r.','' .exp 1-2ril/.1ú)) € f :t. -a\ ."o\*¡ e^v \ -tte't ¿ ' ') - \zx' zl; ) '

(1 4)
donde arg(z) representa, aquí y en adelante, eI a.rgumento del número com-
plejo z e C* en el rango [-r,, o).' En general, tampoco inc]uiremos la elección

de a¡,... ) oN-l en la notación.

3. Sea m : C* -+ Z la firnción definida media.nte

[-Narg(:;l - /v l-¡/l
m(:) :: l---;=- | (: e C). -; < *(.) < l; | , (1.ó)

| ¿1t I z lzl

donde Ia función techo | : R -+ Z cumple t < lrl <u + 1. Para o €,9, y
1 < ¿ < r + L (t e Z), definamos

0r,, ,: ary(qr., ' 
""p(2";*1g,,,¡7,nr)),

(1.6)

con€¿'o como en (1.3). Ordenamos2 el conjunto {t e Z; 7 <t < r + 1} segun

a € S, mediante

t<,t' <+ (ar," <0r," ó (0.,":0¡," y t' <t)). (1 7)

4. Para a € ,S, toma.uros po € ,9,+r tal que

p"(r + 1) <" p"(r) 1, .. . 1o p"Q) <" p"(t). (1.8)

5. Para ¡1 = (o,q,n), con a€S,, 1 < q < r * L, 0 < n < N - 1,

1<¿<r+1,definimos

( rt. ' a(*1qr,,¡ + "¡ si t l" p"(q),

ft,p:fi,o,s,n= I (1'9)

I n." ' 
"1-16,,"¡ 

+ n + 1) si t <" P"(q).

lPareciera más natural considera¡ como conjunto indexador de los o¿ a lo§ entero§

módulo N. Sin em):argo. her¡os decidido ro hacerlo para aligerar la notaricin.
2Es claro que el orden total estricto < de lR induce en 1a relación <o, deflnida en (1-7).

la cualidad de ser un orden total estricto del conjutrto {¿€ Z | 1l ¿ < r+ 1}.
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Paraf:rt2definimos

fr,u - .fr.o,r.,.:-- ,f p"o)., a(m(§r"1q1.") + n + 1)' (1.10)

Claranrente, /r,, e C. xlR! para todo 1 I t < r *2.llecuentemente, abrevia-

remos (o, g, n) :: p, de manera qlte ft,",q,n:; l,p. Igualmente, abreviaremos

l ,: ,5. " 1".2.... .r + 1] x {0. 1... . 

^ - 
1} (1.11)

¡' escribiremos ¡.r € l. Notemos que Ia carclinalidacl ile ,5. es N (r + 1)! :
N (ik: Ql - 1)l

6. Para lt- \.o.q.n1 C 5,. defininros /¡/r: tló0,onro

(1.12 )

donde sgn(a) es el sigro usual (2. e. i1) de la permutación o € ,9".

Log s1 e R'. (Log.,)t'),: log rli | (1<; < r).

Ios /,, e C- x Ri son considerados como elementos de lR'+2 mediante

(;.r(tl.....f(")) F+ (Re1:;. tm1:¡. z{1). . ..r(',)) (,? e c. r") e R)
(1 .13 )

¡' sign(det(u1, t2. ur)) es el signo del determinante de la matriz de I x I
quo tiene por columuas a 1o. ,,.

Notemos quc el ralor absoluto del determirante en e1 denomirrado¡ de

(1.12) es la mitad3 del regulador de las ulidades irdeperrdientes .1i 52. . . . . ¿¡.

¡'por ende no es nulo.
Eir adela.nte, cuando digamos que C x Rl - R{+2 como JR-espacio vec-

torial. nos estaremos refiriendo a la identificación de elementos dada por e1

isomorfismo (1. 13) con r : l.

7. Notamos que pa.ra p € t.. con uu l0,o el cono cerraclo

r+2
v \.-lp.-.¡ -

t:7
(cxmi)u{o}

sEsto debido a que hemos conside¡ado un cuerpo de nútieros I con sólo ul par de

inc¡ustacio[es complej as.
lDe (1.12). queda claro q.,x u, f 0 si. ¡'só]o si. Ios l'ectores /,.¡,....,1+:,, fo¡¡ran

urra base del espacio vectoria] real C x R'.

sgn(o) . sign (det (f ,.u . f t,, , . . . . .f ,+z,r'))
iigr(J{"t rLog r¡.Log ir.....Los -=,,)



CAPÍTULO 1. RESULTADOS

tiene un interior no \'-acio, )'que cada hiperplalo

¡¡. = \.- p.r
'- 1.p /- "" rt'p (.1 < i < r +2)

1<t<r+2
t+i

separa dos semi-espacios disjuntos er C x R.. es decir.

C x lR' : Hl,U H",pa HLp.

(1.14)

(1.15)

-{sí. deflnirros C, :

(1.16)

(1.17)

dorde l{, es el semlespacio qut, coutiene a .f¿,r.5
C u(.:1. e2,. . . . :,) mediarrte

C, ,: lRr., "fr., -]. R:,, . fz,p.+ ...+ lR,+:,p . .1,+2,p

donde

* .. l[oxr si P'^'H-
^"'-t,o.x, si ';;;: '1 

/i<r-2:'

p€s,

co e¡+2 :: 10.0, . . . ,0. 1] € C. x li,.i. E1 hecho que er!2 nunca puecl: estar
contenido en ningún 14., será probado en el Lema 24.

Este algoritmo. que llamaremos algoritmo de los si.ete, pasos. rros leva a1

principal resulratlo J" esra ¡esis.

Teorema L, Sea k un cuerpo d,e n,úm,eros con r > 0 inc,ntstacione: relles
A erdctarnente un par rle incrustaci,ones complejas conjugad,as. Suptot,garno,s
que la,s unidades et,...,6r generai ?tn subgrupo l'. de índ,ic¡: .fr,,nitr' erL el
gr"upo de ur¿idades tc.¡to,lr¡ente pos'itir:as de k. Entonces. los con o-s co,t stgno
{tC", r'"1}".. -^ de.finidot en t.7.12) y (7.L6) forman un d.o.m,inio fund,amerttal., l L|;U

uirtual para la o,cción d.e \¡ sobre C- x Ri ': (A \ {0}) x (0. cc)". Erfo es.

\-\-,Z- Z-
1tt,=+1 zec!a1l:
pes,

1- » »
zecpñV

1:1 (re C. xRi). (1.18)

rl,c¡n de tod,as las sumas son sobre conjuntos f,nit,os g tle co,rcLino,l:idl,rJ t cotad,a
independientemen,te dc t.

sPara c € C xR": R'+2. podemos calcula¡ fácilmen¡e cuándo r a FI+. Er1 el
lado delecho de (1.12). reernplazamos la columna 1,.¡, po¡ ¡ para obtener rrná funciórr
ü É) loi,/r(rr). que se anula el 11¡,, r-que tcma el r.alo¡ !u' u et 11f,,,. Alternativan en¡e. si

\-r +2 .
F5, rib'rr'o. , - L:-; ",1. r.. 

p' rorrcp- ¿.( ry1, -j. r 
"cjlo si. c. > 0.
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Probaremos el Teorema 1 interpretando el lado izquierdo en (1.18) como

una suma de grados locales de una cierta función continua F : f -+ T
entre el (r * 1)-toro canónico i y el (r * 1)-toro ?. Por un resultado en
topología algebraica, esta suma de grados loca,les es igual al grado g1oba1

de F. Calcularemos este grado global probando que -F es homotópica a un
homeomorfismo F6, cuyo grado es fácil de calcular. Este método es el utilizado
por Díaz y Diaz y fYiedma¡ l3]. Nuestro aporte es la construcción de },,
que es bastante más complicada que la correspondiente función en el caso
totalmelte real.

L.2. Ejemplos

En esta sección mostramos tres ejemplos de la utilización del algoritn:ro
de los siete pasos (A7P). Nuestros resultados numéricos han sido realizados
considerando un error mcnor a 10 28.

Caso cúbico. Sea k : Q(1') el cuerpo cúbico complejo dado por 13 +
^i2 - \ :0, dorrde E(A)- está gcrerado por

er :1 - [(-0.8774388... ) + (-0.7148617...)i. 0.7548776...] .

Siguiendo el A7P, fijemos .\I : 3 y pongamos

^ - r - ir rluo

ot:2',2 + 2l + i: [t-rr.:r:+zrzs...) + (1.124ób90...)i.3.6.19.1359...] ,

at :2^i * 1 - [(-0.7;,18776...) + (-i.4897235...)r. 2.50975;3...] .

Se l'erifica que

urg("1')) : o.

u.g (ol') .exp(-2zril3)) - -0.2121935....

*s("!') . exp(-aril3)) : 0.0ó45869....

están contenidos en ei interr.alo (-rl6.r/6): (-0.52i15987.... 0.5235987... ).
Aden.iás. continuando con los pasos 3 v 4.

az:0 < dr :0.3433398....

por Io qrre 2 < I l' p € 52 es la permutaciór identidad (hemos excluido, y
excluiremos durante k>s ejemplos que cor:sideren k como un cuerpo cúbir:o,
a o € .91 de la notación establecida en el A7P. pues -q1 es el grupo trivial).
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Luego. se verifica que m(€r) : -1, rn({r) :0 ¡.. utilizando las defini:iones
( 1.9) r' (1.10). calcularnos

tt^t
./ l.:.1' - -: - r. J 2.2.O -- J',r.2.0 - -.

lttllt-t_o- t -'r. ./.t.1.0 ./:.1.i, - ¡.
o / -i--Jt.z..- t. [:.:.t- -'2. Iz.z.::^-' ^'.

r n^2 ^ ¡ .^¿
./ r.r. .1 2.t.- -- z - ./3. . -: o-2 i t ,r-2 ^ ¡lt22-: -l :-z-2'- ¿ - -13-2-2

t.,^-r-2-r--t f .-- ¡ - o- 1-. . 2.1.2 ./ 3._.?

A continuación. determinamos los si¡;nos L,n., por ( I.12 )6. usarrdo que Lt,g e 1 :
0.1405997...:

1t)

Jr.2,0.J:.2.0.J3.:.0
/ 1-1.0. -/ 2.1.0. -/ 3.1.0

f ,.r..r. .f ,.r.r. .f ,.r,.,
-/ 1 r.r . -/: 1-r. -/ 3.1.1

-lt 2-2. -12-2-). -l3-)-2

f ,,.,,,r. .f z.r.z, .f z.r.z

Finalmente. usando la nota 5 de pie de página. para saber c1ué pa:te de
la frontera se debe considerar en c:da uno de 1os conos, resolverlo-q (para

cada cono) un cierto sistema de ecttaciones lir.Leales no homogéneo. r. luego
obse¡r.amos los signos de las coordenadas del vector solución. Así. u estros
resultados son

e3 : (-0.36810.. .)f,,zt + (0.i18980... )/, :.r + (0.015;3... )1.3., 1

: (0.02r69...)ñ,1 I + (_0.13448...)"f:.r.r + (0.38980...)13.,.,

: (0.11 149...)á r., + (-0.:1i618...)/::.: z * (-0.01169... )"f:,:.:
: (0.15531...)Í.r., + (-0.:77E7...)12.1.2 + (0.2ó618...)fi.1 ,.

Por lo tanto, Ios corros del dominio furdamental r.irtual para este cas( son

czJ:ftr+tr(-1 + 2) +tz(2^¡2 +r) fr > 0. f, > 0. 13 > 0].

Cr., = {r, atrq2.,r - r) -]- t3(2i'?+ 2,1 + 1) ltt> O, t2 > 0. 13 > 0'.
C22: {t1(2,"2 +2-t +7) + t2(212 + r)+¿¡r J tl >0. ¿2>0, ¿3 > 0}.

C1.r: {rr12,",'?+21 +1) +t21 +fu(2^t+1) | ¿r >0, 1z>0. t3>t}.
oCua¡do la evidencia numérica muestra que el determinante en el numerador de (1.12)

se anula, hemos verificado que los elemerúos fyp f2,r,. . . , f,+2,p! pensados como elementos
del @espacio vectorial A, son QJinealmente dependientes.

det
det
det
det
det
det

n ,,. _^ut (r0 - u.

= 0, ¿¿r.o : 0.

=, -4.795E315.... r¿,:.r : -1.
=,4.7958315.... ?r,1.1 : *1.
=,4.7958315.... 11t2.1-.¡7.
=,4.7958315...., ¿r,r.: - r1.
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Notemos que, según el Teorema i, los conos con signo uq,n:|no se consi-deran en el dominio fuudamen
sección det plano {(^2.1) I , . É1'JtilYkt":-"1::^*:l 

representa ra inrer-
?/ \_ \_. ¡ ü§ con los conos expuesro" arriba.

- cono con signo _1
- conos con signo +l- cruce d€ conos cori +l y _1

Figura 1.1; Dominio fundamental virtual p,ara la acción de (1) sobre C- xR*,donde 73 + 72 - I = 0, con a0 : 1, ar : rrr* üi ir"'o), : zt + t.
Manteniendo el mismo crrerpo & = a(Z), ),8 + 12 _ 1 : 0, el mismogrupo (7) de ulidades totalmente positi"* áá'f , y f, ilsml elección jV: B,podemos obtener otro dominio. tundam""r.i ,il";j ;;;ia acciou ae (7)sobre C, x IR varia¡do Ia elección de los o¡. S"*' 

--- '* * .-

oo = 1= [1, 1.],

a, : 72 + 7: [(_0.6623b89. ..) + (0.5622rs5...)t , t.zz+ttzo...),
a2 : 1, : f ¡_o.azzaass...; + (_ 0.7 44s672...)i, o.T b48T26...1,

verificamos que

arg(a[l)) : ¡,
arg (a{1) . exp(-2tri / J)) = 0.348ss98...,

arg(a!1) .ex?(-+ rt /t)) = -0.8438398...,

¡^2 -.
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está.n todos en el intervalo (.*rl6.r /6): (-0.523ó9E7....0.ó235987... . Lue-
go. como los r,'alores d,e Ay.02, m(§1) t'm(€r) no dependen de la elecciól de los
ai. se nantieDe p € 52 como la perrlutación identidad. r- podemos ca.cular

f n.o: ^¡. .fz.:.o:1, .fz,z.o:1,
r^tttl

J l,..i, - J'2- -D ' t. J3. .0 - r .

.fi.:.r : 1. fz.:., :1. 
"fi¡.:.r 

: 
-r2,

htt:7, fzt.t-^t2. ls.r.r:i2-ii.
h.z.z : 'i2 i i, .fz.:.2 : ^)2 . .f3.2.2 : ^i,
t ^: ^ t

.t 1.._2 - - J2_ _2 Jl.r.: - .

Determinamos lo-s signos urq,¿ usanco nuevamente el valor de Log:1:

72

det
det
det
det
det
det

f tz,o, fz.z,o. f z.z.o

./ r.1.0. ./1.1.u. ./ 3.1.u

11.2.7, 121.1. 13.2.1

f ,.r,r, fr.r,t, fr',r,,
f t.z,z, fz.z.z. f vz.z

.l t.t.2. .1 2.7.2. -1.1.1.2

- 0. rt'¡, : {1.

-n ,,, -nÚ 1.(l - 
u'

:0. ¿r:.r :0,
- 2.3979157.... ar1 1 : *1.
= l). u,2.2 :0,
= (1. t¿rr.: : (1.

f-1

Figura 1.2: Dominio fundamenta,l virtual, formado por
positivo, para la acción de ('y) sobre C* x R*, donde
as:1, a1 : * +1y (l"2:'1.

1

só1o un cono dc signo

l"1-r'-I:.J.con
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Finahrerte. para saber Ia parte cle Ia Irontera a cc¡nsiclerar del único colc.,

con signo u,t." + O, tenemos

e3 - (0.41 149...).ñ I I + (-0.23448...)"fr,,., * (0.5451 1...).f3,1.r.

Por lo tanto. el colo

C11 : {tr-tz^¡2 I h(i'- _".) i¿,>0. 1r>0. 13 >0}

es ul dominio fundamental r'irtual (de hecho. un dorninio fundamental) para
la acción de ('¡) sobre C. r lR. La Figura 1.2 represerta ia ilterseccióu de
este cono cor el plano {(:, 1) : € C} C C x lR.

Caso cu¿irtico. Sea k : Q(i) e1 cuerpo cuártico. provisto de exacta-
merrte urr par de incrustaciorres cornplejzs, dado por -14 - 1 - 1 : 0. Aquí.
E(/.,)+ está generado por

t1 : ^¡2 : l(-1.0075...) ' (-0.5131...)i. 1.4902... , 0.5248...] ,

e2: i2 -: 1 : [(-0.0075...) + (-0.5131...)i .2.1902.... 1.52+8...].

Escogemos

ao:1:11.1.1].
C.t: ^i2 - ^, - 1 : [(-0.2556...) + (0.r20E...)i. 3.7109... . 0.8003...] .

a2: ^¡2 ¡ ^¡: [1-o.zss+...; + (-1.5470...)¿. 0.2694... . 1.2493...],

quieles verifican

*g("f)) - o.

urg (o!') .exp(-2;ríl3)) : -0.0672805....

*s(o!') . exp(-aril3)) : u.c)672805....

Luego, obtenemos que

á:.tr) :0 < 0t,tt)- 0.0672805... < 0z.o):1-5855138....
9:.rrzr:0 < e\\12): 0 0672805... < Az,Oz', :0.5761617....

cionde (1) ¡'(12) son las dos permutacioles del gmpo 52 escritas como ciclos.
Así que

3 <111 13¡r1 2. 3 {¡r21 1<1rz¡ 2 y p(1) - p(12)- (12) €.93.



c¿.pÍruto 1. RESULTAD¡S

Después de calcular

m((,.rrt) : i, m((z,r,t ) : 0. m({3,111) : 0.

m(€r,tr:l) : r. m(€t, rr)) : -1, m((3,1121):0

1'usando nue\¡amente (1.9) ¡' (t,t0). podemos determinar los fl.o.n., como

en 1os ejemplos anteriores. Esta ve;2. só1o enlistaremos los J¡.",r.. tal,:s que

u",s." I 0.

14

J" ' --:-- )
'/t,t,'-' - --'3 -2-'-1 1 ,,

Í"..t..r.,,: -2^J-3-r2 -3'-2. ( '" 3r - -r'
J.., r .:., - l. )

f.. tr. .o - '' - ^" 'l

.['.¿. L¿.-.0: -J - -] - r' I

i;,i,;;;:-2"'+3ii-:r-2. i u r:'rt':r1'
J,. r:,. .o - -: - l. )

"fr..rr...., - -: - -. )
lt',':'t --t l t ,

l. , , , _ _:- 3 _ 3- 2 _ 3^ _ :. i 
,'r.'.' --1.

.f't..:.¡.t:L )
donde los signos zo.n,, han sido calr,ulados, por Ia fórmu1a (1.12), util zando
que

det(Log :1, Lo¡¡ s:) : 0.3781993...

I'que

det (Í,1r;.r.0,,f:,1r;.:.r,. ./:.ir;.:.c,, "fi,1ri.z,o) 
: 16. 822603. ..

det (fi ,1r¡,1.r',f:.1r).,r.r' "f3,(r ),:..r, "fr,(rt.¡.r ) : 16.822603. .

det (/r.1rz¡.r.0, -f:,1,2;.r.0,,f:,1r2¡.r,0.,f+,(rr).r.0) : -33.615207....
det (/r,1r:¡,:.r.1:.trz¡.:.r."f,r,1,r1.e.r.,f.r,1rr).r,r) : -16.822603....

Finalmente. para deterninar Ia parte de ia frontera a considerar de los conos

con signo no lulo. tenemos que €4 es igual a las cuatro combiuaclorres l neales
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(0.9...)/r,1r¡,2,0 + (-0.6...)"fz,trr,z,0 + (-0.1. )./3,(11,2,0 + (0.5...),fe,1r1,2,0,

(0 2. .)/r,1r¡,:,r + (-1.2...)f2.G),8.r + (0.4.. )/r,1,,.r,r f (0.9...)/a,1¡,3,1,

(-0.1.")á,tru l,r.o + (0.1.'.)/2,(1r),1.0 + (-0.1.. )/3,(1r),r,0 * (0.6... )/a,i12¡.1,s.

(-0.3..-).fr,trrl,.,r + (1.2..-)/2,(12).3,1 + (-0.1... )/3,(12).3.¡ + (-0.3...)/a,¡rz¡.e.r.

15

Figura 1.3: Cuatro vistas del mismo dominio fundamental virtual, compuesto
de cuatro conos de sigro positivo, paxa la acción de (l', l'+1) sobre C. x IR|,
donde7a+?-1=0,cona¡:1,ar:.12-.1 + 1y a2:72 + 7. La flecha
de color amarillo representa el rayo {0} x 1R.. x {1} C C x IR.. x {1}.
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Pol Io tarto. Ios conos dados por (1.16)

Ctr),r.0 : 10. -).ñ,trt.r.o * (0, cc)fi.¡11.r.¡-: (0. :o)/3,1, ¡.r.0 + [0, oo)Á.(r). .0.

C(1).3.r : 10. co)/r.1r1.:.r -F (0, oo)/2.¡,1.r., + 10. oc)l!.1i),3.r - i0. - ).f.,.rrt.,.,.

C(12).1,0 : (0, -)"fr.trrt.r.o - i0. oo)/, rr:¡,r.0 -l (0' cc).flr.(12).1.0 + [0. x)1, rrr.r.r,,

C,r...,. -,0.xr,f . ,...,-10 \rI::: ¡r- 0.:< 1r. t,,.r.. - 0.oJ 
'..".

forman un domido fundameltal r.ir:ual (de hecho, un domilio fundan ental)
para Ia acción de ( ,r2. ^,2 + 1) sobre rl* x R|. La Figura 1.3 replesenta tuatro
listas de 1a intersecciól de este dc,minio furrdarnelrtal virtual con el semi-
espacio {(:.r. 1) l:e C, x€lR+},-CxlR2.

1.3. Corolarios del teorema principal
Ahora mostramos algunas consecrrencias del Teorema 1- En primer lugar,

si tn, f -L para todo p € ,S", entonces V .z debe intersectar a sóio uno de
los Cp, ! sólo una vez a é1. Esto implica e1 siguiente resultado.

Corola¡io 2. Supongamos que u, f -7 para todo p e §,, entonces

es un rerd,adero d,omi,n,i,o .fun damr-n.nl 1:ara La acc'iór¡, de Y sobre C. x Rl .

Tal como en 13]. el siguiente corclalio nuestra que un dominio func anen-
tal \''irtual es tan útil como uno veldadero cuando se trabaia con fur cioles
zeta parciales asociadas a k. Su dernostraciór es igual a la de i3. Co ollarv
7]. por lo que Ia omitimos.

Sea ((8. s) : »b-.Nb-" (Re(s) > i) 1a función zeta parcial de De lekind
asociada a Ia clase r1e ra¡'os módul: fcc representada por el ideal el tero o
relatir.amelte primo con f. Aquí. f es un ideal entero de l'. r: es el producto
fo¡mal de todas ]as incrustaciones rr:ales de /i. h corre sob¡e todos Ios deales

enteros en E ¡. N es la rorna absoh.ta.

Corolario 3. Supon,go,n'tos eu,€ 21. . . . ..r generan at, grupo E(l;)i- rk u¡,idorles
totaLrnente posxtiaas de k rlue son rcngruentes o, I módulo l. y suylar,gam,os

que hemos escogi,d,o an.. . . , aN--! €, o 1l en el Ttaso 2 del. A7P. En. onces,

.ft,p e o-t¡ (1 <t<r+2. pe S,) y

((o. s) : Na-" » (¡(c,'r,s) (ne(s) > t)

16

l) c,
t:i,

I,,,
uei, Én (d,C ),)



CAPÍTULO 1. RESULTADOS

d,onde

(¡(c,.r.s),:,,. 
*.,=. J"r,,- ir,r;.!/ 

," 

i_r(,,,, 
*8,,r,.u,,)-".

r+2

=»

HIu,
Ei,

17

Utft.p' yt e lr,rj,
R¡(o,C),:{rer +o-tf lr

,,. ,= [to.r) si e"..2 €

[fo. 11 si e,,.2 €



Capítulo 2

Construcción d" f

2.1. Dominio fundarnental virtual
Definición 4. (Díaz y Díaz-FrietLm.o,n) ün d,ominio fu,nd,arn ental u'irtu.al

{ {:.. ,rr)}, para la acc'ión de un gr:tpo G sobre un corLju'n,to X es u.n,t' suce-
sión. f,rrita d,e su.bc:onjunto-" X¡ C X y ¡.,esos r1¡ € C po,ro, Los cuo,l,e-s eritte u.no.

corLstarlte Ii e lR. f¿l quc, [)ara tod,a xi e X Lo, r:ardinal,id,ad XiiG.: j < Zf
(t<i<\,t).y

lt

I r, lr, n G.rl : 1.

¿:1

Notemos que si l' C -X es un G-espacio. i.e. g .y € )" para todo g 
= 

Y ¡'
g aG.:,{(X,,.,)}, es como en la lefinición 4. entorces {¡f nXr,z,¡} es

un dominio funda¡nental \,irtual par'a Ia ac< iór de G si¡bre l'.

,, El argumento en la incrustación comple-
ja

Como hemos mencionado en ia introducción. la prueba del Teor erna 1

que presentanros está basada en el cálculo de grados locales ¡' globi les de
cieltas funciones continuas. Para facilita¡ nuestro trabajo con homo,opías,
nos será de gran utilidad clescornponer C* en ciertas regioles conr.exa:. Para
N € N cou N > 3 (con N frjo de a],ora )'en adelante). definimos 1a rr,giól

5o : So.¡, : {: e C- | arg(:) e l-rl2N.5rl2r¡)} .

¡. con ella las regioles

S, : 5,.¡' :: exp (2ri1/.\¡) . So

18

(.t ez). (2 1)
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Es fácil ver que las § son convexas, su unión (que no disjunta) forma todo
C. y S, = $, si, y sólo si, f = f'(mod N). En 1a Figura 2.1 mostramos el caso
1g:3.

Otras regiones de C* que nos resultarán útiles son las "aspas" "4¿ 
definidas

mediante
A, : Ar¡'. :-- exp (2rit /N) ' A¡ (t ez).

donde

"4o: -40,,r := {: e C. I arg(.2) e l-rl2N,rl2Nl}.
Como el ángu1o asociado a ,4a mide r/N, las .4¿ satisfa,cen

AtaL,+ñ e At: Ar, ++ ¿:¿',(mod N), (2.3)

z.A.¿¡¡: z'.A¡,¡¡ * z.At= z' ,At, (k,t,tteZ; :,2'eC.).
(, t\\- -J

19

Además, como ,4¡ ), el interior i, d" "4,

.4¿ c 5¿, "i,*,c S,,

están contenidos en 5¡¡, tenemos

Ar+, ( S, (t € Z). (2.5)

Figura 2.1: Regiones ,St ¡' "4¿ 
para N : 3.
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EI siguiente len¡a muestra algulas propiedades de Ia fulclór-i n : C* -+ Z
definida en (1.5). ¡'especiaLmelte la ¡elación que existe entre nr l las rr gioues

'Ar l'5i.
Lema 5. Sean :.u: € C* 'g sean, t.l e Z. Entr¡nces tenemos que

(i) Sz Arg(:) es cualqu,ier rama del arqum.ento d,e :. entonces

[- '¡,-r -r']
m,^-,= l- ir' I lmod -\',.

ltlil

(ii) 5l arg(:) / {2rtl\: lteZ}. entonces

m(:) +m(:-1) :1 (Irod N)'

(iii) 5l arg(:) € {2;it,/:\: t e Z}. entonces

m(:) + n(':-1) : 0 (nod -\ )'

(ir.) nr(:z,) sólo puede ser cangruente a m(:) + m(r,) (mod lr). o tierL. a
rn(.2) +rn(u,) i (mod -V).

/,\'r 0 < arg(: exp{2:im': ) -\')) < 2; .\-. En panicL,lot. tn ralL.t¿r 0

(1.6') tenemos que

0<É,-<l;\- (oe "S.. 1<l¿r,Ir.

(vi) z A¡ CSr <==+ ¿ - A: m(:) (rnod I ).

lYu) : .Art:l L D0.

Demostración. Para probar (r). notemos que existe { € Z tal que Ar ¡(:) -
arg(-:) + 2d. Lrrego. expaldiendo e lado de¡echo de la congruencia erL (i). r.

teniendo cn cuenta la identidad [r-l''l : lrl+t' (r e R. l' € Z). obte nemos
lo requerido.

Es fácil r.er que [:rl + f-r.l es igrral a 0 o 1 deperdieldo. respectiva nerte.
desi¿€ZoreR\Z.Porende,(ii) ¡'(iii) siguen directamente de (). Por
otro lado. (ir') sigue de (i) ¡' las desigualdades lrl + lyl - 1 < [, -'y'l <
lrl + lyl (r.y e R).

Ahora probetros (r.). Lsando (i). un rápido cá]cuio nos nuestra q 1e

t- \' I
m( : . exp(l;in,L: r -f-) )= ll_ lo.*, : ) - 2rnrt :,-\') 

I ',nod.''r

: -(.) - m(:) (mod §)
: 0 (rrrod N).
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Por otro lado. si ur'e C* es tal que n(u') = 0 (mod N), entolces

f -N arg(ui )/27r - -\ q'l : 0

para algún q e Z.Perc Io anterior equir'ale aque 0 < arg(z/) tlrg < 2ii,'-\'
o sea q: 0. Por 1o tanto.

' rxrrt2;inr,:, -\-l) < 2:.\'.Olarg(: '. /
Eli particular. poniendo : : &,o, tenemos que 0 < Ar., < 2;i¡lAr, Io que

completa Ia dcmostración de (r.).
Para probar (r.i). empecen.ros por suponer que z .4¿ c §¡. De (2.2). es

claro que .: .,41 : eap(¿¿¡'(x)) A. Así que. de (2.1).

exp(z arg(:)) . exp(2rzf/N) exp(-2rik/N) u" € So'

paxa todo 'a' e An. Por lo tanto. poniendo u,' : exp(-ri l2N) ¡' Iuego

u' : exp(;¡¿/2N). existeu g. q' € Z tales que

- rl2\' < arg(-')+ 2rtlJ\'-2rl;lN - rl2N -t\rq < 5rl2N.
rl2N < arg(.2) -r2tif N -2rklN + ,r/2,\ + 2rq' < 5r l2N.

Esto implica que

- 3 1 < - \'or:(:)/2; - I - A - -\ a < 0.

- I .- -.\'ars(:J ¡2r - | -,( - -\ g' < 1 2.

O sea, si m(:) - I + A I 0 (mod l'). Io anterior c{iría que

m(:) -t+f =-1 (mod A) y trl(:) -¿+k=1(modN).
lo cual es absurdo. pues N ) 3. Recíprocamente. suporgamos que I - k =
m(:) (mod N). Tenemos qrie

z A¡ : t' exp (2:r'rit/N) ,40

: : . exp (2,rim(:)/l¡) .exp(2rzkl,\ ) "4a.

Si r'' e "4o, entonces arg(u') e I r/2.Y. r/21¡]. Pr¡r otro lado,

arg (: . cxp(2r;m, : I \ I . r') - arg (: cxp{2-,trr., r .f 1) : argtdr') - 2il'.

para algrin tt €Z.Pero. por (r'), sabenos que

/\alg (: . ,.x¡(2r,rrrl:) /I)) € ,0.:.. -\'\.
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así que

22

,. .d,u: {. e c. -fi 
= 

ars¡w¡- *e(r' exp(2tritlN)) 
= # )

(i) et," : fu ,o + €t,.' A^G'") : €t,a' A^G,, 
").

(iii) ár," < 0¡,,o # €t,,".4^c,, 
") 

C (r,".S-(€,.-).

Demostración. Probemos (i). Si ur e 2..4¿, entonces podemos escribir u : ::/
cor / e C'y arg (z' . ex?(-2 rtl./N)) e[-n/2N,n/2N]. Luego. existe g € Z
tal que

arg(tr) : arg(z ' exp(zri'l lN)) + arg(z' ' exp(-zri!. /N)) +2trq.

Además, como z.Al c §6, arg(ur) e l-r/2N,\tr/2N), así que

arg(tu) - ars(z' .exp(-2ri.l/N)) : a4(z .exp(2nil./N)) + 2rq
e l-r/N,arlN).

*g (, .el.p(z"z- f¿w) .r') - hú' e f-n/2N,br /2N) c [-zr, r).

Por ende, ú' = 0 y tenemos la contención

z A¡ c exp(2trik/N)50 : Sr.

La aseveración (vii) sigue de (vi), poniendo f: m(z) y k:0. n

Recordemos el orden total estricto sobre el conjunto {t e Z 11 < ú < rtl}
definido en (1.7). Dado a e ,S,,

tlot' <+ (0r,,.0n,, ó (0\":0y." y t'<t)).

para 1 ( t.t' < r + I. donde 0¡.o :: arg(€,., 
"rfr{2,r,-r€,.")/^-)). ), Si.o ::

n(f ir,"ir,") € C*. A continuación mostro¡emos una ca.racterización cle este
orden que nos permitirá relaciona¡lo con la función m y las regiones de C.
definidas en esta sección.

Lema6. Seano e 5,. z eC, (,eZ y sean L!t.t'1ril. Entonces
tenen'Los que

(i) Si z . At C So, entonces
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Couro AI ) 3, se deduce que g:0 \'

art,u' - arg(: exp'?;/r -\'r) = ¿¡g(¡ exp'-:r// r)

e i- r/ lr'. ;r/2,t'1.

Io que demuestra

ff < arg(u) - arg(:. erp(2rzlln.)) 
= * )

Por otro iado, sl ¿ € C" es tal que

-- _drs{_.exn(2;/i -\,)< -.\-<arclul- 2.\

entonces

arg(: rt, exp(-2ril/N)) - arg('¿') - arg(: exp(2zril/N)).

Por ende, :-tu e A1.1o que demuestra (i).
Por el Lema 5 (r'ii), sabenos que

{,.,-4-r¡,.,1, §r'.".4-1s.,..¡ c S¡. (2.6)

Para probar (ii). comencetros suponienclo c¡ue fi o : 0y o. Usando (:.0) ¡' (i).
teremos que

u' € (¡.oA-1¿, -¡ 
- 

-rl2N < arg(tr') -A¡."<rl2N
e *r,/2-\'< arg(u) - At., < rl2N
<+ rl € *."A",Ct ),

por ende, €¿"A,,C,."1 : €t'.oA-1t,, "). 
Recíprocamente. si

€t,A¡¡,i - €.,g4ac,, "t,
por (2.6) ¡' (i). existe ur € C* tal que

arg(rr,) - 0t.": -rl2N ."" - tr/2N < arg(4,) t)¡,." < rf2\'.

Por lo tanto, 0 < Ar,o - Ay." < r lN. Análogamente, existe t¡' € C* ta"l que

arg(2,) - 0t., : ¡¡ l2N. ¡' esto implica que -r/N I 0ro - 0t,., I 0. Así que

0t,":0t'.,. Io que demuestra (ii).
Finalmente, para probar (iii), usando el Le¡la 5 (r') tenemos quc dr." I

á¡., si, v sólo si.01fu,"-0t," < 2z/,\. Por otro lado. como (¿.¡,o:6 "(;t,existeq€Ztalqre

0,,,,-0,,,-ar'({t,¿,,")-, I+l-'"1i'-) *r,n e7)
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Por Io tanto, Ar." 1 0r,." es equi\.alel)te a

-r. -A ar-e](¿'r'") 
- n(€¿,,,) +m(€¿,o) -rq< 0. (2 8)

Si suponemos qr:e á¿.o 5! 0¡.". de (2 8) deducimos que

m((,,.¿.") = m({r.,) - m((,.") (rnod N).

lo que. por el Lema 5 (r.i). es equiraler)te a que €t,r.". A.,c,,.") C .1o¡(,").
\.{ultiplicardo esta ú1tima contencion por €¿.o, obtenernos que

€t,." . A^(.€,, ,.) C €¿." 
. §*a,.").

Recíprocamente. supongarnos que §,.,, . .4*1¡,, 
", 

C €i." . S",r€. .t. Si A 1., , At, .".
entorces podemos conclui¡ de (2.7) que

Ar --^ /. \
o. # - r,,1, or-mr{..'-.\-g. 1.

Pero es¡o implica que

m(€,.,,.") = m(€¿,.") - m(g¿,") + 1 (nod 1:).

Io que. por ei Lema 5 (vi). coltradi:e a §t,,. . -4",tc,, -) C (¿,o . §,1¡, 
"1. 

Por 1o

Con e1 lema precedelte, hemos crnseguido la siguiente caracterizac ón del
orden <o. Consideremos las condiciues

€r."'4*c,. l$''4,-lc,,"). (29)

€r,,. A^C,,, c (t.,'§"is,."t. (2.10)

€,,"'-4",re,." - €t,."'A-t.c,, "¡. (2.11)

t < t. (2.12)

Corolario 7. Para tod,os 7 < t,t' :. r I l. ter¿emos que t <o t' si. y sólo
s'i. el par ordenado (t.tt') satisface. oara o. las condiciones (2.9) y (2 10). o

bien. (2.7t) y (2.t2).

Supongamos que I <" f'. Si

m(€¿,.¿,") = m(€¿,") - m(€,,,") (mod N).

entonces. por Lerna 5 (r-i), tenemo; que (r,,¿,,, . .4,"tc,,l C S-1g,,."1, 1r cual
equilale a €,.,..A-te,."l C §¿,,".S,i€,,."). Como <o es rrn orden to-al. Ia
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condición (2.10) implica que {¿ " 
. -4-16, .¡ : (,,." . -4-re,, ,t. Por lo tanto. (2.4)

implica qne (¿." .Ar*-(e,.,) -- €t,," Av^t¡,, 
"1 

¡'. por (2.5).

(¿."' -4r+-(s,.1: §r',o .4r+-(e,,.lC €t'." S*tc,,.)'

Por otro lado. si

m((y.,") = m(€,") - rrl((¿,,") -' 1 (mod N).

similarmente concluimos que (¿., ..41-¡-1E, ,l C €¿,.".S-tc,, -1. En ar:rbos casos.

se tiene que

(¿," 
"4r+-re, ,) C (t'." S-te,, .t.

Así. hemos obtenidr¡ el siguiente resultado.

Corolario 8. S¿ f <" tt. entonces

(¿'" "4r+-(e. "lC 
(,',' 'S-tc,,."1'

y si además. (¿," . ",t",(c. .) / €r,, . A",te,, .¡. entonces tenemos (lue

€¿." "4r+,,(e,.") c §r,,' §*(€,,,).

Para finalizar esta sección, pro'baremos un lema que nos será de gral
utiliclad más adelante. Por definición. e1 ordel -(o depende de la permutacióu
o € S,.. No nos interesará estudiar el comportamiento de <, basáldolos en Ia
relaciór eltre a 1, alguna otra permutaciór dada, excepto en e1 caso especial
a continuaciól.

Lema 9. Sar.t, o € 5,. Defln'im,os á e S, tal que á(.\) :: o(r) U, para cadu
2 < j < r. á(.j) :: o(j - 7). Adrcmds. cons,ideremos el conjunto

,. - {, S t<, - r lr,,t;.r - .(,.o)= m(¡.r . )-rn{€,.", ,rnod -\,}
y su complemento Bi c {7,....r+ 1}. Entc¡nces

(i) f,*r.a: .,(ü. ft.. ! €t+t;:.!ll, e,, (1 < f < r).

(ii) l<.¿/ ++ ¿+l<6t'-l1 (1 1t.t'1r: t.t'e B,ót.t'€ B;).

(iii) 9,"..4-1s,"1 :€t,,".4",G,,) ==..+ (t.t € B" ót,tt€ B:).

/iv) 1-. 1 .t'-l-;t-l (l .t.t'<t: t€Do: t'€ B;).

/\.) i c B:. t'(Ba 
- 

t'.ot (1 <t.t'<r¡.
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Notemos q.ue Bo f u. ya que, como $a1,o - 1 y m(1) : 0, se tiene que

r + 1, € B" para todo o € 5,.

Demost'rac'ión. Que f*r,a - €,\,)' f¡o sigue fácilmente de Ia definición (1.1)

de .f t." y de la defiuición de ñ. Ademas, como el vector f,+t,o to depende de

a, de Ia definición (1.3) de $.,, obtenemos (i).
Probemos (ii). Si ú,¿'e .B,, usando (i) obtenemos que

€¿+r,6 ' Ám(6r+r,a) : €t'+t,a /*(€y+r.;)
rlr - , 11)

- 
€".",€,." /,,,";,,:,e, " : e'"i,¡0.,'A^,,,",..c,...

= €¿.' ' /-1.1i¡,¡*-«,,,r : &'," /-r,!i,,rr*-rc,,,r

# €t.o A¡rÉt,): 1r." ' A-(c,,.,).

Esto implica que el par (¿ + 1. ú'+ 1) satisface (2.9) pa.ra ñ si, y sóIo si. (f. tr)
satisface (2.9) para a. Por otro lado,

€t'+t,a'AmG,'+t¡t c €t+r,a ' 5-(€,*r,;)

:'li),r gr," . /*1.!1),, 
e,,,. r c .!i|, c,." . s-1.!i),e,.. 

r

<+ €¡,, ' /-1.!i)",¡+-te¡.-t c &," ' S-t.!1,,,1*-te,,.r

=- €r,.o .A,,t1,,.) C (r.,.s-r¡,."r.

Entonces, (t,+1,,t'+ 1) satisface (2.10) para ñ si, y sólo si, (Ú,f') sarisface

(2.10) para a. Adem¿ís, claramente (¿ + 1,¿'+ 1) satisface (2.12) para ñ si, y
sólo si, (r. ú') lo hace pa.ra a. Por ende, hemos probado (ii) cuando t,tt e 8".
Si t,t' € B',,1a prueba de (ii) es análoga al caso ante¡ior. Basta notar que

t e B', e * (.!,)', .e,,") 
= *(áti|)) + m((4") - I (mod .\¡) (2.13)

(ver Lema 5 (iv)).
Para demostrar (iii), sea (¿," 

"4", 6,¿ : &,," ' Aa¿,,..¡. Multiplicando esta

identidad por e!1,),,, obtenemos €r+ ta'Ao,c,'): €t,¡,a'A^G,t,,"). Si asumimos,

sin pérdida de generalidad, que t € Bo y t' e Bi, entonces

€,+r,a' -4-,r.,.-,--t"lil.rt : €t'+r.a' /-(e.,, -y-,,1.!',),¡-r,

pero, por (2.4), esto implica que

€¿+r,; ' /*(4,+r,a) : tt,+r,6 '/-(€,,+.,a)-r y

€¿+t,a ' /r+-(€,*r, ) : €r'+t,a ' A-G,,+, ¿)'
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Luego, usando el Lema 5 (vi), 1as dos identidades anteriores implican, res-
pectivamente,

(i+r,a -A*16,1, ¿1 É (r'+r,a ' 5,,(€,,-,.¿) ]'

8, +t.a . A^te,,,, ) I tt-,.a . S",te,,,.rt,

lo cual contradice que <d e-s un ordel total. probando (iii).
Para probar (irr), como t e Bo -\ f' e Bj. notemos que (iii) irnplica quc

Q.,'A^t.e,i I €r,,,'A*te,,.¡ Lucgo. usancio el Corolario 8. tenemos que

€t,, ' /r+Inte,_, ;t-^i.!,,),,t C (r,., 's1*-1.,,n. ul *t.!'r).r r

o. equivalentemente.

(¡+r.a ' 1-(s,,..¿) C €r,*r.a E,(s,,-, ") 
(2.1+)

Si

{¿+r.a /m(€t+L;) * €r'*r.a' "4'"(6,,.,.;)'
entonces (2.14) implica,ría (ir.). o sea. implicaría que ¿'+ 1 3; t * 1, pues las
condiciones (2.9) ¡, (2.t0) serían satisfechas por el par (t'+7,t-L 1) respecto

cle ñ. Si. por el coltrario. supolemos que

€¿+r.a',4d¡,*, a) : (1,+r.a .4-fe,,*,,1

o. equivalentemente, que

¿r'(I) (,."' /-(., 
.r --r.!i) r ) 

: .!lf 
, e,,-' /,,re,,, 

r+",r.f,,,.r )- r,

teldríamos
€,, '4t*-(c'.") : €v." ' 4".c,,.")'

Como f <o l'. esta última identidad, junto al Lema 6 (iii) ¡. (t.Z), implicarían
clue

€¿o "4i+,,(s,.) C €¿,"'§,,(6,.-).

lo cual. según (2.5), es imposible. I)e esta malera hemos probado (iv).
Finalnrente. prober:nos (r') por reducción al absurdo. Si t e B;, t' € B"

-\ t <" t'- entonces (iii) ¡' el Corolario 8 implican que

€t+ti A.,(.C, ,;-z C €t,+r,; 5-t€,,+,.¿). (2.1ó)

En vista del Lema 5 (r'i). la ecuación (2.15) nos dice que

t:r((i. r.c(¿,r.o) -m,t, - ¿\-2= lnr(,-lál ltnod.\ l.

pero esto contradice el Lena 5 (iv). D
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2.3. Dominio de /
En esta sección defiriremos e1 (r" + 1)-toro f. dominio de las funciones .F

¡' I.¡ rnencionada^s Iuego del Teorema 1. Notemos que

€"*r,": ¡(/,.i"f.],") : t (a e s,).

Eltonces m({"-r.") : 0. Sigue de ia definición (1.7) del orden -<. ¡'del Lema
5 (v) que r+ 1 <o t, para todo t + r +1,¡, todo a e S..

Como (¿." . .4",te,..) C 50, para todo 1 I t < r + 7 ). o €,S,. teDem ls que
exisre un úni"o d.., € Z ta) que

l1
\-.""r-- r' ,-\-..","r ,- l=-,, 

-,)-) = - = t-\
z!-"'ét'o., t' /-"'¿''".: t ' l_\. j-\.i
,- l

(2.16)

, . rt+l , 11)doude ).. ; arsl¿,'. .,) es rndeperrcliente de o ¡' Ios sumandos corr ]spon-¿J=Lv\o\J1]/
dientes a.7: 1 sol considerados co,no 0. \otemos que

P"(r+t):r-rl (2 17)

Teniendo en cuerta (2.16), ¡. ccnsiderando la permutación p" ( S.+t
definida pol (1.8), llegamos a Ia sig riente definición.

Definición 10, Pnro I<l¿r-1. p:\o.q-n)€d. U.¡ aZ 'a0
0.¿.o,.¡ € R d,efíni,da por

,]

o..";:- ¡lr . €, ",- j) _ d,".

Defrnimoo o, ,, ¿ o, - c.. É lR'-l aÍno

lsr
. J »;=, eo(j-l) r aLo.n.er+r si t l" p"(q).

or.rr : Q¿,o,q,r :: 1 .-í
|.Ir=,'" ¡ t - oto.n- t "r-) "it --o po(q'

p.(.s)

._ \.-O--2.p - O.-2.o.a,. ,= )_e",;- ¡ t 0¡-,q..6.¡tt't7-1.
j:1

Acá. por def,n'ición. eá(0): €0 ::0'U Los'üectores e1.e2,...jer+r son a t)ase

usual de )l:' -.

Lema 11, Para cad,o. p: (o,q.rL) e 5,.. el conju'nto {or.,}r<r<"*, es aftnmen-
te independiente.
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Recordemos que un subconjunto {u1}11¡1n de ur espacio vectorial real I'-
es afínmente independielte si. ¡' só1o si, e1 conjunto {u, - u¡}r1.;1" es 1R-

Iinealmelte irrrlependiente para algírn .i € i1 . . n] fijo. 
t+:l

Demostrac'ión. Probaremos el lema mostrando que {o¿,r - @r+:,¡, } r gr3r-¡ r es

linealmente independierte en lR'+l . Sabemos que el conjunto {e,¡-11}r1t1,+r
es afílmente ildependiente er R'-1. Esto implica }a independclcia lileal clcl

conjunto {u¿}r<¿<,a1. donde
t+ P' i't)

t p"is)

,, =\-, _\-,ul . 1¿,d r_ 1_'oJ_r.
j:t J=r

corr el producto 'u¡e[*r: ¡1. Lue¡¡o, 1a matriz de tar:raño (r - 1) x (r + 1)

(.'üt I op"\d.p - o,+r,p)ilt<.+r,
r+p"lq)

(2.18)

cuyas colu[nas son los vectores t4 y e1 vector óp,k),p - ó,+2,¡,, tiene deter-
mina.nte no nu1o, pues de la Definición 10 tenemos que

-t
Óp"G!t,p- @¡+2,!: lr 'e¡+I'

Además, notemos que

I u, + lo, ".,, - o o"¡r¡,o.,-t) . e,¡r sr p"(q) -<,, t.
ott - a1+2,t) l: \

[, ,,...,=' - on- ,..o., . .\' , "-1 .i I <. p.(q,.

para todo 1 < t < ri1 cont I p"Q). Por Io tanto. cs posiblc llo'ar Ia matriz
en (2.18) a la matriz

(Ó,,u - Ó,*,'"),:,:,*,,
mediante operaciones elenentales, 1o cual inrplica que el conjunto de vectores

{fu,t, * a,+z,p}r¿1,*1 es linealmente independiente en lR,+1. tr

El lerna anterior implica que todo subconjunto no racío de {o1,, }1<1<"-z
es afírmelte ildependiente el R'*1 .

Ahora recesitamos establecer cierta notació1. Si tr'1. . . . . u,¡ son elementos
de rrn espacio vectorial real I'1,'. el po1ítopo (cerrado) que ellos generar es el
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r:oljunto cle sumas con\¡exas

(
P - P(u'1.....u,):- {.r'€ TI'

t

,-fr,r,, a,>0, iq:r].Zr " "' Z---) '
t-l /.t )
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En general. .1 ,, : !f-, árur¿. ó¿ ,= R ¡. Il=, ü, : 1. Ios escalare ; bi se

llaman coordenadas baricéntricas ce ¿, respecto al coniunto u,,1.....?t¡. Sl

además u'r.....u{ es afínn.rente indt.pendiente. las coordenadas baricé:rtricas
de u estár.r úrri<:amente deterrnilad¿s por ur v podernos escribir ü¿ : ü (u:).

Seaoe)r1'sean

1-I\ l¡ -),.,-- Lpo.-t -l't ,--t.u.,-Lpo I u't'e | (1 !/1r-I).
j:L J:I

Si z. y € lR'+1 sol vectores tales quc r(j) - ylj) (.1 < j I r), entonces

,+1 r+1 r+1 r+l
,-fó,,.. .r,-\-ü:.,,. \-4, - f L'. - | 

- 
bt -b'. .1 ! t < ^- t¡.z, " l- /- 1- |

t:t t:1 /:r i=r 
(2.20\

Para probar esto, es fácil ver que

br+r -l-...-b11¡1 :b',*r+...+í,,, (1 lrl.),
multiplicardo r e y por el r,ector traspuesto el)¡¡ r'usando rul : yfrr (1 <
j < r). Luego, es claro que bt -- b! Q I j I r +.1), pero como Ia suma de las
coordenadas baricéntricas debe ser 1. también telenos b1 : ó1.

Con esta notación en merte poremos, para p : (o, q,'n) e S,,

. '/,^ , \! .r - t t.o.o.n ._ I 
\1C-//.]- 

t-:i:"_t/

p., - pzor.n,- .-({r,.,, 
,_,,;,";i)

El siguiente lema nos permitirá dar ura descripción aiterlatir''a del prJítopo
o-etrerado oor lo. r'értices o ,,.a,,,.. ...o"-,

Lema 12. Sea ¡t: (o.q,n) € §, . 5, ¡'1 , . . . . r" ' e l0.l) satisfucerL

,("it)) ;, r('(:)) > ... > ,('h)).

entonces eri,sten unos ún,icos y1,y2 €P" de morLo que

(r('),.. ., r('), y,) e Pr,, r'. (r(t),. .. ,rl'),y2) e P2,u.

Más aú,n. tales y1 e y2 cumpl,cn yl :: y2.
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Así,

Demostración. Pongamos 61 :: 1-r(o(l)), b, ;-- r@Q-r)) - ¡("(t» (2 < t < r)
y br+r:: ¿(a(r)). Ql¿¡ans¡¡e b, > 0, para todo 1<, < r+ 1. Adem¡ás,
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r+1

, =l b,Er,, e Pr,,

y podemos comprobar qre uelrrr: r(d(i)). para cada 1 < j < r. ya que

..-T ,:¡_,-.1 /r"{o(ir) _ rlotatt _ ioti)t.u¿du) - u¡_l*.,.-uJ_t - u'_tr \r ' -"( l

Por lo tanto, poniendo fi := uef,*1.Ia unicidad sigue de (2.20). La prueba de
existencia y unicidad de 92 es anáJoga. usando (2.19).

Para probar la última parte del lema, de (2.20) se sabe que los vecto-
res u* := (r@,. . . ,rQ),,yr) ! uu. :: (x(r),.. .,rk),yr1 tienen coordenadas
baricéntricas iguales sobre Ios coljuntos {ór,r}r<r<,*, y {dr,p}1<r<r+2 respec-

t+p.@)
tiva¡nente. Qomo {@¿,p}r3t3,+t y {ór,u} st<,a2 difieren sólo en los elementos

t*p"Ql
Óp,k),p Y Ó,+2,p, se deduce que

t)u, - I)st : b(ó,+z,u - óp"(s),t'): *",*r,

(2.21)

con á una de las coordenadas ba¡icéntricas de us, respecto de {Q1,r}ryt-+t.

Por lo tanto, (ur, - ur,)e!*, : !)z - h > 0.

Notemos que tarto !1 como !2 en el Lema 12 dependen de ¡; e §, y de
Á1),...,a(t) e [0. I]. Entonces, dados p = (o,q,n) e I y r € R,+r tal que
sus primeras r coordeuadas satisfacen

1 2 r(a(t)) > r(o\z)) >... > r("G)) > 9,

en adelante escribi¡emos

ai,p(t): a*,q,-(x) :: yn (i: 1,,2).

Notemos ademrís de (2.21) que u : u(t) es una fulción continua de 01 ya que
cada b¿ : ó¿(r) 1o es. Por lo tanto, g1(t) = u(r)elo, también es coltinua. Lo
mismo para gr2(z).

t+p"(q)
u
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Definición 73. Seo p - a.q.tl)e§.. D .nn,nr,,"

n - 7r .-l^.--,-,up_uo.q,,_\,=^
! > ...o t ¡' ¡'".:, - ... > -r, -, > U. l

,L ,,r¡, < J^ -l < yrrrrl. ]

Dado p : (.o.c1.n) € l, ,1"1 L.rlu 12 deducimos, por Ia convexir lacl de
Pr.p l' &.r. que

(.7 -t)y¡,r(x)':ty¿.p (:) :y,,r((1-¿)r-¿.:) (i:1.2: f € 10, 1l: r.: : r/,).

Con esta identidad. queda claro qur D, es con1,.€xo. Además. cada ci¡,, € D,
(1 < I < r + 2). Para verificar esto t ltimo. basta rotar dos cosas. La p:imera
es que

o\;, lt sii</. ll ;i j < p-,,.qt.o..- =< ó ^ =<tP 
[0 si j>r. l0 si j-p,s,.

para 1 5! j.t < r + 1. La segurrda eir quc

r¡-1r r -l'o',,' : g1." o,.,' \ o- 1,,: g2., '6 -...,,".

pues o,.p Q Pt.p l' 6..:., € P2,r. lara lod.¡ I I l:- t-1. -A.si. p, lenro:
concluir

P(Ót.u. o:¿,r. ..,Q,+2,t) C Dp.

Por otro lado. todo r € D, está contenido en el segmento recto q 1e une
los pultos

(/' ..... t' .g..L,tt't) t 11.u )'

así que

(utl),....r,('). y2,"(u)) e P: p.

P(.Qt.p. ó2.p. .., a,-z.p) : Du. l, ,)\

Por el Lema 11, tenemos que "D& es un (r + 1)-símplice. Otra propiedad
importante de los D, : Do,n,n es que, fijando ú e Sr y haciendo coúet q y n
de cierta ma¡era, es posible "apilarlos uno encima del otro" de tal forma que
los símplices contiguos se intersecten en un r-símpüce. Más precisamente,
dado o € S,, de (f.8) y de 1a Defi:rición 10 se verifica que

ót,o.q-t,n:Qt.o.q.n 7 óp",,1,o.q-t.n:itr-t.o.q,n (2.23)

(1 < ¿ < r +1, t + p"(q): 21q I r t 1: 0 < n ( N - 1). Tam1.,ién se

verifica que

Qt,o.r+r,n+L : Ót.o,t,n ) dp"(r),o,.+r, n+7 : or+2,o,t.n
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(1 < t < r+l. t+ p"(,1):0 < n S -A¡- 2). Como consecuencia irmediata
de estas identidades terernos que

Pt,o,,r-r.n - Pz.o,q., (2 lrt< rr1: 03n<-\ *1).
P\o.,+t.,-t - Pz.o.t,u (0<n<-\ -2).

Luego. aplicarrdo el Leura 12 a esto Í1ltimo. obtenernos Ia cadena dc desigual-
dades

yr,,.,+i.o(z) < yr,,.,.0(r) I I yr.".:.0(r) < ur." ,, n(r) <

9r,".,+r.r(r) < Ur.".,.r (;r) 4 "' 1yr.,.r..t(.x) < gt.".r.r(z) S

:

ur.o..+r.,t -z(r) < yr,",,.¡-z(z) S "' I yr.,.r.,r' z(r) < yr.".r.¡ z(z) <

lvr.o.,-r.,r -r (z) < gr 
".,.¡-r 

(r,) I I yr.,.:,¡'-r (r) < yr...,.r-, (r). (2.24)

para carla r € I0, 1l' x lR ta1 que ',lo(1)) > . > r(o{r)).
No¡emos que esta caderia acaba cor el término g:.o.r.,r.-r(r). De hecho,

este término es e1 único de ]a cadena indexado por 2 en prirner }u¡qar en vez

de por 1. Sin embargo. es posible cambiar esto debido a que
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P:.o.r,¡-r : P({or.,.r,,r-r},<r<.+:). t+prtr)

: P({o',,.,*r.o * e,-r }rs¿s,+r )
: R,o.r+t.o + É¡+r .

por Io que

9z'" r'r'-r (r) : 1 ' gr,'.'+r'o (z)'

siendo y1.,.,*1.6(:) e1 primer término de 1a cadena. Por esto abreviaremos

ar!) : a,.q,,(t)': ?tr.u@) (p - (o.q.rL) e3,)' (226)

para cada r € i0, 1l' x lR tal que ,'(a(t)) ¡ " > r(a(r)).
Con los con:ientarios del párrafo anterior hemos encoltrado que, si ¡one-

mos

(2.25)

a- ,: {, 6 p'*'
t

entollces

7 > ¡to t, t,.ro r" > ... > ¡,"' ), > 0. I

i," ,,o ,, <..'-' S I --,t" " t.urrt. ]

,,: U a":Uou
des, peí,

(2.27)
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Son tres 1as características que nos interesar¿í¡ de D. Una de ellas es que,

siendo 1a unión finita de conjuntos compactos, es un subconjunto compacto
de R"+1. Ademiís, D es la clausura topológica de un dominio fundamental del
grupo aditivo lR'+l bajo la acción del subgrupo Zr+1. De hecho, el conjunto

o:: U o". (2.28)

(.) J.. -*"*,,-" - i- -^
J > J"(ott., > r.,2, -. ... > r.-¡, > . I
llo.r. t.o,: 

'< 
.r "-l < t - g,., . ..¡ ,,. I

es tal dominio fundamental, por lo que el cuociente

T::D/- /r r0)

es homeomorfo aI (r + 1)-toro ca¡rónico Rr+l fzr+1 , donde - es la identifica-
ción de elementos en la misma órbita respecto de la acción mencionada.

Finahnente, concluiremos esta sección probando que 1os conjuntos conve-
xos D, conforma,n una descomposición simpücial de D. En vista de (2.27),
para mostra.r esto, sólo necesita.rnos veriñcar que los D, se intersecta¡ ex-
clusivamente en caJas. Recordemos que Ias caras de un símplice P son los
símplices generados por subconjuntos de1 conjunto de vériices de P.

Lema 14. Sean o.o' e 5,. Si w € IR" es fal gze

,,(a(r)) >'-*(o(:)) > ... 2 zr("t)) ). ?¿,("'(r)) ¿ n\o'lz\ >...>ru'"'rr).

entonces -(.dti)) : u,(."'li'¡). para tod,c 1< j < r.

Demostración. Supongamos que u,('(i)) +a(.o'ti)). para algiu 1< j < r (sin
pérdida de generalidad. supongamos eue ¿r('{j)) a ,,{''Ú))). 6ot ro ¿,('(j)) a
u,io'|j)) < u(o'(¿)). pa.ra todo i € {l 2 j], tenemos que ha¡' al m:ros j
coordenadas de ,,, estrictamente mavores qrre u,("(i)). pero esro cor.ltra lice

L,(a(l)) > ... > r,("(j)) 2 ... ) t¿,('(")).

Io cual dice que ha¡.' a lo más j -. 1 de tales coordenadas. Por Io tanto,
,r(a(j)): ?/.(d'(i)). para todo 1<j < r. tr

Lema l-5. Sean ¡t : (,o.q,n), ¡r' -- (o'.q'.n') e §,. LLamaremos 8",,, c Z
al conjunto

{zatar*t {o(i-7\:
t - - I L ¡r' 2 < j < tj : {o'(i - 7) : 2 < j< t1} Lr1tl

Entonces u alen las si,guientes aseuerac,iones.
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(l) Sea u e [0, 1]' x R tal que

,(o(r)) >... > r(o(r)) y u(c''(1)) >...> u(o''(")).

Si

r+1 r+1

u :!brór, ó u = (b*s¡/N)e,¡1 iDbrer.,¡" ,,
¿=l i=l

con b¿ e IR, entonces bt : 0 cuand,o t / A",",.

(ii) ¿ <" t' + t <o, tt (t,t, e 8",",).

(iii) a¡.,¡ -- a¡,o,.¿ (l e Z: t €8"o,).

(iv) Sz á c {dr,r}r<,<.*r y A' c {ó¡,u,}4t<,+1, entonces

P(A)ñP(A'): P(AnA').

Además, esta afi,rmación se mantiene si reemplazamos ambos (o uno
de Los) conjuntos {ór,r}r<rs,*t U {Qr,",} t <r<,+t po, {Q*¡,*-r)tálil
g {Ór.,,.t,N -t} ryr3r+2, respe'ctiaamente. Acá. cons'id,eramos P(A) :: a.

t+p/(1\

(v) Dad,os o,o'e 5,, 1<q(r+7 U 0(n( N-1, eristen
1<8<r+1 I0<ñ<N-l tales que

s",q,"(u) : ya ,q,a(x) ó y",r,.(u) : 1 -t s,, ,, ,s(u),

ptara tod,o u < [0, 1]" xR que satisface

,(a(t)) >... > r("(.)) y u@'O)\ r... > r(a'(rD.

Ad,emds, y",,+t,o(u) : A",,,+tp(u) para tod,os estos u.

Demostraci,ón. Pa.ra probar (i) comencemos por notar que

u@Q)) : ueTu): b,+r * . .. 'I'b¡+t (L< j<r). (2.30)

Si2<¿<r+Lestalque{a(j-1) l2< j <t}+{"'(j-t)12< j <t)
(notemos tlr+7), entonces existe 2 < j <tral que o(j - 1): o'(¿) con
t 1 i I r. Esto implica que

1 > ... > u@'U-tt) >... s u@'\t-t)) >... > r(oU-t)) > ... > 0,

ói)
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r+1

y.como por Lema 14 se sabe que ¿r(d'íj-l)) : u@a-11\, tenemos que 2(a'(i-1)) :
u{a'(t)). Por lo tanto, ü(o(t-l)) - r("(t)) y de (2.30) concluimos que ó¿: [.

Para proba.r (ii) basta nota.r que 4' = &,", y $' : (¿,.o, para todos
t,tt e 8o,,,. Luego, (ii) sigue de las condiciones (2.9) a (2.12) que caracterizan
al orden <..

La afi¡mación (iii) sigue directa¡nente de (2.16) y de la definición de o¿...¿
(ver Definición 10).

Alora probemos la primera parie de (iv). Es claro q:ue A ñ A, c ,P(A) n
l\A'),y* aún, como P(,4)ñP(á') es convexo tenemos p(AñAt) C p(á)n
P(A'). Para. probar la otra inclusión, supongamos que p(á) ñ p(A,) I @
(en caso_ contrario la inclusión es obvia). Recordemos que, por el Lema 11.
{ót,"}i!l es a.fínmente independiente, e igualmente par i tOr,r,¡;:i Tomemos
D e P(A)nP(At) y expaadrímos1o en sus coordenadas ba¡icéntricas respecto
a Ay A'.
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u:Dbrór*-Dbrór,r,
r+1

¿=l

dondeó¿,ój >o; Dl5b,:»i:lbi:1; ár:0 si ó¿,"1A y bt,=s
si tit,p, / á'. Como de (2.22) sabemos que p(.4) C D* ! p(A,) c Du,,
tenemos que

,('(t))>...>r(at)) y ub'O» >... > r(o'(r)),

por 1o que D@U\) : a@'U)) y entonces br: bi (ver el Lema 14 y (2.30)). Así.
de (i) sabemos que

L ar(r,u - ,br,r,) - o. (2.31)
te8ú,ol

Luego, supongamos (sin pérdida de generalidad) que r¿ < n,. Si n < n,,
entonces Definición 10 y (iii) implica (g¡,r-Q¿,r,)"T*.,, S 0, para todo f e Eo,o,.
Por lo tanto, de (2.31),

bt:4>01ót,p=ót,p,,

así que u e P(Añ,4). Sin = n,, suporgamos que existen I <t,tt < r + L

tales que

(ót,, - Qr,o',n,,n)el*, .-0, (2.32)

(2.33)(ó,',u - óv.d,q',^)eT+t > 0.

O sea, ú f ¿'. Si ¿ <, ú/, tenemos por (2.33), (iii) y Definición 10 que á lot' <" p"(q), es decir, (/¿,, - ót.,,.q,.,)e!*1 ) 0, 1o que contradice 1i.;Z;. Si
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t' <" t. por (2.32) (ii). (iii) 1. Definición 10. t' <, t <. p"(q').Po1 1<l tarto
(or,, - er.",.0,.n)r|, < 0, que coltradice (2.33). Así procediendo como el e1

caso ?1 < n'. deducimos que r € P(.,l n 1').
Para demostrar Ia segunda parte de (iv). notemos que Ia prueba de que

P(A) .P(.4') )P(.4nll')

sigue como en la primera parte de (iv). así que no la rcpetiremos. Para la
inclusión reversa, primero verifiquemos el caso en que A c {0,.".1,N-1hr:+;<.ili

¡. A' c {o¿.r,}11¡<,+r. Sea. r' e P(-4) et P(.4'). Expzrndiendo r en sus coorde-
nadas ba¡icéntircas respecto a,4 r'-,1'. teremos

r+1 r+l
t; : (.b0"¡¡f N']e,¡, + I brór.,.r,^- r:LbrO¿r,

37

Usando nuevamente (2.30). llegarnos a que b, : ói. Luego, Io anterior junto
a (i) nos da eue Iter",, áicf, : g. ¿on¿" d¿ es de 1a folma

Qt.o.t,x-t- at.y, (t e*".",, tr p"Q)),

o biel.
or*2.o.1.N t-óp"o),p, (p"(1)€!S"",).

En cualquiera de estos casos, Definición 10 ¡' (iii) ros muestrar que d¿efl*, )
0. Por lo tanto. cada vez que b¿ ) 0, tendremos que d, : 0. Io que implica
queu€P(AnA',).

EI caso en que ,4 c {ó¿.¡}r5r5,+r ¡' -4' c {ot.,,.r.,r. r}rs,<,+: sigue. por

si¡netría. como el anterior. 
t+pdlt)

Supongamos que ,4 C {o,.".,.^ ,}r,7;1,r. A' C {atd:.r,'-r}}:;::,1i , , .
P(A) ñ P(,A'). Expandiendo nuevamente ¿, cn sus coordenadas baricéltricas
respecto a -4 r' ,4'. nos errcontramos con

r+1 r+1

u: (br.111,/.\ )e,11 +f b1o¿.o,1.¡- r: (b'o",1yf N)e-+, + Iüio,..,.r.^ ,.
t:7

En vista. una vez más, de (2.3tt), tenernos Ia igraldad de l¿rs coordenadas
baricéntricas ó¿ : á1, donde, por (i). sólo nos interesan los índices t € 8",",.
Por otro lado, de Definición 10 I (iii), teuernos los siguientes casos.

1. oi,o,r,n 1 : or,o,.r.N r (t e 8,,",, t+ p"(t). t I p",(t)),

2. er+2.o,t.N-1: Pp,(r),o,.r.N-r (p"(t) e 1s"",, p", (1.) + p"(1)),



CAPÍTULO 2. CONSTRUCÜÓN DE F

3. or+2.o.r.N-r : o,+2.o,.r.N-r (p"(1) € É" 
", 

, p",(l) - p"\:.1)').

1. ep",(1).o.1.N-\ : ór+2.o,.1.^--r (pr(l) e 8,.",, p¿(1) i p"0))

Por Io ta,nto. t' e P(.4 ñ A').
Finalmcnte. para probar (r.). pongrimonos en tLes escenarios. P.imero

supongamos que ¿ <, p"(q), para todo I € $.",. ¡' que n I N-2. De
esta manera. usando (iii) tenemos cl.te rit,u : ót.o,.r+t.n¡t para todo t a 8".",
@: r-11'ñ: n+ 1), pr.res t f., rr1 para todo 1 < ¿ < r'+ 1. Err se¡undo
Iugar, supongamos que f <o p,(q). para todo f € !6,.,,. 1' que n : ,iv'- 1.

ED este caso. como a¿.d.^ : I -l a¿.o¡, procediendo colr.lo en el caso arterior
obtenemos eü€ o¿.¡, - er+tlóto,.r+t.a para todo t € 8".",. En tercer ¡' iltimo
Iugar, si existe t €8".", cont f" p..(q), porgamos

,. ,:,J¿11,i, l" p"(q)\

Es decir.

t' r'. P"',q1. l' € Eo.a'. t' f tu /o -o i

(notemos que Eo,o, I a, ya que 1 € !8,,,,). Defrnarnos f' :: (p",)-1(t6).
Luego, si t <" p"(q) con t € Eo,o,, entonces t -1o t6: p",(A).Si t l" p"fu)
con t e |Bo,o,, tenemos que t f" t¡ (por definición de ús). Usando (ii) y (iii)
se verifica gre ót,p - ór,o,,¡,n p*u todo ¿ € A",", (ñ : n). En particula,r,

ó¿.d,¡+1.0: Ót.o,.r+t,o paratoclo te t3".", (¿o: r+f : r - 1). Esto co rclu1'e
nuestro análisis de los t¡es escenar.os posibles. Por otro iado. si l e trt'+r
satisface u(a(1)) > . . . 2 .¿:(.(')) ). ¡(''(1)) > . . . > ,("'(")). del Lema 1:l j- (i)
sabemos que podemos escriblr

(.(1)... ., u(').3r,,(r)) : ! ü,o,,,
te$. ",

Por Io tanto. (v) sigue del Len:a 12 ¡.de los tres escena¡ios arrte¡iores. X

Proposición 16. S.on p: \o.q.n p'- ro'.q'.n') € 5,.

Dp. D, : P(ior")r<i;.r-2 a {o,.,. },.,." .,). (2.34)

Demostmci,ón. Iniciamos esta demostración verifrcafldo que el conjunto en el
lado izquierdo de la ecuación (2.34) está contenido en el conjunto del lado
derecho. Sea u e Dpñ Dp,. Por la Definición 13, tenemos que

38

ur,¡,(r) < ty'tt') S a:,,p, e atp,Q-) I x\'-t) a ,r.u,. (2.35)
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Adem:ís, la Defi¡ición 13 nos muestra que, paxa proba.r

u e P ({ót,t h<r<,+z ñ {ót,p,} ryt<,+z),

debemos veriflcar tres posibilidades (sin pérdida de generalidad).

(2.36)

Ur,p(u) < Y2,r(x), Ar,1"'@) : Y2,u'@) ó

Ur,p(u): Y2,"(u). U¡p'(a): Y2,u'@) ó

At,p(a) < g2,r(u), A¡p'(a) < g2,"'(u).

Supongamos que y1,r(r,') < az,p(u) e yr,r,(r) : Az,p,(u). Como en este
caso tenemos que

ayp,(u) : ?/2,p,(u) : 1,Í+t¡ ,

quedan inmediatamente descartadas

ut,u,@) -- w,u'@) < ar,r(u) e az,*(u) < ay¿ (u) : Y2,*,(a)

(ver (2-3S)) . Además, tampoco podemos tener

At,P(u) a AtP'(u) : uÍ*') < Y',r(u) (2'37)

Pa¡a verificar esta última aseveración, notemos que el Lema 15 (v) implica
que existen 7<Q<r+1 y 0<ñ<N-1 talesque

w,¡(u) = y",¡,¡(u) ó Ar,r,(u) :1+ y",,¡1,¡(u).

Dicho de otra forma, el Lema 15 (v) implica que cada valor en la cadena
(2.24), para o' (respectiva.mente o), es algún valor en la cadena (2.2a), para
d (respectivarnente a'). Pero entonces (2.37) es imposible, pues las ecuacio-
nes de polítopos anteriores a (2.24) muestran que y2,u(o) es el eslabón (a la
derecha) inmediatamente siguiente a Ar,p(a) en la cadena (2.24), para o, y
no puede ocurrir que

At,p(u) a a",q.a(u) < Az,r(u)

Por ende, las únicas posibüdades en este caso son que

u@+r) : yr,r,(r): y2,",(u) : Ur,,(r) ó

u0+1) : Ar,r,(u): Az,p, (u) : Az,r(u),

así que e1 Lema L2 implica que u e Pt,p,frP1,, ó ue Pt,p, n P2,/,, respec-
tiva¡nente. O sea, u está en la intersección de polítopos como en el Lema 15
(iv), lo cual prueba la inclusión (2.36).

6 Ar,r(u) < i t 9","-¡1,6(u) < Uz,p(u),

20
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La segunda posibilidad es que g1,,,(r) : y2,t ¡,') e yt,p,(.I'): y^.r,(r ). Er
este caso. como por (2.3i) tenemos que

t! - = y.,ut t\ : ¡2,t,\ : !Jt* l,'\ : !.2.r. t't.

e1 Lema 12 implica que r € Pt,paPl, j,:1o que nos permite aplicar Duer,'¿ nente
el Lema 15 (ir') para probar 1¿ inch,sión (2.36).

La posibilidad restante es que g1,r(u) < Az,p.("-) e yr,p,(t ) < U r,p,(.'-¡.
Nuer,amellte. er I'ista de (2.35), l.,rcupando el Lema 15 (r.) ¡'(2.2.1) como
en el análisis de Ia primera posibilictad. obtenemos tres ' subposibilida des''.

1. 'Uz,p,(x') : 9r.¡(r).

2. yr,r,(u) : ar.r(.r:).

3. yr,u'("-) = ur,pQ:) e !)2,p,(.--) : uz,r(u).

De hecho. sí no se dicra 1. ni 2. ni At.,L(u) - yr,p(¿,), tendríalros que y1,, ,(r.,) <
u:.¡(r) (r,er (2.35)). Además, es imposible que

'at'P(u) aY 
'u'Q:) 

< Y2''(')'

debido a ia correspondencia de eslab rles que da el Lema 15 (v) en (2.2,1 r. para
o ]. o/. Por ende. y1,r,(u) <.at,uQ), pero tampoco se puede tener g2,r,,(t,) <
ur,p (r. ) (ver (2.35)). entonces

ll t, p' Qi¡ a U L,p.(u) < Y2,," (.-'1.

Io que contradice }a correspondencia de eslabones rrencionada. Por Io tanto.
debe darse I ó 2 ó y1,u,(,) : t/t,uQ'). Análogamelte se prueba qur debe
terrcrsc.l ó2óu'. (i)- u,,.(i).

Ahora. analiza¡emos las tres " subposibilidades".

1. Aquí. en f ista de (2.3ó), tenemo-§ que

ti = 92r(,.\: gt,ott t.

por 1o qrre u € Py,ro Pz.r,, y podernos aplicar el Lema 15 (ir') como en los
casos arteriores para probar (2.36).

2. Es ar.rálogo a 1.

3. En este caso. u está en el segmenio recto que une los puntos
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Como g1,r,(u) : At,p(u) e !tz,p,(u) = Uz,r(u), estos purtos están, por el
Lema 12, el1 P1., ñ Pr,u, y Pz,u O P2,r,, respectivamente. Entonces. e] Lema
15 (iv) implica que ambos puntos están en el polítopo

P ({ó,,r} r s,<,*, n {ó-,r, },<,<,*r),

así que por convexidad se tiene (2.36).
Con 1o anterior, hemos probado que el conjunto del lado izquierdo de

(2.34) está contenido en e1 conjunto del derecho. La otra inclusión es obvia
(ver primer pr{rrafo de la demostración de Lema 15 (iv)). n

2.4. La función afín por trozos /
En esta sección mostramos la existencia de una función afÍn por trozos

que utilizaremos para definir la función F mencionada luego del Teorema 1

(ver Capítulo 1).
Consideremos la función

l:(CxR') \ {z{"+u = o} ---+ C x IR'-1

dada por Ia fórmula

41.

(2.38)

válida para cualquier r: (rQ),aQ),...,2('+t)¡ € C x IR, (2. e. z(1) e C
y r(2),7(:) . .. ,aU+t) e R) con última coordenada Í(r+1) no nula. Con esto,
definimos V :: t(V) : (€r, ... ,4"), do¡rde I/ ,: (er,. .. ,e,) y Q :: [.(e) Q aj < r). Claramente y actúa por multiplicación componente a componente
sobre /lC- x IRl )-C'rlR'-t.

Sea p.: (o,q,n) e §,. Escojamos at: a(t) e kn (C. x Ri), para cada
t € Z, como en el paso 2 del A7P (ver Capítulo J.). Se verifica inmediatamente
de (2.2) que

ol') eÁ, Oez). (2.3e)

Como el conjunto {ér,u}*rs,*, es afínnente independiente (ver Lema
11), definimos A, : IR'+l -+ C x IR"-1 como la única función afín tal que

Ar(ór,r),=pr,, (1 ! ú < r+2), (2.40)
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11 < t < r 1)

(2..11)

Notemos que esta definición de f¿., coincide con Ia dada en (1.9) v (1.1t ). sólo
hemos abreviado el índice de los a¿ lcupando lrotaciór vista en 1a Def nición
10. De hecho. es fácil ver que estos ílidices sal,isfacen

at.o.j+t - a¡.,.i : llN t- Nar.o,: = m((t.,) - j (mod X ). (2.42)

para todo j e Z. Además. aquí C x Rr-1 - Rr+1 corno 1R-espacio vecr orial
lina propiedad de las funciones afrles nos permite calcular fáci-mente

el lalor de,4, en un punto r € lR'+r. cualdo t, está escrito en func ón de
sus coordenadas baricéntricas respecto del conjunto afínnerlte indeper dielte
{o,,r}r<,<,.r. De hecho.

r+2 r+2 r+2

u:Lb,,ir,". br€R. IA,-, =- -4r{r'r:fó,,¿,.r. Í2.43)
t=l f:l l:1

En principio, lo sabemos si Ia inragen de -4, restringida a D, está conte-
nida en C* x Ril o ro. Este asunt,, coLrará irnportarrcia cuanclo clefr rarnos
la función F. a partir de las.4r. El siguiente leura nos da rxra respuesta a esta
interrogante.

Lema 17. Sea p: (o.q.n) e É". I ora tod.ol< tl r-l st ti,ene qu:.

Ap((xt,) e {ril]r, . s"",,,,,,,,,¡ x tRr1.

Por Lo tanto,

D em.o strct c'ión. Enpccemos por not ir un par de propiedades de ia fur ción I
definida en (2.38) que utilizaremos d rrante esta derlostración. Siz e C xR.l.
e[tonces

arg(f1z;{t)¡ : ar"(jr(l)) }- l(z){i). o Q< j<r). t:.1+l

En particnlar, estas propiedades se :rLmplen cuando r : h.u. para cui,lcluier



CAPÍTUL} 2. C)NSTRUCCIÓN DE F 
43

Para probar la primera 
"rTu,d"l lem¿. eomenremos por estudiar el casoen que I Sl I r- I y t<, p,(s\. por (2.40), 

'- -'!vuvu¡ c

Ar(q¡.u\ := (\f t., . an",.".._, ).
Como f <o p,(q), por Corola¡io g tenemos

€t.o- Att^t1..",C €p,tqt,, . S^,r
Multiplicando esla úlri¡na in,
de (2.42),obtenemos :lusión por ¡t(f'+*) ' exp(2ri,n/N),y en vista

f!,! - i*", 
" ..,c f|))¡,1,, . s*",",", 

".".Luego, usa'ndo (2.4b), (2.8g) v (2.44), ra úrtima incrusión imprica que

Ar(Ó,,r) e ffl))¡r¡,,. s*,,",",..") x R1-,,
lo qte prueba la primera parte de) lema en este caso.Pasemos a.bora a ve¡if car l
v t l" i,tó. p*i;;;i:'"* ra pnmera parte del lema cuanrlo 1 <, < r+ 1

A'(S¡'') := 4ft'' ' aN"', -)
Como t f o p"(q), (2.10) (respectirramente (2.5)) implica que

€r,"' A^c,.") c €p"G),,. §-((,,r,r,-)
cuando p.(g) lo t (respectiva,

"uo 
ao 

".á 1,",í.id' ;"il iiHT:J";, i;li,/;i"Ji::x*: j,;Í:,, mu,,ipii_

f{,,) . .t*",,",, c f}},o,,. sNo,,,q¡,..,.

Luego, utilizando (2.46), (2.8g) y (2.a ) de la última contención concluimos
A"(h',) e (tl,r,,. s*",",,,..,), R,-,,

Io cual prueba la primera parte del lema en este caso.

or"'-" 
finaliza.r la primera pa.rte del lema, si ú : r t 2, por (2.40) tenemos

A r(ór,r),: l(f * rcl,, . a N oo" to¡."..+,).Notemos de (2.S) que

(2.45)

(2.46)

(2.47)

At+n+^1qr" rr.,,o¡c Sn+m(€p,o¡..).
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Usando (2.42) y multiplicando po. /j]Lt,",esta última inclusión es e,quiva-

lente a
r(l; ", - ¡(t)

J pog),o An.oo-\qt,.n-t! J polq t,o ' o It o o" , q , o.n .

así que de (2.+Z) y (2.++) sigue que

A,(ó,,u) e (fl:',r," s,n,o,.,n,...,,) x rR"-1,

lo que concluye Ia demostración de la primera parbe del lema.
La seglnda parte de1 lema sigue directa.rrente d,e (2.22), (2.43) y de la

conveidad del conjunto

ffl)\r,,'s*r"*,,,) " RI- ''
el cual es un producto de conjuntos convexos. n

Con el objetivo de deflnir la función F mencionada luego del Teorema 1,

construiremos una función / definida er: D (ver (2.27)) que tenga la cuali-

dad de pasar al cuocielte f descrito en la sección anterior (ver (2.29)). Esta
función / será una función afín por trozos construida a partir de la,s fun-
ciones afines á, que hemos estudiado. La siguiente discusión y el próximo
lema son los últimos pasos que necesitamos a¡tes de establecer dicha .f en la
Proposición 19.

Dado o € ,9,, ponga.rnos ; € ,S, tal que t(1) :: o(r) y, para cada 2 I
j 3 r, d(j) :: o(j - 1). Además, recordemos el conjunto

e. ,: {t < t < r + , 
| 
*G!i}, . 6,") = m(efif,) + -((,,") (mod A-) }

definido en el Lema 9. Usando (2.13), para cada I < t < r, existe x!r., e Z
tal que

m((._.(1) ): f.te,.")+m(e"l|,)+ni,"{ " "li!I: e.4s)t,o'ot)) - 
1-(€,.") +lnft;i);)+ni,,.v- r siteBf,' \

Por ofto lado, notemos que (2.16) y la definición de ñ implica.n

2t;d¡-1.6 - ztrd¡." + ary(sll,,) - #*tE -,.r1 - f r,U.,, . (-f #)
(1 < , < r). Multiplicando esta riltima expresión por -N f 2n, concluimos
que

- N d++ú + N ú,. - # **(r!i)",) - m((¿+r,a) + m({¿..) e (i ;)
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Luego. utihzando (1.5) y analizarrdo 1a parte entera por arriba I I de Ia

expresión anterior, obtenemos que

-.\'d¿+r,a - N{, -¡ m(3{1,)t) - -({,+r.a) + m((¿.") € {-1.0,1,2}.

O, equivalentemente,

1 r.r LI (t, _2\r),--.¿- d¡.. - -m{:,'- )- ltnl€.-.;)- ,ml{,.") . t' U -T -l I
Como A ) 3, ei Lema 9 (i) ¡'(2.a8) impli.can que

dt+t.¿ - dt.o = x!r." - 0 (f </<r. o€S') (2.49)

Lema 18. Sea y - (o.q.n) e 3" tal r¡uc ¡t"lc1) + r il. Pongramosd e S, tat
quedll) :: o\t ) e, pata cado 2l i < r. o(i) :: o(.j -7). En'tonces, eli.sten

K!€Z.de{7.2.....r+\} yñ € {0, 1... ,.\'- 1} tales que

oe,+eo?)+ Kper+l :\t+t.¡ € D¡ (1 <l<r). (2.50)

óa¡1.p i e6¡1t irre,-1 : ó¡¡2,¡ € D¡, (2.51)

d,onrie /. :: (6,1.ü e i,.
Demostraciórt. Sea { :: (.p;)-1(t -r p.(q)). Dividiremos Ia demostraciór del
Iema en función de dos casos. ctando p.(g) € Bo ¡'cuando no.

Caso 1 (4"(«) e B,). Pongamos x, €Z de modo que

o<n-n(a!i),,) -r x,I l-\¡-1.

ñ::n-,"(r!lf,) + 
",,r,

Así, definimos

\¡ porlemos Í :: (i.1.ü € 5,. En vista de la Definición 10, (2.48) )' (2.49),

I prprnos quc para "ada .l < f < r.

{ xr." + t<u; 111-1.6 - d"¡.o si f € B"
clÍ+t,i,ñ - ut.o.n: \ ,

l,'t1,., + x,, *dt+t.a- ú,"-llN sit € B:
(

- )uu si i € B'
-*[""-rr sit€B: 1252\

Para probar (2.50). consideraremos cuatro posibilidades p¿ra 1 I f I r,
er fuuciór: de si f <, p"(.q) o no- )' si f € B. o ro.
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Si 1<11r. t -1" p"(.rl) ." t c Bc. usando Ia Definición i0. (2.r2). el
Lema 9 (ii) r' (2.22),

l+1

ó¡.ul (o1,, - Ky€,-t: f "atu-rt 
i (nu; a¡.o,,.¡1)e,-1 [Oet.iO

¿+l

: I"ur,-,, + at+1.d.ñ+1er+7 [(2 52)]
i:1

: et+t,¡ € ))¡ fDef. t0. Lemag (ii) r. (:.2:,)]
(2 53)

(recordar que r¿r.o.n+l : at,o.n * 1/1,¡ v a¿11.;,;-¡1 : a¿-.1.;,¡ - 1,/-\ ).
Si 1 < f .- r, t l" p"(q) :, t ! Bo. usardo nuevamerte la Definición

10, (2.52), el Ler¡a I (ii) r' (2.22). s,: r'eriflca que

¿+i

otpleoo) +nre,.+¡ :) e;«-t -t (.n,, i at"',)e,-,, fnet. lO]
i=1
1+l

= I "utr-, + at+1.a.ñer+t [(2.ó2)]
í:7

: ó¡¡1,¡ € I)¡ lDef . :.0. Lema 9 (ii) ¡. (z.z: )] .

(2.54)

Si 1 < ¿ < r. t l" p"k) l' t (, Bi, usando Ia Definiciól 10. (2. 12). el
Lema 9 (ir') r.(2.22). tenenlos que

i+1

@t.p L e,,,t * nr,É,-¡ : I "rtr-rl I (xu + ato,n)e,*, [Oet. tO]

1.+ 1

- I "uto-rt 
+ ,t+r.a.ñ+r,r+t [(2 52)]

i:7
: et+t,¡ € L,¡ [Def . 10. Lema g (iv) v (2.2: )] .

(2.ó5)

Debido al Ler:ia 9 (v). es imposit,le que 1! t!r, t<, p"l(1) \' ta B:.
así que de (2.53) (2.54) 1' (2.55) sigue (2.50).

Para probar (2.51). usaldo Ia Definición 10. (2.51). la definición rle f ¡.
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(2.22), tenemos

ó' +z' p t e' ¡¡ t x ue' ¡1 

=?; "i)::: )i',i) f;;'.;* " i,l; ̂ ,)- 
[oet ro]

: óp6(a,;,t,ñ+ (1/.¡f)e"+r ll ,= loal-'(t + o"to\)
: e"+z.u e Dn [oet. r o y 1z.zz¡] .

Así, hemos concluido la demostración de1 lema en el Caso 1.

Caso 2 (o"k) e B!). Def:ramos n, e Z de modo que

0<,¿-m(6ri),)) *1rrc,N <N- 1

(notar que 1a definición de rc, en este caso difiere de Ia del Caso 1). Así,
ponemos

ñ :: n t r - m(ef,|,) + 
",,r'r

y fi :: (ó,1,ñ). Anáioga.rnente aI Caso 1, la Defrnición 10, (2.a8) y (2.49)
implican que

otL.a.ñ - ,, ., : l:., -'/* "^t,',1'-2. r2.b6)
[o, sr r E .E)d

Para probar (2.50), como en el Caso 1 consideraremos las cuatro posi-
bilidades para I ( t 1! r, en función de si t <" p"(q) o no. y si t e Bo o
no.

Si 1<ú1r, t<,p"(q) y teB.,
t+1

Ó4¡" * e.1¿ -l nre,¡1: I ,r,,-rl * (x, I a¡,,n¡1)e,*1 [Oef fO]

t+1

L "rrn-r, 
+ at+1.6.ñer+1 [(2.56)]

-- Ót+t,¡ € D¡ [Def . ro, Lema I (iv) v (z.zz)] .

(2.57)

Si 1<¿1r, tlop"(q) y tcBi.,
¿+1

Ót,¡" * e,¡¡ * nre,¡1 : D"rfr-rl + (n, + o+,.,n+t)e,+t [Oef. f O]

t+1

f "r,,-,, 
+ at+,.a.ñ-)Pr¡t [(2.56)]

- o1¡7.¡ € Da fDef . t0. Lema 9 (ii) y (2.22)).
(2.58)
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Si i<l<r.tl.p"\q) .\ t€B:.

at,p r €6¡¡1 + É per+r : )-"-rtr-,,, + (x, + a1.o.,,'1e,o, iOet. tO]

¿+t

-Lru(, r, + tr,t+7¡¡íLr+r [(2.56 )]
í=I

: et+t.¡ € D¡ [Def. 10. L"r.,o 9 {ii) 1. (2.2:r)] .

(2.5e)

Además. es imposible que 1 ! t :1 r. t l" p"(q) t. f e 8", del ,ido al
Lema 9 (v). Por ende. de (2.57). (2.58) ¡. (2.59) sigue (2.50).

Finalmente.

ó,+z,p i eo¡) I t<,ue7¡1 - q p"¡e'i.",,t.. + (1/N)e,11 I eo¡,¡ * x.re.,¡., I let. tO]

= dp.k!t-t,o,qr, - (1/N)e'-¡1 l(2.58)]
: ripu1q.a.4.a + (1/N)e,+1 ll ,: ka) '(t - p, q)))

- ct"_2.; € f ; [o+. to , ' :.:: .] .

Io que demuestra (2.51). De esta ma:lera, hemos concluido Ia prueba del Iema
en el Caso 2 l'. por ende. del Lema 18. I
Proposición 79. Etiste una func,iln contin,ua f : D --+ C. x lRiI ron las
si,gui,entes prop ied,ades :

(i) 
^9¿ 

r € D", entonces f (r) - A,,(t:).

(ii) .9l z € D y r-te,+1 € D. entonces J@+e,*r): f(t).
(iii) .9i r e D y :r+e j+ pe,+L €- D. para algún uector e¡ d,e l,a base co, tórti,at

deR"'*t, distinto d,e e,¡1. y aLqún 3 e Z. enton,ces

f (t: ! e¡ i Se"ar) -7¡. f (t) (.1 < j < r).

DerrLostrac,ión. Como tenemos una descomposición simpliciai para D, para
probar (i) sólo necesitamos mostrar que si t e Du n r/1,. entonces -4,, (r) es
igual a,{r,(r). Si u: ó¿.,, (1 <¿<r=2) es un vértice de D, en,onces
usando Ia Deftrición 10, (2.40). (2.at) y (t.1), tenenos que

.'{,(r') : l(21,1.r(r+1))) ' If ?( ) (2.60)
1'<i <r

48
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(para mrís detalles de la verificación de esta identidad, ver 1a demostración
de [3, Proposition 12]). Como esta última expresión es independiente de p,
tenemos que Ar(") - A",(u) si u es un vértice de D, y Dr,. Pero por 1a

Proposición 1"6, Dp, n D, es un d-símplice (para algún | < d < r) cuyos

dt 1 vértices son también vértices de D, y Dp,. Una función afin sobre un d-

símplice está únicamente deteminada por sus valores sobre los d* 1 vértices,
así que Ar(r) : Ap,(r), para todo r e Dp, a Dp.

Para proba.r (11), (2.27) nos muestra que r € P1,o,,a1,0 C Dd,r+r,0, Paxa
algún o € ,9,. Si escribimos u en sus coordena.das baricéntricas respecto a
1)I1,o,r+1,0,

7+1 r+7

r': Lülot o,-].u. ü,2 {r. ) b. . l.
t:l t=1

cntonces

r+1

.r - P.-t : \b,lo,. ". ¡.¡ -: , -,)
t:l

: b o"¡4(ó p"¡ti."., -r .o -]- €"+r)' I Ü,(o,.,,+r.o - er+t)

',._;."iii

: br"111ó,-¡2.o.1,,r-, + t btor.o1,\'-r [tZ.ZS¡1

'ÍiíJ,l|
€ Da.r,N-r'

Por 1o talto. usando (i). (2.,13). (2.40) y (2.a2), se verifica que

r+1

l1r) : .4,..-,.0(rt - ! btft.o.r+t.o [(i) (2.,13) y (z +tt)]
t:1

- ltp- t t'p" t..^.,. t.t) f b,;,."., ,.0

'a;;ii
- bp"o)ir+2d1.N , + t h?t.o,r.¡-r [(2..10) ¡. (2.+2 )]

'Í!,.;ii
: .{o.,.¡_1(r -F e,.*i¡ : f(r + e,nl¡ l(2.'13). (2.10) )' (i)].

lo que prueba (ii).
Ahora probemos (iii). Corno , S D y r + ej + le,-t e D, se tiene que

: € Dr. para alg(n y, : (c. q.n) e S,. donde podemos suponer o(r) : j. pues
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zU) :0 (ver Defrnición 13)- Escribiendo r en sus coordenadas baricéntricas
respecto a D,

':Lt'Ó'''' á' > o' Ia : ''t:t t:1

podemos notar que

n--0)- r\ú\t)) - úr - lU,-r'U,-, sip,(q):¡a1- "' .'"t - Ió,_r si p,lfi t' r + t.

Entonces, dividiremos la demostración en dos casos, cuando p"(q) : r a 1

y cuando no. Primero supongarnos C're p.(S) I r I 7. Como DIlr'A:: t V
b.+r : 0, el Lema 18 implica que existen rc, e Z y i: @,d,ú € ,9, ta.les
que

t i e ¡ I Kp€r+7 = b,+z(ó,+z,p I e¡ t xre,al) * t or(ór,, * e¡ I nre,*r)
t=1

: brzó"+z,F *Lo,r,*r.o e D¡ c D.

donde ñ(1) := o(r) y 6(j) :: o(j - 1) (2 < j < r). \4rís aún, como también
se tiene que r + ej + Be,¡y e D, de Ia definición (2.27) se deduce que r, €
{P - 1, P, B + 1}. Por 1o tanto, usando (ii),

f(r -f e¡ i Be,¡1) : J@ + e¡ * xue,*1). (2.61)

Luego, (i), Q.a}) y Q.aO) nos dicen que

f (x * e¡ * nre,¡1) : A¡(r + e¡ + xpe,+t) : b,+zg,+2,¡*Lbtpt+t,¡. (2.62)
t=1

Por otro lado, pouiendo ü: ó,+2,t,, podemos usar (2.60) para calcular

9r+2,i. :: A¡(Ó,*r,il : A¡(Ó,+z,p't ei * xre,a1)

: ¿(a(No(r+l) + Nrc,)) . ff {'(o)+"1')r :t¡.t(a(Nuc+,))) . II T,',
lSi<l- 1<t<r

: lj P,+z,p = l¡ ' Ap(ó,+z,p). (2-63)
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De manera anáJoga. poniendo u: at# ('l < / < r).

?t+r.¡ :: A¡(ót+t,¡) : Ar(Ór,, t e¡ * nre,*,)

: t(ct(Nu¡+1) + Nrcr)) . f[ {'('+"Í')r :ti ,l(a(ttwt,+,))) , II ry,',
lsi<r 13i<r

= l¡ ' 9,.,p : l¡ ' A"(ér,) (1 < I < r). (2.64)

Así que por (2.63), (2.64), (2.a3) y (i), el lado derecho de (2.62) es igual a

- /.;, . 
lb,*rAuqq,*r,,¡ +1u,,1.r16,)) : ,, . A,(t) :;¡ . f (r),

lo cual, junto a (2.61), prueba la Proposición 19 en este caso.
Ahora supongamos que p"(q) : r -1- 1. Entonces, q: r+ 1ya que

p"(r + 1): rt 1 (ver (2.17)). Ademrás, notemos que b,+z: b,+t = 0
ya que á,.'2 + b.+1 : 0 y b,¡2,b,¡1> 0. Aquí,

r € Dr: Do-,¡1,n .+ r e D,,,,tt,

pues de (2.23) tenemos que ót,,,+t,n = ót,",,," (1 < t < r).O sea, 1a demos-
tración se ¡educe al caso p"(Q I r + l. tr



Capítulo 3

Demostración del teorema
principal

3.1. Dos funciones entre toros
Recordemos el (r+ 1)-toro f. d"tirrido en (2.29) mediante Ia identi6caciól

de elementos de

1 > r(d(1)) > r(o(2)) > ... > Í(o{a) > 0, I
g*"*,,0(ri< ,{'+r) a 1 1a,,"*r,oti). J

que están en Ia misma órbita respecto de la acción sobre el grupo aditivo
Rr+r del subgrupo Z"+1. Recordemos además que el conjuuto

1 ¡ ,(o/I)) > r"/ar2)) > ... > r'.r')) > 0, I
y,."*r.r(z) S rr"-t'-. .t - g"-,.0(.). l

definido en (2.28) es un dominio fundamental para esta acción. La Proposi-
ción 19 nos dice que la función afín por trozos f : D -+ C* x JRil descrita
allí desciende a una función (continua) F de f al cuociente (4. x nir)/i,
el cua.1 proviene de la acción de 1/ := (;r, . ,1,) sobre C* x JRiI por
multiplicación componente a componente. Más precisarnelte, esta función
F : i -+ (4. x mi1)/Í7 está definlda por el diagrama conmutativo

D -J-+ C" x lRil
l*1"J J (3.1)

f -!+ (a. x ni1)/7

D'= U {oem'*'

o := U {,. u'*'
o€S, (
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donde f, ¡. ;¡ son las prol¡ecciones al cuociente ¡' / es ]a funciól de la Propo-

sicicirr 19.

Además de F. existe otra función de I a (C- xRi')/1'- que naturalmente
proviene cle riua funciótt con dorlinio D. Definimos fo : p "'t C' Ri'
mediante

¡ ¡-,-,1u) - /(i' )'"' (1")':., exp(2rin('+t)) si i: 1 
(3 2)(-¡orr)/ :tt+')¡, (#)jr', si2<j<r. ,

para todo r: (s(1)... .T (f+1)) € D. donde las potencias es¡án definida-.

con Ia rama clel argumento en l-;r. r). Dc (3.2) queda claro que /¡ es una
firnción continua que satisface las propiedades (ii) \' (1i! de la Proposiciór

19. Entonces. /¡ desciende a ula función continua F¡ .f -+ (4. x mi1)/1"
definida por el dia6¡rama corrmutativo

¡t -\ C- x lRi1

l" 1"
f 'n , (c- x m¡')/i

donde i y;¡ son las provecciones al cuociente I'fo es la lunciól definida en

(3 2)
El siguierte lema es un resultado análogo a f3. Lemma 20i. Ar.rnque su

demostración es esencialmerte Ia misma. Ia incluimos aquí ¡'a que en l3l
está hecha sólo para el cmo cn que k es un cuerpo de números totalmente
real. Para distinguir donürios, escribiremos

LOG :C. x 1Ri] -+ 1R'. (t-OC1r¡)u) ::1t,. 3(i) (1 < j < r), (3.a)

Log:C* x R? -+ R'. (Logi., ))'" :: IoB ¿Lr I (1 < i < r). (3.5)

La función en (3.5) se utiliza en el paso 6 del A7P.

Lema 20. SeanLOG g Log las Jurr:'ir.trte-s def,nidas respect'itamen,te en (.3-1)

y (3.5'). Ento'nces

det(LoG(i), . LoG(+)) : (r + 2) det(Loc(s,),... Log(:,)). (3 6)

En purticul,ar, ni,ngurto d,e l,os dos determi,n,antes en (.3.6) se a'nula. tt"mbos

tien,en el mismo sign,o g

t,: I z LoG(¡i) c R'
1<j<,

es u,n ret'iculad.o d e di,mensiórt má,rinta.

(3 3)
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Demostmción. Utitizando ta identidad l€:') f .n;:r r:u) : r,l+*', (1 < j <
r), (3.6) se reduce a probar que r + 2 = det(l, + B,), donde las matrices 1.
y B, (de tamaño r x r) son respectivamente la identidad y 1a matriz cuya
primera columna tiene sólo entradas iguales a 2 y el resto sólo 1's. Pero
det(.\/" - B") : )'-1() - 1r + t)), usando los valores propios 0 i, r + 1de
.B,. Reemplazando ,\ : -1 se concluye 1a prueba. n

Es fácil ver que /¡(O) es un dominio funda,rnental para Ia acción de ü
sobre C* x JRi1. Para esto, notemos que si / : C- x lRil -+ lRi es la función

definida por Ia fórmu1a ("("))(j) ,= lo0)l (1 < j < r), entonces el Lema 20

implica que (v o fi(D) es un dominio fundameutal para la acción dc z(Í7)
sobre lR!. Luego, como la ex?oneucial exp(21rh:C+1)) en (3.2) restringida
a los u € O recor¡e el círculo unitario exactamente una vez, es claro que
cualquier elemento r € C. x IRir está relacionado a algin ñ e /6(0) bajo Ia
acción de i/. Además, si existie¡a.n dos elementos l,{ e f¡(D) relacir¡nados
por la acción de V, entonces u(l), u(f¡ e (u o fo)(D) estarÍan relacionados
bajo 1a acción d,e u(Í),lo cual implica u(i): y¡¡ Esto, a su vez, irnplica
lU) - N) para j ) 2, llll : lll) l. lo cual no es posible para dos elenentos
distintos en la misma órbita (ver (3.24)). Por lo tarto, /6(O) es un dominio
fundamental de C. x lRil bajo la acción de i y F'o , f -+ (C. x Ri 1)/ü
es sobreyectiva.

Otra consecuencia de (3.6) es la siguiente. Si fi : IR' -+ C* x IRir es la
función definida por

(/, ("))o) ,: (4))r" ...(#))" (1 < i s r),

entonces por (3.6) Ia composición (LOGofi) : lR' -+ lR" es un homeomorfismo
que satisface

(LoGofi)(z) : (LoGo/s)(r.ó) ("e [0. 1]', ó€R. (z,b) €D). (3.7)

Por ende. la definición (3.2) ), (3.7) implican que /0 es inyectila en O. Ahora,
tomemos dos elementos z. y e O. Si F¡([z]) : ¡o([g]) 

"o" lz]. [9] e i, usando
(3.3) tenemos que /¡(r) : ". fo(y) pa¡a algún ?¿ € y. Es decir, talto /e(9)
como u./6(3i) están en /¡(O), 1o cual implica que ü: 1 ya que /6(0) es un
dominio fundamental para la acción de 7 sobre C- x Ri1. Luego, como /6
es inyectiva en 0, tenemos eue u =y.Porlotanto, Fs,f -+ (A-xmil)/i-
es una función continua y biyectira deñnida sobre un conjunto compacto. O
sea, F'¡ es un homeomorfismo y el cuociente

r:: (c. i RIl)/ú (3 8)
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es un (r + 1)-toro.
Ahora mostramos un resultado para /¡ similar al Lema 17, que nos per-

mitirá establecer una homotopía entre las funciones F y F6. Antes de esto,

recordemos que

(lolrt¡'') : ]{tt¡'"' .l1'' rn exp(o(r)z) (r € D), (3 e)

donde ¿¿ : Rr+1 -+ R es Ia función lRlineal

a(r) := 2raÍ+t) + ! arg({'r¡rtit (3.10)

Lema 21. Sea p: (o.q,n) e§,. Entonces

fo(D,) c (¡11\r," 3¡,,",0,,,.,) x tRi1.

Demostraci,ón. En vista de (3.2), sólo debemos preocupaxnos de ia primera
coordenada (la compleja) de los elementos en /¡(Dr). Debido a (2.16). (1.3)
y (1.6) tenemos

1 r I ñ_
01" : » ar s(e}¿-,, ) - ! arg (eii),, ) + ff -1¿,." ) + 2r di,,.

i=r i:l
Si 1 < ¿ S r+ 1 es tal que f <, p"(q), entonces de la Definición 10 se

verifica que

u(ót,) - u(óp"Gl,p) : 0t," - 0 p.(c),o + 2r lN .

pue" urg(ej')) : urc(4')) para todo \ < j < r. Luego, por 1a definición (1.7)

del orden 3o I por el Lema 5 (v), obtenemos que

u(ór,p) * a(,ip"<q¡,) e (0,2r lNl.

Sitl" po@) (1 < ¿ < r+ 1), de manera análoga al caso t <" p"(q), se

tiene que
a(ót,p) - u(ó*k¡,r) : 0u" - 0 p"(s),o e 10,2r I N)

y, además,
a(ó,+z,p) - u(óp"k¡,p) - 2r /N.

Por 1o tanto, utilizando la Iinealidad de o y la convexidad de D, y l}.2rlttt),
los cálculos anteriores nos permiten afirmar que

u(D*) c la(Q*tnt,), w(óp"ot,)+2r/Nl
c lu(ówtqt,p) - r/2N , a(óp"k1,) + ítrl2N).
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Así. el lema sigue de la definiciól (2.1) ¡'de la identidad

p"(q't-1

a(ó o. lr),r') : 2tt cro,..q.,.o.r, - I *S (4i|,).
li= 1

¡
E1 siguiente lena resume las prcpiedades de F i.F¡ que utilizarem;s má-s

adelante.

Letna 22. Sean F.F¡ , f -+ T k,s funcion,es rte.finitla,s por los dio,, ramas
(3.1) y (3.3). donrlcT : (C- "RI 

1)ii. Enton.ces. F ei ttomotopt, a a F,
y F¡ es un honteomor.fismo entre los (r + ),)-toros f u T.

Demostro,ción. Erl lista de la discrsión posterior a1 Ler¡a 20. basta rrobar
que ,F _r.F6 son horrotópicas. Para ir € D ¡.) e 10. 1], consideremos f,li ,-
)/(z) - (l - ))/6(r) €C x Ri1. Oomor € D. existe [t :(o.,t.n) e §" tal
que i¡ € rp. Por los lemas 17 v 21. tenernos

/(, )('' € f'011,., " sn".,,,,", .t Io(r¡i'l . fi),t,., sn",",",..,

Co-o /j]]r, 
".§,.' 

o,,",n.."., c C* es un colijunto con\¡exo. renernos que f ;(r) ,-
)/(r) + (t - .\)/¡(:r) C C. x Rl- Por tanto podemos deánir .fi : D -+
C* ,. lR' -r no¡

Á(z) :),f(:',) +(1 -))l¡(r).
Claramente. (). r) '+ l(r) es continua.

Si z e D J.r + e,"+1 € ,. erton(es. por el Lema 19 (ii) l' (8.2).

f ¡(t , e,.a): (1 - )) fo(z -r- e"a1) + )/(r + e,_1)
: (1 _ )) fo(Í:) + )/(u )

: f¡(r)
Si ¡ e D ]' r + ej + Se.+t e D. para algún elene¡to e7 de Ia base ca rónica
de lR'+r. distinto de e,-1, ¡' algún 3 e Z. entonces. usaldo el Lema 19 (iii) 5.
(3 2),

f s(.r + e¡ + tse,¡y): (1 - ))/¡(:r 1 e¡ -t Be,a) *.\/(r - ej + i3e,. t)
- (t - ))i7l¡ (z) + \l¡f(x)
: l¡ f ¡'(t) '

Por lo tarlro. ,Ér desciende a l1r¿ holroroirÍa F1 : i -+ f errrrc 16 -r. F. !
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Finalizamos esta sección mostra¡do un par de crílculos respecto a / y /¡
que necesitaremos más adelantel cuando determinemos el grado topológico
localyglobaldeFyF¡.

Lema 23. Consideremos C x lR'-1 : R'+r corno R--espacio aectorid. Para
p € 5,, d,ertnimos .L, : lR"+l -+ 1R"+1 como la parte lineal de ta funcdón afin
Au d,efinid,a en (2.40). Es d,ecir, Lu es la única tmnsJot-m,aci,ón lineal tal que

A, - L, es constante. Entonccs,

sigr(aet(rr)) = (-1)'+1ssn(o) . sign(det(fi,,, /2,,,..., f,+r,r)), (3.11)

d,ond.e det(Lr) es el detenninante d,e L, y det(!yr, f2,r,. . . , f,+z,p) es el d,e-

terminante d,e la matriz d,e tamaño (r +2) x (r +2) que tiene a los ft,p como
columr¿as,

Por otro lad,o, si P es un punto i,nterior d,el conjunto D d,efi,nid,o en (2.27),
entonces

sign (det (a[/0]¡)) : {-r)'*'.is,(det(LoG(11),. .. , LoG(+))), (3.12)

donde det(dlfolp) es la jacobiana en el punto P de la función f¡: D -+ IR'+r

d,efini.d,a en (3.2), LOG : C- x lRil -+ IR' esf¿í d,efini.d,o por 1i,OC1r¡;(j) ,:
loslru)l (t< j lr)y dei(LOG(á),...,LOG(í,)) es el d,eterminante d.e la
matri,z d,e tamaño r x r que ti,ene a los LOG(i¿) como colutnnas.

Demostrac'ión. Comencemos por demostrar la fórmu1a (3.11). De la defini-
ción de parte lineal de una fuución a,fÍn se verifica que

L 
"(r) 

: 1"1" ¡ E,+z,p) - Ar(q,n ,r¡ (z e IR"+r).

Entonces, usando la Definición (2.40),

Lr(ór,, - Q,+z,p): gr,p- pr+z,p (1 < t < r+ 1). (3.13)

Ahora calculemos los valores de .L, en la base usual {e¡)v6,+t de IR'+l.
Como g,*2,*- go"6¡,*: $lN)e,¡l, poniendo ¿ : p"(q) en (3.13) concluimos
que

Luk,+r): N(p,+z,p - f p"e),p).

Luego. de Ia Definición 10 se r.erifica que paxa cada 1 I f I r.

(3.14)

e"(t): (ót+t,',- Q,+z,p) - (4r,r- Ó,+:.u) - (ólli) - A'rii'\",*r.

Así, usando (3.13) y (3.1a),

L u\e.,, ) = tr+r.¡ - .p1., - -\'(rl:', ) - rf l¡" t f .,, t+2.p - { p"tq \ti) (1 <f < r).
(3.15)
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Sea Po : IR'+1 -+ lR"+1 Ia transformación üneal determinada por P6(e¡) :=
ea(¿),dondedeS,a1 se defi.ne mediante d(t):: o(t) para 1 I t 1r y
d(r + 7) '.: r I l. Notemos que sgn(a) = sCn(a) : det(Pa) Entonces, ya
hemos probado que

sgn(o) . det(Ir) : det(L p o Pa) : det(L *(e,6), . . . . L r(e.¡¡), L r(e, ¡1)).
(3.16)

En vista de (3.14) y (3.15), usando operaciones elementales tenemos que el
lado derecho de (3.16) es igual a

N det (pz,p - ?t,p , 2z,y - u2,, , . . . 
' 

qr+!,p - qr,p t 9r+2,p - qp"tss,,,).

Luego, sumando la primera columna a Ia segunda, luego la segunda a la
tercera y así sucesiva¡rente hasta llega,r a sumar la (r * llésima columna a
la r-ésima, encontramos que

sgn(o) . det(Zr) :
N det(g2,p - qt,p,qs,p- ?t,p, ... 1pr+r,p- 91,p¡ 9r+2,p - 90"«¡r,).

Si p"(q) * 1, sumando la columna gp,@),p - pt,, ala última columna. obte-
uemos

sgn(a) - det(Ir) :
Ndet(pz,p - ?t,p,qt,p- ?t,p, ... ' 9"+t,p- qt,p,9,+2,¡"- p¡p). (3.17)

Como rp, :: {(ft,p) e C x lR'-r = IR'+l, el determinante de tamaño (r+ 1) x
(r + 1) en (3.17) está relaciorado al determinante de tamaño (r +2) x tr +2)
en el lado derecho de (3.11) por la identidad

sign(det(rr1, . . . ,w,+z)) :
(- t )'+1sign (det ( t(w2) - L(w ), . . ., l(w,*t) - l (u: y), t (w. o2) - l( ?,, ) ) ) 

.

válida para todo tr¿ € CxlR': IR,+2 con uo+l) > 0 (1 < ¿ < r+2)1.
Combina¡do esto último con (3.i7), tenemos la fórmula (3.11).

Para probar la identidad (3.12), consideremos Ia función "ñ ' 
D - R'*t

definida por

¡"1"¡ ': (lfo{")(')l , ,(r) , fo@){zt, ... , "ro(")o)) (r e D),

6.

llha demost¡ación de esta identidad puede e[contrarse en [3]. nota de pie de página
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donde u-, es 1a función lR-lineal definida en (3.10). Pa.ra calcular sign (a"t(a¡¡.1r)) ,

podemos utilizar el carnbio de coordenadas

C ; lRa x (r,r(P) - r, a(P) + r) x R' 1 -+ R'+1,

C(R,ú,rO)....,r('-')) :: (R cos 19, R sin rg, ,(1), . . . . ,('-')),

con el cual k : C . 7o en alguna vecindad de P y

det(d[C]¡;,r;) : ./orP)(1) .

Calculando las correspondientes derivadas parciales, obtenemos

det(d[/¡]p) = der (dlc o ¡0l,") : der(dlclr-,,r;) a"t(alioJr) :

(- t),+t ztr. det (LoG(á ), . ., LoG (t)) . 
I /o{r)or ¡' . fI r",.,,r,

t=2

1o que demuestra Ia fórmula (3.12). tr

3.2. Algunos resultados previos

En esta sección e).potremos algulos resultados en miras de probar el Teo-
rema L. A estos resultados los podemos separax en tres tipos. Uno de ellos
es el que corresponde a mostrar que. paxa conseguir el deseado dominio fun-
damental viriual paxa la acción de I/ sobre C. x R!, basta etrcontrar uno
para la acción de 7 sobre C. x IRf1, donde la relación entre ambos está de-
terminada por la función I deflnida en (2.38). Otro tipo es el que establece

una herramienta útil para calcula¡ el grado local de la función F : f -+ T ert
ciertos puntos "incómodos". Estos dos tipos de resultados hacen pie tanto en

la estructura de JR-espacio vectorial de C. x lRi, como en su estructura de

anillo (con e1 producto componente a componente) y como en su estructu-
ra de espacio topológico (con la topología usual), así que no hay novedades
en sus demostraciones respecto de sus análogos para el caso totalmente real
detallados en l3]. Por ende, omitiremos aquí sus pruebas.

Por último, el tercer tipo de resultados (que es uno solo) merece apenas
un poco más de revisión. Para su demostra¿ión no sólo basta la estructura
de espacio vectorial o de a¡illo de C. x IRi, sino que también la ma¡era
en que identificamos el cuerpo k allí (i. e. importan las incrustaciones). Más
precisanrente, sea Q c -R. c K C E una torre de cuerpos, cot KfQ lu;-.:,a

oi:tensión de Galois fi¡ita. Sear u1,u2,...,u¡ € R con I < n:: lR: Ql,
supongamos que rj : .A -+ ,? son los n distintos homomorfismos de cuerpo de
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-ñ. en Á que fiian Q (1 < i < r'). r'definamos J:.ñ -r,R" po. (J1.¿, )(,)'-
r¡(.".) para c e -6. Siguiendo a Día2., Díaz-Friedman 13, Lemma 10,. s.bemos
que €n :: I0 0... ..0, 1l e .4" no puede estar contenido en el F-subespacio

R. J(.a11 -- R. J(.uz ' . ..+ R . J(.u) c R".

Usando este hecho. el próximo iema muestra que el vector l0 0, . .. .0. 1j €
C x lR'no puede estar contenido e:r ningún hiperplano H* (p e §.1 

"orr-ruadelantamos en el paso 7 del A7P (ver (1.1a)). Como siemprer. sup.remos
¡>0.
Lerl;.a 24. Sean u1.u2.....u¡ € k ton {: <lk:Qr:r+2. seonrr: : -C
l,o,s r - 2 ,incr-ustaci,ones d,istintas 1e k e-n C. (con n y r,*2 las no reales.
7t: r"+z) y def,namos i: k -+ CxF< medio,nt" (,i(l.,))(j) :: r¡(t) para
u € k g 1 < j < r.rl. Entoncs e,-2 :: 10.0.....0. 1] € C x R, no
"i|a conlt nido pn cl ['-s,tLespo"i¿

R.i,, -R jr,, ...-R.jt,il c C,R.
D e¡no straci,ón. Supongamos que

e,-2 € R ."7(."1) - nr . 7(t2) +... -! R. /(u¿).

Esto quiere decir que existen escalates cr € R tales que

0.0.....U. 1 _.rJ-r ¿rr -..._ r,j1,., l€C.R..
Usaldo la ¿lefinición de i de Ia primera coordelada de esta ecuación te:emos
c1z1(u1) + ...-r c¿q(u¡): 0 (recordr:mos que r > 0). Entonces. conjugalclo,

0: c1¡(u1) I ...* c¡r1(...¡', : c1r,¡2(r,y) I ...* c¡¡¡2lu¡).

Por lo tarrto. si definimos J . k -+ Cr+2 po. (-r¡u;)(') :: ¡i(¡). (-/qr¡ (') ,:
r,*r(t,). (-r(z))0) ,- r¡-,(r), para todo ?-, € Al'3 < j <r+2. ienem,rs que
el vector f0.0 . . .,0. 1] e 6": puedr, escribirse como c1J(r_1) +.. . + (1J(1\).
lo cual contradice lo expuesto en el párra.fo anterior a este lema (por iendo
Q - Q, .A: fr. K Ia clausura galoisia"ra de .ñ. r, fi: C). n

Como adelantarnos al priuclpio ce esta sección. probaremos que

{Cr,u'r}"',;o

(ver (1.16) y(1.12)) es un donrinio fur<lamental virtual para la acción de I,,
sobre C* x lR' mostrando. en ¡ealid¡id. que éi está relaciolado a un dcminio
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fundamental virtual para la acción de 7 sobre C- x lRil mediante la función
/ definida en (2.38). Para p: (o,q.n) e,S,, definimos

r+2 r+2

,,={oe C-xlRI1 lr=Darrl", I¡,:r, bret,.o}, (3.18)

';:^ -. ':' _..*
n. ¡ \ , ._ J lU. ll sl cr.2 e ¡Jl.¡r.

et., ._ t\Jt.pt. ",., - liO, 1] si e.12 € H,.r.

para cada w, *0y 1. <t 1r +2, donde ft,p e C.. x lR! está defrnido en
(2.41). Deflnimos además el polítopo

7r:= P(tp1,r,...,g,+z,p): f (D") : Ar(Dr). (3.1e)

donde / es la furción definida en la Proposición 19.

Lema 25. (i) Cp = {r e C- x R! | /(z) e cr}.

(ll) Si {cu.u*}*t+o es un d,omini,o fundamental uirtual pam la acción d,e

Í sobre C. xFilt , entonces {Cr,,w"}.u¡o es un d'om'inio fundamental
uirtual para La o,cc'ión d,e V sobre C. x R!.

(iii) Et polítopoeu es un (r-tL)-símplice en el espacio aectoriol real C- x lRir
(i. e. sus r I 2 uérti,ces son afínmente ándepenüentes) s'i, g sólo s'i,

u, 10. Equi,ualentemente, la función afín A, es inueútble si, y sólo

si,,wulO.

Demostración. En [3, Proposition 11] se demuestra (i) y (ii). En 13, Lemma
16] se demuestra (iii). n

Pa,ra ñnalizar, una definición que nos será de gran utilidad cuando cal-
culemos ciertos grados locales de la función F : T -+ 7 es la siguiente.
Supongamos P cW x un subconjunto de algún espacio vectorial real I4l de
dimensión finita- Pa¡a r,g €W, diremos que fi penetm en P si g € P y el

segmeDto recto cerrado:-l que conecta r e g intersecta el interior P de P.

En particular, si i: a rrinsul ri penetra en P. Ahora, exponemos algunos
resultados que relacionan esta defi¡ición con (3.18) y (3.19).

Lema 26, (i) Sea P un (r + l)-símpli,ce en un espac'io aectoriaL real W

d,e d,imensión r +7 y sea r < P. Si z está en el interior F ¿" p,
entonces tod"os Los puntos d,e ij son puntos interiorcs d'e P, ercepto
posi,blemente r.
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(.it) Supongamos que u:u f 0 y : e cp. Entonces z € ct, si.
pPnctro "n el (r- l,-5¡,¡pl,r¡ ¡,

(iii) ((e,*r) - 0 e CxR'-r no estd contenido en

A.-. =ñ lDr-1vJ)'.l,lr ! ! !\

2

y sólo si. 0.2

n,,r,: {
1

\-/-
<Jl¡+

ur: rj,

dondetli, 1r -:- 2 y p: (.o q n) e §,,.

Demc¡stración. En i3. Lemma 141 s,,. prueba (i), en [3, Lemma 17] se ¡rueba
(ii) ¡' en f3. Lemma 19] sc dernuestr a (iii). I

3.3. Cálculo de grados

Tanto las propieclades como las notaciones respecto a la teoría dei graclo
topológico que ocuparenos en est¿, sección pueden ser encoltradas el i3,
Proposition 22].

Rer ordemos lo".r 1r-loros i :, - r.f : fC" \l-,.1 i'a.n-
nidos respectir,'amente en (2.29) ¡' (3.8). Recordemos aden.rás bs diasranias
comnuta¡ir,'os

D J-+

r
;F

expuestos el (3.3) ¡' (3.1) que defilen F¡ t,F. Ahora. fijemos una o¡ien acióu
aquí r' en adelante del R-espacio r.ectorial C x R,-1 : nt¡r1 )- usémosla.-:para hJar o¡ienraciones err f r. I.Comoñ:D-+Irestringidaa!esun
homeomorflsmo local ¡ los to1.os s()n couexos l orientables. orientattos f
declaraldo a ? como una función que preser\a oricntación. AquÍ, el corLjunto
abierto é c R'+1 tiene ia orientación inducida. Así. el grado local d< i en
cualquier punto de É es +1. Para orientar I, damos a C. xkil C CxlÉ,-1 :
R"-1 Ia orientación inducida v orieritamos Z declarando al honieomo: fisrno
local;r:C. x Rl-1 -+ I de grado local *1.

3.3.1. Grado global
Sea F : f -+ I la función defillida en la proposición 19. Entonc es, el

grado de -F deg(F) está defiuido va quc I' es una funcióu continua eltre

lo en nin,gún

1, .E \/
I ljSr+:iri

D
t-
J"
f

lo
C* x lR'-1

I

J" (3.20)

T

C- x 1Ri1

t"
T¡,r
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variedades compactas y orientadas. Demostraremos que

deg(F) = (-1)'+lsign( det(Log e¡ ,..., Log e")). (3.21)

Pa¡averiflcar esta fórmula, notemos que e1 Lema 22 muestra que deg(-F) :
deg(f'o) [3, Proposition 22 (f)]. Así que basta probar que deg(F¡) está dado
por el lado derecho de (3.21). Como F6 es un homeomorfismo entre variedades
conexas, deg(F'¡) es igual al grado local locdeg;1¡¡(Fo) de Fo en ñ(P), para

cualquier punto P e é. O 
""u, 

d"S(&) : locdeg;1p¡ (Fs ), para todo P e é.
Por (3.20), F6 o ñ : r o _fo, y ,fo es un homeomorfismo local alrededor de P,
entonces

d"e(Fo) : locdega(p)(F0) : locdecp(/0) (P€r)

[3, Proposition 22 (g)], pues z y ñ tienen grado local +1. Por otro lado, el gra-

do local en P del difeomorfismo local /6 está dado por (3.12) [3, Proposition
23]. Por lo tanto, (3.21) sigue de (3.6).

3.3.2. Grado local: El caso fácil
El gra.do local de Ia función -F , f -+ T en (3.20) se calcula fácilmeute

en puntos donde F es un difeomorfismo local. Si 3 es un punto interior en el
símplice Dr, ! u, * 0, entonces el grado local locdeg;1,¡(F) de F en f(r)
está defrnido y

locdeg;1,¡ (.F) : 2, :: (-1)'+rsgn(o) .sign(det( fr,*,..., f,*2,)). (S.ZZ¡

Pa,ra proba,r 1a validez de esta fórmula, recordemos de (3.20) que F o ? :
z'o /. Como / restringida a D, es Ia función afín biyectiva A, ca.da vez qu.e

w, I 0 (ver Lema 25 (iii)), es claro que / es un difeomorfismo local alrededor
de c. Pero ñ y n son difeomorfismos locales de grado *1, así que F es un
difeomorfrsmo local alrededor de ?(z). Entonces, locdeg;1,¡(-F) : tocdeg"(/).
Finalmente, usando [3, Proposition 23], (3.22) sigue de (3.11).

3.3.3. Grado local: El caso general

El problema de calcular el grado de F. en vecindades de puntos donde
esta función no es necesa¡iamente un difeomorflsmo local es más complicado.
La estrategia para realizar este c¡í.Iculo es la misma utilizada en [3] para el
problema análogo en el casoJotalmente real.

La función continua F :T -+ T entre variedades compartas y orientadas
tieue grado t1. Como deg(f) 10, F es sobre¡rectiva [3, Proposition 22 (c)].

UJ
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Para cualquier a € Z. su imagen inversa F-l(a) C f es compacta ¡, ¡gvacía' entonces ¡'-1(o) : u,a::,L1i u¡ión.finita de. componentes conexas y
:ompaclas; 

La.siguiente proposicicin muestra el cálculo del grado de .F enu¡ra vecindad de A¿. En visra de los lemas 26 r;; "; iJmlstración es tamisma que la de [J, proposition 
ZOj, por io q;; i";r;#:

Proposición 22. Sea a e T. sea A una componente conera de F__(a) cT. seo IJ C f un coniunto obie;io 
1u,,e 

contiene o A, tan pequeño q,te L, t_rF-Ilo) = L.^seo Fv ro función r- restringid.a arJ. y demos a IJ La oriet tac,ióninducido d" ?. Entonres dee.(fl.) estd"ttefnid.o I

»

a"S"(.P"): f
p€§¡ r €rr,, i(r)€A

u,/{¡) penet¡a ¡/¿

donde todas las sumas son fr.n,i,tas, uu : 17 está dad,o por el lad,o derecho d,e(3.22). wu estd d,ado por (1.12)
Lemo e6,' y zr- Ji ó.i;;." "'' 

penetrar Jue d'efi'nzr)o en et prirraJo antes d"el

Por supuesto. una suma vacía es considerada como 0. Notempuede pasar que ?ra = o (o eluivale,temeni;;;= 0;;;'"i§rtT:Hj::
resultado fi,.al es que tales p € ,9, no contribuÁ 

";C}¿,i:
3.4. Prueba del teorema principal

Antes de probar el Teorema l, lecesitaJnos una pequeña consideracióngeométrica. Si f(s) -- F e i es rat que ier.r,l : i. ñ;;;;" 1 (, ( r,entonces lerr)¡ : atzt = ... = a,¡) = ¿("-ri, *.'fo ur" 
vc. LU(

1 : lá(t)12 . ¿(z) . . . r(,). e(¡+r) : (e(,+rt;,,.2.

Siendo e(,+t) ) 0, lo anterior nos dice que

t(e)=/¿1, lñ)l:1 (t< j <r) :+ e:1, (3.24)
yaquer>0.

Por el Lema 25 (ii) y la Definición 4, para probar el Teorema I necesiramosmostrar que

»
zecrnÍ

wp:7 (3reC-xiRil), (3.25)

(3.23)



c*Írwo 3. DEMosrRActóN »e¡, TE)REMA PHINCIPAL 6s

y que el número de elementos d,e crni . g es acotado independientemente de

y. Esta última parte sigue de aplicar el homomorfismo sobreyectivo de grupos

LOG : C- x IRir -+ IR', definido en (3.4). Así, como LOG(zr) es compacto y

LOG(U) es un reticulado, basta probar que no pueden edstir dos elementos

distintos u, u e V tales que LOG(¿ E) : LOG(u' g). De hecho,

LOG(z y) = LOG(o 'a) ='+ LOG(zz'-t) : 0 + l(zt'-r;(j)l : t,

para todo I < j < r. Por lo tanto, "o-o 
7 : /(!'). de (3.24) tenemos que

Sea y € C- x lR!1. Escribamos .F-l(r(y)) : Ar U "'?4¡a, una unión

disjunta de compotrentes conexas y compactas. Sea U¡ c I un abierto que

contiene a A¿ suficientemente pequeño como para que Lr¿ n F-1(r(g)) = Au

Sabemos que deg(f') : deg,rrl(F) : X[ d"e(r) (¡r, ) {3, Proposition 22 (f)
e (i)]. Luego, usando la Proposición 27, tenemos que

deg(F) : deg,1r¡(F) : Ia"t^r,(.",) : » » » L-pi_, ,=,gi:a.+ff,*:l*;

:» » up

,6§" rel!.{(ñ(r))=r(v)
üt,+o o,J(r)penet¡a¡,

: » » Q)p [(r.zo) r Lema 26 (ii)]
p€3, ,eDp,lk)eÍ st!¡,+o f(t\ec,

: » L "* fi,ema 25 (iii)]
pe4, ze q,ai,y

:aes(r) ! I ., [(1.12), (3.21)y (e.zz)].

Peí, ze crr''i s
u P*o

De esta manera, (3.25) sigue de dividir ambos lados por deg(.P).
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