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Naci el 27 de Abril de 1983 en Quilpué, ciu-
dad donde he residido la mayor parte de mi
vida y en la cual realicé mis estudios hasicos.
En esa época, siendo alumno del Colegio Ca-
milo Henriquez, mis intereses eran muy va-
riados. Ellos iban desde la literatura hasta
la matematica, pasando por las ciencias na-
turales. Ciertamente, no formaban parte de
aquel selecto grupo la historia, las técnicas
manuales ni las artes plasticas. Es por es-
to que quizds sorprenda mi decisién de cur-
sar la ensefianza media en la seccidn téenico-
profesional del Colegio Salesiano Valparaiso,
donde me especialicé en Electromecanica. Es

durante este periodo que el estudio de la matemdtica cobrd especial interés en
mi, a pesar de (o gracias a) la poca necesidad que en aquel régimen tenfan de
ensefiarnosla. Su capacidad de afrontar misterios a veces poco intuitivos de
una manera creativa, combinada con el cultivo sistematico de un conocimien-
to objetivo es lo que terminé por inclinarme hacia una carrera relacionada
con ella en vez de hacia alguna de indole humanista o técnica. Poco me
demoré en decidir estudiar matemadtica pura. Luego de realizar mi préactica
profesional, comencé mi preparacién para la PAA. Mis resultados en ella fue-
ron bastante buenos v pude decidir libremente entre todas las universidades
del pais donde se impartia la licenciatura en matemadtica. En 2002 me matri-
culé en la Universidad de Valparaiso desde donde egresé el afio 2005. Ya con
una motivacion fuerte y constante, ingresé en 2006 a la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Chile con el fin de cursar mis estudios de postgrado.
Alli, luego de un periodo de indecisién respecto al drea de especializacién, he
tenido el agrado de trabajar bajo la tutela del profesor Eduardo Friedman
en teoria de nimeros.

No ha sido la acumulacién ostentosa de conocimiento, el gusto excluyente
por un &rea especifica del quehacer humano, ni menos la obsesién por algiin
problema en particular lo gque me ha traido hasta ac4, sino el deseo de en-
tender por entender. Hasta la fecha, he podido aprender cosas maravillosas
y conocer ideas extraordinarias. Sélo puedo decir, para finalizar, que deseo
y confio en que esta travesia contimie extendiéndose hacia las fronteras del
mundo posible.
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Resumen

Damos un dominio fundamental “virtual” para la accién sobre C* x R, de
las unidades totalmente positivas E(k), de un cuerpo de niimeros k, provisto
de exactamente un par de incrustaciones complejas y r incrustaciones reales
(i.e. [k: Q] =r+2). Este dominio fundamental virtual, formado a partir
de conos simpliciales, es tan conveniente para el estudio de funciones zeta
de Dedekind como lo es un verdadero dominio fundamental. Sin embargo,
mientras no existe una construccién general de un verdadero dominio funda-
mental, en esta tesis construimos un dominio fundamental virtual a partir de
cualquier conjunto de unidades fundamentales de k.
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Abstract

We give a “virtual” fundamental domain for the action on C* x R’ of
the totally positive units E (k). of a number field k& with  real embeddings
and one pair of complex embeddings (i.e. [k : Q] = r + 2). This virtual
fundamental domain, built of simplicial cones. is as convenient as a true
fundamental domain for the purpose of studying Dedekind zeta funtions.
However, while there is no general construction of a true fundamental domain,
in this thesis we construct a virtual fundamental domain from any set of
fundamental units of k.

v



Indice general

Introduccién

1.

Resultados

1.1. Algoritmode lossietepasos . . . . ... ... ... ......
1.2 Ejeriplos s : o v 2 v s s w @ mmmi s 35 55 5 38 8 £06.8 Fw @m0
1.3. Corolarios del teorema principal . . . . . .. .. .. .. .. .

. Construccién de f

2.1. Dominio fundamental virtual . . . . . . .. .. ... ... .
2.2. El argumento en la incrustacién compleja . . . . . .. ... .
23 Dominioded « . « vowammaas o & % 2 & & ¢ 0 5w
2.4. La funcién afin por trozos f . . . . . . .. ... ... ...

. Demostracién del teorema principal

3.1. Dos funciones entre toros . . . . . . . .. ...
3.2. Algunos resultados previos . . . . ... ... ... ..... .
3.3. Calculodegrados . . . . . . . . . o v i i it
3.3.1. Gradoglobal v v wmnn 5w 5 5 4 5 6 v s 0 8w
3.3.2. Gradolocal: Elcasofacil . . . ... ... ....... .
3.3.3. Gradolocal: Elcasogeneral . . .............
3.4. Prueba del teorema principal . . . . . ... ...




Introduccion

Motivado por el estudio de valores especiales de funciones L sobre cuer-
pos de nimeros totalmente reales, Takuro Shintani introdujo en 1976 [7] un
método geométrico que le permitié escribir cualquier funcién zeta parcial
asociada a un cuerpo de nimeros totalmente real como una suma finita de
ciertas series de Dirichlet, las cuales pueden considerarse como una genera-
lizacién natural de la funcién zeta de Hurwitz. Posteriormente [8] el mismo
Shintani extendié estos resultados a cuerpos de numeros en general. Jiirgen
Neukirch [4, p. 506] escribié acerca de dicho método: “Es un raro y especial
evento que una nueva idea sustancial sea afladida a los fundamentos de la
teoria algebraica de nimeros”.

Con el fin de enunciar el resultado geométrico de Shintani, fijemos un
cuerpo de numeros k, provisto de s pares de incrustaciones complejas v r
incrustaciones reales (i. e. [k : Q] = 2s+7), y escribamos como F(k) su grupo
de unidades. Dado un conjunto 7; : k —= C (1 < i < s+ r) de incrustaciones
de k, de modo que

;rl: 7'157-2:?2* e 3731?§1Is+177.5+2:- <oy Tsr (1)

i ~
complejas reales

es el conjunto completo de incrustaciones, podemos considerar k C C* x R”

identificando = € k con

(2®,2®,_ 2+)) e C° xR,

donde z := 7;(z). Mediante esta identificacién, pongamos

E(k)y :=E(k)n (C* xR%) v ki ==k ((C*)°* x IRL),
donde R’ := (0,00)". Entonces, el grupo F(k),. de unidades totalmente
positivas de k actiia sobre (C*)° x R, por multiplicacién componente a com-
ponente, donde (C*)* := (C\ {0})%. Por otro lado, si vy, vs,...,v9 € C* x R"

(1 € d < 2s+r) es un conjunto de vectores R-linealmente independientes,
llamaremos al conjunto

Clvr,va, ..., vq) = {tivs +tova + - - - + tqug | t; > 0}, (2)
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un cono simplicial d-dimensional con generadores vy, vs, ..., vg.
Segin Shintani [8, Proposition 2], existe un conjunto finito {C; | j € J}
(]/] < o) de conos simpliciales, todos con generadores en k.., tales que

(C*)° xRl = U U (unién disjunta).

JET c€B(k)+

Equivalentemente, lo anterior dice que la unién finita v disjunta sobre el
conjunto {C; | j € J} es un dominio fundamental para la accién de E(k),
sobre (C*)* x R,. Como ya mencionamos, este resultado permitié a Shintani
lograr una férmula [8, Proposition 3] que relaciona funciones zeta parciales
con clertas series de Dirichlet, hoy llamadas funciones zeta de Shintani. Sin
embargo, ni dicho resultado, ni su demostracién, entregan muchas luces res-
pecto de como escoger aquellos conos, o cudntos de ellos se necesitan para
describir un tal dominio fundamental, o qué dimensiones deben tener. Pierre
Colmez, interesado en dar una férmula para el residuo de una funcién zeta
p-adica, es el primero en mostrar que una respuesta a estas interrogantes
puede ser de utilidad.

Para el caso en que k es un cuerpo de niimeros totalmente real (. e. s = 0
y [k : Q] = r), Colmez demuestra [1][2] la existencia de unidades especiales
M, M2y - M1 € E(k)4, tales que si ponemos

fie=1 ¥ fio =M@l - Moty 2<igT),

para o en el grupo simétrico S,_;, la unién finita y disjunta

{Ca- = C(f],o-: '--:f'r:rr) l G ST’—I}

(junto a algunas caras en la frontera de los C,) es un dominio fundamental
de R bajo la accién del subgrupo U/ generado por las n;. Lamentablemente,
no se conoce un algoritmo practico para encontrar estas unidades especiales
cuando r > 4.

En 2011, Francisco Diaz y Diaz y Eduardo Friedman [3] lograron superar
este inconveniente considerando dominios fundamentales “virtuales”. Mds
precisamente, si 71, ..., -1 es cualquier conjunto de unidades independlientes
en E(k)., entonces los conos de Colmez C,, junto a algunas de las caras en
sus fronteras, forman un dominio fundamental “virtual”para la accién sobre
R del subgrupo U generado por las ;. Es decir,

o 1=y  1=1 (zeC xR}), @)

We=-+1 ze€CoNU-x Wo==1 2ECNU-z
oES5r_1 oS, 1




donde todas las sumas son finitas, y w, = %1 es un signo asociado al cono
C,.! Estos dominios fundamentales virtuales son tan convenientes como los
verdaderos dominios fundamentales para aplicar el método de Shintani a
funciones zeta parciales. Ademas, tienen la ventaja de poder ser construidos
explicitamente a partir de cualquier conjunto de unidades independientes
My -1 € E(k)+

Para la prueba de este resultado, Diaz y Diaz y Friedman utilizaron la
teoria del grado topolégico sobre la variedad cuociente R7, /E (k). La inva-
rianza del grado topoldgico por homotopias les permitié controlar la defor-
macién de un dominio fundamental curvo (el cual es casi imitil, pero facil de
describir) a uno descrito a través de conos simpliciales k-racionales. El signo
w, asociado al cono C, se debe a que durante la homotopia pueden ocurrir
cruces, lo que hace necesario tener que restar algunos de los conos.

Para el caso en que k& es un cuerpo de nimeros no totalmente real, no
es mucho lo que se sabe respecto a estos dominios fundamentales expresa-
dos como unién de conos simpliciales explicitos. Es posible encontrar algunos
ejemplos en el articulo [6] de Robert Sczech v Tian Ren, quienes escribieron
conos explicitos para dar evidencia numérica de su refinamiento de la conjetu-
ra de Stark sobre cuerpos de niimeros ciibicos complejos. Un tratamiento algo
més general es el que realiza Ryotaro Okazaki [5|, quien también construye
conos explicitos para el cuerpo definido por el polinomio X? + kX — 1.

Fijemos en adelante un cuerpo de nimeros k con exactamente un par de
incrustaciones complejas conjugadas (i.e. s = 1y [k : Q] = r+2). El objetivo
de esta tesis es extender los resultados de Diaz y Diaz-Friedman al cuerpo k.
Para tal extensién nos encontramos con dos complicaciones fundamentales.
La primera de ellas es que, a diferencia del caso totalmente real, en el cual
los conos de Colmez estédn generados por los f;, (1 < i < [k:@Q)]), aqui

[k : Q] —rank(E(k)+) = 2,

donde rank (E(k),) es el rango del grupo E(k).. Esto hace necesario tener
que escoger elementos en k. que junto a las unidades dadas generen conos de
dimensidn [k : Q|. La otra complicacién nace de la no-convexidad del espacio
C* xR’ en contraposicion a la convexidad del espacio R’, del caso totalmente
real. Aqui, tener elementos R-linealmente independientes en ky C C* x R,
no asegura que el cono que ellos generan esté contenido en C* x R”,. Esto
trae consecuencias en la utilizacién de la teoria del grado topolégico, pues no
es obvio cémo construir homotopias en un subconjunto no convexo.

!'De hecho, en [1], las unidades especiales 1; estén caracterizadas por la condicién w, =
+1 para todo ¢ € §,_1.



Esta tesis estd dividida en tres capitulos. En el primero de ellos se ex-
ponen, sin demostracion, los principales resultados. En particular, el Teore-
ma 1 da, para cualquier conjunto de unidades independientes &, £5,...,2, €
E(k)., un algoritmo que construye un dominio fundamental virtual de C* x
R, bajo la accién del subgrupo que generan las £;. Ademés, mostramos un
par de ejemplos de la utilizacién de este algoritmo. También demostramos
que un dominio fundamental virtual es tan Gtil como uno verdadero para
aplicar el método de Shintani a funciones zeta parciales. El segundo capitu-
lo, el meollo de esta tesis, estd orientado a lidiar con la no-convexidad del
espacio C* x R’.. En particular, escogemos ahi generadores de los conos de
dimensién [k : Q] que componen nuestro dominio fundamental virtual y
construimos una funcién afin por trozos que sera esencial en la prueba del
Teorema 1. Finalmente, en el capitulo 3 definimos las funciones sobre un toro
que nos permitirdn luego trabajar con homotopias. Siguiendo las lineas de
[3], probamos el Teorema 1 usando la teorfa del grado topoldgico. Ademas,
determinamos qué parte de la frontera de los conos se incluye en el dominio
fundamental virtual.




Capitulo 1

Resultados

Empecemos por notar que cuando k es un cuerpo de nimeros cuadrati-
co complejo, E(k)y es un grupo ciclico finito, por lo que es facil describir
un dominio fundamental de C* bajo la accién de E(k)+. En adelante, no
consideraremos este caso.

Para r = rank(E(k)) > 0, fijemos en adelante un conjunto de unidades
independientes €1, ...,& € E(k)+, y pongamos V C E (k) el subgrupo que
ellas generan. Siguiendo la notacién de Colmez [1], definimos

-1
ft,a = Eg(1)Ee(2) " Eo(t-1) T HEO‘U) (1 <t<r+1, g€ S‘r) (1'1)
J=1
Para t = 1, entendemos fi, := 1= (1,1,...,1) € C* x R. Asi, claramente
fio € E(k)+ € C* x R.. Definimos ademas
bipo=T(filfra) ECC  (1StU<r+1, 0€5). (1.2)
Cuando en (1.2) tengamos t = r + 1, escribiremos simplemente
v =brire (1St <r+1, 0€S). (1.3)
Aqui, 7; : E — C es una de las dos incrustaciones complejas de k que hemos
fijado en (1).
1.1. Algoritmo de los siete pasos

Con las convenciones anteriores, los siguientes pasos conducen a la obten-
cién de un dominio fundamental virtual al estilo Diaz y Diaz-Friedman para
la accién sobre C* x R, del grupo V' (ver (3)).
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CAPITULO 1. RESULTADOS 6

1. Fijamos N € N tal que N > 3. En general, no incluiremos /V en la
notacién, va que siempre estara fijo en todo el algoritmo. El caso N = 3 es
la eleccién que da lugar al minimo de conos.

2. Para cadat € Z, escogemos o, = o(t) € k4 tales que

. T 1 ) - =
a;=apy si t=t'(mod N), arg(a{ ). exp (—QTrzt/N}) € (EN oN |
(1.4)

donde arg(z) representa, aqui y en adelante, el argumento del nimero com-
plejo z € C* en el rango [, 7).} En general, tampoco incluiremos la eleccién
de ag,...,ay-1 en la notacion.

3. Seam:C* — Z la funcién definida mediante

sl = [%—g-f—ﬂ (:€0), —% 2 s [%W o s)

donde la funcién techo [ ] : R — Z cumple 2 < [z] <z + 1. Parac € S, y
1<t<r+1(teZ), definamos

gt.a = arg (gt,o . exp(zﬁim(gt,a)/-?\r)) ) (16)

con &, como en (1.3). Ordenamos? el conjunto {t € Z ; 1 <t < r+ 1} segin
o € S, mediante

t<,t = (biy<byy 6 (bro=0bpo y t <t)). (1.7)

4. Para o € S, tomamos p, € 5,41 tal que

pa(r + 1) ~e Pa('f') <o " <¢ pcr(g) =a pa(l)' (18)

5. Parap=(o,q,n), con c €685, 1<g<r+1, 0<n<<N-1,
1 <t<r+1, definimos

ft,a : a(m(gt.a) + TL) si 740' pa(Q):
ft,,u = ft.a,q,n = (19)
froa(m(&e) +n+1) si &=, p0(q)

1Pareciera mas natural considerar como conjunto indexador de los a; a los enteros
médulo N. Sin embargo, hemos decidido no hacerlo para aligerar la notacién.

2Es claro que el orden total estricto < de R induce en la relacién <,, definida en (1.7).
la cualidad de ser un orden total estricto del conjunto {t € Z; 1 <t <r+ 1}




CAPITULO 1. RESULTADOS 7

Para t = r + 2 definimos

fop = froan = foul@)e a(m(épa(q‘):v) +n+ 1)' (1.10)

Claramente, f;, € C*xR] paratodol £t < r+2. Frecuentemente, abrevia-
remos (o,q,n) =: p, de manera que fiogn =: fi,u- [gualmente, abreviaremos

S =8 x{1,2,...,r+1} x {0,1,...,N =1} (1.11)

y escribiremos p & S.. Notemos que la cardinalidad de S, es N - (r+1l=

N - ([k :Q) - 1)!.

6. Parapu = (0,q,n)¢€ gr, definimos w, = £1 6 0 como

 sgn(o) sign(det(fuu, fow s - s Jrizu)

= 1.12
& sign(det(Log £1,Log &g,...,Log Er)) ( )

donde sgn(o) es el signo usual (. e. +1) de la permutacién o € S,
Log ; € R, (Log &))" =log |&;'| (1<j<r),
los f;,, € C* x R’, son considerados como elementos de R™* mediante

(z,2D,.. .,z = (Re(z),lm(z),ﬂs(l), e ,a:m) (zeC, z¥ € R)
(1.13)
¥ sign(det(vl, B s ,’Ug)) es el signo del determinante de la matriz de ¢ x ¢
que tiene por columnas a los v;.

Notemos que el valor absoluto del determinante en el denominador de
(1.12) es la mitad® del regulador de las unidades independientes £1,£2,.. ., &y,
y por ende no es nulo.

Exn adelante, cuando digamos que C x R = R*? como R-espacio vec-
torial, nos estaremos refiriendo a la identificacién de elementos dada por el
isomorfismo (1.13) con r = {.

7. Notamos que para y € S,, con w, # 0,* el cono cerrado

r+2

6# = ZRzo » ft,,u‘ - (C X R:_) U {O}
t=1

3Esto debido a que hemos considerado un cuerpo de ntmeros k con sdlo un par de
incrustaciones complejas.

4De (1.12), queda claro que w, # 0 si, y sélo si, los vectores f1 ;. .., fr+2, forman
una base del espacio vectorial real C x R".



CAPITULO 1. RESULTADOS 8

tiene un interior no vacio, y que cada hiperplano

Hyu= Y R-f, (1<i<r42) (1.14)

1<t<r+42
t#£i

separa dos semi-espacios disjuntos en C x R”, es decir,
CxR"=H UH;,UH_, (1.15)

donde H{"u es el semi-espacio que contiene a f;,.°> Asi, definimos C, =
bl 9,
Cule1, €2, ..., ¢r) mediante

O,u = R1,,1.1 : fl,ﬂ =+ Rzgp‘ : fQ,u o 2 st Rr+2,u : fr+2,,u.z (1-16)
donde
0,00) si er40 € H, .
e ; o <1< , .
R;, { (0,00) 5 Bzt H;, (1<i<r+2), (1.17)
con epyg = [0,0,...,0,1] € C* x R”. El hecho que e,., nunca puede estar

contenido en ningin H; , serd probado en el Lema 24.
Este algoritmo, que llamaremos algoritmo de los siete pasos, nos lleva al
principal resultado de esta tesis.

Teorema 1. Sea k un cuerpo de nimeros con r > 0 incrustaciones reales
Yy ezactamente un par de incrustaciones complejas conjugadas. Supongamos
que las unidades €1,... €, generan un subgrupo V, de indice finito en el
grupo de unidades totalmente positivas de k. Entonces, los conos con signo
{(wa#)}m,ﬂéo definidos en (1.12) y (1.16) forman un dominio fundamental

virtual para la accion de V' sobre C* x R, = (C\ {0}) x (0,00)". Esto es,

o> 1= > Y 1=1 (z2eCxRY), (118

wp=+1 zeC,NV-z wp=—1 2eC,NV-z

HESy LES,

donde todas las sumas son sobre conjuntos finitos y de cardinalidad ccotada
independientemente de x.

"Para v € C x R = R"™?2, podemos calcular facilmente cudndo v & HE,. En el
lado derecho de (1.12), reemplazamos la columna f;, por v para obtener una funcién

v = wi,(v), que se anula en H; , y que toma el valor £w, en Hﬁr Alternativamente, si
f1oe +2 - - .
escribimos v = Z::J ¢t fru. entonces v € Hj'# si, y sdlo si, ¢; > 0.




CAPITULQ 1. RESULTADOS ‘ 9

Probaremos el Teorema 1 interpretando el lado izquierdo en (1.18) como
una suma de grados locales de una clerta funcién continua F : T~ T
entre el (r + 1)-toro candnico T' y el (r + 1)-toro T. Por un resultado en
topologia algebraica, esta suma de grados locales es igual al grado global
de F. Calcularemos este grado global probando que F' es homotépica a un
homeomorfismo Fy, cuyo grado es facil de calcular. Este método es el utilizado
por Diaz y Diaz y Friedman [3]. Nuestro aporte es la construccién de F,
que es bastante mds complicada que la correspondiente funcién en el caso
totalmente real.

1.2. Ejemplos

En esta seccidén mostramos tres ejemplos de la utilizacidon del algoritmo
de los siete pasos (A7P). Nuestros resultados numéricos han sido realizados
considerando un error menor a 10725,

Caso ciibico. Sea k = Q(7) el cuerpo cibico complejo dado por v* +

!

+? —1=0, donde E(k), estd generado por
£1 =7 = [(—0.8774388...) + (—0.7448617...)i , 0.7548776...].
Siguiendo el A7P, fijemos N = 3 y pongamos
ap=1=[1,1],
ar =29+ 2y + 1= [(—0.3247179...) + (1.1245590...)i, 3.6494359.. ],
ay =2y + 1= [(—0.7548776...) + (—1.4897235...)i, 2.5097553...].
Se verifica que

arg(aél)) =0,

arg(agl) -exp(—2mi/3)) = —0.2424935...,
arg(ay” - exp(—47i/3)) = 0.0545869...,

estan contenidos en el intervalo (—7/6,7/6) = (—0.5235987...,0.5235987...).
Ademaés, continuando con los pasos 3 y 4,

8 =0 < 6; =0.3433398...,

porlo que 2 <1y p € Sy es la permutacién identidad (hemos excluido, y
excluiremos durante los ejemplos que consideren k& como un cuerpo ciibico,
a o € 5 de la notacién establecida en el ATP, pues S es el grupo trivial).
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Luego, se verifica que m(£;) = ~1, m(&) = 0 y, utilizando las definiciones
(1.9) y (1.10), calculamos

fizo=2v+1, faz20 =", faoo=7+2,
fiio=2v+1, foro=7+2, faio=1,

froa=1, fa21=7+2, fa21 =27+,
fiia =1, foi1= 292 + 7, fai1= 297 +2v + 1,
S22 =2 +2v+1, fos2=2v*+7, faoo=
fiiz=2V+2v+1, fa12=7, fage =27+ 1

Il

A continuacién, determinamos los signos w, , por (1.12), usando que Log ¢,
0.1405997..;

det ( f1.2,0, f2.2,0, f3.20) = 0, wa o = 0,
det (11,0, fo1,0: f31,0 0, wig =0,
det (f12,1, fo2,1, fae1) = —4.7958315..., wa; = —1,
det (f1,1,1, f2,1,1, f3,1,1) = 4.7958315..., w1 = +1,
det (f122, foz2, fanz2) = 4.7958315...,  was = +1,
det f1‘172, le_l’f_),, f3,1.2 = 47958315 Wig— +1.

i

Finalmente, usando la nota 5 de pie de pégina, para saber qué parte de
la frontera se debe considerar en cada uno de los conos, resolvemos (para
cada cono) un cierto sistema de ecuaciones lineales no homogeéneo, y luego
observamos los signos de las coordenadas del vector solucién. Asi, nuestros
resultados son

= (—0.36810...) f1,21 + (0.38980...) foo1 + (0.01553...) fa2,1
= (0.02169...) f111 + (—0.23448...) fo.1,1 + (0.38980...) f5.11
= (0.41149...) f102 + (—0.25618...) fana + (—0.02169...) fa2.»
= (0.15531...) f11.2 + (—0.27787...) fo1.2 -+ (0.25618...) f312.

Por lo tanto, los conos del dominio fundamental virtual para este caso son
Cop={ti +ta(y+2)+t:(2¥ +7) | 1 > 0, t2 > 0, t3 > 0},
Cii={t1 +02¥ +) +1t3(27° + 2y +1) | t1 2 0, ta > 0, t3 2 0},

Cop={t1(27* +2v+ 1) +12(29* +7) + 137 | t1 20, t2 >0, t3 > 0},
01:2 = {t1(2”yz . 2'7“‘ 1) + tg"}’+ t3(2’}' -+ 1) | i1 = 0, ty > O, f3 = (}

8Cuando la evidencia numérica muestra que el determinante en el numerador de (1.12)
se anula, hemos verificado que los elementos f1 ., f,,, .. . fr4+2,4. Pensados como elementos
del Q~espacio vectorial k, son @-linealmente dependientes.
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Notemos que, segun el Teorema 1, los conos Con signo wy, = 0 no se consi-
deran en el dominio fundamental virtual. La Figura 1.1 representa la inter-
seccion del plano {(z,1) | z € C} € C x R con los conos expuestos arriba.

=1
— €ono con signo -1
— €Onos con signo +1
~ Cruce de conos con +1y ~1 :

Figura 1.1: Dominio fundamental virtual para la accién de (v) sobre C* x R4,
donde 9* + 4% — 1 = 0, con =10=29242y+1yq,= 2v+1.

Manteniendo el mismo cuerpo k = Q(v), 43 + Y’ —1 = 0, el mismo
grupo (7) de unidades totalmente positivas de k, y la misma eleccién N = 3,
podemos obtener otro dominio fundamental virtual para la accién de (v)
sobre C* x R variando la eleccién de los o;. Sean

Gp = 1= [1, 1],
=92y = [(—0.6623589...) + (0.5622795...)i , 1.3247179..],
oz =7y = [(—~0.8774388...) + (—0.7448617...)i , 0.7548776...],

verificamos que

arg(aél)) =0,
arg (! ~exp(—2mi/3)) = 0.3433398...,
arg (af" ~exp(—4mi/3)) = —0.3433398...,
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estdn todos en el intervalo (—7/6,7/6) = (—0.5235987...,0.5235987...). Lue-
go, como los valores de 6y, 82, m(&1) vy m(&2) no dependen de la eleccién de los
o, se mantiene p € S, como la permutacién identidad, v podemos calcular

fi20=". fozo="7 fazo=1
f1,1,0 =Yy fQ,I,D =1, f3,130 =1,
f1,2,1 =1, f2§2.1 =1, f3,2,1 = ’)’21
fii1 =1, fori=7 faai=7+7

fize =747 feo2=7% fi22=17,
fiie=7+7 fi2=7 fri2=7.

Determinamos los signos w,, usando nuevamente el valor de Log &;;

det ( f1,2,0, f2.2,0, f320) = 0, wao =0,
det ( f1,1,0, f.1,0, f310) = 0, wie =0,
det { f12,1, fa2,1, faz1) =0, wyy =0,
det flgl,j_’ fggj_’]_, f3’1,1 = 23979157, ’UJ]_,]_ = +1,
det (fi22, f22.2, fa22) =0, wy s = 0,
det ( f112, fa12, f312) =0, wy o = 0.

Figura 1.2: Dominio fundamental virtual, formado por sélo un cono de signo
positivo, para la accién de (v) sobre C* x R, donde 7* + 7%~ 1 = 0, con
wm=la=yY+yya="7.
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Finalmente, para saber la parte de la frontera a considerar del 1inico cono
con signo w,, # 0, tenemos

= (041149)}!‘111 -+ (H02344:8 )fz Tkt {O 54511.. )fg,]!] ‘
Por lo tanto. el cono
Cii={ti+to? +ta(v*+7) | t1 =0, t2 >0, t3 > 0}

es un dominio fundamental virtual (de hecho, un dominio fundamental) para
la accién de (v) sobre C* x R. La Figura 1.2 representa la interseccién de
este cono con el plano {(z,1) | z€C} c Cx R.

Caso cuartico. Sea k = Q(v) el cuerpo cudrtico, provisto de exacta-
mente un par de incrustaciones complejas, dado por v+~ — 1 = 0. Aqui,
E(k)4 estd generado por

(‘)

= 7% = [(—1.0075...) + (=0.5131...), 1.4902..., 0.5248...],
Y+1=[(- 0007a )+ (—0.5131...)7, 2.4902..., 1.5248..].

f")
I

Escogemos

Qg = 1= [1:151],
ar =77 —v+1=[(—02556..) + (0.5208...)i, 3.7109..., 0.8003...],
ay =77+ = [(—0.7594...) + (- 1.5470...)7, 0.2694..., 1.2493...],

quienes verifican

?

Luego, obtenemos que

931(1) =0 < 91’(1) = 0.0672805... < 921(1) = 1,5855138...,
93’(12) =0 < 91,(12) = 0.0672805... <« 6'2,(12) = (0.5761617...,

donde (1) y (12) son las dos permutaciones del grupo S, escritas como ciclos.
Asi que

3 =) 1 =(1) 2 3 =(12) 1 =(12) 2 Yy Py = Puz = (12) & S;.



CAPITULO 1. RESULTADOS ' 14

Después de calcular

m(€,my) =1, m(&,m) =0, m(&s)) =0,
m(ﬁl,(lz)) =1, m(fz,(lz)) = =1, 111(53,(12)) =0
y usando nuevamente (1.9) y (1.10), podemos determinar los f 4, como

en los ejemplos anteriores. Esta vez, sélo enlistaremos los f,qn tales que
Wegn 7 0.

fuweo =7 —7+1, w
Fo 20 =7 ~

fa 20 = —293 4342 — 3y +2, ¢ w20 = +1,
f4,(1),2,0 = ’}’2 ST )

fl,(l),351 = ’}’2 —E{'— s

Bmar=—7r+7 —v+1,

£} } hact } 3 > _ ; 1
famar = =27 +37* =3y +2, ways1 = +1,
fawar =1,
fl,(lz),l.o = ",f‘z -+ 7. )
fz,(12),1,0 ="+ ')'2 +1, o
fa,12),10 = —2v3 +39% -3y + 2, ¢ w0 = +1,
frazie =7 +1, )
3

f1,(12),3,1 = 72 +,
faamar =77+ 1,
faa281 = —27% + 3v* — 37+ 2,
f4,(12),3,1 =1, J

; waz)s,1 = +1,

donde los signos wg 4, han sido calculados, por la férmula (1.12), utilizando
que
det(Log &1, Log £2) = 0.3781993...

y que

det
det
det
det

f1.10,2.0 2,010,205 f3,0).20, Fa,(1).20) = 16.822603...,
Ffrmats fomans fa,0)e1s faa)s) = 16.822603...,
F1.a2),1,05 fo,12),1,05 f3,2),1,00 fa12),10) = —33.645207...,
fr,02),3.1: fa.a2).3.1 fa,(12).3,11f4,(12),3,1) = —16.822603....

N N S N

Finalmente, para determinar la parte de la frontera a considerar de los conos
con signo no nulo, tenemos que e4 es igual a las cuatro combinaciones lineales
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9 (—0.1...)‘f3’(1):2,0 + (0.5...)_}04’(1),2,0,
0.2...) fr,)81 + (=1.2...) fo,ay80 + (0.4...) fa, 3,81 + (0.9..) fay3.15

0

0

Figura 1.3: Cuatro vistas del mismo dominio fundamental virtual, compuesto
de cuatro conos de signo positivo, para la accién de (%, 42+1) sobre C* xR2
donde v*+y—1=0,conag=1,a; =7? =7+ 1y as =2 + 4. La flecha
de color amarillo representa el rayo {0} x Ry x {1} € C x Ry x {1}.



CAPITULO 1. RESULTADOS ' 16

Por lo tanto, los conos dados por (1.16)

Cy20 = [0,00) fi,1),2,0 + (0,00) fa,11),20 + (0,0) f3,(1),20 + [0, 00) fu,1).2.05
Cuyza = [0,00) fi),81 + (0,00) fo1y,31 + [0,00) f3,13,31 + [0,00) fa,1).3.15
Ca2),1,0 = (0,00) f1,12),1,0 + [0,00) f2,112),1.0 + (0, 00) fa,012),1,0 + [0, 00) fu.(1),1.04
Cu2)31 = (0,00) f1,12y,81 + [0, 00) fo,12),31 + (0,00) f3,12).3,1 + (0,00) fu (12) 3.1,

forman un dominio fundamental virtual (de hecho, un dominio fundamental)
para la accién de (72, 4*+1) sobre C* x R?. La Figura 1.3 representa cuatro
vistas de la interseccién de este dominio fundamental virtual con el semi-
espacio {(z,z,1) | 2€ C, z e R, } C C x R

1.3. Corolarios del teorema principal

Ahora mostramos algunas consecuencias del Teorema 1. En primer lugar,
si w, # —1 para todo u € S, entonces V - x debe intersectar a sélo uno de
los C,,, y s6lo una vez a él. Esto implica el siguiente resultado.

Corolario 2. Supongamos que w, # —1 para todo u € .‘Svm entonces

Je

pHESy
wy 70

es un verdadero dominio fundamental pare lo accion de V' sobre C* x RY,.

Tal como en [3], el siguiente corolario muestra que un dominio fundamen-
tal virtual es tan util como uno verdadero cuando se trabaja con funciones
zeta parciales asociadas a k. Su demostracién es igual a la de [3, Corollary
7], por lo que la omitimos.

Sea ((@,s) 1= > pz Nb7° (Re(s) > 1) la funcién zeta parcial de Dedekind
asociada a la clase de rayos médulo foo representada por el ideal entero a
relativamente primo con . Aqui, f es un ideal entero de k, oo es el producto
formal de todas las incrustaciones reales de k, b corre sobre todos los ideales
enteros en @ y N es la norma absoluta.

Corolario 3. Supongamos que £1,. .., &, generan ol grupo E(k)l de unidades
totalmente positivas de k que son congruentes o 1 mddulo §, y supongamos
que hemos escogido ag,...,an—1 € a=*f en el paso 2 del ATP. Enionces,
fru€a f(1<t<r+2, pes) y

(@s)=NaY w, » G(Cuzs) (Re(s) > 1),

,LLES':,« € R (0,C)
Wy, F#0
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donde

o0 r+2

WCond= T O+ m™.
t=1

1N 2=0
r+2

T2
=2

J

2 . ht-1
(Im +3n ﬁ(ﬂ) ’
i=]

Bi(a,C) = {ze14af| ¢ = D Uefou w1, ),

t=1

It - [O. 1) si Eryn € Ht—:-&’
. (0,1] sien,e .

r+2

17



Capitulo 2

Construccién de f

2.1. Dominio fundamental virtual

Definicién 4. (Diaz y Diaz-Friedman) Un dominio fundamental virtual
{(Xi;wz-)}z. para la accion de un grupo G sobre un conjunto X es uno suce-
sion finita de subconjuntos X; C X y pesos w; € C para los cuales existe una
constante K € R, tal que para todo x € X la cardinalidad ‘Xi NG - :r! < K

(1<i< M),y
M

ZwiEXiﬂG-ﬂ:l.

=1

Notemos que si Y € X es un G-espacio, i.e. g-y &€ Y paratodoy € Y y
gelG,y {(Xi,wi)}i es como en la Definicién 4, entonces {(Y N Xz-,ufi)}i es
un dominio fundamental virtual para la accién de G sobre Y.

2.2. El argumento en la incrustacién comple-
ja

Como hemos mencionado en la introduccién, la prueba del Teorsma 1

que presentamos estd basada en el cdlculo de grados locales y globales de

ciertas funciones continuas. Para facilitar nuestro trabajo con homotopias,

nos serd de gran utilidad descomponer C* en ciertas regiones convexas. Para
N eNcon N > 3 (con N fijo de ahora y en adelante), definimos la regién

So=Son:={z€C* | arg(z) € [-7/2N,57/2N)},
v con ella las regiones

Sy =S v i=exp (2mit/N) - S (teZ). (2.1)

18
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Es facil ver que las &; son convexas, su unién (que no disjunta) forma todo
C*y & = Sp si, y sdlosi, t = ¢'(mod N). En la Figura 2.1 mostramos el caso
N =3,

Otras regiones de C* que nos resultaran ttiles son las “aspas” A, definidas

mediante
A = Ay = exp (2wit/N) - Ay (t € Z), (2.2)

donde
Ao =Ayn = {2z € C* | arg(z) € [-n/2N,n/2N]}.

Como el dngulo asociado a Ap mide 7/N, las A, satisfacen

A N Ay #* @ = A=Ay <= t= 1’ (mod ]V). (23)
goApn =l = 2o Ai=2 - Ap (k,t,t' € Z; z,2' € C").
(2.4

0
Ademas, como Ay y el interior 4; de A, estdn contenidos en Sy, tenemos

A CSy AmC S, A S, (tel) (2.5)

Ll‘a o5

as s

Figura 2.1: Regiones S; v A; para N = 3.
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El siguiente lema muestra algunas propiedades de la funcién m : C* — Z
definida en (1.5), y especialmente la relacién que existe entre m y las regiones
At Y :St.

Lema 5. Sean z,w € C* y sean t,k € Z. Entonces tenemos que
(1) Si Arg(z) es cualquier rama del argumento de z, entonces
—NArg(z) .
)= |—— 7 d N).
m(z) = | 5] uod )
(ii) Siarg(z) € {2nt/N | t € Z}, entonces
m(z) +m(z7") =1 (mod N).

(ili) Siarg(z) € {27t/N | t € Z}, entonces
m(z) +m(z™) =0 (mod N).

(iv) m(zw) sdlo puede ser congruente ¢ m(z) +m(w) (mod N), o hien, a
m(z) +m(w) — 1 (mod N).

(v) 0 < arg (z . exp(?wim(z)/i\’)) < 2n/N. En particular, en relacion a
1.6) tenemos que
( q

0<6,,<2r/N (c€8,, 1<t<r+1).

(vi) z- A4 C 8 <= t—k=m(z) (mod N).

(vii) z- .Am(z) C &g

Demostracidn. Para probar (i), notemos que existe { € Z tal que Arg(z) =
arg(z) + 2nf. Luego, expandiendo el lado derecho de la congruencia en (i), y
teniendo en cuenta la identidad [z+¢"] = [z]+¢ (z € R, ¢’ € Z), obtenemos
lo requerido.

Es fécil ver que [z]4 [—2] es igual a 0 o 1 dependiendo, respectivamente,
desiz € Z oz € R\ Z. Por ende, (ii) y (iii) siguen directamente de (). Por
otro lado, (iv) sigue de (i) y las desigualdades [z] + [y] — 1 < [z + y] <
[z] + [y] (z,y €R).

Ahora probemos (v). Usando (i), un rapido célculo nos muestra que

m(z : exp(Qﬂm(z)/N)) = [—N(arg(z) + 271'111(;/)/]\?} (mod N)
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Por otro lado, si w' € C* es tal que m(w') = 0 (mod N), entonces
[~ arg(w')/27 ~ Nq] =0,

para algin g € Z. Pero lo anterior equivale a que 0 < arg(w') +2mg < 27 /N,
o sea ¢ = 0. Por lo tanto,

0 < arg (z : exp(Qﬂ'im(z)/N)) < 2n/N.

En particular, poniendo z = &, tenemos que 0 < #,, < 27/N, lo que
completa la demostracién de (v).
Para probar (vi), empecemos por suponer que z - A, C S;. De (2.2), es

b

claro que z - A, = exp(iarg(z)) - As. Asf que, de (2.1),
exp(iarg(z)) - exp(27it/N) - exp(—2mik/N) - w' € So,

para todo w' € Ay. Por lo tanto, poniendo w' = exp(—ni/2N) y luego
w' = exp(7wi/2N), existen ¢,¢’ € Z tales que

— /2N < arg(z) + 2nt/N — 2xk/N — w /2N + 2mq < 57 /2N,
— /2N < arg(z) + 2nt/N — 2k /N + n /2N + 27q’ < 57 /2N.
Esto implica que
—~3/2< —Narg(z)/2r —t+k— Ng <0,
—1< —Narg(z)/2r —t+k— Nqg <1/2.
O sea, sim(z) —t+ k 2 0 (mod N), lo anterior dirfa que
m(z) —t+k=—-1(mod N) Y m(z) —t+ k=1 (mod N),

lo cual es absurdo, pues N > 3. Reciprocamente, supongamos que t — k =
m(z) (mod N). Tenemos que

z- Ay = z-exp (2rit/N) Ag

z - exp(2mim(z)/N) - exp(2mik /N) - Ap.

Siw' € Ay, entonces arg(w') € [-x/2N,n/2N]. Por otro lado,
arg (z -exp(2mim(z)/N) -u,'") = arg (: . exp(%rim(z)/N)) +arg(w') + 2nt’,
para algin ¢’ € Z. Pero, por (v), sabemos que

arg (z . exp(27ri111(z)/N)) € [0,2n/N),
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asi que
arg (.: -exp(2mim(z)/N) - w’) —27t’ € [-n/2N,57/2N) C [-=, 7).
Por ende, ¢’ = 0 y tenemos la contencién
z- Ay C exp(2mik/N)Sy = Si.

La aseveracién (vii) sigue de (vi), poniendo ¢t = m(z) y k = 0. O

Recordemos el orden total estricto sobre el conjunto {t € Z |1 < t < r+1}
definido en (1.7). Dado ¢ € S,,

t<ot = (0o<bpro 6 (Bro=0r, y t <t)),

para 1 <t,t' <r 41, donde 8, := arg (Et,a : exp(27rim(§t,a)/N)), i by =

1 (fofio) € C*. A continuacién mostraremos una caracterizacién de este
orden que nos permitird relacionarlo con la funcién m y las regiones de C*
definidas en esta seccion.

Lema 6. Seanc € 5., z€ C*, (€ Z ysean 1 <t.t' <r+ 1. Entonces
tenemos que

(i) Siz-A¢C S, entonces

z-Af={w€C*

-7 0 INT n
N < arg(w) — arg(z - exp(27il/N)) < oW } ;
(11) gt.a‘ = gt’,a = gt,a ’ Am{ét.a) = ‘Et',a ' ‘Am(ff'_a)'
(iil) 6o S Ore = &0 Ame, ) C Eto " Smigo)-

Demostracién. Probemos (i). Siw € z- Ay, entonces podemos escribir w = zz/

con ' € C* y arg(2' - exp(—2mif/N)) € [—-7/2N, = /2N]. Luego, existe ¢ € Z
tal que

arg(w) = arg(z - exp(2mif/N)) + arg(z’ - exp(—2nil/N)) + 2nq.
Ademds, como z - A, C 8, arg(w) € [—7/2N,57/2N), asi que

arg(w) — arg(z’ . exp(—QWiE/N)) = arg(z . exp(QWiE/N}) + 2mq
€ [-m/N,3%/N).
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Como N > 3, se deduce que g=0y

arg(w) — arg (z : exp(?wiﬁ/]\"')) = arg(z’ - exp(—2mil))
€ [-n/2N, 7 [2N],

lo que demuestra

Z'.AEC{U’EC*

— : ey ™
ﬁ < a,rg(w) - arg(z . exp(QmE/J\’)) < -2_1—7\7 } 5

Por otro lado, si w € C* es tal que

T

% < arg(w) — arg(z - exp(2wil/N)) < R

entonces
arg(z " w - exp(—2mil/N)) = arg(w) — arg(z - exp(2mil /N)).

Por ende, z7'w € Ay, lo que demuestra (i).
Por el Lema 5 (vii), sabemos que

ft,oAm(&t,-,): ét',aA?n(ftf_a) C 80' (2‘6)

Para probar (ii), comencemos suponiendo que 8, , = 6y ,. Usando (2.6) y (i),
tenemos que
w € & olmie, ) = —7/2N < arg(w) — 0, < /2N
— —7/2N < arg(w) — by, < /2N
—WE gt":aA?n(Et’.o)’

por ende, & o Amig, ) = &voAmie, ). Reciprocamente, si
§toAmeo) = & oAmis )
por (2.6) y (i), existe w € C* tal que
arg(w) — by = —7/2N ¥ —7/2N < arg(w) — Oy » < 7w/2N.

Por lo tanto, 0 < 8, , — 0y, < m/N. Analogamente, existe w’ € C* tal que
arg(w) — 6y, = 7/2N, y esto implica que =7 /N < 65 — by, < 0. Asi que
B; o = By o, lo que demuestra, (ii).

Finalmente, para probar (iii), usando el Lema 5 (v) tenemos que 8;, <
Bu o s, y s6lo si, 0 < 8y, — 6; 5 < 21 /N. Por otro lado, como &0 = &v.0&;, .,
existe ¢ € Z tal que

2rm(lr,e)  2mm(§eo)

N N + 27q. (2.7)

61’,0' - gt,a = arg(gt,t’,u) +
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Por lo tanto, 6, , < 8y, es equivalente a

—Narg(&iv o)

-1<
2T

-m(éy ) +m(&e) — Ng<0. (2.8)
Si suponemos que 0;, < 6y, de (2.8) deducimos que

m(&y t0) = m(p,) —m(&o) (mod N),

lo que, por el Lema 5 (vi), es equivalente a que &4 - Ami, ) C Smero)-
Multiplicando esta tltima contencion por & ., obtenemos que

§t.0 " Amey ) C &to  Sm(eeo)-

Reciprocamente, supongamos que &y, A,
entonces podemos concluir de (2.7) que

) L ft,c 'Sm(gt:g)- Si 6115,0 > Qf’.ﬁ'f

o

-N -
< arg(&i e .0)

0
2

- m(&t’,o’) + m(&t,o‘) - A?'q < L
Pero esto implica que
m(&yo) = m(&y) — m(&o) + 1 (mod N),

lo que, por el Lema 5 (vi), contradice a &5 - Ame, ) C &o * Smig.q)- Por lo
tanto, b, < Oy . ' O

Con el lema precedente, hemos conseguido la siguiente caracterizacién del
orden <. Consideremos las condiciones

§to * Am(en) # Eo - Amie, ) (2.9)
§v0 " Amigy ) C €t " Smiga) (2.10)
§to * Amere) = o " Amie, ) (2.11)
¥ <t (2.12)

Corolario 7. Para todos 1 < t, ¥/ <1+ 1, tenemos que t <, t' si, y sdlo
si, el par ordenado (t,t') satisface, para o, las condiciones (2.9) y (2.10), o
bien, (2.11) y (2.12).

Supongamos que £ <, . Si
m(éy10) = m(e) — m(&y ) (mod N),

entonces, por Lema 5 (vi), tenemos que & o - Am,,) C Sme, ), 1o cual
equivale a &0 - Amg,,) C €ro - Smig, ). Como <, es un orden total, la
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condicién (2.10) implica que & o - Am(g, ) = &0~ Amee, )+ Por lo tanto, (2.4)
implica que &0 * Arym(e, ) = &0 - Ar+mie, ) ¥ Por (2.5),
gt,a' A1+m(§tﬁ)= €T’,a' A]-&-m(&t;!ajc gt’,o ) 'Sm(ﬁy P
Por otro lado, si
m(&y o) = m(&o) — m{§r o) + 1 (mod N),

similarmente concluimos que & o * Ai4m, ) C &v0 " Smie, ,)- En ambos casos,
se tiene que

ot Al+me ) C Eto Sm(st,:a)-

Asi, hemos obtenido el siguiente resultado.

Corolario 8. Sit <, t/, entonces

§to Artm(e..)C &0 Smiey )
y st ademds, &g - Ame, ) 7 S0 Ame, ), entonces tenemos que
§to - Alrmg ) C §to * Smiey )

Para finalizar esta seccion, probaremos un lema gue nos serd de gran
utilidad mds adelante. Por definicién, el orden <, depende de la permutacién
o € 5,. No nos interesard estudiar el comportamiento de <, basdndonos en la
relacidn entre ¢ v alguna otra permutacion dada, excepto en el caso especial
a continuacidn.

Lema 9. Sea 0 € 5,. Definimos & € S, tal que 5(1) := o(r) y, para cada
2<j<r, o(j):==0(j—1). Ademds, consideremos el conjunto

Byi={1<t<r+1 | m(el) - &0) = m(ely,) + m(g) (mod N) }

of
y su complemento BS C {1,...,r+ 1}. Entonces
(i)} firr5 = €otr) * fro Yy §i415 = 5‘(,1(2") “&to (1<t<r).
(i) t <ot = t+1=<t'+1 1Ltt'<r t,t' € B, 6t,t € BS).
(ili) &o * Am(eo) = &ro  Ame, ) = (&, € B, 6 t,¢' € B).
(iv) t<,t = t/+1=<5t+1 (1<t,t' <r; te B, t' e BE).

(v) t€eBS, Y €B, == t' <, t (1<t <r).
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Notemos que B, # @, ya que, como &4, = 1 y m(1) = 0, se tiene que
r+1 € B, para todo ¢ € S,.

Demostracion. Que fi+15 = Eo(r) - Jio sigue facilmente de la definicién (1.1)
de fi, v de la definicién de &. Ademds, como el vector f,.1, no depende de
o, de la definicién (1.3) de &, obtenemos (i).

Probemos (ii). Si ¢, € B,, usando (i) obtenemos que

53"1‘1,5 . Am(&,“‘a) = Et’-!-l,& = 'A'm(k.c,f’-'-l‘r‘i)

— 55;1(),-)&,0 : Am(E(n

— a0 .
o(rybta) S5t A §/.0)

o(r)

SES Am(;-f,l(),,))+m(5t,a) =& Am(si,l(),))er(Eg,)

> &0 Am(es) = o - Amey )

Esto implica que el par (t+ 1, + 1) satisface (2.9) para o si, y solo si. (¢.t')
satisface (2.9) para ¢. Por otro lado,

éf’-ﬂf ' Am(&,,:_,,l‘;,) - £f+1=5 ' Sm(Ez+1|ﬁ)

(1) (1
— EU(,,)gtf‘a : Am(sf,l(),)&y_‘g) - Ea(r)ét\a : Sm(sf,l(),)it.r)

= &0 A yimiee ) © 89 Suale,)+miee)

e(r)
— gt’.o' : Am(ﬁ,f‘ ) C &taﬂ' ) Sm(f:‘u)‘

(=4

Entonces, (t + 1,¢ + 1) satisface (2.10) para & si, y solo si, (t,t') sasisface
(2.10) para 0. Ademés, claramente (t + 1,1’ + 1) satisface (2.12) para 7 si, y
sélo si, (¢,t') lo hace para o. Por ende, hemos probado (ii) cuando t,¢' € B,.
Si t,t' € B, la prueba de (ii) es andloga al caso anterior. Basta notar que

fe B, < m(f—‘(l)) -{c,a) = m(as(z,)) + m(§s) — 1 (mod N) (2.13)

“o(r

(ver Lema 5 (iv)).
Para demostrar (iii), sea &.o - Am(g0) = S0 - Am(z, ). Multiplicando esta

identidad por Ef,l(l), obtenemos §i4+1,5* Am(g, ) = & +1,3'~Am(£y,,,)' Si asumimos,

sin pérdida de generalidad, que t € B, y t’ € B, entonces

§t+1’3 ) ‘Am(ﬁt+1.5)‘m(55,1(),.)) = 6t’+1,3 ’ Am(étr__l_;,)-—m(-‘“) ))—1‘

“o(r

pero, por (2.4), esto implica que

Ei415  Ameirs) = Eo415  Amp, -1 Y

Et+1$5 : -‘41+m(§¢+1'3) = §£’+1,E ’ Am(fzf-{-l.&)'
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Luego, usando el Lema 5 (vi), las dos identidades anteriores implican, res-
pectivamente,

Et+1.~5 ) Am(5r+1.a) Z §1 - Sm(iz’fl,a) y
.ft'-‘rlff ' Am(5t1+1_3) gz Et-i—l,g ’ Sm(ft-{-l.&j’
lo cual contradice que <, es un orden total, probando (iii).

Para probar (iv), como t € B, y t' € B, notemos que (iii) implica que
§to - Ameo) 7 S0+ Amee, )+ Luego, usando el Corolario 8, tenemos que

St A1+m(st+l.a)—m(ef,ﬁl)> C Lo '51+m(£tf+1,a)fm( 5

Eo(r)

0, equivalentemente,

§t+1__8- : Am(ftwl.?f} - gt’+1,5 : Sm(itf_;_l,a)' (214)
Si

Si+13 ‘Am(ftﬂ.a) # STER- A Am(&t’+1.3)‘
entonces (2.14) implicarfa (iv), o sea, implicarfa que t' + 1 <z £ + 1, pues las
condiciones (2.9) v (2.10) serfan satisfechas por el par (' + 1,t+ 1) respecto
de 7. Si, por el contrario, suponemos que

ie15 " Amig, s ) = §+15 - Amig,, 5)

0, equivalentemente, que

(1) _ A ¢
cg—('qn)éi‘a' " Am{&_gj—'rm(e(lj ) = EO-(T}Et’,O " Am(gt,ig)_'_m(_(l) ))_1-.

o(r) “e(r
tendriamos
§to - Avtmeo) = &0 - Amie, ,)-
Como t <, 1, esta dltima identidad, junto al Lema 6 (iii) y (1.7), implicarian
que
1.0 * Arm(ero) C &t Smigin)

lo cual, segiin (2.5), es imposible. De esta manera hemos probado (iv).
Finalmente, probemos (v) por reduccién al absurdo. Si ¢t € BS, t' € B,
y t =<, t', entonces (iii) y el Corolario 8 implican que

5“'175' ’ Am(§t+1.6)+2 C 5t'+1,5’ : Sm(gta+1_a)- (215)
En vista del Lema 5 (vi), la ecuacién (2.15) nos dice que
m(&41567415) + m(Erprz) — 2 = m(&a15) (mod N),

pero esto contradice el Lema 5 (iv). O
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2.3. Dominio de f

En esta seccién definiremos el (r + 1)-toro fﬁ, dominio de las funciones F
vy Fy mencionadas luego del Teorema 1. Notemos que

£r+1,a = Tl( ,:;_ll_gfr__;_llsa) =1 (O’ = Sr)

Entonces m(&,+1,,) = 0. Sigue de la definicién (1.7) del orden <, y del Lema
5(vV)quer+1<,t paratodot#r+1ytodooses,.

Como &0 - Ame,,) C So, paratodo 1 £t <r+1y o €5, tenemos que
existe un dnico d;, € Z tal que

r+1

t
> arg(egg n) = D arg(eyg y) +
=1 j=1

2T T o7
J\]’ m(&t’a) -I"QTTdt,G' S I:_ﬁ 1 2]\7) L]

(2.16)

r+1 (1) . . ; N
donde Zj?l arg(sg(j_l)) es independiente 'de o vy los sumandos correspon-
dientes a j = 1 son considerados como 0. Notemos que

Po(r+1)=r+1. (2.17)

Teniendo en cuenta (2.16), y considerando la permutacién p, € S,i1
definida por (1.8), legamos a la siguiente definicién.

Definicién 10. Perea 1 <t<r+1, p=(0,q,n)€ S, y jEL. se
ats; € R definida por

1 .
Qtgj o= W(m(gm) +j) Fitly .
Definimos ¢ Y Griop, € R como

Z;:] €a(ji—1) + Gt omn " Er+1 sit 740 pU(Q)
Z§=1 €a(j—1) T Qteon+l* Ert+l 81t <g PJ(Q}-
polq)

Prazy = Ori2ogn = E  Coli=1) T Gpu(q)amtl * Erti-
=1

Pt = Dtogm = {

Acd, por definicidn, e ) = ep := 0 y los vectores ey, ea, ... e,41 son la base
usual de R

Lema 11. Para cadap = (o,q,n) € :9';, el conjunto {¢r,}1<i<r+2 €8 afinmen-
te independiente.
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Recordemos que un subconjunto {w;}1<i<, de un espacio vectorial real V'

es afinmente independiente si, y sélo si, el conjunto {w; — w;ti<i<n es R-
]
linealmente independiente para algin j € {1,....n} fijo.

Demostracién. Probaremos el lema mostrando que {G1p — Preopi<t<r+1 €8
linealmente independiente en R™**. Sabemos que el conjunto {esy—1) hi<t<ri1
es afinmente independiente en R"™!. Esto implica la independencia lineal del
conjunto {v; h1<e<r+1, donde

t#p0 (g)

palq)

t
b= Z €a(j-1) — Z Ca(j-1)
Jj=1 i=1

con el producto vel; = 0. Luego, la matriz de tamaifio (r + 1) x (r +1)

(Ut : <;’3,13[,(@),;4 - @r+2,g)1£t£r+h (218)
t#po(g)

cuyas columnas son los vectores v; y el vector ¢, (q),x — @rt2,., tiene deter-

minante no nulo, pues de la Definicion 10 tenemos que

) -1
¢pn(q),p — Qri2u = -.Z—\—r: T Epgl- (219)

Ademads, notemos que

L Ut + (at,cr,n - a'pg(q),a,n—F—l) *Er41 si Po (Q) =g t:
th,,u - ¢’r+2,u - .
vt + (atom+1 — apa{q),a,n+l) cerp1 St <o Pol)

para todo 1 < ¢ < r+1 cont 5 p,(g). Por lo tanto, es posible llevar la matriz
en (2.18) a la matriz

(qﬁt,,u- - ¢?‘+2,,u ) 1<t<r+1:

mediante operaciones elementales, lo cual implica que el conjunto de vectores
{¢s . — Oriout1<t<r+1 es linealmente independiente en R™. |

El lema anterior implica que todo subconjunto no vacio de {@: , }1<i<r+2
es afinmente independiente en R,

Ahora necesitamos establecer cierta notacién. 5i wy, ..., w, son elementos
de un espacio vectorial real W, el politopo (cerrado) que ellos generan es el
conjunto de sumas convexas

£ £
?L’:thwt, btz(], th=1}.
i=1 =1



CAPITULO 2. CONSTRUCCION DE F 30

En general, si w = Z§=1 bwy, by e R y Ele b; = 1, los escalares b; se
llaman coordenadas baricéntricas de w respecto al conjunto wi,....,w,. Si
ademas wy,...,w, es afinmente independiente, las coordenadas baricéntricas
de w estan Unicamente determinadas por w y podemos escribir b, = b.(w).

Sea o € S, y sean

1 t
1 el
v = Zeg(j_l) =+ 'Ut(r-i- )€T+1, Wy 1= Z eg(j_l) -+ wi? 1)61»_’_1 (1 § t S T“"l)
=1

=1
Si z,y € R™! son vectores tales que V) = ) (1 < j <), entonces

741 #+1 #1 r+1
.Tx:th’Ut.’y:Zb;wt:th:Zb£:1 et bt:b; (1St§~+])
t=1 t=1 =1

t=1
(2.20)
Para probar esto, es ficil ver que

brpr+ b =y + by (1<j<r)

multiplicando = e y por el vector traspuesto ez:(j
j < ). Luego, es claro que b; = b, (2 < j < r+1), pero como la suma de las
coordenadas baricéntricas debe ser 1, también tenemos b; = bj.

Con esta notacién en mente ponemos, para i = (7,q,1n) € Sy,

)y usando ) = yU) (1 <

Pl,,u = P:L,cr,q,n = P({@t,y}lgtgrﬂ) ¥

P2,,u, == P2,cr.q_.n- = P({¢t,#}1SfST+2>'

t#pa{g)

El siguiente lema nos permitird dar una descripcidn alternativa del politopo
generado por los vértices @1 4, @24, .., Orsiop.

Lema 12. Sea pp = (0,q,n) & S.. Siz® ... 20 e [0,1) satisfacen
2@ > ZE@) 5 > et
entonces existen unos unicos y1,y2 € R de modo que
(®,...,z7,m) e P, N (zM,..., 2", ) € Py,

Mas ain, tales y1 e yo cumplen y1 < ya.
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Demostracidn. Pongamos by := 1—z@W) b, := gD _z0®) (2 <t < 7)
¥ bry1 := 2(°)), Claramente b, > 0, para todo 1 < t < r + 1. Ademss,

r+1 n
th = b +sz+br+1
t=1 =2

=1 — oW L (glo®) _ glot)) 4 zot) — 1.

Asi,
r+1
vi=> by, € P, (2.21)

t=1

y podemos comprobar que vel , = z9), para cada 1 < j <, ya que
’UEE(J') =Brg1 + o o+ b1 = by + (210D — OO = o),

Por lo tanto, poniendo y; := vel, ;, la unicidad sigue de (2.20). La prueba de
existencia y unicidad de y, es andloga, usando (2.19).

Para probar la tltima parte del lema, de (2.20) se sabe que los vecto-
res vy, = (xW,..., 2" ) v vy, = (2W,..., 2" 1) tienen coordenadas

baricéntricas iguales sobre los conjuntos {é;, b1<t<r+1 ¥ {@tu h1<t<r42 respec-
t#po (q)
tivamente. Como {&;, }1<t<r+1 ¥ {@1.u}1<t<r+2 difieren sélo en los elementos
- t#ps(q)
Dpo(q)y Y Pri2p, se deduce que

b

Vpe = Uy = b(¢T+2,u- - Qﬁpa(q),.&) = -ﬁerﬁ-lv

con b una de las coordenadas baricéntricas de vy, respecto de {@; , }1<t<rio-
t#pa(g)
Por lo tanto, (vy, — vy, Jel,; = y2 —y1 = 0. O

Notemos que tanto y; como y; en el Lema 12 dependen de u € §,» v de
zW, ..., 2™ € [0,1]. Entonces, dados = (7,¢,n) € S, y z € R™*! tal que
sus primeras r coordenadas satisfacen

1> 2o > 2(@(2) B 2lor)) > 0,
en adelante escribiremos
Yiu(T) = Yiogn(®) =9  (1=1,2).

Notemos ademds de (2.21) que v = v(z) es una funcién continua de z, ya que
cada by = b(x) lo es. Por lo tanto, y;(z) = v(z)el,; también es continua. Lo
mismo para ya(z).
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Definicién 13. Sea p = (0,q,n) € S,.. Definimos

D, =Dyyp = {1 e R™!

1> zle) > le(2)) 3 e3P0 30,
Yiu(z) < 2D < gy u(z).

Dado p = (0,q,n) € gr, del Lema 12 deducimos, por la convexidad de
Plu“' y’ PE:.’—"’ q-ue

(1=)yiu(@) +tpin(z) = ¥ (1=t)z+12) (i=12te0,1]; z,z € D,).

Con esta identidad, queda claro que D, es convexo. Ademas, cada ¢;, € D,
(1 £t <r+2). Para verificar esto tiltimo, basta notar dos cosas. La primera
es que -

N L R sy )1 87 <pola);
. 0 sijz=t, TEET0 s> pe(a),

para 1 < j,¢ <r + 1. La segunda es que

41 , 41 I
.@g,,u Vi Y1,u(Br) ¥y ¢5~+2,;)1 = Yo,u(Drio,u),
pues ¢y € Pl y Oryoyu € Py, para todo 1 <t € 7+ 1. Asi, podemos
concluir
P((.bl,m ¢2,f.¢1 =S J@?’-}-Z,p) C Dp-

Por otro lado, todo v € D, estd contenido en el segmento recto que une
los puntos

(Do @) € Py (0D, 40, (0) € P
asi que
P(@1ps bops - -y Prion) = Dy (2.22)

Por el Lema 11, tenemos que D, es un (r + 1)-simplice. Otra propiedad
importante de los D, = Dy 4, €s que, fijando ¢ € S, y haciendo correr ¢ y n
de cierta manera, es posible “apilarlos uno encima del otro” de tal forma que
los simplices contiguos se intersecten en un r-simplice. Mds precisamente,
dado o € 5,, de (1.8) y de la Definicién 10 se verifica que

L . ; .
@1.-6.-9'-1.-” = ¢t1U=Q:n N (-Dpc(q) wg—lm — @T+2lU!Q:n (223)

(1<t<r+1 t#pq); 2<g<r+1; 0<n<N-1). Tamhién se
verifica que

¢t,a,r+l,n+1 = Qteoln y ¢po(1),a,r+1,n+1 = ¢r+2,o‘,1,n
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(1<t<r+1, t# p,(1); 0 <n <N~ 2). Como consecuencia inmediata
de estas identidades tenemos que

-Pl,o',q—l,n = P2_.cr,q,n (2 < q
Pl,a,r+l,n+l = PQ,U,l,n (O <n

IA
IA T

+1, 0<n<N-1),
N ~-2).

Luego, aplicando el Lema 12 a esto 1iltimo, obtenemos la cadena de desigual-
dades

Yor+1,0(ZT) € Y1or0(T) € - € Yo20(2) L ho10(x) <
yl,a,r+1,1($) < yl.c,r,1{$) <= 9135,2,1(33) < yl,c,l,l(m) <

Yr,or+1,8-2(Z) € YrorN—2(2) £ -+ L Y1008-2(2) £ Yroa,n-2(z)
Y1,o0+1,N=1(Z) € reen-1(2) £+ L Yroon-1(T) € ooin-1(z), (2.24)

para cada x € [0,1]" x R tal que @) > ... > z(o(),

Notemos que esta cadena acaba con el término .1 y—1(z). De hecho,
este término es el 1nico de la cadena indexado por 2 en primer lugar en vez
de por 1. Sin embargo, es posible cambiar esto debido a que

Proin-1= P({¢t,a,1,N-1}1§t§r+2)

t#Pa(1)
= P({¢t,a,r+l,o I er-i—l}lS'tSr-i—l)
= P1or+1,0 + €41, (2.25)

por lo que
92,5,1.1\7—1(55') =1 —+ yl:a,r—}—l.ﬂ(m)a

siendo y1,5-41,0(%) €l primer término de la cadena. Por esto abreviaremos
Uu(Z) = Yogn(2) = y1u(2) (k= (0,q,m) € 5,), (2.26)

para cada x € [0,1]" x R tal que 1) > ... > glol)),
Con los comentarios del parrafo anterior hemos encontrado que, si pone-
mos

PATIEC {27 e R™1

12> zle@) > 2@@) > ... > o) >,
ya,r+1,0($) S -T(T-H) § 1+ 'ya,'qul,U(m}- '

entonces

Bes | | &,=] |5 (2.27)

ocSy #E§T
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Son tres las caracteristicas que nos interesardn de D. Una de ellas es que,
siendo la unién finita de conjuntos compactos, es un subconjunto compacto
de R™*!. Ademds, D es la clausura topoldgica de un dominio fundamental del
grupo aditivo R™*! bajo la accién del subgrupo Z"*'. De hecho, el conjunto

B = | | B (2.28)

065:‘

D, = {s-: e R™!

1> z@) > £(e@) > ... > zlol) >,
Yor+1,0T) g+ <1+ Yo,r+1,0(T)- ’

es tal dominio fundamental, por lo que el cuociente
T:=D/~ (2.29)

es homeomorfo al (r + 1)-toro candnico R /Z™+! donde ~ es la identifica-
cién de elementos en la misma drbita respecto de la accién mencionada.
Finalmente, concluiremos esta seccion probando que los conjuntos conve-
xos D, conforman una descomposicién simplicial de D. En vista de (2.27),
para mostrar esto, sélo necesitamos verificar que los D, se intersectan ex-
clusivamente en caras. Recordemos que las caras de un simplice P son los
simplices generados por subconjuntos del conjunto de vértices de P.

Lema 14. Sean 0,0’ € S,. Si w € R" es tal que
w@) b we@) B e wer) y wlo' ) »- w@'@) B cne 3B wle' )
entonces w9 = @) para todo 1 < j < 7.

Demostracién. Supongamos que w@) = @@ para algin 1 < j < r (sin
pérdida de generalidad, supongamos que w@W) < w@' W), Como w"@) «
w@ @) < wl@'®) para todo i € {1,2,...,5}, tenemos que hay al menos j
coordenadas de w estrictamente mayores que w®W) pero esto contradice
WD) > > @) > L. s o)

lo cual dice que hay a lo mds j7 — 1 de tales coordenadas. Por lo tanto,
w0 = (@) para todo 1 < j < r. O

Lema 15. Sean p = (o,q,n), ¢’ = (¢',¢,n') € S,. Llamaremos Boo C L
al conjunto

{feigr+1]{o(-1;28j <t ={(G-1); 285 S u {1},

Entonces valen las siguientes aseveraciones.
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(i) Seav e [0,1]" x R tal que

e S R (O P O}

Si
r+1 r<41
v= E bty 6 v=(by,)/N)ers1 + Z biBt.01, N1,
t=1 =1

con b; € R, entonces by = 0 cuando t € By
(i) t =gt <= t =<zt (t,t' € Boo).
(ill) atoe = o (LeZ; t€Byy).
(iv) 8i AC{duhi<t<r+1 ¥ A C {0t hi<i<r+1, entonces
PA)NP(A") = P(ANn A).
- Ademds, esta afirmacidn se mantiene si reemplazamos ambos (o uno
de los) conjuntos {¢: ,t1<i<r+1 Y {Pr b1<i<r41 pOT {‘?I)t,o,l,h’—l}ltiti?-{-f

Y {101, N—1 hi<t<r+2. TESpPectivamente. Acd, consideramos P(&) = &.
1#p04(1)

(v) Dados o,0' € 5,,

1<g<r+1 y 0<n< N-=-1, ezisten
1<g<r+1 y 0<n<N-

1 tales que
Yoan(V) = Yogav) 6 Youn(v) =1+ Yo r+10(v),
para todo v € [0,1]" x R que satisface
VM) > > o)y @) > L > ),
Ademas, Yors1,0(V) = Yo' r+1,0(v) para todos estos v.
Demostracidn. Para probar (i) comencemos por notar que
Pl vegy = bpp1 + o+ b (1<j<r). (2.30)
Si2<t<r+lestalquef{o(j—1)|2<i<t}#{o'(j-1)|2<j<t}
(notemos t # r + 1), entonces existe 2 < j < ¢ tal que o(j — 1) = ¢’(i) con
t <1 < r. Esto implica que

13 e > pl@l-1) 3 .0 ge'l-1) 5 L. g plel-1) > | ., >0,
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y como por Lema 14 se sabe que v{*"=1) = 4(0G-1), tenemos que v(@'—1) =
v(@®). Por lo tanto, v(@t=1) = (@) y de (2.30) concluimos que b; = 0.

Para probar (ii) basta notar que &, = &o v &, = &0 para todos
t,t' € B,,.r. Luego, (ii) sigue de las condiciones (2.9) a (2.12) que caracterizan
al orden =,.

La afirmacién (iii) sigue directamente de (2.16) v de la definicién de Ot.0.¢
(ver Definicién 10).

Ahora probemos la primera parte de (iv). Es claro que A N A’ C P(AN
P(A’), més ain, como P(A)NP(A’) es convexo tenemos P(ANA’) C P(A)N
P(A"). Para probar la otra inclusién, supongamos que P(A) N PA) # @
(en caso contrario la inclusién es obvia). Recordemos que, por el Lema 11,
{¢eu}iZ1 es afinmente independiente, e igualmente para {¢1w };21. Tomemos
v € P(A)NP(A’) y expanddmoslo en sus coordenadas baricéntricas respecto

aAyA.
r+1 r+1

/
v= E btd%,y = E btét,.u’a
=1 t=1

donde by, b > 0; YT b =311 =1 b=0 si ¢, €A y b =0

si ¢ € A’ Como de (2.22) sabemos que P(A) C D, y P(A') C s
tenemos que

ple) 55 o on 38 o) y PGty B el v(a’(r))’

por lo que v°U) = (@) y entonces b, = b; (ver el Lema 14 y (2.30)). Asi,
de (i) sabemos que

Z bt(qst,_u - c.bt,,u’) = 0. (231)

teB, ./

Luego, supongamos (sin pérdida de generalidad) que n < n’. Si n < ',
entonces Definicién 10 y (iii) implica (u—r)el.; < 0, paratodot € By
Por lo tanto, de (2.31),

bt = b; >0= ¢t,,u. = (.bt,,uH

asf que v € P(AN A'). Si n = n’, supongamos que existen 1 < ¢,#' < r+ 1
tales que
(ét,u - ¢t,a’,q’,n)ef+1 < 0-, (232)
(qbi’,p: - @t’.o”,q’,n.)ef_i.l > 0. (233)

O sea, t # t'. Si t <, t/, tenemos por (2.33), (iii) y Definicién 10 que t <,
' <5 po(q), es decir, (¢, — rorgn)ele; = 0, lo que contradice (2.32). Si
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t' <, t. por (2.32) (ii), (iii) y Definicién 10, t' <, t <» p-(¢’). Por lo tanto
(¢ — G0 m)eleq < 0, que contradice (2.33). Asf, procediendo como en el
caso n < n', deducimos que v € P(AN A’).

Para demostrar la segunda parte de (iv), notemos que la prueba de que

P(A)N P(A') > P(AN A

sigue como en la primera parte de (iv), asi que no la repetiremos. Para la

inclusién reversa, primero verifiquemos el caso en que A C {@yo1 N—1 f1<t<ri2
t#00(1)
v A" C {diy}ti<t<r+1. Seav € P(A) N P(A"). Expandiendo v en sus coorde-

nadas baricéntircas respecto a A y A, tenemos

741 71
v = (bp,,u)/N)er-»-i T Z bt(i)t,a_.l,N—l = Z bi@t,y*-
t=1 t=1

Usando nuevamente (2.30), llegamos a que b; = b;. Luego, lo anterior junto
a (i) nos da que » .  bid; = 0, donde &; es de la forma

Pte1 N—1 — Oty (t € Boor, t# pa(1)),

o bien,
Gri2,01,N-1 = Ppo(1)4f {(0a(1) € Bssr):

En cualquiera de estos casos, Definicién 10 y (iii) nos muestran que del., >
0. Por lo tanto, cada vez que b; > 0, tendremos que §; = 0, lo que implica
que v € P(ANA').

El caso en que A C {¢utictcrtr ¥ A C {@tor1,n-1}15t<rt2 sigue, por
tp,r (1)
simetria, como el anterior.
Supongamos que A C {101 N1 het<rt2, A" C{G1o 1 N-1 h<t<ri2 YV €
t#pe(1) t#p,r(1)
P(A)N P(A’). Expandiendo nuevamente v en sus coordenadas baricéntricas

respecto a Ay A’, nos encontramos con

r=+1 r+l1
v =(Bpoy/N)ers1 + Y bidroan-1 = b, q)/Ners1 + Y bibtors,n-1-
=1 i=1

En vista, una vez mds, de (2.30), tenemos la igualdad de las coordenadas
baricéntricas b, = b}, donde, por (i), sélo nos interesan los indices t € B, 0.
Por otro lado, de Definicién 10 y (iii), tenemos los siguientes casos.

L. ¢t,cr,1,N—1 = cf’t‘.,fr’,l.]\f—l (t = SBO‘,UH t # po‘(l)s t 75 pd'(l))!

2. @'v-+2,a,},N—1 = @pg(l),a’,l,Nul (Pa(l) = %o,cr’: pa”(l) 7é po(]-)):
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3. @7'+2,cr,l,N—1 = @7--0—2.0’,1,1\"*1 (pcr(l) = iBcw"s pc"(l) = pfr(l))!—
4. praf(l),a,l,N—l = ¢r+2,0",1,1\"—1 (pa’(:l) = %U,G’a pd’(l) % pd(l))

Por lo tanto, v € P(AN A’).

Finalmente, para probar (v), pongamonos en tres escenarios. Primero
supongamos que t <, p,(q), para todo t € B, , y que n < N — 2. De
esta manera, usando (iii) tenemos que ¢t = @t o r41,n41 Para todo t € B,
(G=r+1lyn=n+1), puest £, r+1paratodo 1 <t <r+1. Ensegundo
lugar, supongamos que t <, p.(q), para todo t € B, ., y que n = N — 1.
En este caso, como a;,n = 1 + Gz 4.0, procediendo como en el caso anterior
obtenemos que ¢; ;, = €,41+ @y 410 Para todo t € B, +. En tercer y 1iltimo
lugar, si existe t € B, con t £, p-(g), pongamos

to ;= min {t %4, p-(q)}-

te%(,:(,.'
Es decir,
tl 740 pa(Q): tf S fBa,o”: tf 7/: tU = t{) '<a tl

(notemos que By # &, ya que 1 € B, ). Definamos § := (por) " (to).
Luego, si t <, ps(g) con t € B, 4, entonces t <, tg = por(q). Sit 4o polq)
con t € B, ., tenemos que t A, o (por definicién de ty). Usando (ii) y (iil)
se verifica que ¢;, = ¢ 5. para todo t € B, (7 = n). En particular,
Dt ort1,0 = Prot r+1,0 Para todo t € By, (tg = m = r + 1). Esto concluye
nuestro analisis de los tres escenarios posibles. Por otro lado, si v € R™!
satisface v@) > ... > plel) y H@AD > ... > @' del Lema 12 y (i)
sabemos que podemos escribir

(v(l),...,?)(r)ayn(”)) = Z bt¢i,u'

teB,,
Por lo tanto, (v) sigue del Lema 12 y de los tres escenarios anteriores. 0
Proposicién 16. Sean u= (o,q,n), ' = (o', ¢',n’) € S,.
DN Dy = P({ruhigezrea N {bew brgesrsa). (2.34)

Demostracion. Iniciamos esta demostracién verificando que el conjunto en el
lado izquierdo de la ecuacién (2.34) estd contenido en el conjunto del lado
derecho. Sea v € D, N D,y. Por la Definicién 13, tenemos que

Y,u(v) < prD < Ya2,u e Y (v) < vt < Yo - (2.35)
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Ademas, la Definicién 13 nos muestra que, para probar

vE P({ét,#}1§t5r+2 n {é:,w}lstgrw)a (2.36)

debemos verificar tres posibilidades (sin pérdida de generalidad).

Yiu(v) <you(v), (V) = you(v) 6
Yru(®) = 12,(v), Yw) =gpul) 6
Yu(v) <y2u®), Yruw(v) < gow).
Supongamos que ¥1,,(v) < y2,,(v) € Y1 (v) = yo(v). Como en este
caso tenemos que
Y (v) = Yoy (v) = 0,

quedan inmediatamente descartadas

Y (V) = g2, (V) <yru(v) e you(v) <yw() =12.(v)

(ver (2.35)). Ademas, tampoco podemos tener

Y1,.(V) < yrp(v) = pr+l) < Yo,u(v). (2.37)

Para verificar esta 1ltima aseveracién, notemos que el Lema 15 (v) implica
queexisten 1<g<r+1y 0<A<N-—1 tales que

Y (v) = Yo,gm (v) 6 Yi,p (v) =1+ Yor+1,0(V)-

Dicho de otra forma, el Lema 15 (v) implica que cada valor en la cadena
(2.24), para o’ (respectivamente o), es algiin valor en la cadena (2.24), para
o (respectivamente o'). Pero entonces (2.37) es imposible, pues las ecuacio-
nes de politopos anteriores a (2.24) muestran que y»,(v) es el eslabén (a la
derecha) inmediatamente siguiente a y;,(v) en la cadena (2.24), para o, y
no puede ocurrir que

$16(V) < Yoga(v) < you(v) 6 Y1,8(¥) < 1+ Yors10(v) < y2,u(v).
Por ende, las tinicas posibilidades en este caso son que
o) =y (v) = Yo (V) = y1,u(v) 6
o) = Yrw (V) = Yo (v) = y2,4(v),

asi que el Lema 12 implica que ve Py, NP, 6 vE€ P NPy, respec-
tivamente. O sea, v estd en la interseccién de politopos como en el Lema 15
(iv), lo cual prueba la inclusién (2.36).
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La segunda posibilidad es que y1,(v) = y2,.(v) € y1,0(v) = Yo, (v). En
este caso, como por (2.35) tenemos que
T = Y1,u(V) = Y2,u(v) = Y1 (V) = Y2, (v),

el Lema 12 implica que v € P, ,MN P, v, lo que nos permite aplicar nuevamente
el Lema 15 (iv) para probar la inclusién (2.36).

La posibilidad restante es que yi,(v) < y2u(v) e yiw(v) < youw(v).
Nuevamente, en vista de (2.35), y ocupando el Lema 15 (v) y (2.24) como
en el andlisis de la primera posibilidad, obtenemos tres “subposibilidades”.

1. yQ"uf(’U) = yl,y(’l")a
2. yLFI(U) = y2.y-(v)*

3.y (v) =yulv) e yauw(v) =1y2,u(v).
De hecho, si no se diera 1, ni 2, ni 1, (v) = y1,,(v), tendriamos que y; ./ (v) <
Yo (V) (ver (2.35)). Ademss, es imposible que
Yu(v) <y (V) < you(v),

debido a la correspondencia de eslabones que da el Lema 15 (v) en (2.24), para
oy o'. Por ende, y; ,(v) < y1,,(v), pero tampoco se puede tener yp ,/(v) <
y1,.(v) (ver (2.35)), entonces

ylnu’ (‘U) < ylaf-’:(,u) < yQ,,u,’ (U)7

lo que contradice la correspondencia de eslabones mencionada. Por lo tanto,
debe darse 1 6 2 6 yy,(v) = y1,.(v). Andlogamente se prueba que debe
tenerse 1 6 2 6 yo,ur (V) = yo,u(v).

Ahora, analizaremos las tres "subposibilidades”.

1. Aqui, en vista de (2.35), tenemos que

) = Yo, (V) = yr,u(v),

por lo que v € Py, N P, y podemos aplicar el Lema 15 (iv) como en los
casos anteriores para probar (2.36).

2. Es andlogo a 1.

3. En este caso, v estd en el segmento recto que une los puntos

(v(l), . ,v(r},yljﬁ(v)) y (’U(l), e g0 s o () ).
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Como 1,0(v) = pru(v) e you(v) = yo,u(v), estos puntos estdn, por el
Lema 12, en P, N Py y Ppy N Py, respectivamente. Entonces, el Lema
15 (iv) implica que ambos puntos estén en el politopo

P({@ruh1<tcrez N {bru hrcicrsn)s

asi que por convexidad se tiene (2.36).

Con lo anterior, hemos probado que el conjunto del lado izquierdo de
(2.34) estd contenido en el conjunto del derecho. La otra inclusién es obvia
(ver primer pérrafo de la demostracién de Lema 15 (iv)). |

2.4. La funcién afin por trozos f

En esta seccién mostramos la existencia de una funcién afin por trozos
que utilizaremos para definir la funcién F mencionada luego del Teorema 1
(ver Capitulo 1).

Consideremos la funcién

£:(CxR)\{z"V =0} — CxR!

dada por la férmula

(1) (2) (r)
o T z -
o) = (WH), $(M),...,$(T+I)) eCxR, (2.38)
vélida para cualquier z = (z),z®, ... 20+)) € Cx R" (i.e. 2 € C
y 2@, 2@ . 20+ € R) con tltima coordenada £+ no nula. Con esto,

definimos V := (V) = (&1,...,4,), donde V := (1,...,&,) v & == b(c;) (1 <
Jj £ r). Claramente V actta por multiplicacién componente a componente
sobre £(C* x R}, ) = C* x R .

Sea i = (0,¢,n) € S,. Escojamos a; = a(t) € kN (C* x R} ), para cada
t € Z, como en el paso 2 del ATP (ver Capitulo 1). Se verifica inmediatamente
de (2.2) que

oM ed (tez) (2.39)

Como el conjunto {¢;,}i1<t<r+2 es afinmente independiente (ver Lema
11), definimos A, : R™! — C x R™™! como la tinica funcién afin tal que

A.u(ﬁbt,u) = Pt (1<t<r+ 2), (2'40)
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donde ¢;, == £(f; ) ¥ fi, es definido mediante

_ i ft,rr . a(]vat,n,n) sit 740 po{‘]):
fin = frogn = .
ft_.cr ' Q(Nat,o',n-o—l) sit —o po(Q):

fr+2,u — fr+2_.rr,q.,n = fpa(q),o ¥ Q(Napa(q).a,nﬂ)- {2-41)

(1<t<r+1)

Notemos que esta definicién de f; , coincide con la dada en (1.9) y (1.10), s6lo
hemos abreviado el indice de los @; ocupando notacién vista en la Definicién
10. De hecho, es fdcil ver que estos indices satisfacen

Ut o+l — Org; = 1/N v Naio; =m(€,)+ j (mod N), (2.42)

para todo j € Z. Ademds, aqui C x R"™! = R™! como R-espacio vectorial

Una propiedad de las funciones afines nos permite calcular ficilmente
el valor de A, en un punto v € R™*, cuando v estd escrito en funcién de
sus coordenadas baricéntricas respecto del conjunto afinmente independiente
{Cﬁt,p}lgtgrw- De hecho,

r+2 r+2 r+2
v=) by, BER, D bh=1 = A@0) = by (243)
t=1 =1 t=1

En principio, no sabemos si la imagen de A, restringida a D, estd conte-
nida en C* x R5™! 0 no. Este asunto cobrara importancia cuando definamos
la funcién F' a partir de las A,,. El siguiente lema nos da una respuesta a esta
interrogante.

Lema 17. Sea 1 = (0,q,n) € §r. Para todo 1 <t < r + 2 se tiene que

x R.1

Bpe(a).om ) +

Aub) € (FH,. S

7 (g).0

Por lo tanto,

1 - . d
Au(Dy) C (fﬁc)(q),g *SNa,, pon) X R € C xRYL

Demostracidn. Empecemos por notar un par de propiedades de la funcién ¢
definida en (2.38) que utilizaremos durante esta demostracién. Siz € C*xR7,
entonces

arg(¢(z)") = arg(z™) y @)W eR, (2<j<r). (2.44)

En particular, estas propiedades se cumplen cuando z = f; ,, para cualquier
teZ.
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Para probar la primera parte del lema, comencemos por estudiar el caso
enquel<¢<r+lyt—, Po(g). Por (2.40),

A#(éﬁ,,u) = e(ft,o . a!\"az:mnﬂ)- (245)

Como ¢ <, (@), por Corolario 8 tenemos

o)

§t:‘7. Al+m(&hﬂ') c gpﬂ(@):a ! Sm(fﬂn(q).n) !

Multiplicando esta ltims Inclusién por 7 ( fri10) - exp( 2min/N), y en vista
de (2.42), obtenemos

1y 9 1
j;t(,a)- A-Nﬂft.a.'n+ic f.{f,,%q),o’ : SNapg(q).n.n *
Luego, usando (2.45), (2.39) y (2.44), la ltima inclusién implica que

flﬂ(éﬁ’u) € (flgi%q)ﬂ' .S'Naﬂa'(fﬂ.a.n) X R:ﬁl'

lo que prueba la primera parte del lema en este caso.
Pasemos ahora a verificar la primera parte del lema cuando 1 <t<r+1

¥t A+ po(q). Por (2.40),
Au(bep) = foo - ang, . ). (2.46)
Como t £, p,(q), (2.10) (respectivamente (2.5)) implica que

gtvo . Am(ftfr) c fpd‘(’;’LU ! Sm(fp,,(q),a)

cuando p,(g) =, ¢ (respectivamente b= pc,(q)). En vista de (2.42), multipli-
cando esta inclusién POr Ti(fri1,0) - exp(2min/N'), obtenemos que

1 1)
ft(,cr) : ANﬂ't.a-'ﬂ o f;i,-(q),a ’ SNﬂf‘a’(?)-O-"'

Luego, utilizando (2.46), (2.39) y (2.44), de la dltima contencién concluimos

l) r—
Au(Pen) € (foi)o Swa,,, ) X R,

lo cual prueba la primera parte del lema en este caso.

Para finalizar la primera parte del lema, si ¢ = r + 2, por (2.40) tenemos
- que
Aﬂ(ﬁbt,.u) = E(fpu(QJ:cr .7 F—— N (2.47)

Notemos de (2.5) que

o
A1+n+m(5pn (@).0) c ‘S‘n+m(§pﬂ (9).0)
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Usando (2.42) y multiplicando por f »(a),00 €Sta tltima inclusién es equiva-
lente a

8] o (€] .
fpcr(?)ﬁ. AN“#U(G)m""’lc f Pa(q).o SNa
asi que de (2.47) y (2.44) sigue que
; 1 -
Aﬂ(@t:#) € (fég%q),a ’ SNapg(q).cr.n) o RT 17

lo que concluye la demostracion de la primera parte del lema.
La segunda parte del lema sigue directamente de (2.22), (2.43) y de la
convexidad del conjunto

1 r—
(f, ; )(q S'Na’ﬂrr((})-f’-ﬂ) x R y

el cual es un producto de conjuntos convexos. O

polg).om?

Con el objetivo de definir la funcién F' mencionada luego del Teorema 1,
construiremos una funcién f definida en D (ver (2.27)) que tenga la cuali-

dad de pasar al cuociente T descrito en la seccién anterior (ver (2.29)). Esta
funcién f serd una funcidn afin por trozos construida a partir de las fun-
ciones afines A, que hemos estudiado. La siguiente discusién y el préximo
lema son los ltimos pasos que necesitamos antes de establecer dicha f en la
Proposicion 19.

Dado o € S,, pongamos ¢ € S, tal que o(1) := o(r) y, para cada 2 <
j<r,a(j):=0(j —1). Ademds, recordemos el conjunto

s={1gt<r+1 | m(el) - o) =mElY) + mi6,) (mod M)}

definido en el Lema 9. Usando (2.13), para cada 1 < t < r, existe k,, € Z
tal que

(1) ; '
o v ‘,AZV te B,
m(Euotory) = {m(‘f" )+ mlie) + 4 B ()
m(&o) + m(ey,) + KN —1 siteBS
Por otro lado, notemos que (2.16) y la definicién de & implican
27 27 3 3«
27 di1,5 — 2mdyo + arg(e c'(?r‘)) %+ FM(€t+1,E) - Fm(ét:g) € (—W ; F)

(1 £t £ r). Multiplicando esta tiltima expresién por —N/27, concluimos
que

N X
~Ndi15+ Ndyy = 5= arg(egp)) — m(Gaz) +m(6o) € (—— f) :
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Luego, utilizando (1.5) y analizando la parte entera por arriba [ | de la
expresién anterior, obtenemos que

HJth_._]_,'o'- + ‘th‘g + Hl(fg()r)) s m(gt.H’g} 4 m(fw} = {—1 0, 1., 2}

0O, equivalentemente,

1 1) 1 1 1 1 2
dt—f-l,& - di,o’ — Nm(eg(r)) + 'ﬁln(&_._;h}) — ﬁm(ﬁﬂ) e {ﬁ 0, _W _‘ﬁ .
Como N > 3, el Lema 9 (i) ¥ (2.48) implican que

dt«H.,E = dz_‘o- + H’;,O' =) (1 S t S T, g S ST-) ('24.9)

Lema 18. Sea u = (0,q,n) € S, tal que ps(q) # r+1. Pongamos c € S, tal
que 5(1) :=o(r) y, para cada 2 < j <r, 5(j) := o(j — 1). Entonces, existen
ky€Z,ge{l,2,....,r+1} yn e {0,1,...,N — 1} tales que

Prp+ oyt Rprp1 =G p €Dy (1<t<r), (2.50)
' ¢r+2,p. + Eg(r) + Kp€ri1 = Oriop € Dg, (2'51)

donde pi := (7,q,n) € S,.

Demostracién. Sea g = (pg)_l(l + ps(g)). Dividiremos la demostracién del
lema en funcién de dos casos, cuando p,{(g) € B, y cuando no.
Caso 1 (pc(q) € Ba). Pongamos &, € Z de modo que

i1 r
0<n-— m(%(r)) + K, N <N-—1

Asi, definimos
o (1)
n, = — m(sgm) + KN

y ponemos ji := (0,q,7n) € S.. En vista de la Definicién 10, (2.48) y (2.49),
tenemos que para cada 1 <¢ <7,

H’;,o’ + Ky + dir15 — dio site B,
Kot by + 13—y —1/N st BE

— {""““ FLUE Ba (2.52)

di+1,57m — Qton = {

k,—1/N site B

Para probar (2.50), consideraremos cuatro posibilidades para 1 <¢ <,
en funcién de si € <, po(¢) 0 no, y si t € B, o no.
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Si 1<t<r, t=,p,(q) y t € By, usando la Definicién 10, (2.52), el
Lema 9 (ii) y (2.22),

t+1
@t,pﬂ -+ 60’(7‘) + pr:er—i-l = Z 35(1{‘1) -+ (ﬁ?_u + at,g!?1+1)€r+1 [Def 10|
i=1
i+1
= Z €5(i—1) T Qt4157+16r41 [(2.52)]
i=1
= @115 € Dy [Def. 10, Lema9 (ii) y (2.22)]
(2.53)

(recordar que ayom+1 = Gron +1/N ¥ 015741 = G155+ 1/N).
Si 1<t<r, t#4 ps(q) v t < B, usando nuevamente la Definicién
10, (2.52), el Lema 9 (ii) y (2.22), se verifica que

t+1
Qv + €oiry T RpCr+1 = Z €5(i-1) T (fi# -+ at,,?n)er_,,l {Def. 10}
i=1

-1

= Z €5(i—-1) T Qt+1,57Cr+1 [(' -52)]
i=1

= ¢e1p €Dy [Def. 10, Lema (i) y (2.22)].
(2.54)

(R

Si 1<t<r, t#4;p,(q) y te B, usando la Definicién 10, (2.52), el
Lema 9 (iv) y (2.22), tenemos que

t+1
C.bt,j-t + Eo(r) + Ky€ry1 = Z EF(i—1) -t (.‘6’._, = at_’a!n)e,ﬂ_,_l [Def ]_[]:I
=1
t+1
= Z €5(i-1) T 0t+1,57+16r+1 [(2.52)]
i=1
=15 € Dz [Def. 10, Lema9 (iv) y (2.22)].
(2.55)

Debido al Lema 9 (v), es imposible que 1 <t <r, t =<, p,(q) v t € B,
asi que de (2.53), (2.54) y (2.55) sigue (2.50).
Para probar (2.51), usando la Definicién 10, (2.54), la definicién de § vy
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(2.22), tenemos

Prazp + €o(r) T Kurir = Pp,(g)ogm + (1/N)ers1 + €o(r) + Kulria [Def. 10]
= Gpo(g)+15,57 T (L/N)erss [(2.54)]
= G @gn + (1/N)ers1 [qm:= (o)~ (1 + pa(q))}
=¢25€ Dy [Def. 10y (2.22)].

Asi, hemos concluido la demostracién del lema en el Caso 1.
Caso 2 (p,(q) € BZ). Definamos &, € Z de modo que
0<n—m(el))+1+ KN <N -1
(notar que la definicién de x, en este caso difiere de la del Caso 1). Asi,
ponemos

n:=n+1-— m(sf,l(l)) + Kk, N

y pi == (7,q,7n). Andlogamente al Caso 1, la Definicién 10, (2.48) v (2.49)
implican que

Ku+1l/N siteB,

: 2.56
Ky site Bj \%.58)

Qi1 — Qton = {
Para probar (2.50), como en el Caso 1 consideraremos las cuatro posi-
bilidades para 1 < t < r, en funcién de si t <, p,(q) o no, ysit € B, o
no.
Si 1<t<r, t=<,p.(q) v t€B,,
{+1
(.ﬁ)t,u + €gir) T Ku€r1 = Z €5(i—1) T (Hf,,c =+ at,a,n+1)€r+1 [DEf- 10]
i=1

t+1
= Z E5(i-1) + Oe41,578m41 [(2.56)]
i=1
= G111, € Dy [Def. 10, Lema9 (iv) y (2.22)].

(2.57)
Si 1<t<r, t<,p.(q) y t€B;,
t+1
Bt + €or) + Kulrs1 = D €5i-1) + (Ku + Gtoni1)ersr  [Def. 10]
i=l
t+1
= Z €Fi~1) T Qi+1,57+1Er+1 [(2-56)]
3=1
= ¢z €Dy [Def. 10, Lema9 (i) y (2.22)].
(2.58)
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Si 1<t<r, tA p.lq) v t€ B,

t+1
¢taﬂ S Ea(r) +- Ky€rq41 = Z €5(i—1) + (ﬁ?ﬁ =+ Gi,aen)ef-jul [Def 10]
=1
41
= Z €5(i—1) T Gt+1,57Er+1 [(2-56)]
=1
= 15 € Dj [Def 10, Lema (i) y (2.22)].
(2.59)

t 45 polq) v t € B,, debido al

Ademds, es imposible que 1 < s
) ¥ (2.59) sigue (2.50).

{
Lema 9 ( ). Por ende, de (2.5 ) (2
Finalmente,

=<
.58

Preap + €o(r) + Kulril = Ppo(gogn + (1/N)ert1 + €opr) + Kperrs  [Def. 10]
= Gpo(g)+1745 + (1/N)ers [(2.58)]
= $oe@aan + (1/N)err1  [T:=(p5) (1 + pola))]
=dr2z €Dz [Def. 10y (2.22)],

lo que demuestra (2.51). De esta manera, hemos concluido la prueba del lema
en el Caso 2 y, por ende, del Lema 18. O

Proposicién 19. Ezxiste una funcidn continua f : D — C* x R con las
siguientes propiedades:

(i} 8izx € Dy, entonces f(x) = A,(z).
(i) Siz €D y z+e41 €D, entonces f(T + er11) = f(2).

(iii) Six € D y z+e;+PBerya € D, para algin vector e; de la base candnica
de R™!, distinto de e,41, y algin B € Z, entonces

flztej+ Bern) =8;- flz)  (1<j<r).

Demostracion. Como tenemos una descomposicién simplicial para D, para
probar (i) sélo necesitamos mostrar que si € D, N D, entonces A,(z) es
igual a Av(z). Siv = ¢, (1 <t < r+2) es un vértice de D, entonces
usando la Definicién 10, (2.40), (2.41) y (1.1), tenemos que

A () = (N ) T &7 (2.60)

J
1<j<r
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(para mas detalles de la verificacion de esta identidad, ver la demostracién
de |3, Proposition 12]). Como esta tltima expresién es independiente de p,
tenemos que A,(v) = A, (v) si v es un vértice de D, y D,. Pero por la
Proposicién 16, Dy N D, es un d-simplice (para algin 1 < d < r) cuyos
d—+1 vértices son también vértices de D, y D,s. Una funcién afin sobre un d-
simplice estd inicamente determinada por sus valores sobre los d -1 vértices,
asi que A,(x) = Ay (x), para todox € Dy N D,

Para probar (ii), (2.27) nos muestra que & € P sr110 C© Doryr0, para
algin o € S5,. Si escribimos  en sus coordenadas baricéntricas respecto a

Pl,o’,r-l—l,(]y
r=+1 r+1
T = th¢t,a,r+1,0: by = 0, Z by =
t=1 t=1
entonces
r+1
T Crp1 = Z bi(Gtor+1,0 + €r41)
t=1
= B o i) Z (Dt 0.r4+1,0 + €ri1)
1<t<<r+1
t#pq (1)
= bpy@brizean-1+ Y bdieing  [(225)]
1<i<r41
t#pa (1)
€ Dyjiw-is

Por lo tanto, usando (i), (2.43), (2.40) v (2.42), se verifica que

r+1

F@) = Asrsro(@ =) biprorsro (1), (243) ¥ (240)]

= bp,(1)¥pa(1)er+1,0 T E biPt 41,0
1<t<rdl
i po(1)

by (1) Pr+2,0,1,N-1 + Z bipte,1,N-1 [(2-40) y (2-42)]
1<t<r+1
t#po(1)

— Aa,l,N—l(iv + €&r1) = f(z + €rya) [(2'43)v (240) ¥ (i)}:

lo que prueba (ii).
Ahora probemos (iii). Como z € D y z +¢; + fe,41 € D, se tiene que
x € D, para algin p = (0, q,n) € S,, donde podemos suponer ¢(r) = j, pues
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7\ = 0 (ver Definicién 13). Escribiendo z en sus coordenadas baricéntricas
respecto a D,

r+2 r+2

:C:th¢t,u7 bt 20 thzla
t=1 =1

podemos notar que

0= 2@ = gl = zell, = bria + brya s% Po(g) =r+1 |
b Si po(q) # 7 +1

Entonces, dividiremos la demostracién en dos casos, cuando p,(q) = r+1
v cuando no. Primero supongamos que p,(g) # r + 1. Como 2:12 bh=1y
by+1 = 0, el Lema 18 implica que existen £, € Zy i = (7,g,1) € S. tales
que

r
e € + KpCriyl = br+2(¢r+2,,u + €4 + Hﬁ€r+1) + Z bt((‘b:,# + € -+ K‘HEH—I)
t=1

=brabrioi+ Y bidiaz € Dz C D,

t=1

donde (1) :==o(r) y o(j) :=0(j — 1) (2 < j < r). Més atin, como también
se tiene que z + e; + fe,41 € D, de la definicién (2.27) se deduce que x, €
{# -1, B, B+ 1}. Por lo tanto, usando (ii),

f(z+e;+ Ber1) = f(z + €5 + Kuerpn). (2.61)
Luego, (i), (2.43) v (2.40) nos dicen que
T
flz+ej+rueria) = Ap(z + €5+ Kueri1) = brya@riagn + Z beprsr,a- (2.62)
=1
Por otro lado, poniendo v = ¢+, podemos usar (2.60) para calcular
Pryog =: Aﬁ(¢r+2,ﬁ) = Aﬁ(¢r‘+2,u +e+ Kuer-&-I}

(1) 4 o0 ;
- g(a(NU(rH) + N‘.{#)) . H gﬁ"‘( S+e5) =By -f(a(Nz:(T+1))) . H j;-‘;:‘“)

1<i<r 1<i<r

=& priop = & - Ap(Sraa,u)- (2.63)
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De manera analoga, poniendo w = ¢, (1 <t < r),

1 = Ap(Per1a) = Aa(eu + €5 + Kuers)
(1) 4 (8 i
= {(a(Nw"™V + Nk,)) - H gﬁ“ e g L{a(Nwr+D) H gu®

1<i<r 1<i<r

=& pou =8 Aury) (1Zt<T). (2.64)

Asi que por (2.63), (2.64), (2.43) v (i), el lado derecho de (2.62) es igual a
&+ (bre2Au(drin) +sz (0)) =& Aula) =& - f(@),

lo cual, junto a (2.61), prueba la Proposicién 19 en este caso.

Ahora supongamos que p,(g) = r + 1. Entonces, ¢ = r + 1 ya que
po(r+ 1) = r+1 (ver (2.17)). Ademds, notemos que b9 = b4y = 0
va que bryo + bryy = 0y bryo, by = 0. Aqui,

T € D,u - Da,r+1,n = T€ DU',T,TU

pues de (2.23) tenemos que @y pri1m = Prorn (1 <t < 7). O sea, la demos-
tracién se reduce al caso p,(q) #r+ 1. [



Capitulo 3

Demostracion del teorema
principal

3.1. Dos funciones entre toros

Recordemos el (r+1)-toro 7', definido en (2.29) mediante la identificacién
de elementos de

D= U {IERTH

&Sy

1> 200 > g@@) > ... > glln) > g, ]
ya,r+1.0(x) S -r(H-I) § 1 +- ya,r+1.0($)‘ J

que estdn en la misma Orbita respecto de la accién sobre el grupo aditivo
R+ del subgrupo Z™!. Recordemos ademas que el conjunto

D= U {xER’"'H

oESy

1> zeW) > £#@) > ... > glel) >, }
ya,r+1,0(m) S x(r-&-l) &g yo-.r-i—l,ﬂ("r)'

definido en (2.28) es un dominio fundamental para esta accién. La Proposi-
cién 19 nos dice que la funcién afin por trozos f : D — C* x R! descrita
allf desciende a una funcién (continua) F de T al cuociente (C* xR/ Vv,
el cual proviene de la accién de Vo= (81,....&) sobre C* x R} por
multiplicacién componente a componente. Mas precisamente, esta funcién
F:T— (C* X Ri‘l) /V estd definida por el diagrama conmutativo

D -ty gramyt

|7 = (3.1)

T L5 (C xRYY/V

92
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donde 7 v 7 son las proyecciones al cuociente y f es la funcién de la Propo-
sicion 19.

Ademds de F, existe otra funcién de Ta ((C* xR/ 1% que naturalmente
proviene de una funcién con dominio D. Deﬁmmos fo: D —= C* xR
mediante

(1) =) : ; i
£ (ﬁ(l)) cexp(2miztD)  sij=1

&) - T
()™ {(f’ P () SgLian

para todo z = (zV,...,2"*)) € D, donde las potencias estdn definidas
con la rama del argumento en [—=, 7). De (3.2) queda claro que f, es una
funcién continua que satisface las propiedades (ii) y (iii) de la Proposicién
19. Entonces, f; desciende a una funcién continua Fj : T — ((C* x R71)/ v
definida por el diagrama conmutativo

jp QR 5 B e
7 - (33)
T Ly (C* xRV
donde 7 v 7 son las proyecciones al cuociente y fy es la funcién definida en
(3.2).
El siguiente lema es un resultado andlogo a [3, Lemma 20]. Aunque su
demostracién es esencialmente la misma, la incluimos aqui ya que en [3]

estd hecha sélo para el caso en que k es un cuerpo de ndmeros totalmente
real. Para distinguir dominios, escribiremos

LOG:C* xRT!'—=R", (LOG(z )) =loglz¥|  (1<j<r), (34)
Log:C* xR, - R, (Log{z)) B .= log \xml (1€ji<r) (3.5)
La funcién en (3.5) se utiliza en el paso 6 del A7P.

Lema 20. Sean LOG y Log las funciones definidas respectivamente en (3.4)
y (3.5). Entonces

det(LOG(Z1),...,LOG(E,)) = (r+2)det(Log(e1), .. -, Log(e,)).  (3.6)

En particular, ninguno de los dos determinantes en (3.6) se anula, ambos
tienen el mismo signo y

= Y Z-LOG@E) Cc R

1<5<r

es un reticulado de dimension mdzima.
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Demostracion. Utilizando la identidad |£§1)I2 o sgi) =1 /s}rﬂ) (155
), (3.6) se reduce a probar que r + 2 = det(/, + B;), donde las matrices I,
v B, (de tamaifio r x r) son respectivamente la identidad y la matriz cuya
primera columna tiene sélo entradas iguales a 2 y el resto sélo 1’s. Pero
det(Al, — B;) = A" }(A = (r + 1)). usando los valores propios 0 y 7 + 1 de

B,. Reemplazando A = —1 se concluye la prueba. O

Es fécil ver que fo(D) es un dominio fundamental para la accién de V
sobre C* x R, Para esto, notemos que si v : C* x RI™! — R, es la funcién
definida por la férmula (v(:c})m = |29| (1 £ j < r), entonces el Lema 20
implica que (v o fo)(D) es un dominio fundamental para la accién de v(V')
sobre R’.. Luego, como la exponencial exp(2miz™™!)) en (3.2) restringida
a los z € D recorre el circulo unitario exactamente una vez, es claro que
cualquier elemento z € C* x R est4 relacionado a algiin T € fo(D) bajo la
accién de V. Ademés, si existieran dos elementos 7,7 € fo(®@) relacionados
por la accién de V', entonces v(Z), v(y) € (vo fo)(D) estarian relacionados
bajo la accién de U(T’?)., lo cual implica v(Z) = v(7). Esto, a su vez, implica
W = 7 para j > 2, |7V = |g™|, lo cual no es posible para dos elementos
distintos en la misma 6rbita (ver (3.24)). Por lo tanto, fo(D) es un dominio
fundamental de C* x R bajo la accién de V g By 2T~ (C* xR/ 1%
es sobreyectiva.

Otra consecuencia de (3.6) es la siguiente. Si f; : R — C* x R ' es la
funcién definida por

(@) =)™ ... )" (<ign),

entonces por (3.6) la composicién (LOGof;) : R™ — R" es un homeomorfismo
que satisface

(LOGo fi)(z) = (LOGo fo)(z,b)  (z€[0,1]", bER, (z,b) € D). (3.7)

Por ende, la definicién (3.2) v (3.7) implican que f; es inyectiva en ©. Ahora,
tomemos dos elementos =,y € D. Si Fy([z]) = Fy([y]) con [z], [y] € T, usando
(3.3) tenemos que fo(z) = u - fo(y) para algin u € V. Es decir, tanto foly)
como u - fo(y) estdn en fo(®), lo cual implica que u = 1 va que fo(D) es un
dominio fundamental para la accién de V sobre C* x Ri‘l. Luego, como fy
es inyectiva en D, tenemos que z = y. Por lo tanto, Fy : T — (C* x R}™1) /V
es una funcién continua y biyectiva definida sobre un conjunto compacto. O
sea, Fy es un homeomorfismo y el cuociente

T:= (C*xR7Y)/V (3.8)
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es un (r + 1)-toro.

Ahora mostramos un resultado para fy similar al Lema 17, que nos per-
mitird establecer una homotopia entre las funciones F' y Fj,. Antes de esto,
recordemos que

(fo@)™ = EO1 P exp(wle)i)  (zeD),  (39)

donde w : R™! — R es la funcién R-lineal

w(z) == 2mxlrY) +Za1'g )3:(3) (3.10)

gzt

Lema 21. Sea y = (0.q,n) € S,. Entonces

T r—
fo(D) € (£l SVappiarom) X R

Demostracion. En vista de (3.2), sélo debemos preocuparnos de la primera
coordenada (la compleja) de los elementos en fo(D,). Debido a (2.16), (1.3)
y (1.6) tenemos

r4+1

2
zarg 0(;' 1) Zarg a(g 1 m(&t rr) 27Tdtor

Jj=1

Sil<t<r+1estal quet <, p,(g), entonces de la Definiciéon 10 se
verifica que

W(ét,#) o W(¢pa{q),#) = 8t.0 — O, (g)0 + 2m/N,

pues arcr( £\ )) = arg(ﬁ{ )) para todo 1 < j < r. Luego, por la definicién (1.7)
del orden -<a y por el Lema 5 (v), obtenemos que

W(Ptu) = W(Ppo(g)) € (0,27/N].

Sit 4, po(q) (1 <t <r+1), de manera andloga al caso t <, p.(q), se
tiene que

W(Cf)t,u-) - w(¢p«(a),u) = bt0 — Opo(e)e € [0,27/N)
v, ademas,
w(¢r+2,,u) = w(épﬂ(q),u) = QW/N"

Por lo tanto, utilizando la linealidad de w y la convexidad de D, y [0, 27/N],
los cdleulos anteriores nos permiten afirmar que

w(Dy) C [wbpa(@n) » W(Ppo(g)e) +27/N]
C [W(prn(q),u«) — /2N, w(Pp,(q)u) + 57/2N).
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Asi, el lema sigue de la definicién (2.1) y de la identidad

pelg)—1
~(1

W(Ppo(g)n) = 2705, (g),0m + arg 50(
i=1

O

El siguiente lema resume las propiedades de F vy F, que utilizaremos més
adelante.

Lema 22. Sean F,Fy : T = T las funciones definidas por los diagramas
(3.1) y (3.3), donde T := ((C* x RI” l)/V Entonces, F' es homotdpica a Fy

y Fy es un homeomorfismo entre los (r -+ 1)-toros i yT.

Demostracion. En vista de la discusién posterior al Lema 20, basta probar
que F'y Fy son homotdpicas. Paraz € Dy A € [0,1], consideremos fz) =
Af(z) + (1 — X fo(z) € C xRy Como z € D, existe = (a,¢,n) € S, tal
que x € D,,. Por los lemas 17 y 21, tenemos

q g (1
f('r)(l) € f(a)(q) a SN‘lﬂcr(q)-ﬂ,ﬂ ¥ fo(m)(l) € f,c;n)(q),tf ’ SNaﬂa(q)eaﬂ'

Como f (1) o SNa, p.on C CF s un conjunto convexo, tenemos que fy () :=
Af(z) + ( Mfo(z) € C* x R, Por tanto podemos definir fy : D —

C* x R%! por
falz) = Af(z) + (1 — A) fol).

Claramente, (A, z) = fi(z) es continua.
Siz € Dy x+en1 €D, entonces, por el Lema 19 (i) v (3.2),

f)\(x er+1) ( )fO(T'l' er+1)+/\f($+er—1)
= (1= A)folz) + Af(z)
= fa(z).
Size Dyax+e;+ fe,+1 € D, para algin elemento e; de la base canénica

de R™!, distinto de e,41, y algin 3 € Z, entonces, usando el Lema 19 (iii) y
(3:2),

iz +ej+ Ber1) = (1 = N folz + € + Bers1) + Af(z + e + Berir)
= (1= N fo(z) + A& f ()
*ijk( )

Por lo tanto, fy desciende a una homotopia F) : T — T entre Fyy F. O
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Finalizamos esta seccion mostrando un par de célculos respecto a f y fo
que necesitaremos més adelante, cuando determinemos el grado topoldgico
local y global de F' y Fy.

Lema 23. Consideremos C x R = R™"' como R-espacio vectorial. Para
p € Sy, definimos L, : R™™ — R™ como la parte lineal de la funcién afin
A, definida en (2.40). Es decir, L, es la tinica transformacidon lineal tal que
Ay — L, es constante. Entonces,

sign(det(L,)) = (=1)"*'sgn(o) - sign(det(fiu faur - - frizu)),  (3.11)

donde det(L,) es el determinante de L, y det(fi,, fopu,--., freau) €s el de-
terminante de la matriz de tamano (r+2) x (r +2) que tiene a los f;, como
columnas.

Por otro lado, si P es un punto interior del conjunto D definido en (2.27),
entonces

sign (det(d[fg]p)) 0 (—1)*‘+1sign(det(LOG(;-'1), . ,LOG(a))), (3.12)

donde det(d[fo]p) es la jacobiana en el punto P de la funcién fo : D — R}
definida en (3.2), LOG : C* x Ry! — R estd definido por (LOG(z))" :=
log |z9| (1 <j<r)ydet(LOG(E),...,LOG(E,)) es el determinante de la
matriz de tamano v X r que tiene a los LOG(E;) como columnas.

Demostracion. Comencemos por demostrar la férmula (3.11). De la defini-
cién de parte lineal de una funcién afin se verifica que

Lu(x) = Au(@ + drizp) — Au(Prizu) (z € R™).

Entonces, usando la Definicién (2.40),

L;L(‘!i’t,;.; - ¢r+2,;.z) = Pt~ FPr+2u (1 <t<r+ 1)- (313)

Ahora caleulemos los valores de L, en la base usual {e;}1<j<r+1 de R
Como @ri0, — Gp,(q)e = (1/N)ers1, poniendo t = p,(g) en (3.13) concluimos
que

L,u(er-b-l} = AT(QDT'+2,# - @Pﬂ(@a#)' (314)

Luego, de la Definicién 10 se verifica que para cada 1 <t < r,
€a(t) = (¢t+l,,u - ¢r+2,u) - (¢t,u - ¢r+2,#) - (‘?5&":2 - ﬁi’g—:n)erﬂ-l-

Asi, usando (3.13) y (3.14),

2 1) (r+1
Ly(es)) = @te1u—Ptu—N (d’?:;,i —fP:(sT: ))(PHZ,# — ©po(g)s) (1<t<r).

(3.15)
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Sea P7 : R™™ — R™! la transformacién lineal determinada por Ps(e;) :=
€s(t), donde @ € S,., se define mediante #(t) := o(t) paral <t < ry
@(r+1) := r + 1. Notemos que sgn(c) = sgn(7) = det(P5). Entonces, va
hemos probado que

sgn(c) - det(L,) = det(L, o P5) = det(Ly(ex(1))s - - - s Lu(eory)s Lulers)).
(3.16)
En vista de (3.14) y (3.15), usando operaciones elementales tenemos que el
lado derecho de (3.16) es igual a

N det (992,;.1 = @i P —P2u ey Cr+lu — Props ‘10'."+2,_u - (ppa(q),,L)-

Luego, sumando la primera columna a la segunda, luego la segunda a la
tercera y asi sucesivamente hasta llegar a sumar la (r — 1)-ésima columna a
la r-ésima, encontramos que

sgn(o) - det(L,) =

N det( P2, — @iy Pap = Prus -+ s Pratu — Plus Prizu — Coolghn)-

Si py(q) # 1, sumando la columna ¢,, ()4 — 1., & la iltima columna, obte-
nemos

sgn(o) - det(L,) =

N det (‘192,;:. TP Pau T Pras s Pralp — Plus Preopy — 991,#)- (3-17)
Como ¢, := £(f;,) € CxR™™! = R™!, el determinante de tamafio (r +1) x
(r+1) en (3.17) estd relacionado al determinante de tamafio (r+2) x (r+2)
en el lado derecho de (3.11) por la identidad

sign(det(wy, ..., W) =

(—=1)"+'sign (det (6(ws) = C(wy), . .., L(wpar) = Ewr), Ewnss) — C(wr) )),

vélida para todo w; € C x R" = R™2 con w{™™" > 0 (1 < ¢t < r +2).
Combinando esto 1iltimo con (3.17), tenemos la férmula (3.11).

Para probar la identidad (3.12), consideremos la funcién fy : D — R™!
definida por

folz) == (| fo@)D|, w(z), folz)®, ..., fo(as)W) (z € D),

1Una demostracién de esta identidad puede encontrarse en [3]. nota de pie de pagina
6.
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donde w es la funcién R-lineal definida en (3.10). Para calcular sign (det(d[ fol p)) ;
podemos utilizar el cambio de coordenadas

C:Ri x (w(P)=m,w(P)+7) xR 3R,
C(R, B, ~$(r_1)) = (Rcos?, Rsin ¥, s m(r_l))s

con el cual fo = C o f en alguna vecindad de P y

det (d[C]7 p) = | fo(P)D].

Calculando las correspondientes derivadas parciales, obtenemos

det (d[fo]p) = det(d[C o folp) = det(d[C]7 ) - det(d[folp) =

=2

lo que demuestra la férmula (3.12). O

3.2. Algunos resultados previos

En esta seccién exponemos algunos resultados en miras de probar el Teo-
rema 1. A estos resultados los podemos separar en tres tipos. Uno de ellos
es el que corresponde a mostrar que, para conseguir el deseado dominio fun-
damental virtual para la accién de V sobre C* x R’ basta encontrar uno
para la accién de V sobre C* x R, donde la relacién entre ambos estd de-
terminada por la funcién ¢ definida en (2.38). Otro tipo es el que establece
una herramienta 1itil para calcular el grado local de la funcién F : T —Ten
ciertos puntos “incomodos”. Estos dos tipos de resultados hacen pie tanto en
la estructura de R-espacio vectorial de C* x R, como en su estructura de
anillo (con el producto componente a componente) y como en su estructu-
ra de espacio topoldgico (con la topologia usual), asi que no hay novedades
en sus demostraciones respecto de sus andlogos para el caso totalmente real
detallados en [3]. Por ende, omitiremos aqui sus pruebas.

Por 1ltimo, el tercer tipo de resultados (que es uno solo) merece apenas
un poco mads de revisién. Para su demostracién no sélo basta la estructura
de espacio vectorial o de anillo de C* x R’ sino que también la manera
en que identificamos el cuerpo k alli (i. e. importan las incrustaciones). Més
precisamente, sea @ C & C K C R una torre de cuerpos, con K/ una
extensién de Galois finita. Sean vy, ve,..., 0y € Rcon ¢ < n = [R: Q],
supongamos que 7; : & — R son los n distintos homomorfismos de cuerpo de
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Ren R que fijan Q (1 < j < n), y definamos J : & — R™ por (J(v})(j) =
7;(v) para v € R. Siguiendo a Diaz y Diaz—Friedman [3, Lemma 10], sabemos
que e, := [0,0,...,0,1] € R™ no puede estar contenido en el R-subespacio

RJ(U1)+RJ(U2:J++RJ(?J£) C R

Usando este hecho, el préximo lema muestra que el vector 0,0,...,0,1] €
€ x R" no puede estar contenido en ningtn hiperplano H;,, (u € S,). como
adelantamos en el paso 7 del A7P (ver (1.14)). Como siempre, suponemos
> Q.

las r + 2 incrustaciones distintas de k en C (con 7 y 7o las no reales,
T) = Tyraa) ¥ definamos J : k — C x R" mediante (j(v))m = 7;(v) para
v €kyl £j<r+ 1. Entonces e, = [0,0,...,0,1] € C x R no
estd contenido en el R-subespacio

Lema 24. Sean vy, vs,. .., vekeconl<[k:Q=r+2 seant:k—C

R-J(v)+R-J(wy) +--+R-J(w) € CxR.

Demostracion. Supongamos que

o~ —~ ~

ez € R-J(0) + R J(wa) + - + R+ J(vg).

Esto quiere decir que existen escalares ¢; € R tales que

—~ ~

0,0,...,0,1] =1 J(v1) + -+ -+ o () € C x R".

Usando la definicién de J, de la primera coordenada de esta ecuacién tenemos
e1m1(v1) + - + ¢e7i(ve) = 0 (recordemos que 7 > 0). Entonces, conjugando,

0=cm(v) + - +em (ve) = c1Trqa(v1) + - -+ + CeTraa(ve).

Por lo tanto, si definimos J : £ — C™*? por (J(-u))(l) :=7(v), (J(v)) e

Tr42(v), (J(v))m = Tj—1(v), para todov € ky 3 < j < r + 2, tenemos que
el vector [0,0,...,0,1] € C"*2 puede escribirse como ¢;.J(v;) + - - - + ¢, J(ve),
lo cual contradice lo expuesto en el pirrafo anterior a este lema (poniendo
@ =Q, A=k, K la clausura galoisiana de & y R = C). O

Como adelantamos al principio de esta seccién, probaremos que
{Ch wy b0

(ver (1.16) y(1.12)) es un dominio fundamental virtual para la accién de V
sobre C* x R, mostrando, en realidad, que él est4 relacionado a un dominio
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fundamental virtual para la accién de V sobre C* x R’,"! mediante la funcién
{ definida en (2.38). Para u = (0,¢,n) € S, definimos

r+2 r+2

t=1 i=1
[0,1] siene € HY,

] E 5 Jio i
Prp = fru) : {(0, 1] siere € Hyy,

para cada w, # 0y 1 <t < r+2, donde f;, € C* x R estd definido en
(2.41). Definimos ademas el politopo

Cu = P(Q1ps s Pryau) = f(Dy) = Au(Dy), (3.19)
donde f es la funcién definida en la Proposicion 19.
Lema 25. (i) C, ={z € C* xR | {(z) € c,}.

(i) Si {cu wutw,20 es un dominio fundamental virtual para la accion de

V sobre C* x R, entonces {C,, Wy b, 0 €8 un dominio fundamental
virtual para la accion de V' sobre C* x R, .

iii) El politopo T, es un (r+1)-simplice en el espacio vectorial real C* x R7!
w -
(i.e. sus T + 2 vértices son afinmente independientes) si, y solo si,
w, # 0. Equivalentemente, la funcion afin A, es invertible si, y sdlo
st, wy # 0 .

Demostracién. En (3, Proposition 11] se demuestra (i) y (ii). En [3, Lemma
16] se demuestra (iii). O

Para finalizar, una definicién que nos serd de gran utilidad cuando cal-
culemos ciertos grados locales de la funcién F' : T — T es la siguiente.
Supongamos P C W es un subconjunto de algin espacio vectorial real W de
dimensién finita. Para z,y € W, diremos que m penetra en Psiy € Py el
segmento recto cerrado ﬂ que conecta x e y intersecta el interior }‘5 de P.

En particular, si 103: & ningun m penetra en P. Ahora, exponemos algunos
resultados que relacionan esta definicién con (3.18) y (3.19).

Lema 26. (i) Sea P un (r + 1)-simplice en un espacio vectorial real W

de dimension r + 1 y sea x € P. Si z estd en el interior jg’ de P,
entonces todos los puntos de z?c son puntos interiores de P, excepto
posiblemente x.
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. - . . . T
(ii) Supongamos que w, # 0 y z € €,. Entonces z € c, st y sélo si, 0,z
penetra en el (r + 1)-simplice T,.

(ili) £(er+2) =0 € C xR no estd contenido en ningin

hw={ ¥ b €CXR™! | b eR, Y b=1},

1<_§'(7‘+2 1<j<r+2
J# J#

donde 1 <i<r+2yp=(0.q,n)€S,.

Demostracion. En [3, Lemma 14] se prueba (i), en [3, Lemma 17] se prueba
(ii) y en [3, Lemma 19] se demuestra, (iii). O

3.3. Calculo de grados

Tanto las propiedades como las notaciones respecto a la teoria del grado
topoldgico que ocuparemos en esta seccidn pueden ser encontradas en 3,
Proposition 22).

Recordemos los (r + 1)-toros T := D/ ~yT:=(C*x ]R’.’:l)/f:' defi-
nidos respectivamente en (2.29) v (3.8). Recordemos ademés los diagramas
conmutativos

D 2, ¢ xR D Ly o xrp
| b I e
7 T T g T

~

expuestos en (3.3) y (3.1) que definen Fyy y F. Ahora, fijemos una orientacién
aqui y en adelante del R-espacio vectorial C x R™! = R™! y usémosla
o~ -~ (o]

para fijar orientaciones en Ty T. Como 7 : D — T restringida a D es un
homeomorfismo local y los toros son conexos y orientables, orientarios T
declarando a T como una funcién que preserva orientacién. Aqui, el conjunto
abierto D C Rt tlene la orientacion inducida. Asi, el grado local de 7 en
cualquier punto de D es +1. Para orientar T', damos a C* xR ™! ¢ CxR™1 =
R™*! la orientacién inducida y orientamos T declarando al homeommﬁsmo
local 7: C* x R7" — T de grado local +1.

3.3.1. Grado global

Sea F : T — T la funcién definida en la Proposicién 19. Entonces, el
grado de F' deg(F') estd definido ya que F es una funcién continua entre
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variedades compactas y orientadas. Demostraremos que
deg(F) = (—1)""'sign(det(Log 1 , ..., Log &,)). (3.21)

Para verificar esta férmula, notemos que el Lema 22 muestra que deg(F) =
deg(Fy) [3, Proposition 22 (f)]. Asi que basta probar que deg(Fp) esta dado
por el lado derecho de (3.21). Como Fj es un homeomorfismo entre variedades
conexas, deg(Fp) es igual al grado local locdegz p)(Fo) de Fyy en 7(P), para

cualquier punto P & f) O sea, deg(Fp) = locdegz(p)(Fu), para todo P € 5
Por (3.20), FooT = 7mo fo, v fo es un homeomorfismo local alrededor de P,
entonces

deg(Fp) = locdegzp)(Fo) = locdegp(fo) (Pe 10))

[3, Proposition 22 (g)], pues 7 v 7 tienen grado local +1. Por otro lado, el gra-
do local en P del difeomorfismo local f; estd dado por (3.12) [3, Proposition
23]. Por lo tanto, (3.21) sigue de (3.6).

3.3.2. Grado local: El caso facil

El grado local de la funcién F : T — T en (3.20) se calcula fécilmente
en puntos donde F' es un difeomorfismo local. Si & es un punto interior en el
simplice D, y w, # 0, entonces el grado local locdegz,(F) de F en 7(z)
estd definido v

locdegz ) (F) = v, == (=1)"*'sgn(o) - sign(det(fip, -, freow)). (3.22)

Para probar la validez de esta férmula, recordemos de (3.20) que F o7 =
7o f. Como f restringida a D, es la funcién afin biyectiva A, cada vez que
wy, #0 (ver Lema 25 (iii)), es claro que f es un difeomorfismo local alrededor
de z. Pero 7 v 7 son difeomorfismos locales de grado +1, asi que F es un
difeomorfismo local alrededor de 7(z). Entonces, locdegz . (F) = locdeg,(f).
Finalmente, usando [3, Proposition 23], (3.22) sigue de (3.11).

3.3.3. Grado local: El caso general

El problema de calcular el grado de F en vecindades de puntos donde
esta funcién no es necesariamente un difeomorfismo local es més complicado.
La estrategia para realizar este célculo es la misma utilizada en [3] para el
problema anélogo en el caso totalmente real.

La funcién continua # : T'— T entre variedades compactas y orientadas
tiene grado £1. Como deg(F') # 0, F es sobreyectiva [3, Proposition 22 (c)].
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Para cualquier o ¢ T, su imagen inversa FYa) ¢ T es compacta y no
vacia, entonces F~Ya) = U; A, una unién finita de componentes conexas y
compactas. La siguiente proposicién muestra el cilculo del grado de F en
una vecindad de A;. En vista de los lemas 26 y 25, su demostracién es la
misma que la de [3, Proposition 26], por lo que la omitiremos,
Proposicién 27. Seq o e T, sea A una componente conexa de F~a) c
T, sea U c T un conjunto abierto que contiene o A tan pequetio que U N
F~la)=A, sea Fy; la funcion F restringida o U, y demos a U la orientacidn
inducida de T. Entonces deg, (Fy) estd definido y

dega(FU) = Z Z Uy, (323)

#€§,‘ €Dy, F(r)eA
w0 0,7 (=) penetra T,

donde todas las sumas son finitas, v, = £1 estd dado por el lado derecho de
(3.22), w, estd dado por (1.12), penetrar fue definido en el pdrrafo antes del
Lema 26, y e, en (3.19).

Por supuesto, una suma vacfa es considerada como 0. Notemos que aunque
puede pasar que wy = 0 (o equivalentemente Uy = 0) para algiin y € S, el
resultado final es que tales # € 5, no contribuyen a deg, (Fy).

3.4. Prueba del teorema principal

Antes de probar el Teorema 1, necesitamos una pequeila consideracién
geométrica. Si £(g) = F € V es tal que [E9] = 1, para todo 1 < j<r,
entonces [e®)| =@ = ... = o) = ™1, por lo que

1=[eMR.c@ 0, 41) _ (elr+D)yr+2,

Siendo £™*1) > 0, lo anterior nos dice que
le)=FeV, =1 (1 SISr) = e=1, (3.24)

Ya que r > (.
Por el Lema 25 (ii) y la Definicién 4, para probar el Teorema 1 necesitamos
mostrar que

D00 w=1 (y € C* x R}, (3.25)

HES, zEc,ny
wy F#0
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y que el nimero de elementos de ¢, nv. y es acotado independientemente de
y. Esta 1ltima parte sigue de aplicar el homomorfismo sobreyectivo de grupos
LOG : C* x R7™' — R, definido en (3.4). Asi, como LOG(Z,) es compacto y
LOG(T?) es un reticulado, basta probar que no pueden existir dos elementos
distintos u, v € V tales que LOG(u - y) = LOG(v - ). De hecho,

LOG(u-y) =LOG(v-y) = LOG(uv™) =0 = l(uv'l)(j)l =1,

para todo 1 < j < r. Por lo tanto, como V= ¢(V), de (3.24) tenemos que
ey

Sea y € C* x R7!. Escribamos F~!(7(y)) = Ay U--- U Ay, una unién
disjunta de componentes conexas y compactas. Sea U; C T un abierto que
contiene a A; suficientemente pequefio como para que U; N F~1(m(y)) = A,
Sabemos que deg(F) = deg,(,(F) = ) i deg,(,)(Fu;) [3, Proposition 22 (f)
e (i)]. Luego, usando la Proposicién 27, tenemos que

M M
deg(F) = deg)(F) = Y _degy(Fu)=>_ D> >
i=1

i=1 #eg,‘ €D, T(x)EA;
wuF#0 0,f(z) penetrac,

= S SRR

pe8, €Dy, F(7(z))=r(y)
wu 0 0,f(z) penetraZ,

=Y Y . [(320)y Lema 26 (i)

uES, TED, f(z)eVy
wy,#0 flz)€cy

=Y Y v [Lema 25 (iii)]

,u€§1~ z€ cuﬂﬁ-y
w70

=deg(F) Y > w, [(112),(3.21)y (3.22)].
,uegr zZE c,,ﬁf""-y
wWuF0

De esta manera, (3.25) sigue de dividir ambos lados por deg(F).
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