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ABSTRACT

The Hamiltonian structure of gravitation theory in first order form is exa-

mined. Two points of view are used in the analysis.

In the first, which we call the tetrad formalism, we perform a transfor-
mation that brings the spin connection wf," into new variables 7! and w,,,. These
variables correspond to the momenta canonically conjugate to the tetrad (w!) and
auxiliar variables (wp,, ). These last variables can be eliminated using their own equa-
tions of motion. The hamiltonian is the sum of constraints that correspond to the
50(3,1) local rotation generators in the tangent space and the generators of diffeo-
morphism in the space-time manifold. The above transformation can be generalized
to higher dimensions for Hilbert-Einstein type actions, that is, actions in wich the

curvature occurs linearly.

The second point of view, wich we call the spin connection formalism
the action is rewritten in terms of the spin connection and its canonically conju-
gate momenta. In this case, apart from the first class constraints associated with the
rotation and diffeomorphism invariance, there are 12 second class constraints that re-
present the presence of redundant fields in the phase space. When the Dirac brackets
between the simetry generators are evaluated, they satisfy the usual diffeomorphism-
rolation algebra. This second point of view is closely related to the Ashtekar formm-

lation based on the SO(3) x SO(3) descomposition of the SO(3,1) group.



RESUMEN

Se analiza la estructura hamiltoniana de la gravitacion de primer orden en

4 dimensiones. Para esto se utilizan dos enfoques.

En el primero, que denominamos enfoque de la tétrada, se construye
una transformacion que lleva a la conexién de espin wf® a nuevas variables 7/ y wy,,,
donde 7 corresponde al momento conjugado de la tétrada, mientras que w,,, son
variables auxiliares que pueden ser eliminadas de su ecuacién de movimiento.

El Hamiltoniano de esta teoria es la suma de vinculos que corresponden a los gene-
racores de rotaciones locales SO(3,1) en el espacio tangente y a los generadores de
difeomorfismos en la variedad espacio-temporal.

b a ml,wnn es generalizada a dimmensiones mayores para

La transformacion de w?!
acciones del tipo Hilbert, esto es, aquellas que contienen una sola curvatura y pro-

ducctos de la tétrada.

El segundo enfoque, que llamaremos enfoque de la conexion de espin,
se escribe la accion de Hilbert sélo en términos de la conexion de espin y su momento
canonico conjugado. En este caso aparte de los vinculos asociados a la invariancia
bajo rotaciones y difeomorfismos, aparecen vinculos de segunda clase, que correspon-
den a la necesidad de eliminar variables no dinamicas redundantes. Al evaluar los
corchetes de Dirac entre los generadores de simetria, se encuentra que estos salisfacen
el algebra usual de difeomorfismos y rotaciones. Ll segundo formalismo es semejante

al de Ashtekar basado en la descomposicion del grupo SO(3,1) en SO(3) x SO(3).
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Capitulo 1
Introduccion

A comienzos de este siglo se establecieron los tres grandes pilares de la [isica
actual: la relatividad especial, la mecanica cuantica, y la relatividad general. De la
union de las dos primeras teorias surgio la teoria cuantica de campos, que es hoy una
de las principales herramientas para entender la naturaleza a escala microscopica.
También en el transcurso de este siglo se ha comprendido la importancia del papel
de las simetrias en la naturaleza. Las simmetrias en [isica pueden ser agrupadas en
dos clases: simetrias globales, tales como las que se encuentran en mecanica cnantica
ordinaria al imponer, por ejemplo, que los observables sean invariantes ante rota-
ciones rigidas del sistema de coordenadas del laboratorio; v las simetrias locales,
que deseriben la invariancia bajo la accion de un grupo de translormaciones en cada
punto del espacio-tiempo en forma independiente. Las simetrias locales de este se-
gundo Lipd son la piedra fundamental en la construccion de teorias que describen las

interacciones fundamentales.

Sabemos hoy, que todas las fuerzas de la naturaleza pueden ser descritas por
teorias de gauge. Las [uerzas electromagnéticas corresponden a una teoria de gauge
para el grupo U(1). El electromagnetismo ha sido unificado con las interacciones
débiles mediante una teoria de gauge para el grupo SU(2) x U(1). Las interacciones
fuertes por otro lado, pueden ser descritas por una teoria de gauge para el grupo

SU(3). Todas las teorias anteriores son compaltibles con la mecanica cuantica y se ha
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demostrado que éstas son renormalizables. Esto es, es posible sustraer los infinitos
que aparecen en el formalismo, obteniendo valores numéricos que pueden ser con-

trastados con resultados experimentales.

La fuerza gravitacional por otro lado, esta descrita por la Relatividad Ge-
neral, que tamnbién es una teoria de gauge, en este caso para el grupo GL(LR), pero
tiene una estructura distinta a las teorias mencionadas anteriormente. lLas teorias
de gauge son formuladas en términos de una variable de campo llamada conexion.
La Relatividad General en su forma original (formulacion de segundo orden), es una
teoria de campos para el tensor métrico g,, y no puede ser escrita puramente en
términos de una conexién. Ademas en el caso gravitacional, el grupo de simetrias
actia sobre la variedad espacio-temporal, mientras que en las teorias de gauge usuales
el grupo de simetrias actia en un espacio abstracto (espacio de la representacion del
grupo de simetrias). La relatividad general en su forma estandard ha mostrado ser

incompatible con la mecanica cuantica al generar una teoria no renormalizable.

Asi surge naturalmente la pregunta ; Es posible describir la relatividad ge-
neral en forma similar a las teorias de gauge no gravitacionales y obtener asi una
teoria cuantica renormalizable 7 La respuesta vino a mediados de la década del *80,
cuando Ashtekar introdujo un nuevo conjunto de variables, con las que reformulé la
relatividad general de una manera similar a las teorias de gauge estandard. Gra-
cias a eslo se desarrollaron nuevas técnicas, tales como la representacion de lazos
para tratar el problema de gravedad cuantica. Sin embargo, la teoria de Ashtekar
introduce un término imaginario en la accion de Hilbert usual, de tal forma que esta
describiendo la gravitacion en términos de campos complejos. Una nueva pregunta
surge ahora, ; Sera posible escribir la teoria de la gravitacion en forma analoga a la

de Ashtekar pero usando variables reales?

La gravitacion de primer orden al parecer puede dar una respuesta a esta

pregunta y es el tema del cual nos preocuparemos en esta tesis.



1.1 Teorias de Gauge

Como deciamos mas arriba, las teorias de Gauge estan basadas sobre el
concepto de simetria local. Esto es, la accion del grupo de transformaciones actia
independientemente en cada punto del espacio-tiempo. Las teorias de gauge para las
interacciones electro-débiles y fuertes son teorias de campo definidas en un espacio-
tiempo plano (de Minkowsky). La covariancia del Lagrangiano bajo transformaciones
de Lorentz obliga a utilizar mas variables que las que son dinamicamente independi-
entes. Esto da lugar a la necesidad de introducir vinculos o constricciones entre las
variables del espacio de [ase. De estos vinculos en principio se pueden despejar las
variables auxiliares en términos de las verdaderamente dinamicas, sin embargo esto
conduce a una teoria con relaciones no-locales entre los campos, lo que la hace en
general inmanejable. La presencia de vinculos, es una caracteristica general de todas

las teorias de gauge. [1] [2]

Dirac, desarrollé un método [3] [4] [5] para analizar los sistemas de gauge
de una manera sistematica en el formalismo Hamiltoniano. El espacio de fase esta
definido por las variables candnicas (¢) y sus respectivos momentos conjugados (p),
v el corchete de Poisson usual entre dos funcionales A(p,q) v B(p,q) es

v

{A(p,q), B(p,q) =%1(}%%—(/l+—+]}). (1.1)
El Hamiltoniano de los sistemas de gauge es una suma de vinculos multiplicados
por funciones arbitrarias llamadas multiplicadores de Lagrange. La preservacion en
el tiempo de los vinculos implica que el paréntesis de Poisson entre dos de tales
contricciones debe ser una combinacién lineal de los mismos vinculos. El conjunto
de contricciones, junto con el paréntesis de Poisson forman lo que comunmente los
matematicos denominan un algebra. Esta algebra es una representacion explicita de
las simetrias de la teoria inicial. Por ejemplo a partir de una teoria invariante ante
rotaciones locales, se espera que aparezca un conjunto de vinculos Ji(p, ¢) asociados

con el momento angular, tal que el paréntesis de Poisson entre estos vinculos satisfaga



el algebra de rotaciones:

{Ji(p,9), Ju(p, @)} = € li(p, q). (1.2)

Il conjunto de constricciones de una teoria de gauge puede separarse en
dos grupos: los de primera clase, que generan las simetrias y que tienen paréntesis
nulos con todo el conjunto de vinculos; y los de segunda clase, que permiten fijar los
multiplicadores de Lagrange y que no satislacen la propiedad anterior. Los vinculos
de segunda clase pueden ser eliminados usando una modificacion de lo paréntesis de

Poisson que introdujo Dirac. [1]

Cuando el método de Dirac se aplica a los sistemas generalmente covari-
antes, se encuentra que deben aparecer cuatro vinculos denominados H; y ;. Estos
vinculos tiene un significado geométrico bien definido: Consideremos un sistema de
coordenadas arbitrario u” y elijamos una de estas coordenadas como parametro tem-
poral (en este caso u®). Para cada valor de u” = cte esto define una 3-superficie en el
espacio de cuatro dimensiones. Esta superficie tiene una métrica propia ¢;; inducida
por la métrica del espacio-tiempo. Sobre esta superficie tridimensional podemos
hacer transformaciones generales de coordenadas (espaciales). El vinculo If; ge-
nera las transformaciones generales de coordenadas sobre la 3-superficie. Iisto es, si
q — ¢ +n'(q), el cambio de una funcién A(p,q) en el espacio de fase inducido por

esta transformacion infinitesimal de coordenadas es

6A(p,0) ={A(p,0), [ n'H: (1.3)

Por otra parte, I1; genera desplazamientos perpendiculares a la 3-superficie
u® = cfe en cada punto de ésta, y por tanto genera el desplazamiento de la 3-superficie
en el espacio-tiempo de cuatro dimensiones. El algebra que satisfacen estos vinculos

esta dada por [6]

(Hi(x), Hi(2)} = (H (2) + H (2")é (2, 2"), (1.1)



oy §

{H,(x), Hy(2')} = Ho(2)6,(a,a"), (1.5)
{H,(x), Hy(2")} = H,(2")8 5, 2") + Hy(2)8 () (1.6)

donde
H"= g™ H, (1.7)

y g7 es la inversa de la 3-métrica ¢;;, v 6 5(x,a’) es la derivada de la funcion delta

respecto a la coordenada a*.

1.2 Relatividad General

La Relatividad General desarrollada por Einstein cambié nuestra manera
de interpretar la naturaleza en su sentido mas profundo. Esta nos ensena que vivi-
mos en un mundo de cuatro dimensiones, donde el tiempo es una coordenada mas y

en que el concepto de tiempo universal de Newton no tiene cabida.

Las [uerzas gravitacionales fueron reemplazadas por la nocion de curvatura
del espacio-tiempo, asi desde este punto de vista la materia "le indica” al espacio
como curvarse y esta curvatura le indica a la masa como debe moverse en el espacio-
tiempo. La geometria de éste espacio-tiempo es una geometria no Euclideana, donde

la nocion de distancia esta dada localmente en términos del tensor metrico ¢,
m
ds® = gy do® da”, (1.8)

Todos los objetos matematicos con significado invariante en Relatividad General
(tensores) estan definidos localmente, esto es, en cada punto del espacio-tiempo.
Con el fin de comparar tensores asociados a puntos distintos, se debe introducir la
nocion de transporte paralelo desde un punto del espacio-tiempo a olro. listo se
hace mediante la introduccién de un nuevo campo: la conexién afin, I' ;. Asi por
ejemplo, si se traslada paralelamente un vector V' de x a x + dx, sus componentes

en el nuevo punto estan dados por

V(e + da) = V*(x) + T4 VodaP. (1.9)
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En la formulacion de Einstein, la conexion se escribe en términos de la métrica

Fap = Tap(guw).

Las ecuaciones de Einstein son ecuaciones de campo de segundo orden para
la métrica y por esto este enfoque se llama también formalismo de segundo orden y
permiten encontrar la geometria que induce la materia en el espacio-ticmpo. Iistas
ecuaciones se pueden obtener de un principio de accion variando el Lagrangiano de

Hilbert respecto a la métrica.

Ahora bien, la Relatividad General es invariante ante transformaciones ge-
nerales de coordenadas (covariancia general), por lo tanto deben aparecer en ella los
cuatro vinculos M y H; que satisfacen el algebra mencionada anteriormente, y que

generan la translormacion de coordenadas a* — 2" = 2""(x)

Arnowitt, Desser y Misner [7] desarrollaron el formalismo canénico para la
Relatividad General (formulacion ADM) y encontraron expresiones explicitas para
H, vy H; en términos de las variables canodnicas, es decir, en términos de la métrica

¢ij v su momentum conjugado 7',

1.3 Formulacion de primer orden

La Relatividad General puede reescribirse en el lenguaje moderno de la
geometria diferencial (formas diferenciales)[11] en términos de otros dos campos de-

nominados la tetrada e

-,y la conexién de espin, wﬁ"’. En esta formulacion el espacio-

tiempo es dotado de una nueva estructura, el espacio tangente en cada punto de la
variedad. Los campos e y w representan las propiedades métricas y afines, respecti-
vamente. La tétrada esta relacionada con el tensor métrico a través de la expresion

1],1(,6';63 = Gy (1.10)
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Por su parte, la conexion de espin wzb esta asociada al transporte paralelo de tensores

(en el espacio tangente) entre puntos distintos del espacio-tiempo:

lf]ln(.'l? +dz) = V¥(x) +wf, P"b(.ﬁt.')cl;lr”. (1.11)

De esta manera, la teoria de la gravitacion esta descrita por una accion de

la forma

S = S[w, €], (1.12)

donde la tétrada y la conexion de espin son los campos fundamentales de la teoria
y son variados independientemente en el principio de accion (formulacion de primer

orden).

Diversos autores han estudiado la estructura Hamiltoniana de la gravitacion
en primer orden. Castellani y van Nieuwenhuizen [12] encuentra que ademas de los
generadores Iy y H; aparece un vinculo extra que corresponde al generador de
rotaciones del grupo SO(3,1) en el espacio tangente. En este trabajo se hacen su-
posiciones adicionales sobre la geometria (torsion nula) y, a nuestro parecer, esta

manera de atacar el problema aporta muy poco a la claridad de las ideas.

Henneaux([14] [13] también estudio la estructura Hamiltoniana para la gravi-
tacion en cuatro dimensiones. Partiendo de la teorfa métrica y utilizando la relacion
entre la tétrada y el tensor métrico este autor escribe la accién Hamiltoniana en
términos de la tétrada y su momento conjugado. Ilenneaux encuentra un algebra
para los vinculos que es mas general que la usada por Castellani y van Nieuwenhuizen.
Este analisis, puesto que parte de la teoria métrica, también asume la torsion del

espacio como ntla.

Nuestro proposito es desarrollar un formalismo candnico, pero partiendo
de primeros principios y en que no se invoquen propiedades adicionales del espacio-

tiempo. Esto es, la accion a estudiar sera la accion de Hilbert como funcional de la
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tetrada y la conexion de espin independientemente.

En este espiritu hemos encontrado dos maneras de atacar el problema. En
el primero, que denominamos enfoque de la tétrada, desarrollado en el capitulo 2,
se construye una transformacion que lleva a la conexion de espin a nuevas variables
Trg Y Wmn. Estas corresponden al momento canonico conjugado de la tétrada v a un
conjunto de 6 variables anxiliares respectivamente. Estas variables auxiliares pueden
ser eliminadas utilizando sus propias ecuaciones de movimiento. Il hamiltoniano de
esla teoria es la suma de vinculos, que corresponden a los generadores de rotaciones
locales SO(3,1) en el espacio tangente (J,;), v a los generadores de difeomorfismos
en la variedad espacio-temporal.

b

en 7, wy, puede ser generalizada para dimen-

La descomposicion de w} A

siones mayores si al accion es del tipo Hilbert (es decir, si contiene una sola curvatura

v productos de la tétrada). Esto se desarrolla en el capitulo 4.

El segundo enfoque, que llamamos enfoque de la conexion de espin, se
analiza en el capitulo 3. En éste, se reescribe la accion de Hilbert en términos de
la conexion de espin y su momento canonico conjugado. In este caso ademas de
los vinculos asociados a la invariancia bajo rotaciones y difeomorfismos, aparecen
vinculos de segunda clase, los que se eliminan utilizando el paréntesis de Dirac. I5n
este corchete los generadores de simetrias satisfacen el algebra usual de difeomorfis-

mos y rotaciones.

La estructura de los generadores de rotaciones y difeomorfismos en funcion
de las variables canodnicas es similar a las obtenidas por Ashtekar en su reformulacion
de la Relatividad General. De hecho, nuestra teoria corresponde a dos copias de la

teoria de Ashtekar, una definida con una conexion autodual y otra antidual.

s importante senalar, que si se aplica el lormalismo de Dirac directamente

a la accion de Hilbert, introduciendo los respectivos momentos canonicos a la tétrada



v la conexion de espin, los vinculos de primera y segunda clase aparecen mezclados
v no es posible separarlos en forma simple. Asi, las transformaciones anteriores per-

miten acortar camino en la identificacion de las variables dinamicas de la teoria.

Finalmente, en el capitulo 5 se dan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2

Formulacién en base a la tétrada

2.1 Introduccion

La teoria de la relatividad general usualmente se describe por el tensor

MéLrico ¢,., en que las ecuaciones de Einstein
; I :
G,u.u = R;w - §Q,MIR = T,u.m (21J

dan la dinamica del espacio-tiempo para alguna configuracion de materia, expresada
en el tensor de energia momentum T),. Aqui I7,, es la contraccion del tensor de
Riemann R,y R es el escalar de Ricci. En esta tesis se estudiara el campo
gravitacional en ausencia de materia, esto es, se supondra que 7, = 0.

Las ecuaciones de Einstein para el caso libre pueden ser deducidas a partir de la
accion de Hilbert-Einstein _

Sla] = /12\/——9(1";;1, (2.2)
cuando se varia respecto al tensor métrico g,,. Ahora bien, existe otro conjunto de
variables, llamadas tétrada ¢} y la conexion de espin w con las cuales se puede
reformular la teoria de la relatividad. Para establecer la relacion entre estas nuevas

variables y el tensor métrico consideremos la figura 1.

10



vectores 11

espacio langenle ngintes

espacio-tiek

Figura 1. Region del espacio-tiempo alrededor de un punto arbitrario I, donde se aprecian
los vectores tangentes a las lineas coordenadas, y el espacio tangente a P.

Ion esta figura se aprecia una region del espacio-tiempo cercana a un punto
P arbitrario, donde se pueden ver las lineas de coordenadas trazadas sobre la variedad
v los vectores tangentes d, a las lineas coordenadas en el punto P, que estan definidos
en el espacio tangente a P, simulado por el plano M. El producto interno entre 9, vy
d, esta dado por

a;r L4 au = Guv- (2‘})

Aparte de la base coordenada {d,} en el punto P, se puede elegir otra base, la base
ortonormal {eﬂ,} tal que

By ® €} =k, (2.4)

donde 7,5 es la métrica de Minkowski.

Obviamente ambas bases deben estan relacionadas por una transformacion lineal

[
[u |
—

O = €, ¢q. (

Asi la tétrada e}, no es nada mas que la matriz de cambio de base de entre los dos

conjuntos de vectores. La transformacion inversa a (2.5) esta dada por
e DS
a = B0y (2.6)

donde la matriz ¢¥ es la inversa de €

eley = & (2.7)
enel = 6., (2.8)



De esta forma, cualquier vector V definido en el espacio tangente M, puede ser

expandido en cualquiera de las bases anteriores

V= V"d, = V'e,. (2.9)

’/' a

Utilizando las ecuaciones (2.6) y (2.5) se encuenira que las componentes V* y |

estan relacionadas por

‘/ra. = G:ll-‘/"ﬂ" (210)
l';,u. e (:“,f:l’;"- (21 I )

Por ser la relatividad general una teoria sobre espacios curvos, los objetos geométricos,
tales como vectores y tensores estan definidos en cada punto del espacio tiempo, y en
principio vectores y tensores asociados a dos puntos distintos no estan relacionados
entre si. Con el objeto de establecer una comparacion entre estos, se debe introducir

la conexion afin I'?,, que define el transporte paralelo de vectores y tensores asoci-

s
ados a la base coordenada. La conexion de espin w;b define ¢l transporte paralelo
de vectores y tensores asociados a la base ortonormal ¢, entre espacios tangentes
definidos en dos puntos distintos como muestra la figura 2.

espacio tangente espaclo tangente
al I:mnto A ; al punte B

espacln—ﬁempn

Figura 2. La conexién de espin define el transporte paralelo de objetos geométricos referi-
dos a la base ortonormal, entre dos espacios tangentes asociados a puntos distintos del
espacio tiempo.

La accion de Hilbert (2.2) da ecuaciones de segundo orden para la métrica,
en cambio si se reescribe la accion (2.2) en términos de los nuevos campos, se obtiene
una accion Sfw, €] que al ser variada independientemente respecto a la tétrada y a
la conexion de espin da origen a ecuaciones de primer orden para estos campos. Se

habla asi de un formalismo de primer orden.
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2.2 Laaccién de Hilbert en 4 dimensiones en primer

orden.

El punto de partida es la accion de Hilbert-instein en cuatro dimensiones

escrita en primer orden [11]
Slw, ] = [ €abcaR™ A €€ A €7, (2.12)
donde la 2-forma de curvatura esta definida por:
R = dw®® 4 w° A w® = ;R;’f(l;ri A da. (2:13)
Si la variedad tiene la topologia ¥ x 2, las l-formas w y € se pueden descomponer

en la forma:

e” = egdt + efd:z'i (2.14)
w® = wibdt + w* dz'. (2.15)

Usando esta descomposicion, aparte de los términos de superficie (los cuales hemos

descartado), la accion puede ser escrita como:
S = /(‘szbfag,cdeféfe”k — w;;'b.]na, — el Py )dPadt, (2.16)

donde J,; v P, estan dados por:

d _ijk b 15
I 2 eabc(;effl}kc’-’ ; (2.17)
V’
P. o= Rbe: d _iik 218
a = Caped It ;€167 (2. “)
con €% = ¢k0 T eg la 2-forma de Torsion definida por
M a a b 1 Al i 1 c
T*=dne* 4w Ae" = -Tode' A da, (2.19)
2 A
y vemos asi que la accion esta dada en la forma
S = /Qw"b kﬁabcdeftf-f;e"’k - H, (2.20)

donde el Hamiltoniano es

H = wi®Jas + €2 P,. (2.21)



2.3 Término cinético

Estudiaremos ahora el término cinético

ab -d ik 2
2w’ €abede; €€ (

S}
(8]

de la accion anterior en detalle. En primer lugar podemos reescribirlo en la forma

b kj -c PG T
w® L (5.€5s (2.23)
donde
5 ) ik —y
Qobe = 2€a5:0€" €. (2.24)

La matriz 2 es de 18x 12 donde se consideran como indices matriciales los conjuntos
(1) y ({;c). Puede mostrarse que esta matriz tiene seis vectores propios nulos.

Denotaremos estos seis vectores por U9 | donde (i j) es un indice colectivo simétrico
bajoi « j (i,j = 1, 2, 3). Este indice rotula a los seis vectores nulos de 18 compo-

nentes. Obviamente eslos vectores satisfacen la ecuacion:

( 17 U_(mn) ab =1 (

abc™1

o
I
Ut
~—

En el apéndice A se dan las expresiones explicitas para los vectores U en términos
de la tétrada.

La matriz € tiene una inversa por la izquierda, que denotaremos @;;’C.

Asi, © satisface la relacion

@7.':1C§lk] — 6:?6.;. (2:.())
ik i

abe
Las expresiones para O en términos de la tétrada se dan en el apéndice A.
La matriz © se puede ver como un conjunto de 12 vectores de 18 componentes. Este
conjunto, mas los seis vectores U forman una base del espacio de vectores de 18
componentes. En particular, podemos expandir entonces la conexion de espin en la

forma:

o]
[S]
=1
—

1 ah ]
wi® = Eme}’“") + lO (

Ahora si reemplazamos esta expansion en el término cinético se ohtiene:

abyil e _jee ¢
w; (g€ = mles, (

|8}
(]
os)
—_



asi ! es el momentum candnico conjugado a la tétrada y esta dado por

wl = Wk (2.29)

c abe*

La ecuacion (2.27) es un cambio de variables para la conexion de espin, de tal forma
que el término cinético de la accion se diagonaliza en las nuevas variables, quedando
en la forma candnica usual, pq.

Sabemos del teorema de Darboux, que siempre existe un sistema de coordenas en el
espacio de fase tal que se pueden identificar las variables dinamicas y sus momen-
tos conjugados. La transformacion anterior es un ejemplo concreto de este teorema
aplicado al caso gravitacional.

Luego, las variables seran desde hora en adelante la tétrada ¢?, su momentum con-

jugado 7! y las variables w,,,. Estos dos iiltimos campos reemplazan obviamente a

la conexion de espin wi® como funcional de los nuevos campos y la accién es
o a i cd  a ia ab i d ap iod ) ¢
Slef, Th s win, w o, €] = /‘Traei — w"yJap[me, ej] — egFu(m;, (,i"""m"]- (2.30)

donde J,;, no depende de w,,, como mostraremos en la seccion (2.4).

De esta forma las variables canonicas son ¢ y 7, en tanto que w,,, corresponden
a variables no dinamicas como los multiplicadores de lagrange. Asi el corchete de
Poisson entre dos funcionales Ale, w], Ble, ] de las variables candnicas esta dado

por:
A OB 6B 6A

be? émt  bel b}

{A,B} = (2.31)

2.4 El generador de rotaciones

(C'omo mostramos en el apéndice B el generador de rotaciones que aparece

en (2.30) es

et .
J(.’d.'ct‘?k _

dxi F

y satisface el algebra del grupo de Lorentz local SO(3,1)150m

| : .
Jm') = Qfabcd i(ﬂ-;e‘bi == N},Eni 3 (2}2)

(J[M],J[N]} = J[M % N, (2.33)



donde J[AM] es el generador definido pm.‘
JIM] = / M Jde, (2.34)
Yy M x N esta definido por
M x N = — (MNP — MENS®), (2.35)

Consideremos la accién de .J,; sobre los campos ‘dinamicos. En primer lugar la

variacion de la tétrada bajo rotaciones es

§J[M
bt = {el, J[M]} = —LJ (2.36)
rﬁn';
es decir,
Se? = —M" ey, (2.37)

In otras palabras, la tétrada transforma en la representacion vectorial del grupo de
Lorentz.
La transformacion para el momentum es:

_6J[M]

N )
des

by = {xi, J[M]} (2.38)

Esta variacion puede ser calculada facilmente usando la expansion para la conexion
de espin
ab

]- mn)a Yol I
web = iwani{ % 4 wien, (2.39)

Multiplicando esta ecuacién por §) encontramos

rd = 02 W, (2.10)

¢ abe™i

D1 variamos esta ecuacion encontramos:

N 509 _
610 = Qb+ —=258e]. (2.41)
:

Por ser conexion para el grupo SO(3,1), w?® bajo translormaciones de Loren (z, trans-
forma como la derivada covariante del pardmetro M ug,

AN P

C ;L‘"‘-

buwi® = D;M™ = Fwl MY Wb A (s

NS
a8
—
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Usando la translormacion para la tétrada bajo rotaciones obtememos finalmente

§wd = Q5 DiM™ 4 wi2e 067 MY e, (2.43)

abec

Al reemplazar la expansion para la conexion en términos de la tétrada, su momentum

conjugado y las variables w,,, (ecuacion (2.27)), se encuentra

i QM

6l = QY
¢ abe Ot

~ M!xi. (2.44)

Asi el momento conjugado de la tétrada transforima de una manera mixta, debido a

que es parte de la conexion de espin.

2.5 Foliacion del espacio-tiempo

Se vio en la introduccion que en el espacio tangente al punto P existian dos
bases, la base coordenada y la base ortonormal, y que éstas estaban relacionadas a
traves de la tétrada. Se introducira ahora un nuevo vector 7, que es normal a los

vectores coordenados espaciales

—_—
b
=~
Ut

—

7}06{20.

En la figura 3 se muestran los vectores coordenados y 7 (llamada normal).

veclores
tangentes

espacio-tiempo
Iligura 3. Normal y vectores coordenados espaciales.

Se puede definir una nueva base dada por el conjunto de vectores {7, ;} de

tal forma que un vector V admite también la descomposicion

V=Vii+ vig,. (2.46)
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La normal puede ser descompuesta en la forma usual

§j = q¥8, =n%e,, (2.47)
de donde se deduce que
n" = en”. (2.48)

Ecuacion (2.45) puede ser expresada en términos de las componentes de la base
ortonormal de acuerdo a

naes = 0. (2.49)

De hecho, de ecuaciones (2.45) y (2.47) se deduce que
g =0, (2.50)
v si se multiplica (2.48) por e,; se obtiene
Na€; = 1" Gpis (2.51)

y en vista de (2.50) concluimos (2.49).
Las componentes 4" se puede expresar explicitamente en términos de la tétrada en

la forma

1 r
b e d ¢ )
Na = gfn.bcr,lfijkﬁ,‘f";fk, (2.52)
donde se ha adoptado la normalizacion
n°n, = =1. (2.53)

De especial interés, es saber qué relacion existe entre las componentes V¢, V+ y V(0
de un vector dado. Usando las ecuaciones (2.46) y (2.5) se encuentra que éstas estan
relacionadas de acuerdo a

Ve =Vig"+ Vel (

o
ey
o

Introduzcamos ahora la matriz de 4 x4 definida por

EL = (n%¢}), (2.55)
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£

donde en vista de (2.54) se deduce que ésta corresponde a la matriz de cambio de
base entre los conjuntos de vectores {e,} y {#,d;} . La matriz L% es por definicion

invertible. Denotaremos su inversa por £* donde

E B, =&, (2.56)
}f

G Bl — 5P 2.87

Gty = Oy (....')l)

A partir de estas ecuaciones encontramos las expresiones explicitas para £ (ver

apéndice C)

El = (—n,, E}), (2.58)
donde
i 1 ijk b d
E. = 2\/561 Eabed€1ELN" s (2.59)
}7
g = det(gi;) = del(e]e,;). (2.60)

De esta manera, podemos descomponer cualquier indice * de un vector arbitrario Q"

en una componente normal y las componentes espaciales, en la [orma
Q" = Qn' + Qe (2.61)
Donde, invertiendo para Q y @', encontramos

Q = —n.0Q", {2.62)

g Irat 2 ¢
Q'=EQ". (2.63)
En particular, podemos descomponer en esta forma ¢2 y P, :

g = Nn* + N'ef, (2.64)

P, =—Hyy, + H,E, (2.65)
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donde N = —p,e8, N' = Eleg, H =9"P, y H, = L

Luego, el iltimo término del Hamiltoniano (2.21) puede escribirse como
eoPa=NH, + N'H,. (2.66)
Asi la accién puede escribirse en la forma
Sle, w,wm,,,w{jb, N, N’J = f'fr('r; — Hle; W0y, N, N, (2.67)
donde el Hamiltoniano estd dado por

H = w"bu.],,_b[rr, e]+ NI, [x, €y Winn] + Nillg[rr, €\ W) (2.68)

2.6 Ecuaciones de movimiento

Consideremos nuevamente la accion de Hilbert-Einstein, pero esta vez como

un funcional de la conexién de espin completa y de la tétrada
S[w,e] = f Carca B A € A . (2.69)

Si se varia independientemente con respecto a la tétrada €? v a la conexion de espin

w®, la accién anterior da origen a ecuaciones de primer orden. Es natural entonces
preguntarse si estas ecuaciones son Hamiltonianas, esto es, si pueden escribirse en la

forma.

- A AB aH o
24 =] 0?’ (2.:())

mas algunos vinculos. Aquf 24 representa los campos dindmicos sin incluir los niul-
tiplicadores de Lagrange.

La funcién H(z) es llamado el Hamiltoniano y JAB define la estructura del paréntesis
de Poisson. J4B debe ser no degenerado y debe satisfacer la identidad de Jacobi.

Las ecuaciones “dinamicas” que siguen de la accién (2.69) son

. ol
= —— 2.1
abeWi (.)(3.7 ( { )
y _
” 1 ol
TN (2.72)

e = 5 G
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ra

donde H estd dado por ecuacién (2.21). Si la matriz  fuera invertible, entonces las
ecuaciones (2.71) y (2.72) deberian ser de la forma (2.70). Para 2 4 | dimensiones,
por ejemplo, esta matriz es invertible, y en esa teoria la triada y la conexion de espin
son pares conjugados. Pero en 3 + 1, y en dimensiones mayores, {1 no es invertible
v no se puede inferir de las ecuaciones (2.71) y (2.72) la estructura del paréntesis de
Poisson de una manera direcla.

Como una consecuencia de la no invertibilidad de la matriz €2, las ecuaciones (2.71)
v (2.72) no son todas dinamicas. De hecho, si se multiplica la ecuacion (2.72) por
los vectores propios nulos U™" de la matriz 0 se obtliene

an

(I)rl_j = U?bﬁj)
dwp®

k

= 0. (2.73)

que es un vinculo, pues no contiene derivadas temporales. La presencia de estos seis
vinculos se debe simplemente a que la ecuacion de movimicento que proviene de variar
ab

la accion (2.69) respecto a la conexion de espin w}” implica el tensor de Torsion es

nulo, de tal forma que las componentes espaciales satislacen
i oy -

Estos son doce vinculos y son equivalentes a los seis @ fnas los seis .J,; del hamil-
toniano (2.21). Esta equivalencia se demuestra mas adelante en la seccion (2.7).

Retornemos ahora a la linea de pensamiemto original y estudiemos las ecuaciones de
movimiento de la accion dada en ecuacion (2.68). Si se varia la accion con respecto

a €5y wl, se obtienen las ecuaciones Hamiltonianas

e OH 2.75
€; = — (2.7H)
S ¥ v
. ol -
7wl = = (2.76)
GJ
Variando con respecto a wi?, Ny N, se obtienen los vinculos
Jap = 0, (2.77)

H, =0, (2.78)



H; =0. (2.79)

La ecuacion mas interesante se obtiene al variar la accion respecto a wy,,

] 0 (2.80)
Wy B
o0, equivalentemente,
[NHy + N'H;] = 0. (2.81)

6wm n

Explicitamente en términos de w,,, esta tiene la forma

—2,/gN®(™) — Netel J,,eP7 = 0, (2.82)
donde
(mn) __ po(mepa pan) ¢
d = f Imc . (2.83)

donde el paréntesis indica simetrizacion en m,n.

Como J,, = 0, obtenemos un nuevo vinculo
@(mn) = . (28!)

El vinculo @™ posee algunas propiedades notables. Por ejemplo satisface

6(1)[)1111} .
"-—‘SE‘PT — —(-I‘gGTnTqu‘ (2-85)
donde G es la “supermétrica”[15]
C;r'jkf - zgijgkf . gilgkj . giqufj, (.?JQ)G)

la cual es invertible (para dimension > 3), y su inversa (7;;; s

, 1 -
C"mm_j = i(gmng.ij = Ymilfin — g?rtdﬂjn)a (281)

y satisface
(;mnqupqrs s 6:;". (288)

Si se reemplaza la expansion (2.27) para la conexion w?® en la ecuacion (2.83) se
I { k

encuentra que ™" puede escribirse como

. b OET
(I)(mn) e _2gc;mnpquq + zbgm a’vljeljn]" (28[))
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- i g : invertil huede eliminar w,,, d
el cual es lineal en wy,,. Como Gnp es invertible, se puede eliminar w,,, de su propia
ecuacion de movimiento, de tal forma que la accién es ahora sélo un funcional de la

tétrada y su momentum canénico conjugado:

Sle, 7, wma] — Sle, 7). (2.90)

2.7 Grados de libertad

Debido a la presencia de vinculos, el nimero de grados de libertad de una
teoria de gauge no es igual al mimero de variables con las que se describe la teoria.
Por cada vinculo de primera clase, se debe restar un grado de libertad, puesto que
en principio, de esta constriccion puede despejarse una variable en términos de las
restantes. Los vinculos de segunda clase en cambio, no solo fijan las variables del
espacio de fase, sino que fijan los multiplicadores de Lagrange asociados a estas
misinas constricciones. Puesto que los vinculos de segunda clase aparecen en nimero
par, puede pensarse que la mitad de ellos fijan a los multiplicadores de Lagrange,
quedando la otra mitad para fijar las variables del espacio de fase. Por tanto el

numero de grados de libertad de una teoria de gauge viene dado por

| i
N° grados de libertad = NC — NV PC — ;f\" VSC, (2.91)

donde NC' es el niimero de campos con los cuales se describe la teoria, NV P(' es
el nimero de vinculos de primera clase y por tiltimo, NV .SC' corresponde al nimero
de constricciones de segunda clase.

EEn nuestro caso aparecen solo vinculos de primera clase, que estan asociados al
generador de rotaciones J,; (seis vinculos) y a los generadores de dileomorfismos I,
v H; (cuatro vinculos). Los campos de la teoria corresponden a la tétrada f (12
variables). Aplicando la [6rmula anterior se encuentra que el mimero de grados de
libertad de la gravitacion de primer orden en términos de la tétrada es 2. Este mismo
resultado se obtiene en el formalismo métrico, donde estos grados de libertad estan

asociados a las dos polarizaciones del graviton.



2.8 Relacion entre 17, J y o
Notemos que las ecuaciones
Jap = eated TS 5", (2.92)
pimn) = pime ), (2.93)

e
son 12 ecuaciones de tal [orma que, en principio, se pueden despejar las 12 compo-
nentes espaciales del tensor de Torsion en términos de Jup v @l

Si se define

rpvak e 1k .
[‘IR — I!_;(_r_; (3(,[)
v provectando 77 de la manera senalada en la seccion 2.5 se tiene que:
T = T + €T, (2.95)

como se muestra en el apéndice D los coeficientes T y T estan dados por

H _l 2 A s
T = — Jyefeie®, (2.96
NG e e )
¥ ,
Tmn = é(b""”’ = %E Ereted 1. (2.97)

Invirtiendo ecuacion (2.91) para T} se encuentra

2 = 5 el ™, (2.08)
eslo es,
T = l)c”,,,(u'” ™4 el M), (2.99)
o explicitamente en términos de J,, y ™"
R | J ! am wrxmn L o o fged ,
I = qeimln( EF el pp€™™) + €L (P — S EF Byl ) (2.100)

Asi, las componentes espaciales de la torsion se anulan por que son una combinacion

de los vinculos J,, y @) v no porque se imponga esto de antemano.
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2.9 Dependencia del Hamiltoniano en las variables
wi’”’“‘

Iis de interés conocer la dependencia del Hamiltoniano en las variables w,, .
Una manera facil de obtener este resultado, es expandir el [lamiltoniano en serie de

Taylor en polencias de w,,, en torno a w,,, = 0

1 dH I ¥
H = Hy+ za—tomn + 15 ———mntott + oo (2.101)
& awmn 1 dwmnwk!

donde las derivadas estan dadas por

aH N _2\/(‘}]\;<I)(nl_.rl) j\g(m X bja )(n]!r] (2]()2)
aw,nn
v
a*H dgmn ”
dns S, 2 8 FORE — 8¢ -3/21,\1("ﬂ:)1.ral.'ll (2 103
awm n (')L*-‘A:! \/7 (')U-"H I )

Puesto que la superméirica solo depende de la tétrada, derivadas de tercer orden y
superiores del Hamiltoniano son nulas, y por lo tanto la expansién en serie termina

en segundo orden en w,,,.

Alora bien, el vinculo ®™") puede ser escrito en la forma

(D[mn} — *2‘()’(;””1'[17“‘«’1):; — w() ) (u)“]])

pq/t

donde se ha definido w? de tal forma que

rq

*)q(rmnrq ] :)L(Tﬂ‘ a ?171) (2“]5)

51 se despeja wyy de ecuacion (2.104) se encuentra
| o {mn) 9 .
Wit —w,L,[ 4 "Hmn(b (-—’H}(')

v al reemplazar en la expansion (2.101) se obtiene

_ "i 2 ! 0 0 1 h ) 0
H= Hy-q* NG i, wo ~ 51\"’"0‘36]—],;,(””’unm
_*_é(}mnk,,j\f(m f.f6?.],,1_,6”"”}(1’("”
+ L \/f,“,,,, L (2.107)
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v vemos que el hamiltoniano de depende de w,,, solo a traves del vinculo lra),
Obviamente la dependencia en w,y,, de la accién puede ser anulada si vedefinimos el

[amiltoniano por:

] | P o
H=H = ——Grnpg®™" O — —Crinpg V' "€l Sy 07, (2.108)
¢ \/— rq 8(] £ ;
donde IT satisface .
ol
= 0. (2.100)
OWpn

Las ecuaciones de movimiento no son alteradas por ésta redelinicion del Hamiltoni-
ano. porque las ecuaciones de movimiento provenientes de I7 son las antiguas modulo
los vinculos, los cuales se anulan sobre la superficie del espacio de fase en la cual, las
contricciones se satisfacen. Ahora si se despeja wy,, del vinculo @ v se reemplaza
en la accion, el hamiltoniano que se obtiene es precisamente ¢l dado en ecnacion
(2.107) con ¢ =0, esto es 1.

5l término Iy puede ser oblenido al reemplazar w,,, = 0 en ccuacion (2.21), de tal
forma que

Ho = Wit Jup(7y€) + €gPale, 7y wmn = 0). (2.110)

Cuando wyyy, = 0, u:j-‘b esta dado por

wi = OF L, (2.111)

v si reemplaza esta expresion en ecuacion (2.18) se obliene

P, = il + 0, G "'Jf’”r 7rb + E! '}’l'j,vr 7r,)
) ?;h(\ — b o b _.’? [ 9 9
+4 5 Cabed( efe(ehnce] — ebefn? — efyel)ml, (2.112)
donde
sl P b g a b g h & ‘
L 18 = 16\/_ — 2ele; —gin™i'ls (2.113)
v
b ¢ h b r
——[giin"er, + 2gim(ein’ — y")). (2.114)

"mi; - 16\/_

Los generadores I, = n"F, y H; = ¢} P, para w,, = 0 pueden ser obtenidos de

(2.112) v estan dados por

P 1 Y | s o gl h ¢
H, =n*din: — ———Ed()[[(;]n’n'g —(r"j”ﬂ' Tb (2.115)
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2.10 Difeomorfismos y el generador P

20 la seccion (2.3) se mostré que el generador J,, corresponde al generador
de rotaciones locales SO(3,1). En esta seccion investigaremos qué clase de simetria
genera el vinculo P,. Para esto consideremos nuevamente la accion (2.68), la cual
es un funcional de la tétrada ¢! , su momentum conjugado ﬂ'{ v las variables w,,.
Se sabe que del vinculo @9 = 0 se puede despejar w,,, en Lérminos de la tétrada ef,
eslo es:

Wi = W (€2), (2.117)
v si se reemplaza en la accion (2.68) obtenemos una accion que solo depende de la
tétrada y su momento conjugacdo. En vez de hacer esto directamente en la accion
(2.68) podemos reemplazar en ecuacion (2.27), de manera que la conexion llega a ser

una funcion de e} y

| I~ 17 ] -
wi’(e, ) = 3w,,l,,(f\)(f?.F” g mi@g, (2.118)

rh

v por tanto el vinculo P, tiene la dependencia
])H == ])n [(",W(C, ﬂ-swmn((-‘))]a (2' I Jt})

en las variables canonicas.

Caleulemos la variacion de la tétrada generada por P,

0PN
bef = {ef, P[N]} = ——[ ], (2.120)
om}
donde P[N] esta dado por
P[N] = / NP, P = / N eapea RS (e, 7 )efe Pl (2.121)

Il calculo explicito de de se hace en el apéndice I, por ahora sélo presentamos el
resultado

bed = —2D;(N?) + Nbeyes T5, ™k @5, (2.122)

mmn-



Para la variacion de w se tiene

~6P[N]
deld

éri = {ri, P[N]} = (2.123)

En el apéndice ' se demuestra que é7 esla dado en términos de la tétrada y su

momentum conjugado por

bl (¢, )
(‘JT s -af-ub‘ “H_vmn Jbe D"(f ;d} . ('-abcdj')f" mn j\rrf | Ebede __k .

m m n

e N¢TE e, (2.124)

ot
La accion (2.12) es invariante ante transformaciones generales de coordenadas y
esperamos por tanto que P, genere de algiin modo difcomorfismos. Descamos ver
si las transformaciones dadas por las ecuaciones (2.122) v (2.124) corresponden a
aquéllas dadas por difeomorfismos actuando sobre las variables candnicas.

Bajo un difeomorfismo de parametro ¢ la tétrada y la conexion de espin transforman

de acuerdo a

dci, = The” — Dy(e'ed), (2.125)
bwit = Re". (2.126)

Para evaluar la accién de un difeomorfismo sobre ml se puede despejar n de la
ecuacion (2.118) dando

= 08 Wt (2.127)

variando esta ecuacion y usando (2.125) y (2.126) se muestra en el Apéndice G, que

el momento candnico de la tétrada transforma bajo difeomor(ismos de acuetdo a

7 kgl ahg ~Jgd qrepe ho 0
0l = eupeac™ Wy (e, ”)()p! Efgeh€T 1 .60

k) f rf: 2
+("b' ’!( ; ( . ):rlm ("bl"ff( wk (t bl )',)J((' ¢ ri)
1 ‘
--g(ﬁbcdtm*”!?;fn ehet + = I’ : (2.128)

;,,

Ahora bien, sobre la superficie de los vinculos P, = 0, J,, ~ 0y 1% 0, de tal
forma que las translormaciones (2.122) v (2.124) coinciden con (‘2.12-’3) v (2.128)
respectivamente. Pero si dos transformaciones coinciden sobre la superficie de los

vinculos, son la misma transformacion, luego el vinculo P, electivamente genera



difeomorfismos.
Se puede ahora evaluar el corchete de Poisson de P, consigo mismo

§P(M]SPIN] _ 8P[N]SPIA] 5
7 = ; T,
§et o ded o)

a

{P[M], P[N]} = | (2.129)
v si se hace uso de (2.122) y (2.124) se encuentra que el corchete de P, es

{(PIM],PIN} ~T +T*+T-P (2.130)
mientras que el corchete de P, con J,; es

{Pal@)s Joe(y)} = Oiba P = nea )00, y1), (2.131)

es decir. P, transforma como veclor bajo rotaciones.
L o



Capitulo 3

Formulacion en base a la conexion

de espin

3.1 Introducciéon

Ion el capitulo anterior la conexion de espin w? fue descompuesta en dos
términos, uno proporcional al momento canonico conjugado a la tétrada y otro pro-
porcional a las variables w,,,, las cuales al ser eliminadas permitian expresar la accion
de Hilbert como un funcional de la tétrada y su momentim conjugado S = S{e, ﬂ';f].
Llas expresiones para los vinculos de la teoria en términos de estas variables son
bastanle complicadas (ecs. 2.115, 2.116) asi, si se desea hacer mecanica cuantica,
la cuantizacion candnica de las constricciones dara como resultado ecuaciones tipo
Schrodinger muy dificiles de resolver. Este mismo problema ocurre en la formulacion
A.D.M. de la gravitacion, en que el campo fundamental es el tensor métrico g, v

donde los vinculos H; y H; estan dados por las expresiones

N o ii & L %
Hy = =g 2 (gign + gugix — gizo) 7 7™ — g2 I, (3.1)

3

S| —

H; = =2gim — (2915 — giji)7™, (3.2)

v en este caso solo se conocen soluciones al problema cuantico en algnnos casos par-

ticulares, como el minisuperespacio.

30
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(‘abe entonces preguntarse si existira un conjunto de variables en las cuales la expre-
siones para estas contricciones se simplifiquen. En 1986 Abhay Ashtekar introdujo
un nuevo comjunto de variables, con las que reformulé la teoria de la gravilacion, v
en las cuales las expresiones para las constricciones I y I1; se simplifican notable-
mente (de hecho son [unciones polindmicas de estas variables).

Esto abrio toda una linea de investigacion, en la cual se desarrollaron nnevas teenicas
(lales como la representacion de lazos) para tratar el problema de una mancra no
perturbativa, y que permilio establecer una conexion entre gravedad cuantica v la
teoria de nudos. También en estas nuevas variables la estructura matematica de la
relatividad General es muy semejante a las teorias de Gauge usnales,

Ashtekar en su formalismo introduce una conexion compleja antodual. de tal forma
que se esta describiendo la gravitacion en términos de niimeros complejos. Surge en-
tonces la pregunta de si es posible describir la teorfa de la relatividad en término de
variables reales de una manera analoga a la ralizada por Ashickar. Fn este capitulo
daremos una respuesta a esta interrogante, para esto agrandaremos el espacio de fase
sobre el cual estan definidas las constricciones v veremos que la accion de ITilbert
puede escribirse en términos de la conexion de espin ¥ su momentum conjugado

(S = Slwt’, P4]). Las expresiones de los gencradores de rotaciones y dilcomorfis-
mos en términos de estas variables tienen la misma estructura que las obtenidas
por Ashtekar. IEn nuestro formalismo ademas de las constricciones de primera clase
(asociadas a la invariancia ante rotaciones y difeomorfismos), aparccen vinculos de se-
gunda clase. Esta ultimas constricciones pueden ser eliminadas nsando el paréntesis
de Dirac. v en este corchete los vinculos de primera clase satisfacen el dlgebra usnal
de difeomorfismos.

También se vera de que manera se relaciona nuestro lormalismo con la teoria de As-

thekar v encontraremos que esta corresponde a la suma de dos copias de Ashtekar, la

primera definida por una conexién compleja autodual y la segnnda por una antidual.
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3.2 Gravitacion en términos de la conexion de espin.

(‘onsideremos nuevamente la accion (2.12), la que al hacer la descom-

posicion en 3 + 1 se escribe
Cr * c . d ab 1] 3 ) ¢
S = /(w_ €abed®] €] Mk g wi I+ eg P ) adt, (3.3)

la cual difiere de (2.20) por una derivada total. El vinculo .J,, ain esta dado por la

ccuacion (2.17). la cual puede reescribirse en la forma

Jap = ‘"DA( CabeaciecF), (3.4)
Luego resulta natural definir la variable

]ab( )= CabedC; f’C”A (:3.5)

de tal forma que el término cinélico y el generador de rotaciones de la accion quedan

expresados en términos de P ,,(r'-) de acuerdo a
§= / G PR (e) 4 wib Japlw, P(e)] + i Palw, ¢])drdi, (3.6)

donde Jyfw, Ple)] = Il); Pr(e)). Lamentablemente no es posible escribir 12, en

términos de P (¢), pero si usamos la descomposicién

egFa = NH, + N'H,. (3.7)
los vinculos
Hylw,e] = " P, €], (3.8)
Hi[w, €] = € Py|w, €], (3.9)
se pueden expresar en términos de las variables w? I” () como
Hy[w, P(e)] = Pi(e) P (e) R, (3.10)

Hilw, P(e)] = Pl(c )h”,-'_::’, (3.11)
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de tal manera que la accién completa es [uncional de wf® y de la tétrada a través de

la combinacién Pl(e)
—/ W PR (e) + wlTalw, Pe)] + N L[w, P(e)] + N I [w, P(e)])d xdi. (3.12)

Se puede ahora elevar P!,(c) a la categoria de variable independiente, de modo que
la accion (3.12) llega a ser un funcional de 36 campos (18 w® mas I8 P ). La
accion (3.6) en cambio es un funcional de 30 campos (18 wi” mas 12 ¢} ), de manera
que nuestra nueva teoria posee seis grados de libertad adicionales. Si queremos que
ambas teorias sean equivalentes estas deben poseer el mismo nitmero de campos. Asi
debemos suplementar a la accién (3.12) con un conjunto de seis vinculos adicionales.
Ademds esperamos que estos seis vinculos se satisfagan idénticamente cuando P}, se
reemplaza por la expresion (3.5) en términos de la tétrada.

En este espiritu hacemos el siguiente ansatz para las seis constricciones mencionadas

anteriormente, definiéndolas primeramente por
¢i_j — abchi ] : (; 13)
= abteds 3.1

expresion que es simétrica en i,j de tal forma que el indice colectivo (i J) recorre seis

valores y luego imponiendo la condicion
7 = 0. (3.14)

Para que la nueva teoria sea consistente, debemos sumar estas constricciones a la
accion multiplicadas por su respectivo multiplicador de Lagrange. Asi la accion que

se estudiara de aqui en adelante esta dada por
L. /w“"la,, — Hlw, P], (3.15)
donde
Hlw, Pl = w4+ NH, + N H; + \;;0". (3.16)

El paréntesis de Poisson entre dos funcionales Alw, P] y Blw, P’] de las variables

canonicas viene dado en este caso por:

0A 6B B 6B dA
6wt 6 PE  Swit 6Pk

(A, B} = (3.17)



Ahora bien, la preservacién del vinculo ¢ en el tiempo
i = (¢, H} =0,
da el resultado

rrh{o” nh} + f\r{cﬁ” ]I_J_} + I,\,rl.{ iy I{A} + Arrar){¢’} mn} == 1.

Los conmutadores de ®" con el resto de las constricciones estan dados por

(JIN], pA]} = 0

{o[\ij]s dlow]} = 0,

{6[Nij]. HIN']} = f AM (i) + (D, M) Aix + (BiMF )M — (W M*)N;;197,

v por ultimo:
(D], HINTY = [NV,

‘donde:

/\l D (])A )I)IhPfr abfe

de modo que (3.19) arroja una nueva constriccion
I ={¢" H .} =0.
I2] resto del algebra esta dada por
{H[N], H[M]} —_-/ MO;N — NO;M) (g H; — ¢ H),

donde

. ab
hri €ch bRt;1

{H[N), H[M']} = / (MIO;N — No;M*)H |

{]f[l\'ﬂ]a [{[ﬂ[’]} - /(J‘VIBIA'F” 1'\[ d[l‘ m)lfm + J'V?A[r jerb"?;l.]b’

{JIN), J[M]} = JI(M x N)“‘"],

{JIN™], H[M]} =

34

(3.18)

(3.19)

(3.29)
(3.30)

(3.31)
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{J[N®), H[M']} = 0, (8.8%)

Por 1ltimo el paréntesis de Poisson de ® con \ esta dado por
(NI [oul} = [ Xiomal G (g) + G (6)). (3.33)
donde GV (g) es la supermétrica en g*
Gik(g) = 267 gM — gilghi — gikgli, (3.34)
v G (g) es la supermétrica evaluada en ¢":
GUH(9) = 297 ¢" — 9" — ¢ ¢ (3.35)

Luego las contricciones ¢ y ™" foriman un conjunto de segunda clase.

De la teoria de Dirac se sabe que los vinculos de segunda clase pueden ser eliminados,
utilizando en vez del paréntesis de Poisson, el corchete de Dirac, el cual esta definido
por

X -z 3 y s 3 oy
{A, B} = {A, B} — {A,¢°}Cop{e”, B} (3.36)
donde ¢ corresponde a un conjunto de vinculos de segunda clase. La matriz (', es
la inversa de la matriz definida por los paréntesis de Poisson

C*f = {¢%,¢"}. (3.37)

I2l corchete de Dirac de alguna constriceién A con un vinculo de segunda clase ¢ es

nulo

{A,¢?} =0, (3.38)

asi una vez evaluados los paréntesis de Dirac, se pueden hacer todas las constricciones

de segunda clase fuertemente iguales a cero y por tanto eliminarlas.
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3.3 Grados de libertad

Apliquemos ahora la férmula obtenida en el capitulo anterior para los grados
libertad de una teoria de gauge. En esta segunda formulacion las variables de campo
corresponden a la conexién de espin w? (18 campos). Ahora, ademas de los 10
vinculos de primera clase (J,p,.Hy y H;) aparecen 12 constricciones de segnnda clase
(\" v ¢*). Luego el mimero de grados de libertad en este formalisino es

12
N® grados de libertad = 18 — 10 — 5 = 2 (3.39)

que es el mismo resultado obtenido en la formulacion anterior.

3.4 Eliminacion de x y ¢.

:mﬂ(

En nuestro caso particular, la matriz C'*7 tiene indices C' e y), donde

A, B recorren los simbolos v, ¢, y esta dada por

C umn(‘._.y): ( { (’) mn(@’)} {\ (l)aom"(/)} ) _ ( (-:"\-\ (’:"\-‘f' ) (3.40)
{$7(x) ")} {87(x),¢™" ()} Con Coa

{

(‘4 B)
: (3.41)
B 0

—1 AB

i‘ j?ﬁ n

esta matriz es de ]E‘L forma:

La inversa de C'{7"(x,y) sera denotada por C;

(x,y) y esta definida por
I "3 =1 AC kimn mncd 3 D)
:; (1} "”('z'jk! (1 Z C ( ) 6 686 (J’ S ?]) (54..:)
La matriz inversa tiene la forma

C'y—l e C‘;l\ 7,‘:.1'?5 - 0 _B*1 ) (3};)
Pl £7% B~ B'AB™!

Asi debemos encontrar la inversa de la submatriz B, es decir de la matriz:

Bi‘jmn(.l‘.y) - {\"j(:‘l‘ P } ol (ﬂ?mﬁ( (2)) + G'ijmﬂ(qﬁ(:r')))rﬁ(;l? —_— (3.44)



37

Denotemos por Bjjmn(x,y) a la inversa de BY™(z,y). Puesto que B es diago-
nal en los indices continuos, B~! también debe serlo, asi escribimos Bimn{ &, ) =

Biimn(2)0(x — y), luego de (3.42) se deduce la relacion
Bija(2)(GF™ (g(x)) + G (8(2))) = 6y (3.45)
Si multiplicamos por (fp,(g) la ecuacion anterior se obticne:
Bijvg = Gijpa(9) — BijttG*'™ ($)Grnpa(9) (3.16)
que se puede escribir sin indices como
B~ = G(g) - B7'G(¢)G(g), (3.47)
esta tiltima ecuacion puede iterarse, obteniendo asi un desarrollo en serie para Bjj,,,(x):
B~ = G(g) — G(9)G(0)Glg) + Glg)G()G ()G ()G (g) + ... (3.48)

Luego la matriz inversa €'~ = C,z3 de C'°” puede ser calculada explicitamente,
El corchete de Dirac entre dos funcionales A y B esta dado explicitamente por
{A,B}= {A,B}- {/l,r\-}(}'\—r‘:{@, B} (3.19)
—{A,8}C{x, B} - {A, )T e, B).
donde una integracion sobre los indices continuos es entendida.
(Calculemos ahora los corchetes de Dirac para el conjunto de vinculos J.,, H, v H;.

Iin vista de (3.49) obtenemos para el corchete de Dirac de H; consigo mismo

{HIN],H[M]}* = {H[N], H[M]} — {H[N],\}C}{$, H[M]}

—{H[N],$}C3! {x, HIM]} — {H[N], 6} {6, H[M)).
(3.50)

pero como {1, ¢} ~ y y tomando en el lado derecho de (3.50) todas las constric-

ciones de segunda clase fuertemente ignales a cero, obtenemos haciendo uso de (3.26)

(H[N], H[M]}* = f (MON — No.M)g 11, (3.51)



El corchete de Dirac de 11, con H; esta dado por

{H[N] H[M]} = {H[N], H[M]} — {H[N]\}C T o, H[M)}

~{H[N), $}C7 {x, H[MI]} = (H[N], 6}t i, HAT']).
(3.52)

nuevamente el lado derecho contiene términos proporcionales a \ ~ {I,, ¢}, de
modo que al hacer los vinculos de segunda clase ignal a cero se obtiene

{H[N], H]M']}* = / (MIO;N — NOM)H, . (3.53)
Para el paréntesis de H; consigo mismo se encuentra

{H[M'], HIMA)} = {H[MY), H{M?]} = {H[M],x}C{o, H[M]}
—{H[M],$}C7.H{x, H{M?)} = {H[M], $}C7} {6, H[MI]},
(3.51)

pero {H;. ¢} ~ ¢, de tal forma que estos términos se anulan cuando se hacen iguales

a cero las contricciones de segunda clase
: . : D
{H[A), HM)) = / (N'gM™ — M'ON™)H,,, + SN'MI IR (3.55)

Lo mismo es valido para los corchetes que incluyen el generador de momento angular

{JIN®?), J[M)}* = /.][(M x NY™], (3.56)
{J[N®), H{M]}* =0, (3.57)
{J[N™), H[M]}* = 0. (3.58)

Vemos asi que el dlgebra de Dirac de los vinculos se reduce al algebra usual.
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3.5 La teoria de Ashtekar

La relatividad General puede ser reformulada en términos de la tétrada r;’}

'1'”\. (En esta seccion denotaremos los indices

v una conexion compleja autodual A
asociados al espacio tangente por letras mayiisculas: A = 0.1 2,3 ). Para llevar a la

conexion de espin a una conexion autodual primero que nada notamos que la integral
) ] — 4, w o 1J MN DA
Ile,w] = /(1 veereGe™ R (3.59)

es una derivada total, (acd ¢ es la inversa de la tétrada ¢[. mientras que ¢ es el
leterminante de €/ ) de tal for le ser swmada a la accion de Iilbert si
determinante de e; ) de tal forma que puede ser sumada a la accion de Iilbert sin
cambiar las ecuaciones de movimiento.

Por otra parte la accion de Hilbert puede ser escrita como

Sle,w] = /i rr(,(,H” (3.60)

fII7R)
De esta forma podemos restar a la accién anterior la integral [ multiplicada por £ v

considerar la accion

. . L
S le,w] = Sle,w] — 5?[[(5,&)] (3.61)
esto es
1 ,
S'[e,w] / d*zeehes (Rl — sic'” \nliN). (3.62)

Ahora defliniremos la conexion autodual .4{,'] de acuerdo a

1
A1) g 1 MN i g
A =w' — 5tC ,‘mw“ (3.63)

de esta definicion se puede mostrar que A satisface la condicion de antodualidad

; 1
1:\11\' _ - MN 4 1J a
1t s —516 ‘[J."'lu . ('3‘()I)

Denotaremos la curvatura asociada a la conexion Aﬁ'] por I'!7 el punto clave aqui,

Jp
es que la curvatura I de la conexion autodual A es precisamemnte la parie autodual
de la curvatura R de w

_ 1
Fol =Ry —Sle yyRy". (3.65)

Jiv g jaz
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De esta forma podemos escribir la accion (3.62) en térmihos de la conexion autodual

de acuerdo a

5 ey} = /(_I*I.;-Ff.—#ffl I,f;] (3.66)

que puede ser escrita tanbién como
] A1, : . -
S [E’,Ld] = /(ﬁ;reluf'.h’ﬁ,{nIrJ'U\n‘ (}G[)

Ahora si se hace la separacion hamiltoniana del espacio-tiempo se puede mostrar que

la accion anterior pude escribirse en la [orma
S'[e, N, N®, Al] = f A — i ATP 4 AT, 4 iNTH A+ N, (3.68)

donde el indice @ recorre las componentes espaciales del espacio tangente v los

vinculos J,. H;, Il estan dados por

Jo = DiPi = QP! 4 ¢, AP, (3.69)
Hy = FPL, (3.70)
Hy=8PFY, (3.71)
donde se ha definido
A} = A, (3.72)
v
Fi=e4 F2. (3.73)

Notamos inmediatamente la semejanza entre estas expresiones para las contriciones
v las encontradas por nosotros en término de la conexion de espin. En la proxima

seccion estableceremos una conexion entre nuestra teoria y la de Ashtekar.

3.6 Coneccion con la teoria de Asthekar

Ion esta seccion estableceremos contacto con la teoria de Asthekar, de he-

cho mostraremos que nuestro formalismo corresponde a dos copias de la teoria de



H

Ashtekar ,una dual y la otra antidual. Para esto nolemos que la conexion de espin

puede escribirse en la forma

AR +)AB -)AH 5 &
W = wf, ; + wL ) ' (';'{ 1)
donde
1 | ‘
AB AB . AB AB 4 &
w NP = w4 St cpw®), 13099
v
) 1, 1., A g
u.:fl B = ;(w;118 o ;’(.‘BC'D“"LB)' (SI())

donde wt v w™ coresponden a conexiones duales y antiduales respectivamente, esto
es. satislacen

(has _y L. 4p (4B & i

Wy =7 51677 cpWu ). (3.77)

Si ecuacion (3.71) se reemplaza en la curvatura I? se obtiene

RB(w) = RUDAB(+) 4 REIAB(), (3.78)

s L Jers

esto es, la curvatura se separa en una curvatura para la conexion dual y otra para la
coexion antidual.

Luego la accion de Hilbert se separa en la suma de dos copias de la teoria de Ashtekar.

Sle,w] = S*e,w] + 57 [e,w]. (3.79)



Capitulo 4

Gravitacion en dimensiones

Imayores

4.1 Introduccion

La generalizacion de la relatividad general a dimensiones mayores fue hecha
por Lovelock. Este autor encontré la accion mas general que da ecuaciones de se-
gundo orden para la métrica en un espacio-tiempo de D dimensiones. El formalismo
hamiltoniano de estas teorias de mayor dimensionalidad ha sido estudiado en refe-
rencia [18] en las cuales la variable dinamica es el tensor métrico ¢,.,. Deseamos en
este capitulo senalar algunos caminos para analizar el problema de la gravitacion de

primer orden en dimensiones mayores para ciertos casos especiales.

4.2 La accion de Lovelock en D dimensiones.

La accion de Lovelock escrita en términos de la tétrada y la conexion de

espin para una dimension del espacio-tiempo arbitraria D esta dada por

(D/2]
Sp = Z o (1.1)
p=0
con:
By s jeal,,m,,,,,,,lzﬂlﬂz A RSN BRI At A D, (1.2)

42



donde a,, son coeficientes arbitrarios,
Si nuevamente se hace la separacion del espacio-tiempo en la forma senalada en el

capitulo 2 se encuentra

o s ab pk ab a4 I .
S :/—wg Ph 4wy + eaP,, (1.3)
donde:
(D/2] K
e a3dy 2p—192p A2p41 22p41  ap Keka ok 7
]ub - Z pai—‘nksﬂ'a ”'Ril“?p-lkhwc’\'?rﬂ-l '“("k'epﬂ " +ChpCabazapC # (1.4)
p=0
k
Jab = Dy P2, (1.5)
A
(/2]
g J— Y, Ty a2p—1Q2p M2p4 op41 D1 :l!\'j...’\‘[)_] g .
1’,, =z Z (D =5 2]))01, by ks '“R'('2p-41"'\'2p€k?p+! '“6"2]'»4-1 "'CkD_|r'7”I-~"'Dﬁ-I c . ( I.(!)
p=0

No podemos aplicar nuestro método directamente, puesto que la matriz Q0 depende
en este caso de la conexion de espin. En cambio nuestro andlisis puede ser genera-
lizado facilimente para lagrangianos del tipo “Iilbert” dados por los términos con

P =1 en la accion de Lovelock

& e /e(,_,,,zﬂ_z,,,anfzw Ae™ A ..e™ (1.7)
En este caso la matriz 0% est4 dada por

abe

ki __ ‘ : kkakp_yj na Tp_ )
.. =D — 2)cv1cab,,3__'w7|cf By ‘A.-;---f’kp‘,- (4.8)

A . D(D-1)(D-1 , T -
Esta es una matriz rectangular de J——z}—(—’ X D(D —1) en los indices colectivos
LAY (1). v puede mostrarse que tiene un nimero N de vectores propios nulos igual
: ) 5 X 7 DID-1)(D-3) @
a la diferencia entre el niimero de filas y columnas, esto es. N — (——2)(——1 Si

designamos estos vectores propios por
i (1.9)

(@ = 1,..N), y la matriz inversa por la izquierda por @:-’;’“, nuevamente podemos
expandir la conexion de espin en la forma

Wl =00 4 pjO,, (1.10)
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v al reemplazar en la accion, el término cinético se diagonaliza y se puede repetir el
analisis hecho para el caso de 4 dimensiones.
El caso general es un problema bastante dificil, v por ahora su solucion espera una

respuesta.



Capitulo 5
Conclusiones

Se han presentado dos conjuntos distintos de variables, con los cuales se

puede describir la gravitacion de primer orden en cuatro dimensiones.

IEn el primer conjunto (enfoque de la tétrada), las variables de campo son
la tétrada ¥ y su momento conjugado wﬁ Aqui se construye una transformacion que
lleva a la conexion de espin a las variables 7! ¥ wpy, donde éstas tiltimas correspon-
den a variables auxiliares, que pueden ser eliminadas de sus propias ecuaciones de
movimiento. En este caso la conexion de espin pierde todo su signiflicado geometrico.
£l Hamiltoniano de ésta teoria es la suma de vinculos, que corresponden a los gene-
radores de rotaciones locales SO(3,1) en el espacio tangente, vy a los generadores de
difeomorfismos en la variedad espacio-temporal. La tétrada transforma como un vec-
tor bajo rotaciones, mientras que su momento conjugado lo hace de manera mixia,

semejante a una conexion (de hecho, 7} es una proyeccion de la conexion de espin).

Esta construccion puede ser generalizada a dimensiones mayores para ac-
ciones del tipo Hilbert (es decir, aquellas que contienen una sola curvatura y pro-

ductos de la tétrada).

IEn el segundo conjunto (enfoque de la conexion de espin), las variables de

ﬂb

campo corresponden a la conexion de espin w!” y su momento canonico conjugado
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Pl,. En este caso ademas de los vinculos asociados a la ihvariancia bajo rotaciones
v difeomorfisimos, aparecen vinculos de segunda clase, los cuales son elitninados uti-
lizando el paréntesis de Dirac. En este corchete los generadores de simetrias satisfacen

el algebra usunal de difeomorfismos y rotaciones.

La estructura de los generadores de rotaciones y difcomorfisimos en funcion
de las variables candnicas es similar a las obtenidas por Ashtekar en su reformulacion
de la Relatividad General. De hecho, nuestra teoria corresponde a dos copias de la

teoria de Ashtekar, una definida con una conexion autodual y otra antidual.

Seria de interés estudiar a futuro la manera de implementar los formalis-
mos desarrollados en el contexto de la teoria de Ashtekar, tales como las variables

de lazos, a nuestros resultados.

Lamentablemente no es claro como generalizar este segundo enfoque a di-

mensiones mayores del espacio-tiempo.

Es importante senalar, que si se aplica el formalismo de Dirac directamente
ala accion de Hilbert, introduciendo los respectivos momentos canonicos a la tétrada
v la conexion de espin, los. vinculos de primera y segunda clase aparecen mezclados y
no es posible separarlos de una manera simple. Asi, las transformaciones anteriores

permiten acortar camino en la identificacion de las variables dinamicas de la teorfa.

Por ultimo cabe destacar, que el analisis de la estructura Hamiltoniana de
la teoria de Lovelock en una dimension arbitraria del espacio-tiempo, sigue siendo
un problema abierto. La dificultad en este caso, radica en el hecho que la matriz

0 depende explicitamente de la conexion de espin.

abe



Apéndice A
Vectores nulos

Los seis vectores nulos de la matriz 0 estan dados explicitamente por

!(nan)z:b _ (m n)pg a b /
(,-k -—(SA € (F’(‘.T {J\I)

mientras que la matriz © esta dada por:

~ahe

; Apblec
1)

! fe ol
= glenle = el - 2efleq) (A-2)

donde los paréntesis cuadrados indican antisimetrizacion.
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Apéndice B
Algunas relaciones importantes

Encontraremos ahora la inversa de

E, = (Eg, IEY) = (9", ¢}) (B.1)
denotada por:
B = (&S, EL) (B.2)
Alora bien, las relaciones:
E B, =6 (B.3)

podemos escribirlas separadamente para p =0y g =1

ESE? = 9" EP = 1 (B.1)
la cual se cumple si hacemos:
ES = —9, (B.5)

la componente ¢t =1y v = 0 se salisface trivialimente:

B =em =1 (B.6)
La componente yt = 0 y v = 7 impone:

EE =y"E =0 (13.7)
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esta tltima ecuacién nos dice que I debe ser proporcional a la tétrada:
E! = Mig,; (B.8)
v de la componente g =1y v = j se obtiene:

ELE] = e ¥*eq = gl = 6] (B.9)

a i

esto es AV es la inversa de g5
A7 = g¥ (B.10)
con lo cual obtenemos:

E: = g'e,; (B.11)

L2} puede escribirse también en términos de la {étrada como:

7 e 7}{cf-f'*f;,,,,,f,,;ef;f;-;n*'. (3.12)
Por iltimo, de la relacion:
BLED = § (B.13)
encontramos
E°E) v+ EIE) = 6 (13.14)
§)
na’ 4 Eie! = 6" (13.15)

es decir, el producto de normales se reescribe como:

Batl’ = 6 + Eie? (13.16)



Apéndice C
El generador de rotaciones.

Mostraremos ahora que el generador de rotaciones .J,, no depende de las
variables wy,y,.

Consideremos el generador de rotaciones:

T = EaneaT e (C.1)

o}

et
Jap = “6[——— + wite,i|edeli (C.2)

51 reemplazamos la ecuacion (2.27) en (2.17) obtenemos:

J=Ji+J2+ Js, (C.3)
donde
AL ()
Jy = 2e—L,
: At
]2 = Efrbrrfe[ ﬂ-gfs;(d “A (('r))
.“
I3 = 2eapeall " W e, (C.6)

(‘uando © es reemplazado por su expresion en términos de la teétrada, el término ./,

se separa a su vez en dos subtérminos

Ja=Jan + Jan (C.7)



con

J‘J.l = ‘Cﬂbcd_}\/—c Jl}” Tr;(_‘; ”Aa
v

Jaa = Dédpad :'rlfgf“”l

l:\/_qh,] (

Ahora definamos el momento angular L, por:
! I
Lap = m €p — Tp€al;

de tal forma que multiplicando por y* y L% encontramos:

??1

bm
E ’] Lah = fnm] ]
Asi al reemplazar en (('.8), se obtiene

J'Zl = —€ahed T = f F (f, U.i\'] I_qu

1

l\/‘
el cual puede escribirse en términos de la normal como

gecd

1
']2,! = Icubcdﬁ ’]E"ILIQ‘?

v usando las propiedades del tensor €,,.4 se obliene finalimente
—1, s I
']2'1 = T[Uﬁr} Lja — Nal} Lfb]

Alora hien Jy 5 esta dado por:

.]-2‘2 = Qﬁab( 1[& ﬂ"fm."fcfff”k
que puede puede ser escrito como:
S22 = —2[eap€rqCar Cpqr .ilch.’Tthfk] Ak
(3 F
S22 = ‘Zﬁupﬁbqﬂrww(pru"":jk'4!5}‘3{'?’}~

Haciendo uso de la relacion

Ewkf"’k - ykrcmrel"" = g(/ YL - hmhvf)

[ |
—

(C.10)

(C.11)

(C.13)

(C.15)



obtenemos para J;

Ja2 = —=2eqpepyqi; g( AT — WP fl.m)@‘f'{ﬁl}, (C.19)
esto es
—1 . ; !
Joa = #‘Z—eﬂpebq(h”'é‘;’ — 8Fh")elx!, (C.20)
v puesto que
F' = e h", (C.21)

a

obtenemos finalmente

_l ) ) _l aflp 1y
Jgis = _—)-(",,pf.‘.bq(f_‘;'fpﬂ’?f — Ef"’vr}) = —CapCly L-’r[f'rr}']. ((.22)
Ahora de
Lab = Tl'::ﬁ'b[ - Wf;.cu.f-, (('2})

n

al multiplicar por £ y EP encontramos haciendo uso de la ortogonalidad de F

con € que

Jem Eb”‘Lab — fomagn .Eimﬂ_m - Ew.{mﬂ_‘n]‘ (.24
h a

a

Asi Jy o queda expresado como

J22 =

5]
, 5 (E'Pe,,)(E%epy) Ly, (.28

it
—

Por tiltimo de la relacién de ortogonalidad de los L) y e’; se tiene quet

E;ei’ = 62 + 1an", (C.26)
por lo tanto
AHJ_ y 4 I ¥ ord
J22 = i;—(éf,,r + I8+ nPm) Ly, (CLAT)
es decir
l 1 q ) (s Y]
']'2.2 = 4§Lab - ij(hmg?r iy — [Jbg?,r T]n)- ((Z‘%)

Ahora bien Jy; puede ser escrito como:

!
J’Z,! = S(Luf?]f”h - Lbfnf”ia)a (('2‘))



H3

de modo que:

|
.]2 = —]2'1 + -]2'2 = —;Lab- ((";O)

&

Por tiltimo encontremos ./

Al reemplazar la expresion explicita para los vectores nulos:

g3 = qubcdé( & Ff(”q”)w,,m( nf,{f’”, (C.31)
que puede reescribirse como
d _(np gk oy
Jy = ,.,(-Zﬂg,[,,'r‘;,é&(? el ')win,~ (C.32)
Pero
C(;i‘pfﬂ..r) 2 __(rmrpi.’ ((H};)
por lo tanto
.g ] k L
-].'3 == ahrrffpfi.c oy Wi ((‘}")

2
pero el producto de las tétradas es antisimétrico en (p,k) mientras que la supermetrica

es simétrica, luego:

Jy = 0. (C.35)
Ast, al reemplazar la expansion (2.27) en J,;, obtenemos finalmente:
e I
3 ,d ik ! ! ¥ %
]ab == Hf!!bu’fg_ze ” - S(Nr]e”)[ - ﬂ’hf rr1) {(-‘}6)

Se puede mostrar que el generador anterior J,; satisface efectivamente el algebra del

grupo SO(3,1). Si se utiliza el generador
J[M] = [ M, (€.37)

v se evalua el corchete

§J[M]EJ[N]  §J[N]&J[M] .
J[M], JIN]} = — ; (.38
o, = SIS,
se obtiene que
{L[M], L[N]} = L[M x N], (C.39)

donde

(M x N)® = —(M;NI* — M)NT). (C'10)



Apéndice D

Relacion entre T}, J,, y ®"".

Si se deline

ak _ o ijk
T =Te

v provectando 7% de la manera senalada en la seccion 2 se tiene que:
TV =T 461,
al invertir para los coeficientes T" and T se encuentra que:

]'Ii — nu:[mi

r vi.j - ;-,‘. "'."
T = i

Ahora bien, T* viene dado explicitamente por:
T* = ¢¥%y, T}
al reemplazar la expresiéon para 5 en términos de la tétrada encontramos:
Tk = .,I,_,],C?CE(UA"
Evaluemos ahora 7. Para esto consideremos el generador de rotaciones:
S = Eazwcd"l"}jt"z
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(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(1D.6)

(D.7)



multiplicando por /97" encontramos:

(f‘!gub.]ﬂ.b = E_l-g(![J(-',,;,L[;T 7€ k

. r)é[[ff]’]"g’- d

esto es:
1 » ik
—g €8 = —T*e] — T7%])

&

m

si esta ultima ecuacion la multiplicamos por 7' v E oblenemos:

m Lvﬂ fgnﬁjﬂh e Q(Tfk E}”'E;'Gg 71qL]v,;; o f)

que se reduce a:
I
~m g fgab _ypfnpm g on
— B By = (T B — T7™E)

esto es:

T
S pmpm fgab — qfn ,‘!ml
SEPEpelmy = 110

por otro lado el vinculo ® esta dado por:
(I)(mn) F(m jmn}

Podemos entonces escribir:

1 |
MR . man _ __E[m.rI'an_]__E(mTu.n)
a 2 a 2 a

es decir

1 |
Tmn — E@(mn) _ Il‘f,ng{;lEab‘:d'ch

Por lo tanto podemos escribir finalmente el tensor de Totsion como:

L k
T = o Cijk- i

e 1 - -
T e —;(-.,-..,-m(r,r",l ™ 4 er ™)

ij
o explicilamente:

rra ] L J mn l m m qce
I7, = )c,,m [ (f‘f(:' I il B §(T>’ + il&}’ E_qef-’”.]prr)]

ot
Ut

(D.8)

(D.9)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)



Apéndice E
Accion de P sobre la tétrada

La variacion de la tétrada generada por I,

0PN
Set = {e?, P[N]} = 5;,; 3 (E.1)
donde P[N] esta dado por
PIN] = / N*Pud’a = / NeupeaRi (e, m)efe e (£.2)

Se debe variar esta ecuacion respeto a m, para esto variamos primero respecto a la
conexion de espin y puesto que
; : - ;
SR = Dibwi” — (i & j) (E.3)
se encuentra
D[ i ijkc b pd ijk ¢ be ;
6P[N] = —2]Di(N“)eabcde‘ke” dw;® — /j\’afa(}cd.f,;kc"r dw i’ (E.4)

Recordando que «f® es una funcién de la tétrada y de su momento conjugado a través

de la ecuacion (2.118) se encuentra para dw

6w.?° = (%)’;,‘rhri (15.5)
Reemplazando en (I5.4) obtemos el resultado
SP[N] = -2 / (DUN®) 4+ N epeaT? ™m0 )bl (I.6)
Luego )
dej = 62‘;] = —2D)(N°) + N€apeaTra, ™" OFF . (F.7)



Apéndice F

Accion de P sobre el momentum

conjugado

Para la variacion de 7} se tiene

6 P[N]
deg

]

i = {x, P[N]} = -

a?
Si se varia P[N] respecto a la tétrada se obtiene:

; e : .{ AJG kg be “ c
6P[N] = /—"\ Cnbsdﬁ”téed ik 2/Dr’(f\'”)ﬁumﬁ'if—'mé“‘; = /f\ ”i’:ub.rfﬂrl{‘”ké .
(F.Z)
La variacion de la conexion de espin respecto a la tétrada se obtiene de la ecnacion

(2.118)

FYe ahe 6[[(”‘”’?)’7’3 Wonn
b = ( ‘df Sef)mi + (—E——bef)wmnle) + UM (e )LJL (F.3)
be o] &
El segundo término de (F.2) puede ser reescrito como
[ Di(N")Q 6w, (F.1)

al reemplazar (I".3) en la ecuacién anterior, esto da origen a tres términos. el iltimo
de los cuales es nulo debido a una contraccion de © con su vector nulo 7. Si se

derivan las ecuaciones

e |
~—~—

t B \
CHAUHE 6563, (1.
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labe{mn)ﬂb 01 (FG)

respecto a la tétrada se encuentran las relaciones

Dyabe
TMky Q s G)rzbc Qr.nhj -0 (F TJ
6 d ﬂ'bf r - ) ;
(SQ bf ( Yal 6! (mn)ub |
a (] mn)ab Q o S " -
(SC, + abf 6 ) ( )

las cuales permiten reescribir los dos términos 501)1‘(?\-'ivienl,m de (F.1) como

—2 [ D) ‘S””m(e”“ w4 U, )bl (F.9)
Puesto que
o0 5
gbca - fbcmie“l (F]O)
et

encontramos finalmente que (F.4) esta dado por
i be 1
=2 [ DN euensei™leef. (F.11)
por tanto, é7 queda expresado finalmente como

[‘C
(50.) 6( - ) \;:}Txri"‘l.mn. (F. 12)
e

i

6W = 2¢, ,rd(zmnwf:])n(]\;r ) . Cabcdjz nn.nj\;d‘. ol

m?l



Apéndice G
Accion de los difeomorfismos

Bajo difeomorfismos la tétrada y la conexion de espin transforman de
acuerdo a las ecuaciones (2.125) y (2.126). DPara evaluar la accion de un dileo-

morlismo sobre 7! se puede despejar 7 de la ecuacion (2.118) dando

rl = QF Lot (1)

. !I"’L

variando esta ecuacion y usando (2.125) y (2.126) se encuentra

) hr 1,
67 = €pea W T 4 €npoae™ WPTE €™
ky b ab <
—é€aboae i Dy(e”ed) + 08 RO 4 QX Ribe!, (G.2)

donde se ha separado la componente temporal de la espacial de parametro ' en los
términos con torsion y curvatura.
Ahora bien. las ecuaciones de movimiento que provienen de variar la accion (2.69)

respeclo a la conexion y a la tétrada son respectivamente

[y = ‘\ 1 1Al .

Daped€” I(;le + €apedc” I‘-(U =), ((3.3)
i1k phe e ) 4

Cabcriel'rlﬂ(‘;,(j + (nbcrlf”‘ ]?,}:(g =0. (( '”

De estas ecuaciones se puede despejar T§; v el producto 2R de acuerdo a

abf ik rpie ol -
IUTI - _—()I\n rlfh‘r.f(u I,jj('(’p ((:))



6l)

y
Qr:b(‘RH] — ;fmbr T nr:,:'n ((;())
Si reemplazamos estas dos ultimas ecuaciones en (G.2) se obliene
67r- = €apod€” w“b@ Eafiyht rﬂﬁ 63 ”
R ,,v( bI I €
—€aheac i Di(e” ey )
—ér,,bc,;(”'”’]?f,fn(cge ) i e RE ™, (G.7)

&

Necesitamos reescribir el tltimo término de la ecuacion anterior. Para esto conside-

remos la expresion

Cabe ,}R[”F” ((_:8)

donde el paréntesis cuadrado indica antisimetrizacion en los tres indices. Se cimple
enlonces que
R[)C d i q' ((1 ‘))
€abed -[z‘_je,l;] = Cjjk1da X
ijk

multiplicando por €7 se encuentra que S, = P,. Si escribimos explicitamente el lado

1zquierdo de (G.8) obtenemos

ufnbcn’R (,L + zfab('d[? € + -‘frln'JCflR',A( = (-r_,'pkl)rr- ((:]O)
Multiplicando la ecuacion anterior por ¢™* se encuentra que
| ] [
ab R 1 TR TR™ -
Ccab,fRfmetf = _ifcabd[{q}\)( " 4 —2%5;’”_10,,. ((..:.H.)

de manera que al reemplazar el lado derecho de esta ecuacion en el ultimo término

de (G.7) se obtiene finalmente la ley de transformacion de & bajo difeomorfisinos

) kil ab fad N U
677—;;’ = €ahed€ w;: ( )6 ol EfJFhépm qu :

i v ] Ly of
F€apoa€™ wit (e, 1) TE €™ — €qpeac™ wib(e, m) Di(e" )
1 |

~§eaba.,cmmn:,f,, ele + = Poe. (G.12)
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