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A IlSl'R A( r't'

The Hamilt<¡lriar¡ stluctnre o[ gr.avitatiorr theor.5' i¡ fir.st or.<ler [or.rn is cx¿¡-

minert. 'l'wo points oI r,ielv are used in t,he anal.ysis.

Irr the fir'st, rvhich rve call the tetrad fornralisrn, rve ¡r.r'f,rr, a tra,s[o¡-
mation that l;rings the s¡rin connection a,il' ilto nerv va.r.iables ¡rl a.n,l *.,,,,,. -l h".,,
varial¡les corresponrl to tle mornenta ca.nonicallv corr,jrrgal,e to llrr.: l,r:l,r'atl (n,i ) an<l

auxiliat vatial;les (cl,r,, ). I'Lese last valial.,les can l;e climinalecl using their.ol,n ec¡ua-

tions of I¡totiou. The lla.rrriltonian is the surn of constlaints that cor.res¡rorrd t.o thc
so(:l,l) local rotatio, gene'ato's irr the tangent space arrtl the geuerator.s of dif[eo-

tttor'pltisnt itr tlie spa.ce-tittte manifold. The al¡ove transfonnatiolr ca,n be gcne¡alizerl

to higher' <limelrsious fol Ililbert-Einstein t¡,pe acl,ious, l,hat is, a.cliorrs iu rvich l,Ic
curvat ule occurs lineatlt'.

Ilhe seconcl poilt of view, r,ich we call the spin connectiolt formalisrr.r

the actit¡n is lervt'ittel itt telms o[ the spin conuection ancl its canolrically corr.ju-

gate tnoltteltt,a. In this case. apart frorn the first class constraints associal.er[ u,ilh lllr:
lota.tion antl difleonror¡rlt istn invaliance, there are 12 secontl class consl,r'aints thal, ¡:e-

plesent the prr:sencc of reclundant fielcls il l,he phase s¡race. \,!hen tlle Djlac bracl<el,s

llettver:tt tlro sirnetry geuelatols are evaluatecl, they sal,isfy the usrral tliflr:ornor¡rhis¡r-

rol,a.tion algebra. 'rhis seco¡rd ¡roint of vierv is closely r.elaterl l.o l.lrc Ashl.clia¡ lbrrrrrr-

lation l¡aserl on the SO(ll) x SO(3) tlescompositiorr of the SO(3,1 ) gr.oup.



It IrlS tlt\ I l)N

Se alaliza la estructura hanriltonia.lla de la. glavitaciórr rlc ¡rlirner orrlclr cn

,l rlirrr:rrsioles, l)ar¿ csto se utilizat clos enfo<1ues.

lilr el ¡rtitncto, rlue clelorninantos enfoque de la tétrada. sc consllrrl«:

tttta trattsfortnación t¡tte lleva. a la conexión de espíl cufü a rrrretas lalial;|,-s o; -¡ ,.,,,,,,,

tloucle r colles¡ronde al rnonretrto cotrjugac[<l rle la téttatla, rnir:nl,ras (lu(.¡ Lr,,¿¿ son

r.at iables auxiliares quc pueden ser eliminactas de sn ecuación clc nrovinliento.

El Ilarniltoliiauo de esta teoría es la suma de víncuk>s que colresponclcu a los gerrr:-

la.dores <lc lotaciones loca.les SO(3,1) en el es¡racio tangente J'a los genelarlores tle

rlileomor fisrrros en la valierlacl espacio- ternpolal.

[,a tt a.llsfolruaciórr cle o'ie a ?rlt),.n1n cs gerrclaliza,la ¿ cliruorsioncs rn¿]j'ores l)ara

acciones tlel tipo llill;erl,, esto es, a,quellas rlue contienen una sola curvatur,a.v ¡rro-

clucctos tle la létla,da.

El segrrnclo ellfoquc, rlue llamarernos enfoque de la conexión de espín,

se escribe la acción de Ilill;ert sólo en l,ér'millos tle la conexiórr rlr: cs¡rín .r'srr rnt¡nrr:nl,r¡

canónic<¡ conjugaclo. Iln este ca,so aparte (le los vínculos asoci¿r(los a. la irrvariar¡r:ia

lla.io totaciones y di leorrrorfisrrros, aparecen r,ítrculos cle segurr<la clasc, r¡uc col lcslx)n-

clcn a la. ueccsirlac[ cle r:liminal varial¡lcs no tlinámicas reclrrlrdanles. Al r:valuar l<¡s

corchctes dc l)irac entle los geueradores de sirrretría, sc elrcu('nl,t'a (llto est()s sal,islatt'lr

eJ álgebla rtsual tle clifeomotfisrnos y rotaciores. Dl scgundo lorllalisrrro es scnrclarrl,t:

al clc Ashteliar l¡asado en la descomposición rlel gru¡ro SO(3,'l) eu SO(3) x SO(3).
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Capítulo 1

Introducción

¡\ conrieuzos cle este siglo se establecielon los tres glatrtles pilates tlc la física

ar:l.ual: la. r'elat,ividacl espccial, la mecánica cnárrtica,, y la ¡el¿rtivi<larl gcrrr:r'al. De la

nrrión cle las dos ¡rriurelas teorías sulgió la teor'ía cuáutica cle < arrrpos. r¡rte r:s lro.r. urr:r.

de las prilcilrales herrarnientas pala ertenclel la naturaleza a escala. rrriclosc<ipica.

lhllll¡iél en el tlausculso cle este siglo se ha corrrprerrclido la. irr r¡roll,a.ncia rlr:l ¡ra¡rcI

<lc' las sitnetr'ías en la. uatnraleza. Las sinlel,rÍas er¡ física 1»rerlcn s«:r agnrl>arlas etr

dos clases: simetr'ías globales, tales como las rlue se encuerrl,La.n eu rnecánica crrántica.

otdinaria al inrponel, por ejemplo, rlue los ol.lserval¡les sca¡ ilrvariatrtes a.lte rota-

ciones r'ígirlas rlcl sisterrra de coordenadas rlel laboratolio: r' las sitnctrías locales.

r¡uc dr:scliberr la iuva.r'ia.rrcia bajo la acciórr rle rrrr glu¡ro clc l, r'a r sli»r ¡r a.ciolr¡rs r.r carla

¡runto clel e,spacio-tienrpo en lbrna independieute. Las sinlelt ía.s localcs de esl,e se-

gr,rrdo ti¡ro sou la piecha fundar¡rental en la ct>lrstlucciótr tle l,t'ot ías <ltte rk:sct'ibctr las

ir r l.ela.cc i<¡r ¡es frrn<lalllelrta.lcs-

Sal¡emos hoy, r¡ue todas las fuerzas de la. natula.leza ¡rrrc<len ser clcsclitas ¡ror'

tr:or'ías de gauge. Las [uelzas electrorna.glética s corlesponclerr a rur¿r l,cor'ía. tlr: g:iuge

para el glulro U(1). El e lecl,romagnetisnro ha sido unifica<lt¡ con las intera<ciolles

dél¡iles nlecliarrte nna teoría cle gange ¡rala el glrrpo SIJ(2) x (i( t). Las intetacciones

fucrtes ¡rot otlo larlo, ¡rtrederr ser descritas l)or una teoría. rl«: gaugc l)a.ra el gru¡ro

St.i(3). 'lbdas las teor'ía.s anterioles sorr cornpntibles corr la rnr:r'¿írir:a crrárrt,ica ¡,sr,'lra.
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dcmostratlo r¡tc éstas sorr renr¡rmalizaLles. Esto es, es ¡rosible susl,raer los inlillitos
(lue apáfccer] cu r¡l loturalisrno, obtenienclo valores nurnéticos r¡tre ¡ltrt'cle¡ sct con-

trastaclos col resu I tarlos experirnr:ntales.

La luelza glavil,a.cional pot otro la.do, cstá descrit,a. ¡ror la. llcla t.ir.irlarl (le

trela.l, <1ue t,alnl;iérr es una tcoría de ga,uge, en estc caso para el glu¡>o (il,(.l,ll). ¡rcrrr

tietre ull¿r estt'ttctura clistiut,a a las teor'ías menciouaclas atrtcriou rlen to. [,as lcor'ías

tte gattgo sott foltuttladas ert télmiflos de ula va.r'iable cle carrr¡ro llanrarla corr«'xirin.

La. Relal,ivitlacl General en su forma origiua,l (lblruulación <le scguurlo ot rk'n), es rura

tcor'ía clc calnpos para el letrsor nrétrico g* y tro pue,1e scl escr.ita ¡>r r r.a rrcrrl.r:' r'n

lér'milros de una. correxión. l\demás en el caso gra.r,itaciorr a I, el glupo de sinrcl r.ías

actria sobte la varicdad espacio- temporal, nrientra.s rlue en las tcr¡rías cle gauge usuales

el grtt¡ro de siluetrías actúa en urr espacio al;stracto (es¡racio clc la. re¡rlescnl.acirirr rlel

gmpo cle simetr'ías). La lelatividad genelal er su lorira estáuclard ha ntostlatlr¡ sel

irrconrpalible con la ntecánica cuántica al genetal una teoría llo reno¡nra.lizable.

Así srrlge uatnlahnente la preguuta ¿ IJs posil;le rlosclil:il la. r'elal,ividad ge-

rtetal cn fbl'rna. sinrilat a la.s teorías de gauge no gravitacionales r- obtener a.sí urra

teoría crtálrtica renolrnaliza.ble ? La respuesta vino a ¡nediatlos de la cklcacla del '80,

cttalclo Aslitekar introclujo rur nuevo conjulrto r1c variables, con las r¡tre leforrnulr'¡ Ia

lelatir-i<latl general cle ulla lnallera sinrilar a. las teorías <le gauge estálr(lar(1. Gra.

cias a csl,o se rlesarlollarolt rruevas técnica.s, talcs corno la le¡l eserrl,ación cle Ia.zos

¡rara tlat.al el plolilenia de gravedad cuártica. Sin embargo. la teoría rlr: Aslrtr.'lia¡'

intlochtce rttr tér'ntiuo irrragiuario en la acción cle IIill¡ert nsual! (le tal folrna rlue está

<lesclil¡ir,'trclo la glavitación cl l,ér'minos cle carnpos cornplejos. [-lna lu<,'r,a ¡rlegunta

surge ahot'a, ¿. Será ¡rosil;le escribir la teoría de la gravitacit'rn en forrna. análoga a la

cle Ashtcliar ¡rcro usando vatiables reales?

La gravitación de ptimer orden al parecer' 1>uede (la.r' una. res¡rresta a csta

pl'egrlllta 1, es el tema, ctel cua.l nos pleocuparernos cn esta l,osis.



1.1 Teorías de Gauge

(,ioruo dc'cíanos trás arriba, las teolías tle C]auge cstán l¡asarlas soble el

conr:epto r.le sir¡retría local. Esto es, la acción r.lel glupo cle t,rartslbLtuaciottcs acl'tia,

inclepeurlient crrrente en cacla putrto del es¡racio- lientpo. Las tcot ías tle gattge lrala las

irrt,r.'r'a.ccior es elcr:t ro-dr!l¡iles y frrertes sol¡ t,r:or'ía.s rk: carnl,o <lclirrirlas etr tttt es¡r;rcit»

tienrpo ¡rlano (cle Nlinkorrsk_r,). La covariancia tlel Lagt:rrrgia.rto l;:r.io l.ta.nsfirLtrtaci<.rttcs

dc Lorentz obliga a utilizal lnás valial:les tluc las c¡re son clin á nrica ttror{,r: itttlepr:tttli

ent,c's. Esto da lugar a la rrecesidad de intro,-lrrcir r'íucrrlos o colrstricciolros r:nl.r'c la.s

lalia.bles rlr-'l espacio dc [ase. De estos r,íncult>s en 1-lr'incipio se pur:den dcs¡re.ial las

'laliables arrxiliales en l,érminos de las verctatl¡:ralnente dinátrticas, siu etltlralgo <:sl,o

conrlrrce a una tcoría cotr relaciorres no-locales eul,re los c¿lllrl)os, lo t¡tte la. hace ctt

gcneral irrnrateial¡le. La plcserrcia de r'íuculos, r:s una catactcLística. gelelal tle l,o<las

las teor'ías de gauge. [1] [2]

Dirac, desarrolló un r.nétodr¡ [3] t4l t5] pala analizar los sistemas de gauge

de u¡a manela sistemática en el formalisrno llamiltoniano. El espacio rle fase está

rlefinitlo ¡rol las valiables canónicas (q) ;' sus respectivos mourerrtos conjugarlos (p),

r.el corchete cle Poisson usual entre clos funciouales A(p,q) y B(p,q) es

{ li¡,.,1¡. Dtt,.,t)l - ".)'1.,n ( I - /i)qtl o It
(l l)

El II¿miltorriano clc los sisternas de gauge es una surna rlr: r'ín,:rtlos rnu ll,ipl ica.<los

por' [unciorres arbitrarias llarnadas rnultiplicacloles de Lagla.rrge. La presclr,aciórr crr

el tiernpo de los vínculos irnplica que el paréntesis cte Poisson ent,re dos rle ta,les

cotttticciortes del;e ser ura. courl¡iuación lineal cle los misnr,,s uír.',l,rr. l!l cor.jrrrrto

clc contricciones. junto corr el paréntesis de Poisson forrnan lo <¡rre conrunrrrente los

rr alenáticos denorrrinan un álgebra. Esta álgel;r:a es ulra rep resen l,a.cirin ex¡rlír:ita. rlr:

las situetr'ías de la teoría inicial. Por ejernplo a partir de una. teor'ía. inraliante ante

lotaciones locales, se espcra, que aparezca un conjunto de víncnkrs ,,I;(p,r/) asocia.rlos

con r:l rnorrtento arrgular, Ial que el parérrtesis clc l)oisson cnhc <.'sl,os r,ítrcul<.¡s s¿¡tis[a.ga

:l



el álgebla de rot,aciones:

\.1 ;(n, o), J *(P.,,1\j : t ¡t t J t(p, ¡1). (t 2)

El corr.iurrto de cor Isl,ricciotres de utla. teor'ía de ga.trgc pttr:de s('l)¿¡tatsc ('tr

dos gtu¡.ros: los clc pt'itttera clase, que Bellelar las sinletrías,1 11rte tiettctt ¡ratritttcsis

nrrl<¡s con toclo el conjurrto de vínculos; y los dr: segrrttcla clase. <1tte ¡>crrniterr fi.iar los

nnll,iplicarloles cle Lagla.lgc y que no satisfaceu la plopiertatl alrk:riot. Lr.¡s r,íttculos

cle seguutla clase pueclen sel eliminados usa,rclo una nrodificaciórr tlc lo ¡ralritrl,csis cle

Poisson que intlodujo Dirac. [1]

(luarrdo cl ml'l,oclo cle Ditac sc a1>lica a los sistcttras getreralr t r r:nlt' covaLi

arrtes, se cncuelrlra que rlr:berr aparecet cual,to vitrculos denolnirtaclos -111 y -/J¡. Ilstos

r'ínculos tiene ul siglificado geornétrico bien clefinido: C<¡nsitlot r:rtros un sistetna tle

coor'<lenattas albitlario ¿" 1' elijanros una cle esl,a.s cooLdenarlas < ouro ¡rarámetro tettr-

polal (err este caso u0). Pala cacla. valor de r¿0 : cf¿ esto define uua 3-superficic ert el

espacio tle cuatlo clirnerrsiolies. Ilsta su¡rerfir:ie ticne ttna rnétlica pro¡ria g;.¡ irrrlucicla

pol la nrétrica clel es1>acio l,iem¡ro. Sobre csta sul-lerficie trir.liuren sioua l lrorlr:nros

hacr:r' trals{olnra.cioncs gcneralcs de coolclr:tratlas (espacia.les). Iil r,írr<:ulo //; gc-

nela las t.ralsf<¡r'rraciones gcrrerales tle coolrlenarla.s sob¡e la l|-supc¡ficic. Ilsto es, si

q -- (ti + 4'(r¡), el can.rl:io cle una función zl(2, q) en c[ es¡>acio tle fa.se irxltrcirlo ¡ror

r:sta tlalsfbmraciól¡ infilritesinr¿l cle coorcletracla.s es

6A(p,q) ' ¡¡,1 (1.3)

Por otra palte, ,I11 genela desplaza urieutos perpetttlicttla res a. la lJ-sttperficie

r¿o : cf ¿ en cada punto de ésta., y por tanto geneta e[ desplazamir:nto dc la i]-supcr'ficie

cn el espacio-tiempo cle cuatlo dirnensiones. El álgebla que satisfaccrr estos r,ínculos

está datla por' [6]

{ 111(,r,), ll L(.r,')} : (11'(r') } 1/'(;r''))ó,, (.r,,r'').

={¡0,,q¡,1 ,t

(l l)



{/1,(t), 1{1(a:')} : 11r(¿)6,,(,r:, r'),

{//, (.r), //,(.r')} = 1/,(,¡,')á,,(.r,.¡,') + 11"(r')ó, (.r,.r/)

l¡

( 1.5)

(r.6)

( 1.7)

tlo¡ cle

H' - s'" H"

)' g'" es Ia. itnersa de la 3-nrétrica g;¡, y ó,,(r, rr:') es la derivacla rlc la fulci<írr <lell.a.

lespecto a la cooldenada, ¿'.

-1.2 Relatividad General

L¿r R.el¿tivitlad Clcnelal clesarlolla,da por liinstein carlbi<i nuestla lra.ncla,

cle inter'pletar la natura.leza. en su ser¡l,ido más profuudo. Esta rros enseria r¡ue vivi-

nros en uu ttrunr[o de crral;r'o dinrensiones, donde el tir:rnpo es un¡r c<¡o[,],:nada. rrrá.s y

etr rlue el concepto cle l,iempo univelsal cle Ncu'ton no tienc ca.birla..

Las fuelzas glavitacionales fuclon leenr¡rlazadas por la lro<:i<ilr <le cun,al,rrra

clel csl;acio- l,iempo, a.sí descle este punl,o de vista la urateria "le inclica" al es¡raci<:

conlo cutvarse y esta culvatula le indica a la masa corrro clel¡e mo\.'clse en el es¡>acio-

tiempo. La geornettía de óste es¡racio-tienrpo es una geolnetría no Duclideana, dorrrle

la rrociór <le distancia está, clatla localnrente en térurirros t[.,] lors,rl rrr,'l,r'ir,r y,,,,

dsz : g p, tl.t:L' d,:t" (1.8 )

'lo<[os los olljetos lna.l,enráticos corr significado inva.r'iante en licl¿rtitirlad (icrcr¿rl

(tensores) est,án tlefinidos localmente, esto es, en ca.cla punto rlcl cs¡>acio- ticrr r ¡ro.

(lon cl fin <k: contParat t,elrsores asociatlos a puutos distintos, se rlche iul,toducil la

noción cle ttans¡rorte para,lelo desde un prrnto clcl espacio ticrrr¡ro a r.¡tlo. l]sl,<¡ sc

hace me<liar¡t,e la introducción de un nucvo canrpo: la conexión a.fírr. f/-',r. Ásí por'

e-jemplo, si se traslacla pa.lalelamente un vector l/ cle ¿ a, rr f r/.r', strs conr¡;onerrl;«-'s

r:l el nucvo ¡ruuto estárr dados pot

l'ii'(,t + lc ) : I," (r ) ¡ llol/" tl:rD . (r.1))



En la lb¡r¡rulación de Einsteirr, Ia concxión se esc¡ ibc .n l.érrninos rle Ia nrót,rica

l'la: tiBkJ",).

Las ecuaciones tle Einstein sott ecuaciores de ca.mpo tle seguttclo orclett pata

la nrétrica ¡' pol esto este euloqne se llarn¿l tarrrl¡ién formalisno rle scgnttclo olrlerr t,

¡rettrril,r:tr el¡colrl,rar la gcometría <1ue itrclucr: la. rnateria ctr cl r:s¡racio-l,icttt¡r<>. l')sl,;rs

ecuacior¡es sc pueden ol¡tenel de un plincipio dc acci<in variarrclo el l,aglarrgiarro tle

IIilbert. Iespccto a la urél,rica.

AIrola bierr, la llelatividacl General es invalianl,e allte tla.rrslbtrrrae ioncs gc-

nelales cle coolclcrradas (cova.r'iancia general), por lo tanto deben aparecct el ella los

ctratlo r,íuculos IIa y H¡ tlue satislacerr el álgebla nrcnci<»ratl¿r arrteliottnctttr:. 1' c¡rrr:

gelleralr la tlalsfolnraciór dc coor<lenadas r¡:r' --+ rt! : it:ttt(tt )

r\r'norvitt, Dessel 1' N'lisner [7] clesarrollaron el founalisnlo cattóuico 1;ara. la

Relativida<l Gencral (fornrulación ADN{) y encontra.ron expLcsioncs ex¡rlícitas pala

II¡ 1' ll; elr tér'rninos de las variables canónicas, es clecit, en tér'rrrinos de la tnritrica

¿/i.i J srl Illur']lolll tll c,rrr.ittga,lo n'J.

1.3 Formulación de primer orden

La Ilelatividacl Clelelal puetle recscribirse en cl letrgrra.le ntocletno <lc la

geornet,r'ía rii[ér..r"rrcial (fortrras tlifelr:uciales)[II] elr térr¡riuos <[r,'ol,ros <los cattrl;os dr:-

rronrirrarlos la tril latla e[, ¡, la couexión dc espírr, ol;0. En r:sta Ib¡nitrlacitirr cl es¡racio-

tiernpo cs <lotatlo cle urra uueva estluctrrla, el es1;acio tatrgerrle clr cada ¡rrttrto rle la.

valieclacl. Los ca.rnpos e y c,, r'r:lrlesentau las ¡rlo¡rieclacles nrétlicas y a[incs, rcspcr:t,i-

varnente. La tél,r'ada está. relacionada c<.¡n cl tensol rnétrico a travós de la expresiórr

ryobe yeu = g !v. (1.r0)



7

Pol su palte, l¿ correxi<in cle espir o[á está asociada al trausporte I)alalelo rle: lcttsorcs

(err cl es¡racio tarrgente) entte ¡rutrtos disl,ilrtos tlel cspacio-lict n po:

Iii(t * r/;r) : I"'(¿) + u"o,,l"t'(r)tl,tt' . (r.11)

Dc c'sta ¡nanora, la teor'ía dc la glavilacirín csl,á dcsclita l)()t uu¿r atr:icirt rle

la li>r'ma

,S : ,9[r¿, e], (1. r2)

rlorrde la téttatla. y la conexión cle espín sol los canrpos fundanrentales dc la t«¡ría

-\. son rariactos independientcrnente en el prilci¡>io cle acción (lbrrnulációu dr: plitner

orcletr ).

Divelsos ¿utoles ha,n estudiado la estltrctura. I{a.trriltoltiana, de la glavitacirin

en prirner orden. Clastella.ni y ran Nieuu'enhuizen It2] encuentla. <¡ue atlenrá.s tlc los

generaclot'es II¡ y H; aparece un vínculo extla qtle corlesl)olr(lc al geneladot cle

lotaciones clel grupo SO(3,1) en el espacio tangerrte. Eu estc tr-abajo se hacen stt

posiciones aclicionales soble la geotnetría (torsión nula) v, a uttestro ¡rarecer', esta

lnarrera clc al,acar el problerrra, a¡rorta nruy poco a la claticlad clc las itle-as.

Ilerrleaux[14] [13] también estudió la estructula Ila.rriltorriana ¡rala la. gtavi-

tación en cua,tlo dirnensiones. Partiendo de la teoría rnél;rica y utilizanrlo la telación

ent¡:c la 1,r!tlarla y el tensor rrrétlico este autor cscribe Ia, accirirr lla¡riltoni¿ura. err

térnliros de la téttacla y su monrerrto coniugatlo. Ilenneaux «'trcttcr l,r'¿t. urr álgr:bla

pala los vínculos <1ue es rnás general que l¿ usada por (lastellarri y vatr N ieulvetthuizcn.

liste análisis, puesto rlue palte cle la teotía tnóttica, t¿n¡bién asut¡re la. tolsión tlel

espa.cio couro trula.

Nuestto propósito es desalrollal utr forma.lismo canótrico, ¡rrto patl,ir:tttlo

de primelos princi¡rios y en (lue rto se ilrv'otluen propiedades a.dicionales rlel es¡racio

tiem¡ro. Iisto es, la. a.cción a estudiar será la acción de IIilbeLt conro [urrtiorral d«: la



tétrarla y Ia conexión de es¡rín iudepeuclient,enrente.

En este es¡ríritu hemos encontrado dos rlancras de ata.cat el plol;lema. Eu

el prinrero, que clcnorrinarrros enfoque c[e la tótlada., clesarro[arlo en cl capítrrlo 2,

se consttuye nua tLanslorrnación que lleva, a la conexióu dc espúr a nueva.s variablcs

ol y r*,,, Esta.s corres¡ronrk-,rr al nro¡nerrto canóuicr¡ conjrrga<lo rlr: la tól,r'arla -r' a ulr

col.ittnl,o tlo 6 r,aliables a.rrxiliares lcspr:ctivatrretrfc. Dstas r,¿rtiablcs auxiliatts ¡rttcrlt:tr

ser elimirra.c[as utilizan<lo sus propias ecu¿lcioles cle rrovilnierrto. l]l ha lrrilt ol rialro cle

esta teolía. es la. surna cle virrculos, r¡ue corres¡rotrclelr ¿ los gerrelarl<>res rlc rotaciones

locales SO(3,1) en el espacio tangente (.-/"¡), y " los generaclores rle tlileor¡ror'fismos

ett la valierlacl espacio- l,ernporal.

La clescorn posición cle oi6 ert rl., u,,, pur:de seL gerrelalizacla. ¡rala rlirrren-

siones rna¡'ores si a.l acciólr es del tipo Ililbclt (es decir', si coltir:ne urr¿ sola cttrratttra

.r ¡locluctos rie la. tét.ratla). Dsto se des¿rrolla en el capítulo -1.

lll segunclo errfbcluo, clue llamanros enlorlue clc la correxiórr rle cs¡rín, sc

analiza en el capítrrlo 3. En éste, se reesclibe la acción de llilbelt en tónrriros cle

la concxión de es¡rín ¡' su nromelto canónico toljugado. Iirr r:sle caso atlcllrás r[e

los r'ínculos asociados a la invaria.ncia bajo lota.ciorres y difeornor'fisrrros. al)arc('en

i'ñrc¡"rlos de segunda clasc, los <1ue se elirninan ul,iliza.ndo el ¡rar'éntcsis rlc I)ira<. lin

cste colclrr:te los getrelaclorcs cle simettías satisfacen el álgel;r'a Lrsual clo difcotuot fis

lltos l, r'ol,aciol¡es.

l,a estlttctula de los gencradotes de lo(aciolres ), difconror'fisnros en lnrc:ión

de las variables cauónicas cs sirnilar a la.s ol¡tenicla.s ¡rol Aslrteltar err su relbrlnrla« itirr

cle la llelativiclacl (lcneral. De hecho, nuestla teoría collcs¡rorr<le a dos co¡rias r1c la.

teor'ía rle Ashtcltar'. una tlefilrida con una conexión arrtoclual y otra anticlual.

Iis irn¡rortante scria.la,r', que si se a¡rlica cl fonna,lisnro <lc Dilac rlitocl,allterrl,e

a la acción tle llilbelt,, inl,r'r¡thlciendo los res¡rectivos tronrcrrtns canónicos a. la tril,r'arla
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J, 1a <olcxiólr dc'espín, los r'ílrcnlos cle ¡rlitrrcla.r, segunda clasc a¡ralecert ntczt lacl<¡s

v tro es ¡r<>silrle sr'¡ralallos en folnta sinrple. Así. las translon¡rar:iotrr:s atttct iotes ¡rct

ruitcl acolta.r' calrtino en la irlen tificacirin tle las r,ariables rliuárrrir:as rlr: l¿r lcor'ía.

Finalnrente, cu r:l ca¡rílrtlo 5 se rlau l¿¡s conclusiones rlc csl,e t,r'alra.jo.



Capítulo 2

Formulación en base a la tétrada

2.1, Introducción

La l,eoría dc la lela,l,ivirlad gcrrcral usrtalruerl,r: sc rlcscribr: ¡rot r'l l,ctrsor

tn<itrico r//,,, j ell (¡ue la.s ecuaciones cle Dilstciu

G u, = R,,., - f,V,,,,R: 
f ,,,, (2.1 )

tlarr La dinálnic¿ clel espacio-tieurpo para alguna configur¿ciórr rle rnateria., ex¡rrcsacla

crr el t,r:nsr¡r cle cnergía. nronrentunr Tu". 4t<1uí,1?r, ts la c<¡lrl,rac<'ión tlcl tenso¡ rl<r

Ilietuann /?",,., )-,ll es cl escalar de R.icci. Er¡ csta tesis sc esturliar:í el cattt¡ro

glar.itacional en ausencia de materia, csto es, se suponclrá que 71,,,: g.

Las ecua.cioncs cle Eirrstein para, el caso libre pueclen ser tlcduci<las a ltartir de la

accióu cle II ilbclt- Einstein

Slll: lRfirt''t:, (2.2)

cnarrrlo se vatía respecto al tensor móLrico gr,. Ahola bien, existe otlo conjunto de

va.r'ial;les, llarna.rlas tétra.da c[ y la conexión de cspín ujb cott las cuak s se puet.le

teformula.r la. teoría de la. relatividad. I'ara establecer la relaci<in entLe estas nuevas

rariables y el l,elsol rnétrico consitleremos la figura I .

10
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I"igura 1. llegión del espacio-l,ienpo alrededol de un prrlto arbil,rario l', rloutlt: se a¡recian
los vectoles talgertes a la.s linea,s coordenada.s, y e[ es¡>acio ta.ngeute a P.

l.itt esta figura. se a.¡:recia. una regiórr tlcl es¡racio- tierr¡ po cercan¿ a rrn ¡runl,<r

I) arbitlalio, tlr¡nde se pr¡eden ver las líneas de cooldenada.s tla.za<las solrle la. r.a.rieda.rl

v los vecto[es l,angentes 0r, a la.s lírreas cootclelarlas eu el ¡rurrlo P, <1ur: e-stiitr clefirridos

en el espacio tangente a P, sitnnlaclo pot cl plano Nf . Dl ¡rrorlrrclo intcuro r,'ntrc 0,, _v

0,, est á. cla<lo por

Ol¡r'iameutc arlbas l¡ases clcben r:stán lelacionadas l)or rrna. t lalsfornraciólr lireal

0t, = ei,e.,".

0,, o 0,,: !,,,,.

A pa.r'tc de la l;ase coo¡tlenada {4,} en cl ¡;unlo P, sc

o¡l onc¡r'nr a l {e"} tal qrre

ca. eb: llob\

rlottrle t¡o¡ es la nróllica de Niinkorvski.

(2.3)

pucde eJegil otra, base, la, base

(2.r )

(2.5)

(2.6)

(2.i\

(2.8 )

Así la tétrada e;r¿ no es

corjuntos de vectoles.

€": c);)t,,,

clonclc la nratriz r'f es la invclsa clc ef

ei,et; : 6b,

ei,ei - 6i,

Ila,da. más que la ulal,liz de c¿nrbio tlc basc tle cnl,¡c los

La transfornlacil»r invers¿ a (2.5) está. tlarla Por

dos
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De esta forma, cualquier vector I/ definido en el espat;io tangentc Nl, 1;uetle ser

expatclido eu cualc¡uiera de las bases antelioles

l¡ : 1,,t, 0t, : l/,, c-". (').rl

tltilizando las ccuacioues (2.6) -v (2.5) se eucuentra rlue las courponor)tr's l,-rt y l/'/¡

cstá.n relacionarlas por

1,/d : c",\,'t',

l/'tt : er\/n.

(2.10)

(2.11)

I'ol sel Ia lclativiclarl gerrelal una teor'ía soble es¡racios curvos. los ob.lel,os gcorntii.ricos.

t¿rles como vectorcs y tcrlsores están clefiniclos en catla purlto (l(,,1 espacio ticrrr po. y elr

principio vcctores y l,ensoles a,socia,clos a, rtos ¡;untos clisti¡tos no cs1,álr relacioraclos

entre sí. Clon el objcto de esl,ablecer una corn¡ra,ración elll,re esl,os, se tl:l;c intloducir'

la colexiól af n f;],,, r¡re clcfine el tra.nsporte pa,ralelo de r,et l,olcs y lorsorr:s asoci-

a(los a la base coordenada- La conexión tle es¡rín t''[6 define cl transl)orte pa.ralelo

clr: r'ectoles )' l;ensoles asociados a la base olt<.¡nortnal c, t:rrtlc espa.( ios l,algentcs

dr:finirlos etr dos prtntos rlistirrtos como rnuestr¿r. la figrira 2.

esDac¡o lanoGnlG
El 

'punto A *
GBDaclo lintrdnl.
al'púnto B "

Figula 2. La coue-rión de espíu tleftne el trans¡rorte paralelo de olr.iet,os geonrót.r'icos referi-
dos a la. base oLtonotmal, ertre dos espacios langeutes asociatlos a. purlt,os distinlos dcl
es¡ra.cio tierrr¡ro.

La acción cle llilbcrt (2.2) rla ecuaciones de segundo orrletr pa.ta la méltica,

err car¡rl;io si se leesclibe la acciórr (2.2) en térrrrinos dr: los nrrevos ca.rnl)os, se obl,ir:lre

uua accióu ,![tl, e] que ¿l ser variada in<lepentlientenrenl;c respecl,o a la tétra<la y a.

la conr-.xión de es¡rín cla origen a ecu¿ciones de ¡rrimer olderl l)ala estos canrpos. Se

hal;la a,sí de un fouualisrno cle plirler orden.

aspaclo-tlampo



2.2 La acción de Hilbert en 4 dimensiones en primer

orden.

Bl punto de ¡rartida es la acción <ie I Iilbelt- ltlinstein en cuatro dirnr:rtsiotres

escrita. en pliurer olden [11]

,!1,¡.¿l = L.,,,.,11'^ A r' A rd..t"'"
<lorrle 1a 2-lolnra de culr,a.tur'¿ está dcfinicla ¡ror':

Rt'b - dpr'i * ro 
" 
A r'u - ! R.?l¿r' t, ¿r-i . (2.13 )

Si la r'¿rlic<larl tierre la l,o¡rología X x Id, las 1-fblnras c/ y Ér sc lrur:rlcn tlcscorrr¡ron,'L

r:n la [olma.:

e":etdt+eid:t:i

uú : t'|b rlt * u"b ¡r]',i,

[isa,ndo esta descomposición, aparte de los términos de supelficie (los cuales herrros

rlescattado), la acción puecle ser escrita co¡ro:

,< = [priur^u,¿riij,i)k -oib,I"u - e'ot'.),I.\.r,lt. (2.1G).t'
dontlc f,¡ .1. 

p" están clarlos por:

J n¡ :, 
"t,,,t "lll'itr.r.i') 

k, (2.r7)

p, : c,b,¿R?;cXeijk, (2.1s)

con eijn = ,ijko. 7a es la 2-[or¡na de lbrsión ttefiuicla ¡ror

7- = ¡t A eo +,¿n 
^ 
¡ rb : ll :.,t.r' ¡,t r,,

_v vemos así quo la acción está d¿da en l¿ fornra.

,S : I z.* or,r,"¿"ié!rijk - H,

H : atbJ,¡+ eTP".

(2. r1)

(2. r5)

l'¿. t2)

(2.le)

(2.'.20)

(2.',21)

<lonrle r:l IlarrriItoniano es
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2.3 Término cinético

Iisl udialetnos alrr¡r'a el tór'nliro ciné1ir:o

2uib e,6"¿eiélcijk l) ')')r

rle la ¿r.cción anterior err detalle. lin prinrcl lrrg;rr ¡rotlelrrr:rs lor:sclibillo o¡ la fol nra

.,"ó otl|'¿"";, (2.2:t)

tlonrlo

f)';í¡, = '2, ,,,,,,,r''iu r't . (2.'2,t)

La trtatriz f) es de 18x I2 clotrde se cottsiclctal r:onro ílrdices nlatricia.les los conjuntos

(l) y (i"). Puerle n¡ostlarse rlue csta nratriz ticlre seis ver:toles pr'ol.rios rrult>s.

Deuotalenros estos sr:is vectores por U(ii) , dorrde (i j) es rLn irrrlice colectir.<¡ sin:rjtricr:

ba.io i <--r i (i,j : 1,2,:|). IJste íllrlice rotttla ¿r los seis vecl,or'(:s nttlos rlt' t8 tontP<>

rreltes. Ol¡vianrente estos vectores sa.tisfacen la ecuaciólr:

t7:ib"Lll*"1 
ú - 0

Dn el apéndice A se clan las explesiones cxplícitas para los vectores Ll en té¡rninos

de la tétla.cla.

La matliz l) tir:ne uua invelsa por la. izquielda, rlue denotaremos Oi,l".

Así. O sa.tisfacc la relación

o:l'o:i": áiáÍ. (2.26 )

Las cxptesiones para O err trlrminos de la, l,étlada sc clan cn cl a.¡xlrrrli«'A.

La urattiz O se ¡rnecle ver corno un corr.irrnto cle l2 rr:r:tores rk' l3 conrl>oncrrtes. Este

conjnttto, nr¿is los seis vectores U fr¡mra,u uta ltaso rlel eslraci,i cle vr:ctoles ck: 18

cotnl.ronentes. lin particular', ¡rodemos expanrlil errl,onces [a concxión de r:spírr r:n la

fol rna:

--ib : !o^,Ul-,,t.', + o,.el?!, p.27)
") ""' c 'r

Ahora si rcelr¡.»lazamos esta cxpansión en el tér'millo cinético se olrtie¡le:

(2.25 )

,,:'¡b tti!iu"t', - r,lt ;, (2.2s )
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así n;f es el nroruenl,um canónir:o conjrrgarkr a la tétrarla 5'está clado ¡ror'

rl - uibr::b". ('¿.29)

La ectración (2.27 ) es nu carnbio de varia.bles para. la conexión cle es¡rín, cle tal folrna

<¡tre el téttrtino ci¡rético de la acción se diagona.liza en la.s uuevas r-aliablcs, rlrretlarrdo

crt la l,rlrna carrórica rrsrral. ¡ri.
Sabenros del t,eolelna cle Darl;oux, que siernple exisl,e ulr sist,eura cle coorck:nas en el

espacio cle fase tal cpre sc pucclerr identifir:a,r' las va,r'i¿bles clinálricas y srrs lnolnclr-

tos coujugaclos. La transfornlación anteliol es un ejernplo corrclcto de estr: teorer¡ra,

aplicatto al caso gra.vitacion al.

Luego, las variables serárr desde hor¿ en aclelanl,e la tétrada tf;. su nronrenturn con-

.iugado ri y las variables c,.:,,,r. Esl,os dos rillinios ca.lrpos leerrr¡rla.zan r¡bviarnente a

la. couexión cle r,'s¡;írr a'fb corrro furrciorral de los rrucvos c¿llnl)os v la ar:cirírr cs

S[ei, nj, ar,,,,,, c.,'do, efi] - urú oJ,blr:, e:ll - ei, p.fu ,", e!,,:*"1, (2.30 )

dolclc ,,/,6 tto de1;enrle cle ur,,,,, conro moslrarernos en la secciórr (2.,1).

De esta fotma. las varial¡les cáno¡icas son ú.y r, en tanto ([ue o,,mn concspouden

a r'¿rial;les no clináruicas cor¡ro los multiplicattolcs cle Iagrange. Así el corchete de

Poissotr entle clos {uncionales A[e,rl, B[c,,r] cle las varia.bles cauónica.s está darlo

por':
6B 6A

ácf ó;ri
(2.:il )

2.4 El generador de rotaciones

(-lonro nrostlamos en el apéndice l) el genera.dor tle lota< iones (lue aPa.lece

en (2.30) es

: I "'"¿:

t,A,B\:l##

.t^o = zr"*o#rro,,in - f;{r;, n, - t¡i,t.¡).

¡r sa.tisface el álgebra rlel glupo de Lore¡rtz local .§O(3, 1)1,-¿

(2,:|2 )

{./[¡f], rlNl] : r[¡1 x N], (2.:l:l )
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rlonde J[i/] es cl gencr.acior rlefiniclo por.

r' ¡/ x N r:slá clr:finirlo pot

¡,¡

('c¡nsirlerclrros la a r:ciór¡ rle

r-¿rliacitil rlc la tólrada bajo

,t l]l = l,\r,t'.t,,¡t3.t..

r Nn': -(tt'; ¡tt - ^IlN¡").
./,,, s,,l't" los ,^atrr1,,,. , I i I I ;i I r r i , , , . .

Lolaciclles e-.s

^,I = {rJ,.i¡,V11 : 11[rr],
,.r1,

6r:i : ll"¡t ¡;'
la té1r'atta trarrs[o¡nra en la re¡rlcsr:nl,ar:iril

pala r:l rrrotrerrlrur es:

óni - {r,i, ttrtl:Y-U!
ltlsta variar:irjrr Iucrle scr. calculacla I¿icilnx.rrlc usar,-lo la ,,x¡.,arrsir,rr

r[e eslrín

*.1" 
l*',", 

r !"" ''^ t o:'o,:l

Nlnltiplicaudo esla ecuació;r ¡ror O encontr.anros

,l : Q';i,,,o'iu.

Si r,¿rlialrri¡s r:s1a r:r:rtación cr r cout ¡a,l¡os:

. ,qrt'i
t n . - \l'.,, . i* ,"' .¡ *.''' li-rl- ¿, 

/
¡' i

lln

(2.31)

(2.35)

l,rirncl luga r. la

es rlccir'.

Ilr¡ ol.l ¿rs pa la lrla s,

Lorent z.

La t lansfi¡r ln¿¡ ciól

(2.36 )

(2 ':J7 )

t cclolial rlcl gr rr¡ro rlc

(2.:t8 )

¡rat a la cor rr.x itirr

(2.3e)

( 2..r0 )

(2.,11)

l\it sel concxiórr Para el grrr¡roso(3,r).c',iDria.jotl.arrslirnnar.iolrt.srlel,rir.r.lr1z. Ir¿¡rrs-

lblnra corrrc¡ la rlcl'ir,arla cr.¡r,ar.iante rlel ¡rar.iítnetro ,rl/,,/,,

6r:','h = ¡, ¡¡"r' - , -f u,i ,\ta.',.1- (,',lli ¡/,,. (2. t2)
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Ilsalclo la t¡ansfornracióu para. Ia tétla.da bajo lotaciotres olrtr:rncmos firahnenlc

órt, : tt',1;0,p, ¡7 nh + a1'b')cnu,u¿i)tA'l'u eJt. (2. +:l )

Al lcr:nr¡rlazal la cxpansiól pala la correxiól r:n lór'minos do Ia l,ótLada, stt rnt¡nrorturrr

conju¡¡l<lo v las varialrles c.:,,,,, (ecuacirirr (2.27)). se enctrcntra

(2..1I )

¡\sí r:l llolrrerrlo conjrrga<lo de la. l,étlacla l,ranslirn¡a rlc ur¡a nriure¡a rnixl,a, rle,lrirlt> a

rlue r:s 1;arlr: rle la conexión de espín.

2.5 Foliación del espacio-tiernpo

Se r-io en la iltloclrrcción rlne r,rr cl es¡racio larrgcrrtc al ¡rrrnl,o l) cr:islí¿ur rlos

bascs. la base coorcleracla I'la l;ase ollonornral.l'r1uo éslas r.slabarr lclaciouarlas a

tlar'és dc la l,ót lacla. Se intlrrducirá ahora urr lLr¿'r'o veclor 4. r¡rrc c's lrolnral a l<is

vectoLcs cooldenados es¡raciales

t¡ c 0; : g. (2. +5)

Ill la figula i] se rnnestlatr los vcctoles coo¡derarlos v f (llarrrarla rrorrral).

vÉr{olé§
tan0enle$

Irigtrta il. Norrra[ .v vectores coordenados espaciales.

Se puede delirril una nueva llase clacla ¡ror el coujrrnio tle lccl,orcs {r¡,r)¡} tkr

tal fotrna r¡rre rrn r.ectoL V adruitc tamLjélr la closconposi,:iól

l/ : l/ L i¡ ! l/tit ¿.. (2. 16)
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La l¡oulral prtcrle scl rlescorrrpuesta r":n la lbnua rrsual

r¡ - qL'1, : q" e 
",

(2.,1i\

cle clorrtle se clecluc,e rlrre

\" : ei,¡t". ( 2..18 )

Ecuacií¡t¡ (2.45) puede ser expresacla en tér'nrirros de las cornponenl,es tle Ia l¡ase

oltonormal tle a.c uerdo a

\"ei :0. (2.'19)

I)e hccho, de ecuaciorres (2.45) y (2.47) se <leclucc <1ue

\"gu¡:o,

y si sc rnultiplica (2.48) por' €d¿ se ol)tiene

(2.rr0 )

¡¡,.¿l : qL'gy.i, (2.r; I )

)'err vista de (2.50) concluiuros (2.49).

Las conrporrentes ?i 
o se puecle expresal explícitarnente eu l,ór'rnilros <lc Ia téttaila en

la lorr¡ra
I u,.,

0. - 
Utnt'"te; 

r¡t" t',¡i' ('2':t)\

dorrde se ha arkiptado la nolrnalización

r¡^r¡" : -1 . (2.5:r)

De es¡rccia.l intetés, es sa.l;er r¡ué relación existe cnl,re las conr¡ronentc. ¡''o, 1:r u y(i)

de urr vect,or clar[o. Usantlo ]¿rs ecuacioues (2.aG) y (2.5) se enr:uorl,ra c¡ue óstas es1,án

lelacio¡ra¿las de acuelclo ¿

l/,r = l"Lqr + l.;li)c,:. (2.54)

Intlorluzcamos ahora la matliz de 4x4 definicla ¡ror

Ei, - O',ei), Q,55)
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clou<le en vista cle (2.54) se deduce ctrue ésta. corres¡ronclr-r a l¿r uratriz cle carnbio de

l;ase entre los conjuntos de vectores {r,} y i4, rl} La mat,r.iz Ei es por: ck_,f ició,
inveltil¡le. I)enol,¿remos su ilversa por. Zf clor cle

EiEi: ói,, (2.56)

A ¡raltir cle estas

a.pénclice C)

cloude

Ei'Dr : q'

ecnaciones encontrarnos las explesiores e.rplícitas ¡ra,r.a

E',, : (- ry". E'"1.

ni I ,,r.E'" - ¡ful 
ik,,t 

",tebjcíry't,

g : det(g;.¡) : del(e? c"¡).

e3=1Vr¡"*/{it'i,

P. : -IILry" + Iliti:,

(2.57)

Ef (ver'

(2.rr8 )

(2.5e1

(2.60 )

(2.6.t )

(2.6,'r )

l)c csta t¡r¿ner'¿r, ¡rocleuros tlescorrr1>oner crralrlrrir:r'índir:e " <lc rur lcclr¡r arlril.talio Q"
cll una cornpollente uolrlral ¡, las cornponentes es¡raciales, en la lbr.rna.

q"=Q?t"+Q;e-i.

I)otrde, invertiertrlo para Q y Qt, encontramos

(2.6 t )

Q = -u.Q', (2.62\

.\'

C)i _ E:Q'

Iirr ¡ralticular. 1;oclemos clescornponer en esta [or.nra cfi y P,, :

(2.(i:| )
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rlorrcle I¡ = -tlnclt, Ni = Dle\, II¡ =ry,p, ! [I;: ¡,¡1t".
Luego, cl tiltirno tér'.irro crer Ilarnirto,ia,o (2.2r ) pucde csc¡ir¡ir.s., c.rrr.

e[P, - ¡¡ ¡¡, + Ni Il¡.

Así la acción puc<le escr.ibir.sc en la forr¡ra

,1[c,r,a,,,,,a[b.,1v, r,r! = | "1,: 
_ H[r.,r,,":,^,,.a,it,, N, rv,],

clorrrle cl lIat¡iltonianr¡ está cla<1o por

I I = a" t',¡.l,,t.lr,c] 
1 N //, Izr, r,., r",,,,,,] + N i 

I I ¡[r. a .,_,,,,,,].

Ecuac;iorres de rnovimiento2.6

(2.66)

('2.(i7 )

(2.68 )

(2. r't )

(.lonsiclcr.emos 
rr rrr:va nle¡r l,e la, acciólr <le IIilboLt_Mlsl,ein. ¡rr,,ro csl a 

'cz 
c()rI)o

un fuucional de la concxión de espín corn¡»leta..v de l¿r tétr.arla.

,S'[cu,c] : f ,.,,,att',b A e" A cd. (2.6e)

si se 
'ar'ía 

irrde¡re,clic,ter r re,tc con 
'especto 

a ra tétrarla ei -r a. la <;orrexirilr crr- es¡>úr
*';'¿', la. acción arrtetior <la or.igr:rr a ecuaciorres rlt, ¡_,rirner.ol,rlr.rr. Ds lratur.al errlonr.es
plegtruLa|so si cst'as ecrracir¡nes son na lniltorria nas, esto es, si lructlr:tr esr:r irrir,"r: r_,lr ra.

lol rra

:A ,.48 i) [[
0rB, (1.;r))

,rás aJguttos r'íltcttlos. Atluí z1 r'cpresenta los campos ¿i,ár¡licr¡s sirr irrclLril. los .rrrl-
tiplicaclor.cs <le Lagr.ange.

i'a fu.ciór /1(:) es lla.niado el IIar¡riltoniano y ./.aB rrefine la r:str..cr,ur.a rrer ¡raré,tc,sis
de l)oisso,. ',/'aB tlebe se',o degenera.¿ro v clerrc satisfacer ra i<lcrrrirrad rle.rar:orri.
Las ccuaciones "rlinárrrica.s,, rluc signcn de la. acción (2.69) sorr

¡ti i . .ob 0ll
J!,[.ei 

- -;: ]1
oej

a':r"¿;=;ffi, (2.i2)
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dorr<le H esl,á daclo 1-tor ecnaciríl (2.21). Si la r¡ratriz 0 frrera irrrcr'l,iblr:, r:rrl,orrces las

ecttacioucs (2.71) y (2.72) rleber'ían ser cte la. folrrra (2.70). l)ara 2 * I rlirrxrnsioncs.

por ejcmpkr, esta matriz cs invettible, y en esa t,coría la, triatla. y la collexión rk: espírr

sorr pares conjugaclos. Pero en ll | i,.y en clir¡reusiones rra.\'oles, f) no es inr.ertible

v Iro se pnede infcrir cle las ccuacioles (2.i1) J, Q.r-2) 1a, est,r'rrctu¡a rlel ¡raróutesis cle

Poisson de ttna matrola dilccl,a..

Clot¡to rura consecueucia cle la. tro irvertil¡iliclad <le la nra.l,riz f), las ecuaci<-rnes (2.71)

l' (2.72) nc¡ son todas diuáruicas. De lrecho, si st rrrrrltiplica l¡ r:<rracitir (2.72) ¡>or'

los vectores ¡rropios nrrlos [i""'de la lna.t¡iz fl s<: ol¡tierrc

(irle- cs u1I r'ñlcttlo. pries no cortiene rk:rivadas Lenrlrorale's. La ¡rrcsr:rrcia rlc r.rslos scis

r'írtcttlos se tlclre siruplr:ttreltc a r¡tre Ia er:nacirjrr rlc trrovitni<'t¡Lo r¡rrr. ¡rtor,ierrr: rlr. r'aliat'

la acciritr (2.09) r'espr:clo a Ia corexió:r rte espírr a,il' irnplir:a el 1r'usr¡r' de 'lotsiórr r:s

nulo, de ta.l Ibllna qrrr: Ias.:orrr¡roncnles esp;rcial<ls satis[a,<crr

r:i :0. (2.71)

Esl.<¡s son tloce r'ínculos -\'son ecluiva.k-rrtes a los seis Oii tn;is los scis../,,6 rlcl halnil-

tonialo (2.21). Est,a. erluivalelcia se (ler ucstra nrás adcla¡rl,e en la sccción (2.7).

Rctot'nernos ahola. a la línea tle l)ensarrricnrto or¡ginal y eslu(licnros las cct¡a.r'iolrcs rlc

rror,inriento <lc la acción cla.rla elr ec[aci(in (2.68). Si se viuía ]a atcirin co¡r rcspeclo

a c! I' r¡, s<.'r¡lrtieuctt las ccnacioles IIat¡iltolia.ras

4t,i : ¡r'r't';t 
i.)ll 

- n.^ i)u'i"

., 611'r 5ol'

:-.i - 
6l{

,," _ _ 
Á,I.. .,1

\ra.ria.ndo con respecto a t.,5b, N y Ni, se obtienen los vfuculos

(2.7:i )

(2.7rr)

(2.76 )

('2.77 
)

(2. 7S )

Ja,: o,

ll¡: ¡,,
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1:l¡ : g. (2 i9)

La ecuación más iuteresalte se ol¡tiene al vatiar la acciólr Les¡recto a c"',,,,,

jl = o, (2.s0)
óa-n

o, erluivaJcnt,enreute,

J_.Ír,,,+ N'//,1 : o. (l st)
bt ^"'

Explícitanrente en térnriros tle o,,,. esta tiene la. fotn¡a

2\/gNA\'""1 - No"e'et'J"¡e"ha :0, (2.s2)

dontle

6lma) : ¿(n,¡a ,nott). (2.gJ)

clontle el paréntesis iuclica sirnetrización en tn,u.

(-lonlo ./,,¡ : 0, ol;tetrctnos tur ttuevo ví¡culo

q{,"») = 0. (2.8't )

El r,íncnl<¡ q,("'") posee algrrnas propicclacles trotables. Pol e- jetn¡rlo satisfar:e

9:l - -tr(i,,,nrt. *.si)
áuP'l

clontle G r:s la "snperrrétrica " {15]

(ijkt - 2gii gkt - g"loi - g'ng", (1.s6)

la cual cs ilrveltible (pala <limeusión > 3), ¡,su inversa (J;¡¡.¡ «.s

G,u,i¡: f;tn-*,, 
* 9,,:e¡, - e^¡et,\' (2.8?)

r sa t is[ace

('"'"PeCipq," : 6'!"". (2.SS)

Si se tecttr¡rlaza la ex¡rausión (2.27) 1>an l¿ couexión a,[r' err la. r:crraci<irr (2.3:l) sc

elcttentla. clue O'"" puede escril:irse couro

o(¡nn) _ _2gG^,,tqa,,r+2L:^U(ii"t, (2.89)
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el ctlal es liueal ett u.,rr. (lorro G,r,u es inveltil;le, se pttede elirllitral ¿.',,',, tle srt pt'opi:r.

ecuacióu cle rnovirniento, rle tal fonna c¡r.rc la. acción es ahora sólo un ftlrrciolral de la.

tétlada y su rnonlerttull cauónico conjugaclo:

,5'Ie , zr, r"',,,,,] -+ ,§[r:, zr]. (2.1)0 )

2.7 Grados de libertad

I)ebiclo a la ¡rresencia rle vínculos, el urirneto de gla.<los rlc libo larl rlc ntra.

teotÍa cle gauge lro es igual al nrimero rle vatiables cou las tlrte se tl«:scrilrc la tcor'ía.

Pol cacla r'íncul<¡ rle plilnera clase, se debe lcstal un graclo tle libcrtad, ¡rueslo rlue

en 1;rilci¡rio, cle esta coustliccirin pttecle des¡rejarsr: ttna vari¡l¡k'en lér'lrtilos tlc las

lesl,¿rntes. Los vílrr:rrlos rk: segrrnda, clasc err cambio, no solo fi.jatt las vat iablcs ,lcl

cspa.cio cle fase, sino c¡ue fij a.n los rrrultiplir:adores de Lagrangc a^sociados a. estas

ruisrnas c<¡rrstlicciones. Puesl,o r¡ue los vínculos cle scgrrn<la. r:lase allalr:< crr r:n rrir.lrelo

paL. ¡ruede l)er)sarse rlrre la nritad cle ellos fi.jan a. los rn u ll.i¡rlic:rtlorcs tlc l,aglatrgc,

<1ttotlando 1a otla mitarl lrara fijar Ias valiablcs rlel r:spacio clc lasc. Pr>t tarlo cl

ltitnero de grados cle lil¡e¡ tacl de una teoría cle gaugr: vicne <laclo ¡rot

I

N" gr«dos tle liberlutl = /VC - Nl/l)C - tiVl',s(:. (2.e r )

dorrclc AC'es el ntimelo rle carnpos con los crrales sr: rltscrilrr: [a teor'ía. Á'l'/'(.' es

el rlinrelo rle r,ínculos de 1;lirrrera clasc ¡, pol riJtimo, ,Iúl',5(',' colrcs¡rontl,: ¿rl utinre rr>

rlo constlicciones cle segnncla clase.

lt)n ntteslto caso apalcccrl sólo virculos cle ¡rlimcLa clasc. r¡rre estál asociarlr>s a.l

gcttelatlot tlc lotacioncs J,,¿, (scis r'ítrcttlos) y ¿l los ger¡crar[oles clc'rlitrl>urorfisrrros //1

¡, 1./¡ (cuatro r,ír¡culos). lros cá.lnpos tk' l¿ teor'ía coLresporrrlel a la tril.racla ri (12

r,alial;Jes). .r\¡rlicalr-lo la. fónnrrla antelio¡ s<: encr.¡crl,fa rlrre t'l rrrinr<-:ro rlr: gla.rlos rle

lil;eltad <le la gta.r'itaciórr tle ptirrel ortlen en tér'rnir¡os de Ia tótra<la es 2. Osle nris¡uo

t'esultaclo se obtiene eu el folrnalisrno rnétrico, tlou<le esl,os gla,tlos de libcltad r:sl¿iu

asociados a las rlos pola.rizaciones dcl gravittirr.
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2.8 Relación entre Tii¡, J,t, y <l>(r,rt¡

Nol.etrros que las cc tr aciottes

J"¡ -- c.¡*¡Ti,r,'!.r;ik, (2.92)

6{-") _ l,)1,"7..,,tr',t"'t. (2.9:})

so¡ l2 ecrracio¡es c[e tal fbr.nr¿ r1rre, crr p¡i¡ci¡rio, sc ¡ruerlr:n rlcs¡>cla¡ las l2 r'9lrt¡ro-

rrorrtr:s es¡racialcs <lel tcDsr¡r' cle 'Ibrsirin ett l,éttllillos tlc ,/,,¿, 1 {("'').

Sí se defirre

lnk __ T'r.r;.ik (2.!) t)

t'plolectanrlo 7'¡ de la rt¡aueta señalatla eu la sccr:i<'rlr 2.Ir sc ticltr: rltte:

T"i -- ¡tri r tj'l'ii, (2.9i)

cor'no se nttestLa en el apénrlice D los coefir:icllte" 7'i v 7'ii est:itt rlattos ¡rt>t'

'¡k : J)-.¡"0,i,'hr;.i*, (2.,6¡
,¿, /0

)'

7,." _ !o(,,r _ lo:: t:;,rr., ¡ d. (2.97)2 4" "

Irrr.illienrlo ecuación (2.9.1) para 7$ se encrtetrtta.

l
Iit - ;t;¡¡.]"'r. l'l.l)s)

csl,o cs,

'r¡, = 
1Ur,,,,,1,¡1,,,+ rL7'-"), (2.99)

o er plícita r rrcnl.e el térrniuos cte .,/"6 y O"'"

rtl
f i = i,,;,,,1,i\:=e!,,!.1 ¡¡1\"') 1 r,i(ó""' -: t,-i't;,!t''.t,,,)1. ll. Il)0), ,t . ,/ll ,

Ásí. las conr¡ronentes es¡raciales dc la torsión se anttlan pol (lue sou ulta cottrbirtación

cle los r,írrculos ./.r, y O("''), y no l)olque se im¡rortga est<¡ de a.ntcnratto.



2.9 Dependencia del Harniltoni¿rno err las vari¿rbles

at¡nt,

Ils clr,' iutet<lrs conoccl la rle¡;errrleucia rlr:l Ilarrriltoriarro cn las valiablr:s c,,,,,,,.

Iilla tna.rt«'ta [ácil rle olrt,etrerr este rcsultaclo, es ex¡rautlir cl Ilarnillonialro cn sclic rlc
'l'avlt¡¡ cl lrotr:rrcias tle c.,,,,, crr torrro a o',,,,, : {¡

tl : Il. + ! .oll ,^.,. + l. , a'11 
-^.::;1f,,n" " ' ¡ u,,,,,*uo-"t'¿tt 

't ' lllol)

rlorrrlr: las delirarlas estiitr da<la.s lror.

att
d**: -2vrgN<l'o"'l ¡l- 

'"''tt '¡"on"l'r ' (2'102)

.\'
i)') ll - i)1t""'

a*',,,¡).', - 
*2t/¡'\ -= - gu:tlt ¡t¡.onntt' (2 10:l)

Pues(o <1tte la sulretrné'l tica srí1o de¡rerrrle rkr la téllarla, tlclila<las rlc telccr o¡tk:rr r.

sttpt'tiotcs dei Ilalriltonialo son nrrlas, 1, 1>r>r kr ianlo la ts¡rarrsirirr cn sclic lclrnilra

ctr sr:gtrrtlo orrlcn r,.tr u.r,,,,,.

,\hota l>icn. el rúrculo <¡r("'") ¡ruerle ser escl.ilo ltr la f<¡rrla

,Pl'n'r) - 2(ú"",P, (ut,,t - a,9,),

rlon<l<: se ha. dr'finirlo c",l],, tle lal Ior.r¡a rlrre

')gCl^"Fo .ao,, : 2la(n 0i{'' (i1n').

5i se <lespeia tu¡.¿ clc ecua.ciórr (2.10.1) sc encrrcntLa

r¿r¿ = r..,1¿ - lr,^,,,,,,*,^",,
l al teenrllllazal eu la expansión (2.101) se ol.¡ticlre

(2.r0l)

(2.10:r)

(2. r0(i)

II: IIo- !3I2 N C'1nnp'lul].,,.j1, - : N ("' ei et,i,l,,t,(1,,t,tu.o,,,

+8,4G",,¡/N ('ci 
eL:,1 .r,tt"t") írlkt')

+fiI;^,,'',,.]otr..1r"'' ' (2. r07)
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1' \'e¡)ros quc el llamill,ollia.no (le clepetrde tle c,:,,,,, stílo ;¡. {tar'és ,¡.1 .';,,,,,,¡., rp(t"t).

Ol.¡r,ianrcnte Ia. depentlcncia eu c.-,,,",, clc la accirin ¡l.reclc set alrulatla si rr:rlr:ll¡inros cI

Ilarnill,onialo por:

tl
Ti - It - =l=rJ,,,.,0,p'',4,,, - ), J.,,,,,.r,\{"'",1r.'1./.,¡,,'"")<¡"r. (1.10ñ)

¡ /f/ ór/

tlo¡r<lr: 77 satisface

9:0. (2.rol))
ót¿ 

","
Las t.cuacionos rle movimiento no son altera.clas ¡.lot ésta rerlcfinir ión dcl l[arniltr>ni

alro. l)ol(luc las ecuaciorres tk¡ ruovimicnl,o l»ole riortes tl,r 77 
",,,r 

las arrligrtas trr,i,lrtl,,

los r'íncrrlos, l<>s cuales s«: anulau soble la srt¡ret ficie <lel espa.cio rlc lasc en la .ual, la.s

conlli<ciones se s¿rtisfacen. Alx¡ra si se rlcspeia c1,,,,, del vírrculrr 4¡(rttt) 
" 

se tcenr¡rlaza

<.rr la accirírr, ol ha.nrill,onia ¡ ro r¡rre sr: obticrre es ¡rrecisatrrcntt'r'l tlarlo cn t-r-tta.t i<ill

(?.10i) corr r[{" ''¡ - 0, eslo cs 77.

Dl tér'nrino 1l¡ ¡ruerle scl obt.cnido a[ r'r'crl¡rla.zal t,,,, : 0 r'rr cor;r.< i<ir (2.21)- ,l(' l.al

lbrrna rlnr:

Itr: - ,,';;t'.]"u1o.,rl 1- r'i,l'"(c, r.u:,,,,, = 0). (2.110)

('rrarr<lo -',,,,, = 0, a'i¿' c.stá tlarlo por

oiü-O;t'",i. (2.ttl)

l si lccnplaza esta r:xpresiól r:¡l ecuaciór (2.18) sc olltir:rre

l'.: il,ri, I r¡,,G!,,r'.tri, t I'.:!,{ ;'i!',ri,n1l,

!fic,,¡,,,¡0¡el"e;ik(ttjr¡"r.1 - etltir¡e.- et,'a'rl\r1,, (2.ll2l

rlourlc

Gltj - *s¡r':,: -),':¿,' !ti,r¡''t¡t'1. (2.lt.j)

)'

C;:,!,¡ - i,b,.,,t'/), *'ttr,,,,(ejttb - ,,"j,t")). (2.1 tt)

Los getretadotes f/r = q'P. y II¡ : ¿ÍP,, pala upq = 0 ¡rrrcrlcrr ser ol¡l,r:nirkrs rlc

(2.112) -v están clados por

II¡ - ¡,"¡,,;- )=qi¡,,'11,t'*', {:!,,ri,r:/,, (2.1 lrr)¿\/!
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II 
", 
: lft ( Eil;e'l,e^¡ 

"e; 
i k eJ - Efi 01,*!1ei + r¡ a0¡,,, cf¡¡ | rt"

I ci,0;r'" + (;i,::i jÍ',rt¡,.

z.LO Difeomorfisrnos y el gerieracl<¡r P

l'lrr la sctci<irr (2.:!) st' nrost.r'ó r¡ttc r,'l g,'tt,'t;rrkrt J,,l, (()rt('sl)(rlrrl,'al g,'tt,'t;t,l,rr

rlc l'olar:ioles lor:alr:s SO(3,1), lin csta scr:ci<in irrr,<'-sl,igatr:nros r¡ttri clasc rl<' sirlr<'l ría

geucr';r cl r'úrculo Pn. I'ara esl,o cotrsirlelerlnos ¡tttctallrelrtc la acci<irl (2.(iS), la r:Lral

os rrr [rttei,,lral ,1,: lir l,ól l'a.la. "í . sr nlonr."rlr¡n] ror.¡r¡g;rrlr) ;r/ r'las tatial,l,'s *',,,,.

Se saLe r¡ttc clel r'írtculo óf = 0 sc pttcrlr: <les¡rr:.jat c,',,,,, ett ltit ttrirtos tlc'la ló1,r'irrla r,i.

est.o <ls:

orrr" :'r)rrrrrk'i). (2.il7)

l si se lccnr¡rlaza cn l¿ a.cción (2.68) <¡lrleneruos ¡rna a.r:< i<irt r¡ttr: srilo,lcl¡crrrlc rlr: la.

1étrada v su nror¡rcnto corrjrrgarlo. Drl vez cle lraceL est,t¡ rlircct,¿rtnelrl,r: err l¿r accitirr

(2.6E) po<lemos tr:etrplazar cu ecuacitit¡ (2.27), rlc nlallera rlrt(:'la cotlcxiótt llt'ga a set

tuna funcirin de ei .v rl

oiÚ(c, zr) : 1t.,,,,,,(.)¿rJ" ")"'' + o.l€lij"'.

.r por tatrlo el r'íncttlo P,, tir:rrc ln .1""¡r",r.l.n.iu.

l',, : l'.k',a(r,, r,L"',,,,,(r ))],

cr¡ las raliables carrrirricas.

(l¿¡lcrlclltos la valiaciór <lr. la 1,ótlaria gcrrclarla. ¡ror' /],

óti = {ei,/'[rv]] = 
o:t'L

o 1l:,

doudt: /'lN] esl,á tlaclo ¡ror'

PtNl - | No P.rt,3,t - .1 
N",,,,,, r n'i;(a, r ),,'tot'.it' rt'\.r ('2.t2t)

present,anros elDl cálculo explícito cle áe se hace en el apén<lice B, pol a.hora sólo

lesult aclo

6 ei : -2 D ;( N " ) I N t, ct,.,¡.'t' i;,,,cmnk Ocitl .

(2 r r(i)

(2.1rs)

(2. r re)

(2. 120 )

(2.1',¿'¿)
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Pala la r.a.r'ia.ción rle n| se tieuc

¡,r,- lr, ¡rlA,ll - -ál'fA',]'"1 -{"i..PlA,ll=- 
^T 

(2.t2:t)

Du cl alrónrlice F se <k:nruesl,t a tlue án esl.á <larlo en t,rirltritlos rle la l,ritlatla y stt

r)ronrcllt,lurl corrj ugaclo lror'

t¡rt='J,,,¡.-.tt;""'*,1;Ll,,1rvr¡ -<.t"¿l?t)i,,,"""N'-¡-,n,o,9ui!:t).\''lr',,,r(""'. (..1.121)
6,"'

La atciól (2.i2) es iuvalia¡rte anl,e t Lan sk¡ln t a.cioncs ¡1+:ttclal¡:s tle c<xrtrletrarlas 1'

esl)clalnos ¡rr>r tanto que,P, genele clc algrirr rrrodo tlifcornot fisn ¡os. l)csr:alrros r'<:t

si las t,r'arrs lolrnaciones dacla.s lrol la,s ecuaciones (2.1')2) y (2.121) crottes¡.rotrrlcrt a

arlutíllas tlaclas por difeornorfisrnos actr¡ando sc¡ble la.s v¿riablt-'s carrónicas.

[,3a.io ul clifc<¡rnor'fisr¡o tle par'ámetro c/' Ia létlarla y la «rirr:xiórl rlc es¡>írr lranslblrrrarr

tl¡r a c uerrlo a

6ei = 7'",,r" - /),,(e'\e! ),

6a'b B'h c".tt ttt

Pa¡¿r elaluar la acciórr rlc trrr tli{corlorfisnro sol;re nf sr: prrcrle dr:spr.iar n <le la

ecrraciór (2. I l3) tlarrrlo

?rj: f):i"¿",i¡ e.tzi)

vali¿urrlo ¡:sta ecuacirir .,v usarxkr (2.121-r) y (2.126) sr: nrrrestr¿r crr cl Á¡xirrtlit,r (1, r¡rrc

el ttt<;lnclto r:anórrjc<i dc la l,rl'llacla tla¡rsfirrlrra l;a.io rlileorrror fisluos clr: acnet(lo a

(2. r25)

().12|.')

(2.12s)

6 r t = e o u.ort' 
i t rib ¡e, r \ o df 

d 
e t, 

" 
h cl"t"' t';, /¿ (t)

1 en 6.,¡er:iro[¡' ( c, lT 1,,¡:'" -, o,,,,¡ t 
k i t nib ( 

", 
r ) D ¡ ( l' l,!,\

-f,r.t.ac","i R"b.r:')e,, + f,n,ti.

.\lrota bicrt, sobre la. su¡rclficie tk: los virculr.¡s P,, = 0, .J,,t, x (l :-'l'1.'¡ = (), rlr: lal

Iolnta r¡ur: las t ranslblmaciorrr,s (2. 122) v (2. 121) cr¡iucirlcr < ou (2. l2l-r) r' (2. l2S)

tesl;ect.irantottte. Pr:r'o si rkrs ttansf<¡r'lraciones coirrcirlen solrlc la srr¡rcr'fi<it- rlc los

r'íttctt]os. st¡r¡ la. r¡risttla tlarrsformacirirr, lrr<,.go cl 'r'írrtrrlo /], r.li <rlitarrrcrrlc gcrrr.r'ir
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tlifeonrollisnros.

Se puc<le ahora eva.lttar c'l corclrete cle Poisson de l', consigo nlisrrto

r.si se har:c uso clc (2.122) l' (2.12a) se r-'ttcrtctttLa. r¡ttt: el cortltcl.r'tlc 1',, r:s

{ PI¡1], P[/\¡]i - '.t' ¡ f'2 -¡. 'f . t)

rnierrtras r¡r.re cl colch<.'1,r., <le P" con ,/o6 es

{ / }, (.r,), ./¡.(17 )} = (4¡,, l), - r¡",, /1, )á(,r, I ),

es tlecit. /),, ltansfolnra. co¡no vectol ba.io lol.acionr:s.

{1'[r1/]. /'[^']] - i iH-# - 1"4lll áf L'l/1,/.,, , (2 r2r))

(2.1:,0)

(2.1:l r )



Capítulo 3

Formulación en base a la conexión

de espín

3.1 Introducciórr

lt)n el calrítulo a.ntelior' 1a cor¡cxióll rle es¡rírr c,.,f'¡ litc rlescottrl>ttcsta r:tr rlos

l,riltninos, rrno ¡rlopor-cionaI al rnonrr:lllo car¡<inico corr.lrrgntlo a l¿r tól,lada 1'otro ¡>r'o-

¡rotciolal a las raliables c,,,,, la.s cuales al sel elimina<las ¡;elrnitíarr cxpresal la acción

dr.. IIilbeLt colro ut1 fulciolal rlr: la tél,r'acla y str molnr:ntlur¡ r',rn.jrrgaclo ,s =. ,s'Ir;'. zrl].

Las erptcsiones ¡rata. los r-ínculos de la teor'ía cn trirrnirros dr' <:sl.as va.r'ialrlt's son

l¡astanle courplicarlas (ocs. 2.115,2.116) así, si se¡ tlesea. llar:cr'¡rrccárri<¡ cutírrl,ica,

la cuantización canónica de las colrsl,ricciones da.rá r:onro rcsullarlo er:rra<iones l,i¡:ro

Schr'óclinger'¡nuy clilícilr-'s cle lest¡h,er'. Ilstc urismo 1;robletrra ocrln'c etr la li¡r r¡rrrlacirin

i\.D.NI. rlc la glavita.ciórr, en r¡rre cl canrpo [rrrrdarrrental cs cl lr.rrsor rrrrillico r7,,,,, .\'

rloncle los vírrculos IIa ¡' lt; est,árl daclos lrol Ias esplesiorres

._lll¡= ;tt )llJ¡ult,L + llttgtt - !1.,!ttt)n''rr'' - ,t' ll.

H; = -Zg;xok;i - (2!r¡,.¡ - !lt.¡,¡)trii .

1'crt estc caso srilo se conocell soluciorcs al ¡rrolrlr:nra r:rr¿inlir'<> r'rr irlgrrros (¿ts()s l)¡r
Iir-rtlalcs. <onro, l rrrirrisrr1x.rcs¡lari,,.

(:|. r )

(:i.2 )

30
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(lal¡e errtc¡nces pr'<"gnntalse si r:xistir'á urr conjrrtrlo clr: r,arialrlr:s r:r las r:tt¡lt's lr t'r¡rtr:

siorres pala estas conl.ricciones se siur¡rlifir1ucn. Dn lf)36 ;\lrhar- ,\shtckal irrtrorlrtjo

11n llucvo corujurrl,o tie laliables, con las r¡ur: tclburruló la, lr:oría tlt'la gtalil,aci<itt. r'

r:rr las ctralcs las csltlr:siorrcs ¡rala. las r:otrstticciones ll¡ -t'Il¡se sittt¡rlificatt rtotalllr:'

rrrerrlc (de hccho son Iull<ioues polinórrricas tlt: eslas lariablcs).

Eslo abliri l,ocia rura 1írrca,:le irrvcstigacirin. el la cual sr: tl,'sattollal'or nrrcvas lticrticas

(talcs corrro la r'c¡rreserrtaciórr tle lazos) pa.r'a 1r'ata.r'<'l problctrta rl<' tu¡a n¡arrcra rrr¡

lrer'1 ur'baliva. r. rlrtc ¡rr:r'rnil.ió cstalrlccer una conexi<ilr etrttr: gtalctlatl crt¿ílli<a t l¡

1c'oría rle rrrrrlos. 'l-a.lnl¡itilr crr r:st,as nr¡c'r'a.s va.riairle,s la esl,rttc{uta lrta{cnr¿ilica rlt'la

lclativirlarl (letrclal es trrtrv sctttr:iattl,c a Ias lrnr'ías rlr'(i:rttgc ttsrtalcs.

,\slrlel.rar r.'lr su [blnraIisrlro int,r'otluce rtna cr¡lcxi<irr cotrrplt'ja ¿rulorlt.tal. tlc lal [irtrrl¿r

r¡rrc sc r:sla rlesclilricndo la glavil,acitirr clr tór'urinos rlc núurctos conrlrlcios. Srttgc t'tt

lorrccs la ¡rlcgrrrrt,a <le si cs ¡rosible tlesr:rilrir la. lcor'ía rlr: la rclalir i,l¿rl ctt ltilrnilto rlc

valiables lcalr:s rlr. una nrancr¿r arráloga ;r la lalizarl¡ ¡rot'Aslrlcliirr'. l')tr ,'slt' r';r¡ríl rrlo

rlatenros tttra ttsllttesta, a esta ittl,etroga.ttte, pata eslo agt'att<latr:ttros cl espacio tlt' fasc

sol.rle r:l crral cstán clefi¡lidas Ias colslticcionc:i \-\'clcr)ros r¡rt<: la accit'rtr rle Ilillrctl

prrerle csclibirsc r:n tér'nrinos rlr: la colrexiólr rlc espítr 1, sr r r r ( ) r r r ( ' r r t l l t r r <on,jLtgarlo

(,S : S[r,.jl¡. Pji]). La"s expresiones de los gcuctatlotes tle tolaciottcs \- (lil(ornolfis

nros err tr!r'rnirrr¡s de est,as variables tierrell la. lrrisnr¿r cslrr(llrla. r¡rtc las oLlcrtirlas

I)()r r\slil('l(¿rr'. lln nr¡esl,xr folr¡ralisnro arletrás rle las <:orts(.r'ir:ciortcs rir: ¡rt'ittt<'ta clase

(asociarlas a la. irrvarianr:ia au1,c r:ol,aciollcs y rlifi'onrollisnros), apatr'<ctr r,ín¡:ttlos rlc sc

gttrrtla clasr'. Esla últinras conslricciotres lruedcn set clirnirarlas rrsarrlo ,'l ¡rar<inl.<'sis

tle Dilac..\' r:l esle colclrete Ios r,íncrrlos tlc ¡rlirrrr:'r'a tl¿rsc s¡lisf;rcctr cl ;il¡1r'hla rrsrral

rl¡: difeonrorfisrros.
'['alrrlrión se r,er'¿i rle (lrrc lrlanela se rolacior]¿r rrt¡csl lo lbrnrallsllro con l¿r lrrrría rlc .As-

Llrt'kal r- r'¡rcr¡lrl,rarenl<>s r¡tre csl,a. coLLcs¡rorrrlc a la. srrnra. tlc rlos «r¡ri;rs rle ,,\slrlcliar'. Ia

1>r'iurr:r'a rlcliuirla ¡rol ula conexi<írr conrplr,.ja arrlodual _\, la scgnn(la ¡rol Lrrr;r arrt.irlrral.
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3.2 Gravitación en tértninos de la conexión cle espín.

(.'onsidctcrnos uuerallrcnte la a.cción (2.12), la r¡rtc aJ lraccr' la rloscorn-

posición r:n 3 * I se esctibe

,<: I p o r,,,,"o".icd,e;)k + ,,i,b.l,a, r aij,p")d'\,rlt, (:t.:])
.l

la cual clificle de (2.20) l)ol ulra tleri,,a.tla. tolal. El r'íncul,r ,,1,,¡ atirr csl.á tla,lo por la.

ecuación (2.17). la c,ua.l pur:dc teesclibitse e¡l la forua

, 1,., ,,/i¡l,,.1.,¡ = t I)*1, ,¡,.¡r',r',r'tu1 (:1. l)

Luogo lesrrlta. latrtral clr:[i¡ril la v¿rial;k:

Plutq = e ,,¡,,,,¡";t't;ciik, (:l l'))

tle lal folnra rlte el tórnriuo cinético J, el generarlol dc rotaciorrr:s <le la acciótt rluedatt

crP¡r'sarlos r:r¡ lórulinus dc l,i,(r) ,lc ¡crr.'r,lo a

t,,
s = / (;i^i*(.) +- L¿|t'J.blo, t'(c)li rit'.lu,rl)l3.rttt, (:1.6)

rlortle J"¡[r"'.P(,.)] : ]Dt(PI(c)). Lamerrl,a,Ller¡renl,r: rro cs ¡rosilrlc csclibir /), r'rr

tér'rrrinos tle Pjo(r'), ¡rcro si usanros la rl<'scor rr ¡rosicirírr

c[P,: Nlly+rYi,l,li. (3.7)

los r'írrctt Ios

II ¡l..,, tl = r¡" /),, [r-,, r:],

I I ¡ft" ., el - t:i I ',,lto , el ,

se ¡rrretlcrr explesar r:u lórmirlr¡s rle las vatiablr:s a;'1' y l',01, ¡ , utl,,

H1[r';, P(e)] : P;"kl P;i kl n':!.

It¡l.,, P(r:)l - l'lt,klll:! ,,

(:l.ti)

(:|.9 )

(:l I0)

(:l I l)
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rle tal nra¡lela que la acción conrpleta es futicional de oiD -v tle la l,rilra<la a tratris rle

la coml;irracióu,Pj6(e)

,<: lO'iot'!ot,¡+afibJ,Áu,P(e)] +.N111[r..,,P(¿,)] 1- N¡lti!u),t'(t)))di.rtt. l:t.t'2)

Se puerle ahola elevar, P;r(e¡ a la categor'ía de valial>lc in cle¡rerrtlierrte, de Ittotlo t¡tte

la accióu (l|.12) llega a ser un funciona.l tle 36 cattr¡ros (lñ *'j'i' rrtás lS /li¿ ). l,a

acción (:i.6) en car¡rbio es ttn funciorral cle 30 campos (18 cui¡ nrás l2 c'j ). clc rnarrera

r¡ue rrucstLa nueva teor'ía 1>osee seis graclos cle liberta.cl adir:iorrak's. Si <¡tteIt'trtos r¡ttr:

arll¡as teorías seal er¡uivalentes estas del;err poseer el ntisnro trútrtexr <te catl¡ros. r\sí

rlclrr:¡rxrs sr¡rlcrrrcntar a la acción (3.12) con uu conir¡nLo de scis r,íncttl<¡s atlicir>ltalr:s.

Aclerlr¿is csl)eralnos rlrre estos seis víuculos se satisfagan itlÉnl icantenl;c crtatrclo /',1¡ se

leenrplaza por la explesión (3.5) en términos de la tétlada.

En estc es¡ríritu hacemos el siguiente ansatz para las seis consl, ricciottes utenciot¡a<las

ant eliolnrertt e, definiénclolas primerartteute por'

,t .l'¡1-, ¡,i
Q =. f 

"¡t',-¿.
(:t. I 3)

ex¡rresiótr rlue es siméttica en i,j de tal fortna que el índicr: cokrctir.o (i .l) rr:r:orre seis

ralores l luego irnponiendo la condición

óij :0. (3. r r)

I)ar-a r1rrr. la ntteva l,eoría sea consistentr,', rlel¡emos slrnrar eril¡s t otrsl,r icciorrcs ;r l¿r

acciórr rrrrrlliplicarlas ¡>ol su les¡:cctivo rrrrrlt,iplicador tlc Lagtarrgr'. i\sí la ar:ci<'rn t¡rtr:

se estutljar'¿i rl,: ar¡rrí r:n arielanl,e está <lada. pol

(3. lir)

rlonde

IIlu, Pl: a$bJa, I N HL + Ni lli * '\;jd"' (:l 16)

El par'éntesis cle Poisson entre dos funcionales Ala, P\ y B[u:, /'}] dc las vat ialrl«:s

canónicas viene daclo err este caso por':

,s : | ;'l'r,!,, //[o.1,].

\A,B\__;l#ñ ## (:t.17)
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r\hora l¡icl, la ¡rreset'r,ación del vínculo {ii el el tiern¡ro

4,'i = \,1'i. /1] :0, (3. l8 )

tta el lesultado

*.¿iu{d'i. J.bl + Nlóij,Hrl + Nk{4,ii,Ho} +),,,{(tr'.si"''} : 0. (:l.lr))

Los conmutadoles cle Oij con el resto cle las constriccionr::s esl,án dados ¡rot'

{/[1ú*], d[,\'i]] : o, (r].20)

{d[.\,i], d["kr]] : 0, (:, 21)

{c-r[.\;;].11[rvr]] = lz¡uopns,¡)+ 
(0jI,Ik\^ik +@iLIk)^kj - (ak^1r)t,rleti';, 1:t.zz¡

r' ¡ror riltimo:

ttonde

{d,[.\'i], 1/[1ú] ] : / r trv,r,;],

xtk : D;(t'!)PLPji e'bt"

( ;1.2:l )

(3.2-l )

(:i.25 )

(:1.26 )

rlc urorlo que (:i.l$) altoja una rrueva coustricción

¡'j-16'i,flr1 =0.

El rt'slo clel á.lgebra está. rlarla. por

tlor<le

{//[.r], //[r1]i : lwa,N - Nt)il,r\(siirr, - ,t'iai),

Hi : e1lPlbnil,

{/rt¡ú],11[¡1']] - | f,v'a,N - Nli/,ri)ttL.

{fl [^r;], Hl^rt} : I tN, a,ru^ - MtAN",\H,," + [N' u i.t,,on.i!,

ut¡r"'], Jlx[*l]] - Jl(M' 1\/)"1,

uurrl,11[¡fj] : o,

(:1.27)

(3.28 )

(:t.29 )

(3.30 )

(;!.:it )



{J[,V"u],11[¡/']] : o,

Iror irltimo cl ¡rar'éntesis dc Poisson de ó colr 1 está dado por

lo[I;¡].1[a¡¿] | = | t,,o.,,,tt ;'t ""' ¡e\ t ¡';t"'" lot).

<lor,le ri'r""'(t/) es la srr¡x.'rrrrétriea <,rr (,/'J

Gi.ikt k) - 2g,i gu, - 9,,gui - tJ,o g,i ,

't ,,'r'rrt"1o) r:s la srr¡,elrrrél.r ica er;alr¡atla. elr ór':

,t;)

(:3.32 )

(;|.:]3)

(:1.:1.1)

Gi.ikt k!) :,)ói.i ó*t _ ó;t ót;.i _ 
óik ót.i . (:1.:15 )

Luego las tr¡lrllicciorrcs di.i \' \',¿a lbnrrarr un coniurl,o tle scgrrrr,la clasr..

De la teoría de Dilac se sa.be qne los ví¡rcr¡los de segr.rntla. clasc ¡rue<lerr sel elirnirrarlos,

rrlilizalrrlocn rr:z del ¡rar'1'trl,csis dr: Poissorr, r:l trr¡clrcl,<.ttr: llila<, r'l crralcsl¿i rlcfirrirl<¡

l)of

{,,1, li}" - {A, B} 1.'1.'f'"}(-:*rlet) . B} (3.:t6)

clorrtle gn corlesponde a rrn coninrrto rle r,ínculos de segunda clase. La lnatliz ('oir es

la iuvetsa rle la rnatliz cleñnida por k;s paréltesis <lr: Itoisson

C"fr: lv",pD). (3.:]7)

l:ll colr:llctr: rlc IJilac tle algrrna corrsl,rir:ciórr.rl con urr r,írr<rrlr> rl¡.scgurrrla (l¿¡s(' yr" ('s

nrrlo

{A,p"l. - o, (:|.:f8 )

así rura vez rllaluarlos los 1>ar'órrl,csis tle l)irac, se ¡ruc<lr:rr ll¿rr:cr 1o<las las consl ¡icci<¡rrcs

rlc sogrurrla clas¡: fnellr:rncnlc iguales a cero t' ¡rol tanlo elilrirar.las.
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3.3 Grados de libertad

Aplirluer¡os alrola la ló¡rnula obterritla crr el ca¡>íl,rtlo arlelior ¡rat a Ios gtatlos

li|er.ta{ cle una teolia de gaugr-'. l}i esta segrrutl;r forntrlaciól las latialrles tlc catrl¡r<r

collcslrr.rr tl lerr a la cotrexión de es1,,í| oj'¡ (18 canrpos). ,\hola, a<lelrlás tlc krs l0

r'írrcrrlos rlc ¡rlinrcla clasc (,/,,r,.,I/r ,r, 11;) a¡ralcretr [2 conslr'icciort's rk's,'¡¡rttttla clast'

(\i, )'di1). l,rrr.g<> r'l trtintt'ro tle grarlos tle ljlrcrlarl ctt esl. firtrrt¡list¡ro t's

r\¡o r7r'ar1os ¡lc li.ltt,t lrttl: l,\ 10 - I : f. f:l l'l)

rlrrc es r:l rnisnto lcsultado ol¡lctrido ett la Iot ltrttlar:itill atttctiot.

3.4 Eliminaciórr de X y 4,.

l}r ttttcstlo caso parliculat. la rnatliz ('"'r liene irlli"'s r"'/fj"'1,.'¡¡. 'l"rr'l''
,-1. 1l lecon cn los sinbc,los \ . @. r' est á clada ¡ror'

. /{t''r., l.\"'r4rl {1'(.r).',r"'(r¡)t \_ r' ' t ,) 
t:l.lt))r iF r¡''r/l 

\,n',,r. 1"'r4r) {,-'r.,r.c "rirrl / \ r'., t'. t

es1.a nratriz es rlc la lbrna:

( t 
"). 1:rr)\ r,o)

L¿r irrvclsa rle ('lfll"'(.t. r7) sctá clenotacla 1,<,,r'(';,],;lB(,r',1)r'cs1á clelitritla ¡.lr.,r'

I t ,, .,,
n J 

,t':t',,i, '"''(.',:¡t'f,1rl"'(:, u) - óii"á!]ó3(.r r71. (:1. l2)

La l¡ralliz irrlclsa tiene la lblrrLa

,-, =(,-l r'")=(u -:. ) ,:, ,:,

\,;l ('-.)) \r,-' nItt¡tI
Así tlebenros ellcorrlr..al la irtvet sa ck: la sttbrrlal,r'iz lJ. es thcil tlc la tnatt iz:

3;.i,.,t(.t.tr) = {\.,(..). 0,,,"\lt)} = ((;i,''"\sl.tl) + ri;/-'(dr(.r)))á(r'- y). (:}. I t)
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Denoter¡ros pol B;;,,n(r, y) a la inversa áe Bii"""(x,y). Puesto t¡tte B es tliago-

nal en los íldiccs continnos, B-1 tambiél debe setlo, así r:sclibirrxrs B¡¡^n(.r:,y):

B;.¡,"(.r')ó(.r, - ¡7), luego de (3.42) se cleduce la lelación

t) ¡.¡ ¡¡(,r. )((ikt"'" (g(¿ ) ) +- G''r-" ( (ó( . )) ) = ál;ll, 
)

Si rnulli¡>licamos ¡rol (J,,,,,r,,(j) la ccua< icjr arlclir¡r sr-' olrli<'n<':

l') ;., r, = (! 
; ¡ r, Q1 ) - B ; ¡ ¡ ¡Clk 

t 
"' " ( Q) G,,' p, I rl l'

r¡tte sc pltette esct'il¡il sitr ílrrlices cotn<r

(:1. l5 )

(3. l(i)

(;t..19 )

B-t : (-;fu\ - B 1C.;(4r)G(s), (3. r7)

esta irltinra ecuación 1>uede iterarse, obtenienrlo así un desarlollo err serie ¡rara. /3;.¡-,(.r):

B-t : C;(e) - Ct(s)G($)G(s) + C;(s)C;(4)lc;(s)G(,il(t(g) + ... (:1.4s)

Lnego la rnatriz inversa C-t : C*a de C'll ¡ruede ser calcularla r-'x¡>lícita tnente.

lll corchete cle Dirac entle dos {unciona,les A v B está dacto explícitamente pot'

1"t,Bj": lA,B] - {Á,r}(rJ{d,B}
- \a, $j c; 

^i 
{1, It} - \A, 4'}c: ¡¡ I ó, t3).

tlorrtle una iltegración sobre los índices continuos es entendirla.

(lalcrrlcnros ahora los colclrr¡tes tle I)ilar: ¡rala r:l conirrrrtr-, rle vírculr¡s J"¡, ll¡ y II;.
lirr vista tle (:1.-11)) obtclcmos para cl colchel.e rle Dilac (lc /1r c(r)si¡{o urisrlro

{/1lArl./1[¡/]]. : {//[N],11[¡1]) {1/[A¡],\].r;{,t, ill¡tll
- { 1r[^,], d] (rÁ, 

{ r, I t Í^ t l} - u t 0' ). ó} (' ¡,:; { rb, il []t ll.
(:l'50 )

l)ero collto \lI¡,lt) - \ t, tollt¿l¡(lo clt r:l lackr rlr.'techo de (3.50) l,'rlas l¡s <.rrsllic

ciones <lc seguncla. clase hrer'l.crnelte iguales a celo, obtenenrr¡s ha.< icnrlo rrso de (iJ.20)

{//iyl. //[/]]' - f t:r,t,tr Ai),,t¡¡,,",,,. (:l.rrl )



El colchel e tlc Dilac (le 11r coll -11¡ está rla<lo por'

{/1[N]. 11[,1/,]]- = {//[^]. ilÍ^tt)] - {//[A]. 1)C:,,r{d. 1/[¡1,]]

- { i/ [N],,i ) C¿"' { r, // [¡ /i] ] .- { /1 [,y].,.i ] 
(' 

r,,', lo. t I l,t t 
tll

( :t"'-r2 )

turtr.'t'¿rnlcrrte el laclo rlelccho r:otrtierre tér'nriilos ¡rlol,oLciorralr:s a \ - {/11. rp}, dr:

rnorlo r1ttr. al lracel lc¡s r,írr<ulos rle scgrrrr,la < lasc igual ¿r celo sc olrl ir:lr¡'

{11[N],11[¡/r]]- : I ltlA,iv - NOiltr' )tt r.

Para el ¡rar'érrtesis rlo 11; cotlsigo nrisuro sc etrcrrcntla

{/1 [,r/¡]. H[¡r.i] ]- : {1/[¡1r], rrllt il] - {1rIn/i], 1 ]t';rr{ ó, n ¡,1 r;1 1

_ lHf^,rtl, ó\c;:{x, Hl1,r.il} _ lHI^rt|. ól(';; {ó, nf 
^t 

il\ ,

(3.51)

pelo {11¡, ó} - qi, tle tal forrna clue estos tér'rninos se anulau crrarrdo se ha.cerr iguales

a cero las contlicciones cle segunda clase

{/1[¡1r]. Hgt.i1¡" - lW'o,lt^ - ^fatN*)rt- 
+!ti,u.i.t.,,n;]. (J.5lr)

Lo Inisnro es válirlo para los corchetes que incluyen el generadot cle nrorrrcrrto angular'

{/[rv't, .tÍ^f,d1]" : | 4tu x 1y)"ó1, (3.r,6)

{,/t1v'1, fl[¡/]]" : o, (:].:-r7)

{/us.l,fl[¡1r]]. = 0. (3.5s)

\enros así t¡ue <.1 álgellra tlc Dirac dc los vínculos se rcduce;rl ;ilgclrra trsrral.

(3.1r:l )



:i1)

3.5 La teoría de Ashtekar

La ¡elat,il,idacl (lelelal puede scr refornrulacla <:n lér'rninos de la lritrada rif

v una c<¡rrr:xiól cornpleja at¡l,oclual .1N'N. {El csta sr-,ct:ión denolaLelros los íu<li<r's

asociarlos al espacio tangeute por letlas rna.l-tisculas: A = 0.1 2,:i ). l'ara lleval a la.

corexiórr <le cspír a tura corrr:xirin autodlral ¡rlirrrr:r'o r¡trc narla lrol.anros r¡rtc la. ilrlcgt al

1[e,c,] : f /ar.e']ejetr n,*R!,!,,*, (3..'r9 )

cs una tlolilarla 1ol.al. (acá. rf es la invers¿r. rle la l,r!t,r'acla r/,. rrrierrtras r¡tre r es r'l

rlctelrnirrantc de el ¡ de tal lonna t¡uc prretle sol sulna<la a l¿r ac<ión rk: Ililbctt sin

r'¿rurbia¡ Ias r:cuaciones de rrovimielrto.

Pol olra ¡rarte la acción rle Hilbert ¡>ue<le ser escrita cono

,f[e,o] = | aa t'ee'ic' ttl,:t,, (3.(;o )

I)c esta lblt¡ra podt'rrros restal a la acción anLr:r'iol Ia irrl,egral I rrrrrltil>lir:acla ¡ror' j l
< orsirlelar la acció¡r

.l
5'[e,"'l = ,f[e,t"'] - l;tl, ,wl

est o es

,s'[e,c,:] : 
.f 

d'.,""ir'r{n',i. - liJ' ^,NRilrN).
r\ h<»'a. <lefirilenros la. cont xiórr a.u{,oclrral Afl rlc acu"r'clo a.

(:i.63 )

tlc r:sta tlt'lilrición se ¡ruerlc rrrostlar r¡rre,,{ sa.l islace la corrdicirin tlc arrlorlrralirlarl

el"rN : -L¡.^tN,.,stj . (3.6.1 )

l)errotarr:lros l¿ curvatula. asociada a la conexiór A¡,,J por {1,/, ,,1 purrt,, clave aquí.

cs rlue la cttLvatttta l7 de la. conexióIr autodual zl es precisa rrrcrrrrr lr-, la parl,e arrtorlu¿r.l

clc la culvatura Il cle o

(:1.61)

(:t. (;2 
)

rli : R',i - f,,,''' n,*t¡;,!,* (3.61-r )



It)

I)e esta folrna lroclemos escril;ir l¿ acción (3.62) en l,érrnilros <le la correxi<irr a,utoclual

de acnelclo a

,5'[c,c,] = | cl.tcc'iljt',t,],,

11rtc 1-luetle sel csclil,a tanl.¡iél con¡o

,5"[r,o,] - l,f t't 1,,t'.7,,7t{l /''^" . (:i.6i )

.\lrora si se lrace la sepalaciórr hanliltorriana dr:l espacio-tierr¡ro se ¡ruerlc rlrosl.rar'(lue

la acción allterior' pucle escribilse en Ia. fornra

,§'[r.^,.1\r", tt;]= | att -iÁip:* iÁi.t,,+ iN¡H; 1- N ltr,,p, (:].(iS)

rlotrrle el írrclicc ¿ r'ecoLler las cornporreltes es¡raciales del cs¡raci<> tarrgettt,e v Ir'ls

r'íncrrlos,l,,. 11i, llL esl.árr tlatlos por'

(:t.((i )

rlourle se ha clefinido

.1" : D¡Pi = }iP: + t" ¡",4¿,;Pl,

H; : Fi¡pl ,

II r = P:Pl F:b ,

Ai : e'u".,\ti' .

Fl : e"*¡;';t.

(3.(ir) )

(:t.70)

(:l.i I )

(:i.72 )

(;].7:| )

Nolanos innerliatanrcnte la sernejanza. entle estas expresiott's para, )as colrl,lir:iones

l las etrcontradas poL trosotlos en tér'nrino rle la conexión rle espírr. Iirr la ¡rrrixirrra

sccción eslra ble<:cl elros una conexión entle rrrrr:stra tr',or'ía t la clc Ashteliar'.

3.6 Conección con la teoría de Asthekar

Iin esta. secci<itt establecelentr¡s corrt,a.cto cotr la t,r:<>ría rle Asthckar', rlo he-

clto nrosl ta.renros rluc rruestro {orma,lisnio collesporrrle a. <los cr.r¡rias tlr: la l<:or'ía rlc

)'



lt

,\shleltar' .tttta tlttal -v [a.otla atrtir[u¿I. Para esl,o rrol.enros r¡tre la <onexi<irr cle espírr

pltecle esct'ibirse r¡n la folm¿

rlorrtle

,lB t+l,lB, I t,ll)d, - L¿; +");

rrrlB l, n, | ,, rB.d,, - 2rnu , r', ¡ Dat, l.

L¿-])B - lt";:, - !i,^, ,.,r,,/ul.

(;1.71)

(3.7r-r )

(3. i6)

(:J.77 )

rlr¡lrrlr: *'* .\' Ld colÉrsl)orr(ler a coneriores rlrralcs J, arrljrlrrirlcs Lcs¡rr,,r'lilarrtrrlr'. csto

cs. sat is fhcen

*'1,1''' 
u 

=: ! i, t¡t (. D.',,' 
t tB 

).

Si r:cuaci<irr (il.7l) se lr:cnrplaza en la. crrrvat,rrla ,/J so obl.icrrc

nfi trl : 1¡rlt'te p+ ¡ + Rt;t ¡B 1.' ¡, (3.78 )

esto es, la cun.atura se sepala en una curvatuLa para. la conexiórr rlttal t otta ¡ra.ra. la

coexión atrticlrra[.

l,uego la acción cle Flilbert se separa en l¿ surrra de clos colrias rle la teotía tle r\shteka r'.

,5[e,co] : ,5+[e..o+] +,5-[e , c,.r-]. (3.7f ) )

I



Capítulo 4

Gravitación en dimensiones

mayores

4.1 Introducción

l,a gerelalización de la lclatividad general a, dimcnsiones ,rla):orc,r [u<,. l¡eclla

¡rot Lovelor:k. l-Jste a,uto¡ eucolttó la acciól más general rlue tla ecrtaciorres rle se-

guutlo ortlen para la métrica. en nn espacio-tiempo de D climensiorres. El l<¡r'rnalisnro

hatrriltoniano de estas teor'ías de mayol clirnensiora lidacl ha sido estrrcliarlo en lele-

lencia [18] el las cnales la valiable clinámica es el tensor rnétlico 9,,,. Doscanros en

est.e capít.ulo ser'ralal algunos ca.nlinos ¡rara a.rraliza.r el problenra. rle la. gralil.acirin <lc

plirrrel or'<lr"n en rlirrrr:nsiour.rs rnayoles para ciertos casos espr:ciales.

4.2 La acción de Lovelock en D dimensiones.

La acción de Lovr:lock escrita err tér'l¡inos de la. tél,lada. y la. corrcri<in rle

es¡rítr ¡rara una <limensión del espacio tiernl>o arbil,t aria D está tlada ¡ror

fD l2)
,5;: f ^,,5,,

A l¿.¡"n... A Rd2¡-tt2p Af '","'^, ",R"'""

(l.t)

,+2

(t2)



l:l

rlonrle n, son coeficieltes arl;itra.rios.

si .ur:r'a,rerrte sc 
'ace 

la separación rrer .spaci.- t,ierr r ¡ro err r.. fbr,ra scrrararra
capítrrIo 2 se errcuent ra

'tt = .l -;,íuPlo*uir!'.r"6¡ e¿¡,". ( l.:l)

c¡ el

(1. r)

( I ..-r )

rlontle:

p o,. R' i,iii. .. Rl'¡i, _:i::, íiii: ...eii'li...aiie,,t n....o u<:t't',t...t 
» 

,

J"¡: D*I''!¡,

ID /2)

»

I'

ID /2)
,, : 

,I 
(D -2p)a,,Rili; Ri;i_:i:,i,i;;i:..,.;:#: 

"ii_1.n,,..n,,_,r:k,. 
a,_,. (1.(;)

N, ¡r<xl.rrt.s a¡rli.a. rrrr.slr, lrr<ir,rxrr¡<ri,r'<'r,arrr(.rrc!r)r('<r,(,r¡rr.ralrrar,r.izfll,,n, rrr,¡r.rrr.
c' este caso <le la co,exión rre espir. ,u calnrrio ,uestrr¡ alrárisis ¡>rrc<re sr.r gerrerir
liza<lo facjllnente ¡rala lagrangianr¡s dcl tipo "llill;ert,,ttatlos ¡ror l.s lé,,i.r¡s rrrn
/¡: I crr la. acciórr cle Lr¡r.elocl<

Ali" = ( D - 2 )a ¡ o6."...o r,,c1 
k.t...t p., i 

"i.i...,.i,i _i. (l.s)
Ijsta cs trna nratliz rectatrgrlar (le ,(D-rJ(D-l) x D(D - l ) err los írrrlices colcr.tiros
(f,,)l' (l)..r'¡,rcrlr-'rrosr,raLsr: quc tierre nl nrirner.o 1ú de vt.r:lolr:s pr.o¡rirs rrrrl.s igrral
a la tlifeloncia. cutr.e el rrinrero clc filas .v colu¡rnas. esto es. n_ _ p(p_U(p_jr).' qi
rlesiAn;r¡ll,¡* estus r.ocloLr.s ¡rro¡r165 ¡¡¡¡

'\r:.1 ,,,,,"".oD11"" A (n' A ...enD

En este caso la n¡atliz Ojl. está clada. por

(_,1"t,,o

(r,t : 1,,..r\'), y la. lnatriz inr.ersa ¡ror la iz<luiercla
erpan<lir la colexión rle eslrñr en la [or.¡ra

(t7)

(t.e)

poL O;1", nrlr:r,alrrelltr., ¡rodcrrros

,íu : a'¡|'"i t- Lil")'b.,, (r.10)



.l.l

"i' al reeur¡rlazat en la acción, el térrnilo cinético se tliagorraliza y se puecle lcpel,ir r,'l

anáiisis hecho ¡ra.r'a el ca.so de 4 dimensiorres.

El caso grrnelal cs urr ¡rroblerna l:astante dilícil, 1. por alrt>r'a su solución Érsl)cla una.

r esPuesta.



Capítulo 5

Conclusiones

Sc hal ¡rrescnlaclo dos corrjrtntos rlistintos rle va¡iablr:s. c,¡n los crtalcs srr

¡rrrccle rlr.scribir la grar-it.aciórr rlc pritncr orclelr etr ctta,tro rlittrr:ttsiotlos.

lrrr el ¡rtimer coniunto (en{or1ue cle la tétta<la), las vatialrles cle <atrr¡ro son

la tétlatla e f -v su rrronrerrto r-on.jrrga.clo nf . Ar¡rrí se constru-\'e t¡lra trattsfr¡t lrta<'i<in r¡rt<:

l[era a la conexión de espir a las valiablos n/ ) "',,,, tlolrde éstas últimas cottespott-

rlen a taliables auxiliales, <1ue puedett ser climinadas de stts pro¡rias ecttacioues tle

rrrolir n ierrt.o. En este caso la r:ouexión cle es¡rín pierrle toclo su significackr georrritlicr:.

lil Ilarniltorriano tle ésta. leor'ía es la sunla de vínculos, r¡tte cot res¡rotttlr:tt a los gettrr-

latloles <le lotaciorres locales SO(3,1)cl el cs¡racio tit.ttgcrttr', r'a. los gr:trcta.rlolcs tlc

<lifeolnor'fislrros en la varieda.d cs¡racio- tern¡roral. La tót¡a.da tLatrsfoLtna cor]ro tul lc(-
l<>r' bajo rotaciorres, nrir:ntlas rlue su monreul,o conirtgaclo lo lracc rlc tttarora, tnixla,

scmeiante a ula conexión (dc hecho, :rl es urra pro¡r'cciótr rl" la ct¡ttcrión rlc espírr ).

llsta r:olr stlttcciótr ¡rrtr:tte set gctteralizacla a rlittrcrrsiotr,'s trta\'('t.s l)ara a( -

r iones rlr:l ti1>o Ililbclt (r:s clecir'. aclttr:llas rltte cotrlit'nert ttra so]a ctttlalttta r- ¡rtr>

rluclos rlc la I til,r'acla ).

Iin el segunrlo tonjrrnto (enlbrlue <le la conexióll rle espírr), la.s r,aliabk's rlc

(:¿llnpo ( or'1eril)onrlel a. la conexiórr rle es¡rírr c.,'j'¿' r, srr lrlr¡nronto cal¡tilricr¡ r'orr.lngarlo

,1i.r
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l),',¡,. l;,n e¡jte c¡)so aderrrás <lc ]os r'ílrcrrlos asociarlos a la ilrvarian<ia Ira]o tolaciottes

.r'rlilirrrlollis¡lros. apafcccrr r'írcrrlos dr-'scgunda claso, los cttalcs sorr cliurirlarlos rtl,i-

lizarrdo el ¡ralcitttcsis de Dit ac. Bn este corcllele los gerrcra.rlorcs rlc sir ¡ rct t ías salisfaccn

eJ álgebra usrral <le rlifeot¡torfisltros ]' lotaciones.

La r:sllu<trrla. tlo los gcrrcradolr.s rlc rr¡laciot¡r:s v rlili'olrror'[isnros cn lttncirin

rl,, las variables calrónicas es siluilar a las <ibterrirlas ¡rol r\shlcliar','r su le[brntttlar:irirr

rlo Ia llclalir,irlarl (icrrclal. l)e lrccho, nucstla t,e<>ría cottesportrlc a rkrs <o¡rias rlc la

icotía rle .\slrlr:kar'. ula. rlcfinirla con ulra corrr:,tiótL at¡l<¡dual l'r>l ta ¿url.irltt¿rl.

Sería dc interés cstrrcliar a {uturo l¿ rralreLa cle iru¡rlr:rttetttal los li¡r'rlralis-

ulos rlcsa.nolla<tos en el colltexto de la l,eoría do Aslrtekar. talr:s r:otno las vari¿rblr,'s

<lc lazos. a nttcsl,¡os resull ¿rtlos.

La r r len l,alllemcrlte r)o es cla¡o cór¡lo genelalizal esle sr:¡¡ttttdo crrlirr¡rtc a rli-

n)r"nsiout:s nl alol es dr:l cs¡racio-l.icnr ¡ro.

Iis irn¡roltalte seialar, que si se a¡rJica cl lolnralisrro rlr: l)ilac rlit r:ctanrr:rl,c

a la acciórr tl<: llilbe¡t, irrl,roduciendo los respectivos rllonrerrtos call¿)nicos a la 1cl,rarla

¡' la conexi<irr rle espín, los. r'ínculos dc ¡rrimera y scgtrrrrla clase a¡lalecen rnr:zcl;xlos t'

rro r:s posible sr.,¡laratlos tlr: trua. rnaneta sirrrple. Así, las tlarrslirrnar:ioles ¿rttict iorr:s

¡rclrniten acortar calrino crr la itlenlificación de las valial.¡lcs rlin¿inric¡.s <le la lcr¡ría.

.['ol rilt,ilrrr.¡ cabe «lt-'st,acar', c¡ue el análisis rlc l¿r, estlLr<lrrr'¿r llarrrillonian¿r rlt'

la l eor'ía cle Lr¡t'clock en ulra dimensi<ir arbitlaria rlcl es¡racio.l iet tr¡ro. sigur: sicurlo

turr ¡rroblerrra al;ierto. La clificultad en estc caso. la.(lic¿ r:n el lrccllo ([ue la. nra.tríz

Qj;/¡,, depeurle oxplícitatrrct ttc rle la cotrexióu cle espín.



Apéndice A

Vectores nulos

Los seis vectoles nrrlos de la tnatriz 0 esl,án clarlos r:xplícil,a t rtr.'trtc ¡rot

gf^"vo - 6f;' eür, t" tb ( 

^ 
I )

nrientras r¡ne la nratliz O está clada por:

o:.i" : 
*Vr,",ttt1 - rto"litn" -2eti,fitil. (1.2)

rlonrle los lrar'érrtesis cuarlrados in)ica.l a¡ tisimetlización.

.17



Apéndice B

Algunas relaciones importantes

Enc<¡ttt La.Letlos ahora la inr,ersa de

tii,-(Di,¡;;;'¡:(4",cil (l!.r)

rlcnotatla por':

E'; = (Di, E) (t].2)

Ahora l¡icn. las lelaciones:

Ei,Di:6i, (8.3)

lrorlr:nros esclilritlas se¡raladarncnte para l¿ : 0 t, p:'i.1

E|E:) = 4" ltl = 1 (8.r)

la crral sc crrnr¡rlc si llacernos:

ti: : \" (t).r¡¡

la cortt¡ronettto ¡r - i 1' u = 0 se salislacc triyialrtrerrte:

Ei Dx = ei\,, - 0

La cornponeute l, : 0 
"v 

z : i irnpone:

EtE: - q'' Ei, = 0

(8.6)

,13

(ri.i)



t9

esta riltilla ecuac¡óll nos dice (lue r; (lcl)e ser l)lol)ot'cion¿t I a la ttitra<la:

l;)', : )iie,,. (U.8)

¡- tlr: la cotnpotretrte ¡r = i y u : j se obtiene:

Ei Ir," - ei)J('e"¡. = 4,0).ie = áj

esto es ,\ij es la inversa tle y¡¡;

^ij 
: ,li.i

con lo cuaI ol;telt,'rnos:

E'. - g;it"¡

fj puetle r:sclibilse t,arrrl¡ién en térurinos de la tétra<la conto:

Ir ;;i: l' ¡ Jli,, - ---C' (,tt,,.,l. tt j.ll
.:lJ

EiDl,: 6l

(ri.e)

(8.10)

(lr.1r)

(8. r2)

(r).13)

( rJ. l.l )

l)ol riltirro. rlc la ¡elaciór:

encorl laluos

E:El+ E:E! = 6X

ó

,¡,,¡'' t lt",'i = t'. ill.l.r¡

es <lecir, el ptorlrtcto dc nolr¡lales se ler:sclibe c¡¡rno:

,tab:¡l+e',"1 (r].16)



Apéndice C

trl generador de rotaciones.

Nlostlalr:¡rros ahora <1r.re ei gener;rtl<» rle rotaciolrcs ./,,¡, rro rlr'¡rt'nrlc rlc lirs

variablr:s .u,,,,,.

( lursirlcl emos el generatlor de l otaciolres:

J.¡: e,,,"a'I f¡ eÍei i t'

rí
ñr'.

J.t : zelfi 1 o'i'e.rlcfle'ik

Si leenrplaza,nros la ecuación (2.27) el (2.17) obtenerr:os:

J:Jt*JzIJ:,

<londe
0e',

Jt = 2,;--J,
O.t'

,tz : e ,ft¿Oí'g ,tsr. 
"..¡"f.ri 

jk 
,

)'

.1. = 2t,+ ¿[-,Í,"'")''' ,t ",,,, .¡.il.lrt .

(.'uanrl<¡ O es reerrr¡r[azarlo por su ex¡rresión en t,érnriuos cle l¡r t<itrarla. el l,rilrniuo ../2

se sepala a sn \:cz en clos sultlérrninos

.1 , -.1 ,. +.1,.

50

(c,l)

t (' ')\

(( r.:|)

(c. l)

((l.r-))

((:.(,)

(0.7)
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cotr

Jz.t : -e"t,¿*cig¡,t¡qitt,t!r')k, ((:.8)
+,/q

.r

.12,2 * 2,"6.,¿l9r,,i'"'!rtefei'k. ((:.9)
+\/ll

,\hola tlcfilranros cl nronrento angula.r ¿46 l)or:

Lu¡=rtnr,¡t-tt¡n,,t' ((1.10)

rle tal folrna t¡ue rrr ulti¡rlica rr<lo ¡ror r¡o -v .Dó- cncorrtrarn<rs:

Eo"'\" l,^o: q.,,rl''t:i'. (( l.l | )

,\sí al leernplaza.r'eu (CI.8), se ol;tiene

I

.12,1 = -, n6"¿:r ',, n,r '|t,.,¡.,¡¡ l,¡,,.,t,/q (('.r2)

cl r:ual lrrrr.'rlc cscril¡i¡se el tér'nrinos de la rrornral conro

.12.1 = 
1,r,,,,,.,¡,!'"n,1,\! Lrr. {('.1:t)4 --

¡ usando )as propiedacles clel tr:usor 6o¡,.rt sc obticne finahnorte

.1r., : -]l¡,,,¡rt,,,, - q.,,¡J Ltr,). (( r. r4)

,\lrr¡ra Li,'n J2.2 t'sl.á <larlo ¡ror':

Jr., = 2r*,¿lr!ot,,r¡,,¡','l-r"k . (( l.lr-))
t\/g

rlue ¡rttedr' puede ser escrito colno:

J z,z = -2[enpe ¡,,r,,,r,,r,! r{o'rg, i.:')r'io (( 1.16)

ó

.Jz,z = ' 2eoretq¡t.r9t rro, e'rk !."1¡ rt¡. ((.1.1?)
+q

Ilacieldo uso rle la. lelaciól

,n uri.)k = gk,rl'q' ,i.¡k = q(hl"t h't.i - ¡,r'i ¡,t; ¡, (( r. rs)



i'2

ol)telr('tlros l)at a ,,/2.2

J¿..¿-- 2e,,pt.t,q¡ltig(lt'¡h'ti tt,t,'l!,,!1,, (('.19)

cs1 o es
_l

lr.,=:!,,,,,t.,11,tib,-Át;lt't¡)(.j; iTtf. (('.2(l)

r- ¡rttt's1o r 1t tt'

ll'" : c ,,tht¡ , ((' 21 )

olrtclcr¡ros fil ra Il r tcitt e

.t ,., - .,1 ,,,r,,tl:ttn1, - l:!';.jt - .r' ' ,'',1 
tl -,1' rr "l-tl

,\hot ¿r tlc

I'"t': ol,,'t't - '1,,t,,t' 
((l'2:i)

al r¡rrliiirlicaL lror.-/t""'r'1jl"'ercotrtrarrros lracir:rtrlo rtso clt'la or logorralitlarl rlt' /',

Coll fi (lllC

11.,,, 8t,,, t,"b _ 1i",,,¡,1 ¡.;r,,,¡i,,, _ L,,1,,,o"1 . (( r 2l)

,\sí ./2.; r¡ttr:rla esptesatlo <otuo

I

l¿., - .. ([r'',,,,,)( L1l,t,,1)1,!t. ((l 2l-))
'l

l'ol till irtro rlc la tclacirill rlr'orlogotlalitlatl rl<' los lll,l Y tf sc iicttc rlttt':

I::'"cl : 6ti +,t,,'. (('.2(j)

pot lo 1att1o

-t.t ,,r= -'-1s +,tr,l,)f ¡i'+4t¡r¡r,)Ltu, (('.27)

cs rlr.r i¡ rl
.lr,): - -1,.,t - 11 I ,,,,¡'t¡r, [,¡,or¡!1 t¡,,). {(l 2S)

,\lr<.,r¿r lrier J2.r l)lle(lc sr:t es.til,o collto:

I

.1r., - 111,,,¡t¡J,¡r, Lt.¡r¡lr¡,,), (('.21))



.trjJ

<le nrodo rltte:

Jz - .lz.t +.tr., = -l¡.u. (('.:lo)

l)ot riltimo etrcontler nos fr
Al teenr¡rlazal la. ex¡rlesión ex¡rlícita pala los vectoles nulos:

.l I - '2e ,,6.¿61"' ci,e !,e"'") u,,,.,,: ¡.¡e't¡eii¡' , ( cl.:| I )

r¡rre ¡rucde leesctibilse como

J¡:2e .¡"¡ei,e.lt\".,r'ixil,,,,.. ((,:.32)

I)r'Lo

,(,0,,^,1 . !,,",r^, ((,.:t:l)
' Jrl

¡ror lr, .atrto 
J j : ,Jrr.r.¿eiel(,r,,,p* ,,.¡,.. ((-:.3.r)

¡rclo el ¡rro<lrrcto de las tét¡adas es antisinlót,r'ico t:n (p,li) rrrierrtras r¡tte la sup«'rttrrittica

e* sir n ól lica. lrrego:

.1,::0. ((.:.3r-r)

r\sí. al reornplazal la expalsión (2.27) en f,¡ obterrenros fiualtnertl;e:

.t"o - zr"o,o0fi"!r.,io - l;]n,."* - ol,t"t). ((:.36)

Sr.: ¡ncclc ruosl.ra.r' rlue el gerx,'r'arlor arrtclior ,./.¿ satisface clcr'l ivalrclrtr,'cl ;ílgcbla rk'l

gnrpo SO(il,l). Si sc utiliza <'l generack¡'

JLAI= | M"bJ,b, (c.:r7)

v se evalúa el colchet,e

sc obt iere rltre

clont[e

{/r;ur.rt,r,r} :l+f# w*# (c:}8)

{/.til1, ¿[N]] : ¿[¡1 x 1ú],

(r1 x N)'ó - -(lti Nth - Mlttt"',.

(('.:11) )

((:.,r0)



Apéndice D

Relación entre Tf¡, Jab y OTnn.

Si se tlefine

7ak _ 7a ,;.íA: (D 1 )

¡ ¡rtorr:clantlo I"* tlo la marrela. sclialada. cu [a sr:<:ci<ín 2 sr: I.ierrc t¡ttc:

T"i _ q,Ti * ej,l,i.i, (D.2)

al inveltir'lrala los coeficientos ?i ancl I'ii se encuertfa (lue:

Tí = rya.t,ai (D.t)

]'

l.i¡ _ ¡¡1,1",.i (D.r)

Ahola l;ien, 7r viene da,clo explícitanreute por':

Tk = tiik,t,|'i¡ (D. j-, 
)

al reernplazar la ex¡rlesión para rl cn tár'rninos rle la tótracla etrcolttlamos:

'fk = .J,¡.,.i,'j¡'ik (ll.r;¡

Iir,aluemos ahora lii. Para esto consideremos el gerrerador dt: rotaci<¡nes:

J"¡: e.t.¿'I'f¡ed* (D.7)

5,r
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ruultiplicalclo pol €/sab encontramos:

,! tut',¡ 
ou = ,.¡ gabr,,,,,aTit X (D.8)

= -zdl"llr'^,! (D e)

esto es:

-f,rtn"ol.u: -Z(T'tkro* t'nker) (D.lo)

si esta rillirna ecuaciól la rrrultiplicarlos pol Ii' 1'li| oblerrerrros:

I

-rei'fi"rrn'oJ,t = -2grkL)i'n;ék-T''gkE'i'Ii;41 (l).ll)

r¡rre se rertttce a:
I.",

-rt7 ti;rt,"b,t.,, - ¡ t'r' t:'; - Ti'' D;) { l).ll)

esto es:

-L By ¿; uto"t'.¡"6 : ,l.rL. pn,l ( t). tJ )

¡rol otro larlo el r,ínculo O esta darlo pot:

O("¡¿) - El-T-", (D.14)

Podenros errtonces esclibir':

r¡s decir'

7,,,, = l6t,,nt - ltil,, S:r"o"o.l,a (D.16)2 t"'
l'ol lo l,a¡rto ¡;orlernos escribir finahnelrte cl terrsor de 'fo[sión ct;nio:

If!, = -..,t,¡r.'f" (l).li)

I
1':, = 1c;,''\\" 1"" * ei'["'t"¡ (D 18)

o erplicitamente:

llr'l':j= 
--(ij,,,Ít"kt,fl.t¡s<pq",l-,i,(2O*" 1 ;nf L:;(t',¿.t,,t)l (t).tr))



Apéndice E

Acción de P sobre la tétrada

La tariaciórr cle la tétracla generada ¡ror 1',.

áei - {ei,l'¡r.,¡¡: ff,
<lorrrlc i)[i\¡] esl.ii rla<lo por'

plN): I N" p"n", : I N" (.td?,!';(c.,n\,du,'it tl r.

Se clel.¡c r,alial esta ecuación res¡reto a ri-, ¡rala esto valiatuos 1>r'inreto rr:s¡rtcto a la

t'onexi<jrr cle es¡rín ¡'puesto <1ue

6Ri! : o,6¿t'- (, * ;r)

se ellctteltLa,

óP[AI] : z I o,1N"¡r"0"¿ef;eijk6u!" - .f N"e"¡,"¿:t'!ue;jt-6.1". (E.1)

Recordantlo <lrre r,:[' es una función de la. tétrada y cle su nrorrlr:nto corr.jrrgarlo a. tla.r.ós

<[e la ecuaciórr (2.118) se eucuentr¿ para, ái",

d,"rl" : Ob,';drt,.

Il eem ¡rlaza.nclo en (E.¿1) obtemos el lesultaclo

áPlNl : -2 l(D,(N") * N't,,6.,it'f;,,ek-"o'i:í)6r:.

Luego

ó.i = 1I]4 - -2Dt(N") + N' e,,¡"¿Tl,,ek^" O'ii',,

(r.r.t)

(D.:|)

(D 2)

(li.i¡¡

(E.ri)

(D.i)



Apéndice F

Acción de P sobre el momenturn

conjugado

Pa.¡a la. r'ariaciólr de nj se tiene

6*', : {r',,Pt¡úl} : -+,f, (t .l )

Si se varía 7)[l\¡] respr:cto a Ia. tétra,cla se obtielle:

óp[-\'] : .f x,,,u.on'¡;6rXr,io -z I D¡(N"\e"¡,,¿ed¡ei.¡r6tl I t',,,,,t,.,¡'r!u,:ii],6',ti,.

(r.2)
La valiaciótt tlc'la. collexió¡ clc es¡rín respecto a la tril,r'arla so obliclrr,. rlc la t:r:rr¡r:irilr

(2. ils)

¡O;i. 6tt(*nt1\á*.i'= 11e!-.¿,1¡or-¡1¿'i i,,'!1.c,,,,,¡,¡ 1¿r{"'''r'"'1, \Í;,","s,,, (t..:t)

Ill segunclo térnlino de (8.2) ¡ruecle scr Leescrito con'lo

z I o,qN"yt|,.d,|,, ([ l)

al reerrr¡rlazar' (L3) en la. ecuaciórr alterior, r:slo da origen a l,¡es l,órlrrinos, cl rill.irntl

de los cuales es nulo debicl<¡ a una coutra.ccióu de 0 con su r.e<:l,oL ltulo [I. Si sc

clelir,an las ecua.cioues

o'!ie:';l = r,'ió';.

5t'
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a!¡,ul^ü* - o, (I' 6)

tes¡recto a la lét,r'ada se encuentr.a,n las t.e[¿rciorr<rs

60*, óQki.

ari-n:;t 
-t O'ib;- ::! :0' (f"7)

#',-"'+of;,{fl:, (r's)

las .r¡ales ¡re.rni1,c, r'ecsctil¡ir l<¡s dos térlrrin<¡s sol;re'i vielrl,es rle (l¡.,1 ) r:o.ro

-, f o,tvtff(oli:,j1¿ri""')ó'','',,,,,¡ór1. (li.r))

P uesl o rlue
6tlt6." iit
áT - '0 "'"'"' (F lo)

elrcontramos finahnente que (F.4) está clado ¡ror

-z lnlv'¡r6,"¿eiitnb,'6e:f 
. (r.11)

por tanto. ó;r cluecla explesado final¡rrente conro

6 r ! : 26.,,,nr;',".!1" D,,¡ N d 
7 - c o¡.¿ ll§nei"'' N u * ru"o.4#A/ú¿T;",,, (: 

¡-,. 
( F. 1 2 )

t'



Apéndice G

Acción de los difeomorfismos

llajo difeonrorfismos la tétrada y la conexión tle es¡rín l.r'a nslblr rra.rr rl<r

acuerrlo a las ecuaciorrcs (2.125) v (2.126). l'ala evaluat la acciótr <lc rrn tlileo-

ttrorfisrtro sol;te zr;l se puorle tles¡rejar ¡r rle [a ecuación (2. t l3) ,larrrlo

,"1 = f¿li.,'i:'

laliaurlo esta ecuación ), usando (2.125) y (2.126) se r:nctrcnl la

((i.r)

6 r | -, "u,o 
rt' 

j t oib'1' fo{ + t, ¡,",¡ et' 
j t uib' l' ;!,, e"'

(( 1.2)

cn lr¡srlonrlr: se lra se¡r;rtarlo la r:or r r ¡rorr r:ni.c tr:rn¡rolal rlr: la r:spzrtial rlc ¡rar;irncl lr> rl
tér'¡linos con tolsión y curmtula.

Ahota bierr. las ecuaciones cle nrovimiento t¡ue ¡rlovienen rle tatial la accirirr (2.(i!))

lespecto a la corcxión ¡'a la. tétrada son lespccl,ir,aIncnte

-e "6,¿e*it-ib 
D¡(¿rh + aii,,ni!,ro + tt!,1u,n';!¡t .

z c 
"r,,¿ 

ei i k 
T$,ed, + r,, r,,¡ ci i 

k'l' 
¡, r.( - ll,

e"6"¿eiik d§e! + ,,,».ari.ik ll.!¡;e(: tl.

llr: eslas er:rracioues sc prrcrle despe.ja.r 7,f; r-el ¡rlorlucl,o f)ñ <lt'ar.rrcLrlo a

'r'!,, : -let;l;! , ,,,,,,t,i 
jk't'i,,it,,

(( l.:|)

((;. r )

!¡9

(( l.rr )



(|(l

-v

i'r.nii - -L,,",¡¿*'i n:;!:,,rto. ((;. (' )

Si leerr¡rlazarrros r:stas tlos tiltiruas er:rraciorrcs cn ((1.2) se ohlicrre

6n! = ,"u"or*ir rib oi,!,r e, ¡,,r,e?q"'l¡,.c-t¿(t'

¡ a 

"¡,",¡ 
tk i t 

t :'¡b 7'1,,t "'

- r,¡"¿ rk i t nib D ¡(r" r',1,\

Nr,<r:silanlos leescrillil cl úllirrro tór'mirro dc [a ccrtaci<itt atttcrior.

ler r ros la er¡rtesiótr

(G.7)

Pala esl,o cor¡sidr:-

,,6.aR!ii,rl1 (G.8)

I.r'cs ítrrllccs. Sc crttn¡.rlcrlorrrk' ol palrirrlcsis crra<lr'¿r<lo inrlica arlisirrrel.rizaciólr r:lr los

errl onces cltte

e 
"6,¿ 

R,!¡i, el1 : r ;; ¡,5'" ( (i.1))

rrrrr ltiplican<lo poL ei,l' se encuentra rlue ,9. : P". Si escribirrros explícitarrrcrrl,e cl lado

iz<¡uierclo tle (G.S) obtenenr<¡s

z e, u,t R?'¡,'1" +') e 

"6.¿ 
l?fi ed¡ ¡ 2 t 

" 
r, 

", 
t Rtl"¡ c! : t ;.¡ * l',,. (G.r0)

NIrrlti¡rlicantlo la r¡r:uacirin anl,elior'¡rur'.i''] se olrcuer)l,r';r t¡rre

,..,,6,¡Ri.1,,,,t ,L't - -), "rtt,'[,',,,n" t )s,,,e,,.
(c.11)

rlc marcla t¡rre al leenr¡rlazal el latlo rlercclro clr: r:st¿r ecuaci<irl or r:l riltinro l¡ittuin<>

dr: (Cl.7) sc ol¡tir:re lillalmr:lrle la le¡, 1l¡ tlanslblrnación tlr: ;r lra.jo rlifrrlttt¡rfisntos

órl = r,,,,,orkjtrit ¡. r¡o{,|, e t *,"¿r"t"l'!,.tti c\)

¡ r., ¡,. ¿ rk i I ait' ( r,, r )I' 1",¿" - t:,, t,,,t (I' i t u'it' ( c, r ) D ¡ ( I' r',1,)

-f;, "'"d,'""i u.?X,,,'!,,, t- ! n", ; 
.

-}, *,'r"'"j a*^1 e$eo) +, 
"6,¿ekj 

t e' 11ftb,,,"' .

(G.12)
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