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ABSTRACT

In a spacetime with nonvanishing torsion there can occur topologically sta-
ble configurations associated with the frame bundle which are independent of the
curvature. The relevant topological invariants are integrals of local scalar densities
first discussed by Nieh and Yan (N-Y).

In this thesis we study the role of these invariants in the chiral anomaly
for Fermions interacting with the gravitational field. It is shown that the chiral
anomaly contains a torsional term besides the usual Pontryagin term from the space
curvature.

Moreover, we study field configurations which the torsional topological in-
variants are quantized. In four dimensions, the N-Y form N = (T9.T, — Rapne®re?)
is the only closed 4-form invariant under local Lorentz rotations associated with the
torsion of the manifold. The integral of IV over a compact D-dimensional (Euclidean)
manifold is shown to be a topological invariant related to the Pontryagin classes of
SO(D + 1) and SO(D). An explicit example of a topologically nontrivial configu-
ration carrying non vanishing instanton number proportional to [ N is constructed.
The chiral anomaly in a four-dimensional spacetime with torsion is also shown to
contain a contribution proportional to N, besides the usual Pontryagin density re-
lated to the spacetime curvature. The violation of chiral symmetry can thus depend
on the instanton number of the tangent frame bundle of the manifold. On the other
hand, a field configuration on the four dimensional sphere is constructed analogous
to the Wu-Yang one’s.

The integral of the chiral anomaly is the index for the Dirac operator de-

fined on the space under consideration. Then the violation to the chiral current

v



conservation via a torsional term implies that the index for the Dirac operator is af-
fected by torsion. We do the explicit computation of the index for the Dirac operator

using tools developed in supersymmetry theories context.



RESUMEN

En un espaciotiempo con torsién no nula pueden ocurrir configuraciones
topolégicamente estables asociadas a la base ortonormal local las que son indepen-
dientes de la curvatura. Los invariantes topoldgicos relevantes son integrales de
densidades escalares locales discutidas primero por Nieh y Yan (NY).

En esta tesis estudiamos el rol de estos invariantes en la anomalia quiral
para un sistema de Fermiones interactuando con el campo gravitacional. Se muestra
que esta anomalia contiene un término torsional aparte del de Pontryagin proveniente
de la curvatura del espacio.

Ademas estudiamos configuraciones en que los invariantes topoldgicos tor-
sionales estan cuantizados. Por ejemplo, en cuatro dimensiones, la forma de Nieh-
Yan N = (T*AT, — Rapnec’) es la tinica 4-forma cerrada invariante bajo rotaciones
locales de Lorentz asociada a la torsion de la variedad. Se muestra que la integral
de N sobre una variedad compacta (Euclidea) de D dimensiones es un invariante
topoldgico relacionado con las clases de Pontryagin de SO(D + 1) y SO(D). Un
ejemplo explicito de una configuracién de campos topolégicamente no trivial que 11-
eva un niwmero tipo instanton no nulo proporcional a [ N es construido. Se muestra
que la anomalia quiral en un espaciotiempo de cuatro dimensiones con torsién no
nula contiene una contribucién proporcional a N, aparte de la densidad de Pontrya-
gin asociada a la curvatura del espaciotiempo. Asi, la violacién de la simetria quiral
puede depender del nimero de instanton de la base ortonormal local de la variedad.
Por otro lado, sobre la esfera cuadridimensional se construye una configuracién del
tipo Wu-Yang.

La integral de la anomalia quiral es el indice del operador de Dirac definido

vi



sobre el espacio en consideracion. Por lo tanto la violacion en la conservacion de la
corriente uiral via un término torsional implica que el indice del operador de Dirac
se ve afectado por la torsién. Hacemos el cdlculo explicito del indice de este operador

usando herramientas desarrolladas en el contexto de teorias supesimétricas.
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Capitulo 1
Introduccion

La fuerza de gravedad es la mds antigua, y a la vez menos comprendida,
entre las interacciones fundamentales de la Naturaleza. Desde tiempos inmemoriales
el hombre ha estudiado sus efectos, por ejemplo en el movimiento de los planetas
y estrellas. Pero no fue sino hasta Newton que se comenzoé a situarla en un marco
tedrico que permitiera su comprension.

Newton postuld “la accion a distancia” de las interacciones y de aqui de-
dujo una ley para la interaccién gravitacional que permite explicar muchos de los
fenémenos gravitatorios que ocurren a nivel del sistema solar, al menos. Sin em-
bargo, no hay una explicacion del origen de la interacciéon que aparece cuando dos
o mas objetos se situan a alguna distancia. Esta interrogante fue despejada por
Einstein quien, incluyendo al espaciotiempo como variable a considerar, formulé la
Relatividad General. En esta teoria se postula que los cuerpos masivos deforman el
espaciotiempo en su entorno, de tal manera que si otro objeto se encuentra en su
cercania “sentira” la presencia del primero via la curvatura del espaciotiempo. Esta
teoria permite explicar algunos fenomenos tales como la defleccion de la luz por un
cuerpo masivo (como el Sol) y la presecion del perihelio de Mercurio [1].

A pesar de la belleza en la formulacion de la Relatividad General y sus
éxitos experimentales no ha sido posible formular una teoria consistente que incluya
al resto de las interacciones fundamentales de la Naturaleza. Este paradigma se

ha transformado en el principal problema que han enfrentado los fisicos tedricos
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durante este siglo. De hecho, el propio Einstein intenté formular una teoria de este
estilo usando las ideas de la Relatividad General, fallando en tal empresa [2].

El obstaculo en formular una teoria unificada de las interacciones funda-
mentales es la imposibilidad de obtener una “teoria cuantica de la gravitacion”. Por
otro lado, el resto de las interacciones pueden ser formuladas consistentemente como
teorias cudnticas. Especificamente, éstas pueden ser formuladas como teorias de
gauge o Yang-Mills cuya renormalizabilidad (manejo consistente de infinitos en la
teoria cudntica) fue demostrada por 't Hooft [3].

En la formulacion de teorias cuanticas de campos la presencia de inconsis-
tencias esta relacionada con el quiebre de ciertas simetrias que posee la teoria clasica.
Por ejemplo, en el caso de teorias de gauge la simetria de interés es precisamente la
simetria de gauge, la teoria cuantica debe respetar esta simetria. La razon de esta
exigencia es que la Naturaleza respeta estas simetrias.

No es trivial que una simetria clasica sea respetada a nivel cuantico. Clasicamente
un sistema se estudia a través de un funcional de los campos que llamamos accion
S[¢], una simetria clasica es una invariancia que posee la accién. Cudnticamente el

objeto de interés es la integral funcional de Feynman

e ] De=Sl9] (1.1)

donde D¢ es la medida de integracién de esta integral y se entiende con ella la
consideracion de todas las configuraciones de campo compatibles con las condiciones
de borde. Si bien una simetria clasica deja invariante S, no necesariamente deja
invariante la medida de integracion D¢.

Si la teoria cudntica quiebra la simetria de la acciéon estamos en presencia
de una anomalia, esto es si la integral funcional Z no tiene las mismas simetrias qu
la accién S. Debido a que se suman sobre todas las configuraciones de campo, la
anomalia solo puede depender de caracteristicas globales del sistema. Por ejemplo,
del espacio donde se definen los campos. Tales caracteristicas globales son “invari-
antes topologicos”, como veremos mas adelante.

Puesto que en la teoria cuantica las simetrias de gauge se deben preser-



var, anomalias asociadas a estas simetrias son indeseables. Luego, debemos exigir
que potenciales anomalias de gauge se cancelen. Esta cancelacién da lugar a fuertes
restricciones y solo algunas teorias las satisfacen. Por ejemplo, en el “modelo stan-
dard” las anomalias en las corrientes de gauge para los quarks deben cancelarse con
las que provienen de los leptones, esto impone que el numero de familias leptonicas y
de quarks deben ser iguales [4]. Otra interesante mencién a este respecto se encuen-
tra en las “teorias de supercuerdas” en que la cancelacién de anomalias del grupo
superconforme (asociada a las simetrias de la hoja de mundo de la cuerda) impone
el nimero de dimensiones del espaciotiempo igual a 10 [5].

Las simetrias susceptibles de ser rotas que hemos mencionado hasta ahora
son de gauge o locales. También existen anomalias asociadas a transformaciones
globales de los campos y su existencia es producto de la cancelacion de anomalias de
gauge. En el primer cdlculo de una anomalia [6], se consideré spinores interactuando
con electromagnetismo en cuatro dimensiones. Este sistema tiene simetria bajo trans-
formaciones de gauge U(1) y ademds transformacion quiral sobre los spinores. Ha-
ciendo teoria de perturbaciones en la version cudntica de la teoria, Adler, Bell y
Jackiw evaluaron el primer diagrama de Feynman andémalo. Este consiste en acoplar
dos corrientes de gauge y una quiral en las patas externas. Requiriendo la con-
servacion de las corrientes eléctricas se obtiene una violacion en la corriente quiral
J¥ = ¢T*Ts1p, donde 1 es el spinor y las T son matrices de Dirac. La forma explicita
en que esta corriente es violada a nivel cuantico, como veremos en el desarrollo de

esta tesis, es

1
(a,ujgl) = WEI‘VAPF;U)FAF (12)

donde F),, es el tensor de Maxwell.

Esto permite explicar el decaimiento del pién neutro 7° en dos fotones 7

[6] como se ilustra en la figura 1.

Este resultado se puede extender a la interaccién con un potencial de gauge

de un grupo de Lie G, el resultado es simplemente
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Figura 1.1: Diagrama de Feymnan para la evaluacién del decaimiento del #°. Dos
corrientes vectoriales V' se acoplan a una axial A, imponiendo la conservacién de las

corrientes vectoriales la axial es anémala.

(0,J1) = 4—71-r3TrFAF (1.3)

donde F' es la 2-forma curvatura del grupo de gauge G y la Tr es sobre los {ndices
de grupo de F. Ademds se elige la normalizacién TrJ,Jy = b4 para la traza del
producto de dos generadores de G.

Lo notable de esta expresién es que la integral de la anomalia tiene sig-
nificado topélogico, cuenta la manera en que se mapea la esfera en infinito S® en
el grupo de gauge G. Estos mapeos estan clasificados en clases de equivalencia y el
conjunto de las clases de equivalencia tiene la estructura de grupo. llamado en este
caso, tercer grupo de homotopia de G'y denotado por m3(G). Para grupos de Lie
compactos es un resultado de topologia que este grupo de homotopia corresponde
a los mimeros enteros 2. De tal manera que la integral de la anomalia (1.3) esta
cuantizada. También se puede realizar la misma discusién en dimensiones D # 4,
siempre serd de interés el (D — 1) grupo de homotopia mp_;(G) [12].

El mismo analisis puede ser llevado a cabo si en vez de un grupo de gauge
interno consideramos la interaccion de spinores con la geometria del espaciotiempo
[13] [14] [15]. Nuevamente aparece una anomalia asociada a la transformacién quiral,

que en cuatro dimensiones se lee
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donde %, = dw®y, + w’ aw’y es la 2-forma curvatura y w es la 1-forma conexién de

(B dty = ——=R™ Ry (1.4)

SpITL.

De nuevo, la integral de esta anomalia es un invariante topologico. Aqui el
grupo de interés es el grupo de rotaciones SO(4) (estamos considerando signatura
Euclidea del espacio) cuyo tercer grupo de homotopia es Z + 2 por lo que la integral
de (1.4) depende de dos enteros [12].

Resumiendo este recuento podemds deducir que la anomalia quiral se ex-
presan como funciones de los campos y sus integrales son invariantes topoldgicos.

Para obtener la anomalia (1.4) se considera nula de partida otra 2-forma
independiente de la curvatura, el tensor de torsién T¢ = de® + w%e’ donde e® es

la base ortonormal local o vielbein!

. La pregunta que surge de inmediato es si la
torsion contribuye a la anomalia quiral. Como ya hemos establecido, si la torsién
contribuye entonces debe existir una 4-forma, que se anula en ausencia de torsidn,
tal que su integral es un invariante topolégico. Como veremos mas adelante existe
una contribucion a la anomalia quiral debido a la torsion del espacioticmpo [7].

Otro ingrediente topologico que entra en este juego es el indice del operador
de Dirac. El indice de un operador D es la diferencia entre los autoestados de valor
propio nulo de D y de D*, donde D* es el operador adjunto de D. El “Teorema
de Atiyah-Singer” [8] establece que tal diferencia es un invariante topoldgico y que
se puede expresar en términos de una integral de funciones locales. En el caso del
operador de Dirac su indice es precisamente la integral de la anomalia quiral.

En esta tesis investigamos el rol de la torsion en la anomalia quiral. En el
capitulo 2 calculamos la anomalia quiral para varios sistemas via un método no
perturbativo introducido por Fujikawa. En el capitulo 3 estudiamos invariantes
topologicos con especial énfasis a los invariantes asociados a la torsion. En este
caso obtenemos explicitamente que estos invariantes corresponden a numeros enteros
(decimos que estan cuantizados). El capitulo 4 estd dedicado al indice del operador

de Dirac, aqui calculamos este indice para el caso de spinores interactuando con

LEn gravitacién los objetos fundamentales son la conexién de spin, asociada al transporte paralelo
de objetos definidos en €l espaciotiempo, y el vielbein, asociado al concepto de distancia entre puntos
del espaciotiempo. A partir de aqui podemos construir dos tensores, la curvatura y la torsion. Estos
son los requerimientos que exigiremos al espaciotiempo.



el campo gravitacional con torsion. El calculo usa herramientas de supersimetria.
Las conclusiones estan contenidas en el capitulo 5. Finalmente en los apéndices se

encuentran algunas herramientas basicas que usamos en el desarrollo de la tesis.



Capitulo 2

Anomalia Quiral

2.1 Introduccion

El teorema de Noether establece que cada simetria de la accion tiene asoci-
ada una ley de conservacién. Como vimos en el capitulo 1 una simetria de la accién
no significa necesariamente una simetria de la integral de camino, objeto de interés
en la formulacién cudntica de la teoria. Aparte de la accién, la integral de camino
tiene otro ingrediente a considerar, su medida de integracién. Precisamente, la no
invariancia de la medida es la responsable de la existencia de anomalias. Esta es
la observacion crucial que permite desarrollar un método, debido a Fujikawa, para
calcular anomalfas [9].

Para el caso gravitacional no imponemos ninguna restricciéon a los campos
externos, en particular no anulamos desde el comienzo al tensor de torsién. Este
caso ha sido estudiado anteriormente usando distintos métodos [10] [17] [46] [18]. En
todos estos casos se obtuvo que la torsiéon no contribuye a la anomalia quiral. Sin
embargo, en estos trabajos se impuso una condicion sobre los campos gravitacionales
que anulan la contribucién de la torsién a la anomalia quiral [7] [19], como veremos

en el desarrollo de este capitulo.



En este capitulo se usa este método para calcular la anomalia quiral de

spinores de Dirac interactuando con campos de gauge y gravitacionales externos.

2.2 Meétodo de Fujikawa—acoplamiento a un Po-

tencial de Gauge

Consideremos un spinor de Dirac sin masa, , interactuando con un campo
de Yang-Mills externo, siendo el espaciotiempo plano y de dimension par [11]. Este

sistema estd descrito por la acciéon

5= [ o 21)

donde ¥ = %4 es el conjugado de Dirac del spinor, 0 = v D,, siendo D, la derivada

covariante en la representacion spinorial del grupo de gauge,

D, =0, + A%J.. (2.2)

Aqui A, es el campo de Yang-Mills y J, son los generadores del grupo de
gauge en la representacion spinorial. Ademads, las matrices 7 son las usuales matrices
de Dirac. Una breve introduccion sobre grupos de gauge se presenta en el el apéndice
A.

Este sistema tiene dos simetrias una local y otra global. La primera es la

simetria de gauge,

v — gy,
A — g ALy — g7 g, (2.3)

donde g es un elemento del grupo G. Desde el teorema de Noether encontramos
una carga conservada. Esto se refleja en la conservacion de la corriente tipo eléctrica

generada por el campo spinorial

) (2.4)

donde J¥ = Pyt J .



La simetria global es la transformacion quiral de v. Bajo esta transfor-
wmacion los campos de gauge no se ven afectados. Esta transformacion requiere la
existencia de la matriz quiral 75 que en 4 dimensiones es el producto de las 4 matri-
ces de Dirac. La existencia de la matriz quiral impone que la dimension del espacio
sea par asi que solo en estas dimensiones existe la simetria quiral. En dimensiones
impares el producto de todas las matrices de Dirac es proporcional a la identidad.
Una breve discusion de matrices de Dirac se encuentra en el apéndice B.

La invariancia bajo la transformacion quiral

Y—se“ Y, (2.5)
da origen a la conservacion de la corriente quiral J!' = y4"45¢ via teorcma de
Noether,

o o

d,JE = 0. (2.6)

Para formular la version cuantica de este sistema nos interesa la integral
funcional

Z = [ DDyt (2.7)

La accion S transforma en una derivada total bajo la transformacién quiral
infinitesimal (2.5)

58 = fa(a;,,}g‘). (2.8)

Por otro lado, necesitamos conocer la manera en que transforma la medida
de integracion en Z. Para ello suponemos que este sistema esta definido en un espacio
compacto de modo que el problema de autovalores del operador de Dirac toma la

forma

])D‘J:n = An. (29)

Dado que este operador es hermitico, el conjunto {4} generado por los
autoestados de este operador es completo, por lo tanto satisface las relaciones de

ortonormalidad y completitud siguientes
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/'ﬁbn"y’j"m = bnm-

2 Un(@)Un(y) = 8(x,y). (2.10)

n
Estas relaciones permiten expandir los spinores en el espacio de funciones

generado por esta base, esto es

w = Z Q”‘U’)Ilj
n

¥ o= 3 Bain, (2.11)

donde «, v [, son nimeros de Grassmann.

Definimos la medida de integracién como la suma sobre todas las config-
uraciones de campo permitidas. En términos de la expansion en la base completa
esto significa todas las elecciones de coeficientes «,, y f,, de modo que la medida de

integracién esta definida por

DYDY = [] dandB. (2.12)

n,m
Veamos como transforma (2.12) bajo la transformnacion quiral. Para ello
notamos que tanto el spinor como su transformado pueden ser expresados en la

misima base:

Y =Y =3 0, My, (2.13)
n
mientras,
' = Za’n-g‘;n. (2.14)
n

Igualando ambas expresiones encontramos la forma en que cambian los a,,

Q'rn = Z Cylfrlai'nv (215)
TL

donde la matriz de transformacién C' tiene componentes

C'nm = ]%’l’leim’s'ly{’m- (216)
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Notemos que los J,, transforman del mismo modo,

Ba=2" CrmBm (2.17)
1]
Dado que estas variables son de Grassmann, la transformacién en la me-
dida es diferente al caso de variables conmutantes. Para ver esto se necesita definir
integrales sobre variables anticonmutantes, esto se hace a través de las integrales de

Berezin [36] que para el caso de una variable fermiénica ¢ son

fdeaa - 1L (2.18)

Notemos que esto define completamente las integrales sobre variables de
Grassmann ya que toda funcién es polinomial en estas variables (todo desarrollo es
serie de potencias de las funciones es de finitos términos puesto que § = 0).

Ahora tomemos el cambio de variables # = a#, donde « es una variable

conmutante. Para respetar la definicién dada en (2.18)

/dﬁ'@':fdea’aezjdm; (2.19)

se debe cumplir que la medida de integracion debe transformar segin df’ = >df.
Apliquemos esta observacién al caso de la transformacién quiral en la me-

dida de integracién en (2.7), de (2.15) obtenemos

1 de, = (detC) ™ ] dexs, (2.20)

y andlogamente para 3. Por lo tanto la transformacién de la medida es

DYDY = (detC) *DyDp. (2.21)

Uniendo las transformaciones de la accién y de la medida de integracién y
considerando que Z es invariante bajo cambio de nombre de las variables de inte-
gracion encontramos gue la ley de conservacion (2.6) es rota a nivel cudntico de la

siguiente manera

(9,74) = 2iA(z), (

]
]
%]
p—
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donde (X) es el valor de expectacién de X, en términos de la integral funcional se

escribe

=%/xfa (2.23)

y el lado derecho en (2.22) es

Alz) Z¢ (z)75%n(z (2.24)

2.3 Regularizacion

Notemos que la expresion (2.22) es ambigua. De hecho si ponemos los
indices spinoriales explicitamente y hacemos uso de la relacion de completitud de la

base {1} vemos que la anomalia dada en (2.24) es del tipo Try56(z,2) = 0 x co.

-1

la relacion de completitud de la base la expresion (2.24) toma la forma oo — oo. De

1 0
Por otro lado, si usamos una representacion de la matriz quiral v5; = ( y

esto se desprenden los valores 0 o 0o, por lo tanto la anomalia debe ser regularizada
para obtener un valor no ambiguo.

Parte de la ambiguedad en la anomalia viene del producto de funciones en el
mismo punto, lo primero que se hace es separar estos puntos del espacio introduciendo

el limite

Alz) = lim " ¥ ()¢ (@), (2.25)

Luego insertamos el factor regulador e’? donde /3 es un pardmetro intro-

ducido por dimensiones,

Alw) = lim 3 0 (0) 6™ () (2:26)

y—z
Finalmente haciendo explicitos los indices spinoriales y usando la relacién de com-

pletitud obtenemos

A(z) = lim Tryse’” (2, y) (2.27)

donde la Tr recorre los indices spinoriales y de grupo.
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El parametro 3, introducido en la regularizacion, no debe afectar la ex-
presion final de la anomalia, es decir la anomalia debe ser independiente de este
parainetro. Para ver esto, notemos que la integral de la anomalia es el objeto de
interés en relacion a las cargas conservadas a nivel clasico. Luego consideremos la

integral de la expresion (2.26)

/ A = ] Ed»l(y)%eﬁ P (x)

= / 3t (y)vseP  a(z).
(2.28)

Debido a que la matriz quiral 75 anticonmuta con el operador de Dirac, a
cada autoestado con autovalor A, # 0 corresponde un autoestado 751, con autovalor
—A,. Sin embargo, para autovalor nulo no se puede afirmar tal propiedad asi que
si la suma en (2.28) se separa en autovalores cero y los no cero vemos que esta
ultima contribucion se anula idénticamente debido a la ortonormalidad entre los

autoestados. Por lo tanto, la integral de la anomalia quiral resulta ser

/A — v, — P (2.29)

donde v, (v_) es el nlimero de autovalor cero con quiralidad positiva (negativa). Esta
expresion se denomina “indice” del operador de Dirac en la literatura matematica
[12].

Por lo tanto, la integral de la anomalia es independiente del parametro 3.
Usualmente la independencia en este parametro hace que algunos autores, incluyendo
al inventor de este método [9], calculen la anomalia en el limite 3 — 0. Sin embargo,
este limite no es necesario y el resultado es de todas maneras independiente del
parametro regulador.

Calculemos ahora la anomalia quiral en el caso en que la dimensién del
espaciotiempo es D = 4. Para obtener una expresion que sélo dependa explicitamente
de los campos de gauge debemos evaluar las trazas que aparecen en (2.27). El
cuadrado del operador de Dirac se puede expresar en términos de los campos de

gauge y de matrices gamina
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¥ = DD, + J*F,, (2.30)

donde J# = 1[v# ,v"] y F, es la curvatura del grupo de gauge (ver apéndice A).
Ademas la delta de Dirac puede expresarse en su representacion integral de

la siguiente forma

41,
(;l };4 ik (z=y)
/o

En la expresion para la anomalia hacemos un desarrollo en serie de potencias

6z, y) = (2.31)

del factor regulador y usamos la expresién (2.30) para el cuadrado del operador de

Dirac.

. EFL o0 Bm
A=lim { —=Try; >

e ) (2m)

(D#D# 53 J;uzﬂw)meik-(zfy)‘ (232)

m!
m=0 .

Al calcular término a término esta expresion notamos que los unicos términos
no nulos son los proporcionales a TrysJ#*J* el resto son nulos debido a traza de
matrices gama y a integrales sobre & del tipo [d'kk;---ky_; las que se anulan
idénticamente.

De este modo notando que

Trys JH JA = g (2.33)
obtenemos
1 v 2 d4l” —Ak?
A = 55# pF’u,,F_xpﬁ /me
1
- WT‘]:E"“A’JFWFM (2.34)

donde Tr recorre los indices de grupo.

De tal manera la anomalia queda expresada de la manera siguiente

d
«4 = RTI‘FAF (

donde F es la 2-forma curvatura F' = 1F,, dz*adz”.

[ §%]
%]
(o]
-

Andlogamente para dimensiones pares D = 2k la anomalia quiral queda

expresada en la forma
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1
(27)*

&= TeF* (2.36)

donde F* es una abreviacién para el producto exterior de k 2-formas diferenciales
F.

De esta manera se establece la forma en que es rota una ley de conservacion
clasica a nivel cuantico. Lo notable del resultado es que su integral es un invariante
topdlogico llamado la k-ésima clase de Chern [12], ademads veremos en los proximos
capitulos la conexion entre la anomalia y el indice del operador de Dirac, lo que
muestra que la anomalia quiral esta intimamente relacionado con la topologia del
espacio donde definimos nuestro sistema. Esta relacion se establece a través del teo-
rema de Atiyah-Singer [8] que demuestra la equivalencia entre el indice de operadores
diferenciales e invariantes topoldgicos del espacio donde se definen los sistemas. En
la proxima seccion tomaremos otro tipo de interacién para los spinores, la interaccién

con el campo gravitacional.

2.4 Acoplamiento a Gravitacion

En esta seccion usaremos el método de Fujikawa para calcular la anomalia
quiral en el caso en que el campo de Dirac estd acoplado a la geometria. Supondremos
que la geometria del espacio no esta sometida a restriccion alguna. En particular,
supondremmos torsion no nula.

El grupo de invariancia que posee el campo gravitacional es el grupo de
transformaciones generales de coordenadas, llamado también grupo lineal general
GL(R;d) donde R se refiere a que las transformaciones toman valores en los numeros
reales y d es la dimension del espacio. Debido a que este grupo no ticne representa-
ciones spinoriales no podemos describir la interaccién del campo de Dirac con la
geometria como lo harfamos con un vector, por ejemplo. Afortunadamente existe
el principio de equivalencia, el que establece que localmente es posible anular el
efecto de la gravitacion. Es decir en cada punto del espaciotiempo podemos elegir
un sistema de coordenadas ortonormal, en general tal sistema no puede ser elegida
globalmente si el espacio no es un plano. Asi, si en cada punto existe un sistema de

referencia plano entonces podemos referir en este sistema un campo de Dirac. La
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pregunta es como incorporamos la interaccion con el campo gravitacional. En el caso
de la seccién anterior lo que hicimos fue usar el acoplamiento minimal reemplazando
derivadas parciales por derivadas covariantes en el grupo de interés. En nuestro caso
podemos hacer lo mismo considerando que el grupo local de invariancias es simple-
mente el grupo de rotaciones SO(D) (si la signatura del espacio fuera Minkowskiana
el grupo seria el de Lorentz SO(D —1,1)), de tal manera que la derivada covariante

€5

1 -
Vi =04+ i Jar, (2.37)

ab

donde wj

es la conexién asociada al campo gravitacional y Jy = }[’)’a,’yb] es el
generador de rotaciones en la representacién spinorial. Aqui hemos reemplazado el
simbolo D por V sélo para distinguir el caso gravitacional del caso de la seccién
anterior.

Hasta ahora hemos usado el principio de equivalencia para introducir la
derivada covariante del campo de Dirac. Consideremos ahora la presencia de los
infinitos sistemas inerciales locales a través del espacio. La nocién de sistema iner-
cial corresponde a la posibilidad de cancelar localmente, esto es en la vecindad de
cualquier punto del espaciotiempo, el campo gravitatorio cambidndose a un sistema
en caida libre (sistema localmente inercial). Este cambio de sistema de referencia
corresponde a un cambio de coordenadas a otro en que la métrica sea la de un sistema
inercial: la métrica de Minkowski. Si las coordenadas no inerciales son * y las del
sistema inercial son 2¢, entonces dz* = e®,dz*. La matriz %, se llama sistema de
referencia movil o vielbein (viel significa varios y bein patas en alemdn, en el caso de
tener un espacio de cuatro dimensiones este campo se denomina vierbein o tétrada)
y con esta matriz podemos referir los objetos del sistema local en el sistema de co-
ordenadas y viceversa. Una discusién mds extensa en este lengnaje se encuentra en
el apéndice A.

La tétrada, y por tanto la torsién, tiene unidades de longitud. Luego si
tenemos alguna esperanza que estos campos contribuyen a la anomalia quiral (que
depende de invariantes topolégicos) deben ser acompaiiados de un factor que les
quite las unidades. Esto se logra si consideramos a la tétrada v a la conexién de spin
como partes de la conexion del grupo de de Sitter. En este caso el factor que le quita

unidades a la tétrada es el radio del universo I, de modo que los campos relevantes



de la teoria son la conexién de spin w* y la tétrada normalizada e*/I.
La accién de un campo de Dirac interactuando con el campo gravitacional

bajo estas condiciones estd dado por

§i=% / dPzeg Vi + h.c. (2.38)

donde la tétrada é* corresponde a e/l € es el determinante de la tétrada y

V= #°V,. (2.39)

Este sistema posee invariancia local de rotaciones, equivalente a la invarian-
cia de gauge en la seccion anterior, y simetria quiral. Nuevamente nos preguntamos
si es violada y en qué forma la simetria quiral en la formulaciéon cuantica de este
sistema. Este problema fue resuelto por métodos perturbativos en [13], [14] y [15].
Suponiendo la torsion nula desde el principio.

Usando el método de la seccién anterior (método de Fujikawa [9]) obtenemos

que la violacién de la ley de conservacion de la corriente quiral es de la forma

(8, J8) = 2iA(z), (2.40)

donde J¥ = &(z)e" Yy ys1) ¥

Alz) =" &(x)l(z)vs¥a(x), (2.41)

n
donde la base ortonormal {1, } resuelve el problema de autovalores del operador de

Dirac hermitico dado por

V’I;Dn — Anlpn-,
= 1
Y = V+357"T (2.42)
donde V es el operador hermitico en espacios con torsién [23]. Notemos que el término
extra en (2.42) puede interpretarse como un acoplamiento U(1) a los spinores. Asi
que su efecto en la anomalia sera simplemente el caracter de Chern para su curvatura.
Nuevamente (2.41) estd mal definido y debe ser regularizado. Usando el

procedimiento descrito en la seccion anterior obtenemos
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A(2) = lim Troys eV d(a, ). (2.43)

y—u

Respecto al caso de la seccién anterior no es necesario acompaifiar de un
factor el regulador pues en las unidades usadas en la accion para este sistema el
operador de Dirac es sin unidades.

En espacios curvos la delta de Dirac puede ser representada como una in-

tegral en el espacio de momentum

§(z,y) = _ﬁ k4V, B(z,y) 2.44)
ilx, y)= (gﬂ—)De ; (2.

donde ¥(x,y) es el biescalar geodésico, que se reduce a 5(z — y)* si el espacio es
plano [16].
El cuadrado del operador de Dirac se descompone de la siguiente manera:

i’

1
V' = VAV, — &eerT Ty, Va + SEe I T Ragurs (2.45)

donde T' i s el tensor de torsién y Fapu, es el tensor de curvatura.
Concentrémonos en el caso de cuatro dimensiones. Al igual que en la seccién
anterior debemos detectar los términos relevantes, i.e. aquellos que no se anulan al
tomar las trazas de matrices gama o al integrar el momentun.
Al hacer esto los inicos términos que no se anulan son los proporcionales a
TrysJ? y TrysJJ. Por lo tanto el resultado de la anomalia para el caso gravitacional

asumiendo torsion no nula es

1 v o ® oy Coy
A= e MR Ropap = 4R g + 2T Ty (2.46)

en términos de la 2-forma curvatura R* = lR‘”’“,,dL"‘Ad'r y de la 2-forma torsion

T = 377, de* adz” y reestableciendo la longitud del universo obtenemos

2
A [RabARah = ?-(Rab/\e AE b TaATa)] (247)
Notemos que este resultado es equivalente al cardcter de Chern del grupo
de de Sitter. Asi que la violacién de la corriente quiral en espacios con torsién es el

cardcter de Chern del grupo de de Sitter.
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2.5 Discusion

La contribucién torsional a la anomalia quiral es proporcional a

N = TuaT® — Rapne®ne® = d(eanT®). (2.48)

Si la torsion es cero esperamos que la anomalia se reduzca a la expresion
obtenida en las referencias [13] [14] [15] donde la torsion es nula como condicién
inicial. En tal caso vemos que si T® = 0 el invariante N se anula como se aprecia en
(2.48). Por lo que recuperamos el caso conocido.

Como se dijo en la introduccion a este capitulo, la anomalia quiral en espa-
cios con torsion habia sido estudiada previamente por algunos autores [10] [17] [18]
[46]. El resultado obtenido en estos trabajos fue que la torsién no contribuye a la
anomalia quiral. Sin embargo, en [17] [46] se supuso una condicién extra sobre los
campos externos, a saber que el tensor de torsion satisfaga la condicion, en términos

de formas diferenciales

eanT® =0, (2.49)

esto se denomina la condicion de “torsion H”. La condicion (2.49) equivale a cancelar

el término torsional en la anomalia quiral (2.47), en efecto

d(eaAT“) = TGATG = Rab/\e“z\eb =0 (250)

por lo que no existe contradiccion entre el resultado mostrado en estos trabajos y el
mostrado en esta tesis.

Por otro lado en las referencias [10] y [18], la condicion (2.49) no es impuesta.
Ellos usaron explicitamente el limite 5 — 0 y expandieron la anomalia en potencias
de /3. Al hacer esto aparece un término proporcional a 1/ que aparece multiplicado
por el invariante torsional que encontramos en (2.47). Al tomar el limite, este término
es divergente. A pesar de esto, en estas referencias no se preocupan del problema y
obtienen como resultado el término que depende sélo de la curvatura en (2.47).

Lo que hemos hecho en la presentacion del resultado de este capitulo es

considerar a la torsién como parte de la curvatura del grupo de rotaciones del espacio



tangente a la variedad en una dimensién mayor de modo que el resultado es el
invariante de este grupo en cuatro dimensiones y no aparecen infinitos.

Como mostramos en este capitulo, la anomalia quiral permite obtener el
indice del operador de Dirac definido sobre alguna variedad dada.

Historicamente se ha desestimado la contribucion de la torsion al indice del
operador de Dirac. El origen de tal aseveracion se encuentra en la referencia [24]. La
propiedad central que usan estos autores es la imposibilidad de generar invariantes

a través de la modificacion continua de la conexion de spin

wtab =wab+ Aab (251)

donde w es la conexién que tiene torsién nula y A es un tensor que permite incluir
torsion a la conexion de spin. Debido a que la integral del término que depende
solo de la curvatura en la anomalia quiral, llamado invariante de Pontryagin, es un
invariante topolégico cualquier transformacién continua en la conexién no modifica
su valor. En particular, la transformacién (2.51) no lo modifica asi que la torsién
no puede afectar desde este punto el indice del operador de Dirac. Sin embargo,
existe otro invariante, independiente de la torsién, que si modifica la anomalia y, en
consecuencia, el indice de este operador en espacios torsionales.

Continuaremos con esta discusion en los siguientes capitulos. En particular,
calcularemos expliicitamente el indice del operador de Dirac en espacios con torsion

en el capitulo 4.



Capitulo 3

Anomalia Quiral e Invariantes

Topolodgicos

3.1 Introducciéon

En este capitulo estudiaremos la relacién entre anomalias e invariantes
topolégicos.

Para comenzar debemos decir qué es un invariante topolégico. Estos son
propiedades que dependen unicamente de la estructura global de una variedad. Un
tipo especial de invariantes topologicos son los invariantes bajo deformaciones o de
homotopia, i.e., una propiedad que se mantiene sin alteracién bajo deformaciones de
la variedad.

Por ejemplo, consideremos un tridangulo. Una de las propiedades funda-
mentales de este objeto es que la suma de sus angulos interiores es siempre igual a
7, de modo que si deformamos el tridngulo a otro, la suma de los dngulos interiores
se preserva. Luego esta cantidad es un invariante topoldgico para tridngulos. Los
invariantes topoldgicos que veremos son analogos a esta propiedad invariante en el
tridngulo.

Un invariante topolégico de gran importancia en geometria es el invariante
de Euler. Consideremos polihedros dibujados en el espacio tridimensional. Asociado

a cualquier polihedro existe el invariante o caracteristica de Euler que se define como

x=V-L+C, (3.1)
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donde V, L y ' son el niimero de vértices, de lados y de caras del polihedro respec-
tivamente.

Calculemos la caracteristica de Euler de un tetrahedro regular. Este posee
4 vértices, 6 lados y 4 caras, de modo que su nimero de Euler es y = 2. Para un
cubo se tiene: 8 vértices, 12 lados y 6 caras, de modo que su nimero de Euler es
también y = 2.

Notemos que si cambiamos un polihedro agregando una cara de un polihedro
y lo unimos a los I vértices de la cara, entonces ocurren los siguientes cambios:
V—-V+l, L - L+KyC — C+K-1. De modo que el niunero de Euler permanece
constante. La siguiente operacion tampoco modifica este invariante: cortar una cara
no triangular con una diagonal, el nimero de vértices no se modifica y L — L + 1,
C' — C'+ 1y x queda siempre igual. Finalmente, todos los polihedros que se pueden
inscribir a una esfera tienen la misma caracteristica de Euler.

Realizando muchas operaciones del tipo anterior podemos acercarnos tanto
como queramos a una esfera sin cambiar y, de modo que es posible definir y(esfera) =
2. Similarmente, podewos considerar deformaciones de la esfera, sin romperla sélo
estrirdndola o encogiéndola, sin cambiar este niimero. Por lo tanto la caracteristica
de Euler es un invariante de todas las superficies homotépicas a la esfera.

Si a una esfera le hacemos dos orificios y los pegamos de tal manera de
obtener un toro, la caracteristica de Euler se modifica (ver figura 3.1). Luego si dos
superficies tienen distintas caracteristicas de Euler, entonces no son deformables una
en la otra.

Calculemos la caracteristica de Euler de un toro. Para ello usamos la
propiedad de invariancia bajo deformaciones de este niimero y aplicamos la férmula
(3.1) a un polibedro dibujado sobre un toro. Un poliledro que nos permite obtener y
es el de la figura 3.1, con 16 vértices, 32 lados y 16 caras. Por lo tanto la carcteristica
de Euler del toro es y(toro) = 0.

La caracteristica de Euler de todas las superficies bidimensionales se pueden

obtener de la misma manera, el resultado es

x=2(1-y), (3.2)
donde g es el nimero de agujeros o “genus” de la superficie.

Una notable propiedad de algunos invariantes topoldgicos es su relacién con



Figura 3.1: El toro puede ser obtenido via deformaciones de este polihedro

expresiones integrales de funciones locales de la superficie. Este tipo de invariantes
son los que tiene interés para la existencia de anomalias en teorias de campos. El
invariante de Euler es uno de estos invariantes.

El invariante de Euler se puede escribir en términos de la integral de la
curvatura de la superficie en consideracion. Este es el famoso teorema de Gauss-

Bonnet: una superficie bidimensional compacta y sin borde ¥ tiene caracteristica de
Euler

1 ab
X = E;/sb Rab, (3.3)

donde 7%, es la 2-forma curvatura.

La expresion (3.3) es la integral de una 2-forma cerrada (su derivada exterior
es nula) en virtud de la identidad de Bianchi (ver apéndice A). En general, estaremos
interesados en invariantes topolégicos de este tipo: una D-forma diferencial cerrada
en un espacio de D dimensiones.

Aparte de la variedad en si, estamos interesados en acoplar grupos de gauge
a los campos definidos sobre la variedad. De esta manera, la variedad se puede
identificar con el espacio base de un fibrado, donde la fibra corresponde al grupo de
gauge definido en cada punto de ella.

Esta variedad asi concebida posee mas estructura que la anterior. Por
lo tanto, es deseable que existan nuevos invariantes asociados al grupo de gauge.

Pensemos en el caso bidimensional: Un invariante topolégico derivado de un grupo



24

de gauge Abeliano es

2 s

donde F es la curvatura del grupo.

Veremos en la préxima seccién que (3.4). llamado “winding number”, de-
pende de la relacién entre el grupo de gauge y la variedad bidimensional X,.

Esta relacion puede ser extendida a mds dimensiones. Por ejemplo en cuatro

dimensiones el invariante es el numero de Pontryagin

1 . 3.5
A SWQTrfFF (3.5)

también este nimero relaciona el grupo de gauge con el espacio X4.

Figure 3.2: Superficies bidimensionales con distinto nimero de agujeros o

genus g.

En ausencia de un grupo de gauge, ademds del invariante de Euler, se
puede construir otro invariante topoldégico asociado a la geometria de ¥4. Este tiene

la forma (3.5) y recibe el mismo nombre

P4=

1 ab
T [h R*\Ry. (3.6)

En méas dimensiones aparecen muchas expresiones de este estilo, en ge-
ometria diferencial se denominan “clases caracteristicas” (para mayor precisién ver
[12] [20]).

Todas estas clases caracteristicas determinan el comportamiento de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales. Y como todas estas expresiones son invariantes

topoldgicos, la estructuras global de la variedad restringe la forma de los campos



b
o

locales. Uno de los resultados mas importante en topologia que relaciona invariantes
topoldgicos y expresiones locales es el “teorema del indice” [8]. Precisamente son
propiedades como el indice del operador de Dirac las que determinan la anomalia
quiral.

En este capitulo nos concentraremos en invariantes topologicos en teorias de
gauge v gravitaciéon. Respecto a estos ultimos estudiaremos invariantes topolégicos
torsionales y construiremos configuraciones de campo con numneros topoldgicos tor-

sionales no nulos.

3.2 Cuantizacion de la Anomalia e Instantones

En esta seccién revisaremos la cuantizacién del “winding number” en un
espacio bidimensional y el niimero de Pontryagin para el grupo SU(2). La referencia
bésica en esta seccién es [21].

Consideremos spinores interactuando con un grupo de gauge Abeliano, a
saber tomemos al grupo de rotaciones en el plano complejo U(1).

El potencial de gauge es la 1-forma diferencial

A= A,da*, (3.7)

v la curvatura es simplemente su derivada exterior

F = dA, (3.8)

que en componentes corresponde al tensor de Maxwell

F,, =0,A, —8,A,. (3.9)

Es trivial, en el lenguaje de las formas diferenciales, probar la identidad de

Bianchi

dF

Il
=

(3.10)
pues la operacion d es nilpotente.
Debido a la identidad de Bianchi la 2-forma curvatura es localmente la

derivada exterior de una 1-forma. Es decir la expresion (3.8) es local. Esto nos indica
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que debemos ser cuidadosos al escribir la integral de F'. Ingenuamente, haciendo uso

del teorema de Stokes

/F:/dA: A, (3.11)
b z ax

que se cancela si nuestra variedad no tiene borde. El error estd en poner el signo

integral, una operacion global, en una expresion local.

HEMISFERIO
NORTE

HERISFERID
SUR

Figure 3.3: La esfera S? tiene dos parches de coordenadas que se traslapan

en torno al ecuador.

Supongamos que la variedad ¥ consta de dos subvariedades tal que en cada
una de ellas F es exacta globalmente, es decir F = dA; y F' = dA; respectivamente
en cada vecindad. Para fijar ideas consideremos la esfera bidimensional 52, esta su-
perficie no puede ser globalmente descrita por un sistema de coordenadas se necesita
al menos dos. Tomemos como dos subvariedades a los hemisferios norte y sur que
denotamos por S% y 52 respectivamente. Los potenciales de gauge son para cada
hemisferio Ay y A_. Estas regiones se interceptan en el ecuador, que es un circulo
S'. En la regién de traslape los potenciales de gauge deben diferir en una transfor-
macion de gauge con el propdsito de tener una curvatura bien definida sobre toda
la esfera, recordemos que la curvatura es una cantidad invariante bajo el grupo de

gauge U(1)



A, =A_+dX, (3.12)

donde d.X es una funcién bien definida en S*. Todas las funciones aqui definidas son
mapeos que identifican un punto de la esfera con un elemento del grupo U(1), en

particular dX toma puntos de S! y los lleva al mismo grupo

dX : S'—U(1), (3.13)

para tener una funcién dX bien definida sobre S se debe cumplir que

dX[¢+ 27] = dX[g), (3.14)

donde hemos elegido la coordenada ¢ tomando valores entre 0 y 27 en el circulo,
estando los valores extremos identificados. Como dX[¢] es un elemento de U(1)
este se puede escribir de la forma e*®)| siendo v(¢) una fucién real, por lo tanto
la condicién (3.14) implica que el exponente puede ser modificado por un término
muiltiplo entero de 27 y la funcién v debe ser periddica en el circulo.

Nosotros queremos calcular el “winding number” sobre la esfera, la con-

struccion anterior nos permite escribir esta cantidad como

f,2F=f51F+fgiF=f‘951A++ [ A (3.15)

donde en la tiltima igualdad hemos usado el teorema de Stokes. Notemos que 953 =

Sty 85% = -8 por lo tanto llegamos a

dX
F = i_/— = _ = 2mn ’
e ~ X /;_1 % de T, (3.16)

donde n es un numero entero.
En resumen, hemos demostrado que el winding number es un niimero entero

para la esfera

1

B F=an, (3.17)
ademds este entero cuenta el niunero de veces que el grupo U(1) da vueltas cuando
damos una vuelta en S' como se aprecia en (3.13). Otra manera de ver este resultado

es que (3.17) refleja el hecho que el grupo de las transformaciones del circulo en



el grupo de gauge estan clasificadas por el primer grupo de homotopia de U(1),
denotado por m; (I7(1)) que es igual a los enteros.

Otro punto importante de notar es la invariancia de (3.17) bajo deforma-
ciones del circulo. Esto se muestra notando que una deformacion de se expresa de la

forma

5X = §AX, (3.18)

donde 6\ es una funcién bien comportada en el circulo. Luego el “winding num-
ber” que es proporcional a dX cambia en una derivada total y, por lo tanto, queda
inalterado.

Igual andlisis puede ser llevado a cabo para grupos no Abelianos. El ejemplo
standard es el grupo SU(2) en cuatro dimensiones compactificadas, la esfera de
cuatro dimensiones S*. La generalizacién del “winding number” en este caso es el

nimero de Pontryagin

1
8 e FoF =n, (3.19)

El contacto con grupos de homtopia es el siguiente. El andlogo al ecuador
de la esfera es un hiperecuador 5%, por lo que ahora interesan mapeos entre S° y el
grupo de gauge SU(2). Entonces estamos tratando el tercer grupo de homotopia del
grupo, que corresponde a Z + Z. Configuraciones de campo que son extremos de la
accidn de Yang-Mills en cuatro dimensiones se denominan “instantones”, para més

detalles ver [12].

3.3 Invariantes Topoldégicos Torsionales

Como vimos en la introduccion a este capitulo, el campo gravitacional posee
invariantes topologicos asociados como el invariante de Pontryagin. Nosotros estamos
interesados en invariantes topolgicos que se pueden construir a partir de la torsion.
Veremos que el invariante torsional que contribuye a la anomalia quiral calculado en
el capitulo anterior, que llamaremos invariante de Nieh-Yan por ser estos autores sus

descubridores [22], tiene una interpretacién de clases caracteristicas.
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3.3.1 Invariante de Nieh-Yan

En cuatro dimensiones existen dos invariantes topoldgicos construibles a
partir de la 2-forma curvatura, estos son la caracteristica de Euler x y el nimero de

Pontryagin P,

o / e®dR R, (3.20)
4

P, = R®.\R,;. (3.21)

b 371

Los integrandos de estos invariantes son 4-formas cerradas en virtud de la
identidad de Bianchi. Ademéas son localmente exactas debidoe al lema de Poincaré.
Se puede probar, en una construccién andloga a la presentada en la seccién anterior,
que estas integrales son numeros enteros.

La 1iltima propiedad, facil de mostrar, es que tanto y como P son invari-
antes bajo deformaciones de la conexion de spin. Esta propiedad que es fruto del
ser invariantes topolégicos llevé por largo tiempo a considerar a la torsién como
un objeto incapaz de generar un invariante topolégico [24]. En efecto, la manera
de incluir torsion en una variedad es deformar la conexion de spin desde una que
tiene torsién nula, y como el invariante de Pontryagin , y el de Euler, son insensi-
bles a deformaciones entonces se tiene que la torsion no generaria ningun invariante
topolagico.

Todo estaria bien si no existiera ninguna 4-forma localmente exacta que se
pueda construir a partir de la torsion. Sin embargo, tal objeto existe y fue introducido
por Nieh y Yan [22]. Este objeto es precisamente la contribucién de la torsién a la
anomalia quiral que encontramos en el capitulo anterior. Recordemos la expresion

del invariante de Nieh-Yan

N = TﬂATa = Rub.«(’,a:\eb. (322)

Esta forma es localmente exacta, en efecto

N = d(e T, (3.23)

ademas su integral es invariante bajo deformaciones de la conexion y de la tétrada.



30

Una manera en que queda de manifiesto la naturaleza topolégica del invari-
ante de Nieh-Yan y los invariantes similares en dimensiones del espacio mayores, es a
través de la inmersién del grupo de Lorentz (grupo local de simetrias para teorias que
involucran al campo gravitacional) en el grupo de de Sitter, el grupo de rotaciones
en una dimensién mayor SO(D + 1). La inmersién se realiza tomando a la conexion
de spin w", y la base ortonormal o vielbein e®. Por unidades, el vielbein necesita un
pardametro [ con dimensiones de longitud para que forme parte de una conexion [26].
La conexién del grupo SO(D + 1) escrita en términos de la conexién de SO(D) vy

del vielbein resulta ser [25]

ab i
wAaB = | ¥ 1| (3.24)
—1et 0

La curvatura asociada a esta conexion se escribe en términos de la curvatura

en la dimension menor y la torsion

FAB - deVAB'!-T/VAcAI/VCB
Rub _ ‘%(’“A(’b _LTa .
= ‘IT” ‘0 ; (3.25)
T

Especialicemos al caso cuadridimensional. El invariante de Pontryagin aso-

ciado al grupo de de Sitter se descompone de la siguiente manera

()
F*®\Fap = R*\Ray + 5[T°ATs = R reares]. (3.26)

de donde concluimos que el invariante de Nieh-Yan es simplemente la diferencia de
la clase de Chern de SO(5) y la de SO(4).

La integral del lado izquierdo de (3.26) esta cuantizada en virtud que el ter-
cer grupo de homotopia de SO(5) es el conjunto de los nimeros enteros w3 (SO(5)) =
Z. Por otro lado, la integral del primer término del lado derecho de (3.26) depende
de dos enteros debido a que w3 (SO(4)) = 2 + Z. De tal manera la integral del

invariante de Nieh-Yan es también un niimero entero.
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3.3.2 Mas dimensiones

En mas dimensiones la inmersion hecha en (3.24) es valida, por lo que
podemos construyendo distintos peolinomios invariantes con la 2-forma curvatura F'
[12], obtenemos expresiones invariantes con la curvatura R%, y la torsién 7. Por

ejemplo, en D = 8 dimensiones el caracter de Chern es proporcional a

2

2 8
r

. 4 L2 :
((,“Rabeb)z -—Ta(l?z)"bTb—!-—(r"‘,T")(f‘bRb,.T' )—}—F{(Tde,)z.

. i 3 \e b
F'= R't e (R*)% e 2 L
(3.27)

[2

donde el producto exterior » es asumido.
De esta manera generamos todos los invariantes topoldgicos torsionales en

dimensiones mayores [27].

3.4 Cuantizacién de la Anomalia Quiral

en Gravitacién con Torsion

En esta seccion construiremos configuraciones de campo tipo instantones
para los invariantes topoldgicos asociados a la torsion. En las dos primeras subsec-
ciones analizaremos el caso cuadridimensional, mientras que en la tiltima subseccién

trataremos una configuraciéon de campos para D = 8 dimensiones.

3.4.1 Instantén en S*

Consideremos la esfera de cuatro dimensiones. Esta variedad puede ser
descrita inmersandola en el espacio Euclideo de cinco dimensiones. Los puntos de

R que satisfacen la ecuacion

(21)2 4 (22)? + (23)* + (24)* + (z5) = 1, (3.28)
se encuentran sobre 54.

Este espacio tiene curvatura constante, es decir existe una relaciéon entre la

curvatura y la tétrada dada por

R™ = —e®ac, (3.29)
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donde /* es la curvatura de la 4-esfera.
La densidad de Pontryagin para este espacio se anula idénticamente por lo

tanto el cardcter de Chern de SO(5) es igual al invariante de Nieh-Yan

/S FAB,Fyp = % ]b P, (3.30)

Con el fin de evaluar el valor del cardcter de Chern podemos usar la con-
struccién de Wu-Yang [28]. El cardcter de Chern para un grupo es proporcional a
la integral de TrF?. La construccién de Wu-Yang estd en el mismo espiritu de la
evaluacion del “winding number” que hicimos en la seccién 3.2. Cousideramos el
cubrimiento de S* por dos regiones, 51 y S*, que se intersectan en el ecuador de

esta hiperesfera. De modo que el caracter de Chern llega a ser

_TeF® =/_‘ N++/ N, (3.31)

54 854 a5%
donde A es tal que localmente se satisface TrF? = dN y se denomina forma de
Chern-Simons, los subindices de A representan la zona de S* donde esta forma
toma su valor. Si juntamos los bordes de las regiones S} y S* obtenemos la tres-
esfera $*. Recordemos que las formas de Chern-Simons estan relacionadas en S* por
elementos del grupo de gauge. En nuestro caso el grupo de gauge es SO(5), de modo
que la integral (3.31) toma los valores que dicta el tercer grupo de homotopia de

SO(5) que son los enteros. Por lo tanto, el invariante de Nieh-Yan estd cuantizado

en la forma

9

4 _ 2

5 L T°T, = 16°n, (3.32)
siendo n un entero.

Este procedimiento puede ser repetido en 8 dimensiones tomando en cuenta
que w7 (SO(9)) = Z.

3.4.2 Instantén en R* y R®

Consideremos la situacién en que la conexién de spin es nula, de modo
que la curvatura se anula idénticamente mientras la torsion no, pues depende de la
tetrada. Consideremos a la tétrada aproximandose regularmente a S® en infinito. La

integral que queremos evaluar estd dada por
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f ende®. (3.33)
53

Esta integral tendrd sentido sélo si podemos definir sobre la S* una base
global. Esto se puede hacer debido a un teorema clasico en matemadticas, debido a
Adams. Este establece que S, S* y S7 son las tnicas esferas que admiten una base
globalmente definidas sobre ellas [29].

Construyamos las bases de esta esferas. La primera de ellas es el circulo.
Denotemos por z = zdz + ydy un punto de S!, donde z, y son coordenadas carte-
sianas. Debemos encontrar un punto perpendicular a z y definido sobre todo el
circulo. Para ello notemos que el circulo puede ser representado en el plano complejo
donde obtener el punto perpendicular a z equivale rotar en 7/2 el punto z. Luego,
el punto perpendicular a z es iz. En coordenadas cartesianas iz = —ydx + zdy.

El caso simple de S* nos ilustra el procedimiento que usamos en las otras es-
feras paralelizables [30]. En S* usamos los quaterniones para generar la base ortonor-
mal local. Multiplicamos por las tres bases de los quaterniones ¢, ¢ y ¢3 al elemento
que representa un punto en la tres-esfera ¢ = z + yg1 + 2¢2 + ugs. Cada elemento de
la base de los quaterniones es —1 al cuadrado y entre ellos satisfacen el dlgebra de
las matrices de Pauli, es decir ¢1¢9 = g3 v ciclicamente.

De tal manera la base sobre S® de radio r es

[
el = — (ydr — zdy — udz + zdu)
T
. l
2 " wdv 4 ,
¢ = —(—ade — udy + 2z + ydu) (3.34)
63 on F(udl‘- - Zdy + de - .I'd’ll)

Evaluamos el invariante de Nieh-Yan en esta configuracién y obtenemos

.
(2ml)2

El valor 3 viene del hecho que hemos sumado este nimero de campos inde-

fs eande =3. (3.35)

pendientes en la integral. La manera de generar otro niimero entero es eligiendo, por
ejemplo, una tétrada recorrer distinto mimero de veces S* que los otros clementos

de la base. De modo que en general,
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1
(9 1)2 / (.‘(,Adffu = 1y + ngy + njy, (336)
& )* J53,

donde n;, ny y ny son enteros.

Vamos al caso de D = 8 dimensiones del espacio. Notenos que s1 ponemos
la conexion de spin igual a cero, el tinico término torsional en el caracter de Chern
(3.27) es T*+T,. Con el fin de obtener un valor para la integral de esta expresion
necesitamos una base en la sicte-esfera en infinito de R®. Al igual que en la tres-
esfera, necesitamos un conjunto de numeros que genere esta base. Esto se obtiene
usando los octoniones. La base de este conjunto, que denotamos por {ji,...,Jj7}
satisfacen relaciones similares a la de los quaterniones. Por ejemplo, jojs = j7 ¥
ciclicamente. Ademds cada elemento al cuadrado es —1. Usando estas propiedades

de la base de los octoniones construimos una base global sobre S*. El primero es

e = —z.dxy + z1dTy — T4d2® + z4da?

—zgdz® + z5da® — x5dz’ + z7d2d, (3.37)

Usando la base completa evaluamos la integral de T%AT, en infinito y obten-

CIos

1
(2rl)t

Nuevamente, eligiendo la base que recorra distinto niimero de veces a la

/_ (.’a,\dc";\(lebadeb = 72. (338)
Séa

siete-esfera encontramos

1
(27}

donde nq,...,n; son enteros.

/S  cande®ndepnde® = (ny + ...+ nr)?, (3.39)



Capitulo 4

Indice del Operador de Dirac

4.1 Introduccién—Indice de Witten

En este capitulo estudiaremos la relacién entre invariantes topoldgicos y
soluciones de ecuaciones diferenciales. La relacién se establece entre el indice del

operador involucrado en la ecuacién diferencial y los invariantes topolégicos en la
forma establecida por el teorema de Atiyah-Singer [8]. En particular, nosotros esta-

mos interesado en el operador de Dirac. En este caso el indice viene dado por

indV= vy —v_, (4.1)
donde v, (v_) es el nimero de autoestados con valor propio nulo de quiralidad
positiva (negativa).

Establezcamos que el lado izquierdo de (2.29) es la integral de la anomalia

quiral. Como se mostré en el capitulo 2, la anomalia viene de la no invariancia de la

medida en la integral de camino. Recordemos que la anomalia estd dada por

A(z) = 3 (@) ¢n(a), (4.2)

donde %, () son autoestados del operador de Dirac.
Notemos que la ecuacién de autovalores del operador de Dirac, que viene

dada por

Vibn(z) = Anthn(2), (4.3)

35
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tiene una importante propiedad. Si el espacio en que estd construida la teoria es de
dimensién par, entonces podemos definir la matriz quiral T' =T - TP, siendo D la

dimension del espacio. La matriz quiral tiene las propiedades

M = 1,
{00 = (4.4)
De estas propiedades se desprende que la matriz quiral anticonmuta con el
operador de Dirac. Por lo tanto, a un estado v, con valor propio A, tiene asociado

un estado I't),, con valor propio —A,. Si separamos la expresion regulada de (4.2) en

los estados de valor propio nulo y el resto obtenemos

/.A(.’L) = lim ZIJJT \J’f hn(T)

M—oo
= /ZO: b (2) Do ()
+ [ Jim Z Pl (2) mf‘fzp (z), (4.5)

notemos que debido a que I'ty es un estado del operador de Dirac distinto a 1, la
relacion de ortonormalidad de la base {¢,} el segundo término de la tltima expresién

se anula término a término. Sélo nos queda

[A@) = [ ¥ itz (46)

Por otro lado, la matriz quiral discrimina segin su quiralidad a los estados
del operador de Dirac. Puesto que ['* = 1 los estados tienen dos posibles quiralidades
+1 para la positiva y —1 para la negativa. De esta forma, separamos la suma en

(4.6) en autoestados de quiralidad positiva y en negativa

/A(-E) = /;V)E(I)F‘%(ﬂ'}'/?U)g(-IF)Fd’u(iﬂ)
=[Sl - [Tl

Vi —V_. (4.7)

Il
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Por lo tanto, la integral de la anomalia corresponde al indice del operador

de Dirac.

indy= / Alz). (4.8)

En el caso en que acoplamos la geometria al campo de Dirac, vimos que
la anomalia quiral recibe una contribucion de la torsion, por lo que el indice del
operador de Dirac también se ve afectado por la torsion. En el desarrollo de este
capitulo mostraremos que si calculamos explicitamente el indice del operador de
Dirac para este caso, entonces la torsion contribuye de una forma compatible con el
resultado de la anomalia quiral obtenida en el capitulo 2.

El cdlculo del indice sera realizado a través de un método desarrollado en
el contexto de teorias supersimétricas.

Consideremos un sistema mecdnico supersimétrico. Este sistema esta de-
scrito por un par de generadores de supersimetria S y ST que satisfacen la relacién

de anticonmutacion

{8,587} = H, (4.9)

donde H es Hamiltoniano del sistema. Completa el dlgebra las relaciones de con-

mutacion

S, H] =0, (4.10)
(ST, H] =0, (4.11)

lo que indica que el Hamiltoniano es invariante bajo supersimetria.
Por comodidad, tomemos como carga supersimétrica Q@ = (S + S1)/2, de

tal manera que el algebra queda

Q= H, (4.12)
[Q, H] = 0. (4.13)

Dado el problema de autovalores del Hamiltoniano Hi, = Ay, vemos que
puesto que ) y H conmutan pueden ser diagonalizados silmultdneamente, Por lo que

() otorga un nuevo numero cuantico a los estados del Hamiltoniano. Estos nuevos
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ntmero los llamamos B (Bosénico) y F (Fermionico). @ actia de la siguiente manera

sobre los estados del sistema

QuR = V3,
Qyy = Vg (4.14)

Esto indica que los estados de H con valor propio no nulo estan agrupados de
a pares, uno Bosonico y otro Fermidénico. Con el fin de definir cantidades invariantes
en teorfas supersimétricas, Witten introdujo el operador (—1)7 que determina si un

estado es Bosonico o Fermiénico [31]

(wl)F¢f = _'w,{na
(D77 = +y7, (4.15)

ademds (—1)F anticonmuta con la carga supersimétrica Q.
La cantidad definida por Tr(—1)f es conocido como el indice de Wit-
ten. Y es una cantidad que depende de la diferencia entre los estados Bosonicos

y Fermidnicos con autovalor cero, en efecto esta apropiadamente regularizada

Tl_(_l')Fe—ﬁH . Zw{,\gT(_l)FE—ﬁHW\B+Z¢)£\?T(_1)Fe—aH¢§‘
\B W2

T g ' "T NP F
= 2 (=D + X 9 (-1
A=0B A=0,F

= ng(A=0)~-ng(A=0), (4.16)
donde ng(A = 0) (np{A = 0)) es el numero de estados Bosdnicos (Fermidénicos) con
autovalor nulo.

Por otro lado, el indice de @), corresponde a esta diferencia. Por lo tanto

llegamos al resultado

ind@ = Tr(—1)"e P4, (4.17)
notemos que esta expresion es independiente del parametro 3.
La similitud entre {2.29) y (4.17) descansa en una conexioén bien definida.

Podemos representar la ecuacion de autovalores del operador de Dirac como un
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sistema supersimétrico en que Ves la carga @ y el cuadrado del operador de Dirac es
el Hamiltoniano. La ecuacién de Dirac se obtiene como primera cuantizacién de un
sistemna cldsico supersimétrico. Como ilustracién, consideremos el operador de Dirac
libre en un espacio plano A Su problema de autovalores se obtiene cuantizando el

sistema dado por la accion

1 :
T v
§ =35 [ Guli*d +v*i*) (4.18)
donde ¢* son las coordenadas Bosonicas y ¥ son las coordenadas Fermionicas. Note
que las coordenadas Fermiénicas son variables anticonmutantes o de Grassmann.

Este sistema es supersimétrico, las transformaciones son

s = e,
— (4.19)

donde ¢ es un numero de Grassmann. Esta simetria es generada por la carga

Q = ¥p,. (4.20)
donde p, es el momentum asociado a las coordenadas Bosduicas.

Notemos que para cuantizar este sistema, debemos encontrar previamente
su formulacién Hamiltoniana. El problema es que si queremos encontrar el momen-
tum asociados a las variables anticonmutantes, encontramos una identidad y no una
ecuacion. Un camino para evitar esta inconsistencia es seguir el método de Dirac
[32] [33]. Afortunadamente, este sistema es de primer orden en estas coordenadas,
esto es, uno puede leer de la accién cual es la estructura simpléctica (estructura de

paréntesis de Poisson). A saber

{¢“,p.} = 6,
{ph ") = & (4.21)
Al cuantizar estos paréntesis, encontramos la relacion de conmutacién stan-

dard para las variable Bosdnicas y la relacion de anticonmutacion entre las variables

de Grassmann cuanticas
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S T (4.22)

Vemos que esta relacion es satisfecha por las matrices de Dirac. Ademas
el momentum p, es realizado por la derivada parcial d,. Por lo tanto la carga

supersimétrica () es, salvo una constante multiplicativa

Q=T"0,=¢. (4.23)

Por lo tanto hemos establecido la relacion, mediante un ejemplo, entre un
sistema supersimétrico y el problema de autovalores del operador de Dirac. Notemos

que en la cuantizacion, el espacio de Hilbert es realizado por los spinores.

4.2 Representacion de Integral de Camino del In-

dice de Witten

En esta seccién revisaremos la representacion de integral de camino del
indice. Esta representacion nos permitirda calcular el indice del operador de Dirac
acoplado al campo gravitacional y a campos de gauge. Esta representacién se de-
nomina “holomérfica” [34] [35].

Aunque nosotros estamos interesados en grados de libertad Fermiénicos, a
modo de introduceion usaremos grados Bosonicos.

Consideremos el oscilador arménico unidimensional. Este sistema tiene

Hamiltoniano

H= %(pz +q¢%). (4.24)

Este sistema se puede resolver introduciendo los operadores de creacién y
aniquilacién , a y a respectivamente. Estos operadores satisfacen la relacién de

conmutacion

[a,a'] = 1. (4.25)

De esta manera el Hamiltoniano se escribe en términos del operador de

nimero N = a'a en la forma H = N +1/2.
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Queremos encontrar un espacio en que las relaciones de conmutacién se
realicen de manera simiple. Esto lo obtenemos en el espacio de las funciones complejas

de una variable f(z*) de la signiente manera

= P F(z%). (4.26)

dz*

(ﬁf(z*) = 'iE,
)

Es trivial darse cuenta que esta realizacion satisface las relaciones de conmutacion
del sistema.

Ahora necesitamos definir un producto interno en el espacio de las funciones
complejas tal que a y a' sean el operador adjunto uno del otro. Esto se produce con

el producto interno siguiente

dzdz*
2

(fiofa) = [ i, (4:27)
de modo que se cumple (f1,afy) = (a'fi, f2) por lo tanto a y a son adjuntos el uno
del otro.

(Jueremos encontrar la forma que toman operadores en esta representacion.
Notemos que el espacio de las funciones complejas puede ser generado por la base

{tn(2*) = 2*" /n!}. La forma integral de un operador A estd definida por

F dEdE* _eoe N
AR = [ S5 e ai,0)£(0), (4.28)
donde A{z*, z) es la expansion del operador A en la base del espacio complejo
A(z2) = 3 Apmee (4.29)

o vnlml

siendo Ap,, los elementos de matriz del operador en la misma base.

De esta se obtiene que el producto de dos operadores es simplemente

dede*

27y

AlAg(Z*, Z) = f

Ahora calculemos la traza del operador A en esta representacion, esta cor-

e~ 4 (2", £) Ax(€°, ). (4.30)

responde a

dzdz" _ ., . .
TIAZf S A 2). (4.31)
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Usando el mismo procedimiento encontramos la Tr de un producto de op-

eradores

TIA'L"'AH - fdfdf* f H d&kdfk _éc' E” 343

27t 21

A€ 151)A2{51=£2)“'-4”(5,*._1-'5)- (4.32)

Ya estamos en condiciones de representar Tre . Puesto que la exponen-
cial puede ser obtenida como un limite sobre el producto de muchos operadores, a

saber

e Pl — dim (1 - eH)", (4.33)
donde € = 3/N.

Aplicando sucesivamente la formula (4.30) y tomando traza obtenemos

_ dede” [ dEdER oo et gyen
AH _ KOSk —ggr—3 0T euts T
e —/ 2m ./H 2mi . “o (434
donde
=6+ + 6 —e (HE &)+ + HE LE) . (435)
Desarrollado las exponenciales llegamos a
iy déde* pnd ded
Tre A4 :] gﬂf fH i’”wf'” P2 (4.36)
donde
Ty=—£"(E=6) = &6 — &) = =& (Eacr — e (H(E, &)+ + H(E,1,6)).
(4.37)

Tomando el limite N — oo la expresion se transforma en una integral de
camino, teniendo en cuenta que el campo & — £(t) se convierte en una funcién

continua con las condiciones de borde £(0) = £(/3) como se ve en (4.36). Finalmente

B = -
Tre=#H — / DEDE"eds € E-HEH (4.38)
cBp
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donde CBP se refiere a “Condiciones de Borde Periodicas™.

Con cl fin de obtener una expresion analoga a (4.38) para el indice de
Witten, debemos desarrollar el procedimiento anterior para variables Fermionicas.
Es decir, en vez de integrar sobre variables complejas debemos hacerlo sobre variables
de Grassmann.

Teniendo en cuenta las reglas basicas de integracion sobre variables anti-

conmutantes [36]

/dzz = 1,

/ dz = 0, (4.39)

obtenemos, mediante un desarrollo similar al del caso Bosonico.

Tre P4 = f DeDEveds SH-HE ), (4.40)
CBA

donde CBA se refiere a “Condiciones de Borde Antiperiodicas”.
Si insertamos el operador (—1)* en el cdlculo de la traza, entonces se tiene
el efecto de cambiar las condiciones de borde a periddicas. Por lo tanto, la repre-

sentacion de integral de camino para el indice de Witten resulta ser [37]

Tr(—1)FePH = / Dg@g*efff‘%‘?—”“‘f ), (4.41)

cBP
Para el operador de Dirac recordemos que I' cumple el rol de (=1)f y que
el Hamiltoniano es el cuadrado del operador de Dirac. Ademas en este caso no sélo
estan presentes campos Fermionicos sino también Bosénicos, por lo que debemos
combinar las expresiones (4.38) y (4.41). Por lo tanto, notando que la integral en la
exponencial del lado derecho de (4.41) es una accién para los campos del sistema,

obtenemos la expresion para el indice del operador de Dirac

indyV = Dt Dy e Sla" 7] (4.42)

CBP
donde ¢* y ¥ son las coordenadas Bosénicas y Fermidnicas respectivamente, ademads

la accion S es la realizacion clSica del problema de autovalores del operador de Dirac.
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En la préxima seccion encontraremos una accion supersimétrica compatible
con la inclusién de torsién en el espacio. Usando la accién encontrada, en la seccidn

subsiguiente calcularemos el indice del operador de Dirac a partir de (4.42).

4.3 Lagrangiano Supersimétrico con Torsién

Debemos obtener un Lagrangiano para una superparticula que sea invari-
ante bajo supesimetria y que, bajo primera cuantizacién, el generador de la super-
simeria corresponda al operador de Dirac.

La superparticula libre fue considerada en la ecuacion (4.18), donde obser-
vamos que bajo cuantizacion este sistema corresponde a la ecuacion de autovalores
del operador de Dirac libre. Si acoplamos gravitacion o equivalentemente ponemos
el sistema en un espacio curvo, debemos cambiar la accion para tener un sistema
invariante bajo transformaciones generales de coordenadas. La manera de acoplar
la geometria sigue los mismos principios del acoplamiento minimal de un grupo de
gauge. Explicitamente, sean los indices locales a,b. ... referidos a un sistema local
de referencia y los indices de mundo p,v,... a un sistema general de coordenadas.
El término de las coordenadas Bosonicas tiene la modificacion de reemplazar la
métrica plana en la métrica del espacio curvo. Mayor atencién requiere el término
Fermionico. Refiramonos a estos objetos en un sistema ortonormal local, debemos
reemplazar derivadas por aquellas covariantes, luego el término con derivada tempo-
ral en la coordenada Fermidnica debe ser reemplazada por una derivada temporal a

lo largo de una derivada covariante, es decir

- ) a.f,u ) a fya . . .
P = ¢ al;,\ - ¢ (a—z‘; + w bxl,/’b> ; (4.43)

donde w*; es la conexion de spin del campo gravitacional.

Por lo tanto la generalizacion natural del Lagrangiano (4.18) es

L= % [gﬁv(jpdy + i7gp (‘#"‘a?f.}b + q"’\wbc,\w“)} . (4.44)

El sistema descrito por este Lagrangiano tiene la simetria (4.19) y luego es

supersimétrico. Sin embargo, esta afirmacion es valida sélo si la torsién es impuesta



igual a cero. Debemos modificar la accién de (4.44) con el propésito de considerar
efectos sobre el indice del operador de Dirac que vienen de la torsion.

A pesar de este inconveniente, cuanticemos este sistema a modo de ilus-
tracién [38]. Este sistema posee el mismo problema con las variables anticonmu-
tantes, hay vinculos al hacer el formalismo Hamiltoniano candnico. Resolvemos el
problema usando el método de Dirac o notando que la accion es de primer orden
en estas variables por lo que el paréntesis de Poisson se lee de la accién. Siendo p,
el momento canénico conjugado de la coordenada ¢, la estructura de paréntesis de

Poisson resulta ser

{Q‘“,Pu} == 6f:~
{d)a,wb} e nub. (445)

La supersimetria de este sistema se refleja en su generador

Q) = equ P ¢". (4.46)

Cuantizacién canénica consiste en reemplazar funciones de las variables
clasicas en operadores que actiian en un espacio abstracto llamado espacio de Hilbert.
Ademais preservando la estructura simpléctica aunque en nuevos tipos de paréntesis.
Para variables Bosonicas el paréntesis de Poisson se reemplaza por un conmutador y

para las Fermionicas por un anticonmutador. Incluyendo la constante i obtenemos

[¢",p,] = ihsf,
{g?'“,rf'b} = ihy™. (4.47)

En el espacio de las funciones spinoriales, como el campo de Dirac, estas

relaciones son representadas por los operadores

@ = ¢,
Py = ihd,,
¢ = Jih/2,T" (4.48)
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donde I'* es una matiz de Dirac,
Del Lagrangiano obtenemos que la relacion entre el momentum y las ve-
locidades es

L, i |
p = Guo§” + 5Watu¥" V', (4.49)

" ogr

luego usando esto en la carga supersimétrica (4.46) y cuantizando con(4.48)

_ 1
Q = e T" (a# + aw"”“Jab) =Y. (4.50)

El Lagrangiano que buscamos debe poseer una supersimetria tal que su
generador corresponda al operador de Dirac en primera cuantizacién. Ademas que
en el limite de trosién nula recuperemos la expresion (4.44).

El Hamiltoniano clasico corresponde al cuadrado del operador de Dirac en la
teorfa cudntica. De modo que obtendremos la accién del sistema “descuantizando”.
Por “descuantizar” entendemos como la accién de tomar el limite i — 0. El cuadrado

del operador de Dirac esta dado por

1
YV = VAV, — elerel JUTS, YV + 5egngﬂchdncd,w,, (4.51)

donde Ju = 1[7a, 7] es el generador de SO(D) en la representacién spinorial.
Esta expresion la identificamos con el Hamiltoniano cuantico H de la teoria
cldsica que estamos buscando, salvo una constante multiplicativa. En efecto pong-

allios

Ademas mantenemos la estructura simpléctica (4.47) pues estamos con-
siderando las mismas variables que en el caso anterior.
Tomando el limite i — 0 y despejando el momentum de la ecuacion de
Hamilton
gt = S—H, (4.53)
P

obtenemos el Lagrangiano
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1 . 2 . a 3 A C
L= 3 [Q’puqu + inab (@D Y+ Py )J
) ) 1 x v
%guuq“T"xpd’*W’ - g (gaﬁT .U!/Tﬁ)\nﬂ = QR.WAP) L) w)\lrbp' (4'54)

Por otro lado “descuantizando” el operador de Dirac obtenemos el gener-

ador de supersimetria

Q = Guv (.,}&.u(jl’ - %THAP.wu.d,A{l;P) , (455)

de donde podemos encontrar la manera en que transforman las coordenadas

6(}# = {Q'",EQ}=E’¢'“,
syt = {yYH,eQ} = —eg”, (4.56)

que son las mismas transformaciones del caso sin torsion y para la superparticula
libre.

Se puede probar que estas transformaciones dejan invariante la accion dada
por (4.54) salvo un término de borde (que es la carga () que se anula considerando
condiciones de borde periddicas.

Finalmente hemos encontrado el Lagrangiano necesario para calcular el
indice del operador de Dirac definido en un espacio curvo donde la torsion se asume

no nula. En la préoxima secciéon calcularemos la expresion

indV= [ DgDyre i WU et (4.57)

CcBP

usando el Lagrangiano (4.54).

4.4 Calculo del Indice

El proposito de esta seccion es calcular la integral de camino que aparece en
(4.57) [39]. Notemos que este calculo constituye una demostracion del Teorema de

Atiyah-Singer. Esto se ha calculado previamente en el caso sin torsién y acoplando
campos de Yang-Mills [41] [40] [42] [43] [44] [45].
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Previo a esto consideremos un caso mas simple donde las integraciones sobre
variables Fermiénicas y Bosdnicas sirven de guia para el caso que nos interesa.

Sea la integral de camino

7 = / .quD,l‘[,ue—fn" dt L [80 (G# ¢ +UH D" ) Fwp P4 v‘"']’ (4.58)
CBP

donde w es una matriz antisimétrica.

Las condiciones de borde periddicas nos permiten expandir las coordenadas
en la base generada por las funciones ¢ donde n es un ndmero entero. De modo

que

() = Yahes™,

PRt = Y pre (4.59)

n

donde ¢% es un numero real y ¢# es anticonmutante.

Notemos que el resultado del indice es independiente del pardmetro J3.
Luego, al final tomwaremos el lmite  — 0. En este espiritu, la matriz w sélo interesa
su parte constante de su desarrollo de Fourier (modo cero), luego supongamos que
esta matriz es constante.

Debemos definir la medida de integracion. Esta es todas las configuraciones
de campo compatibles con las condiciones de borde del problema. En nuestro caso
esto equivale a todas las elecciones en las constantes de la expansién (4.59). Por
otro lado, debido a que los campos son reales, no deben considerarse en la medida
de integracién los complejos conjugados de los coeficientes de la expansién. Por lo

tanto la medida es

DDy = dgodifo [ ] dipudip-ndgndy-n, (4.60)

n=1
donde, por ejemplo, dg, es una abreviacién para dgl ...dgP siendo D la dimensién
del espacio.

La expansién en modos de Fourier también permite hacer las integrales
(ue aparecen en el exponente en Z. Tras esto y hacer un reescalamiento en las

coordenadas q y los modos cero de ¢ (¢ — /Bq y o — 1/v/Btby) [40] obtenemos
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7 / dgodip [ dvbudt)—dgudg_e™®, (4.61)

n=1

donde € esta dado por

1 x . L v
) = 3‘-‘*’;:1/”1’5‘% + Z ulfrzéﬂuqﬁqin — (2imnb,, — wu) YR ,. (4.62)

n=1

Notemos que la suma puede ser absorbida en el producto infinito, luego

debemos hacer tres tipo de integrales

Zl = fdqndQ%nek‘lwzénl'q::q,i"1
Zy = /d?,bndl,ﬁ_ne(zimé"”_w”")‘-‘""‘l"’)i". (4.63)

La integral Z; no es Gaussiana, pero puede llevarse a una de este tipo via

el cambio de variable

I Y 5 /1
qn (an - t,j") )

IO I SN

(ah 4+ 165), (4.64)

2, =
se obtiene 2D integrales Gaussianas. En todo caso el resultado de la integracion es
un factor de normalizacién.

Miremos ahora Z;. Puesto que estamos integrando variables de Grassmann,
casi todos los términos del desarrollo en serie de potencias de la exponencial se anulan,
ya sea porque se eleva al cuadrado una variable anticonmutante o porque se integra
un término que no depende en una o mas variables. Solo un término de la expansion
permanecerd tras la integracion y éste es aquel que tiene iguala nimero de variables

que nimero de variables de integracién. Por lo tanto,

1 D/2 | 5
= m (7) jd‘lfl?u v d‘[/}o Wy * .w””_”‘”. ,6! . ‘lf'{j n

a

ZZ = /dd)é wiws dque_'é‘Wﬂv‘l‘g‘ﬁ'g
1

1 1\ P12
- (D/2)! (_) e P Wy Dup (4.65)



hemos supuesto que la dimensién del espacio es par, en caso contrario la integracion
es nula.

Pasemos a Zy. Puesto que hay variables de Grassmann involucradas, las
integraciones las hacemos de la misma forma que el caso anterior, llamemos o, =

Zixndy, — wy,

Zy = [dglo-duPdgl, - dyP et

L

1
— 41 LS NN D 2HH1 . ahHBD VD
- D' ‘/‘dl&)n e d’lf"?n d{r')#n it dw—ng.ul vy Uﬂi’.ﬂ’u wn w-—n t9'1'1 u‘n
1

—s M1 D S

vp .
D; e ~ 0—#1 55} U#D VD

= det 0. (4.66)

Al unir los tres resultados en Z vemos que aparece un producto infinito que

es necesario calcular. Hasta ahora, modulo normalizacion

1 1 D/2
Z = /dQ'um (5) e P Wy W
fo's) 1 D
H (—) det o. (4.67)
n=1 n

El producto infinito que nos interesa es de la forma

#d=11 (1 . :) , (4.68)

n=1 n

que tiene la expresién [40]

flz) = — (4.69)

sinz’
Finalmente llegamos a la expresion final par Z, definimos la 2-forma difer-

encial w = %wwdq{,‘z\dqb’

7 j WP2det f(w,, /27i). (4.70)
Pasemos a calcular el indice del operador de Dirac via la férmula (4.57).
Seguimos el procedimiento que acabamos de describir, es decir: hacemos expansién

de los campos en modos de Fourier (4.59), luego hacemos el reescalamiento de las
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coordenadas Bosénicas y del modo cero de las Fermidnicas. En este caso debemos
hacer un reescalamiento extra, esto se obtiene de notar que la integracién del término
que depende de potencias cudrticas en las variables anticonmutantes después del
reescalamiento usual no elimina la dependencia en el parametro 3. Esto se logra
haciendo un reescalamiento en el vielbein, similar al que hicimos en el capitulo 2
con el fin de obtener un resultado finito de la anomalia quiral. En resumen los

reescalamientos necesarios son

¢ — /B¢,

1 .
—ﬁ% ;
a VB .

€%y = —e, (4.71)

!

Todos los campos que son funciones de las coordenadas, suponemos que
dependen de las configuraciones constantes de las coordenadas, es decir son campos
constantes.

Ademads usamos coordenadas Bosénicas normales, en que la conexion de
spin se anula mas no sus derivadas. Este procedimiento es igual al caso sin torsion
puesto que este campo no afecta las geodésicas Bosénicas necesarias para definir las
coordenadas normales [46]. De modo que el término dependiente de la conexion de
spin en el Lagrangiano (4.54) resulta ser igual

1

watd Y’ = 5 Rapno¥* ¥ ¢"¢". (4.72)

Asi que usando estas coordenadas el Lagrangiano resulta ser

1 o 7 1 SRy
L —_ §5m/ (q#q -i-i!f‘“"ﬁ’ ) - TQ_é#Vg;T )m,w/\wp

1 : 1 ; ‘
TRV P + 5 (60T T — 2Ryun,) WU (4.73)
4 8

Usamos las mismas técnicas empleadas en el ejemplo anterior, obtenemos

integrando en el tiempo

il’ldW: f dqﬁdwo H d‘d)nd"wb—ndg”ldqﬂnﬁ791 V (4-74)

n=1



donde Q es

oQ

Z 47r2n’36“,,q,{fq'_n = Zimnd iyt + il 0 z,t’){‘)’q,’}q’in

=1

1 . _
s g (5nﬁTa,uuTﬂJ\p B QR;U//\,O) 'ﬁ/-'gd’g ‘Pé\'.f’g (4 IS)

Poniendo la exponencial de la suma como producto de exponenciales

o . AP
indy = '/d%d%boe #(banT i TP 5 o= 2Ry p Y4

G N
H ,/'du”'ndw—-nezmmsw' UndZ,
n=]1

/dqndq_ne—(hrﬂnzém,qﬁqi"+i-.-mR#, Apty J(',q,}qi ) (476)
Calculemos primero la integral sobre dgndq_,. Esta es del tipo

2 L : AP -
I] — /dq”(l‘q_ne (mS;anfI._n+szpq,. L )’ (4-7!‘)

donde a es una constante y b una matriz antisimétrica constante.

Para transformar esta integral a una Gaussiana hacemos el cambio de vari-
ables (4.64)

I]. /‘dandﬁ 4'1_(‘16‘“‘ aﬂa’n""ﬁnﬁ ) b#u(af ﬂ"’_a,!-‘ﬁn))

(4.78)
Escribamos la matriz antisimétrica b de la forma
[0 b,
-b; 0
b= , (4.79)
0 Dbpse
] ~bpp 0 ]

Hagamos la integral sobre el primer par de variables, el resto es equivalente

/dal daldpl d2e i (a(eh™+a2 +837+82%)~2by (ak 2 -2 Bh) . (4.80)
n n n n .
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Completando cuadrados o haciendo el cambio de variables

o = iy,
a'i = .1:2+y2‘
Ba = 2 =9,
B o= zl—y (4.81)

llegamos a que la integral resulta ser igual a

ﬂ.2

(2)° - a8

En nuestro caso a y la matriz b tienen valores especificos, luego en cste caso

(4.82)

la integracion queda

7]'2

(272n2)? — 4(nwRy)?’

(4.83)

donde R, es parte de la representacién de matriz de Ry,,, ¥4 que hemos elegido

0 R
-Ry 0

R= ' , (4.84)

0 Rpa
—RBpp 0

Recordemos que hay un producto infinito de por medio, entonces si fac-

torizamos un término proporcional a n' en (4.83) notamos que el producto infinito

relevante es

[>'s] 1 B R1
nI=Il 1— (m)"’ " sinh R, (4.85)

Por otro lado la integral en dy,di_,, es trivial, s6lo se obtiene un factor de

normalizacion.

El resultado, hasta ahora, del indice del operador de Dirac es



1 i , : D/J2 R
' I b I.L, “.T": 21{ v hH 12 {.f' H ‘T

I[idg; = /dqndlﬂkli\fﬁ H( adt v . AP)UOQ‘OI”)ULO sinh I? ’
: T

n=1"

(4.86)

donde A es una constante de normalizacién.

Cabe decir que en (4.86) sélo aparecerdn D-formas diferenciales.
Especialicemos al caso de D = 4 dimensiones del espacio, en este caso
recordando la expansion en serie de potencia de la funcién que aparece en el producto
R, 1 : 7

—— J— = 2 —
s i, LT 3

Veamos la expansion del integrando en (4.86)

(Ru)' 4. (4.87)

1 a A 1, . 1
[1 - g (60,9T ,uyTﬁz\p - 2R;u~\p) 1/)6‘9){)‘;’(')\”"3] [1 + 5 (Rl)l} [1 + § (R2)2} 3 (488)
considerando la integracién en la variable de Grassmann, sélo contribuyen a la inte-
gral
1 Y y 1 { R 4
5 (Bt +B3) = 5 (62T T s, = 2Rpuny) UEUS 006 (4.89)

Los dos primeros términos se juntan para originar el término de Pontryagin.
Notemos que la integracion en dvy entrega un simbolo de Levi-Civita que junto a dg
forman el elemento de volumen dg# - --1dg"?. Finalmente llegamos a la expresion
del indice en D = 4

3 a 2 a
lnd?: Nf R bARab -+ ﬁ (T T, — Rab/\ea,«eb) a (4.90)
Esta expresion para el indice es compatible con el resultado del capitulo 2

I
8wt *

constante de normalizacion depende de la dimensién y puede ser evaluada en cada

de la anomalfa quiral si escogemos la constante de normalizacion N = Esta

caso haciendo la torsion igual a cero y comparando el resultado con el indice del

operador de Dirac conocido.



Capitulo 5

Conclusiones

Hemos estudiado la contribucién de la torsién a la anomalia quiral o, equiv-
alentemente, al indice del operador de Dirac definido sobre un espacio que admite
torsién y curvatura.

Antes de los trabajos obtenidos de esta tesis ([7], [19] v [39]) era un hecho
establecido que la torsién no debia contribuir al indice del operador de Dirac por el
argumento puesto en la referencia [24] y que hemos repetido en el capitulo 3. Sin
embargo, nosotros hemos demostrado que esta aseveracién es incompleta debido a la
existencia de invariantes topoldgicos torsionales. Es decir, si no existieran invariantes
topoldgicos asociados a la torsién el argumento de la referencia [24] seria vélido para
espacios con torsion.

El efecto que tiene la torsion sobre la anomalia quiral tiene el aspecto de
clase caracteristica. En efecto, en D = 4 dimensiones el invariante de Nieh-Yan es la
diferencia de las clases de Chern para el grupo de de Sitter y para el de rotaciones
cuadridimensionales. Esta interpretacion de los invariantes torsionales se basa en la
inmersién del grupo de rotaciones en I} dimensiones en el de rotaciones en D + 1
dimensiones o grupo de de Sitter como discutimos en el capitulo 3. Por lo tanto.
el quiebre de la simetria quiral respeta esta simetria mas que la de rotaciones D
dimensionales. Esto lo interpretamos como que la teoria cudntica es a altas energias
invariante de de Sitter mas que de Lorentz.

Por otro lado, construimos ejemplos de configuraciones de campo en que
invariantes topoldgicos torsionales poseen valores no nulos. Asi que la contribucién de

la torsién al indice del operador de Dirac en estos casos es no trivial. La cuantizacién

39
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de estos valores es posible gracias a que los grupos de homotopia relevantes en estos
casos son 3 (SO(D + 1)) = Z y 3 (SO(D)) = Z + Z si la dimensién es miltiplo de
4 (D = 4k) [47].

A esta altura se hace necesario calcular explicitamente el indice del operador
de Dirac definido en un espacio con torsion y curvatura no triviales. Esto lo hicimos
en el capitulo 4 y obtuvimos la contribucién de la torsion en dimensiones pares.

La conclusion final que obtenemos en esta tesis es que la torsion modifica
el indice del operador de Dirac.

Veamos algunas proyecciones que se pueden obtener de esta tesis.

En primer lugar, quisiéramos investigar el rol de la torsion en anomalias
de gauge, sobre todo en el contexto de cancelacién de anomalias. Recordemos que
este es una fuerte restriccidn sobre las teorias susceptibles de ser construidas (por
ejemplo ver [48] y [49]).

La existencia de numeros topoldgicos permite investigar sobre la presen-
cia de Fermiones con o sin masa en diversas dimensiones del espacio [50]. Luego
quisiéramos obtener el efecto de los nimeros topoldgicos torsionales sobre la presen-
cia de estos fermiones [24].

Por otro lado en la compactificacién de teorias de cierta dimensién a una
menor el rol de los invariantes topoldgicos es crucial en el andlisis del contenido de
particulas en esta dimension (por ejemplo, desde teorias de cuerdas en D = 10).
A partir de este analisis podriamos estudiar el rol de la torsion en construcciones

similares.



Apéndice A
Teorias de (Gauge y Gravitacion

En este apéndice revisaremos algunos aspectos de teorias de Yang-Mills
especialmente su formulacién en formas diferenciales. Ademéas formularemos la teoria
de la relatividad general como una teoria de Yang-Mills.

Para comenzar definamos los ingredientes necesarios en una teoria de Yang-
Mills.

Sea G un grupo de Lie. Sus generadores satisfacen un ilgebra de Lie

[Ja: Jo] = fapJe: (A.1)

a

donde J, son los generadores y fS, las constantes de estructura del grupo. El indice
a cuenta el nimero de generadores del grupo.
Las constantes de estructura satisfacen dos propiedades fundamentales.

Ambas son heredadas de la estructura de conmutador que aparece en el lado izquierdo
de (A.1). La primera viene de [A, B] = —[B, A], luego

a5 = —Jfas (A.2)

v la segunda es la identidad de Jacobi

foefae + fecfoa + ficfa = 0. (A.3)

Infinitesimalmente el grupo actiia sobre un espacio vectorial en la forma

VA = (1, )2 V5, (A4)

57
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donde £ son los pardametros de la transformacion que pueden depender localmente
de la posicion.

Con el fin de tener una teoria dindmica es necesario introducir el concepto de
derivada. Notemos que la derivada de un vector transforma inhomogéneamente bajo
la accion del grupo G. Para tener una derivada que transforme en forma homogénea

debemos definir la “derivada covariante”

D VA =0,V + A% (1) 5 V2, (A.5)

donde A, es la conexién o potencial de gauge.
Es facil de probar que (A.5) transforma covariantemente, i.e., como un

vector bajo (A.4) si el potencial de gauge transforma de la siguiente manera

§A%, = —D,e". (A.6)

Definamos la 1-forma diferencial A* = A°%,dz*. De tal forma la derivada
covariante es una operacion que toma un p-forma diferencial y la transforma en una
p + 1-forma diferencial.

Como la conexiéon no transforma covariantemente, es necesario obtener un
objeto covariante a partir de ella. Este objeto es la curvatura, una generalizacién del

tensor de Maxwell

P4 =dA® + ;1)— AP, (A.7)

otra manera de obtener este objeto es via el cuadrado de la derivada covariante

DaD = F°J,. (A.8)

La curvatura de Yang-Mills juega un papel crucial en la descripcién de
teorias de gauge. La accion de Yang-Mills en D = 4 dimensiones se escribe en

términos de este campo

B f F.'F, (A.9)

donde *F' es dual de Hodge de F' [20].

La derivada covariante de la curvatura es idénticamente nula
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DF =0, (A.10)

esta relacién se conoce como identidad de Bianchi.

Pasemos a Gravitacién. Los elementos fundamentales para describir la
gravitacién son las nociones de distancia y de transporte paralelo.

La primera es equivalente a tener la nocién de métrica g, sobre el espacio,

la distancia entre dos puntos infinitesimalmente préoximos esta dada por

ds* = g,,dz*dz". (A.11)

Una vez que se tiene la nocién de distancia entre puntos de la variedad
queremos definir objetos sobre ella tales como vectores, tensores, etc. Luego de esto
si queremos definir una teoria dinamica necesitamos definir derivada. En la definicion
de derivada estd presente la nocién de comparar objetos en puntos infinitesimalmente
cercanos. Aqui aparece la necesidad de transportar paralelamente objetos de un
punto a otro, esta nocién de transporte paralelo introduce el simbolo de Christoffel
I'. Finalmente podemos definir el concepto de derivada covariante, por ejemplo para

un vector, ver figura A.1

D, V¥ =3,V" +T%,,V*. (A.12)

Usemos el principio de equivalencia para ubicar en cada punto del espacio un
sistema ortonormal de referencia. Transformamos un objeto definido en un sistema
general de coordenadas con indices p, v, . .. al sistema local denotados por los {ndices
a.b.... con la matriz de transformacién e, que llamamos vielbein.

La nocion de transporte paralelo sigue presente, esta vez la derivada covari-

ante sobre un vector local es

DV =8,V +w™, V*. (A.13)

donde w,, es la conexidn de spin, no es otra cosa que la transformacién del simbolo
de Christolfel al sistema local de referencia.
Los elementos bésicos para describir la gravitacién son el vielbein y la

conexién de spin. Vemos que el vielbein transforma homogéneamente bajo trans-
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Va

Figura A.1: Par definir derivada de un vector necesitamos comparar dos de ellos
infinitesimalmente cercanos. Para ello se transporta paralelamente el vector V, para

R 61
generar V..
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formaciones locales de rotacién, mientras que la conexién de spin transforma como
dice su nombre.

Notemos que localmente el grupo de simetria presente es el de rotaciones
en D dimensiones. Si usamos este grupo para construir una teoria tipo Yang-Mills
veremos que la conexién de spin es el andlogo al campo de Yang-Mills. Sin embargo,
el vielbein no tiene andlogo, esto hace la diferencia entre las teorias de gauge usuales
y gravitacion.

A partir del vielbein y de la conexién podemos definir 1-formas diferenciales

¢t = & daf,
wab = w“b#dx“. (A.l"—l)
Como notamos previamente, la conexién no transforma covariantemente

bajo rotaciones locales. Sin embargo podemos definir un objeto que llamamos 2-

forma curvatura del espacio que si es covariante

R = dw?y + w cawy, (Al5)

ademas con la ayuda del vielbein existe la 2-forma de torsién

T° = de® + we’. (A.16)
Estas propiedades del espacio tienen interpretaciones geométricas como se
aprecia en las figuras A.2 y A.3.

Tanto la curvatura como la torsién satisfacen relaciones de consistencia que

llamamos identidades de Bianchi

DR*, = 0,
DT® = R%ne. (A.17)

A partir de estas relaciones vemos que las siguientes cantidades son local-

mente exactas

Y
I

Rub"Rabz
N = TﬂATa_RabAeaAeb: (AIS)



Figura A.2: La presencia de curvatura en el espacio hace que el vector V; traslado
paralelamente por la trayectoria OAC sea distinto al ser trasladado paralelamente
por OBC.
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it
¥

Figura A.3: El vector V| se transporta paralelamente a lo largo de V3 y produce VY.
Andlogamente se obtiene V) al transportar paralelamente V5 por V. La figura no se

cierra debido a la presencia de torsion.
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que en cuatro dimensiones corresponden a las densidades de Pontryagin y de Nieh-
Yan.

En mas dimensiones existen relaciones de este tipo, de hecho en D = 8, por
ejemplo, el cuadrado de estas cantidades son localmente exactas [27].

Antes de terminar este apéndice, discutiremos sobre el acoplamiento de
spinores al campo gravitacional. Para ello usamos el principio de equivalencia, es
decir, la posibilidad de poner en cada punto del espacio una base ortonormal. Lo-
calmente el grupo de simetria es el grupo de rotaciones en D dimensiones. Los

generadores de este grupo satisfacen la siguiente dlgebra de Lie

[Jabs Jea] = —NacToa = MoaJac + NadJoe + MoeJad; (A.19)
donde los indices toman valores de 1 a D El espacio donde actian los generadores se
llama representacion del grupo. En nuestro caso las representaciones son de diversos
tipos y estdn niveladas por el spin. Concentrémonos en dos representaciones; la
vectorial y la spinorial.

En el primer caso el objeto de interés es un vector V¢ que transforma
infinitesimalmente bajo rotaciones del modo siguiente

§V° = —%(Jq)%, Vo = &% V2, (A.20)

B |

de donde encontramos el generador de rotaciones en la representacion vectorial

(Jea)®y = 62nab — 63Nty (A.21)
es un ejercicio verificar que estos generadores satisfacen la relacion de conmutacion
(A.19).

Pasemos a la representacion spinorial. El generador en esta representacion

esta dado por el conmutador de dos matrices de Dirac, de hecho

Ty = %[I‘a,l“b], (A.22)

donde hemos suprimido los indices de la representacion debido a que es usual esta
practica en la literatura, pero no debemos olvidarlos.
Usando este generador, los spinores transforman de la siguiente manera

bajo rotaciones locales
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Sep = %E‘L{’[FG,Pb]. (A.23)

En general los generadores son invariantes bajo las transformaciones que
ellos mismos generan. En nuestro caso esto equivale a la invariancia de las matrices
de Dirac bajo rotaciones locales. Verifiquemos esta propiedad. Notemos que las
matrices de Dirac tiene tres tipos de indices; uno en la representacion vectorial y dos

en la spinorial. Considerando esto vemos que

1

67" = e%T* — ~e[[*, J.d], (A.24)

donde el primer término refleja la transformacion del indice vectorial y el segundo
de los indices spinoriales. Usando propiedades del algebra de Clifford que satisfacen
las matrices de Dirac encontramos que estos dos términos se cancelan mutuamente,

por lo tanto

oI = 0. (A.25)

Para tener una teoria dinamica de spinores necesitamos la derivada covari-
ante en esta representacion en el grupo de rotaciones. De la discusion para teorias

de gauge podemos escribir la derivada covariante sobre spinores que buscamos

Dy = d) + %wﬂ”.f,,m, (A.26)

como el grupo de rotaciones local es heredado de propiedades del campo gravita-
cional, identificamos la conexion en la derivada covariante con la conexién de spin
del campo gravitacional.

El propdsito de encontrar la derivada covariante es introducir interacciones

en el Lagrangiano libre para spinores, esto es

Lo = ¢I*8,9, (A.27)

el acoplamiento con la interaccién se hace reemplazando la derivada parcial por la
derivada covariante [51]. En el caso de gravitacidn esto no es suficiente. Notemos
que en (A.27) los indices del espacio estd sumados. En gravitacién para lograr

esta contraccion necesitamos una matriz que transforme los indices del espacio en
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indices locales. Esto lo hace el vielbein introducido anteriormente. Por lo tanto, el

Lagrangiano para spinores interactuando con el campo gravitacional es

L= clete”ﬂ?ﬁea“l““'Dﬂtf;. (A.28)



Apéndice B
Matrices de Dirac

Las matrices de Dirac se definen a traves del dlgebra que ellas satisfacen.
Esta es el algebra de Clifford

{T°,T°} = 29, (B.1)
donde 1n%® es la métrica plana del espacio.
Las representaciones de esta dlgebra son matrices de 2[0/2 x 2(P/2 Por

ejemplo, en cuatro y cinco dimensiones la matrices de Dirac son de 4 x 4 y en
dimensiones siete y ocho de 16 x 16.

En dimensiones pares se puede definir la matriz quiral dada por el producto
de todas las matrices I', es decir I' = T ... I'P. Esta matriz satisface las siguientes

propiedades

= 1,
0% = B (B.2)
Nosotros estamos interesados en calcular trazas de estas matrices. Primero

notamos que las matrices I, incluida la quiral, tienen trazas nulas. Ademas se pueden

obtener los siguientes resultados de trazas

Te*I* = Dy,
ToIT® = 0.
(B.3)

67
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Para calcular la anomalia quiral en D = 4 necesitamos la traza del producto
entre la matriz quiral y dos generadores de rotaciones J. Para ello separamos este

producto en la siguiente forma

a C 1 a Ci a Ci
TeLJ g = ?%ﬁUﬂJﬂ+UﬂJﬂ)

:%ﬂmﬂﬂﬂh (B.4)

el conmutador de dos generadores es proporcional a una combinacién de generadores
y en esta dimension la traza del producto de la matriz quiral con un generador es

nulo. En cuatro dimensiones el anticonmutador tiene la siguiente expresién

{Jab’ ch} — }2_ [stubcd L (T?acnbd _ nudnbc)] 7 (B5)

de tal forma la traza que buscamos (2.33) es

TL g = gobed, (B.6)

Este procedimiento puede ser extendido a dimensiones pares mayores, si la

dimension es D = 2n el resultado general es

ayaz ., J9rn-102n
TelJ J =
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