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ABSTRACT

In a spacetime.with tonvanishing torsion there can occur topologically sta-

blc confrgurations ¿ssociated with the fiame bundle v¡hich are inclependent of the

tflLv¿¡ttrrc. Thc relevant topologic.Ll irn¿rri¿¡¡rts arc irrtcgra.ls of 1or:al s<;¿llar <lollsiti<¡s

first discussed by Nieh ancl Yan (N-Y).

In this thesis ri'e study the role of thcse invalia,nts in thc chir.al anouralv

fo¡ Ftrr¡uiols interricting rvith the gravitatioual field. It is show¡r that thc cirir¿il

anorraly contains a torsional tenn besides the usual Poltryagin te¡m from the space

curvature.

N{olcover, rvc study ficld configurzrtiom which the tr¡rsiol¿i topokrgical iu-
v¿¡"riants are tluantized. In four dimensions, thc N-Y form N : (7, 

^T* - Ru6ne" t eb)

is the only closed 4-form inv¿u'iant under loca1 Lo¡cntz lotations associated with the

torsion of the ¡ranifold. The intcgral of /f over a compact D-dimensio,al (Euclideal)

ma¡rifokl is shown to be a topologica.i invaliant rclatecl to the PorLtr.vagin classes of
SO(D + 1) arrd .9O(D). An cxplicit o*rruplc of ;r to1>ologica.llv nontrivi¿il r:orrfigu-

ration ca.r'ryiug lon va.nishing inst¿urton uu¡nbel proportional to / N is corrstructccL.

The chiral a.nomaly in a fou¡-ümensioual spacctime ¡vith torsion is also showu to
contairr a co»tril¡utiol proportioual to N. bcsidcs the usual Pontrya¿¡il dcnsitl. re-

l¿r,ted to the spa,cctime cr[v¿rturo. Thc violatiou of chiral syruuctry c;ru thrrs dcDcntl

on the instanton mrr:rber of the tangeut frame burdie of the ma¡ifol<l. on the other

hand, a ficld configuration on the four dime¡rsio¡ra1 sphere is colstmcted analogous

to the Wrt-Yaug one's.

The integral of the chiral anomaly is the index for the Di¡ac opcrator dc-
fined on the space under consicleration. Then the violation to the chiral crrrrent
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consen'atio via a torsio¡ral teul implies that the iuclcx for the Dir¿rr; oper-at,or is af-

fcctt:rl lrr- lotsiorr. \\'t'tlo tht'cxplicit cuuputa.tir»r of thc ilrlc.t for thc Dir'¿r: ol)e1¿rtoL

usirrg tools rilcvclopccl in sulrersyrlmetry theorics contcxt..



RESUMEN

En un espaciotienrpo con torsión to nula prrcden ocurrir configuracioues

topológicamclt<: establcs ¿usociadas a Ia, l¡ase ollonorur¿ll loc¿l las qucr sorl ildopcu-

dientes de la, curvatura, Los invariurtes topológicos rcler.antes son ittegra,J.es c1e

densidades escalares iocales discutidas primero por Nieh y Yan (NY).

Eu esta tesis estudiamos el rol cle estos inr.aria¡tes en 1a anomalía quiral

para u[ sistema de Ferrnioncs interactuau<lo con e1 r:ampo gravitacional. Se muestra

que esta anomalía contiene un término torsional aparte del de Pontrvagin proveniente

de la curvatura del espacio.

Además estudia¡uos configtracioues en quc los inv¿riantes to1>oIógicos tor-

sionales están cuantizados. Por ejer:rp1o, en cuatro climensioncs. 1¿l forma cie Nieil-

Yan -ll : {7" ":f" - R,6^e" "cb) es Ia única 4-for:n¿ cerr¿da invariantc bajo rotacioncs

Iocales de Lorentz asociada a 1a torsión de Ia varieda<l. Se nuestra quc ia integral

cle 1ú sob¡e una varie<l¿r.cl compacta (Euclíclea) de D dimensiones es uD invariante

topológico relacionado con las clases de Pontryagin de SO(D + 1) y SO(D). Uu

ejemplo expücito de ula con-figuración de campos topológic¿mente no trivial que lI-
ev¿l ur miucLo ti1>o ilsta,rrtón no rn o prol>orcional a .f N cs coustmirlo. Sc rn rcstr¡t.

clue la anoma,lía c¡rira1 err un espaciotiempo de cuatro dimensioncs colt to¡sión uo

¿ contieDo una. r:ontribur:ión propol'ciot1¿r1 ¿,/V, ap¿rrte dc l¿l dcusidad dc Pontr.va-

gin asociada ¿¡, l¿ cu¡r.'¿trrr¿r dcl cspacioticmpo. Así. l¿r viol¿ciól cle la sirrrctría quilnl

puede depcnrler c1e1 nírmero clc instantóu <1c la basc ortouormal local dc la varierlad.

Por otlo 1ado, soble la esfela cuadridimensioual se construye una coúiguración de1

tipo Wu-Ya.ug.

La integlal de la anomalía quiral es el índice del operador de Dirac definido

v1



sobre el espacio er consideración. Por 1o ta¡to Ia violación en la conservación de Ia

couicnto r¡tirnI vía un ttiu¡riuo torsiolral irnplica rluc cl íudi<:e dcl ollcratlor dc Dira,c

se ve ¿fectado por 1a torsión. Hacemos el cálcuio expfcito tlel índice de este operador

usanclo herraurientas clesarrolladas en el contexto de teorías supesiurétricas.
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Capítulo 1

Introducción

La fuerza dc gravedad es la nás rurtigua, y a ltr vez lrrelos corl¡rttudida,

entre las inter¿cciones fundamenta.les de Ia Naturaleza. Desde tiempos inmemoriales

el hombre ha estrrcliado sus efcr:tos, por ejcurplo en ei urovimierlo dc ios planetas

y estrellas. Pero no fuc sirro ha"sta Nervton que se coureuzó ¿ situar-Ia ou ulr marco

teórico que permitiera su comprensión.

Newton postuló "1a acción a dista¡cia" de 1as interacciones y de a<1uí c1e-

düo una ley para l¿r, interacción gravitacional que perudte explica.r mucLros de los

fe¡rórncr¡os glavitatorios (1110 ocurren a uivel clcl sistcr¡ra sol¿rr.., ¿rI ncnos. Sin cm-

bar:go, no hay una explicación del origeu de la interacció[ qlle ¿pa.recc cui¡ndo dos

o miis objetos se sitúan a alguna dist¿¡ncia. Esta irrterrogante fue despejada por'

Eitstein c¡uien, incluyendo a.1 espaciotiempo como vari¿blo a considclar, foruuló Ia

Relatividad General. Er: esta teoría se postrila que los cuerpos m.asivos defbrmau eI

espaciotiempo en su entorno, de tal ma¡era que si otro objeto se encueutra en su

cerca¡ría "sentirá" la pleseucia del primero vía I¿¡, culvatur¿ del ospaciotiempo. Esta

teoría pcrmite expiicar algunos fenórncnos talcs como I¿ cleflccción rle la ),uz por un

cuetPo ntilsit'o (corno el Sol) v la presccir'ru do1 pcrih<:lio cl«r l\iierrrrrio 11]-

A pesa.r dc Ia bclleza en la forurulacióu de 1a Relatividad Gcncral y sus

éxitos expcrimentales no ha sido posible for¡nular una teorí¿r consisteute <1ue inclul'a

al resto de Ias interacciones fundamentales de la Naturaleza. Este paradigma se

h¿i trausform¿rdo en cl princ\>al problema que han enfrentado los físicos teóricos
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durante este siglo. De hecho, eI propio Eiustein iltentó formular una teoria de este

eslilo usautio las ideas dc 1¿r Rclatividad General, fallaudo cn tal curprcsa [2].

El obstáculo e¡.¡ fbrr¡ular una teoría nnificacla clc 1as intcracciones fulcla-

mentaLes es la imposibilidad de obtener un¿ "teoría <nántica de la gravitaciól". Por

otro larlo. ei resto dc l¿s irrtclacciones pueden ser forr¡ula<la^s colsistcntemeute como

teorías cuánticas. Específicamente, éstas puedcn ser fo¡mulada,s como teorías de

gauge o Yang-Mi}ls cuya renolmalizabiüdacl (ma:rejo corrsistente c1e iufnitos en 1a

teoría cu:íutica) fue tleruostr¿rda por't I'Iooft [3].

E¡r Ia formulación de teo¡ías cuiiJrticas de campos Ia presencia de inconsis-

tencias está r'elacionada con ei qriiebre de ciertas simetrí¿rs que posee l¿¡ teoría cIásica.

Por ejemplo, cl eI caso dc loorí¿x dc gaugc la sirret¡ía de irterés cs pr:ccisamettc la,

simetría de gauge, Ia teoría cuántica debe respetar esta simetría. La razól de esta

exigencia es que Ia N¿turaleza respeta estas simetrías.

No es trivial <1ue una simetría clásica sea respetarla a nir.el cuáutico. C1ásicamente

un sistema sc estudia a tr¿¡,vés de rln fuucional de los ca.mpos que lliunamos acción

S[{], una simetría clásica cs ula ilvaria.ncia que posee i¿¡ acción. Cuáutica¡rente el

obieto clc intcr'és cs la intcgla,l funciorral dc Feynrna,n

(i.i )

donde D/ es la medida dc integración de esta integral y se eltiencle con ella Ia

consider¿x itiu c1e tocl¿r,s Ins cr»rfigura<:iolcs r1c caurpo r:ornpatibles cou l¿rs colrliciol<'s

de borde. Si bien ¡rna simetía clásica deja inv¿r¡ia.nte S, no neccsariamente deja

inva,r'ia.nte Ia uedida de integración 2{.
Si 1¿¡ teoría cuántic¿.i quiebra la siuretría rie i¿ acción estamos en prescncia

<ic rura anom¿¡1í¿r, csto es si 1a integral fuuciolal Z rro ticrc l¿l,s ¡nisur¿s simctria^s qtt

la ¿rcción S. Debido a que se suma¡r sobre todas l¿s co!figulariotres de campo, la

aDomalía solo puede depencler cle características globales de1 sisterna. Por ejemplo,

del espacio donde se dcfineu los c¿rnpos. Ta,les c¿r,racterísticas globales son "i¡rvati-

a.ntes topológicos", como veremos más adela¡te.

z : ! o6e-stat

Puesto clue en la teoría cu¡íntica las simetrías de gauge se «Ieben preser-
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val, a[om¿1"Iía$ a,sociad¿Ls a estas simetú¿rs son indeseablc.s. Lucgo, clebemos exigir

que potencialcs anour¿lí¿s clc gauge se ca¡:.celen. Esta ca:rcel¿x:ióu da lugar a fuertes

restricciones y sólo algunas teor'ías las satisfacen. Por ejernplo. en eI "modelo stal-

da¡d" l¿s anomalías en Ias corientes de gauge para los qua,r'ks dcbcn c¿rncela¡se cou

Ias que provienen cle 1os leptones, esto impone clue e1 núuero de familias leptóuicas y

de ctruarks deben ser iguales 14]. Ot¡a interesa,nte mención a este respecto se encllen-

tra en 1as "tcorías de supercuerdas" en clue la, cancelación de anouralías del grupo

superconfoune (a.sociacla a ias simet¡ías de 1a hoja de unurdo clo 1a orerdtr.) impone

eI número de dir¡ensiones del espaciotiempo igual a i0 [5].

Las simctrías susceptibles de scr rotas que hemos menciouado h¿sta ahora

son dc gauge o locales- T¿r,mbión existeu anour¿lías asociada.s a tr¿rnsformacit¡nes

globales t1e 1os ca.mpos y su existencia es producto de la canccl¿r.cióu de anomalías de

gauge. En e1 prirucr c¿í,lculo rle ula anomalía [6], se consideró spiuores interactuando

con electrorragnctis¡ro el cu¿tro dirnensioues. Este sistema ticlc sirnetria baio trans-

formaciones de gauge U(1) y ademrís tr¿rnsforrnación quiral sobre los spiuores, Ha-

ciendo teoría dc yrcrturbaciones en la versión cuártica de la teoría. Aüer, Bell y

Jackirv cvalu¿r¡on el prirner cliaglama de Feynmau anóualo. Este cousistc en acopla.r

dos corrientes de gauge y una quiral en l&s p&tas externas. R,erluiriendo la con-

servación de las corrientes eléctlicas se obtieue rrna violación eu la, co-,-riente quiral

É : l.,fl'lsú), donde r/r es el spinor y 1as I son oatrices de Dirac. La forma explícita

cn que esta corricnte es violada a nivel crrlurtico, colDo l?rcülos eu el dcsa¡rollo dc

csta tesis, cs

@t,4),= fiir,,,^o F,,,F^,, (1.2)

donde d, es el tensor de ilaxwe11.

Esto perrnite explici»'eI decaiurieuto del pión neutro zr0 cn tlos fotones 7

[6] como se ilustra en la figura 1.

Este resultado se puecle extende¡ a la interacción coD rrrr poteucial c1e gauge

cle un gmpo <Ic Lir: G, el resriltarlo es simplcmcnte



Figura 1.1: Diagranrtr. c1e Fcrrunal pilla la. claluilción {el rlt i ail¡ierrt,o <lc1 r0. Dos

corricttes vcctoriales Ir- sc acopltur a rur¿1, ¿¡xial A, inponicuclo la couscrvació1 c¡: las

corrientcs ver:tori¿r1es 1a ¿r,xial cs ¿ruórna,la..

@t rt\ - firr"r (1.3)

dorde -F es l¿r 2-fbrma c,uvat..a del glupo de ga,ge G v 1a T¡ es sobre 1os í,c1ices

de grupo de .F. Adem¿ís se eüge 1a ¡rormalización TIJ,J¿ : á,,¿ par.a la t¡aza dei
producto de clos generadores de G.

Lo rrotal.¡lc de esta expresióu cs <l.rc 1* irrtegral dc I¿r, a,o,r¿l,lí¿ ticne sig-

nificado topólogico, cuenta l¿ marrera cn q1'e se m¿pea la esfera en iufir¡ito ,g3 e.
cl grupo dc gaugc G. Estos.rtrpeos estiiu cla^sific¿<los en clases de cr¡rivar.le,cia y el
conjunto cle las clases dc ec¡rir':rlenci:r, tienc l¿r cstmctura de gnrpo. ll¿n1a{o cn este

caso, tolcet'glupo cic homotopía de G y clcnot.Ldo por zr3(G). partr, g.rpos cle Lie
corrpnctos es u¡r result¿do <Ic topologÍii cll1c cstc gmpo dc hourotol>í¿ corrcsl>oDdc

a los *imeros crrte'os .3. De tal r¡r¿urcra <Irc la irrtegral dc l¿r auorn¿üí¿¡, (1.3) cst/l
crrantizada. T¿urbién se puede realizar 1¿¡ misr¡ra disctsión en climension cs D t' 4,

siempre será de inte¡és el (D - 1) grupo cie homotopía rp_1@) l1Z).

El mismo anfisis puede ser llevado ¿ cabo si cn vez de un grupo de gauge

interno considera.mos la interacción de spinores col la geometr'ía del espaciotiempo

[13] [14i [15]. Nuevamente aparece una anomalía asociada ala transfo¡mación quiral,
que en cuatro climensiones se 1cc
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',A t!,'\: LR'b,R.,t, (1..1)

riorrrlc -G"6 : rl-" t, * d".^¿'ú ('s I¿l 2-foLnr¿r cllr\'¿rll1til f. i, cs I¿¡ 1-form¿l r:olcxiól tlc

spin.

Dc nucvo. la integral cle esta anomiüa es 11n invali¿)rrtc topológico. .\r¡rí oJ

glupo rlc irrtcrris t:s t'l ¡rnrpo tlt rot¿rciorres SO(.1) (estarnos r:olsiclcr¿urclo sigrrtrtrrr:r

Eucliclea ricl esp:rcio) r:ur.o tercel g'-upo cle iromotopía es Z + Z p01 lo q11e la integrtrl

dc (1..1) dcpcncle cle rlos entclos [12].

Resurricurlo esto I e( rletrto poclcnros ¡ip¡[r1q i¡ rluc ]a ¿nlomalía qlrir..¿rl sc cx-

presan coüIo fu¡rciones c1e los campos y sts intogr:r1cs son ill¿ri¿lntes to1;oIógicos.

P¿lr¿r o1¡tencr 1¿r ¿rlorn¿rlía (1.4) sc r:orrsidcl'¿r nula (1c partitla otr:r 2-{orma

irrrleperrdientc clc 1¿r crrrvatur¿r. cl teusol cle torsiól T' : tle' a l,"¡,cÚ rlolcle c" cs

1a b¿rse ortonor ral 1oca1 o viclboill. L:r pregunt:r que sr.1r'gc c1e inmecliato es si 1¿r

tor-sión contrilrul'c a ln a,noualia c¡iirtr,l. Couo I'a ircuos csta.blcr:irlo, si 1a tor-siól

contril)uyc eutorces debe eústir 11n¿r .1-for la, cluc sc a.rrul:r eu ausenci¿r cle torsiólt.

tal rlur: su iltc¡yal cs rur ilr.ari¿urtr. to1rol(.lgir:o. Couro r'crr.lros rn¡is ¿u1cl¿rrrtc existe

rur¿¡ <:r¡rririlrur:irirr ¿r 1¿¡ ¿¡norla.li¿r <¡riral rlcl;irlo ¿r l¿r tolsirju rlcl cspilr:iotiurnpo [7].

Otro ingredientc topológico que entr¿l crr est,e i11ego es el ítdice del operarlor

dc Dir:rc. El íntlice clc ru opcraclor D os 1¿l r1i{ererr<:ia errtre los arrtotslai[os rle va.lor

p1'opio lrulo do D y r1e D". rk;lr1e D* es el operaclor acljunto dc D. EI "Tcolcm¿r

dc Atilah-Singer" 18] establcr:c q11c tal (iifcrcDci¿r cs un inr'¿rriartc to1:lo1ógico l. que

sc p11cclc cxpresar en té xinos c1e una integrilJ rl: furciolcs 1or;a1cs. En cl c¿rso rlcl

oper..ac1o1 r1c Diracr su ínclicc es p1'ecisalrente la iltegral de 1a trnomalía clui-,..al.

Ett cst¿r lcsis ilvt:st,igrirlos cl ro1 ch l¿r" lorsiriu cl lir ¿mou¡¡Jí¿r rlrLira,l. Iln cl

ca.pítu1o 2 calcrd¿rrnos la ¿rrrorl¿r1í¿r <¡ril: p:rm r'¿rr-ios sistcrl¿rs r.i¿r uu urótodo no

pcltulbativo itt¡o<lucido por Flrjikawa. Err cl capítr r-r 3 cstrdi¿luos iuvarianl,r:s

topológicos con esper:ial ónfa,sis ¿r los irlari¿rrrics asociados a la torsiriu. El este

c¿lso obtexerros cxplícitaucut(. r¡tt, tstos iur-ari¿ntes coucspondcrr a ntirrrcros cntcros

(clecimos <¡rc t'stárr cuantizados). El r:apítrikr.l cstá derlicaclo a.l furlice cle1 operaclor

de Dilac. a.qrú calculauos t'ste irrlicc 1)¿r1'a cl clso r1c spirrorcs iritcr:rctn¿r,rrdo < on

lEu gravitacirirr los objctos irurciiirnt:rrt¡l1cs sou l¿r cr¡ucxi<irr <1c spirr, asocia<1ir al trarrsporte ¡alak'lo
<le objt'tos rlefinirlos en cl cspacioiicrnpo, 1'cl viclbein. iisociado a1 corrcepto dc clisialci¡¡ r'rrt¡c puntos
<1e1 cspaciotir:mpo. A lrnrNir dc aqrrí potlorrtos <t»rstruir- dos ¡cnso¡es. 1a cr11'1'¿rtura ¡' 1;r to¡siriu. Estr¡s
sorr los rcc¡rcrinrieutos qlre exigir-euos aL cspacioticmpo.
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e1 cam.po gravi¡acional cor torsión. E1 c¿ilcuio usa herLamientas de supersimetrítr.

La.s concltrsiorrcs cst¿irr rr»rt,crticl¿rs c¡r cl ca.pitrrlo 5. Fin;rlr¡lclltc cr los apóudices sr.

encuentran algr.uals herrarnicn¡as básicas qr.re usarnos el el riesarlollo de la tesis.



Capítulo 2

Anomalía Quiral

2.1 Introducción

El teo¡ema de Noether establece que cada simetría de la acción tiene asoci-

ada una ley de conservación. Como vimos en el capítulo 1 una simetría de Ia acción

no significa necesariamente una simet¡Ía de la integral de camino, objeto de interés

en 1a formulación cuántica de la teoría. Aparte de 1a acción, la integral de camino

tiene otro ingrediente a considerar, su medida de integración. Precisamente- la no

inva¡iancia de la medida es Ia respolsable de la existercia de anomalÍas. Esta es

la observación crucial que permite desarrollar un método, debido a Fujikawa, para

calc ular anomalías [9].

Para el caso gravitacional no imponemos ninguna ¡estricción a Ios campos

externos, en particular no anulamos desde el comienzo al tensor de torsión. Este

caso ha sido estudiado anteriormente usando distintos métodos [10] [17] [46] [18]. En

todos estos casos se obtuvo que la torsión no contribuye a la ano.malía quiral. Sin

embargo. en estos trabajos se impuso una condición sobre los campos gravitacionales

que anulan la contribución de la to¡sión a la anomalía quirai [7] [19], como verel¡os

en el desarrollo de este capítulo.

7
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En este capítulo se us¿r este métoclo para calcul¿¡r la anonalía c¡rira1 <1e

spinorts de Dir¿rc intcractu¿ndc¡ con caulpos dc g:lugc y gra,r'itaciotrtlcs oxtcrtos.

2.2 Método de Fujikawa-acoplamiento a un Po-

tencial de Gauge

Consideremos ul spinor c1e Dirac sin ma,sa, {. interactuando cox lul ca1lpo

de Yang-Mills cxterno, sieu<lo cl espaciotieurpo plarro y dc <üuerrsió¡r par' [11]. Este

sistema está doscrito por la acción

s: i | ,t,W,, (2.1)

clondc u, : i0 r,i., es e1 coniug¿clo de Dirac del spiuor, 0: I' D, sieuclo D, Ia cle¡ivada

covariantc en la represerrtación spinorial clel grupo c1e gauge,

D,: op + Air,,. (, )\

Acluí á[ es el carnpo <tc Yang-Miils 1' ,/u son los gencradorcs dei grupo cle

gauge en Ia representación spinorial. Además, 1as ru¿triccs 7 son la^s rrsualcs nratrices

c1e Dilac. Una breve intro<lucción sobrc grupos c1c gauge se presenta en e1 e1 apéndicc

.{.

Este sistema ticrre dos simetrías ula loc¿1l v otra global. La. primera cs 1a

simetría cle gauge,

ú - s',1.,,

Ai, - s-tAi,s-s-\ aps, (2.3)

doncle g es un clemento dcl gmpo G. Desde el teoler¡a cle Noether eucontrarlos

trlla c¿rga conscLvacla. Esto se refleja cn la conscrvaciórL r1e 1¿ corricutc t\ro c.lóctrica

gctrctarla pt>r' cl t anpo spiuorial

<ionde ..If = ,l'^i" J,;ti'.

1uJ¡ = g, (2.4)



I

La simetría global es la transformación quiltü de -u'. Bajo esta tralsfor-

m¿lcióu los ctrmpos t1c €ialrge uo sc vct ¿rfcctatlos. Est¿l tr¿msforu¿¡ciíru re<¡ricrc la

existeucia de 1a matriz quiral 75 que en 4 dimelsiones es e1 producto de las 4 matri-

ces de Dirac. La existencia de la matriz cluiral impone que la dimensión dcl espario

sea par a,sí que solo en esta.s cliilcnsioles existe ia, simetría quiral. Eu dimensioues

impares e1 producto c1e todas las matrices c1e Dirac es proporcioual ¿ la iclentid¿d.

I-Ina bleve discusiól de matriccs de Dirac se ercuentra en el apónclice B.

La invari¿¡ncia baio 1¿r tr¿nsform:rciórr c¡riltrl

,!,-----e;"u,1,., (2'5 )

: d\t'1bi) vi¿r teoL<¡r¡ra r1t:c1a, otigcrr a, 1¿r ct¡nseLv¿r,ción dc Ia, cor'r..icrt<' cluilal "Ij'
Noether,

ap.tt - o. (2.6)

P¿u'a fon¡mlal ia r.ersiól cuántica de estc sisteua nos iutelesa la integral

funcioual

Z : I Dtl)Dl,e-st+'A'¡ (2.it

L¿r ¿rcción ,S trarsforma en un¿r derivacl¿l total ilajo la tr¿u.rsibr-macióu c¡rira1

iuftritcsinal (2.5)

r.s: I e@,,9). (2.8)

Por otro lado, necesita.mos colloccr la matcla en c¡re tlansforma Ia uecli<la

de inlcgrar:iór cn Z. Pa¡a ello suponernos (lue r:stc sistour¿l está clefiuitlo en uu cspacio

compacto de mo<lo r¡re el ploblern¿ de autovalores dcl operacior cle Dirac toma 1a

forma

Q,!" = \"4,,,. (2.e )

Dado clue este operador es hermítico, el co[junto {{,,,} generado pol los

autoestados dc este operaclor cs completo, por 1o tanto satisface las relaciones de

or t onoruraliclat-l y courpletituci siguientcs
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Jl,,,i'* : ó,,,,,

I ,,¡"(,r),/"(e) : ó(,r, y).

¿ : Io,,,qr,,,

t., : 
TJ',"r,,,

tlonclc cr,, l' i1,, son lírrnelos r1c Grassuranu.

Dcfinimos 1a rueclid¿ dc integración como la su¡ra, solrrc torlas las coufig-

ItL¿rciolcs r1e ctrupo pcruritirlas. Err térmiuos dc 1a cxltalsirirr crr l¿r b¿rsc courplcta

csto significa torl;¡s las tlecciolcs de coefi.cientt¡s o, y i3,,, cle norio r¡rt: 1tr rncdirla cle

iurcgraciórr cstá,lofi uid;r l,ol

Eslas t-cl¿leioucs pt:rrliicrr exlrarrrlir- los spirrolr.s crr

gt'ncrarlo I)or esta b¿se. esto cs

DVDtt: flrtqtt.B,,.

\tc¿ltttos r:ritno trarsfolna (2.12) lrajo la triursfolrn¿u itin

notautos que tanto el spinor coulo su tr¿rnsfolrlado 1»retlerr scr

uris¡r¿r base:

(2.10)

c1 esptrcio rlt, furrt:iolcs

(2.11)

(2.12)

r1uila1. Prua cl1o

expresarlos cl la

ti,t : eiu^r"¡: ! n,,r,'"","q:,.,,

uieltras.

,r,,: f c,,,,,o,,,.

donrlt i¿r rratriz c1c l ralrsforrn¡,ciól 6' ticlrc co1u1)olrctl¡cs

ú': I.',-¡r,,. (2.11)

Igrralarrcio arlbas ex1>resiones encolr.tr¿uuos l¿i fomra cr <¡rc c:rrnbial 1os o ,,.

(2.13)

(2.15)

(2.16)
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Notcmos c¡re 1os ii, tr¿msforman clcl rrisuo ¡noclo.

iJ'":»C,,,,,iJ,,,. (2.1i)

Dado que estas variables son de Grassma,nn, Ia tr-ansformación en la me-

dida es üferente aJ caso de va¡iables conmutantes. Pa¡a ver esto se necesita definir

integraJes sobre variables a¡ticonmutantes, esto se hace a través de las integrales de

Berezin [36] que para eI caso de una va¡iable fermiónica á sol

lae : o,

laee - t.

Notcrnos que e sto dcfile conpletaucutc l¿rs irrtegrales sob.L..c r.arialrlcs rio

Grassmann I'a clue toda funciót cs polilomial en estas lari¿¡bles (todo desanollo es

scrie de potcncias tle 1a^s funr:iones es de finitos términos puesto clue á:0).
Aholu tomcnos cl <r¿rmlrio rlc r,¿r,riablcs At : o0. rlorrr1r. rr t's rrua ra.r'i¿.blc

coumut¿lrtc. Piua rcspcta-r 1¿ doliriciril rlada ct (2.18)

.l ae'e':laa'ue: 
la,.e

(2.1e)

se debe cumplir que la meüda de integraciól debe transfo¡ma,r según d0' : Ld?.

Apliquemos est¿ observación al caso de la tra¡xfo¡mación quirai en la me-

dida de integración en (2.7), de (2.15) obtenemos

(2.18)

(2.20)4o"',,: 
(dctc)-r f[do,

1, ur1úog:rmente para ¡J. Por lo t¿mto la tralsforma<rión de la medida es

D,i / D,i,' : (detC)-2D,N)D tl). (2.21)

llnielrlo la-s tralsfor-mar:ioncs c1c 1a accirin y tle ia nedirla tlc iltegración 1'

consiclerando que Z es inr,¿lrinutc baio cambio rle nornb¡c rle 1as variables rle intc-
gratiiil clcortl:r'aulos (l1ro IiL 1t..1'tlc t:olst'Ll.¿r,r'i/rlr (2.6) cs rotir a rrivcl r uárrtitrr rlt' la

siguientc mauera

\a,,ft) -2¡a61,



donde (-X) es c1 valor de erpectacióu de J(,

cscribe

t2

en términos de la iutegral funcional se

6)=+lru', (2.23)

(2.24)

v cl lurl,¡ ,l,,lotho otr 12.22) ,'s

"q@ - L,li(x)tr,l',J,r).

,4(r ) - lim Tt'r u"Ptt b1t , ¡¡

clorrcle la Tl'r'ccorle los ínclices spiuorialcs 1' do grupo.

2.3 Regularización

Noteiuos quc la expresión (2,22) es arnbigua. Dc Lre<:ho si ponemos los

índices spinoriales erplícitamente y haceruos uso c1e 1a relación <le con:pletitud de la

base {r/"} vemos quc Ia a¡romalía dada eu (2.24) es del t\>o Ti'7sá(r, r) : 0 x oo.

Por ot¡o 1ado, si usa,rnos una replesentación de la natriz rluiral ^,, - ( ' 
O 

) ,.\0 -t)
Ia relaciól <Io cornpletitud de Ia b¿sc la expresión (2.2,i) toma la foru¡¿ oo - oc. De

esto se desprenden los l'alores 0 o oo, por 1o tanto Ia a¡omaiía dcbe ser regularizada

para obteuer u¡r valor no ambiguo.

P¿r.rtc clc la arnbigucdacl en 1a ¿moma[a viene del proclucto <1c funciones en cl

mismo punto, 1o primero que se ha,ce es sepaLar estos pultos del espacio iutrodnciendo

e1 límite

/(¿) : }g T,t'I(.y)t,,t'"Q).
(2.25)

Luego iusertamos e1 facto¡ regula<lor epl doncle B es un pará.r¡etro iutro-

ducido por rliurcusiones,

.4(r) - lfnt l)rl,L(y)^r""rq" v^\r)c-r -;
(2.26)

Finalmente hacicndo explícitos los índices spinoriales y usa,ndo la relaciót de com-

pletitud obteuc¡¡ros

(2.2i)



1f)

El pariilDctro iJ. iltrocltcido en 1a regularizar:ión. no rlcbc afcct¿r.r 1a cx-

prcsión final rlc la ¿morr¿,Ií¿r, cs dccir' 1¿r ¿mou-ralí¿ tlcbc scr-. iurlcpenrLicltc <lc <,stc

parzi;retro. Para ver c,sto. notexros <1ue la iltegla.l. c1e la ¿toma1ía es el obieto dc

irterés cl relacióu a. 1as carg:rs conserradas a rrivel clásico. l,uego considcremos la

irtc¡;r-a"l r1c lii cxprcsitiu (2.26)

[ ,q : /r,],(rlr,, 'tf t,,t¡)J JA ''

: / )- u1^\u)^,,,"'^ir,,,(r.).rl'
(2.28)

Debiclo a clue la matriz quiral i5 ¿rntir:onuuta r:on ci opcraclor dc Dirac, a

cada autoestado col ¿r.utovalor ), f 0 cor-respolde uu antoestaclo 1¡,d,,, cou ¿utov¿rlor

-,\,,. Siu curl:a,rgo. para :rrrtolalor nulo no se priede afi-,-mar ta1 plopicdacl trsí r¡re

si 1a suua et (2.28) se separa er autovalorcs cero t. los o ccrro \¡emos que est,a

írltima contribuciór sc ¿rnul¿r irlénticarnente debirlo a la orto or lalid¿d entre 1os

¿rrtoest¿dos. Por 1o ta¡rto. la iutcgrai de 1¿r anomalía cltir.'al rcsulta scr

(2.2e)

donde za(z-) es el nirrero dc autovalor cero coo cluiraliclad positira (negatira). Esta

expresión se rlcrronril¿r "ínriice" ciel operador cle Dilac t:r 1¿ literatnra m¿rter¡á¡,ic¿l

[12].

Por lo tanto, 1a integral de 1a anomalí¿l cs iurlepeldientc dcl ptrr/r.Inetr-o ll.
Usu¿rlrnentc l¿r inciepenrlcucia en cste par..ámctro lracc qte algtlos autores. inclu¡'enc1o

al invcntor <ic cstc mótodo [9], ca,lculerr 1¿r, ¿¡nomalia cr c1 1írritc iJ -., 0. Sin clrba-,-.go,

este hlrite lo es rcccs¡rrio y c1 resulttrrlo es de torlas r»auer¿ls irdepelclieute de1

parámetro regulador.

C¿rlctlcmos ahor¿r la alornalía r¡ri-,-z:.1 cl cl r:¿rso eu <¡rr: la rliucnsión t1c1

osptrciotieupo cs D - 4. Par¿r obtenel ula expresión clnc só1o riepelda explícitauerrtc

de los caurpos dc gaugc cleboruos evaluar las trazas rlue ap¿rleccr en (2.27). E1

r:ulrll'¿rrLo rlt'l ollcrir.tlor <lc Dirac sc pu.crk' cxl)rcsilr crr lérurirros clc ios <:iurrpos r1r'

Baugc y dc uatriccs gzurrutr

|'t:'*-'-



14

ü : D''D,, + JL'' Ft,, (2.30 )

dondc Jt"' : I1,',^ll J .F¡,, cs ia curvatura del gmpo r1e ¡;auge (r.cr apénclicc A).

.\demás la delta. cle Dirac puerle expresarse er s11 r-cpl'cscntaciól integr-al c1e

1a. siguierrte forrua

(2.31)

Eu iil cx1;rcsiól pilrti 1a alomalí¿i h¿rccruos un ties¿rrro11o tr scrie do .potencia,s

dcl f¿lctor regulaclor y usarros lil expresión (2.30) para cl nr¿rrh'a.c1o clcl opcladr.rr dc

Dir¿rc,

á(r;,u):1ffi",-,"-,t.

1\1,,Jt" ¡^o : ¿t'"\r

oLtettcut¡s

A : !"'s'P"F^n'" I,$}"-'u"
I

nn'T" 
t'u 

^t' F"' F^"

doncle Tr rccorre los írclices de gmpo.

Dc tal u¿uera la anoualí¿r clueda expresa<1a de l¿r m¿rncra siguicnlc

.q- .L"r,r,r
47t'

donde .F cs 1¿r 2-forma cruvatur¿¡, F - ;Ft,dÍ1,"d.t,,.
Al:ilo¡¡iuncltc l¡ru¿l rlirr¡:nsiotrcs p¿rr-es D :2lir- 1;r arrorla,líii rlrrilal

expresilda en 1a fbrrua

(2.32)

Al ca"icul¿r,r tórniuo a térmiro esta cxpr-csión rrotaruos rluc'1os iuricos tóluilos
no uulos sorr los pro¡rorcion¿rlcs ¿r. Tt^y¡.,Lr" J^o c1 lesto son uulrs rlobiclo a traza c1e

rnatrices gama y a integraies sobre A de1 tipo ,f dtAL¡ . . .fr2¡ 1 la,s quc sc amrlan

i rlént i c ¿rur crt c .

De estt, modo lrottrlclo clue

(2.33)

(2.31)

(2.35 )

<¡rt'11a
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/ = frt'ru l¿.Ju/

donde -Ft es ula ¿lbrevi¿r,ción para el proclucto exterior <Ie ,( 2-formas diferencialcs

F.

De esta ma¿era se establece la fo¡ma en clue es rota una ley de corservación

clásica a nivel cuáltico. Lo lotable del rcsultaclo es q11c srl integra.l es un in¡,ariaute

topólogico lla¡rado 1a ft-ósiura clase de Chern [12], además vereruos on los próxiruos

capítulos 1a conexión entre Ia anomalía y el índice del operador de Dirac, lo que

üuestra que la anouralia quiral está íutim¿Lmente relacionado cou Ia topología del

espacio donde definimos nuestro sistema. Esta relación se establecc'a travós del teo-

rema de Atiyah-Siager [8] quc der:ruestra ia ecluivalencia e¡tle cl índice de operadoLes

diferenci¿úes e invariantes topológicos del espacio donde se defl¡ren ios sisteuras. En

ltr próxima sección to¡n¿reuos otro tipo cle iuteración para los spinoles, la interacciórr

con eI ca,mpo gravitacional.

2.4 Acoplamiento a Gravitación

En esta sección us¿u'emos el método de Fujikawa para caulculae' la a¡omaIa

quiral en el caso en que el canpo de Di¡ac está acoplado a 1a geometr'ía. Suponclrer»os

que Ia geometría, dcl espacio uo cstá sometida ¿r restricción alguna- En ptrrtiorlar,

supondlenos torsión ro uula.

El grupo de invariancia que posee el campo gravitacional es el grupo <1e

transfor¡raciones gcucrales de coorclenacl¿rs, llauraclo tarnl¡iórr grupo 1inea1 general

GL(R;d) donde .B se refiere a que las tra¡sformaciones toma¡ valores en los números

reailos y ¿/ cs la tliuiensiól dol espacio. Dcbido a quc esttr gmpo Do ticlc rcprtrscuta-

cioncs spinoriales no podemos describir la intcracción del campo de Dirac con I¿¡

geometúa como 1o h¿¡..r'íamos con utr vector, por ejeuplo. Afoltunada.uelte eúste

e1 principio de equivalencia, el que establece clue localmente es posible anular el

efecto de 1a gravitación. Es decir en cada pulto del espaciotiempo podemos elegir

un sistema de coordenadas ortonormal, en general tal sistema uo puede ser elegida

globa.lmente si eI espacio no es un. pla,uo. Así, si e.u cada punto eúste un siste¡la de

referencia plano entonces podemos referir en este sistema un campo de Dirac. La
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pregut¿r es córito ilcoLpolanos la intelacción con c1 caur¡ro gralita<.iorra1. Er ei caso

dc 1tr seccirirt ¿rutt'rior- Lr r¡rc hir:iuros fue us¿rr t.l at:opltuniclto lrirriural r-ttmplazarxkr

tlcrir'¡ltlas llaltialcs llor rlrlir.arias covari¿trrtcs orr cl ¡irrrlro rL.irrtc;ós. Er urcsllo r'¿rso

podernos hacer io ulisIro cotsidorando clue el gmpo local cie itr'¿rri¿¡.ncias es simplc-

mente el grupo de 1'otacioles SO(D) (si la siglaturtr clel cspticio fuera \,{inkorvskiala

el grupo seria e1 clc Lorentz SO(D - 1,1)). de tal u¿l¡rcr¿ quc 1tr derivada covari¿nte

ES

(2.37)

dolde ;,i¿ cs la conexión asociarla a,1 ciunpo grar,itacioua.l ),./"¡ : |[i;.i¡] es t,l

gcuerarlor dc rot¿r,cioucs crr lil lcprcscut:rr;ión spinorial. A<¡rí hcruos reemplazarlo cl

sírnbolo D por V sólo para distilguir el caso gravitacional del caso de la secciól

anterior.

Ha^sta ahora hcruos us¿r,clo e1 principio cle e<luiralcnr:i:r. par-a introducir la

rlcrivada covari¿rrite r1el carnpo de Dirac. Consicicrt¡rnos ahora 1a presencia cle los

infinitos sisteru¿¡,s ilcrciales localcs a t¡avés del espacio. L¡r noción c1e sistcur¿¡ iner-

t:ia1 <:orrcsporr<lc a ia 1:losilrilirl¿rr1 dc c¿r¡cc1¿lr lor:¿rlrrcntc. csto os clr lrr r.r,r:irrrlarl rlt.

cual<¡rier punlo dt'1 espaciotictllro, el c¿tupo grin'itatorio caütllihndosc ¿r rur sisttnr¿L

el c¿ícla libre (sistctra locaineltc incrcial). Este caml¡io de sistema de refcrerrcia

corresponde a un caülbio dc coordenadi» a otro eIr quc 1a ¡rétr-ica sea 1a cie rur sistcura

ine¡-cial: la rnétrica r1c Nlilliol'slii. Si l¿¡.s <:oor"rlcladas rrr¡ iucrt:i¿ cs solr lr! r. 1i¡s c1e1

sistcna inercial son ;o, entonces tlz" ,= r;" ptlt:t'. L¿l uatr-iz en,, se ilama sistcma ile

referenci¿r mór'il o r,iell¡ein (vir:l signifrr:a r.arios r.bein patas et) a1en1ur. en el caso cle

tcr]or ufi csp.ircio rlc nratro rlirncrsiorios ostc c¿unpo sc rlcnotlitr;r, r.ic¡lroil o tótrarla)

y con esta natriz podcmos rcfer-ir los r-rbjetos dcl siste¡ra loca1 el cl sisleura de co-

otrlcn¿ld¿rs 1' li¡ 1'v¡¡5¿¡. Uiur tiisurrsióu rulrs cxtcrrs¿r ol cstc lcrrgu¿rjc sc ctrcltcrt,r¿r ctl

cl :rpóldice A.

La téir¿da, y por ta to 1a torsión, ticnu uuicl¿rcles r1e longiiud. Luego si

tene[]os ¿r.lgula espel'¿urz¿r que estos carnpos coltribu]'eD a la ¿rno lalía qrir-a1 (que

dtrl>c'rrdc tlt' irl'ali¿rr¡tes topológicos) rlcbcn ser acotnptriiilrlos rle rrrr lactot r¡re lcs

cluite la,s unidades. Esto se logra si couside¡arnos a la tét¡¿da v a la concxión de spin

co¡lo p¿rr-tcs t1c i¿r conexiól dt'1 gnqro rle dc Sittcr. El estc c¿rso c1 factor t¡rc lc tiuittr

rilid¿r<1es ¿r 1¿ tétr¿xla es e1 r'adio tlel u.nive¡so I, de modo que los cauipos televantes
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de la teoría son la conexión de spin c,;'ó y la tétrada normalizada eu/J.

La ¿lcción de uu ca.rnpo de Dirac interactu¿mdo cott el caurpo gravitacional

bajo estas concüciones está dado por

s :; I dD*{p¡t +h.c. (2.38)

donde la tétr¿da é' corresponde a e" /1, é es el determiuaute de I¿ tétrada 1'

Y: ¿tt"Y u. (2.3e)

Este sistema posce invariancia 1ocal cle rotacioncs, ec¡rivalente a Ia invariau-

cia <lc gauge ct la seccióu antcrior, y siruetría quiraü. Nuevalrcltc tu¡s proguxta.luos

si es violada y eu qué forna la simetría quiral t'n la formrrlación cu¿íntica c1e este

sisteua. Este problema fue resuelto por métodos perturbativos en [13], [1a] y [15].

Suponieldo la torsiól uula desde el priucipio.

Usando el método de 1a sección anterior (método de Fujikawa [9]) obtenemos

que la violación de la ley <le conservación de la colrielte <luiral es de l¿r forma

(1uft) =2¡a1*¡, (2.40)

don<le "( - elr)étüt"x{,y

A(x) - | é( t),1,1@) -t r cb "(" ),
(2.41)

donde la base ortoro¡mal {ú,} resuelve el problema de autor,¿úores del operador de

Dirac hermítico daclo por

-- 
^,,r|t",: Y +f,,'ri

donde I es el opcrarlor herrútico en espacios con torsión [23]. Noteuos tlue el tér'mino

extra en (2.42) puede interpretarse como un acoplamiento U(1) a 1os spinores. Así

que su efecto e¡r la anomalía será simplemeute el car'ácter de Chern pala su curvatula.

Nueva,mente (2.41) está mal definido y debe ser regulalizado. Usando el

procedimiento descrito eu la sección anterior obtene¡ros

Y,1,"

Y /, lr\
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Rcspecto a1 caso de 1a. sección ¿nterior no

firctor cl rr:gulirclor.. p11cs err ias turirl¿dcs us¿lri¿ls cLr

oJrcratloL <1t' Dirac cs sil rurirl¡rrk's.

En cspacios ctrrr.os 1¿r c1elta cle Dirac pucdc scr rcprcscntarl¿t r:ouo Lrla in-

tegral en cl cspar;io cle nlolrcnturu

á(.r.v): [!!n'o'o'""'''. (2'11)

clonde !(rr.¡7) cs el biesc¿,1¿r'gcor1ésico. <1ue se retltcc a +(.r - y)2 si el cspacio es

plano [16].

El r'rri¡,<lr¿ulo <lc1 opcr-a<lor <lo Dir¿¡<: sc rlcsr:orn¡rorc rlc 1a siguiorrtc L¡1¿rr()1-¿r:

e:i

1a

(2..13 )

ncccs¿uio a,r:ornpa,nar clc rru

irr:cirirr pa,ra, este sistema e1

(2.43)

(2."16)

f : v,'v, - ¿i:i:i,¿!.t"bi,,,Y 
^ 

+!a¡a';tú r'n"0,,,,.

dondc ti" cs el tensor dc torsiórr )¡.R.i,r, es el tensor dc r:urr¿,trua.

Concentrólrorros en el caso cle cuatrci rliruensiones. A1 igual que en 1a sccción

arrtcrior tlcircmos rletcct¿rr los tórninos r-c1er'¿rrrtcs, i.e. arlucllos (lLlc r1o sc aurl¿rrr al

torr¿lr.. l¿rs tr'¿lz¿rs rlc lr¿rtriccs garl:r o tr1 iltegrar.. c'l uror¡rt'utrrul.

A1 hacer csto Ios rinicos téuninos quc no sc ¿rnul¿r son 1os proporcionales a

Tti^,,;J2 y Tr15./1. Por 1o t¿lto cl rosuLtarlo de la anomaLa para c1 caso gravit:rcioual

¿sruuicndo tolsiól uo rrula t't

A: ,jre"'^'lÍt7lit*o^, - 1ñ 
^ou, 

+ 2i;,i^t,,)

en térrninos rlt 1¿l 2-foru¿r cur\.¿rtrrr¿l R"t' : +R'b t,,¿:t:t'^dl' y rle la 2-forln¿r torsiól
T" - iT" t,,,¿.t]' ^d.r''' 1' rccst;r,1rk'r:icrirlo 1a longittrl clci rrriix'r'so oirtcucrlcis

,t - $tn'u^r ^, 
- |@,"0^"'^"t' -T'^7.)l (2.1i)

Notemos quc este resultado cs ec¡rir.alelte al caráctor de Cherl del grupo

ilc cle Sit¡cr. Así que Ia violaciór de la r:olrieu¡e rluiral cu cspacios col torsióu es cl

c¿rrácter cle Cher¡r <lel gm1;o dc de Sitter.
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2.5 Discusión

L¿l coutribución torsiorr¿l a l¿l ¿u¡or¡ralía cluira,l cs proporcional a.

N : 7""7" - Ro¡nc" neb - d(e"^T"). (2.48)

Si la torsión es cero esperalnos <¿ue 1a anoma]ía sc reduzca a la expresión

ol¡tcnida en 1as referencias [13] [ia] i15] doude ia torsióu es ¡¡ul¿ como condición

inicial. En tal caso vemos que si 7o :0 cl invariante -Iy' se anula colno se aprecia en

(2.48). Por lo <¡rc ltr:uperiu:ros cl caso co¡rocitlo.

Como se dijo en la introduccióu a este capítulo, la ¿¡.uonralía quiral en espa-

cios con torsiól había sirlo estudiada prcvi:r,uente por algunos autores [10] [1i] [18]

[46]. E1 restltaclo obtenido en estos trabajos fue que la torsión rro coltribuye a la

anomalía quiral. Sin embargo, en [t7] [a6] se supuso una conclición cxtra sobre los

campos externos, a saber clue el tensor de torsión satisfaga la conclición, en términos

cle formas clifcrenciales

eoaT" :0, (2.49)

csto se rlenouina 1¿r condición cle "torsióu H". L¿r couclicióu (2..19) equivale a c¿ncel¿¡L

eI térmirio torsional en la atomalía quiral (2.it7), en efecto

d(r:.^7") :7,^T'- .l?"¡^e'^eü : [) (2.50 )

por 1o que no existc cout¡¿r<Iicción entro cl rcsulL¿do urostr:¿rdo (rn estos trabajos y el

mostlado cn esta tcsis.

Po¡ ot¡«.¡ lado cu las rclc¡crci¿r^s [10] y [t8], Ia colrüciór (2.49) uo cs irupucsl,a.

Ellos us¿uon cxplícittulcute el línite.J -* 0 y exp:urdieron la ¿ruorua.lí¿r. en poteuci:r"s

de B. Al hacer esto aparece un téruiuo proporcional a llB qtrc aparece multipücado

por el invariarte torsional que encotrtraúlos en (2.a1. AI tomar e1 límite, este término

es divergente. A pesar c1e esto, en estas refer-c1r.ci¿r,s no se pr-eocuparr deI problema y

obtienen como resultaclo ei término que depende só1o de la curv&tlua en (2.47).

Lo que hcmos heciro en Ia presentación del resultacio de este capítulo es

cousideral a l¿ torsión como parte de la curvatur:r dcl grupo dc rot¿ciones <lel espacio
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targente a la varieclad el una climensión mzryor cle modo r¡re e1 resultaclo es el

inv¿ui¿i,rrte tlc cstc grupo ct r:u¿ltlo di¡¡rclrsiolcs y Lo iil)¿rrccel iu{ilritos.

Couro mostr-arnos en cste capítulo, la ¿ruouralía quir¿ peruritc obtclel el

ínclice ciel operador de Dirac definido sobre algura rariedad clada.

Histór..icamcnte se ha rlesesti¡rado ia coulribuciórr 11r: la tolsiórr al ínciicc dcl

operador de Dirac. E1 origen dc ta1 ascvclacióu sc clcucntra cn la referencia [2a]. La

propie(lad central c¡re usan estos autores es la imposibilidad cie generar in"'ariantes

¿r trar,ós de 1a rnoclific¿r,r:ión r:ontilu¿ c1e 1a coreriril c1e slrirr

tah ah , al,
-1- A (2.51)

donde ¿, es la conexión que tietre torsión nula y ) es ul1 tensor- que pelmite incluir

torsión a la conexión de spin. Debido a que Ia integral del término que depende

só1o de la curatura en la anomalía quilal, llanr¿d6 iuvaria¡te de Poutryagin, es uu

inva¡i¿rnte topológico cualquier transformación continua en Ia conexión no modifica

su va.lor. En particular, la tra.usformación (2.51) no lo modifica así que ia tolsióu

no puede a,fecta¡ desde este punto el índice del operador cle Dirac. Sin emba.rgo,

existe otro inva,riante, independiente de 1a torsión, que sí modifrca 1a anomalía y, en

consecuencia, el índice de este operador en espacios torsionales.

Continua¡emos con esta üscusión en los siguientes capítulos. En pa,ltícula.r,

cal.cula¡emos explíicitamente el índice del operador de Dirac en espacios con to¡sión

en e1 capítuio 4.



Capítulo 3

Anomalía Quiral e Invariantes

Topológicos

3.1 Introducción

En este capítulo estudiaremos 1a relación entre anomalías e inva¡iantes

topológicos.

Para comenzar debemos decir qué es un inva¡iante topológico. Estos son

propiedades que dependen ú.uicamelte de la estluctura globaI de una variedad. Un

tipo especial de invariantes topológicos son los invariantes bajo deformaciones o de

homotopía. i.e., una propiedad que se mantiene sin alteración bajo deformaciones de

la variedad.

Por ejemplo, conside¡emos un triiíngulo. Una de las propiedades fir:rda-

mentales de este objeto es que la suma de sus áagulos interio¡es es siempre iguai a

a-, de modo que si deformamos el triiíngulo a otro, la suma de los ángulos i¡teriores

se p¡ese¡va. Luego esta cantidad es un invariante topológico para triángulos. Los

invariantes topológicos que veremos son análogos a esta propiedad inva¡iante en el

tri:íngulo.

IIn i¡variante topológico de gral importancia en geometría es el inva¡iante

de Euler. Consideremos polihedros dibujados en el espacio tridimensional. Asociado

a cualquier polihedro existe el invariante o característica de Euler que se define como

x-V-L+C,
2t

(3.1)
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dondc I". Z l C son el nrimcro rir.vértices, cle i¿riios 1' c1e caras rlcl polihcdro resircc-

t ir'¿nt'ntc.

C¿rlculemos 1a c¿r¿rcterística de Euier de ul tetr¿rhedro rt,gular'. Estc ¡roscc

-1 r'értir:es, 6 l¿clos r'.1 car¿rs, clc ¡ror1o tlrro su níruero clt Errlel c¡j I :2. PaLa tr
cubo se tieue: 8 r.órticcs. 12 laclos ) 6 caras, de o(lo r¡re srr nriruelo tle Eulcr cs

tanbién 1 : !.

Notcmos c¡re si c;urbianos u.n poLihed.r'o agrcga,rrlo rul¿l c¿r-r-:r rlc un polihecho

1- 1o turirlris ¿ los Ii r.ór'tir:os dc l¿i c¿rL¿1,. r'utorrccs oclrl'r'cn los signioritos c¿lulrios:

I; -- I,'+1. L --+ L+ Ii y C '-- C'+Ii -L. Dc urodo clue el níulr:ro de Euler. pcrrra,ncr:e

constante. La siguiente operacióu tanlpoco :lorlifica este inr'¿rri¿tte: curtar ulra cara

rro tliangulal (;olr Ll1rir diagolal. e1 uriruet'o clc vór-ticcs uo so uro<1ifir:¿r r. I -- Z + 1.

C' -. C'l1 ¡. 1 querla siclrrpre igual. Finaluc tc. todos los polihec1-,..os citc sc ¡[rcclcl
inscribi¡ a, u:ra cslcra tieren 1¿ misr¡r¿l característica dc Euler.

Realiza,lrlo umr:has opelacioncs dc1 tipo auterior podcuos accrcarDos tan¡o

como quela,rnos ¿r una csfera sin caubiar ¡. de urodo qut es posihlc defiuir 1(esfera) :
2. Sirlila,rulcllt t', potleuros corrsidtraL r lcfirluraciorrr:s tlc 1a csfi.l ir. sirr rorlpcr'l:r srilo

cstrirántlola o cncogiérrcloitr. sin cambiar este uúmcro. Por lo t¿rnto 1¿r c¿¡.ra,cter-ística

dt Euler es ru ir¡,aria¡tc clc todas ltrs superficios hoiuotóPicas a la esfer¿r.

Si ¿ rura. esfera le h¿lct'rros dos orificios y 1os pegamos tle t¿rl rnalcr¿r ckr

obte er un toro, la caractcrístic¿r cle Euler sc nodific¿ (r.er figrrr-a 3.1). Luogo si clos

superficics iicrri:rr tlistinias c¿r¡¿rr:tcrístit;as c1e Er cr. entouces rro sol rleform¿rblcs n¡a
cl la otra.

Calculeuos la caractcrística rle Er er dc rru toro. Para ello us¿uros la

propicclatl tic invariatcia baio defornacioles dc est,e ui¡rt,r..r¡ f aplir:zulos 1¿r fóruula
(3.1) a rur polil.Lcrlro rlil»jado solrrc'rrn t.orrr. tIrr polilu.rLo <¡rt'rros 1>crrlitc ol>tcrrcr 1

cs c1 clc 1a figurzr 3.1. <:on 16 vértict:s, 32 l¿rrios y 16 <:ar;r.s. Por 1o tauto 1¿l r:arr:tcrística

de Eukr del toro es l(toro) = 0.

La car¿ctcristic¿ cLc Eulcl de todas las supcrficies bidirneusioralcs se puedcn

ol¡telrr:r r1c 1¿i rnisrn¿ r¿r,1rcra. ei result¿rclo es

,-z(1-r), (3.2)

ciorrcle .r7 cs cl rnimelo r1e trgujelos o "gelus" de la. srrperfit ie.

Ura lotilble propicdad dc iilgunos inv:lria.utcs to¡ro1ógicos cs su rcla.ciól col



Figura 3.1: El toro puede ser obtenido vía deformacioles de este polüedro

expresiores intcgrales de funciones locales de la superficie. Este tipo de inva.r'ia¡tes

son los clue tiene interés para la existencia de anomalías en teorías de ca,mpos. El

inva¡iante cle Euler es uno de estos invaria¡tes.

EI iularia,¡rte de Euler se puedc escribir cu térrnilos dc la iuteglal dc Ia

curyatura de la superficie en consideraciól. Este es el fa,moso teoren]a de Gauss-

Bon:ret: uua superfi.cie bi<limeusiona,I compacta y sin borde I tiene característica de

Euier

r-;/#ft",, (3.3)

tlorrdc Il"¿ t¡s la 2-lbrura cru'v¿rtru¿r.

La expresión (3.3) es la integral de r.rna 2-fo¡ru¿ cerrada (su derivada exterior

es nula) en virtud c1e la icleutidad de Bianchi (ver apéndice A). En general, esta,remos

interesados en invariantes topológicos cie este tipo: uua D-fo¡ma ciiferencial ccrrada

cu rur csparci«r cle D diureuioucs.

Aparte de la variedad en sí, estamos interesados en acoplar grupos de gauge

a ios campos ciefinidos sol¡re la v¿u'iedacl. De est¿r. m¿rrera! 1a valicclad se puecle

idcr-rtific¿r r:on cl espacio b¿rse de un fib¡ado, dorde Ia fibra corrcspoutic al grupo dc

gauge defiliclo t¡n cada punto de ella.

Esta variedad así concebida posee miás estructura que la anterior. Por

lo tanto, cs cleseable que existan nuevos invariantes asociados a1 grupo de gauge.

Penserros en el caso bidiureusional: Uu iuvariarte topológico deriv¿do de un grupo
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de gauge Abeliano es

(3.4)

donde F es la curvatura del grupo.

Veremos en la próxima sección que (3.4), llamado "winding number", de-

pende de la relación eutre e1 grupo de gauge y la variedad bidirneusional X2.

Esta relación puede se¡ extendida a más dimensiones. Por ejemplo en cuat¡o

dimensiones el invariante es el número de Pontryagin

n: {{ , t,,r^r. (3.5)

también este número relaciona el grupo de gauge con el espacio Ia.

Figure 3.2: Superficies bidimensionales con distinto número de agujeros o

genus 9.

En ausencia de un grupo de gauge, además del i¡va¡iante de Euler. se

puede construir ot¡o invariante topológico asociado a 1a geonetría de Xa. Este tiene

Ia forma (3.5) y recibe el mismo nomb¡e

P^:: I a'o^n.,.
IO7t, JE.

En más dimensiones aparecen muchas expresiones de este estilo, en ge-

ometría diferencial se denominan "clases ca¡acterísticas" (para mayor precisión ver

[12] [20]).

Todas estas clases caracterÍsticas dete¡minan e1 conrportamiento de solu-

ciones de ecuaciones dife¡enciales. Y como todas estas expresiones son inva¡iantes

topológicos, Ia estructuras global de Ia variedad restringe la forma de los campos

n: * 1,.o,

(3.6)
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locales. Uno de los ¡esultados nás importaute en topología <¡rc lelaciola invaliantes

topológicos y expresiones locales es el "tcorena del íuclicc" [8]. Precisamenbc son

propiedades cor¡ro el índice tlel operador cle Dirac Ias <1ue cletcruriu¿r.n la anorn¿ ía

quiral.

En este capítuIo nos colcentr¿u er¡.os en inva¡iantes topológicos en teorías cle

ga11ge y gravitación. Respecto a estos iritimos estudiaremos invariautes topológicos

to¡sionales y construirrmos cou-figuraciones de campo con uúmeros iopológicos tor-

sioualos ro lulos.

3.2 Cuantización de la Anornalía e Instantones

En esta sección revisaremos la cuartización del "rviuding mrmbeL" en un

espario bidimensional y el rúmero de Pontryagin para el grupo SU(2). La referencia

biisica, err esta scr:ción es [21].

Conside¡emos spinores inte¡actuaudo con un grupo de gauge Abeliano, a

saber tomemos al grrqro de rot¿i.ciones eD el plaro complejo [/(1).

El potcncial <le gaugc es 1a 1-folma, diferencial

A =. Aydrq ,

y 1a curvatura cs simplemente su derivacl¿ extedor'

I =,J,^1,

que eD conponentes coL-espoutle a1 tensor cle Maxu'ell

(3.7)

(3.8)

Fr,: 0rA, - 0,Au. (3.e)

Es trivi¿rI, en e1 lelguaje de las forrnas difereuciales. probar ia icientidad de

Bianchi

dF :0, (3.10)

pues ltr operación d es ni\rotente.

Debido a la identidad dc Bianchi la 2-forura curv¿t1ua es localucntc la

derivada exterior de un¿ l-forma. Es decir la expresión (3.8) es local. Esto nos indica



que debemos se-r cuidadosos al escribir la integral de .F.

del teorema de Stokes

!,, : l,dA: la»A,
que se calcela si nuest¡a variedad no tiene borde. El

integral, una operación global, en una expresión 1oca1.
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Ingenuamente, haciendo uso

(3.1 1)

e¡ror está en ponel el signo

HEIIIlsfEBO

NOSIE

¡lEir6[ERO
5Un

Figure 3.3: La esfera ,92 tiene dos parches de coordenadas que se traslapan

en torno aI ecuador.

Supongamos que la variedad X consta de dos subvariedades tal que en cada

u-oa de ellas .É'es exacta globalmente. es decir F : dAt y F : dA2 respectivarnente

en cada vecindad. Para fijar ideas conside¡emos la esfe¡a bidimensional 52, esta su-

perficie no puede ser globalmente descrita por un sistema de coordenadas se necesita

aI menos dos. Tomemos como dos subvariedades a ios hemisferios norte y su¡ que

denotamos por Sl f Sl respectivamente. Los potenciales de gauge son para cada

lremisferio A+ y A-. Estas regiotes se interceptan en e1 ecuador, que es un círculo

Sl. En la región de traslape los potenciales de gauge deben diferir en uua transfor-

mación de gauge con eI propósito de tener uea cu¡vatura l¡ien definida sobre toda

la esfera. ¡eco¡demos que la cur.vatura es ulla cantidad invariante bajo e1 grupo de

gauge U(1)
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á*--{-+r1-\. (3.12 )

dorcle dX cs una ftrución bier definida eu,9l. Todas l¿rs furrciorrcs a<¡ri dcfiuidas sou

mapeos que identifica¡ rn punto de 1a esfera con un elemento de1 grupo t/(1), en

particular dX toma puntos de ,91 y los lleva :r,1 mis:ro grupo

¿¡,5r.......+L/(1),

para tener una función dX bicr clefinid¿r sobre 51 se <lebe cuurplir clur:

(3.13)

dxló+z"l: d,xÍól, (3.14)

doude hemos elegido ia coorcler:.ada / tomando valoles entle 0 y 2n en el círculo,

esta.ndo los valores extrenros identificados. Como d-{ [/] es un eleucuto de U(1)

este se puede escribir de 1a forma r;"(ó), siendo u($) ulta fución reaI, por 1o tanto

la condición (3.14) implica que e1 exponente puede ser modificado por uu tér'mino

multiplo entero de 2zr y la fimción z debe se¡ periódica cn el círculo.

Nosotros quereüos c¿¡lcrilar el "windiug number" sobre la esfera, la cou-

strucción a,tterior nos permite escribir esta cantidad como

1,,' '- l,r' * 1,,-' : lu,, o* * l*,-'a-' (3'1ó)

donde en la írltima igualdad hemos usaclo eI teorenla de Stokes. Notemos que áS] -
51 y 0 52- = -,91 por 1o tanto llegamos a

1,,.r - 1",,l, - l,,ffao: r*,,
rlou<le n es un nrímero cntero.

(3.16)

En resumcn, hcmos rlcmostrado quc cl winding lumber es un uírmelo cntero

para 1a esfera

* 1,", -,, (3.17)

además este entero cue[ta el urírnero de veces qne el gmpo U(1) da vuelters cua¡rdo

damos una vuelta eu 51 como se aprecia en (3.13). Otra manera de vcr cste resultaclo

es clue (3.17) refleja eI hecho clue el grupo de las transforuraciones del cí¡culo cn



28

e1 grupo r1c gauge están clasifica<1as por e1 priller grupo de homotopíer cle t'(1).

dcrrc¡t¿rr1o 1>o: n¡ ([i(1)) r¡ro os igrral ¿r ]os cltlcros.

Otro pullo impolt:rntt' de uot¿r* r:s 1¿ ilv¿rriancia dc (3.17) Lajo tleforlrii-

ciolcs rltl tírctrlo. Esto se rrrucstl-a notando (lue una tlclbr¡ración tLe sc cxpresa c1c la,

forma

á-{ : á)-{, (3.18)

rlonclc á) cs un¿r fiurciórr bien cornportatl¿l cn c1 círcrkr- Lrrego el "rvilding rmnr-

bcr" clue es proJrorciola,l a d-\ cambia en tna rlcril¿cla total 1'. por lo tarito, tlucdtr

inalter¿rdo.

Igual a.uá1isis puede ser lleva<lo a cabo para grupos no Abelia¡ros. E} ejenplo

stanclarcl es e1 gm1;o S¿¡(2) en crtatro dinensiones <:onpact ificaclas. 1¿r csfera c1e

crratro climensiones Sa. La gcueralización clcl "rvildilg nutul)c1" err este ca"so cs cl

núrnero <1e Poltryagin

' I p^F:,,.
8rz Jso

(3.1e)

E1 r:ottacto con gl..l1pos cle horrtopía es e1 siguientc. E1 altilogo al ecu¿rrlor

dc 1¿r csler-a cs rur hiperccuacior 53, por Io que ahora intcrt'sal mapcos cltre,53 y el

gnrpo de gaugc SLI(2). Entorces estamos trat¿r,l<1o c1 tcrccr g.,..upo de horlotopí¿r dc1

grupo, quc corresponde a Z + Z. Configuracioncs de campo tlue son extLcuros c1c Ia

acció¡r de Yang-Nli11s en cllatro cümelsiones se dclorli¡au "ilsta,ntones", para más

t1cta11cs ver'112].

3.3 Invariantes Topológicos Torsionales

Como virnos r:n ia intro<1uccióu a cste r:tpitn1o, e1 ciu4o gravitacional posee

invari;rntcs topológicos asociados como cl invariante de Portrvagin. Nosotros cstamos

intclcsarlos crr irr.ari¿r¡rtcs topolficos r¡rc sr. pue<1err colstruir a ptrr..tir rle la tolsirír.

Vere¡nos clue cl invarialtc torsional c¡re contribul.e a la, ¿rno¡¡alí¿r c$riral calculaclo etr

e1 clpítri1o ¿rulelior. tlue 11am:rLcnos iuv¿¡,riaute de Nith-Yau por- scr estos autoLes sus

ricscul¡ri<lores [22], ticnc rutr iltcrprct;rcióu dc clascs r'¿u ¿rc tcrís tic¿r.s.
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3.3.1 Invariante de Nieh-Yan

El cuatro rliurensioncs existcn <los ilr'¿riantcs topológicos colstruil¡1es il

partir dr: la 2-form¿l cul'v¿Itura, estos soD la car¿rcterístir:a de Eulcr 1 ¡' e1 número de

Pontryagin P1

r - f., e"b"'t R"o^R"¿,

P, : 
l-^R",^R,,b.

Los irteglandos cie estos irt¿riantes sol .l-foruas ceu¿rl¿rs en virtud clc l¿¡

iclerticlad rle Bianchi. Atlemás son loc¿¡lmente exact¿rs dcbido al iema cie Poilrcaré.

Se puede protrar, en ru.ra constr-ucción análoga a 1a presentul:r cn 1a sección anterior,

rlue estas iltcgralcs sorr rrtiructos cnteros.

La Írlti¡ra propieclaci. fácil dc rnostr-ar. es que tarto 1 couo Pa soD iuva¡'i-

arries baio cleformaciones c1e la couexión rlo spin. Esta pr..opieclatl c¡re cs fruto clel

ser ilvari¿ntcs topológicos llcvó por lalgo ticurpo a consirlcrar ¿r 1¿ tolsiórr cc¡rto

un objeto incapaz de general.. un irvariante topológico [2a]. En c'fecto, ia ülarl er¿r.

cie ilcluir torsión err una r.arieclad cs cicformar 1a correxión de spiu descle uDa qlle

ticrrc to¡sión rru1a, y colro cl iuvari¿utc dc'Poutrvagin , v el de Eulcr-. sorr irrserrsi-

bles a cleforuacioues eltonces se tiele cprc la torsión lo gcneralia nilgírn ilrariarrte

topológico.

Toclo cstaría bir¡n si ro cxisticra ningrura 4-forma lor:alnente exact:l r¡re sc.

pur:c1a conslrruil apartir rle 1a tolsiól. Sirr enrbargo. lal objcto existe -r. fuc inh:o<lucirkr

por Nich r'\an [22]. Este obieto es precisal:.ente la coltribución cle la torsión a 1¿

anomaiía quiral clue encoutrarros cl c1 capítu1o ¿r"lter..ior. Recorclenos la expresión

del iuvarialtc rio Nit¡h-)il

N : f'^4, * R"6ne" neb.

Est¿r fo-,-rla cs loc¿rlrrcritc er¿rr:t¿1. crt t,{ccto

(3.22)

rY - d(c,^?'), (3.23)

(3.20)

(3.21)

aclem/r.s su integrtil cs irl,¿rr-iante l;ajo defbrrnar:iorres dt'la colexión ¡'de 1a tétlada.
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Un¿r malera en que qrreda de:¡anifiesto la naturaleza topológica <1e1 invali-

¿urtc <lg Nir:h-Ya,n y los ilvariautcs simiiarcs c¡:. rlir¡cnsiotcs c1c1 cspacio rll¿r,yotcs, os ¿r

tr¿vés c1e ia ilmersión del grupo c1e Lorentz (grupo local de sinetrÍ¿s para teor'ías que

iuvolucran al campo gravitacioua.l) en el gr11po cle de Sitter, e1 grupo tle rotaciones

eu r¡ua <limcusióu l|ayor SO(D + 1). La, iuruorsióu se re¿üz¿r t<.¡ru¿urclo ¿l 1¿r tx¡ucxiórr

de spiu r..ru¿ t'la base ortonormal o vielbein e". Por urid¿rles, el vielbein necesita un

piutimeiro I cou dimensiotes de lougitud pru'a que forme palte de ula conexióu [26].

L¿¡ conexión del grupo SO(D + 1) cscrita cr tér'minos de l¿r coue§ól tle SO(D) I'

del vielbein resulta ser [25]

I ."t

WOB:I'
I _L,,hL I.

dW AB + Wlc 
^14/c 

B

I n* - ¡",'""' ir" I
| -iru ol

1l (3.24)

La culvatura asociada a esta couexión se escribe en térmilos de Ia curvatura

en ia dimensión meror y la to¡sióo

(3.25)

Espcci:rlicenos a1 caso cu.adriclirucusional. El invariante c1e Pontrvagin aso-

ciado al grupo de dc Sitter se descompolo de Ia siguiente r:ranern

FAB nF.as : Rob nRot + f,tr" "r,, - R'b ̂ e,,^e;.. (3.26)

«Ie doncie concluinos que el invzu'ialtc <.1e Nieh-Yan es sinpleru«ntc 1¿ difereucia ile

la clase cle Chern de SO(ó) y 1a de SO(a).

La integral del lado izquierdo de (3.26) está cuantizada en virtud cluc el ter-

cer grupo de homotopía de SO(5) es el conjunto r1e los m'r¡reros enter-os r-3 (SO(5)) -
Z. Pot otto lado, la irtegral del primel tér¡:riro del lado derecho de (3.26) depende

dc dos orrtc,-os clebicio a c¡rc' zr3 (.9O(4)) : Z + Z. De l¿1 ru¿urcra Ia iutcgral «lc1

i¡rv¿lri¿rnte dc Nieh-\'an cs t¿uubién uu uÍuuero entero.
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3.3.2 Más dirnensiones

Eu urás dirnelsit¡ncs 1a iumersióu hccha eu (3,24) es válida, por Io <1ue

podemos constrrrl'endo clistintos polinourios invari¿r,ltes cor la 2-forut¿r <:ulvatura F

[12], obtenemos ex?resioucs inr'¿ri¿rntes con la cur-vatut a Rt y Ia torsión ?". Por

ejemplo, eu D : 8 dimelsiores e1 carácter de Chem es proporcional a

rn: n'+fi",,1n'yo,t'-lle.n"o"u¡'-f,r"¡n'yorb+ftt,,,r"|(,'Lnl',.r.'\+lg"Thf .

(3.27)

doncle el proclucto exterior n es asumido.

De esta manera gcueraülos todos 1os inva¡iantes topoiógicos to¡sionales en

dimensiones mayores [27].

3.4 Cuantización de la Anomalía Quiral
en Gravitación con Torsión

En esta sección coustruiremos configuraciones dc c¡mpo tipo inst¿urtoues

para los inva,r'ia¡tes topológicos asociados a 1a torsión. En las dos prir:reras subscc-

ciones analizaremos el c¿rso cuadridimensional, mientras que er Ia riltim¿ subsecció¡r

t¡ataremos una configuración de ca'mpos para D - 8 cli¡:rcnsioles.

3.4.1 Instantón en ,94

Cousideremos 1a esfera de

tlr.sclil¿t itr ruelsár r lolir tu cl csprr.,-io

)Er' t¡uc satisfirccrr l¿r, cr:uar:ióu

cuat¡o dimensiones. Esta va¡iedad puede ser

Euclírleo de cinr:o ciiurensioncs. Los puntos d<t

(:r;1)2 + (r2)2 + (¿e)2 + (r.1)2 + (rr)2 - 1. (3.28)

se encuentriuL sobre Sa.

Este espario tie¡re cun'atura co¡rst¿mtc, cs <lccir existe uua rel¿ciól entrc la

cur tura y la tétrada dada por

n"u : 
f,"" ^"u, (3.2e)



(3.30)

Con cl fiu de evaluar eI vaior de1 c¿rácter de Chcm podemos us¿r.r 1a con-

strucción cle \4tr-Yang [28]. El ca¡ácter cle Chern paxa un gmpo cs proporciolal a

Ia iutegral de Tt'.F2. La construccióu de \\tr-liug está er e1 urisr:ro espíritu de la

evirluación del "winding mrmber" que hicinos en la secció¡r 3.2. Co¡tsiderr.*os el

cubrimiento cle,9a por dos regiones, S] y 51, qrie se intersectan en el ecuador de

csta hipercsl'era. Do uroclo quc cl ciráctcr <Ic Chcru l1cga a, scr
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donde /2 es la crrrvatu¡a de la 4-esfera.

La densid¿d de Pontryagin paxa este espacio se anula idénticanente por lo

ta¡to el ca¡ácter de Chern de SO(5) es igual al inviu'iante de Nieh-\'a¡

lr, 
Fo' ^Fn, 

: I lr,r" "r,.

l"r'r' : !u'¡N* * lon-N-'
donde ,V es tal r¡re localme¡rte se satisface Tr.F2 : d^í y se <lenomina forma de

Chern-Simons, Ios subíndices dc "Af represclta,¡r la zoua de ,54 dorde est¿ form¿

toma su vaior. Si juntamos los bo¡des de las regiones Sf y 51 obtenemos la tres-

esfera,Ss. R.ecorder¡ros que las formas de Chern-Simons están relacionadas eu 53 por

elementos ciel grupo cle gauge. En nuestro caso eI grupo de ga,u¡¡c cs SO(5), de modo

que la integral (3.31) toma los va.lores c¡re clicta el tercer grupo cle homotopía de

SO(5) que son los enteros. Por 1o tanto, eI invaria¡te de Nieh-Yau está cuantizado

en la for':n¿r,

T" nTo : !gv2 n, (3.32)

sicuclo r¿ 1ur outoro.

Estc proccdirnir:uio 1>ucdo ser lcpetitlo cn 8 dimensionr.s tour¿ndo cn crrent¿l

que zr7 (SO(9)) - 3.

3.4.2 Instantón en $ta y $13

Consicleremos ia situació¡r en rlue 1a co¡rexió¡r de spin cs nula, de modo

c¡re 1a cunatura se anula iclénticamente mient¡as la torsión Do, pues depende de la

tétrada. Consi<lclcmos a la tétr¿rda aproximánclose rcgularneute a ,Sr eu infrnito. La

integral que quer-euos er,¿luar.. está dada por

(3.31)

2r
P J,,
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Esta integral tendr'á serticlo sólo si podcmos clefini¡ soble la S;) rura base

global. Esto sc prcrle iraccr rlcl¡icio a un teor-eu¿I cl¿isir:o cn n¿rtom¿ltic¿rs. clebiclo;-r,

Adams. Este cstal¡lecc c¡re Sl. S:r y ,S7 son 1as rinic¿s csfcras c¡rc ¿lch¡rifen urra b¿rse

globaluclte dcrfinirlas so)rre cl1as 129].

Corrstnryauros 1as l¡ases c1c esta esfcras. La primcra clc cllas es e1 circuk¡.

Dcnotemos por' : = t:h ! yrl¡¡ r1D plmto c1c Sl. donde :¡ir y son coordenaclas carte-

sia,las. Deberros encoutLar utr pr¡rto perpcndicrllar a: ¡* defilido sobre todo e1

cír-r:tio. P¿rr¿r olkr rrr¡tcrrr¡s <¡rc cl cú:cu1o pucrlc sc... r-cprcscrrtarlo cu cl lrlauo courlrL..jo

clo¡rtle obtener e1 punto perperdicular a ; equivale rotar en r/2 el punto .:. Luego,

e1 pnnto perpendicular a ; es ¿¿. En coo¡ilenadas cartesianas i: : -!Jrlt: * xd.!1.

EI caso simple t1e ,9r nos ilustrtr el procediniento <1ue usa,rnos en las otras es-

fcru,s partr,1cliz,:rlnes 130]. En ,S3 usarnos 1os cluaterniorres para gererar- la base ortonor-

nr¿¿l local. N{uitiplicarnos pol las tres b¿r,ses cle los quatcrniones (1r,, (12 y 93 a1 elemelto

q11c r-ep¡cscnt¿ u11 punto err la tres-esfera q : .r + l)q1 + :q2 + uq|. Cacla e1e'meuto rie

l¿r base de los qrratuuriorrcs cs -1 ¿r1 cu¿lrh'ario 
"1 

errtrc cllos s¿¡t,isf¿rccu cl tilgebru, tlc

1¿s ruatriccs rh P¿rrrli. cs dcr:il r71r72 : l.¡ I' cí(ilic¿uucntc.

Dc tal r¡ranera Ia base sobrc 53 dc radio r cs

Evalu¿mos el im'a¡iante de Nieir-Yan eu esta conf.gruación y obtenemos

,t : \¡g,t, - rtlg - utl; | :du)

"' : \1-rar -.u,tly * t:tl,z lurlti)

,,t : \¡rrt.r' - :tl¡1 -l yrl: - rdtr.).

1 | ^ t-t .
(:o¡)' J"l rü^u(- - o

(3.34)

El lalor 3 viene clel hccho clue hemos sunado este uírtrrelo de caurpos iude-

pendiertcs crr la integral. La manera de genelar otro rrúmero entelo cs eligiendo, por

e.jcm¡rlo, trna tótr¿xl¿r r(,( on'cr distilto lrinr.to c1c vt cr.s S;l t¡rt' los ot ros r.k'rrrcrrtos

de I¿r base. Dc uoclo clue en general.
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(3.36)

donde n1. n2 y ??3 sou euteros.

Va¡ros al caso de D = 8 ümensioues del espacio. Notc¡ros clue si ponemos

la conexión de spirr igual a cer-o, el írdco tér¡r:ino torsiolal eu el carácter <le Chern

(3.27) es T" ^7". Co:o eI fin de obtener un valor para la integral de esta expresión

necesitamos una b¿l,se eu Ia sicte-esfera en infinito de $i8. AI igual que en la trcs-

esfera, necesitamos uu coljunto de núrueros que gerrele esta l:¿rse. Esto se obtieuc'

usa.ndo los octoniones. La base de este conjunto, <1ue denotarnos por {j1 , - - . , j7 }
s¿tisf¿cen rclaciolcs sir¡il¿¡.res a la ric los <.¡ratemioues- Por eiernplo. .jzjs -- j¡ I
cíclicamente. Adenás cada elemento a,l cuadrado es -1. Usaurdo estas propiedades

<le la base cic los octodones construilrlos uDa base global sobre S?. El primero es

er : -rzdrt* rtdxz- rad,r3 + rJdr4

-r6th5 ! xstl:r6 - cadrrT + ¡7d;r6, (3.37)

Usando la basc cornplcta cvaltta¡:-ros la iltegral tlc 7"^7], cn infinito y obtcn-

emos

;* l'*a"^rtr'" --?¿r + ??2 + r'¡r'

# lrreond'eo 
ntle6nileh : 72'

& lr"eond'e" 
nd'e6ndeb : ('' + "' * rti)2'

rlorde n¡....,r¿i soD entcros.

(3.38)

Nueva,rneute, eligienclo }a ba^se que recor:a distinto nír¡nero de I'eces a l¿l

siete-esfera eDContratnos

(3.3e)



Capítulo 4

Indice del Operador de Dirac

4.L Introducción-Indice de Witten

En este capítuIo estudiaremos la relación entre invariantes topológicos y

soluciones de ecuaciones diferenciales. La relación se establece entre el íldice del

operador involuc¡ado en la ecuación diferencial y los invariantes topológicos en 1a

forma establecida por el teorema de Atiyah-Si:rger [8]. En particular, nosotros esta-

mos interesado en e1 operador de Dirac. En este caso eI índice viene dado por

indp ,," u* - ,-. (4.1)

donde 2." (z-) es el número de autoestados con valor propio nulo de quiraiidad

positiva (negativa).

Establezcamos que e1 lado izquierdo de (2.29) es ia integral de Ia anomalÍa

quiral. Como se mostró en el capítulo 2, 1a anomalÍa viene de la no invariancia de Ia

mefida en Ia integrai de camino. Recordemos que la anomalÍa está dada por

,t(,) - T,il(¿)Iqj"(r),
(4 2)

donde t/"(c) son autoestados del operador de Dirac.

Notemos que 1a ecuación de autovalores del operador de Dirac, que viene

dada por

Yrl,"@): 
^"r1,"@),

Ji)

(4 3)



36

tiene rua iDlportante propicclacl. Si cl cspacio en tlue estlr colstnticl¿r 1¿r, teoría es de

rlilrcnsil»r par. r'ni,orrrrs porlonros dr:finir 1¿r matriz <lrriral f : f l ''f /1. sicrrdo D la

diu.rerrsiór tlcl espacio. La ru¿rtriz r¡rir-al tienr, 1as irroirierltrilcs

12=1,

{f,f'} : 0. (4.4)

De est¿rs propiedadcs se ciesprelrde clue la matr.iz cpil:rl auticolmuta con el

o1>cra,clor r1c Dir¿c. Po-L- 1o tnlto, a tl est¿rtIo u,,, cou va.lor plol;io .\,, ticrrc asoci¿rlcr

ul estaclo f ¡rr)?¿ con va,lor irropio *)". Si sep¿rrarros 1il cxprcsitirr rcgr :rrla <lc (4.2) e:r

los cstaclos de valor propio rrrlo 1. el r-csto obtenemos

notemos quc clebido a qre lq, cs un estaclo cle1 ope-,-.arlor dc Dir¿rc clistinto ¿r (,. 1a

relación de ortonoru¿¡lid¿xl<1e 1a base {/,,} c1 scgundo té¡mi¡ro de 1a ú1tirui.r, cxpresiól

se ¿nu1a tér'rniro ¿r térmilo. Só1o nos r¡recla

t r '1
I A(.rt : i,lie Ltl(.r)l-rr't,,(.,,

: [», j1, rr, ,1,,.;r-l

+ /,ti,,., ! t'iir rr, i*,,1i ).
n+u

[ "tt' I : / | q,,li.r7rq¡1.r¡.
J J'I

(1.5)

(4.6)

Por otro lado. 1a n¿rtriz rluiral <liscriuilra scgíur su qnileLiiriarl ¿r los estados

dcl operador c1c Dirac. Pucsto que 12 : 1 los cstaclos tielen clos posibles cluiralidadcs

+1 pal'a Ia lrositivtr ¡' -1 pnrl la ncgatita. Dc csta. Iorrna. sc,p:rr:rmos la sruu¿l err

(4.6) cn autoest¿clos de r¡riraliclacl positir,a v el ucgativa

[ ..nvt - /;'a.j1, ¡l't,nt, ) + / )' ti]( r.7f q ,(.r.)r r-l J'l

/ » ',,,lt,lrr.{,) - / I ,,r,J{,,),rot,.t

1/+ - U_. (1.i)



37

Por 1o tanto. 1a integrai cie la ¿rnona,1ía co-,..resporrrle a1 iutlit c rlcl operaclor

h,1Y: lA@. (4.8)

El cl r,¿rso cn <¡rc trcoplamos la gcolrctría a1 caupo rlc l)ilac. r'irrtos c¡rc

La anotralía <¡riral rccibe uua r:ontribuciór dc 1¿l torsió1. por lo que el índice rle1

operaclor de Dir¿c también se r.e a{ectado por 1a torsión. En cl r1esa,rlollo c1c este

capítulo urostr¿rre los quc si calt--uiarnos explícitarnelte el inrlir:c <icl oper:lrIor dc

Dirac pa-,-:l estc c¿rso. criolccs l¿r, torsióu contril¡tr1,c dc urr¿r folur¿r cornptrtil;lc corr c1

rcsultadr¡ r1c ia anonalía quiral obtenicla en e1 capítulo 2.

El cálolio clel úrr.lice selá rea]izaclo a tr¿ivés de nn mótotlo tlesarloilaclo en

e1 coltcxlo ric tcorías supersimétricas.

Consicleremos rur sistema nechuico supcrsiuótlir:o. Estc sistcua cstá cic-

scrito por un par de generaclores de supcrsimetr'ía S y Sl que satisfacen Ia, relación

rlt' ¿urticonmrrt;r<'irirr

{S, St} : z¡¡, (4.e)

rlonde fI cs Harniltoliano dcl sistcur¿r. Cornpleta el áIgebr-a l¿rs rclacioncs i1c <:on-

mutación

rlc Dir¿rr:.

ls,11l : o,

lst.,cl : o.

Io c¡re iuclir:a que o1 Haruiltolialo es irrvali¿urtc l>ajo suircrsimctr-ía.

Por comociid¿xl. torrerrob ( on1o , arg¿r srrpersirnétrica Q =
t ¿¡.1 rl¡rncra r¡rc el rllgcbra qrreda

(4.10)

(4.11)

(S + st)/2. dc

Q2: H.

[Q, f1] : 0

(4.12)

(4.13)

Darlo cl problema rle autoralores dcl Hamiltoniaro H.r-t^ *,\'q.,¡, r'emos que

puesto q11c Q .v lJ conmutat puerien ser dítrgolalizados sihnultátrcarnente. Por 1o <1ue

Q otorga 11 . rnleyo ¡rrirnclo cuántico a 1os cst¿rdos dei H¿ruriltod¿rto. Estos uLer,os



níruero 1os 1l¿mauros B (Bosónico) r'F (Fcrmirirrico).

solrrr' los r.st¡LrLis ilcl sisluua

Q,,'' : úi'l'
Qr,,1 : r,/.\,r,1.
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Q actria cle 1a sigu.ieute rnancla

(1.11)

Esto inrür;:r qtrc ios esta<ios tlc II con valor propio no nulo eslárr agmpaclos dc

a parcs. iulo Bosóuico ¡'otlo Fcluióuico. Col cl firl rlc dcfirrir caltirl¿rtlt's irl,aliantes

el teoría,s supersimétlic:rs. Witten iritroclujo e1 opcrildor (-1)r <1ue tlctermiua si un

estaclo es Bosórico o Fcmriónico f31l

, t ,F -,.1t ../''
\-ri 91 - -'i r,

(-1)oql,f - +,!!, (1.15 )

arlemás (-1)' ¿rnticonmut¿ corr 1a carga super.'simtit,.-ir:zr Q.

La canticlacl rlefinida por Tr(-1)F cs conocirl<¡ conro el índicc dc \\rit-

ten. Y es una carrtici¿rc1 c¡ne depenrle cle la r'lifcretrr:i¿r cntre ios estarlos Bosónir:os

y Fermiónicos r:on ¿rttor'¿r,lor- ccro, c1l efccto cst¿r. apropiadarl crrtc (ogl axizad¿l

), ¡J ).1'

: I,,^B',-l)/,'ra- I..( r-I1t,t
^=0,8 

)=0,r'
: ¡r¡():0) - n¡.() : tl).

doncie ns(,\:0) (r¿r(,\:0)) cs cl nilrero tle estaclos Bosónicos (Fcrniónicos) con

¿¡.rrtovalor rnilo.

Por otro 1ado. rl1 índicc dc Q, corrcspoudc ¿r csta <iifcrt¡ncia. Pol 1o tanto

llegamos ai -,..estr1t ¿lrio

irrdQ : T\'(-1)r'c ;rr. (4.17)

notemos quc csta cxpresiót es irrrlepcnclit'nte clel palárnetro ,3.

L¿r silrrilitr«l cutlt' (2.29) y ({.17) rL'sr'¿ur.s¿l <,n rrrr¿r < r¡ncxiírrr Iricu rlefini<l¿.

Poclemos rc1)1ese t¿rr 1¿r cr:rL¿r:ióu clc art,or.¿llorcs t1c'l opcrarior r1e Dirac col]ro l1n

(4.16)
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sistcnl¿l s111) Pl sirtlótr-ico c1l q11c yTcs ia carga Q I'c1 cturdra,tlo rlei o¡rcrarlor t1e Dilac cs

e1 Har¡ilto¡i¿mo. L¿r ccrr¿rciiru <1c Dir¿lc sc obticne r:onro pLittcLit ctrarrt iztx:irirr t1c ttn

sistema c1ásico supersimétrico. Couro ilustración. cousidereIllos o1 oper-ador dc Dirac

librc el ulr cspacio plano p Su problema <ic autov¿rlores sc o}rticuc cu¿ntiza¡rclo e1

sistcna r1¿rr1o por 1a, trccii»r

t :i I 6u,l,t"i" +,y¡,"1, (4.18)

tlontlc'r7r' sorr l¿rs coorclel¿rrlas Bosóuicas 1, ¡rrr ¡¡6u 1¿rs coolrlcn¿rtl¿rs Fcrnióllicas. Note

que Ias coorclen¿das Fermiónicas son r'¿rriablcs ¿¡nticonmutantcs o de Grassmanl.

Este sisterna es su¡rcrsimótrico. ias transforuaciones son

Á.,t1 
- 

, ,tt

óri,u : -.4u, (4.1e)

donrlc ¡ cs urr rninrcro c1c Glassur¿rmr. Esta simelrí¿i es gcucracla por.. lii car-gtr

Q : 'i," 
P,,

clolcic ¿r,, cs c1 urorlculrrtu ¿rsor:i¿rrlo ¿r 1as t;ooltlcuaclas IJosólicas.

(4.20)

Notemos que para cuantizar cstc sister¡¿1. debt'lros encontrar pr-eviarlclte

su for-¡mlaciól Ha¡¡ri.ltoniana. E1 problcrna es que si que.L..emos encoutraL cl moncn-

tum ¿lsor:iados ¿l 1as vad¿rblcs anticonnutantes. encontrallos rm¿r iderticl¿rcl r- Do ura

ccuación. Un camino pala cvitar cst¿r inconsistotcia cs scgrúr el método dc Dira<:

[32] [33]. Afoltun¿rd¿¡rucnte. este sistema es tle prirner order en est¿rs cooldcuacl¿ls.

esto es, uno puede lccr dc la ¿rcción cuá1 es la estructura siurplét;tir::.r (cstruct,nra c1e

paróltcsis rh Poissou). A s¿rbcr'

{q"'p,) : 6'}.

!,hlt ,,\L'l - trt'l!'! J
(1.21)

A1 cuantiza¡ estos p¿róntesis, encontLamos 1a re1¿ción r1e conmutación stan-

rl:rrtl 1;:rra l¿r.s r.¿iriablt' Bos<irric¿r.s y Ia lclaciórr dc alticonuut¿rt:irjl r:ntrt'1¿rs r'¿rriablcs

rle Grassura,mr cuárticas
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Il)t,,i,\ _ ü,,. (4.22)

Vemos que est¿ rela¿ión es satisfecha por las uratrices de Dirac. Ademrís

el morlenturn f, es realiza<lo por la clerivacla parcial 0,,. Por lo tanto 1a carga

supersimétrica Q es, salvo una consta¡te ruultiplicativa

Q : ttDt,: 0. ({.23)

Por 1o tanto hcluos cstablecido la relacióu, rnecliante rur ejenplo, e[tre l1n

sistema supeLsiuétrico 1' cl problema cle autovalores c1e1 o1>elarilor de Dirac. Notenos

que en Ia cualtizaciól, el cspacio de Hilbert es realizado por los spiuores.

4.2 Representación de Integral de Camino del In-

dice de Witten

En esta sección ¡evisa¡emos la represeltación de integrai <ie cami¡6 d6l

índicc. Est¿r represcntu:ión nos pelrnitirá, c¿Ictr1¿l cl Íurlir:cr tlel operildor dc Dirac

acoplado a,l campo gravitercional J¡ a campos de gaugc. Esta represeutiiciór.r se c1e-

nomina "holomórfica' [3a] [35].

Aunrlue nosotros estamos ilteresados en grados <le libertad Fermiónicos, a

ruorlo rlo irttro<hr<:t:ióu 1ts¿Llctuos grr«los Bostilicos.

Consideremos el oscilador armónico ruridimensiona.l. Este sister¡ra tie¡re

Ha:¡iltoniano

n :lrtn, +,f). (4.24)

Este sistema se puede resolver introducienclo 1os operadores de creaciól y

aniquilnción , a y at respecti.vz.mente. Estos operadores satisfacen Ia relación de

conmutación

fa,atl - 1. (4.25)

De esta manera el Ha,miltonia:ro se escribe en términos del operador de

uúmero I[ = ¿t¿ en 1¿ forma H - N +112.
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()ucrerros eücontr..al ul espacio cr r¡re las -,-clacioles cle colr¡utación sc

re¿rlicel de urureril sinple. Esto 1o obtcneuos cl c1 espacio dc I¿s fitur:iortcs t:orupleias

dc tn¿r varia1rlc /(:-) dc la sigtielte uaner:r

(¡ f(2.) : ,- f(z-),
rtt(;") : '[tel.

Es tr-ivial clarse cuelta quc esta re¿rlización satisf¿rr:o 1¿r,s rclacioncs de coumtaciór

de1 sisterna.

.A.hora recesitamos rlefilir ul producto interno cu cl r:spa,cio c1e 1as funcioles

cornplejas tal que c ¡' aÍ seal e1 opelaclor arljulto uno ciel otlo. Esto se procluce con

cl producto intc,,-ro sigtrientc

(r,,r): loll;.rr*"". (4.27)

de nroclo que se cumple (.ft,uf) - (,rrfr,fz) por lo tarnto u l ai son a.cljurltos el uuo

<1e1 otro,

()uclcuros ercoutrar.L¿r fbrma <1uc touran opelarlores ('u cst¿r r-epLcscutar:ióu.

Notemos c¡rc c1 cspacio de l¿rs funciones co:lplejas pucde ser generaclo por 1a base

{l'"(:-) : ;." lnl}. La lbnn¿r irtegral c1e rur operaclor .,1 cstá tlcfinirl¿r, por

'4Í("'): I 
o!:!\,' 

' (€''{(--''ol((). (4'28)
.t :1Tt

donrie A(:-, z) es 1a exparsión dcl operador- á cr la base clel cspacio conplejo

({.20)

(,1.2e)

sierrrlo ,.1,,,,, los clemeltos r1c uratriz rlel opcra.rlor ctr la ¡¡risina basr..

Dc cst¿r se obtient'que e1 proclucto de clos operador..es es siupleucutc

Ahora r:¿rlculcmos 1a tr¿rza del opc.rador A cn est¿r leplc.selta< ión, esta cor-

respondc ii

¡ .lt .lc +

\ / (q r¿t -_€¡..1t-'1r,- .-r- I 
-, 

.{11:'.()-12r{ .: .

.t lTl
(4.30)

" -1- -l-t
TLA: / "!ul , ".1(.'.,).J ,J¡f 

L

(1.31)
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Usando el misuro proceciimiento cncontramos 1¿r Tr r1e un producto c1e op-

er¿uloLes

Ya cstamos en corrdiciones de representa"r''I)e-Pfi. Puesto que la cxponen-

cial puecle ser obtenida como un límite sob¡e e1 producto de muchos operaclores, a

sabcL

rr.4 . A, : I Y# I !,'tt!4;" 
€('-r;-;,'(i

t ltr c |t(t ( t ,.¡ .\. r t\( .(.'¡t./\\t.\'¿) .1.rr(,,_1.(/.

" 
trá : jim_(1 - E¡I)',

rte-ol - I # I y_§-& "-.*-»i=,' 
c.e;,r,,

rr :4-€r +--.+ €;-r1 - . (H(("9,) + . .-+ r{(€;-r,€)) .

Desarrollado las exponenciales iiegamos a

T,,-rrt - t++ /r'?:5;..,J :1Tl J 
k- _-t !7f I

(1.32 )

(4.33)

(4.3.1)

(4.35)

¿orr¿s s - P/lY.

Aplicando sucesivarnente la fórmrrla (a.30) V tourarrrlo tLaza obtenemos

donde

(4.36)

donde

r: = -{-({ - (,) - (i({, - €z) - . . . - {_,(("_, - {), (a(€-, e, ) + . . . + H({;_1, ())
(1.37)

Toma:rdo ei Imite ^\' --r oo la expresión se transforrn¿ en uua integral cle

ca,rnino, tenienclo en cuenta ciue el campo (t * €(t) se colvierte en una ftlirción

contíuua con las condiciones cle borcle {(0) - i(/r) com.o se ve en (1.36). Finalmente

Tte-gr : I Ornr."li t'f -rr«'.e I

JCBP
(4.38)
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clonrle CBP se reficre ¿ "Condiciones rle Borcle Perióclicas" .

Col ol fin r1c obt,encr una cxprcsitil an:í1oga a ('1.38) lrtrr:r r'1 írtdir:c tlc

\\¡itterr. rlr,.bcrros rles¿n'roli¿u' cl 1>rocr'clinicnto ariter..iol Parit ytuial-,les Fi rruióric¿rs.

Es deci¡, en vez de iutegrar sobre variables complejas tlebemos hacerlo sc¡b¡e rariables

c1e Gr-trssmarlrr.

Teniencio el) cucrta 1:ls rcglas bhsica-s c1e iltcgración sobre variables ¿¡,nti-

coll1]iltant es [36]

I a,,

la, (1.3e)

obtenemos, media¡te un desa.r'ro1Io simila.r' a,i del caso Bosónico,

Tte-tlt : 
|",^»¿Oq. 

Ji t.#-rte',1. (1.'10)

tlon<lc CBA sc Lcfielt. a "Contli<:ioncs ilc Bor<le Antil>criórlicas" .

Si insertanos e1 operador (-1)¡' en e1 cálcrrlo de la traza. cllto ces sc ticne

el efecto de c¿rrnbiar las corcliciones de borde a periódicas. Por 1o t¿rrto. 1a rcprc-

selt¿rt ión dc irrtcgral rlc carnilo p:lra c1 írrrlir:c rle \\¡ittcr rcsrrltii scr [3?]

Ti(-1)¡r: "" = l"o,D¿oq-plÍ 
e'#-nc'tt. (1.1i )

Pata el opcuxlol rlc Dirar: rcr:orrlcuros r¡rc I r:umplc cl -,-o1 rlc (-1)¡ 1'c¡rc

el Hamiltonialo es el cuadrarlo del operaclor- cle Dirac. Adernás err este caso lo sólo

están preseltcs campos Fermiónicos si¡ro tambiél Bosódcos, por 1o que clebemos

corubinar ias expLesiorres (a.38) 1' (1.41). Por 1o ianto, not¿rrrdo c¡re la integral en la

exponencial clel lado dcrccho de (4.41) es una acción para 1os r:anpos dtl sisten¿r.

ol¡lener¡ros la, expresiól para e1 ínrlice clel operaclor de Dirac

irr,l$: / T'trttTtt t'l-51't" L .

(4.42)

donclc r1i' y qlr'' sou 1¿rs coolrlcra<Ias Bosónicas y Fcnnióuicas rcspectir.arueltc. ¿rilcnás

ia accitiu S es Ia realizaciór clúit a dc1 problcrn:r t1e autor'¿rloles tltl oper:rrlor-. de Dirac.
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En la próxima sección encontla¡euos uua acciól supersimétrica compatible

con 1¿r. iuchrsiiirr rlc torsió¡r er eI espacio. Usando la ¿cciól cncontr¿ula,, cu la sección

subsiguieute calcularemos e1 índice del operador de Di¡ac a partir de (a.a2).

4.3 Lagrangiano Supersimétrico con Torsión

Debemos obtener un Lagrangiano par¿ una superpartícula que sea inva.ri-

a,nte bajo supesirnetría y r1ue, bajo prinrera cuantización, eI generaclor de la super'-

simeía corresponda al operador de Dir¿¡c.

La superpa.rtícula libre fue considerada en la ecuación (4.18), donde obser-

varnos que bajo cua,ntización este sistema cor'::esponde a Ia ecuacióo de autovalores

del operador cle Dirac iibre. Si acoplamos gravitación o equivalenteurente ponemos

el sistema en un espacio curvo, debemos cambia¡ la acción para ten.er un sistema

iuva.r'ia¿te bajo tra.nsformacioles geuerales de coordena.d.as. La r:ra.ue¡:a de acoplar

Ia geometría sigue los mismos principios del acoplamiento minimal de un grupo de

gauge. Explícitamerte, sean los índiccs loca.les o, á, . . . referirios a rur sistema local

de referencia y los índices de mundo ptu,. ., & un sistem¿l genera,l de coordenadas.

EI término cle las coordenadas Bosóuicas tiene la modifrcación de reemplazar'1a

uétrica plana cu la mótrica rieJ. cspacio cru'vo. Mayor atcnr:iórr rc<¡riurc el tórmiuo

Fermiónico. Refirámonos a estos objetos en un sistema ortonoroal ioctü, debemos

reemplazar derivadas por acluellas covariantes, luego el término con derivada tempo-

ra.l en la coorrlen¿cl¿ Fermiórrica debe ser recmplazada po:r.. 11r¿ dt'r:ir'¿¡d¿ temporal a

lo largo de una derivada cova.ria.nte, es decir

Y'' = ' Dt'' '' / 0u'' \
,t^ 

A - r' (r,, +,^t't,:,Lb ). 
(-1.{3r

rlonde cuo¡ es la concxión dc spin dei ca,urpo gravitacional.

Por lo tatrto la generalización uiltural dcl Lagrangiato (a.18) es

L : ;[s *q' q" + iq* (ú" úo + i^*u "^ú"))
(4.44)

E1 sistema descrito por este Lagrangiano tiene 1a sirnetría (a.19) ,v luego es

supersimétrico. Sin embargo, esta. ¿firu¿¡ciórr es válicla só1o si 1a torsión es irnpuesta
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igual a cero. Deberuos morlificar la acción de (a.aa) con el propósito de colsiclerar

efectos sol¡re el índicc clel operador de Dirac rlue vieneu de la torsiórr.

A pesar cle este inconveniente, cuanticenros este sistcr¡ra a urodo <le ilus-

tración [38]. Este sistem¿ posee el mismo problema con 1as va¡'iables a.nticoumu-

tantes, hay vínctlos a1 iracer el form¿lismo H¿miltoniano canónico, Resolvemos e1

probiema usando ei método de Dir¿c o notando que Ia accióu es de primel orcler

en estas v¿u'iables por 1o clue el paréntesis de Poisson sc lee de la acción. Siendo p,

el momento ca.nónico conjugado de Ia coordenada qp, Ia estructura dc paréntesis de

Poisson resulta ser'

{q",P"):6,),
{,1.,",,!u} : ,t,u .

La supcrsimetría <Ie estc sistema se reflela en su genera«1or

(1.45 )

Q -- "urrl," 
4' . (4.46)

Cuantiz¿ción cauónica consiste en reemplazar funciones de las variables

clásicils en o¡>t,raclotcs quc ¿rctriart cu ul t¡s1>:rcio a,lrstlzrcto Il¿mrarLr csl>a.t'io rle Hilberi.

Adeurás preserval<lo la estmctur¿ simplóctica autqne eu nuevos tipos de paróutesis.

Para va¡iables Bosónicas e1 paréntesis de Poisson se rccmplaztr por un connutador v
para 1as Feuniólic¿rs por un anticonmutador'. Itcluven<1o la coustante ñ obteuemos

En el espacio de las funciones spinoriaulcs, corno el campo de Dirac, estas

relaciones son representadas por los operadores

¡qr'.0,) : th6X,

1it', i'bl -- ittr¡,'t'.

Qu: t!',

i, = ih),,

¡r : ,lit'12,r"

(4.4?)

( 1..18 )
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clondc fn {rs rur:r L}¿rliz ric Dir¿c:.

Dcl Lzr.grarrgialo ol¡tt:rrcnos qrrc ia. rclirci<ít r:rrtlc c1 lltotncuttlll]. \' 1¡rs Í-
1or:it1¿x1e¡ es

p,: #: v,,,'1'*l*''u,',"u' (14e)

lucgo tsarrclo esto cl l¿ carga supersirnótrica ('1.'16) y clr:rntizalrrlo r:ol('1.48)

q : r:lit,, (a, +f,,"' ,,t,,,) : y (4.50)

El Lagriugialo <1uc buscamos <1ebe poscel urrtr srtpcrsiuetr'ía ta1 que srl

gcnr:r.aclor cor-rcsJrondit trl opcrarlor r1t'Dir¿rc crr 1;Lirucrtr cu¿rrrtizacitirr. .{dt'm:is r¡rc

el el lílite de trosión ntla recul-lcremos 1a cxplcsiót (4.'1'1).

El Hamiltoniano clásico correspondc a1 cuadraclo t1c1 operarlor cle Dira.c cn 1a

teoría r:u¿iltica. De rr otlo t¡.r.c obtenclrernos 1¿ acción tlci sistema ''dcscuantizando" .

Por "rlcscu;rltiz¿u" c¡.tcrrrl.curos corro 1¿¡, ¿r.r:<ri<irr r1c tonar r:l lítritc I¿ -- 0. El ctr¿rtlr¿lrlo

cle1 opcraclor.. ric Dir¿rc cstá darlo iror

f - v,§,, - ,,;,';,:.t"Lr;,f^ + |., ;, 'L.t't .t't R,.t,,u.

c1onc1e.-/"¿ = ih".rr] es c'1 geter-ador- c1e SO(D) e:r 1a reprcscltaciól spirrorial.

Esta exp-,-esióri 1¿r irlentifir:arros cor ei Hamiltoni¿Llo cu¿iutico 11 ch la teoria

cllrsica r¡re estamos 1¡usr:anrlo. s¿¡lvo un¿ corst¿rnte multiplir:atir a. En r:lccto pong

¿r1nos

^1^n: ,Y tl.j2t

Arlcurás l¿rlrtc1lcllros 1¿r estr-nctura siupléctica (.i..1?) pues cstarrlos co1l-

side-,-anc1o 1as rnisr¡ras var-iables r|re cl cl caso ¿urter-ior-.

Torla¡rdo cI líuritc ñ -* 0 )' rlespcjanclo cl rrourortuur c1e 1a ccu¿rción <lc

H¿rrniltol

(1.51)

,, 0H
u]1t

olrtcrxruros t,l Lagrtrrrgiarro

(4.53 )



L = lrftr,+ui' 
+ i,t* (,b"'l'o ¡ 4^,u,^'l'")l

- ir*o'7" ^oO^U 
-*(g,pT* u,TP so - 2Rp,\r,)'1"'/"'l'\'l'o' (4'54)

Por otro larlo "desctantiza¡rdo" el operador de Dirac obtcueuros el gener-

ador de supersimetría

Q : !,, (r,r' - !7r'^ou,',yt ¿'t). (+.55)

dc donde podemos encontlal l¿ manera en clue transforuran las coordenadas

6q'

6,1,'

{qu,eQ} - erlu,

{rl,",eQ} - -e i" ,

que son las mismas t¡ansformaciones del caso sin to¡sión y pa.ra la superpar.rtícula

librc.

Se pue<lc probal que estas tra¡sformacioues dejan invaliaute Ia acción dada

por (4.54) salvo un término de borde (<1ue es la carga Q) que se anula consideraudo

condiciones de borde periódicas.

Finalmente hemos encontrado el Lagrangia.no necesario pa.la calcula,r' e1

índice del opcrador de Dirac definido eu un espacio curvo donde l¿ torsión se asume

no nula. En la próxima sección calcularernos la expresión

(4.50)

(4.s7)irLd(: I oq'9¡'"- I! a'Ltqt'!'""'t"6''e")

us¿mrio c1 Lagrangiauo (4.54).

4.4 Cálculo del Indice

El propósito de esta sección es calcular la integral c1e carnino clue apa¡'ece en

(4.57) [39]. Noternos que este cálculo constituJ¡e ura demostración del Teorema de

Atiyah-Singer. Esto se ha calculado previamente eD. el caso sin torsión y acoplando

ca,mpos de Yang-Mills [41] [40] [42] [43] [44] [45].
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Previo a esto considerenros un caso más simple donde las integraciones soblc

v¿uiables Fcrmiólric¿ls y Bosóniczs sirveu de grría piu'a cI caso <1ue uos iutercsa.

Sea 1a intcglal c1e car:ririo

, : l.,,Dqt'Dú"e- 
i: ¿tllan G'i'+'r"i")+a*t',i"'1, (4.58)

clonde r¡ es una matriz antisimétrica.

Las condiciones de bor<le periódicas nos permiten expandir las coordenadas

en la base generada por las funciones .T"' doo,l" ¡¿ es un uírmcro entero, De i¡o<lo

que

donde qf es un úumero real y rlf es anticonmut¿nte.

Notemos c¡re e1 r'esultarlo de1 ínclice es indepenriiente del parárnetro p.

Luego, a,l fiu¿¡l [our¿lrouros c1 li¡uitc /J * 0. Eu estc cspíritu, 1a ura,tliz i¡ sólo iutcrcs¿r.

su parte constante cie su dcs¿u'rollo de Fou¡iel (rrodo cero), lrrego supongamos quc

esta matriz es const¿¡ute.

Debemos defi¡¡.ir la medida de iotegración. Est¿ es todas las configuraciones

de campo compatibles con las condiciones de borcle del problema. En nuestro caso

esto eqrüvalc a tocl¿u l¿s eler:cioues en ltrs consta¡:.tcs de la <:xpansión (4.59). Por.

otro lado, debido a que los ca,mpos son reales, no deben considerar.se en Ia medida

de integración los complejos conjugados rle 1os coeficientes de la expansión. Por 1o

tanto Ia nredida es

,tu(t) = Dú"T*,
t,p(t) - D41"+""

DqPD ('Y : dqodt/.o lT dl,"dl,-,,dq"¿q ,,,
,¡=1

(4.5e)

(4.60)

donde, por ejemplo, dq,. es una abreviación para dq|... dqf siendo D la dimensión

de1 espacio.

La expansión en modos de Fourie¡ también permite hacer las integrales
(lt1e apalecen en el exponettc ett Z. TI'as esto y hacer ru Leescalamiento en las

coordenadas q y los modos cero de ry' (q - ,/Frt y rltn "-. 71 1/ ¡3.rlLo) [40] obtelemos



49

z : 
l,t(tod,t)¡ fr or,,or,,r1q,,ttq-,,e,-e.

donde f) está daclo por

(4.61)

(4.63)

(4.64)

lño -'''''t't"t'' ¡l47i6p,qf;q'-*- (2i,nn6u, - "u,)rl,'i,rlr"*,. (1.62)JL _ 
lwtvyov0 

,¡= I

Notemos que ia suma puede ser absorbida en eI producto i iuito, luego

debemos hacer tres tipo de integrales

La integr-al 21 Do as Garrssiana, pcr-o puedc ll:r.arsc ¿r rina r1c cstc tipo r,ía

el cambio de lariable

,tt: : leti,-itlt),
nl" : 'r(ai + ¡,3il ,

se obtiene 2D integrales Gaussianas. Eu todo caso el ¡esult¿rdo de Ia intcgración es

un factor de lormalizacióu.

Miremos a\<»ra 22. Pucsto rlue est¿mos iutcgran<lo v¿u'i¿¡bies cle Grassnaun,

casi todos los térmi:ros del desarrollo en serie de poteucias de Ia exponencial se anulan,

ya sea porquc se cleva al cuadrado una variable a¡ticonmutautc o porque se integra

un térmiro que no depende en nn¿ o más v¿riables. Sólo un tónnino de la cxpansión

pcruancccrá bras la iutogracióu y éste cs aquel que tielc iguala riúrnero dc varial¡les

clue número de rariables de irrtegración. Por 1o tanto.

z, : I a,¡¡...dt¡fe-\'*+t't'r

1 t1\ Dl2

-t 

-\ cut 'PD

(Dl2)l\2) ' *tltP! *tLD-ttto' (1.65 )
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hemos supuesto que la dimensión del espacio es pa.r, en caso contra.r'io la ¡rte$ación

os uul¿.

Pascmos a Z¡. Pucsto que hay va,r'iables de Gr¿ssm¿urn involucra.clas, lils

integracioues l¿rs hacemos cle 1¿ misma fotma que eI caso a,nterior. lla.rnctuos au, =
2itrn6u, - up,

," : I ofr. . - d.rt,! drlt'-" - . . dl)Dneot','t'i't'"-*

A1 unir los tres resultados el Z vc¡:ros que a1)arecc ru producto infinito clue

es necesar:io calcular. Hasta ahor-a. rrroclulo normalización

- t 
lofr...,t,l,\¿rl,',....dt1t!,,or,,,...oro,otb|,,i,2....,J,!,or/,'-o.

1

- -!--.u t " tr o .u1 'uD 
^- Dl.' ' vPtur "!Du¡)

: det o.

- [ , 1 (7\o/' -,, u,,. : 
J ,rqu (Dl2),.\i) ¿'' -"¿p,tt...tt,o_.pn

É zlrD

.!, (;,) 0"," "
EI Jrrorlnr:to irifirrito c¡re los iltcrcs¿r cs de Ia. forrr a

i(,): fi ('-;), (1.68)

que tiene la expresión [40]

f/.1: :
SI1I ;

Fiuahnente ilega.mos a la exAresión final par Z, clefinimos la 2-forura difer-

eucial ¿¡ : la,,,dql,i ^dq(

z: | ,D/2dú f(uu,l2ni). (4.70)

Pasemos ¿r calcular el índice del operador rle Dirac i'ía 1a fórmula (4.57).

Seguirnos el procedimicnto r¡re acaba,rlos de rlcscribir. es clecil: haceuros expa.nsióu

dc 1os carrpos cn trodos t1c Foruicr (4.59), luego hacel¡os el rcescalaurielto de las

(4.66)

(4.67)

(4.6e)
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coordenadas Bosóui<;as ¡. de1 modo cero de las Perurió icas. En este caso i1t:bemos

[¿¡r:er uu rccsc;.ú¿turicnt,o <'xtLa, csto sc obti<trrc rlc uotar- quc 1:r iutt'¡¡raciírrr dc1 tóuniuo

tluc rlcpenrle rlc potcrl:ias r:u¿ilticas (,u l¿rs vafi¿rl)lcs ¿tltticorrutt t ¿ur1 i's clcsptrtis tlcl

reesc¿lünie to usual no eliui¡ra ia depcldencia en c1 par..ámctro ¡7. Esto se logr-a

hacienrio 11r reescalamiellto en c1 vielbeil, similar al c¡re hiciuos en c1 r:apítulo 2

con cl firr rlc olrtr:uor uu lcsr t¿¡tlo finito c1c 1¿¡. anour¿¡,Ií;r t¡riral. Err tesrrrnorl los

reescalamicntos lecesarios sou

Todos 1os campos que son funcioncs clc las coorden¿das. suponernos <1uc

clependen <1e las coufigu-,..aciones r:onstantcs de 1as coorcleu¿rclas, es ciecir soD calxpos

constantes.

¡\rlclr.L1¡^s r1s;utlos r:oor<1r:rr¿¡cias Br¡sírnic¿r,s uotrlales. crr <¡Lc la colcxión rltr

spir sc amrla rr¿rs rlo srls cielivadas. Este proct'di:lient,o es igual al ca.so sil torsión

pucsto que cste campo lo afecta las geoclésicas Bosónic¿r.s necesarias p:lra, clefilir 1as

r:oor<lcrra<l¿rs lroltluk.s [+6]. Do ruorlo t¡rc c1 trilrlirro dr'pcnrlicttt.c rlc 1¿r r¡ltcxirirt tlc

spin cn c1 Lagraugiano (4.54) -L-.esulta ser igral

(lP -
,1"; --.

I co",
1,,
rt"'"
rt"
! " ,' (1.71)

(4.72)

+ l¡n.r,,^r,i,,'tt',1^i, 
+l(6^uT",,,,Tt 

^,, 
- 2R,,,>,p) ü,/'u)vu,]xi,/' (1.73)

Usauos las ¡nismas técnic¿l.s ernplcad:x eu e1 cjernplo anterior. obtcnctros

i:rtegr:urclo en el ticupo

ir"bt,qP ú'üb : 
f,R 

*^o4tr¡u,¡^4, .

Así r¡re usalclo cst¿rs coordenarltrs el L;rgralgiauo -,..csrrlt¿r scr-

" : lu,, (,t'A" +,i,'ir¡ - f;6,,,,t'r" ^,y,^,i,0

ix(lf : 
/,t,1(,rl,i, 

o 
fr,tll,,,d 

l,,,,tl,r1,,tlq -,,c 
s t, (.{.74)



o : i 4r2 n2 6,,,qliq\, - zitrn| p,l/fit,_ n + itrn R p, t¡lt rlrí q)qr_ 
^n=1

7,+ 
u 16"oT" *TP 

^n 
- ZRu,;,) 1/)tr1)íú¡l)6 (1.7b)

Poniendo la exponencial de la suma como producto cle exponencia.les

iudp - [ dqo¿rl,oe-!G-p'r* t''l'P \o-2R,,^e),tt,t'6,1,¡,],i,'.t
fr. I rr,,o,-,,"2irn6,, vf; ,t',-,,
,=i J

t
.f aq^aq-.e-U"2n2ó¡,,olq'-,,*itrntu,.\?,)'t,t'ícl,c'-,) (1.26)

C¿lculemos primero la iltcgral sobre dq_tlq_.. Esta es <lel tipo

Ir : / ¿q,,¿q-,,r-(u6,"t'lo'-^+;bto ,f-,,), 
G.7T)

donde a e¡j una constante y Zr una matriz antisimétrica consta¡te.
Pa,a transforma.r esta integral a una Gaussiana haccmos ei ca¡nbio de var.i-

ables (4.64)

4-lda^d¡j.e-I(aap,@*li+e*Bx)-o"@iBí-*iu#)). (4.7s)

Esclibarnos 1¿r rn¿rtriz ¿ultisirnótr-it:a ü, tlc 1¿l fomr¿r

rlorrde f) cs

0á,
-ó1 0

b: (4.7s)

0 bolz

-lto/, o

Hagamos ia integral sobre el primer par. ,c v¿riab':s, el ,csto cs ctluivaleutc

I aaiaoia Bia pi"- | (o@'^' +.,'^' + §tr' + p'z^' ) -zbt (*t* §,- - o,. p)^t) . (4.g0)
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Completanclo cuadraclos o hacicndo el cam'l¡io cle va¡iablcs

al - rt+g',
al, : #+Y2.

Al': "2 
*Y',

A?, = ,' - s' (4.s1)

llegamos a tiue la integlal resulta ser ip¡ua1 tr

lt'
, ¡2 (4.82)

It) - +tt

En mrestlo caso o y l¿ rnatriz ó tienen valorcs cspecílicos, luego en cste caso

1a integración clueda

(2rz nz¡z -  Qur&r)z'
(4.83)

clolde .R1 es parte cle la reprcseutación de rlatriz <1e J?¡,,r,,q',j ¡l,fi r¡rc heuos rrlegiclo

0 .l?r

-J?r o

R: (4.84)

0 Rn,"

- R.n," 0

Recordemos clue hay uu producto i:rfinito c1e por medio, entouces si fac-

toriz¿u¡ros rrn téruriuo proporciouer,l a na en (4.83) uot¿uros que el producto infiuito
leleva¡rte es

*1R'
l]. , rrV: ffia, ('r'85)

\"/
Por otlo lado ]a integral er d,t!,tlú -,,, es trivial, sólo se obtiene uu f¿ctor de

uormalización.

El resultado, b.asta iüora, del ín<lice del opcrarlor de Dir.ac es
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(1.86)

donde .A/ es una constaute de lormalizacióu.

Cabe clccir c¡re en (4.86) sólo apa.r'ccerán D-formas cliferelci¿rles.

Especialicemos ai c¿l,so cle D = 4 dimensiones del espacio. en estc caso

recorda,ndo 1¿ cxpansión eir serie de potencia de ia fuución que ap¿recc cn eI producto

indy : / rlqo rllt,:ñ r.- tr F "'1 
1'' ¡"' I p't' 

-2 t? 

" t ¡)'í I ;''J "'í,[, #=

n" :',-1 ' 7

sinhR. - z(R,,\' +360(n,,) +...
Veauros ia expausión del integriurdo en (4.86)

(4.87)

lr-'U1u,ur",,,r0^,-2R,,,x0),l,t,bi,ti,bl)[r*]tn,l'] [r*]tn,l'], (4.88)

conside¡¿,ndo Ia integración en la variable de Gra^ssmann, só1o coltribuyen a Ia inte-

gral

! @l + al) - ! (u.rr" *,r' xo - 2Ru,4) ,r,t,r,í,r,i,hí. (4.8e)

Los dos primeros térmiuos se juntan pat'a original ei térurirro cle Pottryagin.

Notemos que Ia integraciít en dl!¡ entrega u:r síurbolo de Levi-Civita que junto a dq

formau eI elemento de volumen tlqrtr n. . . ndqpD. Finalmelte llegamos a 1a expresión

del índice cr D : ,l

iLdY: N I R"o^a,o+fr (r""r, - R"unen^eb) . (1.e0)

Estzr expresiórr pa,r a el ínrlice cs compatible coll el lcsult¿rrlo dcl r:;rpítu1o 2

de 1a a,noura[a qriiral si escogeruos Ia constantc dc to¡malizació¡ ,\,r : $. Esta

colstante de noruializ¿r,ción clepcncle de la dimelsión ¡' puede ser er'¿l,luada en cad¿r

c¿rso L¿lcicndo Ia torsión igual a cero y comparanrlo cl rc¡su1t,¿r1o r:on e1 ín<lice del

operador de Dir¿c conociclo.



Capítulo 5

Conclusiones

Hemos estudiado Ia cont¡ibución de la torsión a la anomalía quiral o, equiv-

alentemente, al índice del operador de Dirac definido sobre un espacio que admite

torsión y curvatura.

Antes de los trabajos obtenidos de esta tesis (t7], Ugl y [39]) era un hecho

establecido que la torsión no debía contribuir al índice de1 operador de Dirac por el

argumento puesto en la referencia [24] y que hemos repetido en el capítulo 3. Sin

embargo, nosotros hemos demostrado que esta aseveración es incompleta debido a ia

existencia de invariantes topológicos torsionales. Es decir, si no existieran invariantes

topológicos asociados a Ia torsión el argumento de 1a referencia [24] serÍa viílido para

espacios con to¡sión.

El efecto que tiene la torsión sobre la anomalía quiral tiene el aspecto de

clase característica. En efecto, enD=4 dimensiones el invariante de Nieh-Yan es la

diferencia de 1as clases de Chern para el grupo de de Sitter y para el de rotaciones

cuadridimensionales. Esta interpretación de los invariantes torsionales se basa en la

inmersión del grupo de rotaciones en D dimensiones en el de rotaciones en D f 1

dimensiones o grupo de de Sitter como üscutimos en el capítulo 3. Por 1o tanto.

el quiebre de la simet¡ía quiral respeta esta simet¡ía más que ia de ¡otaciones D

dimensionales. Esto 1o interpretamos como que 1a teoría cu¡á¡tica es a altas energras

inva¡iante de de Sitte¡ más que de Lorentz.

Por otro lado, corstruimos ejemplos de configuraciones de campo er que

invariantes topológicos torsionales poseen valo¡es no nulos. Así que 1a cont¡ibución de

la torsión al índice del operador de Dirac en estos casos es no trivial. La cuantización
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r1e cstos va.lotcs es posiblc gracia.s tr r¡rc los glr.qlos c1c homotopía lr¡lcvaltes en estos

casos sou ltr(SO(D +1»:21. ?rr(SO(D)) : Z+Z si la rlirucusiórl cs uírltip1o rlc
t / r-\ r¡,\ l!-1:i \¿/ -:1^/ 111/1.

A est¿¡ altura se ha,ce lecesario calc-r .¿rr exphcitiuneltc c1 írrrlice clc1 opelador

de Dj.r¿¡"c <lcfiuido en un espacio con torsión y curv¿rtuJa no trivialcs. Esto lo hicirlos

en e1 capittlo 4 I' obtuviruos l¿r c:ontribución dc 1¿r torsión en tlimensiones pares.

La couclusiól final c¡rc olrteneuos err est¿r. tcsis es qnt, 1a torsiól uroclific¿'l

e1 ínclice del olrr:radol de Dirac.

Vca¡tos algunas proyecciones quc sc Jxrerlcn obtencr cie esta tesis.

En 1;r-irner lugar, c¡risiéranros illlrcstiga-r- ol rol dc la torsiór en anonalías

c1e gaugc, sobrc todo en e1 coltexto dc c¿u:.cclación c1e anoualías. R.ccor<leuros rlue

este es una firr¡rte restriccióu sol-¡re 1as t,eorías snsceptiblcs tlc scl coustrrrirlas (por

ejemplo ver [a8] y [a9]).

La existenci¿ dc uiurclos topológicos peluitc invcstigru sobrc la preser-

r:ia ric Fermiorrcs con o sin uras¿r err c1ive1'sas dirucrsiorrcs cLcl cspacio [50]. Luego

quisiéramos oirtcler el efecto r1e ios mir¡lcros topológicos torsiolales sobr-e la prescn-

ci¿ dc cstos feruriones 12.1].

Por otro lado cu 1:r r:ompactificación de icorías cic t:icrt¿ rliuctsión ¿r urr¿r

ueno¡ cl ro1 c1e ios inv¿r¡iturtcs topológicos es cmcial er el análisis clel t:ontcuido clc

p¿ttícula,s crr csta rlirrrcusiórr (por" cjtxr¡rlo. dcsdc teorí¿ls r1o r:uclrl¿¡s crr D : 10).

A partir rle este an¿ilisis podúa ros estr¡diar el roi cle la lorsión cn cotstlllcciones

simil¿l,res.



Apéndice A

Teorías de Gauge y Gravitación

En este apéndice revisa¡emos algunos aspectos de teorías de Yang-Mills

especialmente su fo¡mulación en formas diferenciales. Además formularernos la teoría

de la relatividad general como una teoría de Yang-Mills.

Pa¡a comenza¡ definamos 1os ingredientes necesarios en una teo¡Ía de Ya:rg-

Mi1ls.

Sea G ur grupo de Lie. Sus generadores satisfacen un álgebra de Lie

1J,,,J,") - f"6J". (A.i)

donde J" son 1os generadores y ff, las constantes de est¡uctura dei grupo. E1 índice

¿ cuenta e1 número de geueradores deI grupo.

Las consta¡tes de estructura satisfacen dos propiedades fu¡damentales.

Ambas son heredadas de 1a est¡uctura de conmutador que aparece en ellado izquierdo

de (A.1). La primera viene de lA,Bl: -[B,A], iuego

f:b : - Í;",

y la segunda es la idcntidad de .Jacobi

(A.2)

it.fL + i:.Ííd + fLf1t = o. (A.3)

Itlinitesimahnente el grupo actúa sobre un espacio vectorial en Ia fo¡ma

6VA - e'(J.)^ aVB ,
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donde s" son los parámetr-os tle Ia transfolruaciór que pucdcl clepeudtr localleute

dc la posicióu.

Con e1 fin de tener una teoría ünáurica es necesario introducir el concepto de

clelivada. Notei¡.os que Ia derivada de ul vector tralsforur¿ i¡hourogéuetrurente bajo

la acción del grupo G. Para tener una derivada que trarisforme en forura homogénea

debemos clefrnir ia "clelivada covariante"

DtVA : 1uVo + A" p(J,)'r BVB . (A.5)

donde A', es l¿¡ conexión o potencial cle ga,ugc.

Es f¿icil de probar que (A.5) trausforr¡ra covariantemente, i.e., como rrn

vector bajo (A.4) si el poteucial de gauge tra.nsforma de la sigrüentc malrera

5A" , - -Dre". (A.6)

Dcfi¡ramos I¿ l-forura diferenci¿rl A : A pd.l'. Do t¿l fonn¿ l¿ dcriv¿d¿

covariante es una operacióD que toma uu p-forma difereuci¿rl y la tra¡sforma en una

p * l-fornra diferencial.

Couro 1a conexión r:.o transfolma covarianteuren tr:, es lecesario obtener uu

objcto covariante a pa,r'tir de ella. Este objcto es Ia curlatrua. una geueralización del

tensor de NIaxweII

(4.7)

otLa ma¡ela cle obtener este objeto es vía el cuadrado <le la derir.acia col'a¡iante

D"D: F'J". (A.8)

La cruwatur-a de Yang-lvfills juega ul papel crucial en ia descripción de

teorías cle garr¡¡e. La ¿r,cción dc Yang-Mills e¡r D : 4 dimensiorres se escribe eu

témrinos de t'stc czunpo

F. : dA" +1rti"t"^,t'.

¡&": i P""4

donde *.F es dua.1 de Hodge de I [20].

La clerivada cova¡'iante de Ia curvatur¿ es idéuticamente nula

(A.e)
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DF=0, (A.10)

esta relación se conoce como identidad de Bianchi.

Pasemos a Gravitación. Los elenrentos fundamentales para describir la

gravitación son las nociones de distancia y de transporte paralelo.

La primera es equivalente a tener la noción de métrica g* sobre e1 espacio-

la distancia entre dos puntos infilitesimalmente próximos está dada por

d,s2 = g*d,au d,a" . (A.ll)

I.Ina vez que se tiene la noción de distancia entre puntos de 1a variedad

queremos definir objetos sobre ella tales como vectores, tensores, etc. Luego de esto

si queremos definir una teoría dinámica necesitamos definir derivada. En la definición

de de¡ivada está presente Ia noción de comparar objetos en puntos infinitesimalnrente

ce.rcanos. Aquí aparece La necesidad de transportar palalelamente objetos de un

punto a otro, esta noción de transporte paralelo introduce eI símbolo de Ch¡istofel

I. Finalmente podemos defini¡ el concepto de derivada covariante, por ejemplo para

un vector, ver figura A.1

Drv" - 1rV' +l' >,rV^ (A.12)

Usemos e1 principio de equivalencia para ubicar en cada punto del espacio un

sistema ortonormal de .referencia. Transformanos un objeto definido en un sistema

general de coordenadas con índices p. u. . . . al sistema local denotados por los Íldices

a, á. . .. con la mat¡iz de t¡ansforrnación eo, que llamamos vielbein.

La noción de transporte paralelo sigue presente. esta vez Ia derivada covari-

ante sobre un vector local es

DyV":7uVo¡a"6uVb. (A.13)

donde u.,o5, es la conexión de spin. no es otra cosa que Ia transforrnación del símbolo

dc (llrlistoffcl al sistema local dc rcferencia.

Los elementos básicos para describir ia gravitación son el vielbein y la
conexión de spin. Vemos que ei vielbein transforma homogéneamente bajo trans-
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Figura A.1: Par dcfiuir clerir,ada de trn r,ector nccesitauos colrtparal'clos de c11os

infinitesimalmente cert:aros. Pala ello se tr¿msport¿r paralelamente cl vcctor I'/2 para

gcner:nr I,,j.
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formaciones locales de rotación. mientras que 1a conexión de spin transforra corrro

dice su nombre.

Notemos que localmente el grupo de simetría presente es el de rotaciones

en D dimensiones. Si usarnos este grupo para construir una teoría tipo Yang-Mills

veremos que 1a conexión de spin es el anáIogo al campo de Yang-Mills. Sin embargo,

el vielbein no tiene análogo. esto hace Ia dife¡encia entre las teorías de gauge usuales

y gravitación.

A partir del vielbein y de la conexión podemos definir 1-fo¡mas diferenciales

e" : e' ,dtl .,

,¿o a : ,,t" ¡yd¿l'. (A. t4)

Como notamos previamente; la conexiór no transfoma cova¡iantemente

bajo rotaciones locales. Sin embargo podemos defilir un objeto que llamamos 2-

forma curvatura del espacio que sí es covarialrte

Itt -- dt:"¡{ a"""a'6, (A.15)

además con la ayuda del vielbein existe Ia 2-forma de tomión

T" '= d.e" I a"ñb. (A.16)

Estas propiedades del espacio tienen interpretaciones geométricas como se

aprecia en las figuras 4.2 y A.3.

Tanto la curvat u¡a como Ia torsión satisfacen relaciones de consistencia que

llamamos identidades de Bia¡chi

Di?6 : ¡'
DT" = R'^^eb. (A.1?)

A partir de estas .relaciones vemos que las siguientes cantidades sou local-

mente exactas

P : R'b ^Rot,

N = T"^7. - R"one"neb., (A.18)
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I,'0,

Figura A.2: La ¡rresenci;r de crut ¿ltuta cl e1 espacio hace quc cL vectoL 1.¡ traslarlo

p¿ralelarncntc Por la. tltrlcctoria OAC sca distinto al scr tr¿rsl¿¡.r1¿lrlo P:rralclatlcutc

por OBC.



63

Figura A.3: E1 vectol I,'r sc trarsporla par-alclancrrtc a. 1o la-r..go dc I'2 v prorluce l'1.

Arrtiiogimrollc sr, olrticnc I.i a1 tlarrspoltar lraralt'l;mrcnrt' l2 pol I'l . La ligrrril uo sc

cicrra <lebiclo a la presr:ucia rkr torsió1.
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que en cuatro tli¡reusiones corresponden a las densidades <le Pontryagin v de Nieir-

Yau.

En m¿ís dimclsioncs existen relaciones de este tipo, <1e hecho cr D : 8, l¡or

ejemplo, el cuadrado de estas cantidades son localmente exactas 127].

Antes de termin¿t este apéudice, discutilemos sobre el acopiamieuto c1e

spinorcs al ca"mpo gravitncional. Pa¡a ello us¿unos el plirrci¡rio dc equivr.lenci:r, cs

decir, 1¿ posibilidad c1e poner en cada purto de1 espacio uua b¿se ortonorru¿¡,l. Lo-

calmente e1 grupo de simetría es el grupo cle rotaciones en D dimensiones. Los

gcueL«lores cle cste grupo sti.tisfacen Ia siguiente iíJgcbltr tlc Lie

lJ"t, J.¿l : -Io"J¡¿ - 1b¿Jo" * tl,¿J* * r¡6"J,¿, (A.1e)

doncle 1os índices toman valores de 1 a D El espacio dondc ¿l,ctúan 1os genera<lores se

llama representacióu del grupo. En rluestro caso las representaciones sou dc cliversos

tipos y están niveladas por e1 spin. Concent¡émonos cn clos lepresertaciores: 1a

vectorial y Ia spilorial.

En el priruer caso el objeto cle interes es rut vt-'ctor 1/" clue trausfor¡n¿r.

infinitesi¡rafulertc bajo rotacioncs del rnodo siguielte

1

¿l'' : l:''t ( .1.r )' ,ltb : ,o ,.l L 
,')' (A.20)

de donde encontra,mos el generador de rot¿rcio¡res en ia represeutación vectorial

(J.¿)" t: 6ir¡¿6 - 6frr¡¿, (A.21)

es un ejercicio verifir:a,r'c1ue estos generaclores satisfaceu ia reiación de con¡rutaciól

(A.1e).

Pa^semos a la reprcsentación spinorial. El generador cn csta represcntación

est¿i d¿do por el conmutador de dos ¡:ratlices de Dirac, de Lrecho

¿ó = lF.,r¡,1,
(A.22)

doude hemos suprimiclo los ínclices de la lepresentacióri dcl¡ido ¿ qnc es usrra.l esta

práctica en la literatrua, pero no debemos olvidarlos.

Usa¡do este generador, los spiuorcs transforman de Ia siguielte rrranera

bajo rotaciones localcs
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(4.23)

En general los generadores son inv¿riantes bajo la"s transformaciones que

ellos mismos gene¡¿¡J]. En nuestlo caso esto equivale ¿ la invaria¡cia de 1as mattices

d<l Dirac hajo rotaciones lor:¿ics. Verifi<¡rcmos cst:r, propicda<l. Notcuros c¡re la,s

m¿trices cle Dirac tiene tres tipos de índiccs; uno en Ia rcpleseltacióu vectoriai -v dos

en la spinorial. Consicle¡a¡rdo esto vemos que

áto : e'¿tó - f,""|¡r", J"0,, (A.24)

dorde e1 prirner térruino refleia la tr¿ursfbrmación de1 írclicc vector-ial y e1 segrurdo

c1c los íu<liccs spirrori cs. Ustuido prol.ricrl¿xlcs rk:l ál¿;cbra de Clifforri r¡rc sntisfaccl

las matrices de Dir¿¡c encontramos que estos dos tér¡¡rilos se cancela.n mutua.me[te.

por Io tarto

ó1" = 0. (A.2s)

Pa¡a teuer una teoría cliná.mica c1e spinor.-es r¡ecesitamos ]a clerivada covari-

ante en esta reprcsentación en eI grupo de rotacioues. De la discusión pa¡'a teorías

clc ga,ugc porlernos cscribir l¿r clerir.ada cova,r'ia¡te sol.rr'e spinores r¡re }>rrscarnos

aq,: |r"¡r,,r¡.

D4, - di) +Lr."bl,u',¡, (A.26)

cono cl grnpo clc rotacioncs loc¿l es hcreclado de 1>r'opiedadcs clel cer.rupo grar-ita-

cion¿,l. iclcntifica¡ros la coucüón en la dcrivada covaLia.nt,c col ia corrcúón de spiu

del campo gravitaciotal.

E1 plopósito rlc elcotttra¡ 1a dcriv¿xla" cova,ri¿mtc es iutloducil irrte¡acr;ioncs

r-n el Lagrangiauo lilrrc pirn:" spi.rrores. csto cs

Lo: {i[t'01,{), (A.27)

el acoplamiento co¡r la interacción se h¿ce leemplazal<Io la cler.i.rada parcial por la

derivada covariante [51]. En el caso de gravitació[ esto no es suficiente. Notemos

que en (A.27) los índices de1 espacio está sumaclos. En gravitación pax¿ lo$ar
est¿l corrtr¿rccitíu uc<:csitarnos urr:r, ur¿ltriz <¡rc transfoLrue los íurliccs <lcl cstrracio eu
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írl1ir:es 1oc¿rles. Esto 1o hacc cl r'ielbcirr irrtroduciclo arrtcliotniclttr'. Pc¡r lo t¿¡lto. e1

Lagralgiauo pata spinotcs ittt c'r¿rr;tuarrclo cot cl t:tmtpo graYi t¿t{ rioll¿r1 cs

L : c\ete" t,l.,r:,,t'1" D t,t,,. (4.28)



Apéndice B

Matrices de Dirac

Las matrices de Dirac se definen a t¡avés del rílgebra que ellas satisfacen.

Esta es el álgebra de Clifford

{ro,ró} - 2?oü, (B.1)

donde 7'Ú es la métrica plana de1 espacio.

Las representaciones de esta álgebra son matrices de ZlD /21 x 2lD/21. Por

ejemplo, en cuatro y cinco dimensiones la matrices de Di¡ac son de 4 x 4 y en

dimensiones siete y ocho de 16 x 16.

En dimensiones pates se puede definir la matriz quiral dada por el producto

de todas las matrices l, es decir f : f1 . ..fD. Esta matriz satisface las siguientes

propiedades

f2 = 1,

{r,f'} : o. (B.2)

Nosotros estamos interesados en calcula¡ t¡azas de estas matrices. Primero

notamos que las matrices I, incluida Ia quiral, tienen trazas nulas. Además se pueden

obtener los siguientes resultados de t¡azas

'lr7'"1'b : Drt"b ,

Trf I" : 0.

(8.3)
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Para calcular la urouralía quiral en D : 4 uccesitar¡ros 1zr traza dc1 producto

o[tlc 1¿ ruatriz <luiral y dos gcneradores de rotacioucs "I"ü. P¿r¿ cllo separa:los este

producto en la siguiente fonna

Trt Job J"d : ]r (n ¡.1r, J",11 + u"b , J.¿\)

- f;r,r1t*,t'¡,
el conmutador de dos generadores es proporcional a una combinación de generadores

y en esta climensión la traza del producto de 1a matriz quiral cou un generador es

nulo. En cuatro dimensiones el anticonmutador tiene la siguiente expresión

(8.4)

(B.5)

(B.i)

u*.J'o\ :12

de tal forma la t,raza que buscauros

[t"d"d + (r"'roo -,r"*ryu")),

(2.33) es

Trl,Iab,Jc¿ _ €abc¿ - (8.6)

Estc pror:edimiento puede ser cxtendido a dimcnsioncs pares rnayores, si la

dimensión es D = 2n e1 resultado general es

¡l
T"T /dr«z ... rÜ2,-t.J,tn _ " -d1---a2.
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