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. en principio es absolutamente incorrecto

tratar de basar una teoria tinicamente

sobre magnitudes observables. En realidad lo que
sucede es exactamente lo contrario,

Es la teoria la que decide lo que podemos observar.

Albert Einstein*

*Conversaciones con W. Heisenberg, en Physics and Beyonds,

(Nueva York, Harper and Row,1971).
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RESUMEN

Se determinan las geodésicas nulas y tipo tiempo en torno al agujero negro en 2+1
dimensiones (solucién BTZ). Existen geodésicas completas de los dos tipos en el campo
de un agujero con rotacién, pero no en el caso estitico. Se dan los limites superiores e
inferiores para los radios de las 6rbitas en todos los casos y se discute la posibilidad de
pasar desde un espaciotiempo exterior del agujero negro a otro usando los diagramas de
Penrose. El movimiento de las particulas es analizado, ademas, por medio del potencial
efectivo y los graficos de las orbitas.

El equilibrio hidrostatico de una estrella, constituida por un fluido perfecto en 2+1
dimensiones, es discutido en un espacio asintéticamente anti-de Sitter. La geometria
interior del fluido empalma con la geometria exterior correspondiente a la métrica del
agujero negro. Existe un limite superior para la magnitud de la masa del fluido, anélogo
al teorema de Buchdahl en 3+1 dimensiones. Se discute la posibilidad de colapso y se
resuelve exactamente el caso con densidad uniforme, presentandose una nueva solucién
interior.

Se considera, finalmente, la termodinamica del agujero BTZ. Se discuten las escalas
de masa relevantes en la evaporacién debido a la radiacién de Hawking y las limitaciones

en la descripcién térmica de los agujeros negros extremos.
ABSTRACT

Null and timelike geodesics around a 2+1 black hole are determined. Complete
geodesics of both types exist in the rotating black-hole background, but not in the spinless
case. Upper and lower bounds for the radial size of the orbits are given in all cases and the
possibility of passing from one black hole exterior spacetime to another is discussed using
the Penrose diagrams. An analysis of particle motions by means of effective potentials
and orbit graphs are also included.

The hydrostatic equilibrium of a 2 + 1 dimensional perfect fluid star in asymptotically

anti-de Sitter space is discussed. The interior geometry matches the exterior 2 + 1 black-



hole solution. An upper mass limit is found, analogous to Buchdahl’s theorem in 31,
and the possibility of collapse is discussed. The case of a uniform matter density is solved
exactly and a new interior solution is presented.

Finally, the thermodynamics of the BTZ black hole is considered. The mass scales
which are relevant for the evaporation due to Hawking radiation and the limitations on

the thermal description for extreme black holes are discussed.



CAPITULO I.
INTRODUCCION

Los modelos de menor dimensionalidad han constituido un medio muy importante
en fisica para el estudio de problemas que en las cuatro dimensiones habituales resultan
de gran complejidad. Un caso notable son los modelos unidimensionales utilizados en
mecanica cuantica para el calculo de los niveles de energia y coeficientes de transmision
en potenciales cuadrados. En teoria de campos el modelo bidimensional de Schwinger para
la electrodinamica cuantica, asi como el campo escalar en dos dimensiones son utilizados
para la discusion de anomalias y del quiebre espontaneo de simetria.

La teoria de la gravitacion de Einstein ha resultado ser uno de los modelos mas fértiles
en fisica. Desde su formulaciéon en la segunda década de nuestro siglo, las ideas relativas
a la evolucion del universo, la estructura estelar, la dindmica del espacio-tiempo y, en
general, la estructura dindmica de la gravitacion, se han visto brillantemente apoyadas
por las observaciones y, en el plano tedrico, han mostrado un alto grado de consistencia y
belleza. Como toda buena teoria, la gravitacién de Einstein ha generado enormes desafios
en el plano conceptual, destacandose particularmente la tarea de encontrar una sintesis
con la mecanica cuantica. Estos mismos desafios han orientado la investigacion hacia la
gravitacion en menos dimensiones donde la complejidad matematica es menor y pueden
ensayarse nuevos enfoques con mas facilidad. Por otra parte, estos modelos de menor
dimensionalidad tienen un interés en si mismos, como teorias de campo con la posibilidad
de nuevas situaciones fisicas.

Sin lugar a dudas, la primera solucién encontrada a las ecuaciones de Einstein para una
distribucion estatica y esféricamente simétrica de materia ha resultado ser con el trans-
curso del tiempo la que mayores desafios plantea, a saber, la solucién de Schwarzschild ,
que da lugar a la posibilidad de agujeros negros. Desde el punto de vista cldsico, la solucién
de Schwarzschild plantea el problema de las singularidades espacio-temporales, que sur-

gen como una consecuencia inevitable de la estructura de la gravitacion einsteniana. Por
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otra parte, esta solucién impone restricciones a la magnitud de las masas de fluidos en
equilibrio bajo interaccién gravitacional. Investigaciones en este sentido condujeron, al
considerar las presiones internas que podian alcanzarse por la presién degenerativa de
electrones y neutrones, al limite de Chandrasekhar para las masas de las enanas blancas,
y a los limites superiores de masa en los modelos de estrellas de neutrones (pulsares).

El descubrimiento de Hawking [1] de que los agujeros negros emitirian una radiacion
térmica al considerar los efectos cudnticos puso en una base sélida la idea original de
Bekenstein [2] de que estos objetos tenian una entropia asociada. Este descubrimiento es
un hito en el intento de comprender la gravitacién bajo la luz de la mecdnica cuantica.
La radiacién de Hawking ha abierto la puerta hacia algunas de las mayores interrogantes
que motivan hoy la investigacién en de los aspectos cuanticos de la gravitacién: i) jcuadl
es la descripcion microscépica de los estados que dan lugar a dicha entropia?, ii) jcémo
puede resolverse consistentemente la pérdida neta de informacién de los estados puros que
evolucionan en el agujero negro hacia estados mixtos? [3].

La investigacion de modelos de menor dimensionalidad en gravitacién se ha orientado
hacia las respuestas de preguntas tan fundamentales como las planteadas mas arriba. Los
trabajos en 141 dimensiones, por ejemplo, han permitido nuevos enfoques importantes
en los procesos de evaporacién y formacién de agujeros negros. El descubrimiento de una
solucién tipo agujero negro en 2+1 dimensiones ha resultado de gran interés, ya que no
se esperaba encontrar este tipo de soluciones en una teoria que no contine gravitones.
Esta solucién, encontrada por M. Bafiados, J. Zanelli y C. Teitelboim [4] ha sido objeto
de numerosas investigaciones tanto desde el punto de vista cldsico como cudntico. S.
Carlip ha realizado [5] una revisién completa de los trabajos publicados en los dltimos
tres afios en relacion con este agujero negro. En el capitulo II se presentan las principales
caracteristicas del agujero negro en 2+1 dimensiones. En la presente investigacién nos
abocamos a aspectos clasicos de esta solucidn y en la parte final a propiedades térmicas
propias de la radiacion asociadas a este agujero negro. El capitulo III trata de la estructura

geodésica, esto es, lo relativo al movimiento de particulas en el campo del agujero negro.
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El estudio de las geodésicas constituye una de las maneras mas directas de visualizar las
propidades generales de un espaciotiempo. Esta solucién tiene la particularidad que sélo
las particulas sin masa pueden escapar hacia el infinito. Se encuentra también que el
agujero negro dotado de rotacién admite la posibilidad de extraerle energia (proceso de
Penrose) [6].

El colapso de una esfera de polvo en 2+1 dimensiones cuando se incluye una constante
cosmoldgica negativa fue realizado en [7]. Este calculo fue el primer intento de mostrar
que la solucién del agujero negro en 241 dimensiones podia entenderse como el estado
final de un colapso de materia. Los resultados que se muestran en el capitulo IV fueron
motivados por la idea de entender hasta qué punto podia extenderse esta interpretacion.
Se encontrd que, efectivamente, una distribucion esférica constituida por un fluido perfecto
en equilibrio hidrostatico presenta un limite para la razon entre la masa y el radio luego
del cual el colapso se hace inevitable.

Discuteremos a continuacion aspectos generales de la gravitacion en 2+1 dimensiones,

especialmente en relacién al comportamiento de las soluciones que incluyen fluidos.

(i) Gravitacién en 241 dimensiones

La gravitacion en tres dimensiones ha sido objeto de un creciente interés debido a su
simplicidad y los efectos globales y topoldgicos que presenta. Una gran cantidad de refe-
rencias sobre la gravitacion en dos y tres dimensiones hasta 1986 se encuentra en el libro
de J.D. Brown [8]. En tres dimensiones, la teoria general de la relatividad no contiene
grados de libertad dinamicos, es decir, no existen gravitones. El tensor de curvatura es
proporcional al tensor de Ricci, de modo que fuera de las fuentes la curvatura es nula (no
existe limite newtoniano para esta teoria). La presencia de una fuente puntual se mani-
fiesta, sin embargo, en efectos globales, dando lugar a las soluciones con singularidades
conicas. Deser, Jackiw and 't Hooft encontraron este tipo de soluciones para un numero

arbitrario de particulas puntuales masivas cuando la constante cosmoldgica se consideraba
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igual a cero [9].
La expresion para el tensor de Ricci en presencia de materia con la inclusion de la

constante cosmologica, A, es

R,, = (2A — kT)g,, + kT, (1)

donde k es la constante de la gravitacién en 241 dimensiones y T es la traza del tensor
energia-momentum, 7, del fluido. El tensor de Riemann tiene en este caso la siguiente

expresion

Ruu)\p = A(g.uz\gvp - gu,\g;up) + k(guATvp + gvaw\ - gupTvA - gvATvp)- (2)

Fuera de la materia es claro que las soluciones seran espacios con curvatura constante.
Dentro del fluido la curvatura es en general no nula y, por supuesto, no constante. Sin
embargo, como el tensor de Weyl es siempre nulo en tres dimensiones, una particula
dentro del fluido experimentara sélo influencias locales. Se discutird esto en el capitulo
IV cuando se encuentre la ecuacién que gobierna el equilibrio hidrostatico de fluidos en
2 4 1 dimensiones.

Un estudio general que incluia la presencia de soluciones de fluidos perfectos fue reali-
zado por S. Giddings, J. Abbott y K. Kuchar [10]. En ese trabajo se incluyeron soluciones
cosmoldgicas y se calculd la estructura de una estrella con densidad constante sin cons-
tante cosmologica. Es de interés mencionar que estos autores niegan la posibilidad de
obtener soluciones tipo agujero negro en 2 4 1 dimensiones debido a que la gravitacion
no puede propagarse (ausencia de gravitones). Posteriormente, Barrow et al [11] consi-
deraron modelos cosmologicos con fluidos perfectos con ecuaciones de estado de la forma
p = (7 — 1)p, donde v es una constante. No encuentran, sin embargo, las soluciones
analiticas que gobiernan la evolucion del escalar del universo. Estas soluciones, para al-
gunos casos extremos como polvo y radiacién, fueron encontradas por Cornish y Frankel
[12]. Estos autores consideran, ademas, el problema de la existencia de horizontes de

particula y el de la evolucién de las fluctuaciones de densidad y presion en el universo



Capitulo I 5

primitivo. En general, los casos estudiados no presentan diferencias cualitativas impor-
tantes respecto a los resultados en cuatro dimensiones, existiendo también singularidades
de curvatura en t = 0.

Otras investigaciones [13] mostraron que cualquier distribucién esféricamente simétrica
de fluidos perfectos en 2 + 1 dimensiones tenia una masa M, igual (salvo factores en la

eleccion al normalizar la accion) a

1
M= (3)

Este resultado no depende de la ecuacién de estado ni de la forma en que varia la
densidad dentro de la estrella; sélo depende de una constante fundamental de la teoria.
Esta masa, caracteristica de la gravitacién en estas dimensiones, juega, por lo mismo,
un rol importante cuando se considera los estados finales posibles de la evaporacion del
agujero negro en 2+1 dimensiones. Al incluir una constante cosmologica negativa, el
comportamiento de los fluidos cambia significativamente y las estrellas no tienen una
masa universal como la mencionada mas arriba. En el capitulo IV se muestran resultados
generales para fluidos en equilibrio hidrostatico en 241 dimensiones. Estos resultados
muestran una estrecha similitud con el comportamiento de fluidos en 341 dimensiones.

Por otra parte, la existencia de un agujero negro sugiere la posibilidad de que un
fluido en 2 4 1 dimensiones pudiera colapsar, como ocurre con aquellas estrellas en cuatro
dimensiones que tienen una masa mayor que el limite superior para materia fria en equi-
librio hidrostatico al término de su fase termonuclear. En el capitulo IV exploramos la
estabilidad de una distribucién esférica de materia (estrella) descrita por una ecuacion de
estado general que relacione la presién (p) y la densidad de energia (p): p = p(p), p < po-
Se supone que esta estrella en 2+1 dimensiones esta en equilibrio hidrostatico y que la
geometria exterior es asintéticamente anti-de Sitter. Se encuentra un limite superior para
la masa bajo las siguientes supuestos adicionales i) la densidad de energia es positiva:

p>0,y,ii) la materia es microscépicamente estable: dp/dp > 0.
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(ii) Termodindmica de agujeros negros

Los sistemas estelares emiten radiacién debido a los procesos termonucleares que se
desarrollan en su interior. Una consecuencia directa del teorema del virial en sistemas
bajo interaccion gravitacional es el hecho de que las estrellas aumenten su temperatura
a medida que se contraen o, dicho de otra forma, su radiacién aumenta a medida que
pierden masa. El calor especifico de estos sistemas es, por consiguiente, negativo. ' Los
agujeros negros también participan de esta propiedad pese a ser objetos que han colapsado
completamente y cuya radiacién es de origen cuantico (cuantizacién de un campo escalar
en un fondo dado por la métrica de Schwarzschild ). En este sentido los agujeros negros se
comportan en la forma usual para sistemas bajo interaccion gravitacional. La temperatura
de un agujero negro de Schwarzschild es inversamente proporcional a su masa y posee una
entropia proporcional al cuadrado de la masa. Una estimacién numérica de esta entropia
muestra que el niimero de estados disponibles (~ e° = ezp(4mrGM?/k)) es del orden de
10107, para un agujero negro con la masa del sol. Este nimero que es incomparablemente
mayor que el deducible de los estados de la radiacion de una estrella como el sol. Esto
es una consecuencia de la gran informacion perdida al terminar el proceso de colapso,
quedando el agujero negro caracterizado solo por su masa M, su carga () y su momento
angular J.

La evaporaciéon final de un agujero de Schwarzschild resulta un ser un proceso bas-
tante complejo desde el punto de vista conceptual. Se espera que a masas cercanas a
la de Planck, la descripcion semicldsica ya no sea valida y, por consiguiente, sélo una
teoria cuantica completa de la gravitacién podria describir este proceso. La descripcién
termodinamica de un agujero negro de Schwarzschild deja de ser valida cuando se alcanza

la masa de Planck, como se prueba en [14].

1En la formulacién de Lovelock para la gravitacién en dimensiones arbitrarias, las soluciones de agujero
negro presentan un calor especifico positivo cuando la dimensién es impar. En estos casos no existen

gravitones y en consecuencia no es aplicable el teorema del virial.
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De gran interés actual son los agujeros negros extremos presentes en la solucion de
Kerr-Newman. La expresiéon general para la temperatura de un agujero negro de Kerr-

Newman de masa M, carga @, y momento angular .J viene dada por la expresién (h =

g = = 1)

2 -1
8T MT = 227 [1 —%i—z+z5] : (4)
donde ,
J’Z
=l aE Ty )

La solucién de Kerr-Newman tiene un horizonte de eventos sélo para z > 0. Los
agujeros negros extremos satisfacen z = 0 y tienen, por lo tanto, temperatura cero. Si
z > 0, el agujero radia hasta alcanzar el estado extremo. Este hecho es consistente con
la hipotesis de censura césmica, puesto que de seguir radiando el agujero dejaria tras de
si una singularidad desnuda. Recientemente se encontré que la entropia de estos agujeros
es cero [15]. Este comportamiento suguiere fuertemente que los agujeros extremos se
comportan como particulas elementales .

En el capitulo V se discute el proceso de evaporacion de un agujero negro en 2+1
dimensiones. La solucién en 241 dimensiones presenta propiedades termodinamicas si-
milares a la solucién de Schwarzschild. Existe una radiacion de Hawking y una entropia
asociada (proporcional al perimetro, en este caso). Las diferencias, sin embargo, son in-
teresantes. En primer lugar, la temperatura es proporcional a la masa, razén por lo cual el
agujero se enfria a medida que se evapora, tal como le ocurre a un sélido comin. Isto es
una consecuencia de la ausencia de interaccidn gravitacional en 241 dimensiones, lo que
da lugar a un calor especifico positivo, propio de la materia cohesionadas por interacciones
electromagnéticas y donde la gravitacion no juega ningin papel. Es claro que el agujero
en 241 dimensiones es una suerte de agujero extremo en la fase final de la evaporacion
cuando su temperatura es cero. Por otra parte, la solucién lleva una escala de longitud
asociada a través de la constante cosmolédgica. Esta escala permite definir, junto con las

constantes universales de la teoria, otras dos unidades de masa distintas de la masa de
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Planck. Estas masas deben analizarse con cierto detalle para encontrar explicitamente
su rol en la termodindmica del proceso. En el capitulo V se analizan estas masas junto
con la validez de la descripcion termodindmica de la radiacion de Hawking de un agujero

negro en 2+1 dimensiones.

(iii) El espacio Anti-de Sitter

En 3+1 dimensiones las soluciones de agujero negros que usualmente son estudiadas
corresponden a espacios que son asintéticamente planos y que corresponden, por lo tanto,
a soluciones de agujeros negros que pueden tener una realidad astrofisica. Sin embargo,
en 2+1 dimensiones el agujero negro es un espacio localmente anti-de Sitter. Es razonable
preguntarse entonces por las justificaciones fisicas de incluir espacios no asintéticamente
planos, especialmente en soluciones no cosmoldgicas.

En el contexto de 241 dimensiones, la inclusion de la constante cosmoldgica permite
la existencia de variedades de curvatura constante, permitiendo extender grandemente las
posibilidades de una teoria que, en su simplicidad, no contiene gravitones. 51 la constante
cosmoldgica considerada es negativa, tenemos una solucion de agujero negro y, como se
prueba en el capitulo IV, la posibilidad de tener fluidos en equilibrio hidrostatico, con un
comportamiento que se asemeja al caso en cuatro dimensiones.?

En 341 dimensiones, el problema de la constante cosmolégica se remonta al ano 1917,
cuando Einstein la introdujo en la formulaciéon de un modelo de universo. Hasta el dia de
hoy no se encuentra una explicacién satisfactoria de los 120 ordenes de magnitud en que
difieren los valores tedricos predichos para la constante con los limites observacionales. S.
Weinberg realiza en [16] una revisién de los trabajos orientados a resolver este problema.

El espacio anti-de Sitter presenta dificultades adicionales en cuanto a su interés en

fisica. En primer lugar, una constante cosmoldgica negativa corresponde a una densidad

2En la formulacién de Lovelock para la gravitacién en dimensiones arbitrarias la constante cosmoldgica

es necesaria para la construcion de soluciones con horizonte de eventos.
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de energia negativa, si es interpretada como la energia del vacio. Por otra parte, la
topologia de este espacio es S x R®, donde S? es tipo tiempo. Estas lineas tipo tiempo
cerradas pueden removerse desenrollando el circulo S*, con lo cual se obtiene el espacio
R!. Este espacio, que no contiene curvas tipo tiempo cerradas y cuya topologia es R
recibe el nombre de cubrimiento universal del espacio anti-de Sitter; no es globalmente
hiperbdlico. Para que el problema de Cauchy quede bien definido es necesario especificar
tanto la configuracion inicial como las condiciones de borde que describen la radiacion
que viene del infinito [17]

L. Abbott y S. Deser [18] demostraron que son estables todas las métricas que tienden
asintoticamente a un espacio anti-de Sitter. La demostracion implica la definicién de
una energia asociada a un vector de Killing tipo tiempo asociado a los generadores de
simetria del grupo 0(3,2) 3. La estabilidad se establece probando que la energia definida
es positiva para todas las fluctuaciones que asintéticamente se anulan, sean pequenas o

grandes.

3Las superficies tipo espacio del espacio anti-de Sitter son abiertas, poseyendo el sistema una simetria

0(3,2) en el infinito tipo espacio, lo cual permite definir cantidades conservadas [19]



CAPITULO II.
AGUJERO NEGRO EN 241 DIMENSIONES

1 Introduccién

La solucién de Schwarzschild en 341 dimensiones ha sido de gran interés en la fisica
tedrica de las ultimas décadas, dando lugar a nuevas ideas y resultados en el campo de los
sistemas ligados gravitacionalmente. Por ejemplo, el estudio de estrellas densas (pulsares
y enanas blancas) ha permitido verificar los limites superiores que pueden tener las masas
de sistemas estelares en equilibrio en relatividad general (esto juega un papel central en
la identificacion observacional de agujeros negros). Por otra parte, los agujeros negros
como objetos colapsados, que pueden emitir radiacién al considerar procesos cuanticos,
constituyen la arena para construir una sintesis de la gravitacion, la termodinamica y la
mecanica cuantica. La investigacion de la gravitacion en 241 dimensiones recibié, por
consiguiente, una proyeccion importante desde el descubrimiento de una solucién con las
propiedades caracteristicas de un agujero negro, es decir, la existencia de un horizonte de
eventos y una temperatura de Hawking asociada [4]. Si bien esta solucién despliega un
comportamiento que sigue de cerca a su contraparte cuadrimensional, algunas propiedades
térmicas son diferentes, como es el caso del calor especifico que, por ser positivo, indica
que la evaporacion de este agujero se realiza a medida que el sistema se enfria.

M. Bafiados [20] expone ampliamente la construccién del agujero negro en 241 di-
mensiones, asi como el estudio de su estructura causal, sus propiedades geométricas y la
termodindmica asociada. Estos resultados fueron publicados en [21]. Expondremos en
este capitulo sélo una descripcién general de esta solucion y sus propiedades que sirva de

guia al lector.

10



2 Principio de accidon y soluciones

La accién para gravitacion con constante cosmoldgica en 2+1 dimensiones es

I:%f\f__—g(R+2l‘2)d2xdt+B, (2.1)

donde B es un término de superficie y, I = (—A)~1/2, el radio de curvatura, que provee la
longitud de escala necesaria para la existencia de un horizonte (en 2 + 1 dimensiones la
masa no tiene dimensiones). Las ecuaciones de Einstein admiten una solucion de agujero

negro dada por
ds® = —N*dt* + N~%dr? + r*(N%dt + dg)?, (22)

donde el cuadrado de la funcién lapse, N2, y el corrimiento angular, N, estin dadas por

J
NZZ"-M'{--Z?“FZ;E a.nd NqS:—"Z—r—z‘, (23)

con —m<tdo,l<r<eo ;y1<p<Lm
La constante de integracién M es la carga conservada asociada con la invariancia
asintética bajo desplazamientos temporales (masa) y J es la carga asociada con la in-

variancia rotacional (momentum angular). La funcién N? se anula para dos valores de r

/ J )2 :
ry =IM3 {li 1_(””)} , (2.4)

dados por

2

donde r; es el horizonte del agujero negro (M > 0y |J| < MI).
La superficie de corrimiento al rojo infinito (ergosfera) esta dada por la relacién gy (r =
Terg) = 0, donde reg = IM 3. Estos tres valores obedecen la desigualdad 7— < 74 < 1o
En ausencia de fuentes el horizonte se anula (M = 0). Este no es un espacio plano,
sino uno de curvatura constante negativa. Las soluciones con masas negativas tienen
singularidades cénicas desnudas en el origen. Sin embargo, en el caso M = —1, (J = 0)

se obtiene el espacio de anti-de Sitter,

il
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2

2 d
ds? = — (1 + %) dt* + Trz + rdg? (2.5)

1+£—2

que no presenta horizontes ni singularidades, y aparece como un estado ligado separado

del espectro continuo de masas.



3 Termodinamica del agujero negro en 241 dimen-

siones

La termodindmica del agujero negro en 2+1 dimensiones fue estudiada en [4] usando la
aproximacion de punto silla de la accién Euclidea [22] que esta dada por la energia libre

del sistema dividida por la temperatura

Ig = BU - § = 3w, (3.1)

donde 3 es el inverso de la temperatura, U es la energia interna, y; es el potencial quimico
conjugado a la carga Q' y S la entropia.

La temperatura del agujero viene dada por la expresion

- )

2 2
1 [_Ti _ J_} (3.2)
2’:'1"7"4_

La primera ley de la termodindmica, dU — T'dS — ¥_; u;Q" = 0, para el agujero negro 2+1

es
JdJ

2
2ry

2 (ri -7 — QdQIn(r4) =0 (3-8)

1—2—473:—?)“""”

de donde pueden identificarse la temperatura, entropia y el potencial quimico:

S =4nr, (3.5)

J
Ky = ﬁ (3.6)
ho = ~QlIn(ry) (3.7)

13
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En el caso del agujero negro extremo, la temperatura es cero. Una consecuencia directa
de la expresién para la temperatura es que el agujero negro en 241 tiene calor especifico
positivo, es decir, el sistema se enfria a medida que se evapora debido a la radiacién de
Hawking. En el caso 3+1, el agujero negro eleva su temperatura a medida que pierde
energia por radiacion, abriendo la posibilidad de terminar la evaporacién en una violenta

explosion.



4 Propiedades geométricas y estructura causal

4.1 Construcciéon geométrica del agujero negro

En la gravitacion en 2+1 dimensiones el tensor de Weyl es nulo en toda la variedad, de
modo que no existe propagacion del campo gravitacional. Como se dijo, el tensor de
Riemann queda completamente determinado por el tensor de Ricci y este, a su vez, por
el tensor de energia-momentum, de acuerdo a las ecuaciones de Einstein. Fuera de la

materia, el tensor de Riemann toma la siguiente forma

R,uu)\p = _A(g.u/\gvp - guAguﬂ)a (4'1)

lo cual indica que las soluciones tienen curvatura constante alli.
En consecuencia, el agujero negro es localmente un espacio de anti-de Sitter. En 241
dimensiones este espacio puede ser sumergido en un espacio de cuatro dimensiones de

signatura (— — ++4) cuya métrica es

ds?* = —du® — dv? + dz* + dy?, (4.2)

por medio de la ecuacidn,

—v? =+ 2t 4y = - (4.3)
El cubrimiento universal de la seudoesfera descrita por (4.3) puede realizarse re-

definiendo adecuadamente las coordenadas para evitar lineas tipo tiempo cerradas. Se

obtiene, de esta forma la métrica [21]

2 2
ds® = — (1 + %) dt* + dr =+ r?de?, (4.4)
1+ 7]
donde las coordenadas tienen los rangos
—0<€t<oo, 0<r<oo, 0<4<2rm. (4.5)

15
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El grupo de isometrias de la variedad descrita por (4.3) es SO(2,2) y coincide con el
grupo de isometrias de (4.4).

El agujero negro también puede construirse explicitamente mediantes identificaciones
sobre el espacio de anti-de Sitter [20]. La identificacion viene dada por una transformacién
generada por un vector de Killing £, que se construye en forma adecuada en término de los
generadores de SO(2,2). La estructura causal del espacio no contiene lineas tipo tiempo
cerradas.

Hay tres regiones de la variedad (4.3) donde la métrica tiene la misma expresion en
términos de las coordenadas (¢,r,¢). La expresion para la métrica en cada una de estas
regiones es idéntica a (2.2), pero la coordenada ¢ no es periédica. En las coordenadas

(t,r,¢) el vector de Killing £ es de la forma

f= 2 (4.6)

y su modulo es

Eaf = gyg =7 B0 (4.7)

Identificar puntos sobre la drbita de ¢ corresponde a identificar

¢ — ¢+ 2km, (4.8)

con lo cual se obtiene la métrica del agujero negro (2.2), (2.3) con 0 < ¢ < 27,y ¢ = ¢+27.
El vector de Killing utilizado en las identificaciones es -en todos los casos- 9/04, el
cual es independiente de . y 7_. En los casos en que el agujero es extremo, |J| = MI), o

la masa de este es cero, la relacién de 9/0¢ con los generadores de SO(2,2) es diferente.

4.2 Diagramas de Penrose

Los diagramas de Penrose y las extensiones maximales del agujero negro en 2+1 son

los mismos que en 3+1. Como es usual, se introducen las coordenadas de Kruskal para
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transformar el elemento de arco

ds? = —(N*)%dt* + (N*)%dr® + r*(N°dt + d¢)*, (4.9)

en

ds? = Qz(du2 — dvz) + TZ(N¢d't + d(f))z, (4.10)

que no posee una singularidad en el horizonte, puesto que la funcién 2 es regular alli. Una
vez que se han encontrado las coordenadas (u,v), apropiadas a las regiones r_ < r <ry
y 7+ <7 < 00, se construyen los diagramas de Penrose con la transformacion usual de

coordenadas

u—i—vztan(p;—q), u-—v:tan(p;q). (4.11)

donde la transformacién inversa se define sobre el rango [—7/2,7/2].

En el caso M # 0, J = 0, se obtiene el diagrama de la Figura 1.

r =10
r=Ty
II
r=oo I I I
v
T r4
r=0
Figura 1

Diagrama de Penrose

M#£0,J=0.
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La singularidad viene representada por las lineas horizontales (tipo espacio) y la region
asintética por las lineas verticales (tipo tiempo). El diagrama es cerrado y por lo tanto la
variedad es maximal. La estructura causal es la misma que en el caso 3+1. La region IT
esta causalmente desconectada del resto de la variedad; un observador en II sélo puede
caer hacia la singularidad r = 0, lo que caracteriza la solucién tipo agujero negro.

Cuando el momento angular es distinto de cero, la extension maximal viene dada por

el diagrama infinito

Figura 2

Diagrama de Penrose

|J/1] # M # 0.

En esta figura, las lineas horizontales son tipo tiempo mientras que la direccién vertical
es tipo espacio.

En los casos M = 0 y M = |J/I| el analisis es mas elaborado (ver [20]) y los diagramas
resultantes se muestran el las figuras 3(a) y 3(b).

En las lineas r = 0 de la figura 3(a) el vector de Killing utilizado en las identificaciones

tiene norma nula por lo cual son singulares.
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(a) (b)

Figura 3
(a) Estado vacio: M =0=J
(b) Caso extremo: M = |J/||
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CAPITULO III.

ESTRUCTURA GEODESICA DEL AGUJERO
NEGRO EN 241 DIMENSIONES

1 Introduccidon

Las principales caracteristicas de un espacio-tiempo pueden ser visualizadas mediante el
estudio de su estructura geodésica. Por ejemplo, el recorrido de particulas masivas y
fotones en caida libre en la métrica de Schwarzschild permite entender varios fénomenos
fisicos de gran importancia: el movimiento planetario, los lentes gravitacionales, el retardo
de una senal luminosa al cruzar un campo gravitacional, etc.

El primer estudio de las geodésicas para la solucién correspondiente a un agujero negro
en 2+1 dimensiones fue realizado en [23]. Los autores de este trabajo usan el formalismo
de Hamilton-Jacobi para obtener las ecuaciones de movimiento de particulas masivas. Sin
embargo, la simplicidad de este modelo de menor dimensionalidad hace innecesario el uso
de este método; las simetrias de esta solucién permiten derivar directamente las expre-
siones para las geodésica tipo tiempo y nulas. Es posible encontrar soluciones exactas para
las ecuaciones de las geodésicas tipo tiempo en todos los casos y no solo para los valores
extremos del momento angular del agujero negro [23]. Ademds, usando los diagramas de
Penrose, se da una interpretacion diferente del cardcter oscilatorio de la solucion radial
tipo tiempo.

En la seccion 2 se derivan las ecuaciones geodésicas. [stas se obtienen en forma
directa utilizando las constantes de movimiento asociadas a los dos vectores de Killing y
la condiciéon de normalizacion para las tangentes a las curvas geodésicas.

En la seccion 3 se resuelve la ecuacién radial y se determinan los limites para el
movimiento en esta coordenada. De estos resultados se concluye que el agujero negro con

rotacion corresponde a un espacio-tiempo geodésicamente completo. Ademas, geodésicas

20
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completas permiten el paso desde un espacio-tiempo exterior del agujero negro a otro.
Esto se discute en base a los diagramas de Penrose.

Se hace notar que mientras las particulas masivas siempre caen dentro del horizonte
de eventos y no existen orbitas estables, las particulas sin masa pueden escapar. Este
hecho permite reforzar la analogia entre este modelo tridimensional y su contraparte
cuadridimensional: fenémenos termodinamicos como la radiaciéon de Hawking, asi como
la extracion de energia desde un agujero en rotacién (proceso de Penrose), son posibles
clasicamente. Al final de esta seccién, se tabulan las soluciones de las ecuaciones geodésicas
junto con los limites para la coordenada radial.

Es posible analizar de un modo directo las principales caracteristicas de las geodésicas
definiendo un potencial efectivo [24]. Se presenta este anélisis en la seccién 4. Se realiza el
estudio de las dos soluciones posibles del potencial efectivo con el fin de entender el proceso
de Penrose y determinar todas las regiones accesibles para las particulas de prueba. Se

incluye también un analisis del arrastre de los sistemas inerciales.



2 Ecuaciones geodésicas

Los vectores de Killing asociados a la métrica del agujero negro son sélo dos [21], 0/0t y

0/0¢. Luego, las constantes de movimiento a lo largo de las geodésicas son

_ 6o o (), J(de
E = —gut _[—M+£2Hd,\)+2(cﬂ), (2.1)

donde £* = (9/0t)* denota el vector de Killing estdtico, y
d¢ J [ dt
— I B O B 2.2
G paer (d)\) 2 (d)\)’ (2:2)
donde ®* = (0/0¢)* es el vector de Killing rotacional y u* = dz*/dA es la tangente a la

curva parametrizada por A, que esta normalizada por la condicién

utu, = —m?, (2.3)

donde m vale 1 para geodésicas tipo tiempo y 0 para geodésicas nulas.
La constante E no puede ser interpretada como la energia local de la particula en el
infinito ya que el campo del agujero negro no es asintéticamente plano.

Realizando los siguientes reescalamientos,

T A -
Fo= ’ = M: t = '—_t:
T EA,—M ¢ PV 7
I

3
S

M’
y usando (2.1), (2.2) y (2.3), obtenemos las ecuaciones geodésicas (en lo que sigue omi-

tiremos los gorros sobre las variables):
J2
rif? = —mz(r4 s pt® —) + (E2 = Lz)r2 + L* - JEL, (2.4)

22
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i = (TZ—I)L—}—%JE
o (r2—r2)(r2 —r2)’
Er?— 2JL

(7 =) = L)

donde el punto significa I
Las ecuaciones (2.4) a (2.6) describen el movimiento de particulas de prueba en el
campo del agujero negro. De estas ecuaciones obtendremos las drbitas para particulas

con y sin masa y el potencial efectivo radial.



3 Soluciones

La ecuacién radial (2.4) puede integrarse directamente. La solucién para las geodésicas

tipo tiempo (m = 1) es

P2(0) = 5 [ ysen(2(\ — X))l (3.1)

y para las geodésicas nulas (m = 0),

'a(/\w-,\o)z—g, a#0
r*(A) =14 2B = Xo), a=0yB#0 (3.2)
! constante a=0y =1,

272

cona:Ez—Lz-f-mz,ﬁ:Lz—JEL——m4J y v =+va?+4p.

Es claro de (3.1) que siempre existe un limite superior finito ryax para la coordenada

radial, que cumple la relacion rpa. > r4. Esto significa que las particulas masivas no
pueden escapar del agujero negro. Esta desigualdad puede ser vista como sigue: reem-
plazando 72 por u + 72, (2.4) queda como

.2

%— =—u?+ Byu+ Ci, (3.3)

donde

By =E"—L*+m*(1-2r) y Cy =r4 (E-—-ZJTE—).
e

El lado derecho de (3.3) tiene dos raices reales para u, una positiva, u, y la otra
negativa, —uy. Luego, u es real sélo para —u; < u < wuy, esto implica que r2 =
r2 +u; > r2 ya que u; es positiva. También puede verse de (2.4) que existe un limite

inferior (rmin) diferente de cero si

a>0 y B<0. (3.4)
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Similarmente, reemplazando r? por v47% en Ec. (2.4), concluimos que el limite inferior
verifica 7, < 7_.

Si las condiciones (3.4) no son satisfechas, las geodésicas tipo tiempo terminan en la
singularidad r = 0 *. Luego, este espaciotiempo es geodésicamente completo, i.e., todas
las geodésicas tipo tiempo, con la excepcion de aquellas que terminan en la singularidad,
tienen una longitud infinita del pardmetro afin, tanto en la direccién del pasado como
del futuro. Una condicién necesaria para que 3 < 0 es J # 0, luego todas las particulas
masivas llegan a la singularidad en el agujero negro estatico.

Del mismo modo, observamos de (3.2) que este espacio-tiempo es también completo
para las geodésicas nulas, con la condicién de que J no se anule. En consecuencia, la
solucién con rotacién es geodésicamente completa.

Contrariamente al caso m = 1, "max puede ser infinito para las geodésicas nulas. Esto
ocurre si E? > L? (a > 0). Las particulas sin masa pueden escapar del agujero negro.

Otro notable hecho del caso sin masa es la existencia de orbitas circulares de radio
arbitrario. Esto ocurre si a y 3 se anulan simultaneamente, lo que corresponde a F£ = L
con |J| = 1 (agujero negro extremo). La misma condicién permite geodésicas tipo tiempo
circulares [23]. En este caso, sin embargo, se tiene una situacion limite, puesto que el
radio de la 6rbita coincide con el radio del horizonte.

En la resolucién de las ecuaciones geodésicas (2.5) y (2.6), consideraremos tres casos,
J=0,0<|J] <1,y |J| =1. Las soluciones para ¢ y t se muestran en Tabla 1 y los
limites radiales en Tabla 2. Las trayectorias de particulas con y sin masa estan dibujadas
en las figuras 5 y 6.

La coordenada radial para las geodésicas tipo tiempo es una funcién periddica del
pardmetro afin A (3.1). Los limites para este movimiento son mayores y menores que los
horizontes externo e interno respectivamente. Este comportamiento puede ser entendido
mediante los diagramas de Penrose para el agujero negro con rotacién [21], que se incluye

en la figura 4. El diagrama estd formado por una secuencia infinita de las regiones I

*La naturaleza de esta singularidad se discute en [21]
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(ry <r <o), II(r—- <r <ry)yII (0 < r < r_). Vemos que la geodésicas
tipo tiempo A, que comienza en un punto de la region I puede cruzar r, y r_ y alcanzar
la singularidad. Sin embargo, la geodésicas B evita la singularidad, cruzando r. y r_
infinitas veces. Esto es esencialmente una consecuencia de la extension maximal del
espacio-tiempo de 241 dimensiones y del caracter tipo tiempo de la singularidad, como se
muestra en la figura 4. Nétese, de la expresion para la coordenada ¢t dada en Tabla 1, que
cualquier radiacién emitida por una particula cuando cruza r, sufriria un corrimiento
infinito hacia el rojo para un observador externo en I, y un corrimiento infinito hacia el

azul cuando cruce r_.



4 Potenciales efectivos y proceso de Penrose
La ecuacion radial (2.4) es una funcién cuadrética de £, y puede escribirse como
= (E - V) (E - Vig), (4.1)

donde las raices V5 son

JL 1
Va(r) = 55 & /(7 = )7 = ) (L + ), (42)

Ambas raices coinciden en el horizonte de eventos
Es directo, pero tedioso, mostrar que para geodésicas tipo tiempo Vi (V.z) es una
funcién monoténamente creciente (decreciente) en la regién I; esto implica que no hay
orbitas estables en esa region. También podemos ver que no es posible definir el potencial
efectivo en la regién 1. Para m = 0, V& tiende asintéticamente a 4L, excepto para el
2

agujero negro extremo. En ese caso, r2 = r2 = 1/2, y el potential efectivo tiene una

seccion constante, permitiendo érbitas circulares, como se menciond en la seccion 3.

Caso sin rotaciéon

En la figura 7 se muestran los potenciales efectivos para M > 0, M = 0, —1. El caso
M = —1 corresponde a un espacio anti-de Sitter; orbitas ligadas estan permitidas. El
estado vacio de la configuracion del agujero negro se obtiene para M =0, (r+ = 0). En
este caso el potencial efectivo tiende a L para r = 0. Todas las particulas con £ > L
caen al origen. El comportamiento es, por consiguiente, cualitativamente diferente al de
los casos con M > 0.

En la figura 7 no aparecen potenciales efectivos para M < —1. La forma es similar a la
obtenida para M = —1 debido a que no existe un horizonte de eventos y el espaciotiempo
tiene curvatura constante negativa.

La figura 8 muestra el potencial efectivo para geodésicas nulas. En los casos con M > 0

las particulas sin masa y £ > L pueden escapar del agujero negro. Se puede notar que
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estos potenciales tienen una forma similar a la de los potenciales para particulas masivas

con momento angular en un agujero negro de Schwarzschild en cuatro dimensiones.

Caso con rotacién (Proceso de Penrose)

Los potenciales efectivos para particulas con y sin masa se muestran en las figuras 9
y 10. Como en el caso con J = 0, sélo las particulas sin masa pueden escapar del agujero
negro.

A continuacién describiremos brevemente el proceso de Penrose, que permite la ex-
traccién de energia desde un agujero negro en rotacién. Para mayores detalles de este
proceso pueden consultarse las referencias [25] y [24]. En general, una métrica estacionaria

en 241 dimensiones se escribe como

ds® = gudt* + 2gi4dtd¢ + gopdd® + grrdr®. (4.3)

En funcién de esta expresion el potencial efectivo queda expresado como

Loy [wE (W —g%)
I/Q;H(T‘) = [ (g”)l/z ] (44)
donde w = —g13/gss €3 la velocidad angular correspondiente al arrastre de los sistemas

inerciales. Es claro de la ecuacién (4.1), que una particula sélo puede moverse en las
regiones donde E > V. o E < V;. Esto da lugar a regiones prohibidas, tal como se
senala en la figura 10, para fotones, que es el caso que discutiremos, pues permite la
~ extraccién de energfa. De la figura 10 se puede apreciar que en el caso con JL < 0 es
posible que E < 0 en la ergoregién, sin que la ecuacién (4.1) deje de tener solucion fisica.
Como se menciond en la seccién II, la constante E no puede ser interpretada como la
energia local de la particula en el infinito. Sin embargo, se exige que la energia medida
por un observador cerca del horizonte con una velocidad U sea positiva. Un sistema
conveniente lo constituye uno que tenga un momento angular nulo y que se mantenga a

una distancia fija, circulando el agujero negro a una velocidad w. Puede mostrarse que la
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energia medida por este observador sera positiva definida siempre que se verifique

E>wl (4.5)

En la ergoregion pueden por consiguiente existir fotones que se dirijan en el sentido
positivo del tiempo y tengan, sin embargo, £ < 0. En algin punto de la ergoregion
se pueden crear dos fotones, con energias +£ y —E, respectivamente, de modo que la
energia total sea cero. El fotén con energia positiva puede escapar del agujero y alcanzar el
infinito, mientras que el que tiene energia negativa es atrapado y cruza el horizonte. Esto
ocurre siempre que el fotén negativo tenga un momento angular negativo superior al del
fotén positivo, de modo que el agujero negro pierde momento angular. Por consiguiente,
en el proceso de Penrose la energia extraida proviene de la energia de rotacién del agujero.

Cuando J es diferente de cero, los sistemas inerciales son arrastrados con una velocidad
angular w igual a P

w = 573 " (4.6)
En el agujero negro de Kerr en cuatro dimensiones, la velocidad angular de los sisternas
arrastrados depende de la masa, tiene el mismo signo de J y decae para r grande como

r3,



5 Discusion

En este capitulo se han resuelto exactamente las ecuaciones para las geodésicas tipo tiempo
y nulas para el agujero en 2+1 dimensiones. Las soluciones reflejan la singularidad de
coordenadas en los horizontes como puede verse de la Tabla 1 y figura 6. Se muestra que
s6lo el agujero negro con rotacién es geodésicamente completo. El caracter tipo espacio
de la singularidad en r = 0 trae como consecuencia que el agujero negro sin rotacién
sea geodésicamente incompleto. Puesto que las particulas masivas no pueden escapar del
agujero negro, el proceso de Penrose puede realizarse sélo con particulas sin masa.

La métrica para el agujero negro con carga [4] se obtiene realizando el cambio N? —
N? + 2Q%log (r/ro), donde @ es la carga eléctrica del agujero y ro es una constante.
En este caso se pueden tener dos, uno o ningin horizonte [26] y el potencial efectivo
podria tener un minimo local, lo que llevaria a un comportamiento muy diferente para
las particulas de prueba. El caso cargado requiere un estudio adicional para encontrar su

estructura geodésica.
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Tabla 1: Geodésicas tipo tiempo (m = 1) y nulas (m = 0) para diferentes valores de J.

xz
H finid :B:C) =1 *y R(z;B;C) =
emos definido f(z; B;C) = log SO o T Ba s 07 1207 4 Bz y B(z )

V—m?z? + Bz + C2

CASO ECUACION DE LA ORBITA
6= £ f(* B = L +m®; L)+ do
=l
tzi%f(rz-1;E2—L2—+m2;E)—|—to
PR [—1—f(r /. B, o6 )H—f(r —12.B_ G)]—}—qb
o<t VIR PR ’
1 ’
t=t——ps [re f(r® =735 By i Cy) = r-f(* =12 ,B_;C_)| +to
1 Riz; B;C
¢=¥\/:J[f($;3;c)+“%——_)] + ¢o’
J2=1 8 T
1 R(z;B;C)
a@ Notar que f(z;B;0) es independiente de z.
b El caso J = 0 se obtiene usando directamente la prescripcién hm i =i k3.
J—0% T_

L
cB:i::E'2 Lz_i_m(l-?Ti)yc:t—Ti(E—;r)
+

d Aquic=r—1 B=E?—L*y C=/L(E— LsgnJ).
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Tabla 2: Cotas radiales para geodésicas tipo tiempo (m = 1) y nulas (m = 0)
diferentes de J.

para valores

CASO COTAS RADIALES
m=1 0<r < I\ (E+L2+1[(E-—LP+ 14+ E* -~ +1
J:O o0 SiE22L2
m=0 0<r?< 2
o si B? < [2
Ha — fa>0ypB<0
m=1 %[a_'_,y]azr??- 2[ 7]
0 otros casos
e A2l 0< ” < SiEzszyL22JEL
JEL — L2 .
m=10 WS r? < 00 SIE2>L2}’L2<JEL
¥~ JBL
0 < r? SW S]E2<L2yL2>JEL

"a=E'—L*+1, B=L*~JEL-J%/4, 4 = \/[(E+L)2+1+J][(E—L)2+1—J].
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Figura 4. Diagrama de Penrose maximalmente extendido para un agujero negro con

rotacién no extremo (0 < J? < 1).

A
r=0 r=0

I

Figura 5. Orbitas alrededor de un agujero negro sin rotacién a) m =1 con 5 =2 y

L=2,b)m=0con E>LyE<L.
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Figura 6. Orbitas alrededor de un agujero negro en rotacién a) m = 1 con [y = 2,
L=2,J=05bym=1con £=2,L=2J=-0.5 Como puede verse de la Tabla 1,
la expresion que relaciona ¢ y r diverge en los horizontes. Luego, las traycctorias que se

aproximan al los horizontes giran alrededor de ellos un namero infinito de veccs.

Figura 7. Ejemplos de potenciales efectivos para particulas masivas con diferentes

valores de M.

Veff
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-

M
aOn oo
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B H)

Figura 8. Ejemplos de potenciales efectivos para particulas sin masa con dilerentes

valores de M.

Veff
4 ¢
o) M==1
b)M=0
c)M=1
d)M=4
2r \@
{v) o
'(c)
()
0 1 A J r
0 5 10

Figura 9. Potenciales efectivos para particulas masivas con JL < 0y JL > 0. Las

regidnes entre Vi y V. estan prohibidas.

Vatt

=== JLo




Capitulo III 36

Figura 10. Potenciales efectivos para particulas sin masa con JL <0y JL > 0. Las

regiones entre Vk y V.1 estdn prohibidas.

Vul‘f

— JO
-=--- JL




CAPITULO IV.
EQUILIBRIO ESTELAR 241 DIMENSIONES

1 Introduccion

En 3+ 1 dimensiones existe un limite superior en relatividad general para la razon entre la
masa y el radio de una esfera estatica constituida por fluidos: M/R < 4/9. La violacion
de esta restriccién implica la existencia de una presién central infinita, lo que conduce a la
imposibilidad de tener el fluido en equilibrio hidrostatico [27]. Este resultado indica que
una estrella suficientemente masiva puede volverse inestable y colapsar. La masa critica
(M,) de la estrella es menor que el limite de Schwarzschild (es decir, el limite que se
encuentra de imponer la condicién de que la signatura del espaciotiempo no cambie), M, =
4R/9 < R/2. La inclusién de la constante cosmoldgica (A) no cambia significativamente
la posibilidad de colapso [28].

Por otra parte, en el marco newtoniano una estrella con densidad de energia uniforme
puede tener cualquier tamafio, puesto que la presién central crece linealmente con el radio.
No existe un limite superior para M/R.

En 2+1 dimensiones con A = 0, el radio de una esfera fluida estatica depende solamente
de la densidad de masa y no de la presién central [10]. Este hecho es una consecuencia
de que no existe atraccién gravitacional en este caso. El resultado encontrado en [10]
descarta la posibilidad de que exista colapso gravitacional para A = 0.

Otros trabajos [13] han concluido que todas las estructuras en equilibrio hidrostatico
que obedecen una ecuacién de estado de tipo politrépico, tienen una masa gravitacional
constante, igual a una de las masas fundamentales que pueden construirse en la teoria, a
saber, 1/k, y producen espaciotiempos de volumen finito. En el capitulo V se discute con

mayor detalle el significado de esta masa.

37
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Estos resultados son consistentes con la ausencia de una solucién a la geometria de
Schwarzschild en 2 + 1 dimensiones cuando no se incluye constante cosmoldgica.

Las soluciones de masas puntuales con constante cosmoldgica presentan horizontes. Si
A > 0, existe un horizonte cosmolégico con una singularidad desnuda.

La existencia de la solucién de agujero negro sugiere la posibilidad que una distribucién
de fluido en 2 + 1 dimensiones pueda colapsar, como ocurre con las estrellas en cuatro
dimensiones cuya masa es mayor que ellimite superior para materia fria catalizada en
equilibrio hidrostatico al final de su fase termonuclear. Se ha mostrado que para una
distribucién esféricamente simétrica de fluido sin presién (polvo), en 2 + 1 dimensiones,
el colapso conduce a un estado final de agujero negro [7].

En el presente capitulo estudiaremos el equilibrio hidrostatico de estrellas en 2 + 1
dimensiones constituidas por materia fria catalizada. La evolucién de las estrellas en
cuatro dimensiones estd determinada basicamente por su masa. Durante esta evolucién el
equilibrio esta determinado por la presién interna generada por la radiacién y las fuerzas
gravitacionales que inducen la contraccién. Durante gran parte de la vida de la estrella,
la radiacién es producida por las reacciones termonucleares que ocurren en el interior. En
las fases finales de la evolucién estelar el material ya no es capaz de generar una cantidad
significativa de energia a través de procesos de fusién. Esta materia es fria, en el sentido
de que se comporta termodindmicamente como un fluido que esté a una temperatura cero
y catalizada en el sentido que casi toda la energia de fusién le ha sido extraida [29]. Asi,
el estado de la materia fria queda determinado por su densidad y composicién.

Puesto que en cuatro dimensiones los modelos con materia fria permiten calcular, con
una aproximacion razonable, por ejemplo, el limite superior para la masa de una estrella
de neutrones, se justifica, realizar un célculo con un fluido perfecto a temperatura cero.

En la seccién 2 de este capitulo se estudian las ecuaciones de campo para la gravitacién
en presencia de fluidos perfectos y se encuentra la ecuacién para el equilibrio hidrostatico
de una estrella con simetria esférica cuando se incluye la constante cosmoldgica. A partir

de esta ecuacion es posible encontrar lemas generales que permiten entender, sin considerar
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ningin modelo particular, cuando existira equilibrio para fluidos en 2 + 1 dimensiones.
Este es el contenido de la seccién 3. Finalmente, la seccion 4 contiene la derivacion del
limite superior para las masas de estrellas en 2 4+ 1 dimensiones. Por sobre este limite no

es posible el equilibrio hidrostdtico y, en consecuencia, el colapso es inevitable [30].



2 EQUILIBRIO HIDROSTATICO DE FLUIDOS
PERFECTOS EN 2+1 DIMENSIONES

2.1 La ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkov

Consideraremos las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica para un fluido per-

fecto con una densidad de energia p y una presién p. °

1 1
"E(R;w - 59#1/-& + Ag#l/) == (P 4 P)uuu# = PGuv, (21)

donde k es la constante de la gravitacion en 2+ 1 dimensiones. No consideraremos ninguna
ecuacion de estado particular que relacione p y p puesto que buscamos sélo las propiedades
generales del equilibrio de fluidos en 2+1 dimensiones.

Ocupando la expresién para una métrica estatica con simetria esférica, ds? = (") dt?—

e ()dr? — r2d¢?, las ecuaciones (2.1) se reducen a

e 2O\ = (kp + A)r, (2.2)

e~ 20 = (kp — A)r. (2.3)

La ecuacién (2.2) puede integrarse directamente, obteniéndose

e P =0- %,u(r; A), (2.4)

donde

u(r) = [ 2m(o) + A)rar, (2.5)

5La accién gravitacional estd normalizada como 3¢ [ /=gRd%z,y G=c=h=1.

40
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y la constante de integracion C debe ser tal que el origen sea parte del espaciotiempo,
i.e., C > 2p(r), para 0 <r < R, donde R es el radio de la estrella—, y es fijada exigiendo
que la solucién en el exterior de la estrella sea la métrica exterior del agujero negro. Una
discusién sobre este punto en una estrella en 3+1 dimensiones se encuentra en [31]

Las ecuaciones anteriores, junto con la expresion que se obtiene de imponer la con-
servacion del tensor de energia-momentum, dan como resultado la ecuacién de Tolman-

Oppenheimer-Volkov en 2 + 1 dimensiones

dp _ —(p+p)lkp—A)r
dr C—Eu(ry

Esta es la ecuacién que gobierna el equilibrio hidrostatico de estructuras bajo interaccion

(2.6)

gravitacional, y puede ser integrada con la condicion de borde usual para la presion central
p(r = 0) = p.. El radio de la estrella estd definido por la condicién p(r = R) = 0, y la

masa del fluido viene dada por la expresién

Cl T
M=upr=RA=0)= 27r/0 p(r)rdr = u(R) — = (2.7)

El denominador de la ecuacién (2.6) es g11 y, por consiguiente, debe ser positivo en la

superficie de la estrella. Esto establece un limite superior para M, dado por

M < % [c - AR (2.8)

Esta condicién se obtiene imponiendo que la signatura de la métrica no cambie a través
del espaciotiempo, y es, en consecuencia, el andlogo de la condicién M < R/2 en el caso
de la solucién de Schawarzchild.

Discutiremos, a continuacién, el significado de la ecuacién (2.6) siguiendo los argu-
mentos dados en la referencia [32]. En cuatro dimensiones la ecuacién equivalente (2.6) es
la generalizaciéon de la ecuacién newtoniana para el gradiente de presién de una estrella

en equilibrio hidrostatico,



Capitulo IV 42

dp m(r) + 47r3p
& = PP oy

Discutiremos las razones por las que el gradiente de presion se incrementa en relativi-

(2.9)

dad general, comparandolo con la expresién newtoniana dada por

dp _ Gpm(r)
g B (2.10)

La ecuacién (2.9) se reduce a la expresién newtoniana (2.10) cuando la presion es des-
preciable frente a la densidad de materia y cuando estamos lejos del radio de Schwarzschild
(condiciones que resultan vélidas en la gran mayoria de los sistemas estelares). En rela-
tividad general el gradiente de presion se incrementa por las siguientes razones:

i) la presion actia como fuente del campo gravitacional lo que da lugar a un término
proporcional a p ademas de m(r).

i1) la gravedad también actiia sobre p y, en consecuencia, la densidad p es reemplazada
por (p+ p).

iii) la fuerza gravitacional aumenta mas rapido que la newtoniana, z.e., 1/r%. Este
factor es reemplazado por 1/r%(1 — 2m/r).

En 241 dimensiones, la relatividad general no posee un limite newtoniano, por lo que
la interpretacion anterior deja de tener validez. En las conclusiones volveremos sobre este
punto.

Algunas propiedades importantes del equilibrio hidrostatico de fluidos perfectos en
2 + 1 dimensiones se desprenden de los siguientes resultados generales, validos indepen-

dientemente de las ecuaciones de estado consideradas.
LEMA 1: FEl equilibrio hidrostdtico de fluidos perfectos sélo es posible para A < 0.

Demostracién: Evaluando ecuacién (2.6) en la superficie de la esfera, donde p = 0,

obtenemos
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dp|  ApR
dr r=R B C - %'U(R)

El denominador es positivo en la superficie de la esfera. Pero, dado que p(r < R) > 0,

(2.11)

el gradiente de presion debe ser no positivo en la superficie y, en consecuencia, podemos
concluir que A < 0.0

Como se habia mencionado en la introduccién, los primeros calculos de un modelo
estelar en 2 + 1 dimensiones fueron realizados en [10]. Como el equilibrio hidrostatico
es posible sélo cuando hay constante cosmologica negativa, la solucion del agujero negro
puede considerarse como la solucién exterior de una distribucién de materia de radio
finito. Esto refuerza la idea original de que este simple modelo tridimensional mantiene
una semejanza con su contraparte cuadridimensional.

Ya que estamos interesados en el estudio de fluidos cerca del equilibrio hidrostatico,
consideraremos sélo el caso con constante cosmoldgica negativa. En lo que sigue manten-
dremos la notacién del capitulo II y escribiremos A como —1/1%.

El Lema 1 permite afirmar que puede haber una estrella en equilibrio gravitacional
cuya métrica exterior sea la solucién del agujero negro. Sin embargo, nada sabemos sobre
las condiciones internas del fluido cuando este equilibrio ocurre. Por ejemplo, sabemos
que en el mundo cuadridimensional las estrellas mas masivas necesitan una mayor presion
central para mantenerse en equilibrio. Existe, en el contexto de la gravitaciéon newtoniana,
una expresion que cuantifica lo mencionado mas arriba y que no tiene en consideracion

ninguna ecuacion de estado en particular. Esta expresion es

GM?
8T R4’

La desigualdad (2.12) permite estimar, dada la masa del sistema, los érdenes de mag-

B ¥ (2.12)

nitud de las temperaturas en el interior de una estrella tipica en funcion de la presion
que debe tener el fluido. En este contexto se buscé una expresion semejante en 2 + 1

dimensiones, encontrandose el siguiente Lema.



Capitulo IV 44

LEMA 2: La presion central de un fluido en equilibrio hidrostdtico tieme un limite

infertor dado por

pe> 5 (2:13)

Demostracién: Reemplazamos en p en en términos de dm/dr y lo introducimos en la

ecuacién (2.6). La expresién que relaciona p y dm/dr es

dm
Fa 2mp(r)r. (2.14)
Con esto obtenemos
k r\ | dp 1 dm 1
[C ~ (m(’") + k—z)] = [P* %TE} [kt ) 205
Reordenando la ecuacién anterior se obtiene
d | Cr  m(r)]| 1 mr?| dp
& {p FT 2.:%] = —oE [”“’* kP} - {m(‘")_ | dr {216}

En el lado derecho de la ecuacién (2.16) el factor que multiplica a %E es pu(r), que
exigimos sea positivo puesto que representa la energia total dentro de la esfera de radio
R. En consecuencia, el lado derecho de (2.16) es siempre negativo. Luego, la funcién
R(r) = ﬂlﬁ"—c - %_%1 es mondtonamente decreciente, y R(r = 0) > R(r = R). Esto

conduce al limite inferior dado por (2.13).0

La ecuacién (2.13) indica que el equilibrio gravitacional implica ciertas restricciones
sobre la presion central del fluido y se verifica, como en cuatro dimensiones, que la masa de
la estrella gobierna la estabilidad. Esta es la primera indicacién en 2+1 dimensiones de que
un incremento de masa conlleva un incremento de la presion central y, por consiguiente, el
préximo paso es preguntarse por la imposibilidad de que exista, bajo ciertas condiciones

para la masa y el radio, una presion central finita que permita el equilibrio.
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2.2 TEOREMA DE BUCHDAHL

Buchdahl mostré que en 3 + 1 dimensiones, las ecuaciones de la estructura estelar rela-
tivista para materia fria conducen a la existencia de un limite superior para la masa que

estd por sobre el limite que se obtiene considerando que el radio de la estrella corresponda
a su radio de Schwarzschild, M/R =1/2,

M
— ;
R~ (217)

O

El limite (2.17) es valido independiente de la ecuacion de estado, siempre que: i) la
materia sea descrita por una ecuacién de estado de un parametro que relacione p y p:
p = p(p); ii) la densidad sea positiva y mondtonamente decreciente (dp/dr < 0); iii) la
materia sea microscépicamente estable (dp/dp > 0).

Bajo estos supuestos, se encuentra el siguiente limite para y(r) en 2 + 1 dimensiones

(2.18)

ur < 22 [1 ~ Z(kp— M)+ \/%(kp — Ay 41

Para la demostracién del limite dado en la ecuacion (2.33) construiremos una expresion
que contenga a v’ y dm/dr con el fin de aplicar las condiciones de que la densidad media
dentro del fluido disminuya con el radio se encuentra y que e es siempre positivo. De las

ecuaciones (2.3) y (2.4) se obtiene la siguiente expresién para v’

o (kp - A)T‘
~C—2u(riA)

Derivando la ecuacién (2.19) se encuentra una expresién para dp/dr. De la ecuacién (2.19)

(2.19)

y (2.6) se encuentra
dp /
—— : 2.20
L= —(ptp) (2.20)
En la ecuacién (2.20) reemplazamos p por (1/27r)dm/dr y p por la expresién que se

deriva de la ecuacién (2.19). Igualamos, a continuacion, las espresiones obtenidas para
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dp/dr provenientes de las ecuaciones (2.20) y (2.19). Con esto se encuentra

a ( (8- zm) B - 2w+ 4] =0, (2.21)

donde # = 27xC/k. Si definimos la variable independiente
E(r) = 0, (2.22)

la ecuacién (2.21) puede escribirse como

! —iDy 1/2
(-2 g (K22 (2:23)

Definiendo otra variable independiente dada por la expresién

y= [ dr'r(8 —2u)"V, (2.24)

d*¢
— i 2.25
75 =0, (2.25)
la que puede ser integrada como
dé ,
== 1 2.
drl =z 7+ 810) (2.26)
Ya que £(0) y v > 0, tenemos
1d¢ 1
- < — 2.27
fdy ~ v (227)

En términos de r y v(r), (2.26) queda como

R (229

T

La condicién dp/dr < 0, implica
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2 (ﬁ) , (2.29)

y puesto que

fdr (8 — 2u(r 1/2>/ dr'r (ﬁ-— (),2)—1/2.

- (2.30)

con lo cual la ecuacién (2.2) queda como

Lo <=1 —a], (2.31)

donde z =: 2u(r)/B. Utilizando las ecuaciones (2.3) y (2.4) para el lado izquierdo de
(2.31) puede escribirse como (r/C)(kp + 1/1?)(1 — z)'/? y, por lo tanto,

1 1 :
— <l-=z 2.32
5 (ot ) +a-1] <14, (2.32)
lo que da, luego de un poco de algebra, la restriccion sobre pu(r) dada por la ec.(2.18).

Con esto termina la demostracién. O

Como vimos en el LEMA 1, el equilibrio hidrostatico solamente es posible cuando
A < 0. Para A = 0 se requiere u(R) = M < r/k para preservar la signatura de la
métrica y en ese caso (2.18) no entrega un limite diferente. Estableciendo que —A = 1//?
y evaluando (2.18) en la superficie del fluido, se encuentra que la masa del fluido satisface
4R?

33
1+ Cp-f-l (2.33)

WR2 7C
=#B)+ < 5p

el cual esta sobre el limite (2.8), y se aproxima a ese valor a medida que R — 0.
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2.3 ESTRELLAS DE DENSIDAD UNIFORME

La ecuacién (2.6) puede integrarse facilmente cuando la densidad del fluido es uniforme.

La integracién de las ecuaciones de Einstein para p, = constante da

e (0= 5u)" - (€ - zum) ")
k2p, [C - u(R)]" — [C — zu(r)] "

La presién central que se requiere para el equilibrio de un fluido con densidad uniforme

(2.34)

es

Po [01/2 _ (C _ %#(r))llz]

L2 [C _ -E,u,('r')] 1/2 _ g2 )

P

(2.35)

Pc =

y p. es infinita cuando

uR) == [1 - (klipo)zl ’ (2.36)

o, en términos de la masa M,

2
xC 1 R?
=—|1- 2.37
M k [1 (klzpo) * L3 ( )
La solucion exterior se obtine tomando p = p = 0, y comparandola luego con la
métrica del agujero negro
2 r? s P a2, 2,2
ds* = —(—M, + [_2)dt + (—M, + -ﬁ) dr® 4 r*d¢*, (2.38)

con —o0 <t <o, 0<r<ooyl< ¢ <2r (Esta métrica se obtuvo tomando
k = m. Usaremos este valor para k en las siguientes ecuaciones). El parametro M, es
la carga conservada asociada con la invariancia asintética bajo desplazamientos (masa).
Esta carga viene dada por una integral de flujo a través de un circulo en el infinito tipo

espacio.
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El resultado de integrar la ecuacién (2.4) e imponer la continuidad de la métrica en la

superficie de la estrella determina la relacion entre M y la carga conservada M, ,

M,=M-C. (2.39)

Esta relacién es consistente con el estado vacio considerado en [4], que se obtiene
dejando que el agujero negro desaparezca, esto es, considerando que el horizonte se anule.
En el interior, el coeficiente métrico, e?“, se obtiene de las ecuaciones (2.3) y (2.4),

ocupando la expresion para p(r), dada en (2.34,

o _ [KPpo(l = Keu(B)Y? — (1 = p(r))'*] | Mo+ 5
€ - .
kl2p, — 1

2.4 DISCUSION

Hemos encontrado de los resultados previos que la presencia de una constante cosmolégica
negativa abre la posibilidad que una esfera fluida en 2 + 1 dimensiones pueda colapsar.

Como vimos en la seccién 2, la expresién (2.9) correspondia a la ecuacion que gobierna
el equilibrio hidrostdtico en cuatro dimensiones. El numerador de (2.9) tiene un término
que depende de de la masa total. Por el contrario, el gradiente de presién en (2.6) depende,
si no se incluye A, de la presién y la densidad en un punto a través del término p(p+p). La
teoria es local y fuera de cualquier fuente, el espaciotiempo es plano, como es bien sabido
del hecho que en tres dimensiones el tensor de Weyl es cero, y el tensor de curvatura
depende solamente del tensor de energia-momentum. Cuando se incluye una constante
cosmoldgica negativa aparecen efectos no locales. Es directo ver que las ecuaciones (2.9) y
(2.6) tienen la misma forma cuando se realiza la integracion de las ecuaciones de Einstein
con p, = constante. Como en cuatro dimensiones, esto implica la existencia de un limite
superior para la masa y la posibilidad de colapso.

Si consideramos la métrica del agujero negro como la métrica exterior de una estrella de

2+1 dimensiones, la masa presenta un limite superior dado por el teorema de Buchdahl, el
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cual representa un refinamiento respecto al obtenido imponiendo que el coeficiente métrico
Joo S€a siempre negativo para r > R. Este limite esta dado por
C 47 R?

M, < - [(1 + W)”2 - 1] , (2.41)

El teorema de Buchdahl conduce a un limite dado en la ec.(2.33) y que implica la
existencia de un limite superior de masa para un radio fijo. El caso mas simple de una

estrella con densidad uniforme da lugar a que la presion central se vuelva infinita cuando

R? 1 \?
Ma = C {—ﬁ — (;r—lz_po-) } (242)

La ecuacién (2.42) implica que existe un limite inferior para el radio de una estrella

de 2 + 1 dimensiones con densidad uniforme, dado por

24
74lp,

(2.43)

Es un resultado sorprendente que la solucion del agujero negro en 2 + 1 dimensiones
pueda ser considerada como la solucién exterior de una estrella constituida por un fluido
perfecto. El equilibrio hidrostdtico impone los limites sobre la masa y el radio mas alla
de los cuales la estrella puede colapsar ( teorema de Buchdahl). En la referencia [7] se
calculé la evolucién dinamica de un disco de polvo colapsando. Este calculo se realizé
describiendo el interior del disco con una métrica de Robertson-Walker con constante
cosmologica negativa y efectuando el ajuste con una métrica exterior dada por la solucion
de agujero negro. En principio, no podia afirmarse que en 2+1 dimensiones un fluido con
presion podria colapsar. Los resultados de este capitulo demuestran que efectivamente los
fluidos en 2+1 dimensiones pueden colapsar y, en consecuencia, el estudio de la situacién
dinamica queda justificado.

La extension analitica maximal de la solucion del agujero negro contiene, como en el
caso cuadridimensional, regiones no fisicas. Si suponemos que estas extensiones explican

un colapso gravitacional completo, la materia colapsada cubre estas partes no fisicas.
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Podemos argumentar que el completo colapso gravitacional de un cuerpo es{érico produce

nsiones [33].

siempre una regién del espaciotiempo que es un agujero negro en 2 + 1 dime



CAPITULO V

EVAPORACION DEL AGUJERO NEGRO EN
241 DIMENSIONES

1 Introduccién

Los capitulos III y IV consideraron sélo aspectos clasicos del agujero negro en 2+1 di-
mensiones. Sin embargo, es en el dominio de la termodindmica donde se presentan los
problemas conceptualmente mas importantes relacionados con los agujeros negros. Re-
sumiremos brevemente los puntos de mayor debate en los problemas que se derivan de la
evaporacion de un agujero negro como consecuencia de la radiacién de Hawking.

i) La descripcion microscopica de los estados internos

La entropia de un sistema aislado es

S =kglnQl. (1.1)

donde (2 es el numero de estados microscépicos accesibles al sistema. El hecho de que la
entropia de un agujero negro sea macroscépica significa que el nimero de estados accesibles
es enorme. Sin embargo, hasta el momento continua siendo un problema abierto encontrar
una descripcién microscépica de estos estados.

ii) El problema de la pérdida de informacion

En la interaccién entre un sistema cuantico en presencia de un agujero negro puede
haber pérdida de unitariedad debido a que un estado cudntico puro puede desapare-
cer completamente transformandose en radiacion térmica. Puesto que el estado final es
térmico (estados cudnticos mezclados), ha habido una evolucion de un estado puro en un
estado mezclado, con la consiguiente evolucién no unitaria [34].

Se han propuesto otras interpretaciones en que no se presentan violaciones a la uni-

tariedad. En [35] se postula un proceso de evaporacion que se detiene, dejando un rema-
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nente estable con la masa de Planck. El estado final [radiacién + remanente], es puro.
Otros autores consideran la evaporacién completa del agujero negro, en un estado final
puro como consecuencia de la correlacién que existiria entre la radiacion emitida y la
materia colapsada dentro de éste [36], [37].

i) La descripcion termodindmica

La descripcién termodinamica de un agujero negro de Schwarzschild resulta apropiada
si se considera que es un sistema con una entropia muy grande a una temperatura distinta
de cero. Una situacion distinta ocurre, sin embargo, en los agujeros negros que estan cerca
del caso extremo. En efecto, como se ve de la expresion para la temperatura de un agujero

negro de Kerr-Newman (en 3+1 dimensiones),

s 1J2 417
871'MT=2Z§ [1—§m+27:| ’ (12)
donde \ \
Q@ &

T se anula en el limite extremo, z — 0. Ademas, la entropia de estos agujeros tiende
a un valor finito en este limite, lo que seria contradictorio con el principio de Nernst de
la termodindmica. Sin embargo, la entropia es discontinua en z = 0, y S(z = 0) = 0
[15). En efecto, como se verd mds adelante, las fluctuaciones de la temperatura pueden
ser mucho mayores que la temperatura misma, lo cual indica que no se tratarfa de un
sistema cercano al equilibrio.

Esto plantea el problema de entender en este contexto la validez de la descripcién
semicldsica estandar de la radiacién, que desprecia el problema de la reaccién que expe-
rimenta la geometria debido a la radiacién emitida por el agujero (back reaction).

La aproximacién semicldsica es consistente si la emisién de un cuanto de radiacion no
cambia apreciablemente la temperatura. Si esto no ocurriese habria una indeterminacién
en la temperatura de equilibrio, puesto que no se sabria si usar la temperatura antes
de la emisién, después de la emisién o bien un valor intermedio. Este es precisamente

el problema que se presenta en la fase final de la evaporacién del agujero negro en 3-+1
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dimensiones del tipo Kerr-Newman, como fue probado en [14]. Lo mismo ocurre para
agujeros negros extremos con carga dilaténica, donde la gravedad se acopla a un campo
de Maxwell y a un campo escalar sin masa. En ambos casos se encontré que los procesos
de scattering pueden describirse adecuadamente sélo si la reaccion de la geometria a la
radiaciéon emitida es incluida en forma consistente [14].

La investigacion de modelos gravitacionales de menor dimensionalidad es un intento de
dar respuesta a los problemas antes sefialados en un contexto mas simple. En este capitulo
nos centraremos en el punto iii), mencionado mas arriba, en relacién a la descripcion
termodinamica de agujeros extremos. Con el fin de establecer claramente el problema
comparamos a continuacion los procesos de evaporacion de los agujeros negros en 341 y
2+1 dimensiones.

En 341 dimensiones, el agujero negro de Schwarzschild finaliza la evaporacién con
temperaturas altisimas puesto que su temperatura es inversamente proporcional a su
masa. Ademas, en este punto se produce una discontinuidad topoldgica al pasar de un
espacio con curvatura no nula y dependiente de la distancia al agujero (M # 0), a un
espacio plano, como es el de Minkowski (M = 0). Sin embargo, como vimos mads arriba,
los agujeros negros extremos de Kerr-Newman tienen también una temperatura cero en
las fases finales de su evaporacion.

El agujero negro en 241 dimensiones difiere significativamente del de Schwarzschild en
los aspectos termodindmicos. La temperatura de Hawking decrece como m'/? a medida
que se desarrolla la evaporacion. Por otra parte, se puede ver de la ley de Stefan para la

emision total de radiacion en la aproximacion cuasiestatica,
— = —0AT?, (1.4)

donde A = 27ry y t es el tiempo coordenado, que el agujero negro requeriria un tiempo
infinito para evaporarse completamente. Por consiguiente, la fase final de la evaporacion
no seria un proceso violento. Ademas, el estado final hacia el cual tiende el sistema esta

caracterizado por una métrica que no es globalmente la de anti-de Sitter, sino mas bien
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el de un agujero negro sin masa, una suerte de cuello infinitamente largo y delgado [4].
En este sentido, el agujero de masa nula en 2+1 es analogo al agujero de Kerr-Newman
extremo en 3+1. Por lo tanto, cabe preguntarse también en este caso sobre la validez de
la aproximacién de equilibrio termodinémico.

En [14] se probé que la descripcién termodindmica de un agujero negro de Schwarzschild
no es adecuada para un agujero que haya alcanzado la masa de Planck en el proceso de
evaporacion. En el caso de Kerr-Newman se encontrd que este quiebre ocurre para masas
que pueden ser mucho mayores que la masa de Planck. En el caso de que quede un re-
manente al terminar la evaporacion de un agujero de Schwarzschild, éste tendria la masa
de Planck. Contrariamente a 3+1 dimensiones, en que la masa de Planck es la tnica
masa relevante (si no hay constante cosmolégica), en el espacio anti-de Sitter la escala
de longitud asociada a la constante cosmoldégica permite definir otra unidad de masa
independiente.

La evaporacion del agujero negro en 2+1 dimensiones presenta especial interés dado
que, a diferencia del caso en 341 dimensiones, la evaporacién tomaria un tiempo in-
finito y que, por otra parte, las condiciones de borde para la radiacién en un espacio
asintéticamente anti-de Sitter afectan la termodinamica [38]. El estado final del proceso
de evaporacidn tiene que estar caracterizado por las dos escalas de masa independientes y,
asimismo, estas estan relacionadas con los limites de validez de la aproximacién de equili-
brio termodinamico para un agujero negro extremo (como es el caso en 2+1 dimensiones),
y el de la descripcién clasica para la geometria.

En la seccién 2 se discuten las escalas de masas que es posible definir en 241 dimen-
siones. Se encuentra que, basicamente, existen tres unidades que caracterizan regimenes
diferentes en la descripcién de la evaporacion de un agujero negro en 2+1 dimensiones.
Como en 341 dimensiones, la masa de Planck define la regién donde sélo una teoria
cuantica de la gravitacion es valida. Las otras dos unidades de masa definen las regiones
donde las indeterminaciones cuanticas en la posicion son del orden de la longitud del

horizonte y donde las fluctuaciones térmicas son del orden de la temperatura, respectiva-
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mente.

En la seccién 3, se realiza un calculo termodinamico explicito, siguiendo las ideas
desarrolladas en [14], de los limites de validez de la descripcidn termodindmica de la

evaporacion del agujero negro en 241 dimensiones con y sin momento angular.



9 TUnidades de masa en 2+1 dimensiones

En cuatro dimensiones, la masa de Planck juega un rol crucial en Ja evaporacion final de
los agujeros negros, puesto que a esta escala el tratamiento semiclasico ocupado para la
deduccién de la radiacién de Hawking deja de tener validez. Esta masa contiene, como
es de esperar del analisis dimensional, sélo las constantes fundamentales que entran en
una teoria como la relatividad general cuando los efectos cuanticos son incluidos, u.e., la
constante de Newton, G, la velocidad de la luz, c, y la constante de Planck, h. °

En general, para cualquier dimension, se define la masa de Planck, mp, de la relacion

mplpﬁ-'h, (21)

donde Ip es la escala fundamental de longitud que se obtiene exigiendo que la accion en

D dimensiones

g = —1—]\/——ng%, (2.2)
2G
sea del orden de k.

En cuatro dimensiones la longitud de Planck es lp = (hG)l‘lz. A la escala de Planck,
las fluctuaciones de la geometria se tornan importantes. Cuando un agujero negro alcanza
la masa de Planck, mp = (%)1/2, en cuatro dimensiones, su horizonte, 1, €8 comparable
con su longitud de onda Compton asociada, t.€., T4 ~ X compton ¥ ademas, con la longitud
de Planck, i.e., 7+ ~ lp.

Es natural esperar que a esta escala las nociones de tiempo, longitud y curvatura
pierdan su sentido. Por consiguiente, supondremos que las curvaturas Planckianas 1/ X
no pueden ser excedidas. Las consecuencias de estos supuestos en cuatro dimensiones
fueron investigados por Frolov et al [39] en relacion con la estructura del espaciotiempo
dentro de un agujero negro.

En tres dimensiones la longitud de Planck, [p, esta dada por

6Recuerdese que en 2-+1 dimensiones G = k, como se definio en la Capitulo I.
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lp = Gh, (2.3)
y la masa de Planck, mp, es
er (2.4)
mp = :

Es interesante notar que, pese a la relacién cudntica que da origen a las masas de Planck
en cualquier dimension, en 241 dimensiones esta masa es independiente de h, como se
hizo notar en [41]. Este hecho refleja el comportamiento singular de la gravitacion en 241
dimensiones, donde la constante de Newton podria estar cuantizada [40]

En resultados puramente clasicos la masa de Planck juega un rol importante. Si no se
incluye la constante cosmoldgica, todas las estructuras con invariancia rotacional en equi-
librio hidrostatico tienen una masa que es proporcional a mp [13]. En este caso no existe
una solucion tipo agujero negro y la posibilidad de colapso estd claramente prohibida.
Sin embargo, como se vié en el Capitulo III, las estructuras en equilibrio hidrostdtico en
un espacio anti-de Sitter poseen un limite superior para la razén M/R, similar al caso
cuadridimensional. Estos resultados muestran que distribuciones de materia que tuvieran
una razén M /R por sobre el limite mencionado serian inestables. Del teorema de Buch-
dahl demostrado en el capitulo anterior, se puede ver que existen soluciones de agujero
negro en 2+1 dimensiones con masa mayores que mp.

Si se incluye la constante de Planck y la constante cosmoldgica (A = 1/1?), la expresion

mas general con unidades de masa es

hat] = (?)% _ (%)mp (2.5)

donde a es un numero real arbitrario.
Evidentemente, sin la escala de longitud que provee la constante cosmolédgica, no es

posible construir una unidad de masa que contenga h.
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Puesto que r, =1 (:{_p)% en tres dimensiones, la ecuacién anterior nos permite rela-
cionar una determinada escala de masa del agujero con una longitud caracteristica del
sistema, a saber, la longitud de onda Compton del agujero, la longitud asociada a la cons-
tante cosmolégica y la longitud de Planck. Reemplazando Mpor la expresion de (2.5) se

encuentra

ry =1 (ITP)_ (2.6)

Si @ = 0, obtenemos que ry = [, i.e., para un agujero negro de masa —é el radio de su
horizonte es comparable con la longitud caracteristica del espacio-tiempo [. Si a = 2/3,
se verifica que 74 ~ Agompton ¥ la unidad de masa correspondiente viene dada por la

expresion

h2 1/3

Esta masa fija el limite donde el concepto clasico de horizonte deja de tener validez
debido a las indeterminaciones en la posicién. Reznik [38] discute la evaporacién del
agujero negro en términos my y mp. Este autor considera que la expresion (2.7) es el
analogo a la masa de Planck en 3+1 dimensiones. El criterio utilizado aqui y dado por la
expresion (2.1) nos parece mas fundamental. La temperatura de Hawking de un agujero
negro con masa my no coincide en general con esta masa. En 3+1 dimensiones en cambio,
la temperatura de un agujero negro con la masa de Planck es igual a la masa de Planck
(con kg = 1).

Existen dos casos que dan ry = [p. El primero ocurre si [ = Ip; el segundo tomando
a = 2. En este ultimo caso la unidad de masa es

h*G
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La temperatura del agujero negro sin rotacién esta dada por la siguiente expresion

ry moTy
w2 orwlp’

(2.9)

donde aparece explicitamente my. Es directo verificar que la temperatura de un agujero

negro de masa my es myp. Es decir, un cuanto de radiacion de Hawking emitido en este

punto tiene una energia que es del orden de la energia contenida en el agujero negro.
Cuando ! = lp, las masas m) y mq coinciden con la masa de Planck, mp. Estas masas,

para [ > lp, cumplen la relacion my < my < mp.



3 La validez de la aproximacion semiclasica

En el caso de un agujero negro de Schwarzschild en cuatro dimensiones, la descripcién
semiclasica de los procesos radiativos sufre un quiebre al mismo tiempo que lo hace la
descripcion cldsica del espacio-tiempo [14]. En las etapas finales de la evaporacidn, el
campo del agujero negro tiene una gran curvatura y el radio del horizonte es del orden de
la longitud de Planck. Ademas, la temperatura se eleva a medida que la masa disminuye
y, en consecuencia, €l problema de la reaccién del fondo gravitacional se hace insoslayable.
Luego, la masa de Planck es la unica escala relevante de masa que es necesario considerar
en una teoria de la gravedad cuantica sin constante cosmologica. La situacion en el caso de
la evaporacién de un agujero en 241 dimensiones presenta varias diferencias importantes,
como se muestra a continuacion.

En el capitulo II se vié que el campo del agujero negro es una variedad de curvatura
constante. Esto es, localmente es un espacio anti-de Sitter y a medida que el proceso
de evaporacién se desarrolla, la descripcion clasica del espacio-tiempo no constituye un
problema (si [ > Ip). Esta descripcién no puede aplicarse cuando suponemos que [ es del
orden de lp. En tal caso, sélo existe una masa relevante, mp, el radio del horizonte es del
orden de [p y en consecuencia estamos en una region en que solo una teoria cuantica de
la gravitacion seria valida. La descripcién semiclasica, basada en el esquema de tratar los
campos cuanticos de materia sobre un fondo formado por un espaciotiempo curvo clasico,
deja de ser vélida [1]. Luego, una descripcion semicldsica del proceso de evaporacién del
agujero negro en 241 dimensiones es adecuada sélo cuando ! > [p. En la discusion que
sigue a continuaciéon supondremos que ésta desigualdad se cumple siempre.

Supongamos, para fijar ideas, que un agujero negro formado en un proceso de colapso
se evapora debido a la radiacién de Hawking. En esta situacién es razonable suponer
que la masa inicial del agujero, mg, es mayor que la masa de Planck mp. A medida que
el agujero se evapora su masa ira decreciendo, alcanzando las etapas sefialadas por las

masas mp, my, respectivamente. La temperatura del agujero cuando alcanza cada una
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de estas masas verifica que T(M = mp) < mp, T(M = m)) < m,. Sin embargo, antes
que el agujero alcance una masa igual a my las fluctuaciones de la geometria del agujero,
a la escala de la masa my, hacen imposible una descripcién semicldsica. No obstante,
a escala my la energia radiada por el agujero es menor ( para [ >> [p es despreciable)
que la energia contenida en el agujero y, en consecuencia, la aproximacion de equilibrio
termodinamico no es un problema en la evaporaciéon de un agujero sin rotacién en 241
dimensiones.

Como se menciond en la introduccién, la aproximacion de equilibrio termodinamico es
consistente siempre que la emisién de un cuanto de radiaciéon no cambie la temperatura en
una cantidad que sea comparable al valor de la temperatura. Expresaremos la condicién

anterior en términos del calor especifico del sistema a momento angular constante,

oM
C;= (—GT)J‘ (3.1)

En la emisién de un cuanto de radiacién, la energia que éste lleva es T' (si kp = 1).
Si AT es el cambio de temperatura experimentado por el agujero luego de la emision,
entonces podemos escribir la relacion C;AT = T, con lo cual la condicién para que la

descripcion térmica sea consistente puede ponerse en la forma

oM

La expresion para la temperatura de un agujero negro con momento angular constante

|T (—B—T—)Jl << |T| (3.2)

fué encontrada en el Capitulo II. En funcién de la masa mr, viene dada por

st {mT” _2 (252) 3} , (3.3)

| 2lp mr \ T4+

donde 4. es

re = [AGPIM + (M2 — g2y (3.4)

El calor especifico a J-constante puede calcularse de la expresion
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oM ar\ !
CF(E::)J(E) ’ e

J
que para el agujero 2+1 dimensiones da la expresion

= ) i
S i, (3.7)
SSM—=J
(M 2
CJ—E(;I-;) Z (3 8)
donde

- o8

De acuerdo a la relacién (3.2), la aproximacién de equilibrio termodindmico para el

proceso de radiacion sufre un quiebre cuando

(_Af’-) R 2y (3.10)

mp
De acuerdo a la relaciéon anterior, la aproximacion de equilibrio termodinamico para
un agujero con rotacién que se aproxima al caso extremo experimenta un quiebre para
masas mucho mayores que m¢. En este caso la escala de masa determinada por mr seria
relevante en las fases finales de la evaporacion.
Por otra parte, la (3.8) nos dice que el calor especifico tiende a cero a medida que
el agujero negro se acerca al caso extremo. Las fluctuaciones cuadraticas medias de la

temperatura vienen dadas por [42]
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2
(ATT;) - 61}‘ (3.11)

En el caso sin rotacion, J = 0, la fluctuacion es

1

(ATI;)Z = (2:;31;%) g (3.12)

Notamos que si la masa del agujero negro es del orden mr las fluctuaciones de la tem-

peratura son comparables con la temperatura misma. Sin embargo, como se menciond
previamente, esta escala de masa no es relevante en este caso puesto que las indetermina-
ciones cuanticas afectan la nocién de horizonte.

Si se considera el agujero negro cercano al caso extremo, i.e., si M — J, obtenemos

(AT)> 2 (mg)\?
o1y (mr)f .

En este caso ain cuando M > mr las fluctuaciones podrian llegar a ser mayores que la
temperatura puesto que z es una cantidad cercana a cero. Como ya se mencioné en la
introduccién, resultados muy similares se encontraron para los agujeros negros extremos

en cuatro dimensiones [14].



4 Discusion

El problema de la fase final de la evaporacién de los agujeros negros continta siendo uno
de los problemas que se espera aclarar sélo dentro del contexto de una teoria cuantica
de la gravitacién. Desde luego una respuesta consistente debe considerar el efecto de
la reaccién de la geometria a la radiacion emitida en la evaporacién. Se han realizados
célculos para estimar este efecto en 2+1 dimensiones [41].

Situdndonos exclusivamente en la validez de la descripcién termodinamica del pro-
ceso de emision de radiacion por un agujero negro hemos encontrado que esta descripcion
también deja de ser valida en las fases finales de la evaporaciéon, como ocurre en cuatro
dimensiones, pese a que el agujero termina a temperatura cero y que no existe una discon-
tinuidad topolégica. El anélisis de las posibles unidades de masa muestra que las masas
que son relevantes para las fases finales de la evaporacion contienen la escala de longitud
asociada a la constante cosmoldgica. Todo lo anterior sugiere que la evaporacién de un
agujero negro en 3+1 dimensiones con constante cosmoldgica pudiera estar gobernada por
escalas de masa distintas a la masa de Planck. Este tema nos parece de importancia para
futuras investigaciones.

Las consideraciones y calculos realizados en este capitulo son muy preliminares, si
bien creemos que apuntan a completar la imagen de los procesos térmicos asociados al
agujero negro en 2+1 dimensiones. Una discusién de la evaporacion del agujero negro en
241 dimensiones debe considerar necesariamente que estamos en presencia de un espacio
anti-de Sitter al cual se le imponen condiciones en el infinito espacial con el fin de tener
bien definido el problema de Cauchy. Como consecuencia de esto el flujo de energia es
reflejado de vuelta desde el infinito. Reznik [38] discute la evaporacién del agujero negro
tomando en cuenta los tiempos involucrados para el regreso del flujo desde el infinito
y el tiempo requerido por el agujero para alcanzar la masa mp. Investigacién futuras
que tomen en cuenta los resultados encontrados en este capitulo, deben continuarse en el

contexto mencionado mas arriba.
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Conclusiones

En esta tesis se han contemplado dos aspectos clasicos de la solucién de agujero negro
en 2+1 dimensiones: i) su estructura geodésica (movimiento de particulas con y sin masa)
y ii) el equilibrio hidrostatico de fluidos cuando se incluye una constante cosmologica ne-
gativa, que es la que permite la existencia de horizontes de eventos. Estos resultados
muestran que el agujero negro en 2+1 dimensiones presenta un comportamiento muy si-
milar a la soluciéon de Kerr. En este sentido, esta solucién tiene un valor pedagogico en la
presentacion de los fenémenos asociados a los agujeros negros en un contexto matematico
mas simple. Se puede investigar, por ejemplo, modelos de materia colapsando o la esta-
bilidad de los horizontes interiores sin necesidad de simulaciones numeéricas [5]

Las propiedades encontradas para los fluidos en equilibrio hidrostatico pueden gene-
ralizarse para la solucién de Schwarzschild en mayores dimensiones, asi como para las
soluciones de agujero negro en el marco de la teoria de Lovelock. Actualmente realizamos
céalculos en esta direccién.

El equilibrio hidrostatico de fluidos cargados en 2+1 dimensiones fue estudiado en
[43] ocupando la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkov. Hasta donde conocemos no
se ha realizado en 3+1 dimensiones una extensiéon del teorema de Buchdahl que incluya
fluidos con carga. Si bien desde el punto de vista astrofisico, la solucién de un agujero
negro cargado no es de interés, resulta de importancia en términos formales, especialmente
en relacién con los agujeros negros extremos, que poseen temperatura y entropia nula.
Esta extension se esta realizando con el fin de comprender en mayor detalle el equilibrio
gravitacional cuando existe carga y, principalmente, el caso extremo. Se piensa que los
agujeros negros extremos no pueden formarse mediante un colapso gravitacional, sino sélo

‘a través de la creacién cuantica de pares en presencia de un campo magnético. Calculos
realizados en [44] refuerzan esta idea.

En relacion a los aspectos cuanticos, se realizo un analisis del proceso de evaporacién
del agujero debido a la radiacion de Hawking. Se encontraron las escalas de masa que son

relevantes en la las fases finales de la evaporacion. En el caso de los agujeros extremos,
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los resultados sefialan que la aproximacién de equilibrio termodindmico puede dejar de
ser valida para masas mucho mayores que la masa de Planck en 2+1 dimensiones.

Un problema abierto en la termodindmica de la solucién en 241 dimensiones es enten-
der como ocurre el proceso de evaporacién en un espaciotiempo que no es asintoticamente
plano. En el espacio anti-de Sitter la temperatura sélo tiene sentido fisico referida a un
observador ubicado a una distancia finita del horizonte. La temperatura 7" medida por

un observador localizado a una distancia r del agujero negro estd dada por la relacion de

Tolman [45]

T" = (goo(r)) ™'/, (1)

donde T es la temperatura dada por la ecuacién (3.3) del capitulo V. La temperatura
que hemos utilizado en esta investigacion corresponde a considerar una ubicacién especial
donde el factor de Tolman es uno. Existe un corrimiento infinito al rojo si la solucion de
agujero negro es asintéticamente anti-de Sitter. Un tratamiento termodinamico consis-
tente de agujeros negros en estos espacios debe considerar los campos gravitacionales y de
materia dentro de regiones espaciales finitas, de modo que el comportamiento asintético
del campo gravitacional sea irrelevante. Brown, Creighton y Mann [46] calcularon, ocu-
pando el formalismo para regiones finitas, la capacidad caldrica, la energia y la tempera-
tura del agujero negro en 2+1 dimensiones. Un tratamiento consistente de la evaporacion
debe realizarse en este contexto. Continuamos el desarrollo de la investigacion siguiendo
estas ideas.

Los resultados obtenidos nos han sugerido lineas de trabajo que pueden desarrollarse
en los casos mas realistas de 3+1 dimensiones. Lo anterior viene a corroborar la impor-
tancia de los modelos de menor dimensionalidad como fuente de nuevos enfoques a los
complejos problemas (tanto cldsicos como cuanticos) de las teorias formuladas en mayores

dimensiones.
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