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Resumen

En esta tesis se dan versiones generales de los teoremas asintóticos de Levinson
y de Hartman Wintner para sistemas diferenciales funcionales lineales de la forma
y' : L(t,W\ + R(t,yt). donde y¿(-*) : y(t + s) y 1,.,R, son funciones definidas de

[0, +oo[x8([-r,0], C'), r > 0 en CN, lineales en la segunda variable. Z(f, .) satis-
face una condición dicotómica espectral del tipo Levinson o del tipo Hartman-Wintner
mientras que B(1, .) satisface una condición de integración del tipo L', p > l.

Estos teoremas asintóticos son probados primeramente para ecuaciones diferen-
ciales en Espacios de Banach.

Se considera una ecuación diferencial ordinaria abstracta cuya perturbación sat-
isface nna condición de integrabilidad de tipo -Lp. Sobre la familia de evolución de la
ecuación no perturbada se establecen condiciones dicotómicas y tricotómicas. Así, se

obtienen versiones abstractas de los teoremas de Levinson y de Hartman-Wintner.
También se incluye un estudio espectral en la ecuación no perturbada y cuales

son condiciones (verificables) sobre el espectro y la ecuación que impiican tricotomías.
Se deducen, así, versiones espectrales abstractas de 1os teoremas de Levinson y de

Hartman-Wintner.
Luego, mediante la formulación cle un sistema cliferencial funcional lineal como

una ecuación diferencial ordina¡ia en espacios de Banach se apiicarán estos resul-
tados asintóticos abstractos a sistemas diferenciales funcionales lineales, obteniendo
para estos sistemas, versiones de los teoremas asintóticos de Levinson y de Hartman-
Wintner.

Se realiza un estudio espectral clicotómico para ecuaciones diferenciales abstractas
basaclo en la teoría de reductibilidacl. Se define y se estudia el espectro para las

ecuaciones diferenciales funcionales lineales no autónomas.
Los teoremas asintóticos abstractos serán probados por medio de la construcción

de operadores contractivos cuyos puntos fijos tienen una clara fórmula asintótica.
Comparaciones con resultados clásicos son dadas.



Summary

In this l'ork. u,c u'il1 give general velsions of asyrnptotic theorcms of Levinsol ancl
Ilartman \\,'intner lbl the lineal fuuctional diflerential sJ.ster¡s y' : L(t.yt) i R|t,yi).
u'hele y¿(,s) : y(l + .s) and Z, -8. ale contirluous functiors defnecl h<¡nr

10"+o.lx6([-r.0],CN),, ] 0 into CN. rvhich alelinearin the seconcl varia.ble. l.(1..)
s¿rljslies a spectlal dichotomic condition of Ler.inson or Haltrna.n- \\iintnel t_vpc trrrd
H(1. .) sat islies a -L,' conclitiol for p ) i .

'Ihese asvnrpl,otic theoleurs lvi1l be ploved first fr¡r'ordinalr. diflelential ecluations
in Banach Spaces.

\\ie u'ill colsider an abstract c»'dina,t'y ciil'erential equatiolr lvhose pelturbatiol
satisfies a -Ll' iritegrabilitl. conclition. Iol the evolution familv of the non pertulbecl
ecluation u,e r:stablish dichotomic ancl trichotomic conclitions. Hence. rve obtain ali-
stlacts velsic¡ns l't¡r'theorems of Levinsr¡n ancl Hartman Wintncr.

Theu r,e present a spcctltrJ s1rr1.r' iri the lor pclturbecl equation ancl ive estal¡-
lish r,vhat a,rr the conclitiones ol.er the spectrum and the equation rvhich inrplies
trichotomic condiiiots. Thus, lve obtain spcctlal abstract versir¡ns for the Levilrsorr
and Hartr-nan-\f irrtrrer theorerrrs.

F inallv. rve lbrrmrlate a Iinear firnctional cliffelential svstern as an oldir.rar'-v cliffer'-
cntial ecluatiorr ir a Banach Spacc. Hcnce. r,r'e obtair. for' linear' lurrctional diffclerrLial
sl'stenrs. r.clsions of 1he asymptot ic theol'cnts of Levinson aud Hattnrarr Wintner'.

\\¡e lvill present a spectral dichotonic sttdy lbr abstract ctiffererfial ecluations bv
using lhe reducibilit,r. theorv. \\¡e rvill shou' an spectral stuciy for nonauto¡rorrrons
lin ea r cliterential equations.

The abstracts as_,,'r: rpt otics theole¡rs rviJl lte proved bv construcl,ing contl.actir:e
operators rvhosc fircrl points har,e an ol¡r'ious trs.r.rriptotic folntrrla.

('orrrpalisons r,vith clasical lesults are given.
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Introducción

En muchas aplicaciones, se supone clue el sistema a considerar está regido por el
plincipio de que el estado futulo del sistema es independiente de los estados pasados

y determinado sólo por el presente. Si esto se supone en un sistema que involucra,
además del estado, su tasa de crecimiento se obtendrá una ecuación diferencial ordi-
naria o una ecuación diferencial parcial. Sin embargo, tal principio es sólo aparente,
más aún, es só1o una primera aproximación de 1a verdadera situación. Para poder
considerar un modelo más realista se debe incluir la incidencia de algunos de los

estados pasados del sistema. Algunos ejemplos se dan a continuación:

1. Lord Cherwell (vel Wright 126,27)) encontró la ecuación diferencial retardada

r'(t1: -o,1¡ - 1)[1 + u (r)],

en su estudio acerca de la distribución de números primos.

2. Dunkel [10] consideró una ecuación más general,

r'(t¡: -olt,,A * qd,t@) [1 + r(r)],

donde r/(d) es una función 1ú x N matriz valuada y de variación acotada para
aplicarla al problema de crecimiento de poblaciones.

3. En e1 estudio de modelos depreclador-presa, Volterra [23] investigó 1as ecuaciones

c'(t) : 
[e1 - ys(t) f, n!)ult + e¡ae]

y'(ü : l-q f tzt(t) - f, rrlelxp + o¡ao)

donde r e y son el número de presas y depredadores, respectivamente, y todas
las constantes y funciones son no negativas.

4. Para modelos del mismo tipo Wangersky y Cunningham [24,25] usó las ecu¿-

ciones
r'(r) : ¿,11¡ t4;14] - tu(t)y(t)

y'(t) : - l3y(t\ ! u(t - r)y(t - r).
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5- En el análisis cle la gonorrea, Clooke y Yorke [8] estudiaron Ia ecuación

It(t) - s(r(t - L1)) - s(r(t - L2)),, Lr,L2 > o,

donde 1 representa el número de infectados y g es una función no negativa que
se ¿nula fuera de un intervalo compacto

Todos estos ejemplos son casos cle ecuaciones diferenciales funcionales.
En este trabajo, interesarán aquellas ecuaciones diferenciales funcionales que son

lineales, es decir, aquellas que son del tipo

-tt+\ - 
flt ^\r \¡./ - ¡\¿r.'1l!

(0.i )
t,(0) -- r(¿ + d),

donde Z : Io x B --+ CN, es una función continua que es lineal en la segunda variable,
t, - lo,,+ool, B : 6([-r,0], CN) es el conjunto de las funciones acotadas de [-r,0]
enCNyr>0.

Específicamente se obtendrán fórn'rulas asintóticas para las soiuciones de este tipo
de ecuaciones.

La integración asintótica es un interesante problema que se origina en la teoría cle

ecuaciones diferenciales ordinarias: Considérese el sistema -Áú x 1{ diferencial lineal
ordinario

y el sistema perturbado

r' : A(t)x

y'-(A(t)+R(t))y.

(0.2)

(0.3 )

donde rt(f ) satisface alguna condición de integrabilidad de tipo trp. Se desea estucliar
situ¿ciones en las que para una solución particular ¡ - rs(f) del sistema (0.2) existe
una solución y : yo\) del sistema (0.3) que se comporta asintóticamente como c6(f )
por ura función exponencial de 1a perturbación /i, es decir,

yo(t) : ¿o(¿)."r, (f a(,,a{,))a,) {r +,{r)),

cuando f ---+ *oo, para alguna función g : R x M¡(C) -, C.
Los mejores resultados de este tipo sor el Teor-ema Asintótico cle Levinson 119]

y el Teolerna Asintóiico de Hartman-Wintner [18] (ver también [11, ]7]). En estos
teoremas la rnatriz A(l) es diagorral. o sea,

A(z; = a;"r1¡,ir),..., )N(f)),

de donde las soluciones generadoras del sistema no perturbaclo son

r;(r) - sap (l' t,),"O1,



:j

PaIa I : i. .... -\'.
Lelilsorr v Ilart ruan- \\¡irrtlrel seleccionan la solución parl icular 1' la intcgrabiliclad

rie la 1rt-r'tulbar:ión cle manelas cliléreltcs e¡rtre si: Hartnr an-wintrrer piclc qrre rLno dc
los r.alo¡es propios. )¡(f ), esté puntralnentc alejado dc los clemás. Eri términos más
prer:isos picle la sigrrierrte concliciórr espectlal dicolómica con respecto a ,\¡(l): que
exista un real positivo . > 0 tal qre

lütr1.\,(11 - )¡(l))l >s.

llara tocio z l A. Soble la pcttulbaciór consiclera R(t)l € Lp para l !p < 2. Así
ol¡tienc la existencia de una solución y - y¡,(1.) de (0.3). clefilida para I ) o v a
suficientemente grande tal clue

e*(r) = exrr (/'lr, ie I + e[ñ11¡cr]rl1) (e* + o(1)),

cuanclo I i +... donde e¿ es ci li-ósinlc¡ vector de Ia base carrónica de CN.
Levilson. en cambio. elige la solución particular del no perturbado cori ula

corrclición melos erigente: que e-:rista un valor propio )¡(l) que estc irrtegralmente
a1c.jaclo cLc los cier¡rás. Eri términos rrás plccisos picle la siguicnte corrdición espectlal
clicotórriica con rcspcci,o a l¡(1):

o Jj:)tr(.\1(O )*(())l{ + :r. cuando I --+ f cc, para i - 1..... k 1.

o Existe 1í e R tal que f De(.1;1¿1 -)¡.(())d{ } 1{ para r ) s c¿ = A + 1,..., N.

Pero. es nrás erigentc soiilc la pertur'bación. pidienclo qLre ]fl(l )l € Zl . Asi obtiene
la eristencia cle una solnciórt u = ut,.ll) rlel sistema (0.;i), defirida par.a I ) o l a
srrfit ientenrerrte grancle tal cluc

yr(r)- erp (1,' 
^¡e¡oe) 

(er + o(1)),

cuancio I -+ +oc. Es fácil obsclval que err el caso en quc lfi(l)] € 21. los r.esullarlos
de anrlios teorcmas coirrcider. \'elsiones doncle -4(1) es tlia.gonal a liloqtcs pueclen
errcontlalse en 16].

Pala ecua.ciones difererrciales corr retardo cl mejor restltado clc este tipo. pol
muchc¡s ar'ros. fue el daclo en 1963 pol R. Bellnran y K. Coolic, en su clásico libro 12]
pág277 (\¡er también f3l), donde considera ecuaciones diferenciales retardadas del
tipo

u'(t) - 1ao + «(t))y(l) + (óo + á(¿))y(t r),
cLn'as sc¡lrrcit»rcs son corl¡raratlas con las clt: l¿r etuaciór no pelturbacia

(0.1)

r' (t ) : aor(tJ I b¡:r(t - r),
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pa,ra. cortcluir que la ecüacrión (0.,1) tiene una solución definida para f ) f¡1 -r, l¡
s uficienter¡ente grancle 1a,l que

+ o(t )) (0.5 )

cnanclo I + +oo! donde c1 - 1* áre--\o'y ) : ,\3 es trrra raíz detelrninacta cle 1¿¡.

ecua,ción característica de la ecuación no perturbada:

.\ : ¿o * óoe '\'. (0.6)

l,alrell ablerrente estc rc-qultado lequiere de ias siguierrtes hi¡rótesis:

1. La raíz ,\o de (0.6) es leal. sinrple \,posee la mayor de las partes reales.

2. a(1.),b(1.) ---+ 0 cuanclo I --+ +'rc.

3. n(t) l0 r. ó(t) I 0 para I ) lo.

+. a'(t) : o( a(t)l). b'(t; : o1161111.i cuando / - *cc,

5. /o+- a(f ) 
2d1 < +co. /o*- ló(1) 

2 rJ,t < +:r.

ij. ñ+'' l¿'(¿)ld¿ < +-, /o*" ló/(/)l¿r < +3c

i. f¡- l:#ldr < +-. io+-' ffi ar < +o"

8. f- a(t)ó(t)ldt < +m

Llirr,.. ¡(/r/ l 
- l.lirn, , . "; 1l:l.uara0</.1.'t/ ) (,1

Este teolen¡a, con sus cc¡rrcliciones laliaclas 1-no láciles de vel'ificar, to fue rlejor.aclo
hasla 1995. cuanr1o I. (,lr'óri r'\1. Pituk 11.11. r'edrijerol 1as hipótesis del resultaclo
anteriot sol¡re la ecuación sólo a Ias hipótesis 1, 3, 6 y Ia sigtiente condición cle

integrabilidad

[' u r,J,. [' b'rt,] , c Lr1o.-rrc1.J, , J,_,

clolcle r > 0 r, / e 10. +cc). AsÍ obtieren tambiól (0.5).
Recieltemeute. S. Cla,sl illo r. \i. Pilto l7] ertenrlicrrrrr este ¡esrLltaclo a ecuar:iones

drlerenciales funcionales cle olrlerr r\:. en cloncle e] sistenla no pertulbarlo cs autórrorno.
usanclo hipótesis mtcho mas sencillas. Si se aplica este resultado a la ecuaciór (0.4)
las conclicioncs a peclir sorr sirnplenente las siguientes:

I. La raíz ) = ,\o cle la ecuación caracter'ística (0.6) es simple y corr par.te real
clistirta a Ia de las clemás.

y(r) - exp (r., * t l,)"f,,.,r,',*,-^.'r,1a1;a1) 1t

2. I¡- a(t) Pdt < +.o, Jr*'' lü(¿)rrlr < +r. t < p <2.
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El resuitaclo de Bellrnan-Clookc lo posee una velsión no autónour¿r,. (-'omo con-
secuencia de esta tesis, para 1a ccuacién (0.4) ¡, sistem.as en genelal esa vclsión
será obtcnicia. C'oncretarnente. se establecerr versiones generales de los teorer.¡a,s
asirüóticos de Levinson ¡,' cle Hartrna n-\\iintler para el sistcma diferencial funcional
lineai

!)'\t) - L(t. w) * R{t.9t).
(0 i)

ytlq) - y(t+0),
clonde I e i-r,0], r') 0 y 1?(1. )es estudiaclo colno ura pcrturba,ción ciel sistema
i i).1 j.

Sc consiclclará cluer Las soluciorres ) = )1¿1 cle su ecuaciórr car¿rcterisLira:

det()1- /-(1..r 1)) : 0.

las cuales pueclerl ser infinitas lun're¡ables. satislacen una condición análoga a la quc
cunrplíarr lc¡s valores propios de A(l). en el sistema (0.3), para el il'eorema de Levilson
o cle Ha ltma,n - \\¡intner'. La perLrubación curnplir'á la corrclición lR(1. .) € Zr. con
p = I err el c¿rso de Ler.inson ). L < p < 2 cl el caso cle Haltman-WirrLner.

El resultaclo cle ambos tcolcnras r.s la existencia dc una, solución .r : ¿o(l) del
sistenra no pelturbado (0.1) pala la ctai ha1'rrna soiución y : fJoll) r1el sistelna
perttrba¿lo (0.7) que sc contporta asinlóticamente como:r¡(f) pol.una Íunción erpo-
lencial dc 1a perturbación -8. es decir'.

ro(r) = .¿o(r)e-rv (1"' so E(s))d.') (1 + o( l)).

pala una cielta función g. crranclo / + -fcc,.
En particular', se establecerá ulr corolario de estos resuitaclos para Ia ecnación

clilérelcia] r'etarclada :

y'(t) = b(t)(ylt.) - .y(r - 11 )) t qltJyÍ - rz). (0.E)

ttirsiclelacla como LlltA ecuaciór peltulltada de la ecrración no arLtónonra

,r'(t) :611¡1111¡ - r(f - r1)). (0.9)

Sobre (0.8) sc consiclerará lo sigrrit,rrle:

i) Existe urra constante positir,a .11 ta1 c¡ue ló(¿)l < 1,1 < +.
ii) ó(l) es ura furción dilérencial¡le r, ó'(l)l < p donde p es lrna constante positiva

-rlficiolrlerlenle peqrtc ñ a.

iii) 1a perttlbación 17(1) € Ip pala I < p < 2.
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Se probará que las hipótesis i) y ii) implican una condición dicotómica del tipo
Hartman-Wintner sobre las soluciones de la ecuación característica de la ecuación
diferencial (0.8), con respecto a la, raiz característica ,\ : 0.

Así, se demuestra que la ecuación (0.8) tiene una solución y : yoft) definida para
todo f ) o y o suficientemente grande tal que

yo(r) = exp (t" ;*nrt) rr +,rrr;,

cuando I --+ +oo.
Los sistemas de la forma (0.1) también incluyen a 1os sistemas diferenciales ordi-

narios y el mejor resultado, en el cual el sistema no perturbado es no autónomo pero
ordinario. fue dado en 1993 por J. S. Cassell y Z. Hou [5] para sistemas diferenciales
funcionales en el que el sistema no perturbado es diferencial, ordinario y diagonal, es

decir, para sistemas de la forma

v'(t): l¡(t)v(t) + R(t,vt),

donde A(l) - diag()r(f), ..., )¡¿(¿)) satisface la hipótesis de1 Teorema Asintótico de
Hartm¿n-Wintner y fi(l) satisface la condición de integrabilidacl:

^k)) 
e Le

para p ) 1. Los primeros resultados en este sentido provienen de J. Haddock y R.
Sacker [15] quienes conjeturaron por primera vez una fórmula asintótica para sistemas
diferenciales lineales con retardos constantes (Ver también [1, 22]).

Otros resultados asintóticos para ecuaciones diferenciales con retardo variable
pueclen encontrarse en 113,21].

No se conocen versiones generales para los sistemas (0.7) de tipo Levinson y
Hartman-Wintner, ni tampoco versiones en espacios de Banach, como aquí serán
obtenidas.

En el primer capítulo de esta tesis, se considera una ecuación diferencial ordinaria
abstracta cuya perturbación satisface una condición de integrabilidad de tipo.Le.
Sobre la familia de evoiución de la ecuación no perturbada se establecen condiciones
dicotómicas 1, tlicotómicas. Así. se obtienen versiones abstractas de los teoremas de

Levinson y de Hartman-Wintner.
Después se realiza un estudio espectral en la ecuación no perturbada y se establece

qué condiciones (verificables) sobre el espectro y la ecuación implican tricotomías.
Luego, se obtienen versiones espectrales abstractas de 1os teoremas de Levinson y de

Hartman-Wintner.
Los resultaclos obtenidos permitir'án dar versiones de estos teoremas asintóticos

para sistemas diferenciales ordinarios no diagonales. También permitirían futuras ex-
tensiones a las ecuaciones diferenciales parciales, de Volterra, etc. debido a que estas
pueden formularse como ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach
(Ver [12]).

n(r, 
"*p(- /' .
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De hecho, en el capítulo 2 se estrclia e1 sistema diferencial funcional (0.7). uti-
lizando la formulación abstracta dada por Burns, Heddrman y Stech [4], a la cual
se aplican 1os resultados obtenidos en el capítulo 1 para obtener así los principales
resultados de esta tesis.

La primera versión de la demostración del Teorema de Hartman-Wintner es muy
cornplicada. Harris y Lúz l17l simplificaron esta demostración, conectando el Teo-

rema de Hartman-Wintner con el Teorema de Levinson mediante un cambio de vari
able lineal que transforma el sistema a estudiar en otro que satisface 1as hipótesis
clel Teorema de Levinson. Hacer este cambio de variable se hace difícil ya en el caso

de las ecuaciones diferenciales con retardo. Estos resultados asintóticos abstlactos
se probarán mediante la consttucción de operadores contractivos cuyos puntos fijos
tienen una clara fórmula asintótica.

Para el estudio espectral abst¡acto se hará uso de la teoría de reductihilidad dada
en Daleckii-Krein [9].



Capítulo 1

Teoremas Asintóticos para
Ecuaciones Diferenciales
Abstractas.

En este capítulo E - (8, | . l) es un espacio de Banach con nor.ma l. I v para un
subespacio vectorial D de E se denota por L,,(D,E\ al subespacio vectorial de las
transfo¡maciones lineales, desde D en E. Se dirá que un operador A e L"(D,E)
es acotado si la norma operador, Ia cual se define por lÁl : sup¡r¡=, Arpl, es finita.
Siempre, la norma operador será denotada de 1a misma forma que la norma del espacio
en que trabajemos. Los elementos d,e L"(D,E) no son necesa¡iamente acotados.

Deffnición t Sea D subespaci,o uectorial de E. Se llamará ecuación tliferencial de

D en el Espacio de Banach E ó (D, E)-ecuación diferencial abstracta a una ecuación
diferenc'ial del tipo

r'(t) -- A(th(t),

tlonde A:1" - [o,]oo[-r L"(D,E).

(1.1)

Cllalatrente este tipo de ecuación incluye a los sistemas dilérenciales ordinarios.
El objetivo de este trabajo es dar una versión general abstracta de dos importantes

teoremas de integración asintótica, uno debido a Hartman-Wintner [11, 17, 181 y el
otro debido a N. Levinson [11]. Es decir, se considerará la ecuación

y' lt) - ( A\t) + fi(¿))y(t), (1.2)

donde rt : I" -+ L.(D,E) es una función continua; se estableceran condiciones,
sobre la ecuación no perturbada (1.1), para que tenga una solución r = ro(l) tal
que la ecuación perturbada (1.2) posea una solución A : yo!) que se comporte
asin'oticamente como c6(f) por una función exponencial de la perturbación, rnás
precisamente,

yo(r) : ro(r)e\r, (/'a(,, a(.))) t, * ,1r1¡. (r.3)



cuando ¿ + +oc.
Para este estudio asintótico ser'á mu¡. írtil el uso de la fórmula de variación de

parámetros, razón por la cual se d¿r'¿ín las siguientes definici<¡ues:

Deffnición 2 a) Una Jamilia d,e e uolución es un,t, Jamilia de operadores lineale.s

r,cotarlos {O(1,.s)}¿;", sobre E. tal que

,) A(s, s) : 1

ii) o(t,s) : o(¿,Oo((,s)

paratod,ools<(1t.

b) Se- rlirá que la familia, d,e- e,tohtción {O(l,s)}1¡, resueLte la e-cuación (1.1)

Ttara todo t" € D, r(l) :61¿,.*¡r" es solución d.e (1,1) paratod.ot).s. En
caso se d.irtí que @(t,s) es el operatlor de Cauchy tle la ecuación (1.1).

Se mnsiderará, durante todo este capítulo la siguiente hipótesis:

(H1): Existe una familia de evolución ié(l,s))¿¡, que resuelve la ecuación (1.1).
Ciada solución ¿ = r(l), de la ecuación (1.1), está definida para todo I ) o y puede
replesentarse cle manera única como r(l) : O(¿, r¡r1s), para todo l, s, t ) s ) o.

Nota 1: De la hipótesis (H1) se desprende que (D(f, s)D C D.

Nota 2: De Ia fórmula de variación de parámetros se tiene que si -E(f ) es un operador'
Iineal acotado, para todo t € I,.la hipótesis (Hl) también es válida para la ecuación
perturbada (1.2).

Pa,ra f ) .s ) o, sea O(1, -s) : D --+ O(1, s)(D) la restlicción
clecir', ,i(t, s)r, - é11,,s)u, para toclo ¿, E D. Entonc"r, éii. 

"1 ",la hipótesis (Ht), iD(t,s) es inyectir.a. Luego iD(f,s) es biyectiva.
fls)o

o(s.r)- ¡ó1r,,¡1-'.
En las siguientes secciones se estableceran las versiones generales de 1os teoremas

asirtóticos mencionados.

1-.1 Teorema Asintótico de Levinson Abstracto
En esta sección se dará la versión abstracta del teorema de Levinson más general de
este trabajo. En este resultado A(f) "v -R(f ) satisfacen las siguientes hipótesis:

(H2): trxiste una función localmente integrable )6 : 1o -+ C, existen proyecciones
P¡(t) : E + E(i:1,2) y una proyección constante y unidimension al P6: E --+ E
cor ImP¡:< ¿ >, tal que lP,(f)l es acotada como función de 1, P1(t), Po, P:(l) son

complementarias y existe 1( > 0 tal que:

si,
taL

de O(1, s) a D, es

sobreyectiva y por
Así, se define para
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i)

lo(r,s)P1(s)l< 1(á(i,s)lexp (/',r,)t, , > ",
(1.4)

--+ 0 cuandodonde ñ(f,s) es una funciól acotada para I ) s ial que ñ(l,s)
I --+ {oo y h(t.s): h(t,T)h(T.sl si s ( 7 ( f.

o(r, s)é : 
"l<, (l .\o(0d() ¿, v,, s

lo(t, s)P2(s)l < 1(lexp (/'.1.) t, , S ,

donde O(1,.s) es el operador de Cauchv de (1.1).

(HB): l,R(t)l e 11.

Definición 3 Si una ecuación de la fonna (1.1) satistace la hipótesis (H2), se dice

que posee una \s-tricotomía ordinari,a. Si las proyecciones P¡(t) no tlependen d,e t, es

de,cir, son constantes, se d,ice que la ecuación (1.1) posee una )o-tricotomía ord,inaria
con prnyeccion,es fi,jas. Si lo : 0 e, una \s-tricotomía ordinaria se habla simplemente
de una tricotomíl, ordznaria.

De (H2)-ii) se ve que la función 16(f) definida por

/tl \
ro(f) : exp \J, ^")é,

es una solución de la ecuación (1.1) ¡, en el caso en que A(f) es una matriz diagonal
,¡t' x,V, la.s hipótesis del Teorema cle Levinson sobre los valores propios de A(ú)
garantizan el cumplimiento de (H2)-i -v (H2)-ii. El siguiente resultado es una versión
generalizada del Teorema de Levinson.

Teorema L Supóngase que (H1), (H2) y (H3) son aálidas para la ecuación (1.2).
Entonces á.sta ltosee una solución yo € C([o,, +oo[, E) para o suf,ciente,me-nte grand,e,

que satisJace

vo(r) : exp (/'.l,r,ra,) (¿ + o(1)), (1.7)

cuand.o t --¡ a-

Demostración: Sean Co = C([o, +oo[, ¿) y ,A,f el operador definido en Co por

(//y)(¿) : O(r, a)é + # 0(¿, s);',(s)R(s)s(s)ds
(1.8)

(1.5)

( 1.6)

ii)

iii)

- ,r,-- o(t, s)(1 - P1(s))E(s)y(s)ds.
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Es fácil verificar que cualquier punto fijo y6 de N es una solución cle la ecuación (1.2).
Entonces, se probará que el operaclor,A/ tiene un punto fijo que sa,tisface (1.2).

Clonsidérese la norma

llyll.,, : .up ¡.*n (- /'t) y1t¡¡

y el espacio de Banach Cs" - {y € 6'" : ljylj¡. < *o"}. Se tiene

i) .A/(c)o) c c)0,

ii) 
"A,f tiene un único punto fijo !6 en ú¡o 1,

iii) y6 satisface (1.7).

De l.recho, para rna constante converrientenente grancle 1i', se deflne

H{(t) : illz1r,,;1a1,¡1as,

Hí(ü : i(1+-¡a1,;¡a,,
paratoclol€1o.

Entonces se tiene,

lf o(r, s)p1(s)n(s)y("s)dsl < l"*p (I.1.) lnr{r)llrll^.,

l#o(r.sXr-p1(s))r?(s)y(s)dsl < lexp(#r.) lri{illlvll^.,
para todo .lJ € C¡o ! t € Io cott a suficientemente grande,

Aclemás si H" - Hi + Hí, de la ecuación (1.g), se tiene

l.My,(t) - AÍy,(t)l t l"-o (l .ro) 1a"1r;1¡s, - y,¡¡^" (1.e)

para todo yr,y2 en Cso.

Si sefija T,v t>T ) aentonces

'H"tt)l< hv.r) f,r /rir.ullr?rs)lds - M l-'lBis)1d".
donde M : max{1, sup,>, ll¿(¿, s)l}. puesto que i¡(.)l e Ll , H" (t) -_+ 0 cuando
f - +oo. De la desigualdid (1.9) con Uz : 0, existe una constante c > 0 tal que

l.^Íy(t) -*o (l').) ¿l < .J",,p (/'.r.) ¡]¡y1¡,"

v

rim/tÍ\,**." i.*P t- ¿ ^,) 
Nv(t\ - él - o. (1.10)

De aquí, Ny € C¡o para todo y € Cso, y la afirmación i) queda probada. Si se
considera, en (1.9), a tan grande que sup¿>d H" (t) < 1, se tendrá que ,4/ ". .,rru
contracción y por el reorema del Punto Fijo de Banach,,A/ tiene.,r. único prLnto fijo
go € cro, cle doncle la afir'mació, ii) queda demostrada. EI límite (1.10) pLLreba iii).n
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L.2 Teorema Asintótico de Hartman-Wintner en
espacios de Hilbert

En esta sección se dará la versión más general del teorema asintótico de Hartman
Wintner. Como lo dice el título, el espacio -E selá un espacio de Hilbert ¡'los oper
a,dores,4(l) y R(l) satisfarán las siguientes hipótesis:

(H4): Existe una función loc¿lmente integlable As '. Io -- C. existen pro¡zecciones

P;(t) : E '-+ E(i :1,2) y una proyección constante y unidimensional P6: E -+ E
con ImPs:< é >, tal que lfl(t)l es acotada como función de f , P1(f ), Po, &(f ) son

proyecciones complementarias,

A(t)nO) : Pr(t)A(t)' i-7'2'
A(t)é : 

^oU)é
y existen e, 1i > 0 tal que

(1.11)

(1.12)

(1.13 )

lo(¿,s)P,(s)l < Ile-e('-')lexp (/'t) t, , > ",

lo(¿, s)&(s)l . ,;.s(t-§)lexp (/'r.) t, , < ",
donde (D(1, s) es el operador de Cauchy de (1.1).

(HS): l? cumple la condición de integrabilidad R e Lp,, | < p < 2.

En virtud de la unidimensionalidad de P¡, existe una función r¡: I, ---> C tal que

PoR(t)¿: roft)é.

Por la hipótesis (H5), ro e -úe.

Definición 4 Si una ecuaci,ón d.e la forma (1.1) satisface la hipótesis (Hl), se dice

que posee una \¡-tricotomía ery,nnencial. Si las Ttroyecciones P;(t) no depend,en de

t, es tlecir, son constantes, se d,ice que con Ttroyeccion,es fijas. Si la ecuación (1-1)
posee tlna \¡-tricotomía e-qtone-ncial ,l )o : 0 se dice simplemente que (1 . I ) posee

una tri.coton¿ía erponencial.

De (1.11) se deduce que o6(f) defrnida por,

/tt \
.r¿(1) - exp lJ, ^") 

u

es una solución de la ecuación (1.1) ¡, en el caso en que A(l) es una matriz diagonal
N x 1ú, las hipótesis del Teorema asintótico de H¿rtman-Wintner, sobre ios valores

propios c1e A(f), garantizan el cumplimienio de (1.12) y (1.13). Antes de enunciar el

resultado que generaliza el Teorema de Flartman-Wintner, se necesitan algunos lemas

previos.
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L.z.L Lemas previos

Los siguieltes lenras aportarán estimaciones que ser'án muy útiles para la demostraciór
del result¿rdo principal.

Lenra 1 Sea r € L',p > 7, una fnnción continua y no negatiua sobre R+. Para
t)0!/e>0sea

ll /" jco
;r/..') = Jo 

r(s)e-'\' ")d.., q¡t,t¡ - J, r(r)e€('-r)ds.

Entonces

i) eft.e) -- 0, ((1, s) ---+ 0, f ,+ *co

ii) .p(..e) e Lq,((,e) € Lq, si. q) p.

Nota 3: La parte ii) es válicia cuando I + l: I y p <2.

Lema 2 Sean r e Le , c > I y e ) 0. Entonces para t ) s / o se tiene

/ /t \
l"*p(¿ r)l1ce;t'-"t. ,1.t41

si o es suficiententente granrle.

Demostración: Por'la desigualdad de Hólder,

l' , ,,,-,,? /** ¡,¡0. rr.rj,¡
JS J"

Claramente, la desigualdad (1.15) implica que lim¿-1"o I'_, lrl - 0. De aquÍ, ptr.r.a

c > 1, se considera a tan grande que

1"",(l'")t=.,
paral),slo. Clomo r € ZP,

para o suficientemente grande. De (1.15) y + < 1 se tiene que si ú-s ) 1, entonces

1"" <itt - a.

de donde,

l*o(/',) tleí(-"),
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para ¿-s > 1. Así, se obtiene (1.14) para todo I ) s ) o donde oes suficientemente
grande. tr

Ahora. se compara (1.2) con 1¿ ecuación

r' : (A(t) I Ro)a, (1.16)

donde

Ro = PoR, (1.17)

r:uyo oper.ador cle-Catchy ser'á denotaclo por- [/. Se comenzará calculando [/ y clesde

ahora se denota ,\ : )o * ro. Nótese que ) : Io --+ C es una función locaLnente
integrable.

Lema 3 Se tiene
/ /t -\

U(t.s\P6 =exp[/ ))Po '1LS)

^. ----- : 
- 

1 .)tt PutLt t - )\::\

u(t,s)p¡(s): o(¿,s)p,(s) + 
",.p (/' i) [/' a.1a¡"- /J io11,, ¡¿1,¡a1] ( 1.le)

Demostración: Aplicando I - Po lado izquierdo de la igualdad

d.

it tt.¿: (A-¡ fi6)u(f,s)

se obtiene
(I - Po)U(t,s) - @(l,s)&(s) + o(t,s)&(s)

y aplicando P¡

¡l -

dtPou 
lt. b) : ) (t)PoU(t, s) + E6(t)O (f , s)P1 (s) + fts(z)é(1, s)P2(s)

Así, de la fórmula de variación de parámetros se tiene (1.18) y (1.19).tr

Nota 4: La igualdad (1.18) puede ser escrita como

Lt1t.s,1? =*o (l',\.(()d() ¿.

Sean [/e1(1, s) y U¡2(t, s) operadores definidos por

tir(r.srP,rsr = *, U't) l-1-- 86111,- I,'iE11.s)P¡{s)1{] , (1.20)

ft,(r,s)p1(s) = ".0 (l ,) 
[1.-o.,r,,-/"';o11,"¡r,1,¡ag] 

. (1.21)



i5

Nota 5: Obsérvese que

PoU(r, s)& (s) : U61 (t, s)P1 (s) + Uo, (r, s)Pr (s).

Asi, [.I ha sido descompuesto en cuatro partes las cua]es serán estimaclas en los

siguientes lemas, en Ios cuales 1as hipótesis (Hl), (H4) y (H5) se supondr'án váJidas.

Lema 4 Para o suf.cientemente grand,e, eriste c) 7 tal que

e) lexp(-li) o1t,";r,1,)l <."-á(¿-'), tlsla
ii,) lerp ( f: i) o(/, s)Pr(s)l < r.i{t-s). o 1 I 1 s.r \ J5 /

Dernostración: La parte i) se deduce de 1a desigualdad

l""p ( f i) o1t,"1r,1,¡¡ : lexp (-fJ^.; o(,,s)P1(s)l.e"p (I l..l)
(1.22)

< É-€(r-s) 
""p 

({ lro¡)

y del Lema 1. La parte ii) se obtiene en lb¡ma análoga. ¡

Lerna 5 Eriste una constante K > 0 tal que

i) lU - ro)U(r,s)&(s)l < 1r lexp (L'i) ¡."-;,'-'r

,¿) r¡0,(¿,s)pr(s) < 1i *p (/l))l[.1,1'- la.{e ll.;t'-era11

parat) s) o y o suficientemente grand,e.

Demostración: Primero, se probará la parte i). De la relación (1.19), se tiene la
igualclad

(/ - Po)t¡(¿. s)4(s) : 0(t,s)fl(s)

I del Lenra 3-i) se obtiene la parte i) .

Ahora, se probará 1a parte ii). Por el Lema 3-i), existe una constante Ii1 > 0 tal
que

lu¡1(r,s)p1(s)l < 1r1l exp (l'r),[/.- ta«elt,-rc-td€), I ] s,

lo clue prueba la parie ii). tr

Lema 6 E¡iste una constante Ii > 0 tal que

i/ l%z(¿,s)pr(s)l < 1( lexp (r ,r) t lr,.- 1fi6({)le-áte-"r¿1] ,

ii) lu(t,s)P,(,s)l < /l lexp (f, i) 1 ¡.;r'-'r + I: l?,@l"r(€-")d€) .

para s / t ) o y o suficientemente grand,e.
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Dernostración: Por ei Lema 3-i), existe una constante 1(3 ) 0 tal que

Ir/6,(r,s)p1(s)l < 1(31 exp (l'^) , l/.- tn"te I e-;rt-"r¿1] ,

Io que plueba la parte i).
De Ia lel¿ción (1.19) se ve que para i - 1,,2,,

r'(r.s)B(s) .,0 (l',) ["., (-l'r)a(/.s)p,(s) r (/'n"re l.-iItore,,ret,r,re )] .

Entonces, usando los Lemas 1 y 3, se obtiene la parte ii) paras>-t)oyo
suficientemente grande. ¡

L.2.2 Hartman-Wintner generalizado

Ahora se probará Ia versión generalizada del teorema de Hartman-Wintner.

Teorerna 2 Supóngase que (H1), (H4) y @5) son uálidas para la ecuación (1 2)
Entonces ésta posee una solución Uo € C([o, +oo[, E) para o sufi.cientemente grande,
que satisface

yo(r) : exp (,{'it,lr") (¿ + o(1)), (1.23)

cuand.o L --+ cx-,.

Demostración: Sean C" - C([o, *m[, E) y ,¡f el operadol definido en Co por

(^ yX¿) : U(t,o)¿ + I:U - P¡)ti(t,s)Pr(s)É(s)y(s)ds

- ,*"" U(r, s)Pr(s)á(s)y(s)ds
(1.21)

+ [: Uolt,s) P1 (s)É1s)e(s¡as

/¡* ¿/0,(1, s)& (s)Ris;y1,)a,,

dondeR:R_ Ro.

Por la 1órmula de variación de parámetros y la Noia 5, no es difícil probar que
cualcluier punto fijo y¡ de "Al es una solución de la ecuación (1.2). Ahora se plobará
clue el operado-,- y'/ tierr" un punto fijo qr-re satisfáce (1.23).

Corisidérese la nolma

llclt; : ,,p 1*r ( /'i) ufr)t

y el espacio de Banach C;: {y e C" : l)ylli < **}. Entonces se verifica 1o siguiente:
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i) ,^,/(ci) c ci,

ii) ,\/ tiene urr írnico punto fijo yo € C:t y

iii) y6 satisface (1.23).

De hecho, para una constante convenientemente grande 1{, se define

Hí@ : fff e-áti-"rll?(s)lds,

Hi@ - 1r [x li?(")1"-it'-'r¿,] [J;+* lÁo(€)le-;(€-¿)d(],

HiO.) : r J:+- l.B(s)l (f,*- l¡"(€)1,-;(€-4d() ds

Hilt) = rL [I+- f i(¿-',) R1.1 ,1,, + i,-" (f lR6(()le-i{'-c)r7c) Ét,¡ a'] .

En viltud de los Lemas 4-6 , se tiene:

I J: p1u(t,s)p1it(s)y(s)dsl ( lexp (f i) lal{i)llvlli,

| ÉLtot(t,s\11i.(s)y(s)dsl < l"*p (# i) In;trlttulli,

II+*%,(¿,,)p,á1"¡y1r¡ar¡ < l",p(#i) tn;trltlulli,

y finalrnente,

f,+'-'rr(r,s)&É(s)y(s)rls < lexp (# i¡ r 11*''..;t' 'r1n1-.¡1as

+ /,+* (# l¡.(e)1,-;u-'r¿e) lÉ(,)l¿,] llvlli

< l"*p (¿ i) trttrlttulli,

para todo y e C1, o suficientemente grande.

Además, si H' : Hí + Hí + Hí + I1f,, entonces de la relación (1.24), se obtiene

ll{y,(t) - .tty,\t)lt l",.o (l i) I a"f r)llv, - u,lli (1.2b)

para toclo yt,lz € Ci.
Pc¡r' el Lema l, H" (t) - 0 cuartclo , --+ +oo. De 1a desigualdad (1.25) col, y2 : 01

existe una constante c ) 0 tal que

t^ry(r) -*o (l'i) ul 
= " ",., 

(li) t uli
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,IlL 1",,p ? l"' ^) 
Nvo - ¿l: o' (1.26 )

De acluí, Aly e C; para todo y e C;, y la aflrmación i) queda probada' Si en la

relación (1.25) se toma a tan grande que supr¡, 11'(i) ( 1, se obtendrá que 'A/ es

oo. contrac.iá., y por el Teorema del Punto Fijo de Banach. e1 operador',4/ tiene uu

punto fijo ao e C;. Del Iímite (1 26) se deduce iii)'tr

Nota 6: Este resultado se extiende lácilmenie para eI sistema

v':

donde
Ri € LP',1 <p;<2.

1.3 Teoremas Asintóticos Abstractos. Versión Es-
pectral

En esta sección se darán versiones espectrales de 1os Teoremas 1 y 2. Hasta ahora

las hipótesis sobre la ecuación no perturbada, ya sea las tricotomías ordinarias o

erpouerrciales, r'ienen dadas en el opelaclor cle cauchy, Io que hace necesario corocel'

las soluciones de la ecuación (1.1). se establecerán coudiciones sobre e1 espectro

de A(f) para que Ia ecuación (1.1) posea una tricotomia orclinalia o una tricotomía

exponencial. con este fin, se hará rlso de 1a teoría de reductibilidad dada por Da]eckii

y l(rein [9].

1.3.1 Reductibilidad
Lenra 7 Sean P;: I. "+ L,(E,E), i = 1,...,N futzciones rli'Jerenciubles acotadas

en t tal que {¿(¿)}[, es una Jamilia d'e 'proyecciones compLementarius ' Sea S utta

solución de la ecuació'n d,ilerencial en L,(8, E) :

(r.27)

(1.28)

(1.2e)

1o,,,* Éo't,l] ,,

s'(¿) : (Pí(¿)P1(¿) + ...+ Pív(¿)PN(¿))S(¿),

con cot't dición inicial
S(o) : 7'

Entonces para t,s e Io, se tiene

S(t)S(s)-14(s) : 4(t)s(¿).s(s)-1, i : 1,..',¡r'
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Dernostración: En primer lugar,

Pift)P,Q) + ...+ Pi(r)PN(r) : -Pl(r)Pi(,) - ...- PN(r)Pi(r),

de donde
Pi(t) S' (t\ - - P;A) Pi{ü S (t).

Como Pi (r) - Pi(t)n@ + Pt(t)PiU), se tiene,

¿(,)s(¿) - PioPt(t)s(t) - Pl(¿)s(,),

es decir,
Pi(,)S(r) + P;(t) S', (t) : P;(f )¿(¿)S(¿),

o bién,
(4(r)s(¿))' _ Pi u) P;(ü(nQ) s (ü).

De aquí, S, : ¿(¿)S(¿)5(s)-1 es solución del problema de valor inicial

si : el(üP1(t) +. . + Pi(r)PN(r))s'

s,(,):4(,),
al igual que lo es S¿ : .9(t)S(s)-1,f (s). Como -Q(l) y Pi (f) son operadores acotados,
este problema cle valor inicial tiene solución única y por 1o tanto

fl (t)s(t)s(s)-1 : s(¿)s(s)-14(s).

que era lo que se quería demostrar.tr
En el próximo Lema se mostrará la existencia de un operador que satisfaga 1a

plopiedad (1.28) y que además su norma sea acotada como función de f. Para esto
se pedirá una restricción adicional sobl'e -E: que sea un espacio de Hilbert. Además
emplearemos la misma notación que en el lema anterior.

Ler-na 8 ConsicLérese la notación del Lema anteriior, Su1¡óngase que E e-s un espacio
de l{ilberL con producto i.n.terno < ., . > que n'¿duce- la norma | . I. Considércse el
olterad.or

S :: ,9i?-1,

d.onde R es el operad,or lineal tal que R2 : S- [t[, Pifl] S ,s los ad,juntos están con-

siderados segtín el prod.ucto interno I p.,ú >o: y!=, < P,(4rC, P¡(o)ú >. Ad,emás
;to 

s:-sl'
donde V es un operad"or que es la sol'ución del problema de, ualor inic,ial

\t' : iQ{t)V

V(o) : ¡
cott llr ,!,W'n 

t R-rR'l
Entonces



,l i(r) .il¿)-' 5 t,¡ lj Stt) i so¡t rtcc.,ler¡los cr.,rno t'u.n.ciones d.e t.

ii) l'u'a t., .s e I. ,

.,/ \,. p,.-, _ l.tt- t,\r.{, l

-,/ \'r.. /,,..r_/,r,ir,i,.. .

'puru t - L,...,N.

.ii f.,;.-¡, ,,lta t.ol,nt ttl, , ,0 t¿l o,,, .'''¡,1 . "l[f 
t tf'tltP.'lt)

Demostraciótr:EleStac1etrrostl.acióllsetlsat.á]anotaciórr<...>.
{ ... }r_r. \o es dllírcil ver quc au-Ll;os ploc[uctos intelnos indrLcel la rlisrrta l,opo1ogía.

Arite-. ck,, probar i). 1i) y iii) se velilicar'¿i que -R está bicn clefinicio, es decir, que el

opr:r'ador ,?2 (i) es positivo.
Si9€/entonces

< R')(,t);.,¡ > = I,l, <,\(/)I lo1s.,s'(t)P,(,o),;>

- r,!, ,5lt')P;(o);)2

.-\z l..'¡r-T L,=t )1-,\o )? '

\ I s-N D/-\ -l:- t;li(¡¡l 1-,=1 1i\u )Yl

- .¡in;¡'.
dc clondc sc ol¡tiere clue fi'?(l) es urr opelaclor positivo )' por tanto se puede clefinil
su raiz cuachacla -R(l).

Ahola se plueba 1a parte i).
Err viltutl cle 1¿r dcllnición c.le -R2 se tiere

T\' ']

r: R-ts'' lf 7,-¡,, 1 '..'¡,,,-rL=l
\- Irol Larto la clesigualclad

lr,, : I;_\, < R r{r).s',"(l)Pi(r)P,(1).5',(1)H-r(1):r.,; >

- I;I, P,(/).5(1)1¿-1(¿),,,1:r

t i (f:,P t .\tt,H-',t,;'))

> +l,S(1),8 
r(1)r r.

'20
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.rsi. ,i'1i11 < /.'r.
l)ol otlo la,rlt¡. usa¡do otra \,'ez la clefinición de R2 se obticrre

N
(s.1-t¡:,q-t :Lp:p,.

i=1

Entorces

,i'(¿) ,pl, - jR(r),s'(r)-tpi,

< (S.) 1(t)ñ'(f)S(¿)-'p,p >

: f;I, < pi(t)p¡(t)e.p>

I,L lfl(l)', 2 5 .Nsup,_,,...,- l4(¿)lrlrl,

Ya que P¡(l) cs acotacla como función cle l, lS 1(l)l también 1o es.

Pat'a vet'la acotación de,5'1, ¡ls,5-1 l¡asta probar clue V ¡' l,r-t son a.cota{as. Esto
sc clcduce facilmente clenrostrando qte

'] t,,,.,,,, 'l t\ir r.l /l-'- 1-;.dt dt

De aquí se obliene

il'(l)l' - sLLp < 1,i(/)9. tr¡(l)p ¡: sup < l'.(a),p. V(o),? >: 1

L:r e,=1

l aláloqarterLle ]1,'(1) 
1 = l. ,\sí 1a Parte i) c¡rc<1a demostlad¿r.

Ahola, clcrlostr'¿rrernos la pa.t tc ii) .

De1 Lenla ante: io¡ sc ticrre

,9(¿)P,(a) : 4(r)s(r).

Aclenrás.

R(,tf Pi( 6) : 4( o ).!'( r ).,§( t) p 
¡( o ) - p Jo ) R(t), .

clc clorrcle If(t)P,(o) = 4(o)fr(l). Así.

S' (t)P,(o) : P;(o) S (t).

SóJo qur:cia rrostrar q.,".i¡i141"; = 4(l).i(l). Pala esto es suficiente pr.obar c¡Lre

\"lt')P;(,o) - P,(o)1,(i). Eri efecto. no cs clifícil velificar que Q1(f )f (a) = fl(o)fl1(t).
p..,1 ri .e,,l,li, r, rr La¡ Iela(:,r1res

I,:'(t)P¡(o) = la¡(u )li(t)P,(o)

P¡(o)\'¡' ¡r 1 : i01(t)P, (a)1''(t).
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aml)as (ol la rrrisnra conclición i¡ricial elr l. : o. De la unicidacl se tiele clLle qiLe

I'il)P;io) : P,lo)\,'(,t). LrLego. si-' r'elifit ¿ru ltrs ignakl;rr1cs

,i(¿)s(,)-'4(.') - E(r)p,(o)S(-s) 1 - 4(r)S(¿)S(-s) 1.

S(¿)it.'l '4(.. l= i'1t;¿qo¡,ii'1 I = ¿(i)S(¿)S(s) r.

Esto pnLeba 1a parte ii ).
Pol irhirrro se clernostr-'ar'á la pattc iii). El primer ltgar-. obsé-,..vese clrLe

.i'1r1: r;1r¡i'ir) ,c(/)=/(/):-1(l). (1.30)

ilorrcle G(l) : I;:, P1(f )¿(l) i' F = 1"-tp.
(lorno ,i(l) es acotaclo. sólo clueda rnostlar la existencia de una cor.rstarrle i > 0

tal que
:/(/)=-r(l)l :ic;(t). (1.31)

Pala esto. nótese que

1?'?(l ) = t p¡(o) S. (t.) S ( t ) 
p;(o 

) 
p¡(o)

])elivanclc¡ esta exllr'esión se obtiere

.R',(/).R(l)+ fi(f )rS',(r) : I e(")s.(¿)lG'(r)+ G(.t)ls(t)P¡(.o).

Daclo clrLe el ope-,-adol C;" lt) + G(t) es acotaclo. existen a. i, € R ta,l que

L\ 1,f,,! > < < [(;- + (;)'f .f ><. 3< r.,p>. ,pe E.

De la relacrón

< |R'R + RRl)p..,: r- ». l(¡ + a¡.5(¿)4(o)e,,9(t)P,(o)e>.

sc ol¡l icrrc

< rr I,_rI, <,9 (t) PJo)r, S (,t)P¡(o)p >.

1o cual cs ccluivalente a

n<R't.f><<(R'ni|ttl')9,.¡>< |1 < Rtf.g >.

Ionrnrrdo ) H t. :e rieire

o +,1' << (fi'I 1 + ñ-',ñ')ú, tit >< ¡1 yl2.
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Entonces

lE'(,)fi(¿)-' + E(¿)-1R'(f ) | < 2lG(t)1.

Se define

r¿n ,= ltr¡. + o1 - l1n,a-, +,R-,-a,),2' 2',

donde 0(f) - R'(t)R-1(t). Entonces

lCIR(f) < lc(r)|. (1.32)

Puesto que f)(f ) = C¿R(f) + r0r(f), al hacer el cambio de variables

R:V=
en la ecuación

E/ - r¡(r)R,

se obtiele

,or(¿)y(r):(¿) + v (t)=' (t) - c¿R(f ) 
y(,)E(t) +,or(l)y(l)E(f )

de donde

='(f )=-1(¿) - y(¿)-',oe(¿)y(¿).

Luego l.-'(l)F-11 f le¡n(¿)l y de Ia relación (1.32) se obtiene (1.31), demostrando así

Ia parte iii). tr

Lema 9 Sean P¡ : I" --+ L,(8. E),i : 1, . ,1ú y S ¿ef.nidos corno en el Lema
anterior. Sea A: I" -- L"(D,E), d.ond,e D es un subespacio aectorial d,e E, tal que

AQ)kQ) : P¡(t)A(t) v P,(ü(D) C D parai : 1,. .,1{.
Sea S(t) un operad.or lineal definid,o como en el Lema anterior. Entonces:

a) hacrend.o el cambio de uariable. = S1t¡1 en la ecuación (1.1), obtenemos

e'(t): (B(t) - s1r¡-'s'1i¡161r¡, (1.33)

donde B (t) : S(¿)-14(r)§(¿).

b) Si A es tliferenciable, entonces B es diJerenciable y eriste c> 0 tal que

N
B'(t)llcl»PioPt(t)|, te r,, (1.34)

i=1

Demostración: Para probar la parte a), se hace, en la ecuación (1.1), el cambio de
variable u : S(¿)( obteniendo

(S(/)g': A(¿)S(¿X.

Es decir,
S'(r)( + S(¿X': A(r)S(rX,

1o cual puede esc¡ibirse como la ecuación (1.33).
Para la demostración de la parte á), ver Lizana [20]. o
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t.3.2 Algunas definiciones

Con el fin de preparar el camino para formular las versiones espectrales, se considerará
la (D, E)-Ecuación Abstracta

u)'(t) - B(t)u(t). (1.35 )

Se clenotar'á por I4l(f,s) el operador de Cauchy asociado al sistema (1.35). Se supon-
,l¡ a rr 1a.s sigtLierrte. hipótesis:

(H6):

A) (1.35) satisface la hipótesis (H1),

B) Para cada I € 1", B(t) es generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente
continuo

C) El espectlo de B(l) consiste solarnente de valores propios, es decir', o(B(t)) :
oo@(1)): {}t(f)}L'r, m¿ € NU {+oo}, donde los );(f)'s están repetidos segírn

la dimensión de srrs espacios 1:ropios

Además, se darán las siguientes definiciones:

Definición 5 Se tlice que la ecuación (1.35) es espectralmente tliagonal a bloques
paru k .1 rn¡ con respecto al ualo'r'propi.o \¡,. si eristen proyecciones complementarias
P1, Po, P2 : E ---+ E (ind,ependientes tle t) de mod"o que se tenga:

PiB(t) : B(t)P¡ para i:7,0,2,

o ( B (t) Pr) : op( B (ü Pz) : { ¡, (¿) }l;i,
o(B(t)Po) - op(B(t)Po): {)r(i)}
o (B (t) P1) : op( B (t) Pt) : {)¿(r) }2i+,,

d.ond.e m¿ e N U {+oo}.

Nota 7: Que el espectro de B(l) sea el espectro puntual, se da naturalmente en e1

caso en que l¿ dimensión del espacio C es finita y además en el caso que se estudiará
en el capÍtulo próximo.

Definición 6 Se d,ice que la fami,li,a rle conjuntos: {)¿(¿)}Li, m¿ € N U {+co},
posee un,d tricotomía ilel tipo Leuinson para ).¡(t) (k 3 *, .fijo e inrl,epend,i,ente rJe t),
si etiste'r¡ ) 0 tal que

jj We()¿(() - )o(())d€ ---+ -a cuand,o t -+ {oo e i ) },

f fte(,\;(() - )r(1))d1 < q paru, tod,o s > t e i < k.
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Definición 7 Se d.ice que la familia d.e conjuntos: {¡¿(t)}L,r, rn¿ € NU{{oo}, posee
una tricotomía d.el tipo Hartman-Wintner para ).¡(t) (k < 

^, fi.jo e znd,ependiente de
l.), si ettiste 6 > 0 tal que

We();(f) - )r(r)) > 6, i : 1,...,¿- 1

fte(.\;(l)-)*(r)) <-6, i >¿+i.

1.3.3 Teorema de Levinson Espectral Abstracto
Ahora se está en condiciones de formular Ia versión espectlal abstracta del teolema
de Levinson. Esta será del tipo en que la ecuación no perturbada es casi autónoma.
Más precisamente, en 1a ecuación (1.1):

A(t):Ao+v(t),
donde 46 € L"(D, E) y V es una función de 1o en L"(D , E). Es decir, la ecuación
(1.2), que es la ecuación a estudiar, es:

yt(t) = (Ao +v(t) + R(t))y(t). (1.36)

Se pide además que los espectros de 46 y de A(l) coincidan con los espectros puntuaies
y que sean infinitos numerables, es decir,

o(Ao):"o(Ao):{p¡}7'
(1.37)

o(Ao + v (t)) = op(Ao + v (t)) : {);(r)}E,.
Teorema 3 Sea (E,l.l) u.n Espacio d.e Banach, D un subespacio aectorial de E.
Supóngase que la (D, E)-ecuaci,ón difercncial abstxtcta (1.36) satisJace (1.97).

Supóngase ad,e'más que

i) o(A6 ¡ V (t)) posee una tricotomía d,el tipo Leuinson para )¡(t) ,

ii) existe no ) k tal gze dim6 M^(Ao) :7 par1, i : 7,...,po y
St(P"o -p,o+r) >0,

iii) \,'(.) es dit'erenciable, V(t) -- 0 cuando I ---+ {oo, V'(.) e Ll ,

iu) )¡(t) --+ p¡ cuand,o f --+ *m para i : 1,...,no y

u) R(.) e 11.

Entonces la ecuación (1.36) tiene una solución Ah(t), dertni(la para t ) o con o
sufi.cienLemente grande tal que

yr(¿) : exp (/,'^-,elre) (¿ + o(t)), (1.38)

cuando t -) +oo g é es el uector propio de As asociad,o a p¡.
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Demostración: Puesto que los valores propios pb...,, pno, de,4a satisfacen la hipótesis
ii), se definen las proyecciones de los espacios propios relativos a pi pof

ei(-): * [ r^,-Ao)-1d1. i:1,...,n0,

donde las 1's son curvas de Jordan rectificables tal que p¡ e Intl; e IntT;ñIn\¡ : $siilj.
Dn virtud de la hipótesis iv), se toma o tan grande que );(l) € Intl¿ para i =,

l, ..., no y I ) o. Luego definimos las proyecciones de los espacios propios de A(t) =
Ao-fl'(t)" rela.tivos a );(l), por'

a,(a = * l",t^, - A6\-td^. i : 7.....no. t ) o.

Por el Teorema de la Convergencia Acotada, Q;(-) : 1im1-1- Q;(f ).
Sea

Plt) - Q t(t) + ... + Qk-lU),

PoU) : Qk(t) y

P2(t) : Qk+lQ) +...+ Q""(t)

Ps(ü : I - P,(¿) - Po(t) - P,(t)

y denótese 4(oo) : Iim¿-+- P¡(l) para i :0.,1,2,3. Entonces

fl(;t) E : af=l t't ¡,ul ¡ft)),

Po(t)E: M^r@@(t)),

P^t) E : 07: k+lM 
^,a)(A(t)),

h(t) D : 0;+=f"11 Mr,1r¡ (A(t) ) y

donde M¡,14(A(l)) es el espacio propio de A(ú) asociado al valor propio )¡(l) y

P1(a)E: of=:M",(Ao),

Po(-)E - NI,o(Ao) y

P2(a)E = @i!¡nMr,(As) y

P.(-).D : 0,+j"+, Mr, (Ao).
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Sea ahola 5(l) una solución de

S'(t1 :61¿¡51¿;, (1.3e )

donde G(f ) - Pi(ü PtQ) + P¿(f )Po(¿) + P;(L) PrA) + P¿(t) hft). Dado que las proyec-
ciones P;(f) son acotadas, existe cr ) 0 tal que

lc(/)l S ll(r¡ - A(1))-'l' {nax lydrni)lll.//(/,l1.l1t ¡= r,...,no

Como la resolvente (.\/ - A(¿))-1 es acotada, existe c2 ) 0 tal que lc(¿)l < c2lV'(t)1.
Luego, en virtucl de la hipótesis iii), se tiene que lc(t)l € 11 y por tanto .9(oo) ::
lin'r¿*.,.,,o S(¿) existe. Puesto que (S-l)'(r) : -S(¿)-1G(¿), se obtiene análogarnente
que 5-1(oc) ::1im¿*+,- S(t)-l tanbién existe. Así, puede considerarse S(oo) : 1.

Adenrás, del Lema 8, se observa que

Pn(\s(ü - s(¿)4(oo).

Si en la ecuación (i.36) se hace el cambio de variable

y(¿)- s(¿X(f),

(1.40 )

(1.41)

se tiene
('(f)-B(,X(¿)-(S(f)-1S',(r)-s(r)-18(f)S(f)X(f), (1.42)

donde B(l) : s(l)-1á(¿).9(¿).
Como.9(l) es acotada, de la relación (1.39) y la hipótesis v), se tiene

ls(r)-1.9'(f ) -,s(r)-1/?(¿),9( t)l e Lt.

Adenrás P;(a)E es invariante bajo B(l), es decir, B(t)P¡(a)E C P;(co)Z, para
i:l,0,2ysatisface

o (B (t) I P1@) E) : {ro(¿)}f=1,

o(t)(t)lP¡la)E) : {.\* (¿)},

o(B(t) I P,(a)E) : {)¿(¿)}2¡+, y

o ( B (t) I ft@) D) : {)n(¿) }onj"*,.

Así, se puede escribir el sistema (1.:15) como la descomposición a bloques,

w'r(t) : Ar1¿¡-r1¡¡

w'o(t) : Ao1¿¡-o1¡¡

ú'r(t) -- Br(t)ur(t)

w'r(t) - ar¡¿¡rr¡¡¡

donde -B; : B I P¿(qr) D y u¿ - P¿(x)w para i : 0, 1, 2, 3.

(1.43 )

(1.44)

(1.45)

(1.46 )
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o Se probar'á que la ecuación (1.35) posee una .l¡-tricotomía ordinaria. Más pre-
cisan-rente, denótese por W1, Wo, Wz y por W3 los operadores de Cauchy de las
ecuaciones (1.43), (1.44), (t.a5) y (i.46) respectivamente; se probará que dado
e > 0, suficientemente pequeño, existe una constante 1( > 0 tal que

A) ll4z,l(r, s)l < I(e,lexp (f l*le lae) l, para o < , < s.

B) W6(l,s)P6(co) - ""p 
(Í )r({)d{) para todo t,s ) o.

C) lWi(t,s)l < Iiñ(r, s) I "*p 
(X tof e)ae ) | para a ( s ( f; donde tr(f,s) es una

{unción tal que á(l,s) - h(t,t)h(€,s) y h(t,.) -- 0 cuando f ---+ foo y

o) lW3(r,s)l < Ketle-e(t-stlexp (/,¿h(()d() lpara a ( s ( f,

donde ry esta dado en la Definición 6.

En efecto, para probar B) obsérvese que por ser.)¡(f) el único valor propio de
Bo(t),, Bo(t) - )¡(¿)Po(oo). De aquí B) es fácilmente obtenido.

Por Ia hipótesis i), los valores propios de A(l) poseen una tricotomía de Levinson
y por lo tanto

lry,(¿,,)l ! ma4=r,..,¡_, [",., (l fte()¡({) - ,\*(e))d()] 
"*p 

(¡.1*16;a6) tat."tt( ealexp (I r*telae) llp,(-)1,
paraf)sy

lw,(l,')l ( h(r,s)i""p (¡.r*11¡a6) ll&(oo)l

ctoncle á(f , s) : maxi=&+r,....n0 
"*p 

(f nr1,i,11) - f*(€))¿() pala I ( s. por ia hipótesis
iii), l¿(1, s) satisface las condiciones requeridas par.a tenel una )¡-tricotoría ordinaria.
Así se obtienen A) y C).

Para demostrar D) se prueba primeramente que Bi(.) e 1,1:

B!(t) - [(S-1)'(¿)A(r)S (t) + S (t)-1 A' (t).e(¿) + s(l)-1A(z).9/(t)]p,(oo)

: [-s(¿) 1G(t)A(t)s(t) + s(f )-1A,(l)s(t) + ,s(t)-1A(t)c(¿)s(¿)]p,(oo)

= [-s(f )-1(G(t)A(ü - A(f )c(f))s(f) + s(¿)-'4,(,)s(¿)]4(*)

: [»;=. s1r;-t(Pj(t)Pj(t)A(t) - A(t)p:(t)pj(,))s(¿) + s(¿)-1A,(¿)s(,)] 4(co)

= l»;=. s(trllA'(t)pj(t) - pj(f)A/(l)ls(i)p¡(co) + s(l)-1A,(,)s(¿)] ¿(."1

= lr:=. sU)-llA'(t)pi(t) pi(t)A'(t))s(r)p¡(oo) + s(r) 1A,(r)s(¿)] ¿(".)

En vi¡tud de Ia hipótesis iii), A'(.) : V'(.) e Zr y lS(t)1, lS-'(¿)l y P;(f ) son funciones
acotadas de l. De aquí B'(.) e Ll y B¿(a) : lim¿*+* B;(t) exis|e.
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Si se escril¡e 1a ecuación (1.46) como

tu!1r) :8.1*;u)3(¿)+ (83(l) - 83(oo))tu3(l),

por la fór'mula de varia,ción de par'ánetros se obtiene

W3(t,s) : Ts(t - "¡ + f"' rrlt - O(83(O - Bl(x))w3e,s)d,{ (1.47)

donde (I:(¿))¿ es el semigrupo cle soluciones de

,¿' = Bz(a)a. (1.18)

Ahola se demuestra D). Sea e ) 0 tan pequeño como se llegue a necesitar. De
una estimación cIásica para semigrupos fuerteme¡rte continuos dada en Hale 116] pág.
213, se tiene la existencia de una constante 1í > 0 ta1 que

lfr(¿ - -")l I ¡¡ 
"n "0'x-3e)(t- 

") ,

paraflslo.
Por las hipótesis ii) y iv), se considera a tan grande que

We[p¡ - .\¡(f )] < e.

Entonces

lr.rr - ,)i < Kene-2€tt-stl"-n (/',r-) t.

para, I ) .s ) o. Luego, de (1.47), se tiene

l%(¿, r)l < Iiene-2ett-4J"*p (¡.lr) ¡+

rien [t e-24t-c)l*p ([ ]*) llB,(0 83(oo)llr4/3(€,s)ld€.

Sea p(f) = "2"]exp (- f ^-) 
llfaá(¿, ")1. 

Entonces cle la clesigualclad anteriol se tiene

¡1,(t) < Iiene2,' + K,, 
l"'lB¡(1) - fu\a))p({)tt(.

Por Ia desigualdad de Gronwall,

¡trt\ 1 t(ene2," e*r, (1i",/'lB.(() - B3(oot¡d{) .

es clecir,

)w3(t,s)l S r{ene-2"(t-"t"*n (nu, /'lB¡(1) - 83(oo)lrl() ¡""n (/',r-) t.
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Considerando o tan grande que 1{e?lBs(i) - B.(*)l < s, paxa f ) o, se obtiene D).
Dado que la ecuación (1.35) posee una .\¡-tricotomía ordinaria y

l,s(l)-1s',(t) - ^9(l)-1fi(t)s(t)l e Lt,

del Teorema I se obtiene la existe:rcia de una solución (t(¿) de (1.42), definida para
t ) o y o suficientemente grande tal que

(r(r¡ : 
"*o (/'r,telr| (¿ + o(1)),

cuando f - *oo. Puesto que S(l) --+ l cuando / --, +oo, y*(¿) : S(¿)(r(l) es una
solución de la ecuación (1.2) que satisláce Ia fórmula asintótica (1.38).D

L,3.4 Teorema de Hartman-Wintner Espectral Abstracto
Antes cle dar la versión espectral del Teorema de Hartman-Wintner, se darán los

siguientes preliminares:

Definición 8 Se d,i'rá que urz subconjttnto E C L"(D, E) es un compacto si d.ad.a una
sucesión @")" gE, etiste una subsucesión (B"o)r y 8"" e t tal quelB*o-B*| ;0
cuatzd,o k ---+ +oo.

Lema 10 ,9ean. E e L"(D, E) compacto y

r»':Bu, B€L, (1.19)

una familia d,e ecuaciones tal que cada B e D es generador infinitesimal d.e un semi-
grupo fa,ertem,ente continuo. Supóngase además que para cad,a B,

o(B) : o,¡s¡: {};(B)}3i

y eL espectro de carla B posee una tricotomía d,el tipo Hartman-Wintner para )¡(B)
(k I *e fijo e ind.epend.iente d.e B ).

Dntonces tlad,o e > 0, ntfic'tentemente pequeño, eriste K ) l, ind,epend,iente de

B , tal qtLe para tod,o B e E

ü lT'B\)hl a ¡¡"(nerr(r)-e)',, > 0,

ix) TB(t)Po: e^*@)tPo o

iii) ITBU)Prl a ¡¡r($te)t(B)+c)t, t <0.

dond,e T'B(t) : e'B es el semigrupo asociado a las soluciones ¿e (1.49).
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Dernostración: Puesto que la parte ii) es trivial y la iii) es aná1oga a la i), sólo se

probará la parte i).
Supóngase que la parte i) no es cierta. Entonces existe ¿ ) 0, tan pequeño como

sea necesario y sucesiones (8")" c I y (¿")" C 1, tal que

lTe"(t)Prl ¡ ,"($e'r*(B')-e)h, Vn € N.

Como X es un compacto, pasando a subsucesiones si fuese necesario, existe B- g !
tal que 1.B, - A""l -* 0 cuando n --+ {oo.

Por una estimación clásica para semigrupos fue¡temente continuos dada en Hale

[16] pág 213, se elige e tan pequeño que exista .I{- ) 1 tal que

lf¡-(¿)P,l ( 1i.. ¿(ne)r 
(E- )-e")', l)0'

Para cada 8", (1.49) se escribe como

,,¿'=B*,,t*(8"-B*)o.

Por la Iórmula de variación de parámetros se tiene

TB-ft -s)u: ?s-(t - s)r'-l- [' ,u*1, - {XB, - B*)Ta.(€ - s)ud.{.
Js

donde o € ImP1.
Sean

p"(¿) : le_(ner¡(a_)_ac)(r_46"(t _ s)t,l

v
p*(f) = ¡r_(ne.r*(B_)_aeX¿_")ft* (¿ _ s)ul.

Sea ns € N tal que lB"- B*l < 7i. putu n ) n6. Entonces

p,(¿) 1p""(s) +e [' p,l€)d€.
Js

Por Ia clesigualdad de Gtonwall se tiene,

p^(t) I p*(s)e"G-").

Puesto que 1(- > 1, si se toma u6 € In-t Ps tal que luel : 1 entonces

l^¡@")- )Á(-B"")l -l@"- .8-)o6l <e.

Así, tomando s = 0 se obtiene

le-(me.rr(4.)-.)t4"(l)&l f "-$te)*lB")-e)t 
6* ¿(m'rt (B* )-:")i.'i

< r(-, l>0,

1o cual contradice 1o que ya se supuso.tr
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Lerna 11 ,5e¿ ! C L,,(1).8) cornpur:lo. ,]upón.ga;c qrrc lu ecuación (1.35) srLl,islar:r
(H6), qLLe B(1) € ! 'y qLLe (l e.s¡tectro o(B(t)) posec. tmct tricok¡mít, dcl tiyto Lltn,tntan-
ll-inlnr:r pura \¡lt) /k € N /¿fr t inrltpe.n.diente tle, l). Supóngase además qLLe

)B(t) B1.s) < p)t sl, V¿, -s € 1".

ttt¡tt 1) .0 ..,tlir,,,ttt tnt ttlt yqut t)o

lin.to¡¡.r:es rkLtlo e ) 0. srLJici.entt ntente pcqtr.eño, eri.ste tmt cotzstantr: li > I tal

i) )14:lt.,s)P1 lI(e 't' ";+/'n''r].1¡141, ,, 
".

^ /, \^,,) tt tt..)/1, -cx¡,(/l \, f {t,/€,) P y

iii) fi: lt..,s'1P2l a rt,'{t-')+/'n'rr(t)di. 1a -r.

t.¡ derir. (1.3,5) posrr, u,rtu )¡-lricotorrtía etponr.n.cial con proyeccioncs [ijas.

Detnostración: La palte ii) es obvia. Se plobará la parte i).
Pol el Lcrla arrtelior. se sabe rluc claclo ¿i ) 0. s rrficienternerrte peclueño. existe

'r'r¡ .otr.r;rrrrH /r l. ilr,l,-l,,.r.,lio t, ,r- 7,. /o. rrl ,,,r,

l.irtit¡ .1,(r¡-\/(;) ')i. />0.

Searr,s.r tal que.s ( r. Sea Q: s-t¡ ( lr (...(l¡: r paltición ciel inter.r,alo

f-s.r] de nrodo que !;- t;-L - ?0 pata i =2.....1- 1"r 1, -s,r-17 1! r¡. clonckt
., /;;

4I' - J¡/ ,F
Eltouces la ccrraciól (1.35) se csr:r'ilre ct¡mo

tr."(t) : 31¿1,rit) + \Blt) Blt;¡¡u'lt), I e [ri-1, ri],

clondcf : 
=L! 

v así, pala te lt,;-r.t;1,

ll ,/ / ,,, Ttt , ''¡ -/ r¡ -¡ t', - I ,T.l 
t-[lBt€t 8ri)rll r(.t ttr,l:.

donde {7,(1)ii es el senigmpo con generador infinitesimal B(7,) r'u € ImP1.
Sea

p(ü -,-(nÉ\r(¡,)-o)(r',-,)l,l-(i,r,_,), .

pala I € l1'-r.1,].
l)rt c¡r rccs

p(r) < li " + ri /' , a1{1 ll(I;) r(Orl(.

para , € ltn-r,t¡].
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Pol la desigualdad de Gronwall se tiene que

¡,(r)< i(exp (,ro l,' ,ld ,,ld()lul, r e p¿ 1,r;1.

De aquí

p(t) < i{ exp (u r*I) @!, t e lt¿,,tol

Luego

p(r) < Jiex¡r (Yr- r,-,1) l,l,

es decir,

p(t)

yparai:

Seaer:¿-
Entonces

< 1r- exo ( rr, - r, .t!- \" -2

2,...,1 - 1 se tiene

{f r,t"4 < i{ 
"*p (t, - r, )t-ii,,r" n

- !]l-lll,-t.-, I / f:
l¿(r. ) < , -;r'r-¿ -r ' cxp (t i; - t¡-1) j1f t( pln lt

: t(t, 1' r)y'IiplnA-.

\B pl"f que es positivo para p pequeño ( p < #d. Sea u € ImP1.

lW(t,t¡-)ul < ;("(se'rr(i')-e1)(t-ti-'\)lD

lW(ti,t¿a)ul 1 
"(rlte'\*(ii)-er)(rr-r 

1)lpl, i -- 2,...,,1 L

C)onro I4l(f , f;_1)(Imp) ! Imfi,

lW(i, s)ul : lW (t,tt)l,V (tt,tt-t). . . W (t2,t1)W (\,t6)ul

( 1( exp ([»l=, n.r*{lo;(¿o - ¿o-,)] - e,(r - s)) lul

donde 1í : 1i2. Ahora,

tlrt,tt

f tre)+(1,)(1r -r;-¡): I f m.¡.1*1t,)- rft(Old(+/ m".l¡16¡a6.
.=l i=I J lt-r

Sean é € E tal que ImPs :1¿ > y lél : 1. Entonces

lftel.\r(I¡) -.\r(O]l I l]r(ro) - )r(Ol :

BG)¿-B(0¿l r plt¿-€1.
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Luego,

Il=1 m€.\r(rr)(r; - t¡_) < p?(t s) + f ne.l*(€)¿€

s {Ea- s) +/,¿me.\a({)d(.

Ifaciendo e = a - ^B;;f - tl$ que es positivo para p pequeño, se obtiene i).
La demostración de iii) es análoga. tr

Lema 12 Sea E un espacio de Banach y D un subespaci,o »ectorial d.e E. Supóngase
que la (D, E)-ecuación diferenci,al abshncta, (1.35), satisJace (H1) y posee unt )¡-
tricotom.ía erponencial con proyecciones fijas P1, Po y Pz. Sea C (t) € L"(D.,E) lai
rlue C(t)P6 = 0 y ]C(¿)l < p con p suficientemetúe pequeño. E'ntonces la (D,E)-
ecuación d,iferencial abstracta perturbad,a

(' (t) : lB (t) + c (t)l((t),

t atnbién pos ee una )¡-tricotomía erponencial.

Derrrostración: En la ecuación (1.50), se hace el cambio de va¡iable
/ ^, \((/) - exp l[) )r)z(t). y se obliene

z' (t) : lB (t) + C (t))z(t),

donde É(t) - B(t) -.\¿(f )1. Entonces la ecuación

(1.50)

(r.51)

*' : É(t)r, (1.52)

posee una tricotomía exponencial. Sea E1 : (I - Po)E y U: (I - Po)D. Bntonces
E1 es un Espacio de Banach, D1 es un subespacio vectorial de E1 y la ecuación (i.52)
posee una dicotomía exponencial en .E1. En virtud del resultado que aparece en las
páginas 178-182 de [9], se obtiene que (1.51) posee una dicotomía exponencial sobre
-E1, o sea, una tricotomía exponencial soble E, de donde se deduce este Lema.tr

Y ahora, el resultado principal:

Teorerna 4 Sean E un espacio d,e Hilbert con prod,ucto interno 1.,.> que intluce
Lct n,orma l. I y D un subespacio w-ctorial de E.

Sea I C L"(D,E) compacto y supó'ngase que:

A(¿) € t y A(t) es diferenciable para todo t € Io,

lA'(¿)l < p, p>0 suficientemente pequeño,

La ecuación (1.1) sati.sface la hipótesis (H1).

El espectro o(A(t)):

ü

ii)

i¿i)

iu)



J.)

a,) es puntual y numerable, es tlecir,

o(A(t)) : op(A(t)): {r¿(¿)}¡+5,

dond.em¡eNu{+oo},
b) posee u,na Tricntomía d.e Hartman-Wintner para 

^kU) 
& 1m, fijo e in-

depend,iente d,e t) 'y

c) ),¡(t) es acotad.o como ftmción de t e I, para i :1,..., ft - 1.

u) Eriste é e. E tal que

A(t)é: 
^kft)¿.

Supóngase atlemás sobre el operatlor R(t) que le(r)l € Lp para 7 1 p < 2 y eúste
una función r¡; Io + C tal que

Po(t)R(üe - ro(t)é, (1.53)

dond.e Ps(t) es la proyección al espacio propio relat,iuo a A¡(t).
Entonces, la (D,,8)-ecuación di.ferencial abstracta (1.2) t,iene una solución y¡(t)

d.eJinida para t ) o y o su.fici.enternertLe grancle, tal que

yo(l) : exp ( /'t.r*1") + r6(s¡)ds) (é + o(1)), (1.54)
\Jo ,/

euand,ol+*oo.

Demostración: En primer lugar el conjunto {.\;(i) : t > "}fi es acotado, razón
por Ia cual existe una curva de Jordan rectificable 71, tal que

o(A(t)) a I nt1, - {r'(¿)}l=i

De 1a hipótesis iv.b), existe ó > 0 tal que:

l.\'(¿) -.U(¿)l > lse();(f) -,\*(¿))l > 6, Vi + k y t e Io

1, por lo tanto existe una curr,a de Joldan lectificable 7¡, tal que

o(,a(t)) n Inty: i)r(¿)),

e Int11 lt Int% - $
Sean .r ¡

r,G) = fi J.,,(^r - A(t))-'d^

v

Po(4:* lOr-A(t))-1d^. (1.55)
!1fl J¡

Sea también Pr(t) = I - &(f) - P6(l). Entonces
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p1ft) E : of=iM¡,r,t(,{(¿)),

Po(t)E = Mr.1,;(A1t¡¡ y

Pr(t) D - Oyk+l M 
^,a)(A(t)),

donde t14¡,14(A(f)) es el espacio propio de,4(Í) asociado al valor propio );(f).
Obsérvese que por 1a hipótesis v), P6(t)E : P¡Q)D:< é > para todo f e 1,.
En la ecuación (1.2), se hace el cambio de variable y - S(ü(,, donde "9 está

definido en el Lema 8, obteniendo la ecuación

('(¿) : (Á(¿) + É(¿)x(¿), (1.56)

donde i(t) : B(t) - S(¿)-1S'(t), B(t): §¡¡¡-t ¡(¿),§(¿) y i81+; : S-11i)n1r;,§1r¡.
Se probará que la ecuación (1.56) satisface las hipótesis del Teorema 2, es decir:

a) la ecuaciót no perturbada
u,'(t): ÁO)u(t),,

posee una,\¡-tricotomía exponencial,

b) ñ 6 z, y Po@)a(t)a- ro(¿)¿.

Probal b) es sencillo debido a qre 1Sir)1 es acotacla como función cle f y a la
conclición ( 1.53 ).

Para probar la afirmación a), se usará el Lema anterior verificando cada una de
sus hipótesis.

En vir-tucl del Lema 8, ia ecuación w' : B(L)u: es espectralmente cliagonal a
bloques con .respecto a las ployecciones complementarias P1(o), %(") y Pr(o) y
pala probal que posee una )¡ tricotonría exponencial con proyecciorres fijas obsérvese
plimero que o(li(l)) posee ura Tricotomía de Hartman Wintner para )¡(f ) (ft ( nz¿

6jo e independiente de l). Además,

pi,) : ! | f¡, - A(t»-'\A'(t)(^r - A(t))-ld^, t ) o,r, , 2tri J 7,,

palaj:0, 1 de donde,

I

lP:(t)l< isupl(t1 - A(t))-tl2var(1¡)lA'(t)l t> o., r, ,,, 2T \t1r

Puesto que l()1 - A(¿))-11 es acotado como {unción de f, existe c1 } 0 tal que

lPj(r)l < cllA'(t)l< qp, (1.57)

pala j : i,0, donde p está dado en la hipótesis ii). Así, por Ia relación (1.3a) del
Lema 9, existe una constante c2 > 0 tal que

lB'(t)l < crp
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y por lo tanto,

lB(l) - B(s)l 1c2plt-s, Vl,s e 1".

Dado que p es tan pequeño como sea necesario, del Lema 12, se tiene que trrl : B(f )rr
posee una i¡-tricotomía exponencial con proyecciones fijas.

Para mostrar que

31r¡-1S'1r;ro1a;: o, (1.58)

obsérvese Io siguiente:
.i1r¡ - s1r¡=1r¡, (1.se)

donde,S(f) está. dado en el Lema 7 v 3(l) está dado en la igua_1dad (1.30). Como
lmPoft) C< é >, PoG)é - é. Puesto que P6(l) conmuta con "9(f) y.-(l), existen
escalares s(f) y ((f) tal que

S(t)é : s(t)é
(1.60 )

E(¿)¿ : €(¿)¿.

Clalamente
S'(f)¿ : s'(l)¿.

Pol otro lado, de la ecuación (1.27) se tiene la relación S'(t)e - sQ)Pá(üé: 0. Luego
s'(t) : g. Por lo tanto s(ú) es constante, o bién, s(r) : s(0).

También de (1.30) se tiene

s(0)1'(r)é : -s(0X'(¿)1(¿)-'é,

de donde ((¿)-' : -1 y por continuidad ((f) es constante, es decir, €(l):1(0).
Lnego, por (1.59) V (1.60), la conclición S(o): I impLica que

Sqt¡a - e

y en consecuencia se tiene la igualdad (1.58). 
-

Por último se demostrará la pequeñez de lS(l)-1S'(¿)1.
Obsérvese que por el Lema 8 y pol ser las lfl(z)l's acotadas como firnción de l,

ls(¿)-'.q'(¿)l ! ca rnax{lP{(t)1, lPá(¿)l}, ¿ € 1"

clonde ca son constantes positivas. Por la desigualdad (1.57) se tiene que

lS(¿)-'S'(l)l lctcsp.

Así, por el Lema anterior la afirmación a) es válida.
Pol lo tanto, en virtud del Teorem¿ 2, la ecuación (1.56) tiene una solución ( :

(¿(/), definida para I ) o caÍ o suficientemente grande taI que,

(*(r¡ :.*, (/'U-tel +'.(Old€) (¿ + o(1)),

cuando I - r +m. Si y¡(l) : S(r)Cn(¿1. entonc,es y*(l) es una solución de (1.2) clue

satisface la fór'mula asintótica (1.5a) ya que lS(t)l es acotado como función de I y
Sit¡a - a.n



Capítulo 2
Teoremas Asintóticos para
Ecuaciones Diferenciales
F\rncionales Lineales.

En este capítu1o se dan las versiones de los teoremas de Levinson y de Hartman-
Wintner para sistemas dil'erenciales funcionales lineales. Primero se dan las defin-
ciones necesitadas pala el desarrollo del tema. En segundo lugar, los hechos básicos y
uecesarios pala. correnzar a trabajar. Se extiende Ia idea de espectro de una función
lineal deflnida desde el conjunto de las funciones acotadas a CN. Se formula el sis-

tema diferencial a estudiar como una ecuación del tipo tratado en el capítulo anterior,
para aplicar los resultados allí obtenidos en los sistemas diferenciales funcionales.

Sean 1o - [o, +o"[ y 6 = B([-r,0], CN) el conjunto de las funciones acotadas de

I r,0] en CN, donde r > 0. Sea L : I" x B --, CN una función continua clue es lireal
err la segunda variable.

Se considerará el sistema diferencial funcional

r'(t): L(t,q),

r¡(0) - r(t+0),
(21)

pa,r'a, á e [-r,0].
Sea ll(f,')l : .rpt*t-=, ll,(t,e)|., con l9l* : supd€[-",o] le(0)l v supóngase que

lr(1, )l < f co para cada. t € 1,.
Algunos ejemplos de sistemas diferenciales lineales del tipo (2.1) son los siguientes:

1. Considérese el sistema diferencial retardado lú x JV

rt(t) : ts(t)Í(t- 1),, > 0.

Este se puede escribir en la forma (2.1) considerando

L(t.e) : B(f ),p(-1),

para9a:l-1,o1 -CN

38
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2. l,,rr forma más genelal nótr:sc qrre el sisterna

.,'(l) :É Bilt)r{t r"'), t)o,

our:cle esclibilse corno (2.1) si

Llt. .2'¡ -¡ r,i,¡r1-.,¡.
i=1

para p : I r. 0] - C'v. dolde 7' : máxi-r. .,¿r'i.

3. EI sistena

es de la, lblna (2.1) si

L(t. p) - .fo, t (t, oycq),t0.

l)¡rh;:.-1.0_ - C\.

Se est udiar'á el compoltarniento asirrlótico c1e las solucjones del sisterna pertulbado

y' : LU..at) + P.1t.,y,1., (2 2)

en t|rlrlirros de las soluciones del sist,cma lo perturbado (2.1). doncle -B(1..) es rrna
lurrcir]rr continua. lineal en la segrrrrla r.aliable, crLva lorma l,li(1,.) satisfacc u¡a
corclicirjrr tle irteqlabiiiclad ZP.

Plinrelo se eutnciar'án algulros lrcchos l¡¿isicos sol-rre Sistentas Dilererrciales l'un-
cio¡ra1es Lineales.

2.L Algunos Efechos Básicos

Pol r,'i Ieolerna del PLrntc.¡ Fi.jo clc l3alach. se tiene 1o sigtierrte:

Lerna 13 Ltt ecuatión (2.1) con ut'ntlitión inicial t:(.s) = ; ti.ene tL¡ta única. soltttitj¡t
punlorlosel. yge B.

Esto pelmitir'á cleflnil el corrcepto de matliz de Carch.,v:

Definición 9 .Sea ,\(1,.s) € L(13.L1), para I ) s ) o, rlr:t'in irl,o por.

-Y(1, -r)P = ,Í(l ).

d,on,rl,c rlt) cs la solución del síst.ema (2.1 ) con condición i'nicid r(s) : 9. En estt
t'ttso se d,ice gue -Y e.s r:l o'pcrad,or d¡ LtatLclt y de ln eruación (2.1).

.tttlt I_,,,,,. /,.¡r.)Jq.
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Algunas propiedades de este operador son dadas mediante el siguiente Lema:

Lerna 14 Sea X el operador tle Ca'uchy d,e (2.1). Entonces

i) .{(¿. s) está bien definid.o para todo t ) s )> o.

ii) X(s,s) - I

üi) x(t,s) : x(t,ox((,,).
Otra manera de expresar el sistem¿ (2.1)es Ia siguiente:

Lerna 15 La función u -- u(t,O). t € I" y d e [-r, 0] es solución d'el sistema

u/(f) - L(t,u(t,.)),

f;u(t,0) - 3ou(t,0), (2.3)

z(f) : ¿(¿, g¡

para0 € [ r,0] sz y sóIo si ¡: u(t) es solución del si.stema (2.1).

Dernostración: Para demostrar esta equivalencia, basta probar que

u(t,0) : u(t + 0), (2.4)

es equivalente a las relaciones

f;u(t,0) - &u(t,0),
(2 5)

u(t) : ¿1¿,9¡.

Supóngase que u : z(f,0) satisface (2.4). Entonces, obviamente

u (1, 0) : u(l),

aaaa
fiu(t.0¡ 

: 
át"tt + 0) = Nu(t + 0\ = fuulr.0).

Recíprocamente, supóngase que u : u(f,0) satislace la lelación (2.5). Sean 0 e
f-r,0] v o € [-r - 0,-0). Sean /: t - ay A:0 +a. Entonces

(1 AA

^"a 
- a,g-t a) - ft"¡i,et - fi"1í,6¡:0.

De aquí. u(t - a,0 { a) es constante como función de a. Así,

u(t + 0) = t¿(¿ + d,0) - u(t,,0),

es decir, u: u(t) satisface 1a relación (2.4).tr
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2.2 Espectro de un Sistema Diferencial Funcional
[]u los teolernas asintóticos de Levirtson y de Hartrnan-Wintnel para ecuaciones cliler'-
enciales orclina-,..ias, el espectlo cle las ecuaciones lo pertrLrbadas juega nn ltapel rrru-v

irrrlrottante. Por esta razót se extenrier'á, la clefinición de espectlo para las ecuacioles
cl ilclcuci¿rles funcionales.

Ese problema no es fáciJ, debido a que ya er el caso orclinario los canclid¿rtos a

ser'los elernentos del espectro de un sistema lineal no autónomo ni diagonal clel lipo
.¡': A(l)¡, son las soluciorres de la ecuación ca.racterística

det()1- A(f)):0. (2.6)

Si A(l) es continua como función cle l. las solnciones de la ecuación car.acterística (2.6 )

) : ,\(¿) son también funciones continuas. Sin embargo, eso produce ambigueclad.
porclue si Ia ecuación característica tuviese sólo dos soluciones )1(l) y )2(f) v estas

luesen continuas, se esperaría que el espectlo de el sistema diferenci¿l orclinario fuese

{),,)r}. Pelr¡ al haber tn punto ¿0 en el cual ,\r(¿0) : ,\r(fs), se pueden definir Ias

f\ruciones
: I ),fl). 'it<¿,,t'tr):t.rri,i..ir>¿.

v

y l,arnbién se pnede decir que el espectlo es {i1, ir}.
(lon el fin de eliminal este tipo cle arnbiguedades, se considelará el cuer'¡ro cle los

complejos C, doiado del orden lexicográfico, el cual será denotado pol ( (ya clue

coincicle en R con el orden usual) y se clará la siguiente deflnición.

Definición LO Para t € 1,, se llatnará especlro de L(t,.) al conjunto

o(¿(¿, .)) - {)r(¿)}i:i,

tlond.e m¿ e N U {+oo} y ) : .\;(l) sott. soluci.ones d,e la ecuació¡t

det[.\I - L(t,e^ I)]: o,

repetidas según su 'multiplicid,ad., con \;a1(t) < \¡(t). para i:1,2,...,mt.

(2-7)

Se denotará A(¿, )) : ,\1 - ¿(¿. ¿I I).
Esta clelinición de1 espectro tiere sentido debido a que si se fija un punto I € 1,,

cntonces:

¡ Ias soluciorres cle (2.7) tienerr su parte leal acotacia superior-mente, pot lo cual

tiene sertido hablar de )1(l) conro el mayor cle los elemettos de o(.1,(t,.)),

o hav sólo ur número firrito dc );(l)'s con la misma palte imaginar-ia y

i,(ú):{i;[Í]; :liii:
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o las raices de (2.7) no tiencl punto de acumulación. por 1o cua,l el coujurto ile
estas es a lo má,s rrumelable .v I ierre serrl ido ordena,rla.s de la nanela d¿Lda cn 1a

cicfinición. En caso de sel el cspcctro numerable, se tie¡e pala cada I € 1" clue

lÉe,\,,(l) + oo cuanclo l? + +cc (ver Llale [16]).

Pero sulge la siguiente pregunta: Si 1.(1..) es coltirua como frLrción cie l. ¿son los

elelnctltos clel espectlo. ell algi1lr seltjdo. fitncioncs contiunas? El siguielte iema
rcsponcle a e-s1 i:t plegllnta:

Lenra 16 ,5i o(L(t..)) - {)r(¿)}11, t; t:l espectro d,e L(t..), ?.r?.¡ € N U {+oc}. en-

l.ortcr:s putt lo € 1", )¡(l) --+ )1(l¡) r:uun,tl,o t '- t¡ e i: 1,2..... r.r¿io.

Demostración: Sea 1¡ € 1" fi.jo Seal ./()) : clet A(10,,\) r- g(1, )) : clcl f (/, ))
l()). Fintonces .f(f) i' s(¿. )) son fiLncioles analíticas cle l.

Sea n e {i.....rn¿o} ta1 c¡re si r { }71¿o entonces 
^,JLu) 

I )"+,(lo).
Sea s ) 0 ta1 que para i = 1,....r¿ no hay ningtna laíz de.f()) distinta de )¡(l¡)

delt-,-o de B();(l¡).;). Conro g(1, )) es continua en i., exisie á > 0 tal clue

max ,(/ \)l < rrrirr . l/()) ,
'()B(\,(¡o Bf\ (,ul..l

si /-1¡ <ó.
Po-,- el Ieotema cle Rouché.

ff(o(L(t. ))n B();(10).:)) - S@Ql¡,.))n B(.\¡(t¡),e)).

pala i : 1..... r¡ cle clonde )¡(l) -),(/r,) <. )'pol ser- s ) 0 arl)itla,r'io. )¡(1) --+ )¡(l¡)
si 7 '-- ¿,,, r, ¡ : [..... n.tr

Nota 8: (lnanclo l es cercano a f¡ se tiene clue ¡l¡ ) rtt¿o.

f]na vez sabieuclo quc los valores pro¡rios sou contiluos, es iltelesartt,c sabel sl

sus lespectirros vectores propios tarrrbien io son. Por ejemplo, consiclér'csc cl sigtriente

'i'terr-a,lil¡r nrr,-ial oldirrar io:

.r'1t; : ¿1¿;.1¿1'

cloncIe

A(r)

.\r(l) - )1(r)
t t L0

t-ta
)'

ñ(l) :1- 10.

l-ntonces €(l) : (ñ(¿),)r(1) )1(1)) es Lrn vector propio cle A(f ) v e(lo) :0. Clala-
rrrente e (/) c-s coltinuo, pcro hal urt ploblema en 1: lo: r:(1) sc anula dejanclo clc sel

/ \r(/) ¡ltt \:tt,
\ 0 

^rlt) 
/

(i - ro) (1 +,"" (+)) .

0.

Í-I



un vector propio. Con

"(r):#ff.Sitlts¡
el fin solucionar este problema,

la pregunta a hacerse ahora es:
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nolnalizemos e(l), es decir, sea

¿existe limr-¿o tr (l )'l \Gan'ros,

u(t)

I + (;;{r,-Jf'
Obsérvese que si f ---r 16, el límite sr.rperior de la primera coordenada de z(f ) es 1,

mientlas que su 1ímite inferior es 1/ r/5. Luego, lim,*,. z(ú) no existe y por lo tanto
no siempre se puede definir vectores propios continuos.

Nótese que este problema no se hubiese dado si se hubiese pedido que ,\1(f) I .\r(f)
pala todo ¿ € 1". En otras palabras, para obtener un vector propio continuo su
corres poncliente valor propio debe estar lo suficientemente separado del resto de los
elementos del espectro. Esta iclea de separación se repite al observar las dicotomías
del tipo Levinson y de Hartman-Wintner, dadas en las definiciones 6 y 7 del capítulo
anterior. En ia siguiente sección se formula el sistema (2.2) como una ecu¿ción
diferencial lineal abstracta, 1o cual permitirá aplicar los resultados obtenidos en el
capÍtulo anterior.

(

y E : CN xlü1/2. Defínase sobr.e

>) es un espacio

Paraf(s(o,

(2 8)

1,**"(+))

2.3 Formulación Abstracta de un Sistema Difer-
encial Funcional Lineal

Searr W1l2 : {,,r e C([-r,0],CN) : 9 € L2l-r,0)]
E. el ploclncto iltelno

< ((r, pr), Gz,vz) >: (r ' €z * lo ,o, ' ,, + lo ,s,, 
' vr,

doncle . es e1 producto interno canónico en CN. Entonces (8.,<.,.
de Hilbert.

Se denotar'á por' | . I la norma inducida por el producto ( .,. ).
sea O(1, s) : E ---+ E el operador definido por

o(t,s)({,e) : ((x(t,s)e¿)(0),X(t,s),p¡),

donde

l1''i
cc(o) = I

I p(á),

Por el Lema 15, O(t, s) es el operaclor de

0:0

si r(á(0.
Cauchy dc la ecuación abstracta

A(t)u,,J, = (2 e)
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donde A(l) está definida sobre 2 = {((,e) € CN x C* : 9(0) - {} por

A(¿)((, e) - Q(t. cp), Q).

Aclc-ntís, se puede verificar fácih¡ente que r¿ es una solución de 1a ecuación (2.i), si y
sóIo si u(f) : (r(t)., x¡) es un¿ solución de la ecuación (2.9).

Entonces e1 sistema perturbado (2.2) es la (2, E)-ecuación diferencial lineal ab-
stracta

z'(t) : (A(t) + R(t))z(t), (2.10)

donde
R(¿)((.'l): (n(t.p).0). (2.11)

Esta ecuación es dei tipo presentado en el capítu1o anterior.
También se tiene que y es una solución del sistema (2.2), si y sólo si z(t) : (y(t),yr)

es una solución de la ecuación (2.10).
En el siguiente Lema se estima la perturbación 7?:

Lenra 17 ,9ea R: I, x 6 --+ CN una .fttnción, li,neal en la segund.a rariable, tal que

r(l) :: lfi(1,.)l < +o" para tod.o t e Io. Entonces) para R(t) d,ef,nid,o por (2.11),
e;tiste wtl. constante positiaa c tal que

lR(¿)l I cr(¿)

Demostración: Sea é : (.o,p) e 2. Entonces

lR(t)¿\'z : lñ(¿,p)l' <,(t)'lpll*,

es decir,
R(,)él <,(¿)lpl-.

Ahora,

de clonde,
¡0

lp(á)ls l,,l+ J ,l,irct@(.
Aplicando 1a desigualdad de Hólder ¿l lado derecho de la desigualdad anterior y
torr¿ndo supremo sobre d se obtiene

lel*, < 2máx{1,'fr}1"1,

lo cual prueba este Lema. tr
El sistema (2.2) ha sido formulaclo como 1a ecuación diferencial abstracta (2.9). El

siguiente Lema muestra que a ambos sistemas se les puede asociar el misrno espectro.

Lema 18 o(A(t)) : a,(A(t)) : o(¿(t, )).

Demostración: Ver Lema 2.3 en Bums et al. [4] y Lema 2.1 en Hale [16] pág. i98.
tr

p(g) = eo- 
luo i,«)oe ,
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2.4 Teoremas Asintóticos
En esta sección daremos las versiones diferenciales funcionales para los teoremas
asintóticos de Levinson y de Hartman-Wintner. Esto se hará aplica.ndo los resultaclos
asintóticos clados en el capítulo ¿nterior a la ecuación (2.10).

2.4.L Versión funcional del Teorema de Levinson
Aquí se considelará e1 sistema (2.2) con,

L(t..) : Lo(.) + v(t,.), (2.t2)

donde Zo : B --+ QN es unafunción lineal acotada y V : l, x 6 --+ C¡¿ es una función
continua y lineal en la segunda variable. El sistema (2.2) es:

y'(t) : Lofut) +v(t,yt) + R(t.,yt). (2.13)

Se denotará o(Lo¡: {po}LT y o(L(t..)): {)t(t)},+j. La relación existente entre
ambos espectros está dada en el siguiente lema:

Lema 19 Consid,érese en la ecuaci,ón (2.12) que ly(¿,.) --+ 0 cuanrlo f - + *oo.
Entonces,

lim )r(¿) : pi,

paratotloie' N.

Demostración: Este lema es consecuencia direcia de1 Lema 16.tr
Sobre e1 sistema (2.13) daremos la siguiente versión del Teorema de Levinson:

Teorema 5 Supóngase que para el sistema (2.13):

i) Existe n6 € N fal que las raices Ft...,ltno son simples y

ft.(p"o-p,o+r)>0.

ii) o(L(t.,.)) posee u,na tricotomía rle Leainson para algún )r(¿), 1 < k { n¡, .fijo.

iiü lv(l,.) - 0 cuanilo I ---+ *oo,

iü) Vtt..) es diferenriabLe en t g ltvtt..l C tt

y sobre la perturbación R,

., lit(¿,.)l e ¿,.
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Enton,ces el ststema (2.13) ti,ene u¡'¡,a solución y : yk(t), d.efinida para t ) o cort

o suJicientemente grande, tal que

y¡(r) : exp (1"' t rOae) (u + o(1)), (2.14)

cuand.o t --+ *o., tl,ond,e u es el úni.co rector unitario de CN que satisface Ls(e'P*'u) :
Pku.

Demostración: Bajo 1as hipótesis de este teorema, a1 sistema (2.13) se 1e da 1a

formulación abstlacta (2.10) con A(t) : Ao * V(l), donde A¡ y V(t) están definidos
por

Ao((. p) : (Lo(p),i,)

Y(¿X(. p) : (lz(t, e),0).

Entonces por los Lemas 15, 16 y 17 y por las hipótesis i)-v) es láci1 verifica.- que

a) o(46) : {p¡}ft y o(,4(r)) = {rr(¿)}E,.

b) (2.9) posee una tricotomía del tipo Levinson pata )¡(f) (fr € N fijo).

c) existe n6 ) * tal que din'rg Mr,(Ao): 1 para i = 1,....,no y
ftr(p,o -l,o+r) )0.

d) y(r) --+ 0 cuando f -+ *m y lv'(t)l e Lr.

e) ,\¿(l) --+ ¡r; cuando ¿ --+ +co pala zi : 1, ..., zo 1,

I) l??(r)l € ¿1.

Luego, la ecuación diferencial abstracta (2.10) satisface las hipótesis de1 Teorema 3,

dado en el capítulo anterior. Así, (2.10) tiene una solución z¡(ú), deflnida parat \o
y o suficientemente grande tal que

zk(t) : exp (l'^-tgrr) (é + o(1)), (2.15 )

cua,ndo I ---+ +oo y é es vector propio de A¡ asociado al valol propio p¡ (es rir:rico.

salvo urirltiplos. ya que el espacio propio asociado a /¿Á es unicU mensional).
Pata calcular explícitan'rente á, nótese qr.re é € 2. Entonces existe rua lirrción

É e ('-' tal que é: (p(0).e) Puesto clue

p¡é - Asé:0,

pkPQ)-Lo(p)-o
se tiene que

(2.16 )
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)'

Dc la ec rLac ión (2. 1 7 )

esto cn (2.16) sc tiere
P*v$) - t'¡(et't el\)) - Q.

dt: dottcle se considera p(0) : ¿,. cLoncle t-, es el írnico vectol utjiario qne satislace
L1¡(r/'¡ ¡:) - ¡i¡r'. Así.

¿ : i?'. Ér'a ' 
¿) ).

Torlalclo lzL primer-a coolclt.nacla cle la erplesión asirrtó1ir:a (2.15), se c¡btiene la eris
¡ertcia de una, soluciórr y¡(l) cle1 sisterna (2.13) que satisface (2.14).tr

La concliciórr i) clel Teolerntr sc obtierre n ¿¡.l.rrlalmente en cualc¡uier ecuación dil'er'-

elci¿rl l'unr:ional. T,¿r tr¡urlic:icirr 1,r'iro1c'rrrr jr:¿r dc Levilsol mejola el r-esultaclo claclo el
It.1]. en cuanto a Ia conclición sol¡re Io,. r'aloles caractelisticos cle la ecuación clitelen-
cial autónoma tctardada no pcrtull)a.la. Basta corr peclir que erista, rrn r.a,lor prol¡io
rlisLirrlo c1e 1os denás, aunqlle su palte real sea igLral a la clc otros. tssto se puerle

apleciar cr ei siguicntc cjemplo.

Ejemplo: Clorsidérese la ecuación difeler¡cial lctardada:

rt¡;-)-l. (2.1/l

se obtiele clue y(d) - ¿i'ráy(0). A e I t .0]. Ree¡p1aza¡c1o

(2.1S)

Pa-,-a aplical el leciente teorema a ia ecuación (2.1E) consiclér'ese:

r.o(p) : ir( t)

I'(1. p) : ]p(-1)

R(/.¡r = E}{y( rl.

para tocla función acotacla p : l-1,0] --+ C. Entonces

olLa) = {p;}lj clondc pt = ii. tt.¿ - -iI y J?ep; < 0 pala i = 3.1.5,..,,

o(,Lal\''|t..)) = {f,(¿)lLl donde ),(l) - ¡r ¡l;¡(t) r'¡rol cl Lerrta 19, :;(l) '+ i)

crranclo I + +.c, llara i:1.2.....

*r'ir,)-ie L,

fr(/. ):+€¿1.
Luego. es lácil c¡bselvar que la ecuación (2.1[t) satisface las ]ripólesis clel Teorenra 3

\, l)or iarto se tiene que (2.18) l)osee Lur¿i solnción rlo(1) definida para I ) o v a
s n llcierrter rrerrL e glalcle tal clue

. [ ;r 1 senltl)lti't't=l ;. ;. . l,irl- ll./ 0
l

yo(r) : e.xp (-i\t + l"' ,,Clat) (1 + o(1)), (2. 1e )



+E

cuando 1 + *oc.
Pala una erpresión rrá,s ex¡rlícita cle la 1ólmula (2.19) rrótese clue

r'1,-,tt)--+0f-1.
I t-

.!
dond" c - # Luego. la ecuación (2.18) tiene una solución r7¡(/.), delinicla pala

l. ) o )' o sulicieuienrent.e glarrde 1 a,l t|re

llaft) - t,e ,i,(t + o( t)).

cnalrtlo / + +:!a.

2.4.2 Versión funcional del Teorema de Hartman-'Wintner
Ahora. sob'..e el sislerrra (2.2) se ct¡nsitleratá una condición nenos restlictiva clue

acluella clacla por' 1a igualclad (2.12) para nuestra versión dcl Teolen'ra clc Lcvinsou.
clr otr'¿rs palablas, r.,l sistcn:ra uo pct'ttrlbarlo sel¿i tretarleule rrc¡ at1órrorlo.

Teorenra 6 (lo¡tsidérese sobre el si-rtema (2.2) lo siguiente:

¡.) L(t,.) r:s d,ifr:rr:n.cia,bl.a r:.n f,

ii) c: str. l,l > f) teil qu,e lL¡t, )l < ¡1,

iii) erislt p > 0 srt.litietlernr.nlt ¡.tt.queio lal qut

¿(f. ) - ¿(,'. )i < plf - sL, V¿. -s 6 7,.

i.u) o(L(t,.')) posec una tricotomítL tLe Il a.rlnan- ll-íntner pat'a )t(1) fl 1 nt.¡ fi,.jo a

in.d c pr. n.di cn,t,: rl,a t),

t'l )¡(f) :0 y es raí: simpk. rle lo ec¡Laciótt característica (2.7)

y la ptrttLrbttción R. satisJace la contlición de inl.egrabilirlad

¡i) R(,t..) e L", t<p<2.
Lnto¡tct.:. el sistenta (2.2) títnr una soltLció¡t ytlt), dtrtnila paru t ) o y o -:u..ficien.-

le¡netLLt: gxrntle, lul que

/ ,.t .. D/¿ .\ \
yr(l) :ern{/ ,' "'rt,'r" ,r/4)i"1o1l¡¡. (2.20)

\./. r ?'. /-t(..¿ I /

t rLrt¡trLt¡ I r +.c. tlon& es rl prodnt:to inte rno tttnó¡tit:o rz CN y t, t:s el tin.ico

t,t.t'lr¡¡ LL¡ti.Ltt¡"io tLt. CN tlut suli.s.fur:r, l(/. t') : [.
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Dernostración: Sean ,4u1 >0yB¡q={FeL(B,CN) :lI] < M}. Se probará q¡e
6M es un compacto. Si gt,gz e B v F € 6M, entonces

lF p, - Fpr, 1 M,fi - pzl.

Puesto que 11 no depende de F se tiene que la lámilia 6¡4 es equicontinua.
Sear .p e B y una sucesión (fl,)jli S 6,y¡. Sea rc@): (F"(p))f§. Entonces,

rc@) cB(0,Mlpl"") c c¡"
de donde K(9) es un compacto. L.ego, por e1 Teorema de Ar.zelá-Ascoli, se tiene q.e
6¡4 es un compacto.

Para .E € L(B,CN). sea Ap : D - E la función definida por

AeG,p): (fl(e),p).

Sea X : {Ap e L"(D,E): F e B¡r}. Entonces E es un compacto. Esto se obtiene
del siguiente hecho: Si Ft,Fz € L(B.CN) entonces

lAe,-Ar,l<l¡'r-,F'rl
Por la hipótesis ii) se tiene:

a) A(t) e » y A(t) es diferenciable para todo I € 1,.

Por la bipótesis iii) se tiene:

b) lA'(l)l <plt--sl, p) 0 suficientemente pequeño.

Por el Lema 18 y la hipótesis iv):

c) El esoectro de á(f) es puntual y numerable, es decir, o(A(t)) : oo(Ae\ :
{}¿(l)}3r, posee una tricotomía de Hartman-Wintner para )¡(t) (fu'! nr,'fijo
e independiente de l).

Por la hipótesis ii) y el Lema 16:

d) )r(¿) es acotado como función cle f para i : 1,...,k _ 1.

Por la hipótesis v:

e) existe é eD ial que á(t)é : 0.

La proyección Ps(t) : E ---+ E, sobre el espacio propio relativo a .\*(l) : 0, es tal
que 1rzP6(l) -< ¿ >. De aquí:

f ) existe una función ro .. I, --) C tal que

PoU)R(t)¿: ro(¿)é.
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Por' 1a hipétcsis vi:

g) R.(l) es ul operaclol tal que 'R.(l) € Z2 pa-,--a I < p < ).

Ltego. la ccnación (2.10) satisface las hipótesis tlel Teorenra .1. claclo cn cJ capítulo
aulcrior. Asi, (2.10) tiele una solución :¡(/) clcfinicla pala I ) o con a suflcietrtenrenlc
gla,n c1c. i.ai c¡ue

:¡(r) : s¡p (/',.te l.a) (¿ + o(r )), (2.21)

cuando 1+ *cc.
Aho¡a. se clará,r r:álcuios erplicitos dc á 1. ds rs(f ): é € 2. in-rplica que eriste rtna

fulción p € a"- tal c¡rc é : (f (O).¡) Pucsto clue

se tiene que

v

.{(1)¿ = 0.

¿(1.,r) : o

f-0

.\pr(0) - ¿(1, p^)

);'r - ir

t2.'2'2)

(2.2:3)

I-r.0]. Reernpl¿rzando esto enDr'1¡ ecrLaciól (2.2:1) sc obtiene;(l/) : .¡(0), 0 e
(2.2 2 ) ser ticnc

I(t.p(0))= 0,

"1, ¡roi'tanto se puede tomar'g(0) : t,. clonde ¿'es el ítnico vectot' unitar-io tlne satislacc

/-(r. r) : 0. Así.
/ = (r. r,).

Par'¿r calcLrlal r'6(l) pot (1.55):

P(,(/)R(i)¿:li l',r^,
:7f t J-a

(2.21)

clolcle

.i., = (11 - .'l(l))-lR(t)¿

-\' ^i0 cs lrna culr,a deJoldan lectificable tai clLre o(.4(l)) n lttt^¡1 : {.\¡(l)}. \ótese

'rtle ()1 - t(,))¡r - R(t)¿' (2'25)

Puesto r¡re .i¡ e D, se tienc .f^ : (:.r(tl), p.,) pala algirn ,p ) € a'-'. Eltonces la

lelación (2.25) torla la, lorma

R(t,u)

0.

De aquí,

,r. = e 
\'\11, ))-r/i(t, t,).



5i

Luego,

Á = (p.,(o),e.,).

Reemplazando esto en la igualdad (2.21) se obtiene,

pott)R(t)é - lri l,"r.r(0)d). 
j*, 

l.,"r,o^)
De aquí, por la fórmula de Cauchy,

,.(i) : [: / ¡rr,.l)-,Fi¿, utdAl t¡ . Rtt.»t.
L'Ztt J''^ I 1 - o' L(t, u)' -'-'- ''

Luego, la expresión asintótica (2.21) toma la forma

z¡(r): syp ( r =:.o,r€;:, ,a1) 1a-¡,1r¡;,' \J" 1 - u. L([,.u) '/ '-
cuando I ---+ +oo. Así, llamando y¡(t) a la primera coordenada cle z¡(t), se obtiene la
existencia cle una solución clel sistema (2.2) que satisface (2,20). D

2.4.3 Consecuencias

Como caso particular se tiene el resultado obtenido en [7].

Corolario I Considé-rese el sistetna (2.1) autónomo perturbad,o

v'(t):L(v,)+R(t,v,).
Supóngase que la ecuaci,ón característi,ca

det[)I- I(e) )] : ¡,

tiene una raíz sirnple ) : \o tal que fr.e)¡ f úl) para todas las demás raíces ) tle
(2.2'/) y la 'pert'urbación R satisJace La condición d.e integrabilidad lfi(1, .)l ¿ ¡r , I 1
p ! 2. Entonces, el sislema (2.26) tiene una solución yo(t), def.nid,a para t I o y o
sufi,cientemente grande, tal que

(2.26)

(2.27)

(2.28 )

cuantlo t ---+ +oo, d,onde . es el producto interno canónico en CN y u es el único
uector unita¡io de CN que satisface Z(ero ul : ¡o¿.

Demostración: Si en el sistema (2.26) se hace el cambio de variable y(t): e^úr(t)
se obtiene el sistema

a'(t) - Lolrr¡ + R(t,e\o t')), (2.2e)

doncle Is : ,(e)o 1) - )01. Es fácil probar que el sistema (2.29) satisláce las hipótesis
del 'Ieorema anterior, de donde se obtiene 1a fórmula asintótica (2.28).tr

El proximo resultado es netamente no autónomo, no está incluido por el reciente
corolalio:

yo(,) - exp (t", * l,' #*trHr() r, *,(,)),
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Corolario 2 (lon..sid,órese lu, ertLación diferencial rctarda¡lu

y'(t) -b(t)(u(t1-yft - r1)J + qft)y(t - rr) (2.30)

riot¡,dr it\ I't ts tLnc. JtLnciótt tal qtLr

t.) Etistt tuta r:ot¡.¡l.unle posítir:a \l to! qut bl!.'1 < r1.1 <:,

i i ) b(t) r:s diftrencia,ble a Vl ft) < p elorude p es ltna consl,atlLc positha su,ficieút -
Dl(: nt( p(.tJ tLe'ñ{1,

¡¡¡) q(l) € Lt' parú I < p <'2.

l.'nt¡»¡tt.' l¡t. r,r'utción (!.30) tirnr unt solu,tión y : yalt) d,e.f'irrilu pura torLo t ) o !¡
o suJitir:nt r.rrt ertk grande tal que

so(r) : erp ( ¡' - ltt) ¿e) (r +,rr)). (2.3r)' \/- I - r1ó(¿) -/ '

t: uuntlt¡ I + *¡c.

Demostración: Para 1a clerlost-,..aciórr de esLe coroiario. sc aplicar-á el Teor.elna 6 a
la ecuación (2.30) consideratdo corro 1a ecuación no pertulbada a:

r''1t) - tr11.¡¡r 1¿; :r:(t. - r1)). t € 1.. (,2.l¿)

.\sí.
Llt.;)- ó(t)(;(0) r( rr ))

r' la pelttrbación
fi(1,;) : q(1)!,(-,',).

pala toclo | € B = 6([ r.0]. CN) con r' = mar{?,r. r.2}. Entonccs:

a) Z es rlilércncialrk: r'c¡rlo frLnción cle l.

Además, l/,(f ,.)l : 2ló(t)1. En efecto, lI(t. p)i < 2 b(t) lyl,- para todo ; € 6.
de doncle L(t,.) < 2 á(l)1. Por otro lado. L(t,V):2ó(l), pala tocio g € 6, tal r¡rc
lrrl- : t. ,t(0) : 1 )'f( 11): 1. Luego, pol la hipótesis i):

b) Lll,.) es acotado como lulciól de 1.

Pol la hipótesis ii).

c) ]f(1. ) ¿(r,.)] I 2plt - s cionrle p cs ura constante positiva stficientenrente
pequerra.

(l) ) - 0 es laíz sirlple cle la ecnación r:alacteristica de (2.32):

.\ - ó(t)( I ¿,-.\., ) (2 ;l;'l)
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Para probar d) basta derivar, con lespecto a ), 1a ecuacióu (2.33), obteniendo

1 = á(ú)rre )".

Si ,\ - 0. fuese aún raíz de esta última ecuación. entonces b(t) = *,lo cual contr-adice
la hipótesis i).

e) o(L(t,.)) posee una tricotomía de Hartman-Wintner para,\(¿) :0.

Supóngase que no luese así. Entonces existe una solución ,\ : )(¿) de (2.33) y
una sucesión (t")". C L ta1 que p¡(f,) :: $le)(¿") -- 0 cuando n --+ +oo. Haciendo
plt,,) :Snr )(1") y separando la ecua.ción (2.33) en parte real e imaginaria se obtiene

po(t") : ó(¿,)(I - "-ua(t^)r1 
cos(p1(t, )r1))

pl(t") : á(f,, )sen(¡r1(f*)r r) e- 
po (t"\' t

(2.3.1 )

(2.35)

De la ecuación (2.35) se tiene que (pr(t"))" es acotada, por 1o cual, pasando a
subsucesiones si fuera necesario, se obtiene que existe fr." € R tal que ¡r1(1,) -- ¿11*,

cua,ndo n --+ +co. Puesto que la sucesión (6(t"))" es acotada, pasanclo a subsucesiones
si fuese lecesaLio, existe á"" e R tal que ó(1") --+ b,," cuando n --+ +co. Así, de la
ecuación (2.35 ), se tiene

¡r'."1 : lá,-llsen(p,-",)l I lá."11p,".1.,

y por la hipótesis i), pr." : 0. Por lo tanto, .\(f ") 
--+ 0 cuando n -+ *oo. De l¿

ecuación (2.33),
t.\(¡

I ?./¡ ,r t
1 _ r,\,,i , ,\i J

.\ (¿- )f1

Haciendo n --+ +oo se obtiene que 1 : ó-r1 1o cual es una contradicción.
Finalmente, por la hipótesis iii), se tiene que

l/?(¿,.)l : lq(t.)l e Le, t < p < 2.

Así, la ecuación (2.30) satisface ias hipótesis del Teolerra 6 cle donde se obticne
la existencia cle una solución y = yo\), cleflnida para I ) o con o suficientemeute
grande, que satisface

vo(r) : exp (t"' ;1#ea1) i, +,1r¡;,

cuando f -+ *oo, donde u es el único vector unitario tal que ,L(f, o) : 0. Claramente
u :7, u.E((,r) : q(1) y 1- a-L(t,.u): I ó({)r1, de donde se deduce la fórmula
asintótica (2.31). tr
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Ejen-rplo: Considérese la ecuación clil'elencial retarclacla:

y'(t): cos6,4)oQ) - y(t- |li* 14s(r - 1), I > 0 (2.36)

Para aplicar el reciente corolario a la ecuación (2.36) considérese: á(ú) - cos(qf) y
s(l) : 

=@. 
Luego, es fáci1 observa,r que la ecuación (2.36) satisface las hipótesis del

Cololario 2, para t suficientemente grande, y por lo tanto (2.36) posee una solución
u6(l) definida para I ) o y o suficientemente grande tal que

cuanclo f ---+ +oo.

a6) 1r +,1r¡¡,
,/€»

sen(o
]l"o.(((1

y,(t) : 
"*p (1,'
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