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Resumen

En este trabajo se estudia la estructura de álgebras conmutativas de di-
mensión finita sobre cuerpos con más de cuat¡o elementos, que satisfacen la
ecuación:

B ((@r)y)r. - (@y)t)r) + 1 ((@x)r)y - ((xy)r)r)

donde B y 1 son dos escalares no ambos nulos.
Demostramos identidades y resultados básicos en este tipo de álgebras

que se refieren a existencia de formas trazas, eiementos idempotentes y eI-
emento unidad. Encontramos condiciones bajo Ias cuales demostramos que
nilálgebras en esta clase son nilpotentes. Por úitimo demostramos que bajo
ciertas condiciones razonables existe en estas álgebras una descomposición
de Wedderburn. Para ello trabajamos con la descomposición de Peirce de
álgebras en esta clase.
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Abstract

In this work we study the structure of commutative finite dimensional
algebras over fields with more than four elements which satisfy the equation:

B ((@x)s)r - ((ry)r)r) + \((rr)r.)y - ((rs)r)r)

where B and 1 are two scalars not both zero.
We prove some identities and we give some basics results for these kind

of algebras related with the existence of trace forms, idempotent and unity
elements. We find some conditions under which we prove that every nilalgebra
in this class is nilpotent. Finally we prove, under some reasonable conditions,
that these algebras posses a Wedderburn decomposition. With this aim we
deal with the Peirce decomposition of this kind of algebras.
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Introducción
E1 segundo semestre del año 2002 1a profesora Alicia Labra Jeldres dictó un

cu-rso sobre ríJgebras no asociativas pa.ra alumnos ta¿to de pregrado como de
postgrado. Dicho curso se basó principalmente en el libro An introduction
to nonassociatiae algebras de R. D. Schafer [20] el cual muestra algunos re-
sultados importantes de Ia teoría general de rílgebras no asociativas, pero
se centra en las llamadas álgebras alternativas y rílgebras de Jorda¡r. Otros
libros usados como apoyo fueron fiings that are nearly assoc,iatiue de Zhevla-
kov, Shestakov, Slinko y Shirshov 1231, y Varietg of dlgebms de J.M. Osborn
116], el cual me pareció particularmente interesante. Al final de aquel semestre
decidí realiza¡ mi tesis de doctorado en dicho tema.

EI presente trabajo se ocupa de 1as álgebras Casi-Jordan generalizadas.
Dichas álgebras satisfacen una identidad polinomial perteneciente a u¡a fa-
milia parametrizada por ul pa.r de escala.res (,6, f). Lus ríJgebras de Jordan
satisfacen u¡ra de estas identidades por lo que son un caso parbicula.r de este
tipo de áIgebras.

En e1 capítulo ufro entregamos u¡a reseña histórica que permite entender
la aparición de 1as Álgebras Casi-Jordan generalizadas. Vemos nociones bási-
cas de 1a teoría de álgebras no asociativas, estudia¡nos identidades polinomia-
les y el proceso de linealización, damos una lista de 1as prilcipales va¡iedades
de álgebras y presentamos resultados sobre la existencia de formas trazas.
Damos adem¿ís resultados conocidos ace¡ca de solubiüdad y nilpotencia de
álgebras.

En e1 segundo capítulo definimos las ríJgebras Casi-Jordan generalizadas,
damos una serie de ejemplos de dichas r{lgebras y estudiamos algunas ca.rac-
terísticas de cada r¡no de ellos. Luego demostramos algunas identidades y
probamos que si u:r álgehra A posee un neutro multiplicativo y pertenece a
una variedad contenida en Ia clase de las álgebras Casi-Jordan generaJizadas
distinta de la variedad de 1as ráJgebras Casi-Jordan, entonces es asociativa.
Finamente definimos una forma bilineal y demostramos que es una traza. en
.A para toda ..4 es esta clase de álgebras.

El tercer capítu1o t¡ata del problema de ia nilpotencia en url áJgebra
Casi-Jordan generalizada ,,4. Probamos que si -4 admite una forma traza no
degenerada, entonces "4 es de Jordan. Demost¡a,mos también que si "4 es de
dimensión finita y so1ub1e, entonces es nilpotente. Ademrís encontramos tres
condiciones tales que cada una de ellas implica que si .,4 es una nilílgebra
derecha de dimensión finita, entonces "4 es nilpotente.



Las condiciones son:

1. La dimensión de "4 es menor o igual que cinco y su ¡rilíndice es a 1o

más cuatro.

2. Toda subálgebra de "4 admite una forma traza no nula.

3. 
"4. 

satisface 1a igualdad.

(xx,g, x)(aa,b, a)

para iodo x,y,a,b e A.

En eI capítulo cuatro estudiamos 1a existencia de ula descomposición de
Wedderburn respecto de1 radica,l soluble 7?. Encont¡a¡uos la descomposición
de Peirce de 1as ríJgebras Casi-Jordan generalizadas y demostramos la exis-
tencia de una descomposición de Wedderburn. La demostración requiere 1a

existencia de idempotentes no nulos e¡ todo ideal de "4 no contenido en el
radica,l 7? y que el rífuebra cociente ,A/R sea sepa,rable.

EI capítulo cinco resume 1as preguntas que quedaron abiertas, ya sea por
que no fueron contestadas por el presente trabajo, o por que surgieron a
pariir de éste.

Finalmente damos una bibliografia citBrdo ta¡to 1os iibros, axtículos y
trabajos consultados para Ia elaboración de esta tesis, como otros fi.rndamen-
tales para el estudio de ríJgebras no asociativas.



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Historia
Hasta medidados del siglo XIX el estudio de áJgebras se limitaba a pro-

ductos que cumplieran la ley asociativa es decir (aó)c : a(bc) y que pose.
yeran un neutro multiplicativo. Esio cambia en 1845 cuando el matemático
británico A. Cayley construye el álgebra de octoniones, áJgebra de ümensión
8 sobre IR que resultó no ser asociativa. Años m¡ís ta.rde el noruego Sophus
Lie, trabajando en ecuaciones diferenciales, creó las lla.r¡ladas álgebras de Lie
1as cua.les además de no ser ¡ecesa¡iamente asociativas satisfacen la relación
c2 : 0 para todo elemento c, por lo que no poseeo un neutro.

En 1934 e1 ffsico alemá¡ J.P. Jordan, intentando dota¡ la mecánica cu¡ínti-
ca de formalismos matemáticos, deñnió un tipo de álgebras conmutativas
pero no asociativas, que satisfacen la identidad polinomial de grado cuatro
(x2g1)r : *(yr).Las ráJgebras de ese tipo se comenzaron a l1amar álgebras de
Jordan y desde entonces fueron estudiadas por gran cantidad de matemáticos.
De ellos es impol¡ante destaca¡ e1 trabajo de Albert quien formuló numerosos
teoremas respecto de la est¡uctu¡a de ríJgebras de Jordan.

Tomando en cuenta todas estas construcciones se hizo necesa¡ia u¡a teoría
general de álgebras no asociativas. Con eI objetivo de clasificar 1as álgebras no
asociativas Osborn 114, 15] demostró que dada un ríJgebra conmutativa con
unidad (neutro mu,ltiplicativo) sobre un cuerpo de caracterGtica distinta de
2 o 3; si satisface una identidad de grado menor o igual a cuatro no implicada
por la ley conmutativa, entonces satisfa¡e una de 1as siguientes identidades:

1. ((aa)a)a - (aa)(aa) :0



2. 3((aa)b)a - ((aa)a)b - 2((ab)a)a : 0

3. 2 ((bb) a) a - 2 ((ba) b) a - z ((ab) a)b + 2 ((a a)b)b - ( oa) (bb) + (aóX¿ó) : o.

En 1988 este resultado fue generalizado por Carini, Heatzel y Piacentini-
Catta¿eo en l2]. Ellos demost¡a,ron que toda álgebra conmutatira (no nece-
saria¡oente con unidad) sobre u¡ cuerpo de ca¡acterística distinta de 2 o 3;
si satisface una identidad de grado menor o igual a cuatro no implicada por
la 1ey eoumutativa, entonces satisface un¿ identidad perteneciente a una de
las siguientes familias:

1. B(@a)a)a + 1@a)(aa) : 0

2. B((@a)b)a * ((ab)a)a) + 1((@a)a)b - ((aá)a)a) : s

3. 7(((áb) a)o - ( (ba)b) a - ((ab) a)b + ((aa)b)b) + 2 0( (aó) (ab) - (ao) (ób) ) : 0

a. (@b)c)d, - ((ab)d)c + ((bd.)a)c - ((bd.)c)a + ((bc)d,)a - ((bc)a)d, : 0

donde B y 7 son elementos fijos, no a.mbos m:Ios, del cuerpo. Con e1 objeto
de estudia¡ la estructura de cua,iquier ríJgebra conmutativa que satisfaga una
identidad polonomial de grado menor o igual a cuatro, el presente trabajo
estudia Ia estructura de 1as álgebras que satisfacen ias identidades pertene-
cientes a la segunda de esas familias.

L.2. Conceptos generales acerca de rilgebras

1.2.L. Notación y definiciones b¡isicas

Definición L. Llamamos álgebra a un par (.4,P) donde.,{ es.un espacio
vectoria,l sob¡e un cuerpo IF y P es una ñmción bilineal de ,4 x A, en A.
Como es costumbre llama¡emos ,^4 a esta ráJgebra (,4,, P).

Acerca de la notación: Para denota.r conjuntos usa¡emos ietras mayús-
culas eu negtitas X,Y, sin embargo para estructuras algebraicas como espa-
cios vectoriales y áJgebras usaremos Ietras caligraficas A,V ,R, Z, etc. Ha¡e-
mos urra escepción en el caso del cuerpo de escala¡es para el cual usaremos
negritas de pizarra 1F,R,C. Para elementos de un ríIgebra se usarán letras
minúsculas como c,y,z,a,b,c, pero p&ra escala¡es usaremos ietras griegas



a, B, p, egn e1 objeto de dife¡encia¡los de los elementos. de ul. rfuelua, F.ara.
clases y vaúedades..r¡sa¡emos rletra§ ,gctlicas €om,E.flss- Etr el caso de las
ñ:nciones usa;remos por ic geaeral letm.s uariscuias 4G, E , salvo oi perte-
nec€n a rn átgebra dé polinomios, en cuyo caso rsaremm letras minúsculas
f,9,á. §e utilizerá siempre Ia yuxtaposición para denotar el producto de
dos elementos, es deeir zy : P(",g)- Sea usará el sÍmbolo . para separar
los productos, teniendo preferencia ia yuxtaposición por sobre ., por ejemplo
ab' c : P{P(a,b),") y o - bc : P(a,P(b,c))- En caso de habe¡ m¿is de dos
producto se usarán paréntesis para separar, por ejemplo (ab)(cd) . e significa
P @ (P(a, b) , P (c., d.)), e). Sir embargo, cuando sea posibie, para ahorrar noia-
ción, se escribirá sin pa¡éntesis. En este caso se debe entender que los prcduc-
tos se tomaa de izquierda a derecha. Así ¿ócd : (ablc.d: f(f(f(a, b), c), d).
Fina.lmente si definimos ¿o de forma inductiw¿ rr : r y an : Ín-1Í, pera to-
do ri, > 1, entonces'siempre tiene preferenci,a 1a potencia ante otro producto,
así r2rz : (zr)(cr) y ra : r2m : (rx)r . c.

Si S es un subconjunto de 
"4 

ll¿m¿¡emos [S] al espacio vectorial generado
por S y < S > a la subrílgetrra generada por S. §i § y 7 son dos subeepacios
de,4llamaremos §f a [§f], es decir aJ zubespacio [sf Is e S,t €4a§8 :
-4"4 es eI espacio vectorial geaerado por ios productm de dos elementos de
..4. Diremos que -un subconjunto 7 de .Á es un ide¿l de A si Z a u¡ ideal
büateral de "4, es decir si 7 es ur subespacio de 

"4. 
tal q:ae AT e Í y Í,A C I.

Es inmediato que 12 es un ideal de ¿4.

Di¡emos que un r4Jgebra -4 s unmutat ¡a si se cumple que ry : U, para
todo r, y € .4, y diremos que Ax asociat*ta si se satisface que @ylz -- a(yz)
para todo r,g, z ett A-

Es conveniente defriir ciertas funciones útiles en ei estuüo de ríJgebras: La
firnción osoci¿dor (, , ) de Lx;4x..4 en 

"4 
de§nida por: (a, ó, c) : (aó)c-a(óc),

1a función conrnutador [,] de á x A en A definida por: [a, b] : ob - bo, la
htnciórt producto si.rr¡,étrico x del x.4 ea,4 defi:aida por: e*b:'r(ú+ba),
cuando la ca¡acterística de F no es 2 y por: a*b: (o]) + bo), en el caso
cont¡a¡io. Es importante recalcar que tanto el conmutador, como el producto
simétrico son nuevametrte prcductos en "4. Otra otrserv*¿ción importante es
que }a función asociador será nula si y soio si el ríJgebra s asociativa y la
firnció¡¡ conmutado¡ será nula si y solo § el ráJgetra es co¡mutativa.

Un coneepto fundamentai en eI estudio de las rí§ebras es el operador de
multiplieación. Dado un elemento a de u.a á§ebra á defirriros el operador d,e

multiplicación a la derccha por ¿ mmo la ñ¡nción lineal .R* de ,4 en á ial que
Á"(") : ua pará iodo r € "4 y definimm el operudor ile multiplicacién a la



izqui,erda por o como la función lireal .L" de 
"4, 

en,4 tal que -L.(z) : o, paxa
todo r € "4,. Es obvio que si 14 es conmutati R": L" Y a e A. Como el
conjunto de operadores lineales de "4 en "4 forma un rílgebra asociativa con la
suma y composición de funciones, definimos el álgebra de multi.pli.caci,ón d,e

A como M(A) :1 Ro, Lo I a e ,A >. Dada una subríJgebra 6 de .4 podemos
definir 6* :< Ro,Lo e M(A) | b e B >, es claro que A' : M(.A) pero
B. + M(B) pues los elementos de 6* son funciones de ..4 en ,4 y no de B en
B.

Respecto de la notación, en el caso de operadores omitfemos el símbolo
o, o sea escribiremos GF en lugar de G o f.. También es necesa¡io notax que
escribimos las composiciones de funciones de de¡echa a izquierda. Es decir
GF(r) : G o F(r): G(¡(r)), debido a ello debemos adve¡tir que al es-
cribir las expresiones algebraicas en término de operadores de multiplicación
es posible que el orden se invierta. Por ejemplo R"Ra@) : R" " R¡(x) :
n"@u(r)) : (rb)a: xba y L"L6(x) : L"{L6(x)) : a(br) # ah.

Si "4 es una JE-álgebra y iE es una extetrsión del cuerpo de escala¡es IF

es posible definir u¡a nueva áJgebra .4p tal que Ap es una JE-ríJgebra. Esto
se logra tomando "A y E como lF-espacios vectoriales y construyendo ",48 

:
iE 8r .4 y definiendo la multiplicación por escalares de 1a fo¡ma

r. e1 proclucto

a]i e d: (tr/r) 8,0

(aoz)(Éav):(o§)e(ry)
para todo o, ¡3 e E ,v todo z, y € "4.

7.2.2. Identidades y linealizaciones
Sea X : {tr,rr,... ,r",. .} un conjunto numerable cle sinbolos. Defini-

mos una ¡talabra c:omo una sucesión finita de símbolos en XU{(, )}. Definimos
ei subconjunto {X} del coqunio de palabras el X de la siguiente forma:

1. SireXentoncesl€{X}

2. Si ¿. ó € X entonces oó e {X}.
3 Sj a€{x}\Xyb€X,entonces(a)be {x} y ó(a) e {X}.
l. Si a. ó € {x} \ X entonces (a)(á) € {Xi.



5- a e {X} si y só1o si se obtiene a partir de elementos de X por medio
de una sucesión finita de los pasos uno a cuatro.

Como ejemplo podemos ver que las palabrtx:

rt, rtf2, (2112)23, r1(r2r3), ((r1;c2)r3)a¿ y (r1c2)(a3ra)

estál en {X}. Sin embargo las pa}abras:

ÍtX211.tj Í\Í2:):,3Ítj (r1t2)r3Xa. -Y (:rt)(rr)

o lo están.
Eri este conjunto la función de {X} x {X} en {X} definida por;

ab si o,b€X
I v)L si d€{x}\x.ó€xlr¡0r-f arb si o€x.b€{x} \x

(a)(ó) si 0e {x}\x.ó€ix}\x
constituye ur¿ operaclón no asociativa en {X}. Si dado un cuerpo F definirnos
F-{X} como el cspacio vectorial libre sobre lF con base {X} y ertendemos
la operaciórr de {X} a F{X} por bilinealidad, obtenemos que lF{X} es un
rilgcbra no asociativa llamada el álgebra Iibre sobre F'con base X.

Esta álgebra tiene ia siguiente propiedad cou respecto a X:

Sea ,4 un álgebra sobre F y sea -E una función cualquiera de X en "4.
Entonces .D se llama ona euaLuaciín en -4 v exisie un Írnico homomorfismo
c1e álgebras É a" n1X} en,4 tal clue É1"1 - O¡"¡para todo a € X.

Llanrarenros iderttitlad polinornlal (o simpieurente identidad) a un elemen-
to / de lF{X}. Dircrnos que .A satzsJace f si Ell): 0 para toda eva.luación
EetA.

U¡ia identidad / se dice tt:n rnc¡nc¡rnio si f : ag donde a € 1F, o I 0 v
9 € {Xi Es lulediato de la definición de F{X} que toda identidad es una
suma finita de monomios. Dado un símbolo a y un monornio / Iiamaremos
el gratlo de a en / a1 númelo de veces que r¿ aparece en /, por ejemplo el
grado de r;1 en ((r¡11)r2)c1 es 3 y el grado de rr et r2r3 es 0. Es inmediato
también qrle dado un mononio / existe un¿ ca.niidad finita de sírnbolos a
tales que c1 grado de a er:. / no es cero. Por ello la notación / : /(r1, . . ., rr)
siglifica quc ft es el mayor índice ta1 que el grado de ur en / es estrlctamente
positir''o. Sea f : f(xr,...,r¿) un monomio, sea Y: {g e {c¡if=, ]grado



<1e y en / > 0i. Si Y: {g;}l=rcon j ! k, enurnerarlos de ta} forma que si n¿

es el glaclo de y¿ en / entonces nt2nt2...) nj. Entonces diremos que /
cs clc fipo l1t1,rL2.. .. . nrl. Definirenios también el grado d,e./ como e1 número
¿'f, -I_l Ln,

Dada nn¿ identirlad f - g+.. .*9¡ donde los 9; son monomios, definimos
e.1 grado de f cono á(/) : máx¿{á(g¿)}. Por últirno si / cs una identidad,
en¡orces / so dice h,omogénea si / : 91 *. . . *g¡, donde los g¡ son mononrios
ilcl rnismo tipo. En cste caso llama el tipo dc / al tipo de cada g¡ y es claro
que d(/) - á(9¡) para todo i.

Si / € F{X}, f - f("r,...,2r) y.4 es ur áigebra identificarernos J con
la función dc F de ,4 x Ax ... x ,,1. Á veces en -4, dada por F(a1, . . . , oo) :
8,,,. 

'.rf) donde á'u,, .,,,* es una evaluación que envía el símbolo r¿ en el
clcrncnto a¿ de,4. Es inmediato que.4 satisface / si y sólo si ia función -F es

r,ulir. por (,llu ;, rnpnudo esnribiremo>:

f (a,,,. . ., ar) : 0. V ar,. . . ,a¡ e A,

en lugar de,ul satisface /.
I)ada un álgcbla .4 y una función lineal D : A 

- 
A diremos que que D

es rna deritación si para todo z,y € -4 se cumple D("y) - D(t)y + tD(y).
Otra propiedad de F{X} cs que dada una evaluación E : X -+ JF{X} existe
urra íuica clerivación D¡ : lF{X} ----* f{X} tal que D¿(r) : E(u ) para todo
J € X, a la que llarnarernos Ia de¡ivación generada por E. Dados u[ elemetrto

.q de FiX), un sírnbolo y e X definimos la furición ó1,,o¡ de X en iF{X} tal que
6¡0,¡,ftt) : g y 6O,AQ) : 0 s\ z * y. Como á(v,e) es una evaluación en F{X}
defrnimos e1 operador D1r.r; : F{X} ------ F{X} como ia de¡ivación generada
por ár,.r¡. Notese que para aplicar el operador D1r,r¡ en algrin / e {X}, se

torna la srima de lodas lix palabras obtenid¿u reeurpl:rzarrdo una vez g por g
en 

"f 
.

Iiustrarnos rncjor esto en el siguiente ejemplo:

De n¡((r.x:)¡r) : (Ds,o1@r))y + (m)(D6 4(y)) :
(o6.o1?r))u + (rr)(á1,,,1(y)) - (.D6,6@t)),s + (rr)0:

(Do.,.t(rx))a - ((D1, r;(r))z + r(D¡",,; (a)))y :
((d1,,¡(:r))r + z(ó1",r¡(z)))s - (sr)s + (rs)y

¡ or l" qr.,' ,, 
.
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entonces

D (.,2', *,"¡( f ) - ((2r \ + 12 ) x: i) r z i (r t (2t t * x 2)) 12.

Sea / : /(r1.... x:t) una ideniidad y sea y un sí¡rbolo tal que su grado
en / es cero. Diren]os que g¡ : DA,,u¡(f) es,¡na hrteal'izac'ión simple r)e J con
respecto a J¿. Dadas dos identidades / y 9 diremos que 9 es una l'ineal,ización
cie / si se obtielc luego de aplicar una cantidad finita de linea.lizaciores
sirnples partiendo de / por ejemplo si

/(r¡ ) : (2111)z¡

v

g((21, 12, 13) : (z1rr)r3 + (2213)r1+ (2311)22 + ( x2:rr'):13+ (th:x2)rti(x14)12

cntonces 9 es una linealización de / pues:

g : Dt,,,*¡(Da,,o¡$))

Sl / y g son identidades y 9 es rrna Linealización de / tal que g es de tipo
fl, 1, . . . , 1l cntonces 9 se dice Ia linenlizació¡t compLetade f.

Una observ¡¡ción importarte respccto de linealizaciones cs la siguiente:
Sca .f : f(rr,...,".) una identidad homogénea. Sea j un índice fijo tal
que 1 < J < z¿, sca A cl grado de r, en / y sea e un escalar no nuio.
Podenros definir la ideniidad g(U, rr, . .. , 2,,) reerrplazando r¡ por rj + sy es

decir: 9(y.u1....,;r,):g(r7,...,rr*e9,....r").Essencilioverqueexisten
polinomios homogéneos I{i, i : 1,...,,t tales que 9 : !l=o sill.. Se tiene
qrte 1(1 : Dor,rl(.f), es Ia lirlealización simple de / respecto a z¡.

Observación 1. El lesultado más impor-tante respecto a linealizaciones se

pucde erlcontrar en Zheviakov et al. ([23] Cap. 1, §5 Teorema 7) ¡, Osborn
([16] Cap. 1. §3 Teorema 3.6), y es el siguiente:

Teorenut: Sea f una 'ídenti,dad homogénea en 1F{X}, dondeF es un cuer-
po con rnds elen"re.ntos que el grado de f. Sea A tn álgebra y g ulm linealiza-
ci.ón cle J. Ent¡.tr¿ce-s si A satisJar:e f , e-ntomr-s A satisface- g. Aderruis si La

cataclerística del cucrpo es rnaAor que el grado de f y A satisface g. entonces
A satisfax: f.

11



1.2.3. Variedades de álgebras

Sea S C tr{X}. La clase !3(S) de todas las álgebras que satisfacen todas
Ia"s identidades de S se llama \a Variedad definida por S. Dada una clase 13

de álgebras diremos que es una variedad si A: ú(S) para algún S q F{X}.
Mencionaremos las variedades más estudiadas en la teorÍa de álgebras no

asociativ-as:

r El conjunto $: {xy-yx}, define la variedad !f(S) : €om, de álgebras
conmutativas.

. El conjunto 3: {(ry)z - *(Ar)) , define 1a variedad A(S) - Zss, de
álgebras asociatÍvas.

. EI conjunto S : {r', (xg)z+(gz)x+(zr)g} , define la variedad !3(S) :
!. de ráJgebras de Lie.

r El conjunto $: {xy-yr,(r2y)x-x2(gx)}, define la variedad !f(S) :
J, de áigebras de Jordan.

. El conjunto §: {x2y-r(ry),(yr)a-yx2}, deflne Ia variedad !3(S) :
2üt, de ríJgebras altemativas.

' EI conjunto g: {¡i+i -airi lr, j € N}, deñle la variedad A(S) : Fo,
de álgebras potencia asociativas.

. El conjunto S : {(ry)c * "(yx)} , deáne la va¡iedad A(S) : $r, de
álgebras flexibies.

Podernos da¡ relaciones entre estas variedades. Por ejemplo toda álgebra
conmutativa y asociativa es de Jordan es decir €om o 2Gs C J. Es conocido
también que 2Gr, E, J y 2l.lt están contenidas en po y que la variedad $[
contiene a Com, Zrs, rJlt, 3 y t.

Un resultado importante aúnque no tan sencillo de demostrar es que
si Car(F) es distinta de 2,3 o 5 y S : {xg - gx,xa - r'r'}, entonces
A(S) : pon Com (ver Schafer [20] Cap. 5 §1, página 130).

Como ejemplo demostraremos que sobre cuerpos de característica distinta
de 2 o 3, {tto Com C {ss, resultado que utilizaremos más adelante.

Lerna 1. Sea A un dlgebra conm,utatiua y alternatiaa sobre un cuerpo F tal
que Car(1F) 12 o 3. Entonces A es asociatiua.

L2



Demostración: Para toda álgebra 
"4 

todo tío de elementos ar, 02, 03 €
-4 satisface la ecuación:

f ssn(o)(a,11¡, o de), ao¡¡) :
¿ei"

llay . a2l. a3'1 + [ar, a3, ]a1] + l[o3, a1], ar].

Es suficiente desarrollar cada l¿do de la igualdacl y corlprobar que Ios
doce su¡nandos que aparecen en el lado izquierdo de }a igualdad coinciden
con 1os cloce del iado derecho. Ahora bien si,4 es conmutativa el lado derecho
c1e la igualdad es cero y si -,4 es aliernativa entonces el asociador (.. ) es una
fuución alternanie (ver Schafer [20] Cap. 3 §1, página 27). por Io que:

6(41' a2 a3) - g'

Lucgo cono Car(F) I 2 o 3. entonces (a1,a2,a3): 0 y .4 es asociativa.

Dada un rílgebra,4. en una determinada clase podemos. cambiando el pro.
ducto definir una rueva álgebra que pertenezca a otra r,'ariedad. Por ejemplo
si;t es asoci¿rtiva v defininos el conmutador como nuevo producto en,4,
errtorrces obtenemos un álgebra de Lie a 1a que Jlamamos.4-. Si en lugar de
cso tomamos el producto simétrico en como nuevo producio en .4 obtenemos
ur álgel.ira dc ,Jolda¡ a la rlue llamamos ,4+.

1.2.4. Algebras solubles, nilpotentes y niliílgebras
Definimos las potenci,as pri,ncipales de un elemento z de u:r áIgebra ,.4",

mediante la fórmula xr : Í, fin+L : ün para todo n € N. Diremos que r
es nílpotente a la d,erecha si existe un natural fr tal que rk : 0. Llama¡emos
índ,ice de ni,lpotenci,a de z al meno¡ natu¡al ,b tal que z* : 0. Diremos que
ua áJgebra .4 es uta nilálgebra d,erecha si todo elemento de 

"4 
es nilpotente a

la de¡echa. Si eiste un natüal .& tal que zk : 0 pa¡a todo r € .4, entonces
existe un menor natural m con esta propiedad al que llamamos e\ nilínd,ice
de "4. Es sencillo verifica¡ que si ,h es el índice de nilpotencia de u¡ elemento
nilpotente a la derecha z entonces el conjunto {a , 12 , . . . , rk-l} es linea.lmente
independiente, por io cual, si á es una niláIgebra derecha de dimensión finita,
entonces el nilíndice de .4 está acotado por 1a dimensión de "4.

Dada un rílgebra ",{ podemos definir diversas cadenas de subálgebras de
,4 o¡denadas por inclusión. Defina,mos:

Ar-A\r):A.rr-A

13



y para todo n natural

» AiW, A(ntL) -(A(n))2. A\¡.rl> - A<n>A

Diremos que .4 es nilpotente si eúste un Índice k tal que ,4& : 0. Si para
algrrn índice A tenemos ¡(r) : 0 diremos que A es soluble y si para algún ,t
tenemos que .4<É> : 0 diremos que .,4 es nilpotente a la d,erecha.

Es inmedi¿to de la definición que para todo índice m, A<^> I A* y
/('¡.+t) c A2 . Por ello tenemos que si ,4 es nilpotente, entonces,4 es soluble
y nilpotente a la derecha. También es inmediato que ,'n € ,4- para todo
m € N, por Io que si ,4 es nilpotente a ia derecha, es una niláJgebra derecha.

Tarnbién es sencillo ver que si ,4 es un áIgebra potencia asoci¿tiva y
soiuble entonces es una nilálgebra.

Obserlación 2. Damos aquí tres teoremas acerca de solubilidad y nilpoten-
cia que se usa¡án más adela,rrte.

El plimer teorema es sumamente útil para demost¡a¡ la solubi[dad de un
álgebra (Schafer l2O] Cap. 2 §2 Proposición 2.2).

Teorerna A: Sea "4 d,lgebra e I un ideal soluble de A tal que A/f es
soluble. Entonces A es soluble.

El segundo teorema dice que paJa ciertos casos el concepto de nilpotente
y nilpotente a la de¡echa son equivalentes y se puede encontrar en Zhevlakov
et al. ([23], Cap.4 §1 Proposición 1).

Teore¡na B: Sea A. un álgebra conmutatiua o anticonmutatiaa Entonces
A" C A<2 > . por lo que si A es ni,tpotente a la derecha es nilpotente.

Es cielto que para ciertas va¡iedades de álgebras, como gs5, los conceptos
de álgcbra soluble, álgebra nilpotente y nilálgebra coinciden (para álgebras
dimensión finita), sin embargos existen variedades para las cuatres esto no
ocurre. Por ejemplo en la variedad ! de álgebras de Lie toda álgebra es una
nilálgebra pero existen ríJgebras de dimensión finita no solubles y existen
álgebras de dimensión finita solubles que no son nilpotentes.

Un importante resultado de Albert es el siguiente:

Teorerna C: (Albert) Sea A una ni,lálgebra de Jordan d,c dimensión fi,nita
sobre un cuerpo de característ'ica d,istinta d,e 2. Entonces A es nilpotente.

La demostlación de este teorema aparece en Schafer ([20] Cap. 2 §2 Teo-
rema 2.4), en ella se demuestra que bajo las condiciones dadas en el teorema,
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si .4 es soluble, entonces ,,1 es nilpotentc. Por b tanto los tres conceptos
coinciden.

Por ultimo darrios un resultado que relaciona la nilpotencia de un áJgebra

-4 col la nilpotencia de su álgebra de mulliplicación .M (,,4) (ver Schafcr 120]
Cap. 4 §1 Teorema,1.3).

Teorer¿a D: Sea A dLgebra.g sca B un id,eal d,e.A. Entances B es n.tlpo-
terrte si y sólc¡ si La subálgebra B' de M(A) es nilpotente.

1.2.5. Formas trazas
Definición 2. Sea .4 rur álgebla sob¡e ulr cuerpo iF y sea ? : A x A --. F
una forma bi1lneal. Diremos que 7 es asociati.ua si para todo r,y. z en A se
curnple:

T(r'sz) : T(xY' z)'

Se¿ -4 un álgebra, cliremos que 7 es \\a traza bilinenl st 7 es una for.ma
bilineal sirnétrica y asociativa.

Dado rrn ideal Z de,4 y una traza biiineal 7, defininos:

7L : {a € A)T(a,u) -0, Vy e X}

Tenemos que 7r es tambiérr un ideal de 
"4. 

En efecto si r eIL, y eI y
a €.4 sc tier:e I(ra,y) :T(r.ay):0 pues aA €T y T(ar,y):T(y,ar):
T(ya,r):T(r,ya) :0 pues ya € T luego ar,ra € xL.

Definirenos una ci¿ise especial de álgebras para las que miis adelante
drrnr¡ros r,,-rrlr ados sohrc nilpoiencia.

Definición 3. Sea 
"¿l 

un álgebra sobre uu cuerpo F, diremos que A es trdcica
si toda subálgebla de.,t distinta de cero posee ai menos una traza bilineal
no n¡lla. Llamaremos f a 1¿ clase de todas las álgebr¿s trácic¿s.

Es claro que si á € f y 6 cs una subálgebra de,4, entonces B € f.
Definición 4. Sea,4 álgebra sobre un cuerpo F, ¡'sea I : .4 ---r lF una forma
iineal. Entonces tr se dice ú::a traza lineal si L(lr, y)) - L(Q,y, z)): 0 para
todor,y.z€4.

Dada u¡r álgebra ,4 llamaremos (A.A,A) al cspacio generado por asocia-
dores, cs decir:

,A.A.A) : [ra.b.c1 a.b.c e A..



Lema 2. Sea A un ák¡ebra corun,,utati,ua tal r¡ue A I @, A, A) erltonces
eúste u,na traza b.ilineal T I 0 en A.

Demostración: Es claro que si ("4, ,{, "4) f ..4 entonces (A, A, A) t A,
o bicn ,42. f "4. Demosiraremos que cn ambos casos,4 es trácica. Dada
Lllla ¡raza Iineal Z en un álgebla,4, es setcillo encontra¡ una t¡aza bilüreal
defiriiendo 7(4. b) : f @b). La simetría es consecuenci¿ de: T(ct.b)-lf (b, a) :
L(tb) - L(ba) : L(ab - ba) : L(la, b)) - 0, y la asociatividad lo es de:
T(o.b. c'¡-T(a,,bt:) - L(.(ab)c) - L(a(óc)) : L(a(bc)-(ab)c): I((o,á,c)) :0.
La for-ma 7 será no nula si y só1o si .L no se anula sobre rd2.

Daclo esto si un álgebra conmutativa 
"^4 

satisfac e A, I (A, A, A), podemos
encontrar una traza lineal que no se anule sob¡e ,.42 y por ende una tráza
bilineai no trivial. Basta tomar- un elemento x de A2 \ (r{, "4, "4) 

junto col
una basc B de ("4, 

"4, "4). El conjurrto B U {z} es lineaimente independiente
por Io clue podemos complctarlo a una base de.4. Definiendo Z, en la base dc

"^4 de modo que tr(r) : 1 y Z(ó) :0 para todo ó € B se obtiene una traza
lincirl clrre no se ¿rlu1a er, ¡ < A2 .

I¿mbién si A I "t podemos tomar una base B' de ,42 y extenderla a una
l¡¿rse B de ,4. Si definimos 7 en I¿, base de forma clue 7(a, ó) : 1 si a, ó e B\B'
v T(a,,b) - 0 si r¿ € B' o bien á € B', tendremos T(x,yz) - 0 : T(ry, z) cotLat+o. !
Corolario 1. Sea,4 un áJgebra conmutativa y soluble. Entonces,4 es trácica.

Demostración: Sea ,t conmutativa y soluble. Entonces para toda subálge,
bra 6 de -4 se cumple 82 I B por 1o que ,4 e f !
Corolario 2. Sca "4 un álge bra conmutati\a .v a-sociati\.a. Entonces ,,4 es
tr¡icicá.

Demostración: Sea -4 conmut¿tiva y xociativa. Entonces (8. B, B) :
{0} para toda subálgebra B de .4. Debido a 1o cual tenemos que B I (8, B, B)
si 6 I {0}. Luego.4 es trácica. n

El particular toda áIgebra de dimerrsión 1 está en .r pues toda álgebra
c1e rlirnensión 1 es asociativa y conmutativa.
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Capítulo 2

Algebras Casi-Jordan
generalizadas

2.L. Conceptos Básicos

En los capítulos que siguen IF será un cuerpo con más de cuatro elementos.

Definición 5. Sea.4 álgebra conmutativa sobre IF. Entonces á se dice un
álgebra Casl-,lordnn generalizada si existe u¡r par de elementos B, 7 fijos no
ambos nulos de lF ta.les que pa.ra todo Í,a e A se satisface:

B(r2 a:c - xart) + 1(x3 a - xarx) : g. (2.1)

Definimos esta clase de álgebra mediante la ecuación (2.1) gracias a
que ésta es una de las fa¡nilias de ecuaciones dadas por Carini, Hentzel y
Piacentini-Cattaneo en l2], pero existen otras ecuaciones equivalentes que

nos pueden ser más útiles.
Una desventaja de esta definición es que no hay una correspondencia b!

unívoca entre los pares (8, 7) e )F x lF y las rariedades determinadas por ellos,
pues un álgebra "4 satisface (2.1) para un par (p,7) si y sólo si 

"4. 
satisface

(2.1) para el par (aB,a1) para todo a I 0 en lF. Damos otra presentación
de estas álgebras que resuelve el problema-

Dados B y .y escalares tales que A +.t t O definimos:

+"'l
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Podemos ver que si sumamos y restamos x2a¡ en elsegundo sumando de
(2.1) tendremos:

p(x2ar - ram) + 1(x3a - s2ar + x2at - Íart) : O

lo que implica que

(0 + l)(c2a" - xaxx) * 1(x3a - x2aa) : g

de donde se obtiene

(§+'y)(c,c,a)c*1(r,*,a):s (2.2)

Tenemos que si B*J : 0 entonces la ecuación (2.2) implica que (x, x2 , a) :
0, resultado que se obtiene también reeplazando et (2.1) B: 1 y f : -1.
Por e11o vamos a definir la variedad

o." : a(s)
cuando

S:{cy_yr,r2gz_r3y}.
Ahora bien si § +l * 0 entonces (2.2) implica:

(x,r,a)z: \(a,x2,a) (2.3)

Entonces para todo elemento ,\ la ecuación (2.3) define una única variedad
de 1F-áigebras que llama.remos OA, es decir si

S : {og -yt,(x.,a,a)x - ),(t,x2,o)},

entonces
!3(s) : 6^

Es claro que si defirimos 6 como la clase de todas las ríJgebras Casi-Jordan
generalizadas sobre lP entonces:

ú: U 6r'
.I€Fu{co}

Otra consecuencia de (2.3) es que si rm álgebra,4 satisface (2.3) para dos
valores distintos de F U {oo} entonces satisface dicha ecuación pa,ra cualquier
valor de .\, es decir dados dos elementos \ * \z € F U {oo} se tiene que

6¡, fl 6¡, = n 6r.
leE\-r{co}
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Esta última intersección es tarnbién una variedad de ríJgebras (la definida
por S = {"u -yr}t-t {B(x2gr - tyca) +1@ss - r,yr'a) l0,r e F}) v ta
llamaremos Dt(6).

La variedad de álgebras 6¡, esta dcfinida tarnbién por una ecuación de Ia
torma pB + u^¡ para un pax fijo de escalares ¡r, z. La siguiente tabla da una
correspondencia entre algunas combinaciones lineales de É y ? que da¡ cero
y el valor de .\ de la variedad que definen.

o:) 0 la --' tt 1,6*a1 , p +21 13t+110+1
I

Para la may-or parte de 1os cá.lculos que haremos no usaremos (2.1) o
(2.3) pues los interesa tener el menor número posible de suma¡dos con el
fln obtener ecuaciones más simples al linealizar. Debido a ello vear¡os una
tercera fo¡rna de presentar la clase de las áJgebra Casi-Jorda¡r generalizadas.
Notemos que 

"4, 
satisface (2.1) si y sólo si "4 satisface:

a(narr) + l3(a2 a:¿) + ?(r3o) : 0 (2.4)

donde a,B,1 e [' tales que rr +p + 7 : 0.

Una observación sencilla pero importarte es que si 
"4. 

es conmutativa y
asociativa se tiene que a3a : taxr: t2ax, por lo que ,4 € t1(6).

Una variedad conocida de álgebras Casi-Jorda¡ generalizadas es 6r (esto

es cuando 13 +21 :0 es deci¡ cuando se satisface 3o2a¿ - x3a-2aaxs :0).
Un resultado conocido (ver Osborn 116]) es que 6¿ n pa : J, es decir toda
áigebra 

",4 
es de Jordan si y sólo si es potencia asociativa y está en 6r. Por

eso un áJgebra en esta clase se le lla¡na un álgebra Casi-Jo¡dan. Paia ver
propiedades de las álgebras Casi-Jorda¡ ver Osborn [14], Hentzel y Peresi

[8], o Peterson 118, 19] (el cua.l las llama álgebras triples de Lie).

2.2. Ejemplos
Ahora verernos algunos ejemplos de ríIgebras Casi-Jordan generalizadas.

Supongamos que .4 es un iíIgebra tal que -zl<a> : 0. Entonces para todo
t,y € A se tiene azgt : r3g : xAct : O por 1o que r4 € 6¡ para todo
) e F u {co}. Los ejemplos uno y dos aparecen en [7].
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Ejemplo 1. Sea ,4 generada por elementos z t, Íz, ryA, con la siguiente tabla
de rrultiplicación:

tr1

I2
r3
1t

Í2 :X3

zB 13

00
ott

{J

I3
0

Í2 + :t3

uu
uu
00
00

Observanclo Ia tabla podemos ver que .42 e lu,u,w). Una vez hecha
esta observació¡l vemos que A<3> C fu, tr.r] Io que implica que ,4<a> : 0
pues cualqriier elmento multiplicado por o o por tu da como resultado cero.

Obtenemos que .,4 € 6l para todo ) e IFU{oo}. Sin embargo no es un álgebra
de Jordan pues 14 : t3t : (t2t)t : (ut)t : ut : 0 y t2t2 : uu :.u * 0, por
lo que no es potencia asociativa.

Ejemplo 3. Sea ,\ € lF y sea .4 generada por elementos e, u con la siguiente
tabla de rnuitiplicación: 

) " u
ec),u
u)\u 0

0

0

0

0

Observando la tabla podemos ver que 
"42 

c 1x2,4]. Una vez hecha esta
observación vemos que .4'3' c [r3] lo que implica que (r4<a> : 0 pues
cualquier elemento multiplicado por o3 da como resultado cero. Por 1o que
.4 € 6^ para todo ,\ e lF u {oo}. Por otro lado no es un áIgebra de Jordan
pues rf : rlxl : (r!r1)q: (x2x1)q: ,3Í1 : 0 y rlxl: xzrz: .Ds * 0,
por Io que no es potencia asociativa.

Ejemplo 2. Sea A generada por elementos t,u,u,u con la siguiente tabia
de multiplicación:

t uutu
t
u
u
u

00
00
00
00
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entonces "4r e 6^ para todo ,\ e lF. para demost¡a¡lo tomemos u¡r elemento
fr : fu,u) : l.Le + uu y calculemos aRr, + B IL, R,z + 7J?,.. Ibnemos que enla base e. r, la ma¡iz de _8" es

( ¿ I )vradeR,"'(l 3 )no.roqueJader"". (i i)
Luego

,,:( I o )/r\-( p' \
\ )rz )p )\, ) 

_ 
\zspu )

por lo que la matriz de Ro, es

(r#',, 
^',')

tenemos que

''' 
: ( rÍ,'r, 

^1, 
) ( l,) : ( ¡r^, l'¡¡,)

de donde obtenemos que Ia matriz de B,s es

( p' o\
\ {z'ts + A2)¡t2u 4t )'

Ahora caiculam os R,R,,

/ u 0 \/ tt2 0^\:/ pz ."0")\.r, .r¡, )\zi,p, 
^;, ):\pñís1¡,,, o-p- 1

Por' último calcrrJamos Ej

(t, o\(p o\/r, o\_
\)ru )p )\tu s,p)\tu :,¡t)-

(,^, !'^,,, 
^i, ) 

( {, :"): ( ,^. * 
^1"* ^1u,, ^!r,)Si B : ¡ + 7 y 1 : -.\ entonces o : -1 y tenemos:

aR3, + /tR,R* +.tRú : _nl + () + 1)R;R_, * t1i, :



- ( ,^'* sL"* 
^)r', ^'or' 

) * 1^ * 'l( ,r^' Í'^lr', ,'1,' )
,( t'" o \-"\ ,r.\, - \2Jp2u 

^p, 
) -

( -pt 0 \ ( t^-I)tt" 0 \
\ -, tr - ).¿ - \;p¿u -stt,, )- \ r.r+ t\t2^r 1 

^)p2u 
t^-1tÁ¿tf )

*( -^,r^;Yl''¡,,', -n3r') 
: ( : : )

Por lo tanto "4¡ satisface (2.L) corr B:.\+1y7: -), es decir..4¡ e 6¡.
Este ejemplo nos permite encontrax un áJgebra en cada variedad 6] salvo en
Ia varieda.d 6-.

Es inmediato ver que en los casos ,\ : 0 y I : 1 el ríJgebra -,4,¡ es
asociativa. En este caso A € m(6) veamos que estos son los únicos dos
casos. En efecto si "4,1 e tl(6) en particular A¡ e 6¡ por Io que satisface
xzyx : rgrt, de ello obtenemos e2te: etee lo que implica .\2ú : )3¿ es decir
,\2 : )3. pol Io que l € i0, 1 ). Por ello sólo .41, .h, At estám en 6;, y
enconsecuencia sólo At, Ao o A, pueden ser de Jordan. Sabemos que A y
.,4'1 io son pues son asociativas. Fijando r : (p, z) tenemos que

(r,,,)": (,i, rir)(; ) 
: r(i): r"

Por lri que ,1 : ¡f x : (¡1,r.)(,pt): r2r2. Esto implica que .41 es poteucia
asociativa y Casi-Jordan por Io que es efectiramente de Jo¡dal.

Ejemplo 4. (Osbor-n) Sea F de característica distinta de dos v sea..4 gene-
rada pol elernentos s,l con la. siguiente tabla de multiplicación:

ls tlF+.trItl Lt o

¡{, está eri 6r, es decil.. es una álgebra Casi-.Jordan. Caiculando obtenemos

rlue sa : (s2s)s : (s+f)s.s: (s+ jt)s : s+ity s2s2 - s2 +2st+t2 : s*2t.
Por lo clue sa f s2 s2. es decir ,4 lo es potencia asociativa, luego no es rrn
álgebra de Jordan.
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Ejemplo 5. Tomemos el conjunto de los números complejos y definamos el
producto o mediante la fórmula tcy :Í!, donde Z es e1 complejo conjugado
de ¿. A esra álgebra Ia Iamamos e. Podemos observar que:

((r . r) r x) c Y:llly :72¡,

-
: rtllrt: ((toE)o¡)t¡

por 1o qtre C e 6-r. Po¡ otro iado ¿2 : i o i :i: -1 por lo que (i2)2 :
(-1)'-:l sil embargo i4 - ((.i,2). i) o¿: ((-1) .r) .i, ==. ¿ : toi: -1,
por 1o que -4 lo es potcr:cia mociativa, hrego lo es de Joldan.

2.3. Resultados

2.3.1. Algunas identidades
Procederenos a deducir algunas identidades que se satisfa¿cn en toda

álgebra conmutatir.a que satisface (2.'1).
Si linealizan:ros una vez la ectación (2.4). obtendremos:

a(rarb + ro,b't + ctbxt:) +,8(r2ab+2rbar) +^¡(fba+2úxa): g (2 5)

para todo 't,cL.,b e A, en virtud del Teorema de la Obscnación 1.

Si 1üre¿rlizamos cornpletamente (2.4) tenemos:

f ¡¡,-,1@; r, y, z) : a(xa'yz + raz! + Aarz + ltazr + zaxy I zayr) (.2.6)

+2P(zyaz + :r:za,g + yzar) + 21(xyza -F :Lzya + yzxa,S : g

La filnción ,f1ir,-1 es 4-lineal r' simétrica en las variables :x, A y z.

Otra iclentidad interesante se obtiele interc¿mbiando rz y ó cn (2.5) 1,
lcs¡ando 1:l iguaidad resrLltaiite de (2.5), con ello obtenemos:

a(raxb - :¡:bra * rat:b - tbra * batt - abrr)
+ P(r2 ab - x2ba) + 2B(rbax - xabl

+1(.iba - r.2 ab) + 2^¡ (rtua, - rbra) : ¡1

Rt:ducriendo tí:¡rninos y reernplazando " 
: -(ii * 1) se obtiene:

p(,* ab - x2ba) + q(xbar - rabx) (2 T)

*A@Ma-roró):g



rlonrle p: (li - ^), n:3P +^l r- 0: 3 +31. Ecuación que poclemos escribir
col110:

p(a,:l2,b) -t r¡(b,r,a)x i 0(rbra - rat:b) :0 (2.E)

Linr:alizaldo obte¡lemos fi nalrrelte:

2p(a.ry,b) + q((b,z,a)y + (b,y.a)x) (2.9)

+A@bya + gbra - rayb * Acr:¡:b) : 0

T¿mbié¡r son de surna utilidad las itlentidades que involucr-an operadores:

Por ejernplo la ecuación (2.r.1) en terminos de operadores evaluados en a
queda:

aR.3,+ 7R,,R, l'¡R,":0. V¿€.4. (2.10)

Tomemos (2.9) y considerernos los operadores -R,, 1?, y -Ro actuando en
ü. Esto nos da la siguiente igualdad:

2 p R 
"r " 

(b' 1 - 2 p R 
" 

( R 
",r 

(,b') ) + 1 
1 
Ru @" ( R. (b ) )) - n R. ( R,"(b)) + n n, @" @, (t¡)))

r¡ R, (R 
"(.b)) 

+ 0 R, (& (n" (b)) ) + án. (ft, (& (ó) ) ) - 0 R,"u @) - 0 Rn"" (b) - 0.

Esto significa que dados a,r,,y € A, los respectivos operadores multipli-
c¿lción satisfacer:

r¡R.01?."11" * r¡R,R"R, + 0R"R,Ri + AR"P"rrR,: (2.11)

r¡RoR," i rlR,P"y" + 2pR"R,, - 2pR.,u" + 0R.,"u + e Pw", .

O¡ra idcntidad ritrl que satisfaccn Ios opcradoles de multiplicación la po-
clelnos clerlucir escribiendo 1a ecuación (2.9) en términos de operadores eva-
iuados en rl:

2p(fuR"R., - lL"Rt R,) +,¡t(R,R"Rb - R,R¡R" + Er¡,,,,t)

+0(R"R"b + R.,R,Ró - R¡R-" - rCórB,R") :0.



Haciendo 2p : 2(0 - 1) : 3P + .y - (P + 31) : r¡ - á tenemos

n(RoR"R" - RoRtR, * R,RoRt - R-hR" * Ro,,,"t)

*0(R,R6R" - R¡R"R" + R"R* + R"R*Ra - RbR*" - R,R-R") :0

Lo que leaglupando términos nos <la

4(f1ru, a;, n,l + Rr¿,,,o) (2.12)

+0(.R", RbR*l + lR"R,, Rbl + R"R* - &-R,") : 0.

Otro result¿rdo importa.nte que tomaremos en consideración m¿ís adelan-
te se ¡elaciona con la existencia de una unidad en un álgebra CasiJorda¡r
generalizada,

Lema 3. SeaE de caracter"¿st'ica distinta de 2 o 3 g sea A unaF-áLgebra en
6s can ), * I tol qu" pasee una unidad,7. Entonces A es asoc'iatiua.

Demostración: Reemplazando z : 1 en (2.5) nos queda:

g: B(x2y7 * 2xlyr) + 1(r27y + 2r7ag) + a(ryrl * ryTa + 71¡iz,r-)

: B(a2y + 2ryr) + 1@2y + rcy) + a(tyr + ryr + yaa)

= (B + 31)r2y + (20 + Ja)a@ü -_ (A + J^¡)(n,r,y¡ : s.

Como .\ I j, entonces P+31 + 0, esto implica que (c,2,9) : 0 para todo
r,?) e A. Corno "4 

es cormutativa, es flexible, 1o que implica que (y, o, r) :
-(.",",a): 0. De allí que,4 es alternatira, pero toda álgebra alternativa y
conmutativa es asociatila por Lema 1. tr

2.3.2. Existencia de formas trazas
Vámos a demostr¿r que nuestros cinco ejemplos de álgebras CaslJorda¡r

generalizadas pertenecen a la clase f. En los ejemplos 3, 4 y 5. al tener
dimensión 2, toda subálgebra propia no trivial de cualquiera de ellas tiene
dimeusión 1., por lo que sólo falta comprobar que las tres posean u.na traza
bilineal no nula. En el Ejemplo 3 A2 : A, pues e2 : e y (\-le)u : o, adem¿ís

es fácil ver qlte (A, A, A) e fz] por 1o que existe una traza lineal que no se

anula en "42. En el Ejemplo 4 se obtiene Io mismo, pues ("4,.4, r4) C [s] y
además s2 - 2st : s + t * 2(1,12)t : s y zst : ¿, por lo que r42 : "4. En



, i Lj,11¡pl6 i har' ,na¡or conrpii, i,cirin. v.r rtue C - e' - re. C. C7. Pero
el producto punto usnal < a+bi,c+di >: ¿c+ód nos da una forma
asociati\'¿ no nula, es más: la fonla <, > es no degenerada. Esto nos dice
que en el Teorema 3 más adelante la hipótesis 

^ 
+ -1 es necesaria, pues

en este ejemplo tenemos ul álgebra en r5_1 quc posee una traza bilineal no
dcgcrierada y no es de Jordan.

En 1os Ejernplos 1 ¡.2 tenemos q¿e al satisfacer A<4> - O son nilpotentes
a L¿r delecha. lucgo debido al Teorema B de Ia Obse¡r,ación 2 son nilpotentes,
por Io tanto soitbles v gr arias al corola¡io 1 en ambos ejempios.¡l es trácica.

Por 1o talto nuestros cuatlo ejemplos estáD en la clase 5.

Es posible rlefinir una traza bilineal particular para álgebras de dimensión
finit¿ en 6. Para e1lo dcñrrimos M(r,a) : nR"y + /R-Ra.

Teorema 1. Sea A € 6 de di,mensi,ón finrta sobre- un cuerpo lF. Seo 7
'uno. .fonrLa d,efi,nida por f @,y) : tr(Lf (r,y)), d.ond.e tr(E) es la traza d,e la
n¡.atrt z E . Ey¡,tonces T es .una traza en A.

Demostración La firnción.41 cs cla¡amente bilincal y como ¿r es una
fornra lineal, 7 es ur¡.a forma bilincal. Es simétrica pucs uy : p y tr(krP"r) :
tr(R"R,). Falta domostrar que es asociativa.

Aplica.ndo la función traza a Ia ecuación (2.12) obtenemos:

?([ná, n"], n,l + ¿0,,,o)
+A(JR,, RbR") + i,R"fi,, -Rül i R"R¡, - E¿R.,) : 0

Usando Ia linealidad de la rraza y el hecho que fr(iA, Bl) : 0, se obtiene:

qtrR.6.,,"¡ i 9tr(R"R,," - AyC"") : 0

(2.13)

Volviendo a ia dcfinición de 7 tenemos:

r(tua)-:t(b,ra):*,r"Y);:;,:::;^l,;iül?,:;'),il;r3:rrjrl

Por 1o que 7 es asociatir,a. 
tr
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Ol¡servación 3. Un hecho reler.,ante con respecto de csta traza 7 es que
cono toda álgebra de ..[ordan pertenece a (5] entonces se tiene que ? : 3 y
17 : 0, por' 1o que 7(r, g) : tlr(.4"u). L¿ funciórr fr(,t,r) es una traza para
álgebra^s de Jordan y se ha utilizado para estudiar ia estructura de dichas
iilgebras (r.er Schafer 120], Cap. 1 §5). Pol ejemplo podemos deducil de io
cxpresarlo en es¿ sección dc cstc libro que para toda álgebra dc Jordan ¡,1

sol» e u¡r cuclpo de caractcrística 0, fr(fi,r) : 0 pa¡a todo r, y € -4 si y sólo
si ,,4 os nilpotentc.

La cxistencia cle esta for-ma traza en esta clase de álgebras no implica
(luc estas sean trácica.s pues dacla un álgcbra Casi-Jordan generalizada.4,
tt'(r¡R., i á-4,,?r) puede ser igual a cero para todo x,y e A.
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Capítulo 3

Nilpotencia

Como 1as álgebras Casi-Jordan generalizadas son conmutativas, usando
el Teorema B de ia Obserr,ación 2, asumiremos que los conceptos de álgebra
nilpotente y álgebra nilpotente a Ia dereeha son equivalentes. Veremos como
se relacionan los conceptos de nilíIgebra, ríJgebra nilpotente y ráIgebra soluble
en iíJgebras en 6.

Nuestro objetivo es dar una generalización del Teo¡ema de Albert (Teo-
rema C de Ia Observación 2), es decir, demostrar que toda nilálgebra en 6
es nilpotente, sin embargo só1o podremos demostra¡io para ciertas subclases
de 6.

Atrtes de ve¡ cada uno de estos casos demostra¡emos un lema previo, el
cua.l nos permitirá relaciona¡ solubilidad y nilpotencia.

Lema 4. Sea S una subdlgebra soluble g de dimensi,ón f,nita de un dlgebra

"A, € 6 x, sobre un cuerpo F de característi,ca I 2, con ), É {*, - i}. Entonces
3" es nálpotente.

Demostración: Procederemos por inducción sobre la dimeñsión de §.
Si dim(§) : 1 tenemo's que, como § es solubie, §2 I § por lo que §2 : 0. Por
ser unidimensional .S : lFs con s € .A no nulo. Como .92 : 0 en particula¡
s2 :0. Si tal es la situación entonces §" :< ¡t" >. Reempiazando r por s
en Ia ecuación (2.10), se tiene

(aÉ"+BRIR"+7.R¡):s (3 1)

Usando cn (3.1) que s2 : 0 y a: -(,8 + 1) l0 obtenemos -Rl - 0, por
1o quc 5* cs nilpotente.
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Supongamos que el lema se cumple para toda subálgebra 7 de dimensión
menor o igual a rz. Sea § de dimensión r¿ * 1. Como es soluble, existe un
¿, € .S\.S2. Tomemos una base 82 de §2. El conjunto I}2 U {r.,} es linealmente
independiente por lo que se puede completar a ura base B de.5. Sea 7 eI
espacio generado por 81 : B \ i"). Como §2 ! 7 entonces 72 gT por 1o

que 7 es una subálgebra de 5 y § :T +Fu- Por hipótesis i,nductiv¿ 7* es

nilpotente. Vamos a dernostra¡ qüe pa¡& todo i e NI se cumple:

(s*)3¿+1 c s*(7*)t (3.2)

Pa¡a demostrarlo procedamos nuevametrte por iaclucción.

Defi¡a¡nos U : S-T- * f- y 1a función ff de S x § x .9 en S. dada por:
H (r,y,a) : nf?uR*"+ nR,R.r" +zpR"R,, - zpR.a"+?R-"a+ 0Ru,,. E* clarc
que cada sumando del lado derecho de esta igualdad (que es igual al lado
derecho de }a igua.ldad (2.11)) está en 7' o en 5.7. lo que significa que para
todo x,y,a e S, H(x,y,a) € ¿/. Notemos ta¡nl¡ién que (2.11) implica:

H(x,y, a) : r¡RrRoR, * r¡R,RoRo + ?R"R-Ri + |R"hR*. (3.3)

Observamos que.\ I m y ,\ I -| implica que.4 satisface (2.4) donde

§ I +t. Notar ademrís qu,eq- 0: (3P +i) - (§ +3t):z(§ -'t) *Oy
q +0: (38 ¡1) + (B+ 3t): ¿,(9 +i 10, por lo que 42 - 0'+0.

Lafunción-F:5x§x§_*§*tal que F(n,y,z) = fi,-rBrR, es mul-
tilineal. Por ello para probar que R.R,R, eU para todo r,y, z € §, basta
con escoger una base de § y demostrar que F(x,g,z) e U para todo t¡ío de
elementos de la base.

Tom¿ndo la base B de S tenemos que 81 es base de 7. EI hecho de
qre T* 9 S* nos deja concluír que :D,A)z e B1 implica qe F(r,y,z) e U.
Además como B : B1 u {u} sólo fa.lta comprobar qte F(x,y,z) e U si al
menos uno de elios es o. Es cla¡o que si z I u etrtonces R" e 7", pres z e T)
por Io que F(r,g,z) € Z./. Haciendo Í : u, a: dr € Br, a -- d.2 e 81 en
(3.3). Obenemos:

nR¿,RarR. * qR;R¿"R¿, I 0 Ra,R,R¿, + 0 Rd2Rd,Ri : H (u, d.t, dz)

Como d,1, d,2 < 7 entonces H (u, d¡, d,2) - nR.Ra,R¿" - 0 R¿"R.R¿, está en

L/. Por lo que

TR¿rRa,Ro -f 0 R¿rR¿,R. eU.

to

(3.4)



Intercambiando d,¡ y d,2 er (3.4) tenemos:

nR¿,R¿,Rn * 0 R¿rR,¿rR- e U. (3.5)

Como tenemos que:

| , ,^l : n, _ e, *0 (3.6)lo q,

teremos q:ue F(u,d,1,d,2) e tl.
Hacieudo x : tJ : u y a: d, € 81 en (3.3). Tenemos:

H(r,y, z) : 2(qR",R¿R. + 0 RIR.R.)

Por 1o que al se¡ la característica distinta de 2, tenemos:

rtR.RaR.+0RaR¡R. e U (3.7)

Luego haciendo o: A : u ! a: d, € 81 en (3.3) se tiene:

'7R¿R.R, + eR.RdR*: H(r,y,z) - ?R.R.R, - nR.R.Rd

Por 1o que:

qRaR,R. + 9R.RIR. eU (3.8)

En virtud de (3.7), (3.4) y (:.0) se tiene:

R¿R-R. e U, y R;R¿R. eU. (3.9)

Finalmente ha¿iendo r: U : d,: u en (3.3) se tiene Z(,¡l + 0)Rl e l,l, con
2(rl +0) 10. Demostramos qte F(r,y, z) € 1.1 para cualquier a,y;z en 5 por
Io que (S.)3 cL{ : S.T, *7. Io que implica que (S-)4 c S-(§-2. +7,):
(3-)'7. + S"T. I3-T. 1o cual prueba la a"fi.rmación para z: 1.

Para terminar supongamos que se cumple para i, es decir, (.9-)3t+1 c
S. (.T")' Multiplicando por (5-)3 por la izquierda nos da, (E*)3(t+1)+1 -
(,s-;ai+a . (s.)4(7-), e 3-(7-¡r+r.

Demostrada Ia afirmación tenernos que como por hipótesis (7-)I : 0 para
algún k, entonces (S-;:r*+t a §.(f.¡t :0. Por lo que §- es nilpotente. n

Ahora veremos en cuales casos es efectivo que si -4 es nilálgebra en 6 de
dimensión finita, entonces ..4 es nilpotente.
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3.1. Dimensiones bajas
EI pt'inrero de los casos que anallzalernos es aqucl cn que el nilíndice ¡.' la

djrnensión sorr peclucñas.

Ol¡servación 4. En 1¿ demost¡ación del ¡esultado principal de esta sub-
secciól usarcrnos los siguientes teotemas que ¿parecen en Correa, Hentzei 1.

Labra i5, 6]:
Teoretna A: Sea A una n'ilálgebra d,ereclta conmutatiua sobre un cuerpo

F rk característica tlist'inta de 2 o 3 que satisface. las identzdad,e-s * : 0 y
¡:3:t2 - 0. Entonces para todo a € A el operarlor lineal R." es niLpote,nte y
ñá-0

Teorerna B: Sea A una n'iLtilgebra d,crecha sobre un cuet?o F de carac-
tn"ística d,isli,r¡.ta de 2 o 3 que satisface la id.entidad 11 : (). Entonces para
tod,o a e A la s ub ril(t ebra gene'rada por a es nilpotente de índice a lo más 7.

AtLem,ás los téttn'inos no necesariamente cero son a, a2, a3, (.a2)2, a3a2, a3a3
y .:t: c:untplert las siguientes identidades:

grado eLem,e¡'¿tos no cero
5 as¿:: _((a2)2)o

6 r¿3as - -(a3ct2)a: -((tP )2)a2 : (.a2a2)a. a

Teorerna C: Sea A una nilál¡1ebra derecha conmutatiua de di..mensión I
sabrr. ur¡ cuerpo F d"e característica disti,nta de 2 o ,9 Errc satisface la identi.dad
ta - 0. Entonr:es A es nilpotente.

EI sigtiente lema st¡rá dc utilidad para nuestro resullado principal.

Lema 5. Sect A un rílgebra sobre un cuerpo F de caracter'í.stica di.stinta de 2
o 3, Lal qu.e- A € 6; con ¡ I -i a satisface la i.dcnt.idad ta :0. Entonces
para todo a < A. R" es nilpotente.

Demostración: Gracias a la igr,raldad a) rlei Tcorema B de la Obser-
vación {, corno ,4, es conmutativa y cumplc ra :0 tenemos:

(3.10)

Reemplaziuxlo o pol 12 en (2.4) obtenemos que B((rr2r2)z - (r*)t .t) +
^¡(,..r3 12 @a2)r'r) - 0 cs decir p((.x2*)r-15)+1(r3x2 - 15) :0 Pero
.¡5 : 0 por lo quc:

rr-.!^.21- _ ^..3-.2 w ^-J\r ¿ )r - lr r , r , =/ (3.11)

a)
b)



pero

pues B:7 implica I: -+. Entonces las ecuaciones (3.t0) y (3.11) implican
que c3r2 : 0 y por el Teorema A de la Observación 4 todo operador .Ro es

nilpotente, es más fil : g. tr
Observación 5. Como demostramos que para ríJgebras que satisfacen (2.4)
con B I 1, xa : 0 implica que cst2 : 0, entonces debido a las igualdades
del Teorema B todos los términos de grado 5 y 6 son cero.

Teorema 2. Sea A una niló,lgebra d.e d,i,mensión n < 5 A nilínd.ice k < 4,
sobre un cuerpo F d,e característ'ica d,isti,nta d,e 2 o 3. Supongamos que -4 e 6t
con ) S {-1,}}. Erton""t A es nilpotente.

Demostración: Supongamos k:2 y n arbitrario, entonces se cumple
¿2 : 0 en "4. Se cumple ertonces su linealización ry + yr : 0, como Ia
caracteristica no es 2 y 

"^4. es conmutativa esto implica que rg : 0 es decir
.42 = 0. Luego .4 es nilpotente.

Sea & : 3 y rz a.rbitrario. Tenemos n3 : 0, luego linealizan do x2g *
2(ry)r :0. Si por un lado multipücamos la ecuación por ¿ y por otro
reemplazamos A por ry obtenemos: (t2y)a + 2(ry)r . Í -- O y a2(yx) +
2(xy)x.a: 0 por Io que (z2y)z : n2(Aa).Entonces .4 es de Jordan y por
el Teo¡ema C de la Observación 4 toda nilálgebra de Jordan es nilpotente.
Falta el caso fr : 4.

Sea r¿ : 1. En este caso .4 : lFá con á2 : 0 pues es nilálgebra, Iuego

"4 nilpotente. Sea n:2. Sea ó tal q\e b2 # 0. Si ó2 € Fó entonces hay un
idempotente en A y A no es nilálgebra. Por ello {á, á2} es una base de "4.
Además b3 -- 1.tb * ub2 implica 0: b5: ubs +ub4: pb3, por 1o que b3:0
o bien ¡r : 0 pero entonces b3 : ub2 y en este caso 0 : óa : yó3'por lo que
á3 = 0 o bien v:0 pero esto último impüca ó3:00*0á2:0. En cualquier
caso á3 : 0 entonces "4 es de Jordan, por lo que es nilpotente.

Si n : 3 y b e A tal que ó3 I 0 por lo hecho en eI prírrafo anterior
{b,b2.,bs} es un¿ base de,4, es deci¡ ",{ :< ó >. Por el Teorema B, .A es

nilpotente. El caso n:4 es consecuencia del Teorema C.

Só1o falta el caso n:5.
Sea b e ,,4 tal que b3 I 0, por Io hecho en los caso n:2 y n:3 b,b2,bs es

un conjunto iinealmente independiente. Sea B:< b >. Sea rn: dim(6). Si

lt, il: § -t *o



??¿: 3 entonces (ó2)2 es combinación lineal rle b,b2 y ó3. Usando Ia Observa-
cióu 5 tenemos (b')' : ttb+ ub2 + €b3. Luego 0: ¡tb2 +ub3 y 0 = pó3 por lo
que (b2)2 : (á3. La conclusión es que 62 :< b2,b3 >. Como ,86(8) c B ob-
tenemos .,Q¡ induce una función lineal del espacio vectorial.4/6 en sí mismo.
Llamaremos R¡ a dicho operador. Por el Lema 5, .Ró es nilpotente por io que
lo es E¿. Como dim(" /B) :2, 

"e 
deduce que (Eo)' :0 por Io que si c € "4,

R!(c) eB, es decir (cá)ó : ¡L.b+vb2 +(b3. Sead: cb-ub2-qb2, nos da que
R¿(b) : ¡Lb entonces ¡l es un valor propio del operador nilpotente R¿. Luego
p = 0, es decir (cá)á e 82, de donde (có)ó .b e 83 :< á3 >. Po¡ otro lado
linealizando ra :0 y tornando la ecuación (2.4) obtenemos:

p(r3a)+q(xs)x'r:0
p(a2úr-7(xy)r.r:o

donde p : 0 - L n : 39 + I y 0 : p + 37. Además tenemos que ) I -]
implica B I 1 por lo que p I 0 y I I f implica 30 + t * 0 por Io que 4 I 01

La ecuación (3.12) implica qte si p l0 entonces R6"(y) e< ó3 >, es decir
bjy : fu(bs): 6ó3 para cierto § € F, pero como ,R, es nilpotente, tendremos
&r(y) : 0. Si 7:< ó3 > tenemos que 7 es un ideal y AII es nilpotente por
Teorema C (pues "4/7 tiene dimensión 4). Esto implica que existe un natural
I tai que A<t> c AI C T, por Io que ,{<¿+r> e IA:0. Por lo tanto ,4. es

nilpotente.
En el caso dirn(B) : 4 tenemos que dada la Observación 5 entonces

B : lb,b2,b3,(b2)21 y drm(A/B) : l.Usando los mismos argumentos que
antes, para todo z € A, R"(B) e B. Entonces B es un ideal y,,4,/B es un
áigcbla. Como din(AlB): L entonces Af B es tna nilálgebra de nilíndice 1

o 2 pero nilínciice 1 lleva a contr¿dicción pues esto implica 
"4 C 6. Entonces

A2 gBy teremos 82 : lb2,b3, (ü)'l y 83: [b', (b')']. Vamos a demostra¡:

1, ABC82

2, AB2 C 83

3. AB3:0.

Demostración de 1: Tomemos un elemento ab cott a e A, b e B.
ab < B por lo que aó : ¡.rb + ub2 + {b3 +E@')'. Aplicando flf a esta igualdad
se obtiene: (aó)D'ü: ¡rb3. La ecuación (3.12) implica que si 4 I 0 entonces

(3.12)

(3.13)



(.ab)b b: ( plq)att3 por lo que !"b3 : (-pln)ab3. Luego ¡u es valor propio
rlel operador ll.¡,,1,,p el cual es niipotente, debido a Io cual p : 0. .Tenemos
qne ab € 82.

Demostración de 2: Notemos quc como demostranos que ¡; : 0 ¡'
(ab)b .b :71ó3 entonces tenemos que (aó)b . ó : 0. Esto implica, en virtud
de las ecuaciones (3.12) y (3.13), quc atf : 0 y (nb2)b : 0. Supongamos
alrora ¿&2 : p.b ¡ uÚ + €ó3 + C(b2)2 entonces multiplicando pol b obtenemos
U : (aü?)¿r : ¡tb2 +utt3 por 1o que ¡r, y son cero, y o,b2 e 83 e 62. Linealizando
(3.13) terrenros: p(r2 y zl2r r zur') - 0(r.t1r z*rg zr* zyrx) - 0. Reemplazanclo

. r¿ pol b, 11 por b2 y z por a obtencmos:

p(b2 b) a, + 2(ba)b2 b) - 0 (bb2bü + (bb2)a . b + @b2)b . b) : 0

cs clecir

p(a(Lt2)2 + 2(o,b)b2 .b) - 0(lfa + (ó3a)á + (aó'?)ó . ü) : 0.

Rcducieldo los tér'l'Linos que son celo tenemos

pa(b2'12 + 2p(ab')b2 b: o.

Pero sabernos que aü : ub2 + qb3 + ((ó')', lucgo (aó)á2 : y(ó2)2 por 1o

que tenemos (ab)b'z .b: u(b2)2. b : 0 de donde pa(ó2)2 : 0.
Si ¿ e .4 hemos probado que ab2 e 83 y ab3 : o((ó')') : 0. Luego

AB2 C BB2 :83.

Demostración de 3: Como Bu3 : lbt, (á2)2] y hernos probado que

"¡t 
: a((.b2 )2) - 0 tcnemos que .463 : 0.

Por írltirlo relernos qt:,e A2 c B, A3 c AB g 82 v,4.r, : A.3,A -
A3 A c Bz por lo que A<5> - A<4> A c AB3 - 0. Por 1o que ,4, es nilpotente.

Finalmcn¡c si dim(A) :5 entonces.,{ cstá generada por ó por 1o que es

nilpotente por Teorema B, n



3.2. Algebras trácicas
El siguiente caso es para nilí.lgebras en la clase 5.

El siguiente resultado relaciona álgebras Casi-Jordan generalizadas tráci-
cas con álgebras de Jordan.

Teorema 3. Sea A álgebra sobre un cuer?o F tal que A € 6^ con 
^ 

+ -1,
taL que A posee una traza bi,li,neal T. Entonces para tod,o r,g e ,4 se cumple
que (r2,g,x) e AL.

Demostración La ecuación (2.4) implica que pam todo t, y, z en A
teremos:

T(axyxx + Bx2yt * 1rzy, z) : Q

Iuego

aT(ryrr,z)¡ BT(r2yc,z)*17(rss,z) :g (3.14)

Intercambiando z e y er (3.74) y restando esta igualdad de (3.14) obtenemos:

a (T (rs a r, z) - T @, 2ru, s)) + I (T (t2 a r, z) - T (r2 z r, y))

+t(T(x3a,z)-T(xsz,s)):6 (3.15)

Por otro lado tenemos que

T(xyxx, z) : T(rW, rz) : T(ry, rza) : T(y, rznr) : T(azg,a)

usando que la forma biline¿l es sinétrica y asociativa. Tenemos además que

T (t3 g, z) : T (r3, g z) : T (x3 z, a).

Utilizando estos resultados en (3.15) conctuimos q:ue p(T(x2ga, z)-T(22 zr,g)) :
0 -v como ) I -1 implica B 10, entonces

T(x2yx,z)-T(*zx,s)-o (3.16)

para todo r, y, z en A.
Podemos ver qreT(r2zr.,y):T(a2z,ay) : T(r2, (xy)z) :T(n'z(xA),2).

Reemplazando esto en (3.16) se concluye que:

0 : T (x2 u x, z) - T (* (s r), z) : T (x2 sa - i (yl, z) : T ((r2, a, x), z)

para todo :xt?l)z e A, por lo que (r2.,U,x) €.,4r para todo x,y € ,4. tl

J¡



Corolario 3. Sea "4 € 6r con 
^ 

* -l y sea ? un traaa biline¿l en "4. Se

tiene que ,4/,4r es un álgebra de Jordan. En particular si 7 es no degeuerada,
entonces .A es de Jordan.

Teorema 4. Sea A una ntLd,lgebra de d,imensión finita sobre un cuerpo F,
de caro,cterística f 2. Supongamos que A e 9ñ6s con ) É {oo, -i,-t}.
Entonces A es nilpotente.

Demostración: Va¡nos a proceder por inducción sobre la dime¡rsión de
.4. Snpongamos dimp(á) : 1. Entonces á : Fb atgriur b I 0 en,4, donde
b2 - b o bien á2 : 0. Como .4 es nitálgebra entotrces É : 0. Si {rr, o2} son
elenrentos de.4 existen elementos ltt, pz en )F tales que x¡: ¡t¡b,i: 1,2-
Entonces t1r2 : ¡,r,1¡1,2b2 : 0, luego ,4 es nilpotente. Supongamos que el
resultado es cierto para toda álgebra de dimensión menor que dime(A) :2.
Como "4 € 5, existe ura traza bilineal no rni,a T. "4L es un ideal de "4, y
corno 7 es no trivia.l A' + A. Por hipótesis inductiva ,44 es soluble y en
virtnd del Teo¡ema 3, "A]AL es de Jordan. Por esa razón e1 Teorema C de la
Observación 4 irnplica qe AIAL es nilpotente, luego es soluble. Finalmente
usando el Teorema A de la Observación 4, .,{ es soluble. Por último el Lema 4
implica que 

"4* es nilpotente lo que, gracias a.l Teo¡ema D de la Observación
4, impüca que ..4 es nilpotente.

tr
Es posible formular el resultado que nos interesa para una tercera subclase

de 6.

.) ft Algebras Jordan-reducibles
Definición 6. Sea "4 un álgebra en 6 tal que para todo r, g, o, b € ,4 se
sa¡ibface

(r2,y,x\(a2,b,a) : o.

Entonces "4 se llama un álgebra Jordan-red,ucible.

Observación 6. Pa¡a la siguiente proposición usaremos el siguiente lema,
cuya demostración se puede encontrar en Hentzel y Peresi [8].

Ler¿a: Sea S un subconjunto aditiaamente ceradn d,e un análLo R y
se,a, G una fu'nci,ón n-lineal en R. Supongamos que G(c,x,. ..,r) e E para
todo n €n. Si G es l'tneaLizada, y an partes homogéneos son K6,K1 .. . K^,
pnton«s tK, € S para todo 0 < i < n y t: lll_rrl
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Los r:onrponentes hornogéneos 1l, se obiienel al eryrandir G(a* b,a-t
ü....,o+b) por multilinealidad y recolectar ios términos con i veces a v
n - í r,cccs b. Por ejemplo I{r : 6¡o,o, ,a,b) * G(a,a,...,1),a) + ., . +
G(b.a.a.....a'¡.

Lema 6. Seal un subespac,io de,u,n, álgebra A taL que para una.tdentidad ho-
rnogénea f se tiene /(rr,. .. .2,,) e V paraÍí € A cualesquiera. Supongamos
que Car(lF) > d(Í). Sea g una Lineali,zación de f . Entonces g(r1, .. . , r¡) e P
para toda k-tuytla de elernentos r¿ € A.

Demostración: Es cvidente que es sufrcierrte con demostrar el. lerna
pala el caso en e1 que g es la lirealización sirnple de / respecto a 21. Sea r el
glaclo de 11 en /. Sean a2,.. .,an elemcntos fijos pero arbitrarios de -4. Consi-
cieLerrros 1¿:r, función ,n dc 

",1 
en si mismo definida por F(r¿) - f (a.a2....,a^).

Pursto qiLe fl os una función polinomial homogénea en un argumento de gta-
clo r existe una hrnción G ¡lineal de .4 x,4 x . . . x rt (r veces) en,,4 tal que
G(a.a....,a) : I(a) pala todo o € ",1. lvfás aun se iiene G(a,a,... ,a) :
F(a'¡ : J@.r:2, ..,a,) € y por lo que podemos aplicar el Len.ra de Ia Ob-
serr,¡Lción 6 a G, de donde obtenenos t(G(a. .. ., a, á) + G(a, . . .,b, a) + . . . +
G(b,a,...,a)) e V. En este caso ¿ - l]l:, il, por Io que si Car-(lF) > 0(/),
entonccs f f 0. Tenemos por 1o tanto que Y a,b e A, G(a,...,a,b) +
G(",...,b.a) r... -! G(ó,. ..,a.a): g(.a,b,a2,...,a,,) €V. ¡
Teorema 5. Sea A un álgebra sobre un cuerpo F de característica + 2, 3 ó 5,
tal que A € 6s con 

^ 
( {-1/2,-7}. DeJinirno.s J(A) el espaci.o uectorial

generado por todos los elementos d,e la Jorma (r',a,r) para c,iertos ÍjA € A.
Entr¡nces J(A) es u,n ideal d,e A.

De¡nostración: Si tencmos tres elementos r, a, ó de un álgcbra conrnu-
tativa C tenemos que existen a 1o más 25 elementos dis¡irúos de C que sor.r pro-
ducto de 3 veces r una vez ¿ y una vez ó, a saber: ut: abÍ :, u2 - arb:Lr,
us : Cüx;bI. 'iL04 : a:xL::tb, 'w¡ : btart, L:A : bxTAr, W7 : [¡¡aA, U)g :
l']to,bt, u:s: tx:o.xb¡ ,U]ú::r:rbar,j ut1 : ÍÍbÍa, uD: r:xzba, u;s: rrxab,
z¡1 - (aá)(2."-)r, uts - (ax)(bx)r, w6 : (ar)(rx)b, w¡ : (br')(r:)a,
u1¡ : (nó)(rrz), ,,rn : (ar)(rcó), u2s : (a:l)(brz), ?¿zr : (br)@za),
u22 : (br)(.ani¡ . u.:4 : (tr)(abr), uz.t : (m)(bra) , u:26 : (rr)(arb).

D,,fi rrirnioi ):rs siguierrres funci,,rres

s(b; a. c. d,) : 2((ac,b, d.) + (ad,b, c) ¡ (.cd,b, a))

37



que es la. Iinealización completa de (t2,y,a) y

f (p;q,r, s) : f*(p;q,r,s): (-1- 1)(qprs *qpsrlrpi,si-Tpsq* spqr + sprq)

*Z(qrps * qspr -l rspq) + 2t(qrsp + qsrp + rsqp)

para cierto 7 e F,l * 1, pues esta es la linealización completa de Ia ecuación
(2.4) con I : 1. Podemos a.sumir que ,6 : 1 pues .\ I -1 implica q:ue B 10.

Dados entonces x,a,b et C definamos los siguientes veintidos elementos
de C:

. y, : s (ab; t, r, c) : 6(m, ab, r) : 6(ab) (xr) x - 6(rx) (abr).

. u2 : g (aq x, r, b) : 2((r¡, aa, b) + (cb, ax, x) + (xb, ar, r)) : 2(ax) (xc)b -
2(rr) (arb) + 4(ax) (bx) x - 4(br) (axa).

. q : s (b; x:, Í, ar) : 2(@r, b, ax) + (am, b, x) + (am, b, r)) : z(aa) (cxb) -
2(rz)(u,xb) -t 4azrbr -  (bc)(arc).

. u a : g (r', r, ar, b) : 2((am, x, b) + (xb, r, ar) + (axb, x, r)) : 2arrab *
2acbrx * 2(ar) (brx) - a(ba) (aaa) - 2(ax) (axb).

. p t : g (bx ; r, r, a) : 2 ((rr, ba, a) + (x a, h, x) + (r a, b, t)) : 2(bx) (x x) a -
z(ar) (bm) + 4(ax) (bx)r - a@r) (baa).

. u 6 : g (a; Í, r. 1 bx) : Z11rr, o, Ua) + (h t, a, c) + (bxx, a, t)) : 2 (br) (x x a) -
z(xr) (bm) * 4bxrar - a(ac) (bac).

. u7 : g (iL; r, a, bt) : 2¡1ro, r, Uc) +(bm, a, a) + (br a, x, x)) : 2(rat (bc) -
ra(r(br)) I btxta - brx(aa) * bxaz¡ - bra(rr)) : 2(bt)(axr) -
2 (ax) (h r') * Zbr x x a - 2 (ac) (bc r) * 2bt ar x - 2 @ r) (bz a).

. 1;6 : g (rr ; r, a, b) : 2((ra, m, b) +(cb, cc, a) + (ab, m, x)) :'2(ax) @c)b-
2(ax) (mb) + 2(bx) (rr)a - 2(bc)(xxa) + 2(ab)(xr)x - 2(ab)@xx).

' us : g(a; r, TL, b) : 2((zxs, a, b) + (ú, a, m) + (xú, a, x)) : 2tqab -
2(ab) (r,rx) + 2(tr)(bm) - 2(br)@aa) + 2xtba¡ - z(ar)(rxb).

t 1t16: g(b;r,rr,a) :2¡1*r*,6, a)+(aa,b, rx) +(rxa,b, c)) :2rxrba-
2(ab)(mx) +2Q:r)(axb) - 2(a*)@cb) * Zrxabx - z(bx)(am).

. ut : s(x;x:r,&,b) :2((txa, x,A)+@a\ a, a)+(ab,r, rr)) :2xxarb-
2 (b r) (x m) t 2 x rbr a - 2 (ar) (xtb) + 2 @ a) (abr) - 2(ab) @ m).
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, ¿ 11 : f (b; x, r x, a) : (-1 - 1) (ab(xa) a + rba(:rr) + (tr)bx a + (a a)bar +
abx(rÍ) + ab(rr)r) + 2(u(xx)ba * xab(xx) + (xr)abt) I 21(a(rr)ab +
xa(xr)b + (rr)aú): (-r - l)(áz)(zz)a + (-7 - i)(zr) (ázo) + (-7 -
l)xcbra * (-1 - t)rúar ¡ (-1 - l)(rr)(abr) + (-,t - 1)(oó) (re)o +
2r z rba * 2 (x r) (axb) * 2m abs * 21 x t r ab * 21 (ar) (r r)b + 21 a x arb.

. t122 : g (b; r, x, x) a : 6(zr, b, c) a : \rtbxa - 6(br) @c) a.

Ahora definamos el sigüente elemento de C:

u -- -S(t - 1)r, - 9(1 * r)u2 + 3(212 - 1 + 3)", + 3(r - 5)t¿

+9(r - l)us - 3(2t' - t + 3)u6 - 3(r - 5)rr + 15(7 - 1)ug

-6(t' - 21 - l)us + 6(t' - 21 - 7)u6 - i5(r - 7)u11 -2(1 - 3)ue

+2(7 - 3)u13 + 3(21 - \)uro - 3(21- 1)r,r - 3(21 '7)u6 - 9uy

+3(21 - 1)o16 f gr.r1e - 6u2¡*6ux *70(^t - l)uzz.

Demostra¡emos eue u : 0. Para ello observemos primero que como z
es nna combinación üneal de u1. . .,u22 y cada u¡ es combinación lineal de
ut,. . . ,u25, entonces u es una combinación lineal de u1, - - - 11r,25, Tenemos
que si llamanos (; aJ coeficiente correspondiente a u-r¿ en la descomposición
de z entonces:

22

tn-\uiro,t

donde p¡ es el coeficiente de u¡ en Ia descomposición de z respecto de los r.,¡

y ui¡ es el coeficiente de tl¿ en el desarrollo de o¡ como combinación linea.I
de los t,¡. Un cálculo directo nos dice que €, : 0, V ¿ : 1, . . .,25, por lo que
u:0 (para revisar los cálculos ver el apéndice en página 59).

Ahora bien seaC : A un áIgebra que satisface las hipótesis de la proposi-
ción. Usando el Lema 6 tenemos que g(b;a,c,d) e J(A) para todos a,b,c,d e
,4. Por otro lado se cumple qúe f(b;a,c,d): 0 para todo a,b,c,d € "4. De-
ducimos que o¿ € J (-4) paru todo d:1,2,...,27. Como u:0 entonces
70(1 -l)upz¡: 10(ry - r)6(x2,b, a)a € J(A). Por lo tanto si la calacterísti-
ca es distinta de dos, tres o cinco y ? f 1 pues 

^ 
+ -112, tendremos que

(*,b,r)a e ,7 (-4), Io que implica q,re J(A)a I J (A) para todo a € .4.
Luego J("4) cs un ideal de .4.
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Teorema 6. 
"9eo F un cli,erpo dc ca,racterística + 2, 3 ó 5. Sea A ut'ta nil,tílgc-

bra Jordar¡,-reducibLe en 6 s con Á (. {a, -112. -1}. Entances A es n,tlpoten-
te.

Demostración: Er:i la proposición anlcrior demostramos que el espacio
vectorlal l("4) generado por los elernentos de la forma lr',a,r) constitul.e
nn ideal de "4. Si A e.s Jordan * reducible entonces J (A)' = 0, por lo que
J (A') es soluble. Como AI J (A) es un niláigebra de Jordan entonces por
Teorerna C de 1a Observación 4 es nilpotente, por lo tanto soluble. Usando
el Teorema A de dicha observación concluímos que,4 es soluble. Finalmente
por Lema 4, ,,4" es nilpotente.
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obtenen:os p(z) : r@-7)(ar-l). Debido a que hemos asumido a: §+l *
0 deflninros ): I € F y tenemos p(r): ar(r - t)(c - )). Las condiciones

t *0y 13+2t l0 implican 
^*0y 

\ l l, por lo que p(z) posee sóIo raíces
simples. Por otro lado podernos ver que el polhomio minimal del operador
.8. divide ap(z). Esto implica que rB" es un operador cuyo polinomio minimal
tiene sólo raices simples y por 1o tanto es diagonalizable. Así definiendo .4o
como el subespacio propio de -4 respecto al valor propio p tenemos:

A: lqe 'Ae A¡

lo que demuestra el lema. tr
El siguiente paso es encontrar relaciones de multip)icación entre los espa-

cios .4o, 
"4r 

y -4r.

Lema 8. Sea A un álgebra Casi-Jordan generalizada de d,i.mensión f.nita
con \ $ {a,0,1). Supongamos que A tiene un elemento id,empotente e f 0
y A: h O rtr 0 v{,1 es la descomposición de Peirce d,e A respecto de e.

Consideremos ¡,r, g u d,os elementos no necesariamente d,iferentes de {0, 1,,\},
sea q(r) : q,."(z) u,n pol'inom'io en Flr] tal que Ez.q(R.) : 0 para tod.o

y e Aw ?l z € 4,. Entonces

ApA,e»Ap
pec

donde C : {p € {0, l,¡} I qr,"(p¡ :0} es el conjunto d,e raíces comunes de

p(r) v qr,,(r).

Demostración: Tomemos y É A, z e ,4, y suponga.mos yz. q(R") : $
para algún polinomio q(r) : qr,"(r) e F[r]. Como "4: ,46e.41@.4¡ tenenos
que existen elementos xi e "4, i: 0, 1,,\ tales que yz: ro+Ít+x,r. De ello
se deduce que z6 .q(8")1o t.q(R.) + ¡¡.q(&) : 0 y dada 1a definición de ,4
tenemos que q(O)¿o + q(t)r, + q())r^ : 0. Ya que el elemento q(p)t, eslá ert
Ao y la suma es di¡ecta deducimos que para todo p : 0, 1,l se cumple
q(0)ro : q1)h: q())¿¡ : 0. Así si para aigrin p € {0, 1,}}, qk) l0'
entonces rp : 0 y ApAu n "Ap: {0}. Por lo tanto

A,A,.=»Ao
,CU

donde C : {p e {0, t, )} | q*,"(p) :0} concluyendo así 1a demostración del
lema. n
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Obscrvación 7. Si tencmos dos poliuomios distlntos gp,v ! rp.v tales que

az qt,."(R;) : az'rp."(R;) - 0, entonces la única posibilidad que posee
rtu elernento /r € i0, 1,l] de aparecer en 1a desrcmposición cle grz (es dccir
tjz : :¡:a+'¿1+r^ con r, f 0) es siendo raíz de ambos polinomios. Concluímos
qlre

A,,A' e »A,
peC

iionde C es ahola cl conjunto de raíces comLlnes de p , qu., y r".,.

Nuestro ob.jetivo es encontrar polinomios que posean esta característica.
Reemplacernos u por e en la ecuación (2.5) y supongamos A e Apy z e A,.
Esto nos r1a

a(¡|t1 z ¡ ¡ry z . e -- z?J . e. e)) + B Q.ty z + 2u zy . e) )- ^¡(u zy -l 2u2 zy) : g

ayz'e'e + (2pu + ap)yz.e+ (0p+ ^tv * 2'tu2 * a¡,t2)yz:0. (4.3)

Así si dcfinimos

qu.,(x) : r,r2 + (2Bu 't ap)r + (0p + tu + 2^iu2 + ap2) (4.4)

ter.id¡enros qrrc gz .q",(R.): 0 para todo y € Au y z e A".

Por otro lado reernplazando z por e y suponiendo !,! € Apy z € A, en \a
ecuaciórr (2.7) y usando qlre p: 3 - ^i ,n:33+ly 0: 13+31 obterremos

(3 - .t)fu,y, - uzy) * (38 + 1)@ zye - p11ze)

+(il + 31)(uzu! - pa ttz) - 0

Lo que implica

(3it + ^t)(u - p)yz. e + (B - 1)Qt * u)zy

+(3 + 3^)(u2 - Lf)yz -- o.

Si p, ': u esta identidad es i¿ triviai (0 : 0), pero si ¡r f z podemos
clividir por ¡.r, - ru y obtener

(31+ t)az e+ ((l + 37)(p + v) * (P - ^t'))za : o. (4 5)
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Por lo tanto si definirnos

r,,,"(r) - (3§ + t)x + ((P + 3^r)0, + u) - (§ - t)) (4.6)

cuando ¡-r f z, entonces 1a ecuación (4.5) implica ry:ue yz .rr."(R.): 0 para
todo g € A*y z € A".

Teorema 7. Sea A un áIgebra en 6¡ de d,imensión finita con 1 ( {a,0,1).
Supongamos que edste un elemento itlernpotente e I 0 en A. Sa A :
Ao @ 4., @ A¡ con 

^ 
: il; la descomposici.ón d.e Peirce de A respecto d,e

e. Entonces se tienen las sigu,ientes relaciones de multi,plicación entre estos
subspactos d,e A

(-4)'s"4o (Ar)'e .4, ,40"41 :{o}
Axlu: c A» A¡At I "4x (A>,)2 c .to + Ar.

Mris aúrt., si, agregamos las cond,icdones 
^ 

+ -1 y ). I tlz, entonces
A»h: {0} y"41:{0}.

Demostración: Debido al Lema 8 y la Observación 7 solo debemos
verificar para todo v y LL en {0, 1, )} si 0, I y ) son raíces de los polinomios
qu,"@) y rp,,(r). Primero tomemos F : u :0 en la ecuación (4.4) entonces
qo,o(z) : ar2, por 1o que 0 es su única raí2. Se deduce que

QAd' 9h
1o que significa que ,4¡ es una subálgebra de .4.

I-lacienclo 11 
: u :1 en la ecuación (4.4) concluimos que g1,1(z) : ar2 +

(2i1 + a)r + (13 + h t a) : o*z + (§ - l)a -t 21. Ya que a *.8 + r : 0
tenemos que 1 es raíz de q1¡(r), por ello podemos facto¡izar por (z - 1) y
obtener q1,1(r) : (x - l)(ar - 27). Se deduce de esta manera que 0 y .\ no
son raÍces de q1,1(u) pues 7 I 0, así

(Ar)2 I A,

y "4r es una subáIgebra de ,4.

Si tomamos F:0 , u: 1 en la ecuación (4.6) obsewamos que ri,e(z) :
(28-a)r+((21-a)-(§-t)) : (30+t)r+4t Como hemos asrmido 41 t' 0
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lo que multiplicando por a y dividiendo por 7 nos da 21 : a, de donde
obtenemos

A+et:0.
Por lo tanto 0 É {t, § +^t,0 +21,13 + 3.y} implica

"4¡"4o 
: {0}

Consideremos ahora g¡,1(z), para ello reemplacemos p por.\ y z por 1 en
la ecuación (4.4). Tendremos

q¡,r(r) : axz + (20 + a\)r + (11^ + Z.y + d^2)

usando a) : 'y nos da

9.rr(., ¡ : ai + ¡20-?)r-l-,@*t rr,
reernplazando § * 1 por -a

qr,i(z) : af + (20 + 1)x + 21.

Substituyendo r :,\ obtenemos

^.2 .t e^ t ^.2
s.\,r()) : a\2 + (2¡3 +r))+ 21 :t +"t-t +21ad

-)'"' 
tt t -+9-t:-)-,*)-, nt - I - 

L I ) ¿ I - wt

De esta forma ) es siempre una raíz de qr,r(e), por 1o que podemos fac-
torizar q¡,1(r) por (r - .\) y obtener q.¡,r(c) : a* + (28 + 1)c + 21 :
a(x2 - (). - 2)r +2Aa): a(r - 

^)(c 
- z).

Este hecho implica que tanto 0 como 1 no son raíces de qr,r(z) y

A¡At C A¡.

Con el objeto de demostrar que ,4i e "\ + At consideraremos g¡,¡(z).
Haciendo F: u :,\ en la ecuación (4.4) obtenemos

q^,^(r) : arz + (28),* a.\)r * (P^+1^+2^t\'+ uA2)

: ar2 + (29 + a)^t + (§ + t)^ + (27 + a))2
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Deflnición 7. Sca "¡l un álgebra con radicai solubie R. Diremos que lt posee
una descomposición de \\'edderburn si existe una subálgebra S de .4 tal que

A:RaS y S* AIR

Obserlación 8. Un resultado conocido (ver 11] Cap. 3 Teorema 23) es que
si ,¿[ es un álgebra asociativa de dimensión finita con un elemento unidad tal
que A7i,t is separable si R es su radical soluble. entonces,4 posee una des-
coruposición dc \\'cddc¡rburn. También es posible encorltrar contraejernplos
a este resultado en el caso no separabie.

Definición 8. Sea ',4 ul álgebra con radical soluble ?. Diremos que 
"4 

es

déhilr¡ente t:r¡r¡,seraatiua si para todo ideal 7 de "4 se tiene que 7 posee un
elen-rento idempotente no nulo o 7 C R. Diremos que .4 es conser-uat'iua si
tocla sul;álgebra de,4, es débilmente conservativa. Por uitimo üremos que .4
es estriÍtamente conseruatiua si .4s es conservativa para toda e>.'tensión E
del cuerpo de escala¡es lF.

Observación 9. trn 118] Petersson da una definición nuy similal de conse¡-
r.atividad en álgebras Casi-Jordan (de hecho es Ia ¡úsma salvo clue para un
r¿dical diferente, sin embargo es posibie probar, usando (118] §1 Corolario
5 ), (118] §3 Lema S.0) y (lS] Teorema principal). que, en este tipo de álge-
blas, eL i'adical usado por Petersson coincide con el radical soluble.) Pete¡sson
denuesila en (119] §  Th 4.1) que toda rílgebra Casi-Jordan de dimensión
finita quc es cstrict¿mente conselv¿tiva lal 1:ue A/R es separable, posee üna
dcscomposición de \Á¡edderburl.

Observación 10. Podemos observal que el Ejemplo 4 constituye un contr¿-
cjcmplo para ei resultado de Petersson en el ca^so no conservativo. Veamos
primero que ,4 no es conservatil-a. Para ello r,eamos qüe pese a no ser soluble
uo posee idernpotentes no nulos.

Es claro que s2-2st: s+t-z(;t): sy2st: Ipor lo q¡e,42:,{, luego
,4 lo es solublc. Escogicndo la basc {s, f} dc .4 ol producto por coordenadas
A5r r ,lado por :

'4.Üto (r. gt: la.r.o-r -Ot;'t
por lo que si (a. ó) es un idempotente tenemos:

(0,0) : (a, á)' (a, b) : (a'? a,a2 + ab - b)
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por lo que r¿ : 0 o ¿ : 1 pero como 1 + b - b + 0 se tiene qte a f 1,

y por Io tanio (o,ó) : (0,0). Ahora bien supongamos que ,4 posee una
descornposición de Wedderbu¡n. Es claro que 7¿: F't por 1o que existe una
subálgebra S de dimensión 1 tal que 

"4 
:71+5. Tenemos que S no es soluble

y de dimensión 1 por 1o que posee un idempotente no nulo, luego..4 posee

un idempotente no nulo, lo cual es falso.

Con el fin de estudiar la existencia de una descomposición de Wederburn
demostraremos una serie de lemas que serán usados en la demostración del
teorerna principal de esta sección.

Definición 9. Sea "4 un álgebra y sea e € .4 un idempotente no nulo.
Diremos que € es principal si paJa todo idempotente e' se tiene que eel : 0
o e'e:0, entonces e/ : 0.

Lema 9. Sea A una álgebra de dimensión finita en 6¡ con \ I {0, t, m}.
Supongamos A posee un id,empotente no nulo f . Entonces A posee un id,em-
ytotente principal e.

Demostración: Definimos el conjunto I d(A) : {r e ,Al 12 : x # 0}.
Sea D la tunción .Id(,4.) en Nf definida mediante D(z) : ¿¡-.1¿1(z)), donde
,{1(z) es el espacio "4r de la descomposición de Pei¡ce de "-'t respecto del
idempotente z. El conj unto Id(A) no es vacío pues f e Id(Ac) y 1a función
, está acotada por 1a dime¡rsión de.4. Por ello existe u¡ element o e e I d(A)
tal que D(u) < D(e) pa.ra todo rr € 1d(,4). Si e no es principal, entonces hay
un elemento e' en I d,(A) tal que ee' : 0. Supongamos que e + e' : 0, luego
et : -€ y 0 : ee' : -e2. Esto querrÍa decir que e : 0, por Io que tenemos

(e + e')2 : ee + 2ee' * e' e' : e2 + (e')2 -- e + e'.

Por Io tanto e+e'e Id(A) y D(e*et) < D(e). Por otro lado e'eAs(e)
1,si e e.,4r(e) tenemos ze' : 0. Esto implica que

x(e*et):re+ae':Íe::t
yre Ay(e+e'). Concluimos que.4r(e) e At@+e'), sin embargo e'(e+e'):
ee' + (e')2 : (e')2 : e', iuego .' < (e')2 : e', luego d e Ale + e') pero
e' ( A1(e) pues pertenece a ,\(e).Por lo tanto D(e) < D(e + e' ) y tenemos
una contradición. Concluimos que e es principal. n
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Du¡a¡te tr.rdo 1o que sigue en esta sección F srá u¡ cuerpo de caracte¡is-
tica distinta de dos o tres y ,^4 será un álgebra Casi-Jo¡da¡r generalizada de
dimensión finita sob¡e F con ) distinta de -1, 0, l, 7/2 o a y que ademrís
posee un elemento idempotente.

Observación 11. Bajo tales condiciones ,4.1 es una subálgebra asociativa,
connutativa con unidad de,4 (debido al Lema 3). Lla-¿¡srn6r ¡Br al radi-
cal de "4,1. Como consecuencia se tiene que 7l1 es el conjunto de todos los
elementos nilpotentes de.,4i (ver Albert [i] Cap. 2 §7 Teorema 10).

Observación 12. Las relaciones del Teorema 7 implican que,4¿ es un ideal
de A y A¡ es un ideal soluble de ,4 por 1o que está contenido en el ¡adical
ll.

Definición 10. Dado un elemento r de ulr rílgebra,4 definimos las potenc,ias
plenarias de t de la siguiente manera:

-(r) _ " .(n) (-( t)\2
- -l\¿ )

pa.ra n > 1.

Lema 10. Dado t e A, x : f1* zo * cr con rp € Ar. Entonces para tod,o

zl e N se ti.ene que x@ - :Do - rf) e .4¡.

Demostración; Procedamos por inducción en z. Pa¡a i: 1es triviai.
Supongamos x@ - :Lo - "á') 

: a¡ € ,4¡, luego

,r(r+1) _ Í(?+r) _ rrf;*r) : ("ln) + r[n) + ¿r)2 _ rÍ;+1) _ z(d+r)

: ,!;+t) * ,t+t) + a2^ + 2rf) x;t)

+2rf) a¡ + 27,[) a¡ - ¿Í¿+r) - ,G+t)

: a?^ + 2r? rP + 2af) a¡ + 2xt) a^ + a^tf)
Usanc.lo las ¡elaciones del Teorema 7 deducimos que todos los té¡minos

de est¿ últirna expresión son iguales a cero excepto 2rlt)o¡ elemento que
pertenece a ,4¡.

Definamos el siguiente subespacio de .4.:

P :'lZt * At + Ax

OZ
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Lema 11. El espacio P es un id,eal d,e A A para todo índ,ice natural i se

satisÍace
pr;l E pl,) +,4f;) + .,4i

Demostración: Demost¡emos primero que P es un ideal de .,4. Tene-
rnos que

P"4: P(A + ,4o + A^)

CPAl+Ph+A^
C (Rt + .Ao + A»).4t + lq + A^

c (R1At + AoAt + A¡At) + 
"4o 

+ -4¡

c(Rt+At)+Ao+A¡
:'1\'t Ao* A>,:P

Es decir P es un ideal de A. para probar la segunda afirmación del lema
procederemos por inducción eu ii. El caso i : 1 es irunediato de la definición.
Supongamos que

p{ü Cvf) +Al +,¿¡,
elltonces

p\+l) _ 7to p0) c (A1') + 4) + A^)po

e nf ¡nfi +¡f;)+¿r) +.4P@? +"4f;)+"4¡) + A^Po

e nf qnlt + "4\+ "a&(Rp +a[)¡ +A
pr:es ,41 es un ideal de ,.4. Po¡ ot¡o lado n? a .q, y At"Ao: {0} implican:

PU+t) C Rl¿+r) + 4i+t) + /r
y hemos probado el lema. a

Teorema 8. Sea A €. 6s con .\ É {-1,0, i, t, -}, ile dimensión fi,nita tal
que es débilmente conser-uat'iu0, y AIR es separable. Entonces A posee una
des composici,ón de W edderburn.



Demostración: Si ,4 es soluble, entonces A: R y no hay nada que
demostra¡. Si "4 no es soluble, entonces) ya que es débil_rnente couservativa,
existe un idempotente no nulo y por Lema g, hay un idcmpotente principal e
en .4. Sea ,4 : At@ "40@ A¡ ia descomposición de peirce de ,4 respecto áe e.
El hecho que e sea principal implica que ,4,¡ no posee elementos idempotentes
no nulos. Ya que 

"4¿ 
es un ideal de,4 (ver Observación 12), el hecho que,4 sea

débilmente consetvativa implica que,4,¡ está contenida en e1 radicalfes decir,
es soluble. Sea k el índice de solubilidad de ,4¿. El radicalRl d,e A1", u, 

"o 
,r"á

solubie. Sea I el índice de solubilidad de ?-1y seam: rnaa{k,¿}. Si definimos
P : Rt+,Ao+A;,, entonces Lema 11 implica P(-) e n!) +,lf) +Ax: As.
Deducimos que P(-+1) C (,4)), : {0} por Io que p es u" la.ut soluble de,4
lo que significa qlue P C R.

Recíprocamente si tomamos J, € 7¿, entonces, ya que R, es soluble, hay
una potencia plenaria de r que es cero, digamos z(') : 0. Si escribimos
t ,- ,., - r0 - r.\, debido a que "4,¡ es soluble, ex.iste un Índice s tal que
,C*'.- 0: Sea m : rna-c{r, s}. Enronces el Lema ll ;mplica z!*) : -1zt-f -
r!-) - ,t-l¡ € ,4¡, Deducimos qu" ,[**l) : 0. El hecho que .41 sea asociativa
nos pernrite concluir que tl* :0, luego r1 es un elemento nilpotente de el
iíJgebra asociativa .41. Por lo tanto q € ll1 (ver Observación ll) y r e p.
Así que tenernos que

R:p:Rt@..4o@A:,
Este resultado tiene dos consecuencias. primero Rn A, - R1, así es que

AIR= (,\+R)lR= Al(RnA): AtlRt
f AtlRt es separable. Esto implica que ,41 posee una descomposición de
Wedde¡nburn en virtud de la Obserración 11. por lo ta.nto .Ar : Rt O E
para alguna subáJgebra §1 of .41 con E = .Atl&r. La segunda consecuencia
de R : Rt + ..4o + .4) es que

A: At@.4o@ A»

:5r@Rr0.Ao@"4.r:&GA
así si definirnos S : Si, tendremos

A:3@R
con

A/R=AtlRt=&:§
lo que finaliza Ia demostración dei teo¡ema. ¡
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Capítulo 5

Problemas abiertos

5.1. (r2,a,r)(o2,b,a) - g

Podemos decir que el principal problema que ha quedado abierto es el

de investiga.r para cuales ,\ se cumple que para toda ágebra en .,4 € 6) es

Jordan-reducible. Es deci¡ si se satisface la ¡elación:

(r2,y,r)(a2,b,a):o (5.i)

pala todo r. y, a,b €.4. Exrsten diversas lazoncs para intcntar demostrar que

aquella identidad efectir,'a¡nente se satisface. Aquí menciono 1as que considero

más relcvanles:

. Conje¡urarnos que Ia identidad (5.1) se cumple para toda r'¿riedad 6r
salvo. cluizás, para una cantidad ftrita dc clementos ). Lo quc nos

ilclucc a formular esta conjetura es el heclto de que el plogranl Albelt
i10. 11] del professor Jacobs nos ha arroiado el siguienie resultado:

Deglee Current Dimension Elapsed Time (in seconds)

140
2720
3380
.t 115 1

5313 1

66663
7 886 33

8 897 269



Build completed. Last matrix 12.98 % dense

-" p (rx,y,c)(aa,b,a)

Polynomial is an identity

Defining identities are:

l.ab - ba

2. ((xa)y) r + 3((r r) r)y - a((yr) r) r
-b leld : 251.

Using Sparse mat¡ix structure.

Problem type : [3a, ó,3r, g]; Total degree : 8.

MultÍplication table present.

Esto significa que generando eI rílgebra de todos 1os productos posi-
bles de 3 veces r, 3 veces a, una vez b, y \ta yez A que satisfaga 1as

identidades uu : uu y ((uu)u)u -l 3(uu)u)u * 4((uu)u)u (es decir Ia
ecuación (2.4) con 0 : I y 7 : 3), se tiene que (t2,y,x)(a2,b, a)) es

una identidad de1 r{Jgebra.

. Se podra demostrar la equivalencia de los conceptos de solubilidad y
nilpotencia paxa todas las variedades 6¡ para las que se satisfaga la
igualdad con ) distinto de a o -7f2.

. Otra consecuencia importante es que podemos ver que toda álgebra

-4 € 6r con \ $ {-t/2,a} que es semisimple, es de Jordan. Por ello
podemos deducir que -4 € 6¡ con 

^ 
É {-I, -112,0, 1/2, 1, oo} implica

A -- R@S con § álgebra de Jordan sem-isimp1e. Por Io que la estructura.
de éstas álgebras sería bastante conocida.

Por último podemos afirmar que para.\: -1 la afrrmación es falsa. El
Ejemplo 5 constituye un contraejemplo. En C se tiene que el subespacio -/
generado por 1os elementos (r',y,r) conr,g€e coincide con C, por lo que
J, +0.

6.2. Casos particulares
También está pendiente analizar los resultados obtenidos en acluellas va-

riedades donde las demostraciones dadas no fu¡cion¿n. Estos sou:
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5.2.1.6t: (,a-O;
Para tÍ1gebr-a,s en esta varied¿d cl Teo¡ema 3 es falso. De hecho el Ejcmpkr

5 constitu;.e un contraejempio ¡ues en C no es de Jordail y ei producto punto
usual <. > es una forma tlaza rro ciegenerada. T¿mbién la deniostr¿ción de
los Teolcmas 5 y 8 fallan. Sin cmbargo esta variedad tiene una propiedad
inlclesante que pucde ayudar a enfocar el problcrna dcsde otro punto de
vista. Un iilgcbra en ú-1 satisface

t:311 - xyrx : o.

Reemplazando ll pot -?):x cn 1a ecuación (5.2) obtenemos

lyxrr - t'3 (yr\ : g.

I'Iultiplicando la ecuación (5.2) por ¿ obtenemos

t:tyr-tYttt:0.

Finahnente sumando 1a.s ecuacir.¡nes (5.3) y (S.a) tenerlos

(*' ,'y, r) : ,tu * r3(9r) : 0.

(5.2)

(5.3)

(5 4)

(5.5)

Algebras que satisfacen ia ecuación (5.5) se llaman ráJgebras 3-Jorda¡r
v iran sido estudiada^s ampiiamente. Un resrrltado interesante (ver Hentzel

¡' Peresi i9]) dice que bajo ciertas condiciones razonables toda álgebra 3-
Jor-da.n es de Jordan o cs de Pseudo-composición. Las álgcbras de Pscudo-
conrposiciól son álgebras que poseen una forma bilineal B tal que para todo
¿ se tiene 13 : B(r,r)r. Esia clase de álgebras es sumamente conocida y su
estructura es sencilla de determina¡ (ver \,Ieyberg y Osborn 113]). El trjemplo
5 es un ejemplo de álgebra de pseudo-composición, donde la fiución biline¿l
cs el prociucto punto r.rsual <, >.

5.2.2. 6-ttz, (13-t:O)
Queda peldiente saber si el Lema .1 o los Teorem¿us .1 y 5 se satisf¿cen

para álgeblas en esta clase. Sería particularmente interesante saber si existe
uri álgebra soluble pcro no nilpotente en 6 -1¡2.
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5.2.3. 6o : (:,: O)

Esta clase es rura de las mrís problemáticas, prácticamente todas Las de-
mostraciones failan, por Io que sería interesante un estudio exclusivo de esta
variedad. Sólo hemos demostrado 1a equivalencencia entre solubilidad y nil-
potencia. En cuanto a la descomposión de Peirce, el problema radica en que
0 es una ruíz de p(r) : d.r3 + Bx2 + 1z -- §r'(, - 1) de multiplicidad 2.
Esto implica que si e es un idempotente principal y e' e'4o no significa que
e'e:0 por lo que no podemos afirmar que 

"4o sea soluble.

5.2.4. 6r : @ +21 -- o¡

Aquí sólo falla eI Teorema 8. Queda pendiente estudiar la existencia de
una descomposición de Wedderburn. EI problema radica es que no pode-
mos asegurar 1a eústencia de una descomposición de Wedderbu¡n para.41
pues en este caso .41 no es necesa¡iamente asociativa pues ,4i : {x e A I

(R. - I)'z(a) : 0) donde 1 es la identidad de ,4. Esto implica que ,,41 no
tiene necesariar¡ente un elemento unidad por 1o cual no es necesa¡iamente
asociativa.

5.2.5. 6* : (§ + I -- O)

Esta clase es deñnitivamente 1a mrís problemática, no sólo como en el
caso de 6q prácticamente todas las demostraciones fallan, sino que además
no poseemos ejernplos de álgebras en esta variedad, salvo aquellos que estiín
en !1(6).
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APÉNDICE: CáIculos.

Para calcular los elemento (, de la demostración del Teorema 5 podemos
observar las siguientes tablas:

abtrr a¡xbx atrxb
Us:
bxacx

U2:
arboo

-e(r - t)
3(2t2 -'t + s)

3(r - s)
g(r - t)

-3(212 -1+3)
-3(u - 5)
t5('y - t)

-6(12-27-r)
6(.y2 -2-t -1)
-t5(1- t)
-z(t - z)
2(t - 3)
3(21 - t)
-3(21- r)
-3(21 - t)

-o

-5(r - 1

3(21 - r)
o

-6
6

10(7 - t)

0
0
2

0

0

0

0
0
0

0

0

-6r-6
0

0
_rd _)

41
0

0
0

0

0

Ul
U2

Ug

1)4

U6

UT

OE

Ag

?rlo

u.,t

12

utB

ut4
?J15

ut6
lJtz

ut8
u19

u20

u2t

u22

0

0
0
0

0
2

0
0
0
0
0

0
4

2t-2
0

0
)a 

-)
2t -2

0

0

0

0

0
4

0
0

0

0
0
0
0

0

0

0

41
_r4 _,

4
0

0
0

0

0

0

0
0
n

0

0

0

0
0

0

0

0

0

2t -2
4
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Pala cacla u; Ia columna respectiva contiene al vecto¡ (u¡¡,.. . , u¡,22) y \a
colunrrra c1e coeficientes contiene al vecto¡ (lrr,...,trr), por Io que (i es el
p«rclucto pulto err¡rc ar¡rbos r.ectores coluÍm¿ls. Acluí realizamos e1 cálculo
pl,ra algrnos de losTu¿.

Pala t,1

( 2^t z)(3(21 t))+ ( z7 2)( 3(2.'t 1)) :0

Pa¡a t¿,.¡

z(s('¡ - ;)) -r (-2't - z) (:(zr' - 1)) + 4(-3(2? - t')) + (-2t * z) (-s(zr - t))

-(-2 - 2)(-3) - z(r(r - i)) -l(-3(21 - r) - (-21 - 2)(-e) :
61 -30-241 +72+181 +18:0

Para ur3

+(:(z-l 7+e))+ (-21 -z)(3(21 -1))+4?(-3(2?-t))+(-21-z)(-e(27-t))

+4(-e) - aQQi,2 -7+3)) + a1(3(21- 1)) +4(-e) :
24-t2 - l2t + 36 - 24^y2 + 127 - 36 : 0

Para tua

z(:r(1- s)) + (-6r - 6)(z(r - 3)) + (*zr * 2)(*3(21- 5)) + 41(-e) :
67 - 30 - 78-2 +241+ 18 + 18?2 - 18r - 30 - 36r: 0

Para rrs

2(0(-,' r" -r)) +2(3(2.r - 1))+27(-3(27- 1))+(-7-r)(-6)+2 6

-12(^r' -2^¡ -7) +6(27- 1) -hQ^i-1)+6(7 1)+12 :0.
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