
tctl"f L
Ioc-F
"t é,r<

Estudio Variacional y Numérico del
Antiferromagneto de Heisenberg

para Dimensión y Spin Arbitrarios

Profeso¡esPatrocinantes : Dr. David Gottlieb B.

Dr. Miguel Lagos I.

Candidato a Docto¡ : Arturo Cristian Millán F\rentes

Tesis entregada a la Universidad de Chile en cumpli-

miento parcial de ios requisitos para optar al grado de

Doctor en Ciencias con mención en F(sica.

BI¿i;r.iICÁ



fnforme de Aprobación
Tesis de Doctorado

Se info¡ma al Comité del Programa de Doctorado en Cien-

cias con mención en Flsica que la Tesis presentada por el

candidato

Arturo Cristian Millán F\rentes

ha sido aprobada por la Comisión Informante de Tesis como

requisito para la obtención del grado de Doctor en Ciencias

con mención en Física.

Direcúor de Tesis

Dr. David Gottlieb

Dr. Miguel Lagos

Comisión fnformante de Tesis

Dr. Alejandro Cabrera

Dr. Patricio Cordero

Dr. Patricio Fueutealba

Dr. Patricio Vargas

Dr. Rodrigo Ferrer (Presidente)

Qaw"".*
@-dp,.,--



Contenidos

fntroducción

Excitaciones Apareadas

1.1 Teoría PNME

1.2 Valores Esperados

1.3 Validez de la Teoría

Antiferromagneto de Heisenberg: Estudio Variacional

2.1 El Modelo

2.2 Estudio Variacional

2.3 Cálculo de los Elementos de Matriz

2.4 Resultados

2.4.1 Análisis

2.4.2 Análisis

2.5 Conclusiones

Bibliografra

de fases sin anisotropía uniaxial

de fases con anisotropía unia¡<is,l

1

8

I
14

t7

27

.,U

34

39

40

t2

56

59

A Valores Esperados

B Tlataniento Hartree-Fock

111



Método Numérico

C.1 Método de Lanczós Modficado

C.2 Técnica de hashing

C.3 Un Ejemplo Práctico

C.4 Comenta¡ios .

63

64

66

69
t7.)

lv



Lista de Figuras

Energía dei Estado Fundamental para ima Cadena Lineal

Energra del Estado F\rndamental para u1a. Red Cuadrada

Energía del Estado F\rndamental para cadena lineal y,9:1,D:0
Energía del Estado Fundamental para Cadena Lineal y S :312, D :0
Magnetización del Estado l\mdamental para cadena Lineal y § : L, D : 0

Ángulos variacionales para Cadena Lineal y S : 312,D: 0 . .

2.5 Energra del Estado Fundamental para red cuadrada y S : L/2, D : 0

2.6 Magnetización del Estado Fund".'"ental para red cuad¡ada y S : 112.,

D-0.
2.7 Ercrgía del Estado Fund¿mental para red cuad¡ada y S :7,D:0 . . .

2.8 Magnetización del Estado Fundamental para red cuadrada y ,9: 1, D: 0

2.9 Mapas de fases del Estado Fundamental para Cadena Lineal, con a:0.5
2.10 Energra del Estado Fundarnental para cadena lineal y,9:1 . . . . . . .

2.11. Energía del Estado F\rnda,mental para Cadeaa Lineal y S :3/2

1.L

1.2

2.1

2.3

20

2t

4l

43

44

45

46

48

49

50

51



Lista de Tablas

1.1 Promedios para Cadena lineal de spin 7/2 15

7.2 Promedios en funcióu de S y z 16

B.1 Comparación entre tratamiento PNME y Ha¡tree-Fock

Método de Lanczós: valores relevantes en una primera iteración 7l
Método de Lanczós; Convergencia del estado de prueba y su energía 72

c.1

c.2

vt



Resumen

El propósito de esta Tesis es la descripción de las propiedades de los estados fuuda-

mentales para sistemas ffsicos cuya conducta magnética obedece al modelo antiferro-

magnético de Ileisenberg anisótropo para cualquier dimensión y spiu. Para este efecto

se desarrolla un tratarniento variacional en base a la teoría conocida como Ercitaciones

No Magnéticas Apareailas (PNME por sus iniciales en inglés), y a la introducción de

rotaciones locales de spin. La potencia de1 ansatz lariacional desarrollado permite la

descripción de estados fundamentales aún con 1a introducción de anisotropías crista-

linas, correciones dipolares, y campos magnéticos externos. Se logra una descripción

clara de las distintas fases ferro y antiferromagnéticas que ocurren pa.ra diferentes va-

lores de Ia anisotropla, el campo magnético, y e1 coeficiente de anisotropía uniaxial,

mostratrdo aquelios valores "críticos" de esos parámetros, para los que ocurren las transi-

ciones de fase, en configuraciones unidimensionales, bidimensionales o tridimensionales,

para cualquier valor del spin total por sitio. Dada la ausencia de resultados nr¡méricos

conñables con qué comparar, ta¡nbién se desarrollaron soluciones mrméricas para spin

S : ll2,l,3/2 en cadenas de 20,12,10 spines respectivamente, en base a un algoritmo

computacíonai conocido como "Método de Lanczós Modificado". Los valores obtenidos

por los tratañientos variacional y numérico muestran un exceleute acuerdo en un a.rnplio

rango de los pariímetros ffsicos invoiucrados.



Introducción

Con el fin de entender una gran variedad de fenómenos físicos cooperativos, que descri-

ben propieda.des tales como superconductividad y magnetismo en diversos materiales,

se necesita a menudo recurrir a diversos modelos cl¿ísicos o cuánticos que se espera ca¡>

turen ciertos fenómenos de importancia de 1os materiales en donde aquellos ocurren.

Aunque tales modelos describan sólo algunas propiedades de los materiales, y aún pen-

sando en que la mayor parte de la complejidad de los dive¡sos componentes del sistema

fisico no ha sido tomada en cuenta, aún así se necesita inventar métodos para encontrar

soluciones confiables a ellos: exactas o aproximadas.

La presente Tesis trata precisamente del desarrollo y aplicación de un método va-

riacional de solución aproximada al modelo antiferromagnético de Heisenberg, caracte-

rizada por su seucillez matemática, la claridad con que representa las diferentes con-

figuraciones magnéticas de la red analizada, la precisión con que entrega valores de

cantidades físicas, y la generalidad que alcanza su formulación, en el sentido de clue

se aplica en ledes de spin y dimensionalidad arbitraria. También se desa¡rolla en este

trabajo la implementación de algoritmos computacionales para tratamiento numérico

del problema.

Uno de los más interesantes hallazgos desde el descubrimiento de la superconduc-

tividad de alta temperatura crítica [1-4], es la observación de alinea"'ieuto antiferro-

magnético de spines en los planos de cobre-oxígeno de las nuevas cerámicas supercon-

ductoras. Este hecho, unido a Ia incapacidad de ia teoría BCS tradicional para explicar

t¡ansiciones superconductoras de alta temperatura crítica, ha despertado gran iuterés



por tratar de encontrar nuevos mecanismos magnéticos para la generación de un estado

superconductor. La dinámica de los spines ordenados antiferromagnética"rnente, y el

modelo de Heisenberg antiferromagnético, ha estado en el centro de la atención. La

estructura de capas de estos materiales sugiere que ellos presentan una ¡eaüzación física

del modelo de Heisenberg bidimensiotal.

Aisladores tales como La2CuOa, que son los precursores no dopados de los nuevos

superconductores, tienen un electrón de valencia no apareado por sitio en los pianos de

CuO2 ("band.a semillena" ). Estos materiales no son metálicos debido a que la energía

de repuisión coulombiana intra-sitio {/ eleva los niveles incompletos a energías relativa-

mente altas frente al monto de energía cinética quc se pierde en la ocupación de tales

niveles. Un sistema como el descrito se conoce como un aislador de Mott-Ilubbard. Lo

anterior ha estimulado un intenso iuterés en el ordenamiento de spines que presentan

los modelos de Heisenberg y Hubbard, debido a que se cree que estos modelos describen

a los superconductores bajo cie¡tos límites. El modelo de Hubbard, que es uno de los

modelos rnÁs simpies que introduce una interacción entre electrones, se basa sobre la

hi¡ñtesis de que la parte domi¡ante de la interacción electrón-electrón es la interacción

intra-atómica ( dentro de cada átomo ). Anderson propone que el modelo de Hubbard

bidimensional de una banda en el lírnite de alta repulsión intrasitio, sería apropiado pa.ra

describi¡ la conducta de estos nuevos sistemas superconductores, y que las fluctuaciones

cuánticas tendrlan un rol importante en la generación del estado superconductor. Puede

mostrame, usando Ia teoría de perturbaciones, que para el caso de banda semi-llena un

tal sistema puede ser descrito por el hamiltoniano conocido como "Modelo t-J" [7]:

77 : 'llt+'lü,
'tlt : -t D ("1,u," + H.c.) ,

li'i) '"
71, : JL§,.§¡.

a¡l
donde (i,j) restringe la suma sólo a primeros vecüros, t es el factor de hopping (fuans'

ferencia), J -- &2 f (L, y Lr es la repulsión electrónica intr¿sitio (¿, > 0. Ei primer

(i)

(i,

(iii)



término, ?l¿, da arcnta de la transfe¡encia de huecos entre sitios vecinos, restringido a

la ocupación simple. El segundo térmiuo, ?l.¡, es el Hamltoniano de Heisenberg isótropo

para spin 112 sobre una red cuadrada f8l. El signo positivo de J hace energéticamente

favorables a configuraciones de spines opuestos, por lo que este hamiltoniano tiene un

carácter antiferromagnético. En palabras, el principio de exclusión de Pauli mantiene

aparte a los electrones de spin paralelo y así reduce su energía de repulsión coulombiana.

La diferencia de energía entre las configuraciones pa.ralela y antiparalela da origen aI

término de intercambio J. El Hamíltoniano de Heisenberg ha sido obtenido ta.mbién por

otras vías [9], teniendo en común el que el factor de inte¡cambio J debe principaLnente

su origen a la interacción electrostática, más que a interacciones dipolares directas, que

son eo general de ta¡naño mucho menor.

La conducta magnética de los planos CuOz et óxidos de cobre no dopados como

Lo2CuOa,Y BoaCuO6 y otros, puede ser descrita por e[ hamiltoniano de Heisenberg (iii).

Cabe notar que el acopla.rniento magnético, cuya magnitud es proporcional al coeficiente

"I mencionado en el párrafo anterior, entre planos vecinos es muy pequeño en compa-

ración al acoplapiento dentro de un plano -alrededo¡ de cien mil vecesl menor para el

LazCuO¿-, por lo que en lo que respecta a las propiedades magnéticas, estos materiales

pueden ser entendidos esencialmente como bidimensiouales, por lo que es lógico conciuir

que uno de los énfasis principales en el estudio del hamiltoniano de Heisenberg ha sido

el caso de spin Ll2 en dos dimensiones. Al respecto se han hecho estudios variacio-

nales [46,22], empleo de Grupo de Reoormaüzación [25], diagonalizaciones exactas de

sistemas de pocos cuerpos (small clusters)123,241, simulaciones Monte-Ca¡lo [49], etc.

Diversos cálculos pareceo concluir que existe en este caso un orden antiferromagnético

de largo alcance, y que la magnetización de subred a temperatura ? : 0 está reducida a

un 60% de su valor máximo debido a las fluctuaciones cuánticas en el caso isótropo [18].

El Ha,miltoniano de Heisenberg está entre los modelos cuánticos que introducen

interacciones en forma sencilla, y pese a su sencillez, dicho modclo puede mostrar corre-

1De las referencias [13, 14], J- 1540X en u¡r plano de CuO2 aT =4K, y Jcnrrc-pls¿'/ir = 1o-5



laciones de corto y largo alcance. Lamentablemeate, sólo se conoce la solución exacta

para el caso de cadenas unidimensionales de spin lf2, gracias al ansatz de Bethe [13-

15]. No obstante, debido a la complejidad envuelta en estas soluciones, no se ha podido

lograr un completo entendimiento de este modelo ya que, al tratar en un mismo pie

las interacciones de distintos órdenas, oculta sus priucipales mecanismos, además del

hecho que su extensión a dimensiones mayores se hace extremadamente complicada. La

situación no mejora si se consideran sistemas con spin S + 1/2, acopla,miento con otros

grados de iibertad, presencia de ca,mpos externos etc, y a que no se cue[ta en estos

casos con ninguna solución al modelo de Heisentrerg. Así, se hace necesario recurri¡ a

tratamientos aproximados.

Entre los tratamientos analíticos, 1a llamada "Teoría de Ondas de Spin" [15] entrega

un ur¡rco aproximado para entender Ia fenomenología de los materiales magnéticos

reales. Este tratamiento trabaja bastante bien para casos en el que la importancia de las

tres componentes de spitr en el hamiltoniano es similar (Iímite isótropo), pero cuando el

sistema es anisótropo, esto es, si Ia interacción a Io largo de alguna dirección preferencial

tiene un peso mucho mayor que las deuís ( se está cerca del límite Ising), entonces la

simet¡la de polarización circular de las ondas de spin ya no es adecuada para describir

el sistema. Adem¿ís, las ondas de spin fueron pensadas para 1a descripción de sistemas

en que las fluctuaciones cuánticas juegan un papel de poca importancia. Sin embargo,

se sabe que la contribución a la energía proveniente de las fluctuaciooes cuánticas en el

caso isótropo unidimensional es d.e cerca del 50% 110].

El trata¡niento del modelo de Heisenberg cousiderado en eI presente trabajo, fué

introducido en fecha reciente por el profesor Miguel Lagos2, G. G. Cabrera, D. Got-

tlieb, M. Kiwi y otros 127-401, paru estudiar inicialmente sistemas antiferromagnéticos

cercanos al límite Ising. Este tratamiento introduce excitaciones magnéticas apareadas

de manera que no cambien la componente z del spin total del sistema, por 1o que se

Ies lla.mó "excitaciones no nxagnéticas apareadas" -PNME por sus iniciales en inglés-,

2A quien se le debe el crédito por la idea original



pero que no tienen asociado un valor definido d" §4*",.A diferencia de ellas, Ias ondas

de spin fueron pensadas para el límite isótropo.

El poder de este formalismo radica en su flexibilidad, precisión y simplicidad ma-

temática. Pese a que el formalismo PNME presupone la existencia de uo ordenamiento

antiferromagnético, ha mostrado una gran precisión incluso más allá del régimen donde

esa hipótesis se satisface. Es así que para el caso unidimensional, el valor de la energía

de1 sistema que entrega PNME concuerda notablemente con 1a solución exacta para

anisotropías cercan¿¡s al límite Ising, decayendo en la medida en que los pariímetros dei

sistema se aproximen al modelo isótropo de Heisenberg. Sin embargo, al aumentar la

dimensióo o el spin, el rango de v¿lidez de la teoría se ha extendido aún más allá del

límite isótropo, mostrando una gran precisión, incluso para valores de la anisotropía

que tienden al modelo XY (et el que la interacción se reduce a considerar sólo dos de

las tres componentes del producto interno entre spines ), aventajando en esto y err la

precisión de los resultados a la teoría de ondas de spin. Sin embargo, las ondas de spin

y 1as excitaciones apareadas generau estados ortogonales entre sí, en otras palabras,

exploran distintos subespacios del espacio de Hilbert total asociado al antiferromagneto,

por lo que para poseer una visión más completa del sistema cuántico, se debiera poder

contar con un conjunto de excitaciones que reuna las características de ambas familias.

En el caso unidimensional, debiera cousidera¡se también ia preseucia de excitaciones no

lineales (solitones) paru tener una descripción más completa del sistema. Esto no es

así en los casos de dos o tres dimensiones espaciales, pues la energía de un solitón es

di¡ectamente proporcional a la extensión del frente de onda.

La flexibilidad de la teoría PNME ha sido confinnada por la gran caatidad de aplica-

ciones diferentes que ha tenido en los últimos años. Entre las distintas generalizaciones

y aplicaciones, puede mencionarse las siguientes:

(í) "Generalización a dimensión y spi,n arbitrario". El formalismo PNME fué

pensado inicialmente para cadenas de spin 7f2, lo cual tiene varios puntos en

contra: existe solución exacta para utra dimensión, no hay orden de largo a1-



cance, y por último, PNME es superada por un tratamiento Hartree-Fock, al que

se iguala asintótica¡aente en el límite Ising. La teoría ha sido extendida para

describir sistemas de spin y/o dimensión superior que no frustren e1 orden antife-

rromagnético [31, 55, 57]

(n) "Defonnaciones en red,es". Expenmentos recientes revelaron que las interac-

ciones de spines dentro de la red juegan un rol preponderante en l¿ estabilidad

estructural de la perovskitas laminadas 143,44,45). Este efecto fue modelado para

un sistema uoidimensional a través de un acoplamiento lineal entre los spines y
las deformaciones de Ia red [32].

(li) "Fuerzas ile enkt ce d,e origen magnético". Usando un Hamiltoniano donde un

hueco se mueve en una subred, Lagos concluyó la existencia de un mecanismo de

intercambio eutre spines y huecos tipo BCS [34]. El acopl¡miento entre spin y

hueco.nace al varia¡ la energía de intercambio entre 2 spines vecinos, debido a la

presencia de un hueco entre ellos.

(iv) "Introducción d,e interacción con segund,os aecinos". AI conside¡a¡ ioteracción

de spines con segundos vecinos, se obtuvo una solución que coincidía muy bien con

resultados nr¡méricos cuando la interacción a segundos vecinos era ferromagnética,

tánto en el caso unidimeosion¿l como para dimensión 2; sin embargo, cuando 1a

interacción a segundos vecinos tendía a f¡ustrar el orden antiferromagnético, la

precisión decaía. [35, 36, 40]

(v) "Generalización a red, triangular". Se generalizó la teorfa PNME para descri-

bir una red que presenta frustración, a saber, una red antifemomagnética triangu-

la.r ( no-bipartita ), para spin arbitrario [41].

(vi) 'Aplicaci6n al mod,elo ,-"f. Se aaalizó el modelo t-J para bajas concentraciones

de huecos dentro de la versión variacional de PNME, donde se obtuvo una des-

cripción de Ia transición metal-aisiador preselrte en los superconductores de alta



temperatura mediada por las propiedades magnéticas del sistema [42].

En este trabajo se estudiará el modelo antiferromagnético de Heisenberg XXZ para

spin general ,9, dimensión a¡bitraria d, en presencia de un campo magnético externo

uniforme, y de un término de anisotropía uniaxial. En el primer capítulo se muestra

una visión básica de la teoría de o'Excitacioues No Magnéticas Apareadas", y una visión

sobre su rango de aplicación y limitaciones. En e1 segr.urdo capítulo se generaliza Ia

solución propuesta para el estado fundamental por el formalismo de PNME, obteniendo

a partir de ésta una solución variacional, la que permite una descripción clara de las

distintas fases ferro y antiferromagnéticas que ocuren para diferentes valores de la

a',isotropía, el cañFo magnético y el coeficiente de anisotropía uniaxial. Se determinan

Ios valores "críticos" de esos parámetros, para los que ocurren las transiciones de fase,

en configuraciones unidimensionales, bidimensionales o tridimensionales, para cualquier

valor del spin por sitio. Como puede apreciarse, dada la generaiidad de aplicacion del

tratamiento que se presentará, éste no está restringido a la decripción de l¿ conducta

magnética de un mate¡ial en particular, aunque en esta Introducción y en ei capítulo 2

se describa algunas realizaciones del modelo. Dada la ausencia de resultados numéricos

confiables con qué compaJar, ta¡nbién se desa¡rollaron soluciones numéricas para spin

S : 1/2,1,3/2 ea cadenas de 20,12,10 spines, respectivamente, usando un potente

algoritmo computacional conocido como 'Método de Lanczós Modificado" [52, 53], que

se explica en el Apéndice "C". Los valores obtenidos por los tratamientos variacional y

numé¡ico muestran un excelente acuerdo en un amplio rango de los parámetros físicos

involucrados.

7



Capítulo L

Excitaciones Apareadas

En este capítulo se presentará la teoría conocida como Etcitaciones No-Magnéticas

Apareailqs ¡27401 , que entrega soluciones aproximadas para el estado fundamental

y parte del espectro de excitaciones en diferentes sistemas magnéticos. Esta teoría,

en adelante PNME (por sus iniciales en inglés , Paired Non Ma,gnetic Ercitations),

considera excitaciones elementales que no alteran la componente z del spin total del

sistema sobre e[ que operan, y no tienen asociado un spin defrnido1.

Las excitaciones de PNME permiten la introducción de fluctuaciones cuánticas en un

estado fuertemente correlacionado, sin destruir el orden antiferromagnético sutryacente.

Esta característica permite que la teoría pueda trabaja.r bastante bien en sistemas que

presenten orden antiferromagoético de largo alcance, y que ¡ro tenga tanto éxito eu

sistemas unidimensionales, que no presenten cor¡elaciones de largo alcance. Inicialmente

pensado para operar sobre sistemas que muestran estados con un fuerte ordenamiento

antiferromagaético, la flexibilidad que ha mostrado el tratamiento PNME ha permitido

obtener resultados para la energía del estado fundamental, aceptables arin más ailá de

Ios lí¡nites donde esta condición se s¿tisface.

Para iltrstrar esta situación, considérese un sistema de spines 1/2 en dimensión 1y
lEste comentario cobra relcrancia al notar que a la¡ excitacio¡res contemplada-s en la Teoría PNME

se las denominó inicialmente como singlet ercitatioru [31], es decir, excitacion$ de spin cero.



temperatura nula. Cuando la importancia de la interacción entre 1as componentes de

spin ( entre sitios vecínos ) a lo largo de alguna di¡ección supera largamente ai resto

de la interacciotes (Límite Ising )., los spines adquieren orientaciones bien definidas

con respecto a la dirección preferencial (eje ile anisotropía ), . . . tItI . . .. En este

escenario, l¿ teoría PNME entrega muy buenos resultados para el valor de Ia energía

del estado fundamental. Cuando las interacciones dejan de realizarse a lo largo de una

dirección preferencial (se habla de Llmite isótropo ) , las correlaciones de la,rgo alcance

desapa.recen ( el sistema se desordcna ) y la teoría PNME comienza a falla¡ [31, 28]. Sin

embargo en el caso de dos dimensiones, donde las correlaciones antiferromagnéticas son

predominantes desde el límite Ising hasta el isótropo, PNME aproxima notablemente

bien los valores de la energía, aún mejor que teoría de ondas de spin, para todos los

valores de anisotropía en ese intervalo.

A continuación se estudiará cómo la teoría PNME permite obtener una expresióu

aproximada del estado fundamental de un sistema antiferomagnético, pudiendo ser

extendida a un¿ función de otrda variacional.

1.1 Teoría PNME

Se estudiará a continuación un sistema antiferromagnético rle spines fijos en una red

cristalina, red que puede ser dividida en dos subred.es, una asociada a vectores ñ y la

otra a vectores (,ñ + O-), donde á- conecta vecinos más próximos, uno en cada subred. Se

describirá tal sistema por e1 Ha¡niltoniano de Heisenberg anisótropo:

'17 : 'l7t*'llxv,

t7t : » Jí5,(ñ)5,(ñ+ú,
{ñ},t

'tlxv : ,! » ,r[s.1.ñ¡s-1É + á-) +,s+(ñ + a'¡s-1iñ¡]

{iR},á

(1.1)

(1.2)

(1.3)



dotde 1fi corresponde a la parte Ising del hamiltoniano, '17 ¡¡1, a Ia parte XY, §(ñ)

es el operador de spin en el sitio "É, o "r un parií,metro de anisotropía que conecta

continuamente el llmite Ising (a:0) con el límite XY (cr : oo), pasando por el modelo

isótropo (o : 1), y Ji es el coeficiente de inte¡cambio. El hecho de que el coeficiente

de intercambio sea positivo indica que se favorecen eoergéticamente las configuraciones

con spiaes veciaos orientados en direccioues opuestas, lo que indica que el sistema es

antiferromagnético.

Eu las vecindades del límite Ising (c (( 1), un estado energéticamente favorable

puede ser el estado de Néel,

(1.4)

que asigna spines {/p (S,(ñ) : ,9) a una subred y spines Down (S,(E + d¡ : -S¡ "
la otra. Este estado es sólo autovector del término Ising del Hamiltoniano. El otro

término, al actuar sob¡e el estado de Néel, lo relaciona con aquellos estados que difieren

de él por el transporte de una unidad de 5, desde un sitio hasta uno de sus vecinos

mrfu proximos. En el límite de baja anisot¡opía, ( a < 1 ), ei término XY tiene poco

peso en comparación al término Ising del hamiltoniano, por lo que en esta situación

resulta razonable supouer que en ei estado funda,¡nental de (1.2), el estado de Née[2

tend¡á un peso mucho mayor que otras configuraciones, que diferirán de éste en la

presencia de pa.res de spines no alineados antiferromagnéticamente. Luego, si se pudiera

generar una combinación lineal de estados con las características mencionadas, tales

combinaciooes podrían ser buenas aproximaciones del estado fundamental ve¡dadero.

Lo anterior induce a considerar los siguientes operadores de la forma

s+(ñ+ a¡s-1ñ¡

o, más en general, excitaciones del tipo

(1.5)

2Y su simétrico, que se obtiene t¡aslada¡do toda la red en un sitio. La teoría PNME rompe la

degeneraucia entre estas configuraciones fijando a príori vl.a de ellas por sobre la otra

10
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d,lG) : tLnnÉ ' É's*qñ.+ 6-)^s-(ñ) + e¡G) (1.6)

{ñ}

con los coeficientes ,4 y Q5(Á) por ahora indeterminados. El vecbr ñ es un vector que

recorre a la primera zona de Brillouin de una de las dos subredes.

¿Por qué q¡G) ?. Con el fin de guiar 1a intuición del lector, es recomendable pensar

en el oscilado¡ armónico desplazado. EI que se introduzca un témino constante tiene

por objeto facilitar la expresión del Hamiltoniano como una forma cuad¡ática en las

excitaciones que se están definiendo aquí. Esto quedará cla¡o más adelante.

El álgebra de las excitaciones /t es de bastante diffcil ioterpretación, pero al conside-

rar el 1ímite de alta anisotropía, se simplifica notablemente. En efecto, los conmutadores

son

lalÉt,a¡tiltl

lolÉl,oa<É:t)

: A,» ei(É - Kt1) . ñ.( s- @, +a-¡s-18 + í - dls,qÉ¡
fn)

_eiKt1 . 6 - ó'')s.(ñ)s (ñ + ¿-_ o-,¡s,18 + a-¡) ,

/
(1.7)

(1.8)

pero cuando a (( 1, una conñguración con spines muy localizados se hace energéticamente

favorable, y eD.tonces, los conmutadores se convierten en

ll,;<Él , otuf."l) - 2s2 N A26*6í¡, IOXó , ,,ró, (Á:])] : 0. (1.e)

Las expresiones aoteriores sugieren fuertemente una álgebra bosónica, para lo cual

se frja el valor del parámetro .,4 en

^- 
1

¿a- --=:.
\/252 N

Análogamente a la situación anterior, los conmutadores de los operadores { y la
parte Ising del Ha¡niltoniano son también complicados a primera vista,

11



fu,,o¡,rÉl) : #¡"r[ És*1ñ+¿-)s (ñ)

"Dru(s,«ñ+¡--¿r)-s,18+ar¡-4;,), (1.10)

pero nuevamente, al considerar alto orden antiferromagnético, Ia relación ante¡ior se

convierte en la siguiente expresión aproximada:

lx,,attÉl) : (2^s» ra - r¡) (olt¿t - aÁh) .

í,
(1.11)

La parte 77xv del Hamiltoniano se puede escribir directamente en función de los

operadores /

f ¿"rr (s.«ñ)^s-(.É + á-) + s+(fi + als 1iÉ¡) :

|^/zs,w2tr(OltOl + dr(o) - 2Qr(o)) .

De este modo, combinando las ecuaciones anterioles, puede conocerse el conmuta-

dor de las excitaciones / con el hamiltoniano completo, en el régimen de alto orden

antiferromagnético,

(1.12)

(1.13)

(1.14)

lN , ot rh) : (2^s It r, - D (at¡rh - al[))
6¡

+i'/zsrN Jrdr,o.
2

Para d.iagonalizar el hamiltoniano, conviene elegir Qr-(ñ) de modo de cancelar los

términos inhomogéneos. Así,

e¡G) = e¡6r,o: E*i,#j-r, _ ,,



y el Hamiltoniano ha quedado diagonalizado, pudiéndose expresar en términos de las

excitaciones / como

(1.15)

Só1o falta dete¡mina¡ la constante aditiva .Er, que corresponde a Ia energía del es-

tado funda.mental; ella se puede obtener encontrando el estado fundamental l9) y luego

promediando e1 Hamiltoniano. Sin embargo, una forma más directa de obtenerla es

considerando la propiedad

óíG)IM): QÁ-ol.A0 (1.16)

Esta propiedad es exacta e indica que el estado de Néel es un autoestado de las excitacio-

nes {. Al promediar ambos lados de (1.15) sobre el estado de Néel, al lado izquierdo se

obtiene su energía, miedtras que del lado derecho puede despejarse y obtener la energla

del estado fundament¿l

E- : - 
s's- ¡- /r * Joo' ) ,.

N 
: -T ?"\'+ zs¡,;tu-- ¡,1 \r'r7)

El estado funda.mental del sistema corresponde al vacío de excitaciones

O¡(É)ls) : o, (1.18)

estado que se puede obtener directamente a través de Ia propiedad (1.16). En efecto, si

se considera la relación

ló, f(ó\l: f'(ó¡)

de un operador bosónico / y alguna función analític 
" f(ó¡), no es difícil concluir que el

estado

(1.1e)

satisface (1.18).

11:»(zs¡ t¡- ;J olr,(l¿¡r-l * ¿,.
,,8\ í, /

ts) : "'p [- 
» or 1rl,, - dro))] u/)

13



En este punto, conviene hacer un comenta¡io sobre la forma dei espectro de energías

que se ha encontrado: es análogo al de un oscilador armónico en d dimensiones. Por

tratarse de un espectro plano, éste no corresponde a la realidad, pero debe considerarse

que se está trabajando bajo suposiciones restricti s, y ro se ha pensado obtener una

solución geueral al problema. Además, tampoco se han considerado todos los grados de

libertad del sistema, restringiéndose la natu¡aleza de las excitaciones a sólo trasladar

una unidad de 5, sobre Ia red magnética.

Otra cosa que debe ser mencionada guarda relación con la magnitud de las fluc-

tuaciones introducidas por las excitaciones cuasi-bosónicas /t sobre el estado de Néel:

éstas excitaciones producen transporte de unid¿des de,5, sobre toda la red, incluyendo

el transporte entre sitios que no sotr próximos vecinos como un proceso indirecto, donde

cada salto entre próximos vecinos va acompañado por una suerte de 'tonst¿nte de aco-

p1a,miento", directa^mente proporcional al valor de la anisotropía a. Ésto se visualiza

f¿ícilmente al expresar estado fundamental (1.19) en función de los operadores espino-

riales:

tc) : "*p[-?o,(¿!ror-dro))] u/)

: "* 
f 

-" 
*E ñ#d -A(s* 1ñ + óJ s- (.É) - s* (ñ) s- (-É + ril] r^n

: u"lM), (1.20)

y considerar los primeros términos de la expansión del operador unitario ( en potencias

de a.

L.2 Valores Esperados

IJna vez obtenida una función de onda pa.ra el estado fundamental y parte del espectro

de est¿dos excitados del hamiltoniauo (1.2), es necesario averiguar si es posible obtener,

con estos estados, valores esperados de c¿ntidades fÍsicas relevantc§, A pesar de la forma

14



Promedio Valor

(sl,s,(¿)lc)

(gls+(¿)s-(¿ + 1)lg)

(els,(Qs,(z + t)ls)

klS+(l)S-(r + 2)ls)

(glS,(t)5,(t +2)lg)

\!t'P.,.
-J1(2ct)

-)¡úrr"l + ri@d))

J¡(2a)J2(2a) - t?(2")

)1t3qr"¡-.Bed)

Tabla 1.1: Algunos promedios para dimensión I y spin 1f2. Las expresiones .I,(r)
corresponden a las funciones de Bessel de orden entero.

analítica obtenida para el estado fundamentai y los elementos de mat¡iz por la teoría

PNME, sólo ha sido posible obtener exactamente los valores esperados de operadores

en el caso de,5: 1/2 y dimensión 1 [29]. En el A¡Éndice A se presenta un método

desa¡rollado para calcular los valores esperados de operadores para este caso, mieutras

que un resumen de algunos valores esperados se muestran en la tabla 1.1.

En este trabajo se han obtenido expansiones para los promedios hasta orden (aa)

pa.ra diversos eiementos de matriz en redes en donde 1os coefrcientes de intercambio J¡

son iguales para todos los próximos veciuos ( J¡ = J ), en el caso geoeral de spin y

dimensión arbitrarias. En la tabla 1..2 se presentan las expresiones aproximadas para

algunos valores esperados3 .

3En esta tabla,

6 , d.:7

9O , d:3.

R- a
"- zlzzs:t¡'

15
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Promedlo Expansión

bls,6)ls)

(els+(.É)s-(E + óle)

kl&(ñ)s,(É + á-) le)

kls+(.ñ)s*(.É + á'+ ó1)le)

(sls,1ñ) s,1É. + á' + l) Ig)

o ( ., 8szB2
" t '- --;i-

.Yy {zslz*- rrl -,})

-ss,o (r * {zstz,- 1.,- f +)
-t'('-wry
* 

{rr, - 
,l (nt, -, -'+) + ss,,,}

x 
12884)

4t)
4p2

s'(t - ars'F')

Tabla 1.2: Expansión de algunos promedios para dimensión y spin arbitrarios.
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1.3 Validez de la Teoría

En la figura 1.1 se grafica la expresión (1.17) para una cadena lineal y spin 1/2, com-

parándola con 1a solución exacta [13-15] y el resultado de la teoría de ondas de spin.

En ella se observa que a medida que el sistema se aleje del límite Ising (a : 0), la

discrepancia va aumentando, llegando a su valo¡ m¿íximo para el límite isótropo. Sin

embargo, para valores de a comprendidos en 0 ( a ( 0.5, la teoría PNME presenta un

error menor que el 0.5%, superando a la teoría de ondas de spiu. El valor máximo del

ertot se obtiene en a: 1, llegando al 4%. Esto último corresponde a las condiciones

miís exigentes para la teoría, pues junto al hecho de tenerse el menor spin (,9: 1/2)

y el menor número de vecinos, en una dimensión existen excitaciomes elementales no

lineales que Ia teoría PNME no considera. De este modo es natu¡al este máximo e¡ror

para o : 1. Cabe notar aquí que en el caso unidimensional de spiu 1/2, la trans-

formación de Wigner-Jordan expresa Ia solución para el estado funda¡rental obtenida

por la Teorla PNME como una función de estado que es producto antisimetrizado de

funciones de estado de una partícula. Adem¿ís puede mostrarse que en el límite Ising,

la solución PNME coincide con la función de estado que entregaría un tratamiento

Hartree-Fock, salvo por un factor de fase, entregando ambas los mismos elementos de

matriz. Al distanciarse del límite Ising, la solución uniümensional que entrega ei trata-

miento Ha¡tree-Fock supera con mucho a la solución PNME "desnuda" ( ver Apéndice

B). Esto no es así en el caso de que el spin o la dimeusióu varíen, pues en esos casos los

estados PNME son esencialmente colectivos.

En dimensión 2 y spin 1/2, el orden aotiferromagnético de largo alcance prevalece

eo todo el rango entre los límites Ising e isótropo. De la figura 1.2 puede observ-arse que

Ia teoría ajusta notablemente los valores numéricos [49] en todo el rango del inte¡¡¡aio

0 I a < 1, llegaodo el error sóio a un 0,5% en el caso más desfavorable, nuevamente

para o : 1.

t7



Como se desprende de los resultados anteriores, la teoría PNME es asintóticamente

exacta en el límite a -+ 0. Por 1o tanto es necesario determin¿r.r hasta qué orden en o la

teoría entrega resultados confiat¡les a, y, en lo posible, determinar numé¡icamente el error

cometido para un cierto valor de a en función del spin ,9 y el número de coordinación

z. Est a no es uua tarea fácil, pues, eo primer lugar, no existe en general una solución

analítica con qué comparar. Además, la exactitud de una teoía debe medirse en la

fidelidad con que reproduce la conducta del sistema fisico bajo estudio, y no sólo en

la exactitud con que ésta entrega un valor de algún elemento de matriz importante.

Sin embargo, puede inferirse que parte de la incapacidad de 1a teorla para reproducir

las características ffsicas del sistema magnético se deban ¿ que no incluye interacciones

directas entre vecinos miís a§ados que una constante de ¡ed 5. En este sentido entonces,

la teoría sería exacta sólo hasta 0(a2). Esta idea es respaldada por el hecho de que al

considerar la expansión en potencias de a de

E: (s?rls)

con 19) dado por (1.20), sólo los términos de orden infe¡io¡ a tres ( en potencias de a)

bastan para reproducir el valor de la energía del estado fundamental obtenida con la

teoría PNME dado por (1.17).

Para ilust¡ar esta situación, puede recurrirse a la inspección del valor esperado de la

energía, pues es un obsevable físico, pero no se cuenta con una expresión analítica exacta

con qué comparar. Así, convieue considera¡ otra expresión, que ya no es directamente

medible, pero que da una luz al respecto:

(1.21)

En el caso de que lg) fuera el estado fundameutal exacto, Ia variación de éste ]e debe

ser ortogonal, y por lo tanto el lado derecho de 1a expresión (1.21) se debería anular

4Pa¡a una t€oría perturba,tiva, uno podría esperar que a mayor orden en a se tuviera resultados

m¡méricamente más cercanos a la realidad, pero la teola PNME no es perturbativa.
6Se sabe que el a¡satz de Bethe considera las interacciones cntre vecinos alejados en el mismo pie que

las inte¡acciones entre vecinos cercaDos, Lo mismo hace la solución RYB postulada por Andenon [16].

r$fl- <'rffw»: (firrr) Htg) +(gt?i (#,r)

18



idénticamente. Luego, el valor de la diferencia entre ambas expresioues del lado izquierdo

daría cuenta del error presente en esta teoría. Así, si se define

(1.22)

y se expande esta expresión en función de a, a[ retener cl orden más bajo en a se obtendrá

una expresión que refleja ei er¡or ¡elativo cometido. Reemplazando las expansiones de

la tabla 1.2, se tiene:

-2032z3 * 16,9321 i2z*4S2l

A(o): H-#D

3 z (76 Saza - 32 Sszr i 245222 - 8 ^92 + 1)
A("): 

{ "'- o (")) (1.23)

confi¡mando el razonamiento anterior de que la teorí¿ es exacta hasta a2. Ademiís se

observa claramente que el error relativo disminuye eu la medida qu.e aumente el spin o

1a dimensión.
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Es(c)/JN

-- PrlmE

§t- 
Exacto* OÚrtudá Wn

Cadena Lineel

0.60.402
{á5 L

0.0

Figura 1.1: Energía del estado fundamental en función del parámetro de anisotropía

a, correspondiendo a:0 al límite Ising y a = 1al límite isótropo. La curla que

va por sobre las demás corresponde aI tratamiento usando teoría de ondas de spin; la

curva que va ¡ror debajo de todas corresponde a la solución exacta de Orbach [11], y

la curva restánte corresponde al tratamiento PNME mostrado en este capítulo
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Eg(a)/JN

Figura 1.2: Energía del estado fundamental en función del parárnetro de anisotropía

o, correspondiendo a = 0al límite Ising y a = 1 a.l límite isótropo. La curva que

va por sobre la.s dem¡ás corresponde a,l t¡atamiento usando tmría de ondas de spin; la

curva que lra por debajo de todas corresponde al resultado numérico de Barnes [49],

que usa el método Montecarlo. La curva restante corresponde al tratamiento PNME

mostrado etr este capítulo

Red Cuadrada
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Capítulo 2

Antiferromagneto de Heisenberg:

Estudio Variacional

Una vez que se ha establecido la base teóúca eu el capítulo anterior, se está en condi-

ciones de presentar el problema principal y su solución. En este capítulo se plantea^rá el

problema, y se le dará solución analítica y mrmérica. Posteriormente se presentará los

resultados y su discusión.

En el capftulo anterio¡ se mostró cómo la teoría PNME es capaz de entregar buenas

aproximaciones para sistemas magnéticos en casos donde existe un alto orden antiferro-

magnético, en particular en en caso del modelo de Heisenberg antiferromagnético con

alta anisotropfa ( o << 1 ). En general, cualquier interacción que destruya el o¡den

antiferromagnético, ya sea magnetizando el sistema - como podría hacerlo un campo

magoético externo-, o bien au¡nentando las fluctuacioues cuánticas, puede provocar

que la toría PNME no sea capaz de describir tal sistema. Así, se hace interesaute

conocer modos de generalización de PNME que permitau salvar los obstáculos antes

menciouados.

Existen diversos compuestos que pueden ser descritos por un modelo de Heisea-

berg anisS¡¡opo de spin,5, con un término de anisotropía uniaxial, entre los que se



encnentra el (CD3)aNMnCh [51] (TMMC), que es un compuesto antiferromagnético

cuasi-unidimensional, cuya red magnética presenta spin S : 5 /2 por sitio, y su conducta

magnética es descrita por el harniltoniano de Heisenberg anisótropo, debiéndose la aniso-

tropía a un término dipola.r de interacción entre próximos vecinos de una misma cadena,

de tamaño excepcionalmeate grande, a saber, sus valores típicos son JS2 : 42.5*1.5K,

y la ioteraccióo üpolar del orden de 1K, datos válidos a T - 5K ' Aderuís CsNiCl3 , es

otro material que forma cadenas clrasi unidimensiouales de spin 1, debiéndose la integral

de intercambio principalmente al mecanismo bautizado como supererchange (propuesto

por Kramers en 1934 [4fl), donde un átomo no magnético sirve de puente pa,ra la ilte-

r¿cción entre dos átomos magnéticos, en este caso la interacción es Ni2+ - C¿- - Ni2+,

con J.r 33K1, con r¡na interaccióo de superenchange err'tre cadenas vecilr.as, que forman

una red triangular, del orden de 0.018J. E1 campo cristalino da origen a un término de

anisotropfa uniaxial estimedo del orden de 10-1K 148].

En este trabajo, se cousidera el modelo de Heisenberg antiferromagnético para spin

S e intercambio anisótropo, con un término de auisotropía uniaxial, en presencia de

utr campo maguético externo longitudinal. Se probará una solución variacional al pro-

blema, que usa como función de prueba una versión de la expresión analÍtica para

el estado fundamental de la teoría PNME, generalizada para considerar el efecto del

campo magnético externo. Los cáiculos siguientes están hechos pa.ra dimensiones ar-

bitrarias ( espaciales o de spin ). En la siguiente sección se presenta el problema y

su solución variacional, el modo cómo fueron calculados los elementos de matriz como

serie de potencias en el pará,metro de anisotropía a' hasta el cua¡to orden, y por rlliimo

se mostrará cómo la solucióo vaxiacional permite una descripción clara de las distintas

fases fetro y antiferromagnéticas que ocurren para diferentes valores de la anisotropía y

el campo magnético, mostrando aquellos valores "críticos" de esos pará,nretros, para los

que ocrüren las transiciones de fase.

1Eo interesante compara,r este nalor ¿on el a.coplamiento entre los átomos de Cu en un plano de CuO2

de La2CüOa, mencionado en la página 3.
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2.L El Modelo

Se estudiará ahora un sisterna magnético que puede ser dividido en dos subredes, una

asociada a vectorer E y la otra a vectores (ñ+á-), donde á conecta vecinos más próximos,

uno en cada subred. Se someterá el sistema a la acción de un campo magnético uniforme

É : U¿. Así, se tiene el siguiente Ha,miltoniano

.17:.1ú *,t7xy *,17t _ pusrD [Ctñl + &(E + ó;)] ,
R

donde

1ü: tLs,(ñ.)s,(ñ+á-)
ñ.,í

es el término de Ising,

: ,22[s*18¡s-18 + ó-) + s+(É + á)s-(ñ)]

es el término XY, y

u n : D E ls:«e¡ + s',1É' + ai¡l
R

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

es el término de anisotropía uniaxial. En estas ecuaciones, §1-d¡ "r 
e1 spin en el sitio

ñ,, J ", el coeflciente de intercambio, el coeficiente D mide el grado de anisotropía

rrni¡¡¡l¿1, y I/ es un campo magnético externo r¡niforme aplicado en dirección z. Sc puede

observar que en el término de anisotropía uniaxi¿l pucde entregar mayor importancia a

configuraciones en donde el valor de S, por sitio sea máximo ( D < 0 ), disminulendo

las fluctuaciones asociadas al término'l7x¡.- o act:uat en contrario ( D > 0 ), aumentando

Ias fluctuaciones cuánticas de spin, y por lo tanto, colspirando contra la validez de la

aproximación PNME. Además es claro que la apiicación de una teoría PNME "desnuda"

falla si se aplica un campo magnético, pues se crearía una magnetización neta que

está más allá de sus capacidades, y ésto es porque las excitaciones de PNME, por

construcción, no pueden magnetizar el sistema en la dirección del campo. Así es que,

por ahora se considera¡á ia situación con carnpo magnético cero.



El procedimiento para resolver este modelo dentro de Ia teoría PNME es práctica-

mente idéntico al mostrado en el capítulo anterior, salvo por la inclusión del término de

anisotropía uniaxial. Al tomarlo en cuenta, los operadores cuasi-bosónicos se redefinen

como

con

(2.5)

(2.6)

Del mismo modo como se hizo en el capítulo anterior, al aproximar las relaciones de

conmutación por sus proyecciones sobre el estado de Néel, se obtiene que

ó¡G) : **I"'¿ñs (E +í)s 1ñ¡ + ga¡,u

zNrj aJSn:1" I 

-

" \2 ) (2zS-l)J-2(25-t)D'

[0,1Í1,6,,1ñ'¡] : o

[olñ1, or,'ri':l] : 6¡,86¡,¡

(2.7)

(2.8)

mientras que la parte 'lí"o puede erq)resarse en forma exacta mediante las excitaciones

ó,

(2.e)

(2.10)

ltxv : r.s (+)' 
;. 

(ol«ol + d;(o) - zqo¡,¡) ,

por lo cual su conmutado¡ coa los operadores /1 se obtiene en forma iomediata,

ln*, a'¡Ét): # (#)tr.,
El conmutador de las excitaciones con el resto del hamiltoniano, luego de algo de álgebra,

e8

[x, +x^, otth] : ({ils - 1u - 2(2s - L)D) (oNñl - qor) , (2.11)

de manera que, Ia relación de conmutación con el hamiltoniano total queda de la si-

guiente forma:

lu, Ot fÉll : (2zs - 1U - 2(2s - \)r1ót¡qÉ¡ = e6¡rqÉ¡ .

25
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Por lo tanto, la expresión para el Hamiltoniano diagonalizado en el subespacio de ^tdo¡ 
:

0es

H: e[ótr!)ó¡(É) + ao,
É,6-

donde -8, corresponde a la energía del estado fundamental. Recurriendo, como y¿ es

conocido, a la propiedad de las excitacioncs de tener como autoestado al estado de Néel,

órÉ)lr'l : Qh,lll¡t), (2.1,4)

se tiene que al promedia¡ en el estadc.¡ de Nér:l ambos larlos de 2.13 puede dospejarsc el

valor de la energía del estado fundamental:

(2.13)

(2.15)

Asimismo, el estado fundamental se obtiene en forma totalmente análoga a como se

obtuvo la expresión (1.19):

rg) : "*P [-r; (¿]tor - o;tor)]urr, (2.16)

el que, en términos de los operadores de spin, se expresa como:

I .,J ..-, - -'l
lg) : "*p lffi! (s 1ñ¡s (á + ó-) - s- (ñ + r¡s-1i+¡)l ¡'t4

(2.t7)

De Ia expresión del espectro de energías, el estado fundamental y su energía se

comprueba que, para el caso especial de spin S : l/2, la presencia del término de ani-

sotropía uniaxial sólo desplaza e[ espectro en un monto constante, oo teniendo ninguna

otra influencia sobre el sistema. Para ei caso general de spin ,S I 7f2., tn valor alto de

la anisotropÍa uniaxial D provoca que los spines de las dos subredes tiend¿n a poseer

z,: -f;t,s, (, " wr=#!¡as.¡o) - ,as,.
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proyecciones *S y -§ sobre e[ eje z, respectivamente [37]. Además, un valor positivo

de D ar¡menta ias fluctuaciones cuánticas en forma tal que, apa¡ece uu valor c¡ítico

^ (2Sz - l)J
"": nd§4

para el que todos los estados excitados poseen la misma energía, pudiéndose en prin-

cipio hablar de un estado desordenado en ose punto. Esto queda claro examinando la

expresión para la energía de las excitacic¡nes, dada en (2.12). Además, debe notarse que

para D ) D" , la presencia de una excitación bajo Ia energía del sistema, lo que indica

que se ha rebasado el ámbito de validez de la teoría PNME.

Cuando el campo magnético no es nulo el sistema puede magnetiza¡se. Como se

indicó anteriormente, esta circunstancia representa una dificultad en principio irsalvable

para la teoría PNME en su versión original. La solución a esta dificultad consiste en

restringirse al estudio del estado de menor energía y aprovechar el estado fundamental

obtenido para el caso de campo magnético nulo para construir una firnción de estado

variacional, empleando operadores adiciouales que tengan la capacidad de rota¡ 1os

spines de cada sitio para, si es necesario, magnetizar el sistema.

2.2 Estudio Variacional

Considérese un estado variacional

@ @ y er, a' )) : R"@1, e)ls (a' )), (2.18)

donde lg(o')) corresponde a la solución PNME para eI estado fundamental en ausencia

de c¡ñFo magnético, (Z.tZ); l,\,f es el estado de Néei (spines zp en la sub¡ed ñ y rlown

en la subred 
^É + a ¡, a' es un parámetro variacional que mide el grado de desorden a

partir del estado de Néel, y z es el número de próximos vecinos. Fiu¿lmente el operador

unitario
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(2.1e)

es simplemente una rotación en 01 (subred .ñ) y á2 (subred ñ+ 5'¡ 
"" 

to¡no al eje 9 (los

ángulos están medidos a pa.rtir del estado de Néel en dirección z.

En los cálculos sólo se consideran dos ángulos variacionales, cada uno asociado a

una dirección promedio de spin por subred. Esto impone un límite a las posibles es-

truct¡¡ras magnéticas que puede obtenerse, por ejemplo, uoa fase helicoidal con paso

arbitrario queda descartada. Sin embargo, se puede obtener fases antiferromaguéticas,

ferromagnéticas y "spin-flop"como mínimos del funcionai de energía. El paránetro va-

riacional a/ controla la magnitud del momento magnético de subred, de modo que, en

principio podría obtenerse uua fase paramagnética.

El funcional de energfa es

F (01,, 02, a' ) : (s(a')la[(0 r, 0z)1tRu(0 y e)s @' )l . (2.20)

Gracias al carácter unitario de los operadores E(á), 1a ecuación (2.20) puede inter-

pretarse como é1 valor de expectación dei operador tra¡sformado Rt'llR cot repecto al

estado l9(o')). Para efectua¡ la transfomación sólo basta sustituir los operadores de

spin en la ecuación (2.1) por los correspondientes operadores rotados:

h@,,0,) : fI *p li (a,s,t,a+a-l +0,s,(ñ))] ,

S? --+ S' cos 0 - .9' sin á

,Sv ------r §9

S' --+ §' sin 0 + §' cos I

(2.21)

(2.22)

(2.23)

en donde 0 : para la subred de spines Up, y 0 : á2 para la subred de spítes Down

Luego, se reemplaza la expresión resultante en lugar de R17lR, en la ecuación (2.20).

Recordando que §' : (S+ + ,9-) 12 y St : (S+ - S-) l\i), puede llegarse rápidanoente

a



F(0y,02,o') : +{ 1/¡ (cos01 cos02 * asiná1 siná2)+
N

f,u r, qrr,' ersin á2 t a cos á1 cos á2 * q\ - tÉ#(cos á1 - cos á2)

+D,luo«*' er + cos2 á2) + |tsfs + 1) - ;/¡)(sin' e, + 
'io2 

gr)) Ql4)

donde á : gtttE es el campo magnético longitudinal reducido. Los coeficientes

H, : (s@)ls'1ñ.+ í¡s'1ñ])¡s1a'7¡

¡¡,u : (e(a')lS'(.É+ ó')^t'(á) +

, sr(,{, i)sv(É)ls(o'))

u, : r(il.')ls"(-ñ)¡s(o'))
H ¡ : (e(a')l^s'(.ñ)s'(.É)ls(a'))

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

'"t¡"'¡
Jq(2a')
1

a

donde "I"(a) son las funciones de Bessel de orden entero. Pa¡a ümensiones arbitrarias d

y valores de spin arbitrarios S, los elementos de matriz no se conocen en forma analítica

cerrada. Es necesa¡io entoflces determinar expresiones que aproximen estos elementos

de matriz, lo que se ha¡á en la siguiente sección.

no dependen de los ángulos á;, sino sólo de a'. Los valores medios presentados en las

ecuaciones (2.25)-(2.27) son conocidos exacta¡nente sólo en una dimensión [31] y para

s :1/2 :

H, : -ilfi¡2o,1+üea'))
H*r:
M, --

Ht:

(2.2s)

(2.30)

(2.3i)

(2.32)
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2.3 C¡ilculo de los Elementos de Matriz

Los elementos de matriz para dimensión arbitraria d y spin general S, no se conocen

salvo en el caso sencillo de S :712 y d -- 1., en donde se hace uso de la trausformación

de Wigner-Jordan [21] para simplificar los cálculos. En situaciones con spin S * 712 va

no se puede aplicar la transformación mencionada, y en situaciooes con d' f 1, auoque

existen generalizaciones a la transformación de Wigner-Jordan [46], éstas introducen

interacciones colectivas en el término I-1,r, que imposibilitan un t¡atemiento analítico.

En esta sección se muestra cómo calcular los elementos de matriz eo térmioos de una

serie de potencias en el parámetro variacional o'.

Las cantidades a calcular son las expresiones (2.25,2.26, 2.27,2.28). Ellas tienen la

forma:

1l¡ = (,vlexp (-Oa) i."v (oÉ)m,
Ja'

(2.33)

(2.34)p:
2J(2zS-1)-4D(25-t)

Exceptuando el caso de (2.26), i es un operador hermitiano que conserva S, localmen,-

te, es decir, f conmrt. con cada uno de los operadores de spin locales S'(ñ). É cs el

operador que genera el estado fundamental a partir del estado de Néel en el formalismo

PNME:

B :» (s*18¡s-1É + ó-) - s+(/i + ¿ls-tdll) ,

ñ,í

y l,A0 es el estado de Néel.

Ai observar la identidad

e-s i ec : i +ti,ol+ fiuf,ot,ot + jtttf,ot,ot,ot +. . (2.35)
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resulta claro que si se necesita una expansión en serie hasta la n-ósima potencia de a,

entonces se debiera calcular el n-ésimo conmutador "¿uidadorr entre f and É, lo que

constituye una tarea de gran envergadura.

La línea de ataque al problema considera otro punto de vista inicial, que toma

ventája de las caracte¡ísticas de los operadores involucrados. Primero, el cálculo se

restringe a determinar una expresión polinomial de los elementos de matriz de cuarto

grado en a, debido a que este constituye el primer polinomio con más de un extremo, y

se está precisamente buscando una expresión para la energía de un sistema que admita

r¡n trata.miento variacional, es decir, que tenga mínimos en los parrímetros variacionales.

Puede mostrarse, tras algo de álgebra, que:

¡¡i órr ^\lJ,ull - u,

(ttf,É1,Él) : 2@'i - aiÉ»,

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.3e)

(ttt/,Él,Bt,Él) : o,

(tttti,81,É1,É1,Éll : -2(483 ¡B * sÉ'ziÉ2 - É^ ¡),

donde estos valores esperados han sido tomados sobre e1 estado de Néel. En general

cuando hay un número impar de conmutadores anidados, en el caso de un operador f
que conservs localmente el spin, el valor esperado de tal combinacióu es nu.lo, pues al

actuar sobre un estado como l,A[), que posee valores bien definidos de spin en cada sitio,

no es capaz de restaurar el estado original en ningún caso.

La deterrninación del efecto de j sobre el estado de Néel es casi inmmediata, pues

dado que f cournuta con los operadores de & en cada sitio de la red y el estado de

Née1 es un producto de autoestados de los S,(fl, el ¡esultado se reduce a multiplicar ei

estado de Néel por una constante. IJna vez hecho esto, el trabajo que resta es calcular

valores esperados de cantidades del tipo

@i4, (B'iB), @'¡B\, (B'1, y (Éo), (2.40)
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1o que implica calcuiar dos conmutadores:

ti,Bt, L¡,b1 (2.41)

Después de un trabajo algebraico bastante largo, pueden derivarse las expresiones

r¡. _ _q21,_a(zs,-l)rt') _128it11 t : ' " ¡,- z - 
4,.

' f ,s, - » (n,- i - ?qI) -. ¡s'.'Il .t' '\ z ) ))

^1, 
_ 1_Y -ry lzslz",_ srl _,i

H^ _ S2l'_¿z(2s-1)02_128(2s l)[fs'z'2z 5^92':] J4 lttA " ¡,- Z 4t

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

donde

f: » ¿(í"+ío+á-.+á;),
í",í6,i",id

es el número de lazos cerrados que pueden formarse con cuatro saltos entre sitios vecinos

de la red. Es claro que esta cantidad va a depender de la dimeusionalidad espacial del

sistema sobre el que se trabaja. Así se tiene que

{ a , a:t
Í:12+ , d,:2

[,, , ,:,
La aparición de cantidades de este tipo se debe aI hecho de que se están calculando

promedios que involucran productos de operadores É, que trasladan una unidad de §"

entre sitios vecinos. Como en este caso se trabaja con una expansión hasta cuarto orden,

apareció una suula sobre lazos que se componen de cu¿tro saltos entre sitios vecinos.

El caso del cálculo de cantidades que no co¡lservan localmente a,9, presenta carac-

teísticas diferentes que podríari convertirlo en un obstáculo casi insalvable, pero aquí



también las características de los operadores invoiucrados simplifican d¡amáticemente

el trabajo. Basta notar que

ts, (.É), .el : - I (s* (¿ + áJ s- (E) +,s+ (ñ)s- (ñ + ál)
6

(2.46)

Utilizando esta relación, se puede llegar fácilmente a calcular el valor esperado de la

parte H* del Hamiltoniaao, solamente con derivar el valor esperado de la magnetización,

que ya fue determinado:

2l(2sz -1) -2D(2s - r)l#(g("'ll.e,(ñ)ls(a')) :
z . \s(a')ls'(ñ. + áJs'(,á) + sl',(.ñ + álsv(ñ)lg(,')) (2.42)

Por 1o tanto, se tiene para I{,v la siguieute expresión:

7¡,o : -8s'p 
[1 

- {zsp,- Í.,- r}+] , (2.48)

donde B está dada por (2.34).

La estructura de los resultados merece algunos comentarios: la potencia z-ésima de

a' en la expansión en serie del operador exponencial de PNME lleva asociada la acción

de n. traspasos de u¡¿ unidad de spin-z ( ,9, ) sobre la red en que se trabaja. Como el

estado de Néel tiene bien definido el valor de ,S, en cada sitio, para que la proyección

sea oo nula, Ia unidad de spin que fue retirada de un sitio debe volve¡ a él al cabo de r¿

saltos, m:ís los saltos adicionales introducidos por el operador cuyo vaior de expectación

se está caiculando. Esto explica por qué están presentes sólo potencia.s pares de o' en

la expausión de términos que conservan,9, locaL:oente, y sólo potencias impares de a'

en la expansióu del término fl,r.
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2.4 Resultados

Nuestro problema está ahora reducido a minimizar el funcional de energía con respecto

¿ fos ángulos laniacionales 0;, y a'. Las ecuaciones de ext¡emos son:

l-4(A + C cos2{) siu r¡ * P sin {l cos r/ : 0,

[-4(B + C cos2q)sin{ + Psin4] cos { : g,

a_ ,F(01,02,a') : g,
da

donde se ha definido las cantidades

e: ffo-a)lrt_f,u."\
a : !o+a)lH.+1rr*rl4' " 2

c : 2Lu,-sts+ll
,::;;

y las nuevas variables 17 y { como

n :f,le, + e,1

t:f,te,- e¡

(i)f'o" : 0

Icos{: s

(2.49)

(2.50)

(2.5r)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

El primer par de ecuaciones de minimización posee el siguiente conjunto de solucio-

nes:

(2.58)

Esta solución representa dos posibles configuraciones:

a) Las magnetizaciones de subred apuBtan a 1o largo de l¿ misma dirección, en contra

del campo magnético, 1o que representa claramente un máximo de energra. En efecto,

los ángulos de rotación son 91 = r, 0r: g.
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b) Las dos magnetizaciones de subred apuntan a lo largo de [a direccióu del campo,

y se está en presencia de un estado ferromagnético. Los ángulos de rotación son l9l : 0,

0r:r.

1f

I (2.5e)p6gSHM,
Jz(L + a) (t/2H"y I Ht) - D (3EA- .9(S + 1))

Esta solución representa una confi.guración de spin-flop, cn la cual 1as magnetizaciones

de subred apuntan a lo largo de di¡ecciones simétricas con rcspecto al e.je z. Aquí los

ángulos de rotación están dados por

Jz(1+ d) (1l2H"v n ut) - D (3H1- ,9(S + 1))

(2.60)

(2.61)

Para campos magnéticos pequeños, las dos subredes están orientad¿s antiferromagnéticamente

en la dirección z.

,", 
{ ",,1 I

-/0, : ) + a¡csin f

-/e" : - -a.rcsin I
I

psSEM,
Jz(r + a) (rl2g-y * nr) - D (\HA - S(S + 1

PsS H tvl,
»)

»)

["ioa :
(iii) <

[ {:

U¡tlS H X,I,

Jz(7 - a) (-rl2H,y * ut) - D (\HA - S(S + 1))
1f
:
2

ptgSHM,
J z(t - a) (-7l2H"y * ur) - D (3HA - ^9(s + 1))

p.grSEM,
Jz(1- a) (-712H", n ur) - D (3H1-,5(5 + 1))

(2.62)

En esta solución, las magnetizaciones de subred apuntan a lo largo de ia misma dirección,

siendo los ángulos de rotació¡

r/et : 
i+arcsin(.

(2.63)

),t'u'r
g. : -n + 

".".io 
I'2\
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representando un máximo de energía. Para carnpos magnéticos pequeños las magneti-

zaciones de subred están orientadas ferromagnéticamente a lo largo del eje r.

(2.65)

donde los coeficientes {A,B,C,P} fueron definidos en (2.52, 2.53, 2.54., 2.5b). Esta

solución adicional apa¡ece sujeta a la existencia del término de anisotropía uniaxial D,
y no representa ur. caso de interés físico, pues siempre es superada energéticamente por

las otras soluciones.

Por último,

(,) €:,¡:o (2.66)

En este caso, las subredes perrnanecen orieutadas antiferromaguética¡nente a lo largo del

eje z y la energía toma un valor mínimo. En este caso, la energía del estado fundamental,

las magnetizaciones de subred y funciones de correlación son las mismas que en el caso

donde no hay campo magnético y la susceptibilidad es cero.

La ecuación de minimización para o' tiene solución analftica cerrada sólo para el

caso especial de d: 1, S :1/2. Para spin generai S y dimensión d, a consecuencia de

la ar¡sencia de expresiones cerradas para los elementos de matriz, y que éstos se conocen

como polinomios hasta de cuarto orden en a', es necesario resolver ntrmérica,mente la

ecuación poiinomial resultante. También se espera que, a medida que a vaya de cero a

uno, la expansión en serie sea cada vez meoos exacta.

Se resolvierou numéricamente las ecuaciones de mínimo (2.51) para diferentes va-

lores del campo magnético reducido á, y spin §. Ta¡nbién se des¿rrollaron soluciones

numéricas para spin S: I y S:3/2 en cadenas de12y 10 spines respecti mente,

usando el Método de Lanczós modiÉcado [52, 53]. En el Apéndice C se explica este

algoritmo de solución nuuérica y su árobito de aplicabilidad a diversos problemas físicos,

.i-

l _,_ _ .ln1r + c) + p{#
li,,)Jsln4 

: \--ac-' 'l lT+c
Isin€ 

: -,,1 , *""r",
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2.4.L Análisis de fases sin anisotropía uniaxial

Las figuras 2.7 y 2.2 muestran curvas de energía en una dimensión, asociadas con dife-

rentes valores de la anisotropía a para spin 1 y 312 (Para una cadena de spin .9 : 1/2

puede verse la Ref [39] ). El acuerdo es excelente especialmente cerca del límite Ising.

La figura 2.3 muestra la magnetización en función del campo magnético, para dos

valores del parámetro de anisotropía a, para una cadena con spin ,S : 1. El cálculo

variacional está dado por las líneas contiD,uas, y Ia simulación numérica está dada por

los círculos negros. El cálculo computacional consideró una cadena dc 12 sitios, lo
que explica el aspecto escalouado de los resultados numéricos. Aparte de este aspecto

técnico, ambos tratamientos muestran una concordancia muy buena.

El carácter de las diversas fases por las que atraviesa el modelo a temperatura ? : 0,

¿ medida que varía la intensidad del campo magnético, puede ser visualizado a partir
de los valores que toman le5 ángulos va¡iacionales á1 y á2. Estos son los ángulos medios

en que los slines de cada subred se desvlan del estado de Néel en di-rección z. Así, por

ejemplo, fu - 02 : 0 y 0, - d2 : ?r corresponden a configuraciones antiferromagnética y

ferromagnética, respectivamente.

La 6gura 2.4 muestra 01 y 02 et función de la intensidad dc ca.rrpo magnótico, para

S :3/2 en una cadena lineal (Para el caso de uua cadena lineal de spin 5 : 1/2,, vea

Ref. [39] ). La conducta del sistema para anisotropfas cercaruñ al límite Ising (a: 0.5)

e isótropo (a : f.0), exhiben inte¡esautes diferencias. Por ejemplo, en el caso S :3/2,
a : 0.5 , el sistema tiene tres fases y dos transiciones. Para campos paralelos bajos,

los spines perrnaneceo en una couf.guración antiferromagnética orientada a lo largo del

eje z. Cuando el catn,fo roagnético crece hasta cerca del va\or h,: 2.6, los spiues

saltan abruptamente a uo.a nueva conflguración, que pueda ser interpretada como un

alineamiento antiferromagnético de las compooentes de spin en el plano r - y, junto a

un ordenamiento ferromagnético de las componentes z. La magtetización en dirección

z crece con á, y el sistema permatrece en este régimen hasta que el campo magoético

reducido alcanza el punto h, : 4.5, donde la componente antiferromagnética z - y des-
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aparece, y el sisteúa pasa a utra fase ferromagnética, orientada en di¡ección z. Mientras

que la primera t¡ansición de fase mencionada es abrupta, la segunda es continua. Para

a: 1.0, esto es, para un sistema isótropo, la conducta es muy distinta. De acuerdo con

resultados previos [40], cuando á, :0 el sistema posee una fase antifemomagnética en

el plano x] - y. A medida que h, crece, el campo genera una magoetización en el eje

z. Cerca de hr:6.0, el sistema entra en una nueva fase, en la cual los spines fluctúan

alrededor de un orden ferromagnético perfecto.

En el caso un sistema bidimensional isótropo con campo magnético nrtlo y S : lf 2,

un trata¡rriento Montecarlo hecho por Barnes et al.[49] entrega, para la energía el valor

-0.669, que concuerda con el valo¡ obtenido en el presente trabajo (-0.667) con una

diferencia del 0.3%. Para los casos bidimensional y triümensional, los resultados del

prese[te trabajo son esencialmente nuevos, y, pa¡a campo magnético no nulo, no se

posee a la fecha algún resultado previo conñable para establecer alguna comparacióa.

Ia figura 2,5 muestra la energía para el caso S : ll2, d:2, para a: 0.5 y para el

caso isótropo a: 1.0. La frgura 2.6 muestr¿ la magnetización el Ia dirección del ca,mpo

magnético en el mismo caso.

La figura 2.7 muestra 1a energía para el caso 
^9 - l, d :2, para dos valores represen-

tativos de a, La figura 2.8 muestra la magnetización en dirección del campo magnético

en el mismo caso. El valor de la energía par¿r carnpo magnético cero y o : 1 estimado

por uo tratamiento de Grupo de Reno¡malización en Espacio nÉel (RSRG) hecho por

Mattis eú aI. [20] es de -1.907, y el presente trabajo amoja el resltado de -2.32, más bajo

que el anteriorrnente mecionado. Aunque el tr¿tamieuto de esta Tesis es variacional, y
que por tanto siempre debiera esperarse cotas superiores a la energía del estado funda-

mental, la truncación de la ex¡ransión en serie pa.ra los elementos de matriz introduce

un er?or adicional que crece con 0.
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2.4.2 Análisis de fases con anisotropía uniaxial

Anteriormente de supuso que la introducción de un término de anisotropía uniaxial

D < 0 disminuiría la presencia de fluctuaciones cuánticas presentes en el sistema. Esta

idea ha sído corroborada por 1os resultados obtenidos. Para ilustrar este hecho, en las

figuras 2.9(a) y 2.9(b) se muestran mapas de fase asociados a cadeuas de spines,S:1
y S : 3/2 respectivamente.

Pa.ra pequeños valores de D, pueden observaxse tres fases y dos transiciones, a medida

que el campo magnético crece. La primera transición es discontinua, con uná aparición

brusca de magnetización en el sistema, la cual crece hasta llegar continua.m.ente a un

estado con los spines totalmente alineados en la dirección del campo magnético. Como

se puede apreciar, a medida que D se hace más negativo, [a fase intermedia de spin-flop

va perdiendo importancia hasta llegar a un punto en el que coexisten las tres fases,

pasado el cual dicha fase desaparece, y a medida que varía H hay sóio una transición

preseote, qúe es un paso brusco desde un estado en el que los spines oscilan en torno

al estado de Néel, hacia un estado totalmente magnetizado por el campo exteruo, en el

que están ausentes las fluctuaciones cuánticas. Este hecho se ve apoyado por el buen

acuerdo que hay eutre las gráfrcas de energía provenientes del cálculo variacional v de la

simulación mrmérica basada en e[ algoritmo de Lanczós, como se muestra en las figuras

2.10 y 2.11.

Hay algunas cosas interesantes que comentar respecto a los diagramas de fase (2.9).

El punto de transición entre la fase spin-flop y la fase ferromagnética es continuo en los

valores de los diferentes parámetros variacionales, Io que permite despejar uo¿ relación

etrrl.l:e H y D pare esta interfase:

Erransición:+r*D e+!
A diferencia de la anterior, la transición entre la fase 'rNéel" y la fase magnetizada

'rFerro", es brusca. Si no hubiera fluctuaciones cuánticas, es fácil mostrar que la relación
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eatre ¡1 y D Dara tal transición 'rclásicarr se¡ía

f 
',clásico,' 

: JSz ,

que es indepeudiente2 de D, pero de los ¡esultados (ver la Figura (2.9) que muestra los

mapas de fase ) se desprende que para magnctizar cl sistema es necesario un campo

magnético algo mayor. Este efecto de las fluctu¿ciones cuántic¿s va desapareciendo a

medida que D se hace más y más negativo.

2.5 Conclusiones

El principal objetivo de este trabajo fue desarrollar un método que constituye una

valiosa herramienta en el estudio de las propiedades del estado fundarnental de1 modelo

de Heisenberg antiferromagnétíco con campo magnético en una o más dimensiones, para

un valor cualquiera de spin. AdemÁs de su precisión y sencillez matemática, el método

tiene la veotaja de entregar valores de energía numéricamente competitivos con aquellos

obtenidos mediante otros trata,mientos aproximados presentes en la literatr¡¡a científica

existente, mostrando las diferentes fases que presenta el sistema a 7 : 0 y aquellos

valores de los parrímetros del sistema ( anisotropías, cempo externo ) para los que van

ocu¡riendo las transiciones de una fase a otra, todo esto con una única función de prueba,

e¡(presada mediante una compacta expresión matemática. Lc¡s resultados obtenidos

han sido comparados con aquellos presentes en la literatura existente, y en ausencia de

resultados m¡néricos previos, se desarrolló soluciones uuméricas originales, mostrando

gran concordancia. Lo auterior llevó al desar¡olló de programas computacionales para

¡esolver el hamiltoniano de Heisenberg anisótropo en una dimensión en presencia de

campo magnético y anisotropía uniaxial, para los casos de spin 
^S 

: t y S :312.

2Basta hare¡ o' = 0 en todas las ecuaciones, y compaxer las energía.s del estado de Néel y el cstado

totalmente magnetizado en dirección del campo magnético e\terno
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Energía Yrs Campo Magnétlc,
ú-4, cadena t¡neal

Figura 2.1: Curvas de energía en una dimensión, asociadas con valores de la

auisotropía o :0.1, 0,5, y 1.0 pa,ra spin S = 1.
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Energía v/s Campo Magnétlco
H, cadena l¡neat

Figwa 2.2: Curlas de energía en ula dimensión, asociadas con ¡r¿lores de la

anisotropía o :0.1, 0.5, 1.0 para spin ,9: 3/2, La línea solida representa ¡esultados

del método raniacional, y los puntos representan resultados de la simulación numérica

Lanczos,
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<Sz>

Figura 2.3: Curra.g de magnetización en una dimensión, asociada"s con \alores de la

anisotropía a : 0.5, 1.0 para spin S : 1, Los circulos sólidos representan la sir¡rrlación

numérica con una cadena de 12 sitios. El mótodo rariac.ional está dado por la línea

sólida.



456
P9H'

Figura 2.4: Angulos variacionales á1 y á2 en función de la intensidad de campo

magnético para S : 3f2 en :una cadena lineal, para dos valores representativos de la

anisotropía o.
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Figura 2.5: ilnergía por enlace en función de la intensidad de campo magnético, para

el caso S - 112, d:2 , para a : 0.5, 1.0.
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0 t0 0

POH.

Figura 2.6: Magnetización en la di¡ección del eje z en función de la intensidad de

campo magnético para el ca.so S : 1/2, d = 2, para a: 0.5, 1.0.

'I 00

d-0-5 o=1 .0

46



4

-3

-4

ü-5

{

-7

.E

O I 2 g ,l 5 6 7 I I 10

U{ H'

Figura 2.7: Energía por enlace en función de la intensidad de campo magnético, para

el caso .9 : I, d: 2 , pata a - 0.5, 1.0.



Figura 2.8: Magnetización en la dirección del eje z en función de la inte¡sidad de

campo magnético pa.ra el caso ,9 : 7, d, - 2, para a : 0.5, 1.0.

48

10 0

P9H'



(a) S=1, c{.5

FgH.

(tr) S=+i/2, cr,,=O.s
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Figura 2.9: Mapa.s de la.s fases por las que pasa una cadena de spines S : 1 (a) y

S : 312 (lr), para o : 0.5, y a medida que aumenta el campo magnético longitudinal.

Se obser¡¡¿ la presencia de tres fa.se.s. La t¡ansición entre la fa"se rrNéel"y las otra'.J fa.ses

es discontinuá, no así la tra¡rsición entro la fa,ee 'lspin-floprry la fase rrfer¡or'.
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Energía vls Campo Magnético
D-- -1, S= 1, cacrena l¡neal
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Figura 2,10: Cu¡vae de energía versus intensidad de campo magnético longitudinal,

para una cadena lineal de spiaes, asociadas con valores de la anisotropía a:0.1, 0.5,

1.0 para spín S:'l y D:-'1.
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Energía v/s Campo Magnético
É-1, * 3A cedena fineat
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Figura 2.11: Curvas de energía versus intensidad de campo magnético para una

cadena lineal de spines, a"sociada.s con valores de la ani,sotropía cr : 0.1, 0.5, 1.0 para

spín.9 = 3/2y D:-L.
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Apéndice A

Valores Esperados

Este apéndice tiene por finalidad mostrax un ca.mino para calcular valores medios de

cantidades ñsicas de interés, para el caso de un hamiltoniano de spin § - 112, y ü-
mensión d:1, dentro del formalismo de PNME. Para realizar esta tarea, conviene

transformar los operadores de spin a operadores fermiónicos utilizando la transformacióq

de Wigner-Jordan:

c¡ : erp{ierEs*s;}^9¡ (A.1)
m<l

El cáiculo se puede llev¿r a cabo en el espacio de la red directa, pero es bastante

más breve en la red recíproca, en donde Ia frrnción de estado fundamental lg) está dada

po¡

ls) : u¿lÚ (A.2)

donde 11¿ es el operador de las excitaciones de PNME (1.20), cuya e:cpresióu en términos

de operadores de fermión en la representación de momentuú. adquiere una forma muy

sencilla y fácil de tratar:

u^, -- .*{T{trQ*- 
"l-u)}

(A.3)
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donde /c pertenece a la primera zona de Brillouin de la red recíproca,

y por úItimo,

E:Í k*zr' , ñ<o

[¿-" , a>o
En las expresiones utilizadas en este a¡Éndice, la variable g recorre toda la red

recíproca, mientras que la variable /c toma valores sólo dentro de Ia primera zona de Bri-

llouín. Las relaciones de transformación de las variabies fe¡miónicas en la representación

de momentum sotr muy simples:

lL.d,4, : ca cos(o'cos q) - c¡ sin(a' cos q) (A.8)

Puede comprobarse que el estado de Néel (A.6) difie¡e de la expresión usual (1.4) en

un factor de fase constante, irrelevante ai momento de calcular promedios. La expresión

para la transformación de los operadores fermiónicos cl es muy simple:

En la red recíproca, las cantidades que se van a calcular son

.l : +\-ery¡c!
' /^r t¿ .l

v lY ,i

'l ¡, : 2cosk

lno : 
ry 

@#r,

\slsíls) : lsl(ctrct - 'rr^,
,1. 1

klsi,si-,,|s) : (cl("iq - |)("',,,,.,.,, - )le) .

(elSÍSi*,,|c) : Ifrt,lf. fI ,,(2"!*^"t**- 
1)]",*,lg),

klsílc) : fi lr" 
ax."s(2acosk) :|aP"¡,

Después de un breve trabajo, las expresiones para estas cantidades son sumas en

la red recrproca, fácilmente identificables en térmiuos de funciones de Bessel de orden

entero:

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A.7)

(A.e)

(A.10)

(A.11)

ot

(A.12)



btsísi,,ts)

bls{s;,ls)

(els¡s,*rle)

(A.i3)

(A.14)

(A.15)
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Apéndice B

Tratamient o lflartree-Fock

Este apéndice tiene por finalidad mostrar un tratamiento Hartree,Fock del antife¡ro-

magneto de Heisenberg, comparando los valo¡es medios de cantidades ffsicas relelantes

con los resultados de la teoría PNME en para cadenas lineales de spin ^9: 712. Paru

realizar esta tarea, conviene transformar los operadores de spin a operadores fermiónicos

utilizando la transformación de Wigner-Jordan:

c¡ : exp{izrl^9;s;}sa
rn<l

En esta representación, el Ha,miltoniano de Heisenberg está dado por

(B.i)

'11 -- '.|lt-t1lxv,

1ú : ltllclc1- 112)@!*rctq - tl2)),,
¡

1lxv : |» ,l l+.,-, , * cf*,c¡l

(8.2)

(B.3)

(8.4)

Como se indicó cn el Apéndice A, La función de estado fund¿r.rnental propuesta por

la teoría PNME, puede ser expresada mediante los operadores fermiónicos en el espacio

recíproco:
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ld : u"l"^r)

u. : exp{fo cos & (clcr -.1+)}
&

donde fr perteuece a la primera zona de Brillouin de la red recíproca,

.i : l5-"'u'"i' ,/NT e

/-l -.hlnn : {I\Ttutoi

- { x+zr ft<ok: ¿

[*-" , a>o

con

(B 5)

(B 6)

(B.7)

(8.8)

(B.e)

En las expresiones utilizadas en este apéndice, la variable q recorre toda le red

recíproca, mientras que la variable ¡fc toma valores slo dentro de Ia primera zona de

Brillouin. Lo anterior indica que el estado fundamental propuesto por el formalismo

PNME puede expresarse como un producto de funciones de onda'rde una pa"rtícular',

ls) : II ("os r/¡"1 + si",4,r"|) l0) (8.10)

(8.11)

con

,bfNM" : -acosk - rf 4.

Es lógico preguntarse si este estado es el que produce la menor energía, o si existe

otro que optimice esta cantidad. Para averiguarlo, se dcja a ry'¡ indefinida, se calcula

una erpresión analítica para el valor de ex¡rectación del Hamiltoniaoo en términos del

campo ry'¡, y se busca el mínimo de la energía. Eu términos de ry'¡, el funcional de euergía
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está dado por

Fwt : - (*p,*,r-¡'
/'t -,z,.rn)'+3rcosÁ"os2,ro- (;Tcos*co, ) t\ _;

Minimizando este funcional ¡cspecto al campo {-,, se obtiene el siguicnte coniunto de

tao.2t!o :

A:
cos q

fiE¡sin2rh

(8.12)

(8.17)

aproximar

ecuaciones:

- (* ; ""'*-) "o'zo,* { (} » -'*.o"z*r)
Resolviendo, la solución debe satisfacer:

Una vez resuelta esta ecuación, el campo ry' queda

el estado fundamental del sistema y su energía. Así,

sitio es, en términos de A,

(B.13)

(B.14)

(B.15)

para la

(8.16)

completamente defioido, y con é1,

la cxpresióu para la cnergía por

- o/z) .o" e sio 2úq : 0

-al2 + $ Xr cos A cos 2tl.,*

esto es,en el llmite N -----+ oo, debe satisfacerse la siguiente ecuación integral

cantidad A:
, ¡¡12a:a I' dk
t¡ Jo

sin2 k

r/A2 + cos2 A

_FrAr : -(L f,'---4tA-)'¡ rsr - \" Jo ,/*pTTñ )
/l ¡"tz dlc cosz ls \2 a r"lz cos2 kd.k

_t _ I I _ _ I

\zrJo {*?:F+W) ¡ lo J;ñEñ
Si en la ecuación (8.16) se considera rr << 1, el lado derecho se puede

suponiendo A )) l, obteniéndose que

o* *,



d Lancais N:20 Bethe ansatz PNME Ha¡t¡ee-Fock

0.5

1.0

1.5

-0.309080

-0.445218

-0.597435

-0.30861103

-0.4431477

-0.5946902

-0.3048s651

-0.38470501

-0.29994722

-0.306173

-0.432289

-0.582130

Tabla B.1: Energías para algunos valores de anisotropía a .

con lo que el campo ry' es aproximado por

cot 2tl.:¡ x 2ctcos k,

esto es,

r! x -tr l4 - a cos &,

que es el valor correspondiente al formalismo PNME. La solución para ry' es

. 1 /cos fr\
tb* : -r /4 - ¡ arctan 

l- -j - (B.18)

Para mostrar la precisión numérica de esta aproximación al problema, algunos va-

lores de energla se indican en la tabla B.1
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Apéndice C

Método Numérico

Este a¡Éndice tiene por finalidad entregar los elementos teóricos necesarios para que el

lector interesado pueda implementar el algoritmo de Lanczós en la búsqueda de propie-

dades de estados fundamentales de sistemas cuiínticos, particularmente redes magnéticas

de pocos sitios.

Como en la presente Tesis se trabaja con valores de spin por sitio arbitrarios, y la
literatu¡a existente no cuenta, salvo en contados casos, con ¡esultados confiables para

spín l, 3/2., etc..., se desar¡olló programas computacionales que utilizan el método de

Lanczós modifrcado para su aplicación a modelos de Heisenberg en ¿l: 1 con valores

de spin L/2,1,3/2, obteniéndose resultados que permitieron contrastar los resultados

variacionales, hallándose ambos en excelente acuerdo.

La utilidad de este algoritmo radica en que a través de su utilización puede obtenerse

resultados confiables para la energía y función de estado del Estado firndamental y

algunas excitacioues en sistemas de pocos cuerpos (small chtsters).
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C.1 Método de Lanczós Modificado

El "Método de Lanczós Modificado" es un algoritmo vari¿cional ite¡ativo diseñ¿do co¡
la finalidad de obteuer soluciones exactas para los autoestados de u¡ hamiltoniano

cuántico. Inicialmente desarroilado por E. Dagotto y A. Moreo 152, 53] para el estudio

de sistemas en Teoría de Campos, pronto se vió su utilidad computacional en el estudio

de sistemas de pocos cucrpos en Física de Sólidos. Basado en el Método de Lanczós

estándar, este procedimiento permite, a través de un proceso iterativo, obtener una muy

buena aproximación a Ia funcióu de ouda ¡eal asociarla al est¿rdo fundamental o a un

estado excitado de un ha¡niltoniano. Esto permite calcular tanto I¿¡ energía asociada al

estado como también los valores espcrados de cualquier cautidad física de interés.

El algoritmo del Método de Lanczós Modificado puede describirse fácilmente: con-

side¡e un estado de prueba d normalizado, con una proyección no nula sobre el estado

fundamental O¡ del Hamiltoniano. Si al aplicar e1 operador Hamiltoniano sobre ry' se

obtiene un estado linealmente dependiente con el anterior (salvo uua tolerancia definida

de antemano), entonces el proceso termina, pues se trata de un autoestado, qrre es lo

que se buscaba. Si en cambio, se obtiene un estado linealmente independiente de ry',

cntonces se conside¡a un nuevo estado que sca combinaciót de t! y el estado reción

obtenido, y se brrsca la combin¿ción que optimice el valor esperado de Ia energía. Esta

combinación óptima es un [uevo estado ry', con el que se repite el proceso. En este paso,

el proceso puede terminar si la energía optimizada difiere de la energía calculada con el

estado r/ en una cantidad menor que cierta toleraucia fijada dc ¿rutemano. El proceso

ta¡nbién puede finalizar si la iucertidumbre el el valor de Ia energía se hace suficiente-

mente pequeña, digamos, menor que aguna toleraucia prefijada. Debe notarse clrre si

el estado inicial no tiene proyección sobre el estado fund¿¡.mental de1 hamiltoniano, el

proceso convergerá a un est¿do excitado. La elección del estado inicial además afect¿rá

la ca¡rtidad de tiempo necesaria para la convergencia de.l proceso.

Ahora sc describirá el proceso Lanczós cn m¡ís detalle: A partir del est¿rdo inicial tlr¡,
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se construye uno ortonormal a é1,, th, aplicando el Hamiltoniano de interés ?l sobre ,ry'¡:

,l¡: (c.1)

donde (11") : \r/rolTl"lr/o) . En una tepresentación de 2 x 2 , el Harniltoniano es fácilmeute

diagonalizable. El valor para la energía optimizada es el colrespondiente al menor

autovalor de esta representación:

é: (17) +ba

y la nueva función de onda generada está dada por:

(c.2)

, 'Úo * a{tt
\,/t+a"

(c.3)

donde

b: {11') - \11)' (c.4)

(c.5)

v

a: f - 'l¡'., (c.6)

Estas e:q>resiones son una mejor aproimación para la energía -E¿ y el autoestado Oe

que (71) y r/6.

El proceso de iteración consiste en reemplazar la función de prueba inicial ry'6 por

fs y repetir el proceso de (C.1) a (C.6). En cada iteración es suficiente conservar tres

vectores, 4.t0,'174t0 y 7l2t!¡ expandidos en alguna base completa conocida del espacio de

Hilbert asociado al Hamiltoniano. La velocidad de acceso a cada una de las componentes

de estos vectores se puede optimizar utilizando u¡a técnica lla¡nada de hash,ing 15311 ,

un algoritmo muy efectivo para propósitos de búsqueda y almacenaniento.

lcuya traducción al español no e6 muy iluminadora: picadülo, división e¡ trozos pequeños. Qúzáa to

hash out; resolue¡ sea mejor.

0r3) - 3<11)(11') +z¡x¡3
2{«r\-@
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C.2 Técnica d.e hash,ing

A medida que crece la cantidad de información que es necesario aknacenar en la memoria

de un computador para especificar el estado cuántico de un sistema , el tiempo tomado

por la ejecución de un algoritmo de búsqueda de autoestados puede crecer en forma

geométrica con el tamaúo del "cluster" a considerar. Baste pensar que, si por ejcmplo

se trabaja en una cadena de spines con un espacio S per sitio, entonces al duplicar el

número de sitios de Ia cadena, la cantidad de estados localizados accesibles al sistema

se eleva al cuafuado.

La dicusión siguiente está basada en la descripción de la técnica de hashing dada en

Physical Reaiew B 34, página 1681 de1 año 1986.

Para explicar el funcionamiento del método de hashing, considérese un hamiltoniano

de Heisenberg de spin L/2, an condiciones de frontera periódicas, sob¡e una cadena

finita.Como. las condiciones de frontera son periódicas, se puede trabajar con estados

que presentan invariancia t¡aslacional. Por ejemplo, un estado de este tipo con cuat¡o

sitios es

ld) : fittrroo) 
+ 10i10) + 10011) + 11001)), (c.7)

donde el estado localizado 11100) representa S¡Si l IIII), ordenan<lo los sitios de iz-

quierda a derecha. un estado genérico l/) se puede almacena¡ del modo siguiente: cada

estado localizado puede almacenarse como una palabra de máquina en la memoria del

computador,con un bit a 1 donde hay un spin J y un bit a 0 donde hay un spin J. Así,

un estado localizado puede ser almacenado como un número entero, con los bits que

lo componen describiendo el est¿do de cada sitio de la red finita. Para ahorrar espa-

cio, de acuerdo a una convención arbitraria, pero fija, se elige sólo uno de los estados

locaüzados componentes del estado genérico lqi) como srt representatioo, y sólo éste es

guardado en memoria. En caso de necesidad, a partir es éste represeutativo se puede

generar todo el resto aplicando el grupo de simetría de traslacióo. Los operadores del

grupo actuando sobre un estado localizado son en la práctíca, operaciones de bits. En el
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trabajo con este ejemplo, se simplificará la discusión trabajardo só1o con estados dentro

de la representacíón de momentum cero, pero 1a generalización a otros subespacios es

muy rápida y útil para busca¡ estados excitados. Además, en presencia de otros grupos

de simet¡ía del ha¡niltoniano, pemite trabajar en cualquiera de los subespacios asociados

al grupo en cuestión, del mismo modo a como se está haciendo con ias traslaciones en

este ejemplo.

Supóngase que se desea aplicar el operador Hamiltoniauo sobre un estado tho. Sea ?70

la parte del hamiltoniano que cooserv¿ localmente la componeate z de1 spin. Sea l/ :
H-Ho . El estado está dado en general por una combinación lineal de representativos,

--que se denotarán por lm) , cada un de los cuales es autoestado de'll¡-:

1k:»c,,1ñ). (c.8)

Cuando el potencial V actúa sobre lz), se generarán otros representativos. Considérese

uno de ellos, digamos lrfl. Éste podría haber aparecido antes, de modo que se 1o debe

btucar en el lugar de aimacenaje de representativos (que se describe más abajo). Só1o

si lm) no ha aparecido anteriormente se 1o guarda en un iugar desocupado. Estas dos

operaciones deben implementarse en forma muy eficiente pa.ra ahorra,r tiempo y espacio.

Un método para almacenar los represeotativos podría ser e1 tener dos vectores de

largo M. En uno de ellos, lla.¡nado /(i) (1 < i < M), se colocan 1os enteros { K }
que deaotan a los representativos. En el otro vectot, llamado C(i) se almacenan los

coeñcientes correspondientes. Cua¡rdo se gener¿ un representativo, se debe buscar si

está o no en Ia tabla f(i), partiendo por 2' : 1. Si ei estado está p¡esente, se altera eI

coe6ciente asociado, y si el estado es nuevo, entonces se lo ubica en el primer espacio

vacío y se altera el coeficiente asociado. E1 problema que presenta este procedimiento es

que se trabaja usualmente con un nrime¡o bastante grande de estados, y el número de

comparaciones necesarias para ubicar un representativo orece linealmente con M; por

ejemplo, el número total de representativos es 6166 para una cadena de 12 sitios y spin

l per sitio ( Sí"a:O ), y de 12486 para una cadeua de 10 sitios y spin' 312. De aquí
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nace Ia nccesidad dc utilizar un método diferente.

La idea principal de la técnica de hashing consiste en (true es posible construir rura

funcíón i : h(K) (función ile hash), que asigne ulra correspondenci¿ entre los repre-

seotativos {K} y una uticación i en los vectores I(l) y C(1,). Si la correspondencia es

uno-a-ur.o) e1 problema de ubicación de representativos está resuelto pues cuando se

genera un estado de representativo lIl) por aplicación de 7 sobre otro, sóio se necesita

evaluar á(I() para saber si éste ha sido generado anteriormente o no, y dónde se encuen-

tra dentro de los vectores I (i.) y C(i,). Sin embargo, parece casi imposible el construir

tal función uno a uno ( ademrfu los núm.e¡os {K} no se conocen a priori ). En general,

puede ocnrrir que varios nú-meros Kt, Kz, Ku. - ., tengan asociado un mismo índice, esto

es, h(K1) : h(Kr) : h(Kr) : .... Eu este caso, se dirti que hav 'tolisiones", x Qü€

debe diseñarse un algoritmo para trabajar corr este probiema. Una buena elección de la

función de hash debe minimizar el número de colisiones.

La función de hash que se ha elegido para trabajar en este desarrollo [56] está dada

por:

h(K) : .rl( módulo M) +1, (c.e)

debido a que trabaja muy bien en la práctica. En efecto, ésta es la función que ha sido

ocupada en mrmerosos trabajos numéricos citados en esta Tesis [35, 39, 40, 54, 55]. Para

rnini6i2¿¡ el número de colisiones, M ( qte determina el tamaño de los vectores C,/ )

puede tomarse como un número primo.

lJna vez elegida la función de hash, se describirá el algoritmo <1ue trata con e1

problema de las colisiones. Se necesitará uu vecto¡ tr(i) de tamaño M. Pot convención,

si I(i) : -1, se entenderá que la posición i está vacía. También se necesitará una

va¡iable .R (que inicialmente tendrá el valor M tl ) para ayudar en la tarea de eo.contrar

sitios vacíos.

Supóngase que se ha generado un representativo K, y se desea almacenarlo. Debe

seguirse los siguientes pasos:

(i) Primero se evalúa 1a función i.: h(K) para conocer el índice de posición i asociado
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al representativo If.

(ii) Si ¿(¿) : -1, entonces la posición está vacía y puede almacena¡se al representativo

en e1la, y debe pasarse al paso (vi). si no es así, la posición está ocupada y debe

continuarse con el algoritmo.

(iii) Si 1(i) : I(, entonces el estado de representativo ll había sido almacen¿do en

la posición i con anterioridad, y la búsqueda termina con éxito. Si.i(i) I Il, se

continúa con el algoritmo.

(iv) Si I(l) > 0 haga i : L(i) y vuelva al paso (iii) ( esto es, sc continúa la búsqueda

en ia posición señalada por I(z) ).

(v) Si f(t) :0, ei estado K no ha aparecido previamente, y hay que almacenarlo en

un sitio vacío del modo siguiente:

Disminuya E en una uuidad. Si L(R.) : -1, entonces puede almacenarse I( cn

el sitio i :.R. De otro modo, debe disminuirse .R en otra unidad hasta encontrar

un sitio racío. ( si se llega a tener -R:0, entonces el vector l ya no tiene espacio

para almacenar el nuevo representativo, y debe reiniciarse todo el proceso con un

tamaño M mayor). Hacer -ú(i) : "8. De este modo, la siguiente vez que aparezca

el representativo K, será localizado en uno de los pasos (iii) o (iv). Entonces haga

i : R y vaya al paso siguiente.

(vi) Asigne L(i) : 0, I(i) : K, con lo que termina el proceso de almacenaje.

C.3 Un Ejemplo Práctico

A continuacióu se ilustrará cómo trabaja ei algoritmo sobre una cadena isotrópica

(a: 1) de spines:
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. La cadena es de seis sitios (N:6). El Hamiltoni¿no H es

77 : TlotV
170 : »y(ñy@.+ü

iÉ"t

(c.10)

(c.11)

(c.12), : Z?r[s.iá¡s-18 + o-) + s+(ñ+ a]s-18¡]

El proceso terminará si la diferencia en el valor de la energía calculada en dos ite-

raciones sucesivas tenga un valor absoluto menor que la tolerancia el :0.000001,

o bien, si la incertidumbre en el valor de la energía calculad¿ con la función de

onda en una iteración es menor que €z : 0.000001 ( Estos valores se eligen en

forma a.rbitraria).

Se trabajará en el subespacio determinado por el valor de la componente z del

spin total §!"t =0. El tamaño del los vectores I, C,es M :5. El valor escogido

como representativo de un estado cualquiera, se encontrará rotando los bits del

nrimero entero asociado, hasta obtener el mayor valor posible 
-Esto es arbitrario,

podría usarse otro c¡iterio-. Así, el representativo dei estado 1001011) (: 11), es

1fi00.D (:50).

El estado inicial se elige como combinación de estados de Neél (1101010)) y anti-

Neél (1010101)):

lm0m) : fi{lrororo)+ lo1o1o1)}. (c.13)

A medida que V vaya operando sobre los estados existentes, 1legará el momento

etr quc ya no se generen nuevos representativos. Conviene entonces evitar las

operaciones numéricas asociadas, construyendo una tabla con las direcciones de los

representativos "destinorr producidos al operar V sobre el representativo "origenrr.

Además, es necesa¡io almacenar las coustaotes asociadas al efecto de Tls sobre cada
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L thoLIC Hrlto L' I' C' 11'rl,o L" I" C"

1

,

3

4

5

-1 0

-1 0

o 42 0.2357

-1 0

-1 0

0 50 0.3.53115

-1 0

5 42 -0.353s5

-1 0

0 52 0.35355

0 50 -0.17678

0 56 0.35355

-5 42 0.88388

-1 0 0.0

0 52 -0.767767

Tabla C.1: Valorcs reler¡antes para una primera iteración del proceso Lanczós.

representativo, de modo que t^mpoco haya que calcularlas en lo sucesivo. Esto

puede significar una tremenda economía de tiempo: un programa que trabajaba

con 12 sitios y spin 1, en una estación de trabajo APOLLO DN-10000, demoraba

seis horas sin estas mejoras, ¡y menos de 25 minutos con ellas!.

¡ Los valores de las diferentes cantidades mencionadas anteriormente, para la pri-

mera iteración, se mencionan en la tabla (C.1).

r Además, para calcular los elementos de matriz, hay que hacer productos inte¡nos

de los vectores de estado. Con ese fin es necesario conocer la degeneración que

presenta cada representativo ante la acción del grupo de simetría de traslaciones.

Éstas se consignan en la tabLa siguiente. El estado {, a medida que avanzan las

iteraciones, está dado por la tabla (C.2).

De la observación de los valores de energía, se observa que el proceso convergió en

la quinta iteración, pues la diferencia entre energías totales consecutivas se hizo

menor que la tolerancia e2.
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