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ABSTRACT

A three dimensional black hole solution of Einstein equations with negative

cosmological constant coupled to a conformal scalar field is given. The solution is

static, circularly symmetric, asymptotically anti-de sitter and nonperturbative in the
conformal field. The curvature tensor is singular at the origin while the scalar field
is regular everywhere. The condition that the Euclidean geometry be regular at the
horizon fixes the temperature to be 7 - ffi. u"inc the Hamiltonian formulation
including boundary terms of the Euclidean action, the entropy is found to be J of
the standa¡d value (|,4), and in agreement with the first law of thermodynamics.
Morever, it is shown that ihe system is unstable against linear circularly symmetric
perturbations.

In the last chapter, the first order correction in ñ to the entropy and tem-
perature of three dimensional BTZ black hole due to back-reaction of a massless con-
formal scalar fie1d is computed. we consider the re,ormalized stress energy tensor
associated with the scalar field as source of Einstein equations. These semiclassica,l

equations are solved by a static, circularly symmetric and asymptotically anti-de
sitter black hole solution. The temperature and entropy of this perturbed black
hole are determinecl using the standa¡d Euclidean rnethocl. The cleviations of these
thermodynamical quantities respect to BTZ ones give the back-reaction cor¡ections.

IV



RESUMEN

Se presenta una solución agujero negro de las ecua,ciones de Einstein aco-

placlas a un campo escalar conforme en tres dimensiones. La solución es estática,

de simetría circular, asintóticamente anti-de Sitter y no perturbativa en el campo

conforme. El tensor de curvatura es singular en el origen mientras que el campo es

siempre regular. La condición de regularidad de Ia geometría Euclídea en horizonte

fija la temperatura a T : ffi. Usando la formuiación I{amiltoniana con términos

de borde de la acción Euclídea, se encuentra que 1a entropía es ,2 del valor usual

(f , ), y está en acuerdo con la primera ley de la termodinámica. Además se muestra

que e1 sistema es inestable frente a perturbaciones lineales de simetría circular.

En eI ú1timo capítulo, se calculan 1as correcciones a la temperatura y a

la entropía del agujero negro tridimensional BTZ a primer orden en ñ, debido a la

reacción de fondo de un campo escalar conforme sin masa. Consideramos el tensor

de energía-momentum renotmalizado asociado a1 campo escalaL como fuente de las

ecuaciones de Einstein. Estas ecuaciones semiclásicas son resueltas por un agujero

negro estático, circularmente simétrico y asintóticamente anti-de Sitter. La tempe-

ratura y entropía de este agujero perturbado son dete¡minadas utiliz¿ndo métodos

usuales. Las desviaciones de estas cantidades termodinámicas .con respecto a las

asociadas aJ agujero BTZ corresponden al efecto de 1¿ reacción de fondo.
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Capítulo l-

Introducción

Poco tiernpo clespués de que A. Dinsteil founulara l¿ Teotía General de la

Relatividad, I(. Schwarzschild publicaba en 19161, la solución estática y de simetría

esférica de 1as ecuaciones de Einstein

d.s2 : - (t -'#)ar, + (r -'#)- +r2d2dt2 ,

2A,IG IUI
rS : ----;- : 3;-;- hm,

lllSol

( 1.1)

que desde entonces lleva su nomb¡e. Esta solución no sólo da cuenta de las propiedades

métricas del espacio-tiempo generado por una distribución esférica de masa M, sino

que también revela una muy interesante propiedad causal del espacio-tiempo: La

región interior a1 llamado radio de Schwarzschild

(1.2)

está causalmente desconectada de la región exterior a este. Esto significa que ningin

cuerpo puede escapar de la región interior, incluida I¿ /zz. Por esta singular propiedad,

el físico norteamericano John A. Wheeler les dió a estos espacio-tiempos (soluciones

de las ecuaciones de Einstein) el nombre de agujeros negros.

En la presente Tesis, se estudian agujeros negros de tres dimensiones espacio-

temporales.

En el Capítulo 2 se revisan las propiedades fundamentales de la G¡avitación

(Teoría General de la Relatividad) en tres dimensiones y se introduce Ia solución

rÜber das G¡avitationsfeld eiues Massenpunktes nach der Einsteinschen Theorie. Sitzungsber.
der Akad. Wiss. Berlin, pp. 189-196.
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agujero negro encontrada por Ba.ñados, Teitelboim y Zanelli (BTZ) t1], que es lasolución tridimensional

una simpre v .uy ior"::,:ff ""',,".,"][l.Tffi:::''l- 
E"h¡s'jo" negro tiene

rle identificaciones en er ;;",^ ":,; ;: ;: "'::":"*' 
se puede obtene¡ a partir

ex¿ctos ¡elacionu.o. 
"or, 

espacio anti-de Sitter [2], lo cuai pcrmite realizar cálculos

En e, capítu,o I H;::";:T;::::J ;:T."ffi:ff .,:."se ag¡egan campos de materia, en este caso.un ca
conforme. sepresenta;;;;:; :-'"_::: 

* campo escalar con acoplamiento

cuatro dimensiones. 
,mbién aquí un agujero negro con carga escalar conforme en

Después de estos dos capítulos de ca¡ácter int.oductorio, se presenta en elCapítulo 4, el resultado
dotado cre un campo ",.#::ij.}'",J:ff]:# 'uevo 

asujero negro que está

de su diagrama de penrose. ;:" ;:;"j:,..::a'na,za 
su estructura globat, a través

:"::',',"*:;'-;;';";J;l,::ff ::;T,'jff::'::.:::::'::T::',::
Ei Capítulo 5 está c.ledicado al estudio de I

frente a perturbaciones rineares. se prueba que er siste 
estabilidad de este sistema

En 1g7{, S. W. Hawli,,. h^.}-: ^..- ,

especr ro t ermar [23]. r, ffi ,*r:,'";ffi ]"fuj #;i*ti;,:;en las propiedades termodinámicas del agujero BTZ ,
¡eacción de ra geomerría a" r;;;; _:"::': ,",:," 

a través dei proceso ttamado

Las concrusione. ;:*HT:." .íi"ljl;"
en el Capítulo 7. ' "uao¡sÜ que se obtlenen de la presente tesis se exponen

Finalmente se incl
campo escarar conrorme 

"" :ffi:":Ti:;**::],:".*T:,:1,.,,:l *,.
La conve¡rción cle

[2a], La constante ," Urr,t'*not 
para la métrica y cu¡vatura sigue la utilizacla en

unidades tares que c= 1. 
stein será denotada por /t' y como es usual usa¡emos



Capítulo 2

Gravitación en tres dimensiones

2.L Introducción

En la ú1tima década, a paltir de los trabajos de Deser, Jackiw, 't Hooft

[6, 7, 8] y Witten [9, 10], la gravitación en tres dimensiones se ha convertido en uno

de 1os modelos más recurridos en el estudio de 1os fundamentos clásicos y cuánticos

de 1a gravitación. Una de las razones para este creciente interés, es 1a significa-

tiva leducción en la complejidad de los cálculos que presentan los modelos en tri-

dimensionales relativos a los de cuatro. Es así que uno espera que esta simplificación

dé luz a problemas conceptuales, como por ejemplo, el origen de los estados que dan

lugar a la entropía de los agujeros negros, el problema de la pérdida de información,

etc., que a menudo son oscurecidos por la mayor complejidad del caso en cuatro

dimensiones.

En este capítulo revis¿remos las propiedades más relevantes de la grav-

itación en tres dimensiones y 1a solución agujero negro tridimensional BTZ.



2.2 Propiedades generales

En tres dimensiones, e1 tensor de curvatuta de Riernann, R¡,,po, est á com-

pletamente determinado por el tensor de Einstein, G ptvl pot Ia relación

Rpupo = ep,oepoBG"P (2.1)

Entonces, a partir de las ecuaciones de Einstein,

Gu, = nTp, ,, (2.2)

se deduce que si e1 tensor de energía-momen\tm, Tpu, es nulo en un punto, al1í se

anuia el tensor de curvatura. Es decir, e1 espacio-tiempo es plano en las regiones en

que no hay materia. En cuatro y miís dimensiones, Ia ausencia de materia implica

la nuiidad del tensor de Einstein pero esto no necesariamente implica que el espacio-

tiempo sea plano.

En [11], Giddings, Abbott y I(uchai estudiaron la estructura de las ecua-

ciones (2.2) en tres dimensiones sin materia, estableciendo la ausencia de gravitones

y la inexistencia de un límite Newtoniano en esta dimensión.

Aunque e1 espacio-tiempo es plano donde no hay materia, en [6, 7] se mues-

tra que las fuentes de materia inducen efectos gravitacionales de carácter topológico

(por ejemplo, una pa,rtícula puntual producirá una singularidad cónica en e1 espacio-

tiempo): La gravitación sin materia es sólo localmente plana.

Si se int¡oduce una contante cosmológica A, la ecuación (2.2) se escribe

G*, * hgu, : nTr, . (2.3)

En ausencia de materia, la ecuación anterior y (2.1) implica.n que toda solución de

las ecuaciones de Einstein sin materia, con constante cosmológica, tiene curvatura

constante, es decir,

Rp,po : lgppg,o - 9,pg prll\. (2.4)

Así, la geometría local de las soluciones (cuando no hay materia) corresponde a la
de un espacio de curvatura constante. Por lo tanto, las soluciones tridimensionales
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difieren de estos espacios sólo en las propiedades globales. Por ejemplo, con identiñ-

caciones apropiadas, el espacio anti-de Sitte¡ (A negativa) se convierte en el agujero

negro BTZ que revisamos en 1a siguiente sección.

Otra de las razones del c¡eciente interés por la gravitación tridimensional

proviene de sus propiedades cuánticas, Sobre este aspecto la referencia más impor-

tante es el trabajo de Witten[9], quien probó que la gravitación cuántica en tres

dimensiones es finita y exactamente soluble, Una revisión de estos temas se puede

encontrar en [12]. Esto ha generado gran expectativa para el problema miís grande

de la Física Teórica actual que es encontar un¿ teoría cuántica de la Gravedad.

2.3 La solución de agujero negro (BTZ)

Las ecuaciones de Einstein (2.3) para una métrica estática con simetría

circular

son

dsz: -A(r)d.t2 + B(r)dr2 +r2do2

2r 82 -AA : 0,

(2.5)

AB'

A' *n, : n.2rA '

"{" +1r,' : 0,

(2.6)

(2.7)

(2.8)

donde prima denota la derivada respecto a r. Las dos primeras ecuaciones entregan

A(r): gr¡g1r): C - ACrr2' donde C1 y C son constantes de integración. La

tercera ecuación, fija el valor de C1 - 1 y no restringe a C. Por lo tanto las ecuaciones

de Einstein con constante cosmológica .l tienen la solución exacta

ds' : -(C - lrr2)dt2 + (C - ltr2)-\ilr, + rr d0, . (2.e)

En el caso en que A > 0, (2.9) corresponde a la métrica de Sitter, y C debe

ser positiva para que el vector de Killing 0f 0t sea tipo tiempo. Si C l1 la mét¡ica
tiene una singularidad cónica en el origen, que indica la presencia de una partícula

puntual [6].
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Si 
^ 

< 0, (2.9) es la forma canónica de la métrica clel espacio-tiempo anti_de Sitter. A cliferencia, de lo anterior, C puecle ."r';:"",_::"*]:]:** 
r.

ft #ff X,T J"* 
simprement e 

"r "'o'"'o-; i::;" :H:"1 ;# ¿:Ti::
de eventos, indicando ,7 

t)' si c es negativa, el espacio-tiempo tiene un ho.irorrt"

unidades tares que n = ;.ot"""'"'a 
de un agujero negro (de masa x[ : -g, .n

Dada la simpricidad de la crerivación previa, es algo notable que ra existenciade un agujero negro triclimensional fuera cle"cubiert
zanelli [1](BTZ), casi despues de diez años a"l .o-i 

por Bañados, Teiteiboim y

gravedad triclimensionai. ;;,:;"- :_:1-"" 
comlenzo de las investigaciones en

y carga eléctrica [1, 2.]. 
Esta solución puede ser generalizada pu.u ío"lri. ¡otación

Este descubr.imir

aspectos clásicos, 
"o-o r.t"o 

ha generado un gran número cle trabajos, tanto en

tados en el úrtimo ..r,,J',t::[H,:',::f,.|[i4ro 
cuánticos (esros serán comen-

cubre hasta Mayo cle ,rrr, nu sido publicar.la r". 
"..r,r'ür. 

ompleta revisión, que

puesto que ei agujero BTZ es una solución cle (2.S) sin materia, se tratade un espacio-tiempo de cu¡vatura constante negativa: cuarquier punto del espacio-tiempo der agujero negro tiene una vecindacl irométri.u ar espacio anti-re sitter
!aas), 

}, la va¡iedad compieta se puede expresar como
dades unidas apropiadumente. Es posibte consrrui¡ "*ffff'ffii#X:cienre entre el espacio cubri
[2,1. Este hecho propor.ciorru 

mtento universal de acls (cads) y un grupo du i.om"t.í*
ejempro, ei cárcuro exact. ;" *i"*,:.t::Hj::Hffi;T;::*-it., p*

El espacio de anti_de Sitter se puecle definir cor

'2 + v' = -/2 incrustacla 
", A,r,, .on métrica ;;= _::r':;:r"':";;:;-;

sistema de coorclenac.las e, p.,0) quecubre este espacio es clefiniclo por [+g,

z = / cos.lsecp

x = I tanpcos0

u = / sin.\ sec p

y = I lan psin| , (2.10)
donde 0 I o < r/2,0 < d < hr, y 0 < ) < hr.En estas coordenadas, Ia métrica



adS se escribe

ds2 : 12 sec2 p (-d\2 + d,p2 + sin2 pd,02). (2.11)

Se observa que adS tiene topología ,91(tiempo) x IR2(espacio) y por lo tanto con-

tiene curvas tipo tiempo cerradas. Si se desenrolla el ángulo ) se obtiene el espacio

cubrimiento universal de adS, con -oo ( ,\ ( m, ei que no contiene curvas tipo

tiempo cerradas

Es claro de la forma de la métrica inducida por ei espacio de incrustación

que el grupo de isometría de CadS es SO(2,2). El elemento de SO(2,2) que realiza

la identiñcación de puntos en CadS que dan origen al agujero BTZ (sin rotación),

se puede representar como Ia matriz que actúa sobre las coordenadas (urc,o,y) del

espacio incrustado

H:

cosho sinha 0 0

sinh a cosh o 0 0

0 0 10
0 0 01

2¡rr +
) cona= 

/
(2.12)

Se observa que ff corresponde a un boost en el plano u - c.

Para obtener el agujero con rotación, se utiiiza un procedimiento simila¡.

En este caso la identificación dependerá de dos pariímetros y se puede entender como

dos áoosús, uno en el piano u-o y otro en el plano u-y [52).

Dado que todo espacio-tiempo de curvatura constante es conformalmente

plano [15], uno espera encontrar una representación explícita para 1a métrica BTZ,

que muestre este hecho. Esta representación se obtieue haciendo la siguiente trans-

formación [16]

r : (t-=,),' .",n (F, *, (?r)

(f;i)'/',r", (F,) *, (?r)
z = (?) *r(Tr), r)r*-Mt/2t,

(2.13)

7
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que pone la métrica BTZ,

¡,sz = - (i - -) "' 
* (l- M)-' d,r2 I r2d'02 . (2.t4)

en la forma 
,z

¿"2:\¡,1r2-dyz+d"2) z)0. (2.15)

La métrica ante¡ior corresponde al llamado semiespacio superior de Poincaré., q:ue

es el prototipo de los espacios de curvatura constante negativa [17].

La periodicidad de la coordenada angular á, demanda que identifiquemos

puntos bajo la acción de 0 -- 0 { 2n, esto es,

(*,y, 
") - (te2"'+/t,ye2"'+/t,zez"'+/t¡. (2.16)



Capítulo 3

Gravitación con acoplamiento

escalar conforrne

3.1" Introducción

Iln 1970, Clallan. Colcrnan y Jackirv [57] propLrsieron una rnorlificaciól al

tensol cle elelgía momcrrturrr de ulr carrpo escalar con auto interacción ..,áati.u.

Este nuevo tcnsor de elergía tnornentunr, 1a¡naclo telsol conforn:ral. posee interre>

sautes ptopieriacles tanto clásicas corrro cuáuticas. Tanrbién ellos nrc¡strarou cómo

trtorliflcar la acción cle la gtavilacicin para quc la forlra totaLncritc covaria¡rte cle cste

tensor sea htcnte ciel carnpo gla,r,itaciolal. I-lla teor'ía gtar,ilacional sirnilar talnbién

había siclo consirlelacla lror Chenikov y'l'agitor, [18] v luego por l)eser. l1gl. II,n

[20]. Parkel ttlttest,ta. qrre la rtistinción Iísica entlc cl terrsor convencic¡rral v el confor-

nal se hacel rrrás er.idr:rites en campos gravitaciolales intr-,rrsos y en 121l esturlia las

plopierles drl tensor colforural en un espacio-tiernpo cntvo.

La acción gravil,acional motlificacla plopnesttr err [57] es

t,'^"- l't"fit# lv'] i'. (3. 1)

Si sunranros a esta acción un tórmino cinético pa,ra el carlpo esca,lar ü se obl.iene la

ecuación cle carrpo [22]

nv - fnv: o. (3.2)
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Esta ecuación es, a diferencia de Ia que ocurre en en el caso de un campo escalar

ordinario, conJormalmente inaariante. Es decir, (3.2) es invariante ante la transfor-

nación gu, --+ {12(a)gr", ü --+ O-1(r)i[, compartiendo así esta propiedad con Ias

ecuaciones de Maxwell y Dirac sin masa.

Después de estos primeros trabajos, el campo i! ha sido considerado como

un tipo especial de materia, campo escalar conforme, más que como l¿ componente

de spin cero de la interacción gravitacional.

3.2 Principio de acción efi D dimensiones

Consideremos un espacio-tiempo D-dimensional. Definimos un campo es-

calar conforme al descrito por la acción

U = -lU I a' *J4 lo*y uüv,v + (, Eü'1, (3.3)

donde E es el escalar de Ricci, V, es la derivada covariante y eD - L@-2)l@-1).
El valor de (¡r se elije de manera tal que ,I¿: sea invariante bajo las t¡ansformaciones

conformes

g u, -. Q2 (x)g * ü --, o1-?(c)ü. (3.4)

El tensor de energía-momentum asociado es

6Ic
6 guu

: VpiIrV,ü -f,t*f|V*UVB.I, +1, lsw!-VrVu+GL,;ú2, (3.5)

y la ecuación de campo para iú es

(o-(o¿)v-0, (3.6)

donde E : gt""V pV, es el operador de Laplace-Beltrami en Ia méttica gr,.

El c¿ílculo de la traza de ?r, se puede efectuar fácilmente, obteniéndose

(con el valor de (p elegido anteriormente)

2-'--=:
t/-s

n_9rl = "is,to- (o/i)ú, (3.7)
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es decir, Ia traza es proporcional a la ecuación de campo para Ü, y se anula en virtud

de ella (on sñell).

Uno puede preguntarse si podemos agregar a la acción (3'3) un término

de autointeracción para el campo Ü, tal que esta se mantenga invariante bajo las

t¡ans{ormaciones (3.4). Un breve cálculo revela que se puede sumar

o J ao,¡4uo,

con o arbitrario y p: # (p:¿ ti D -4,y p:6 para D:3).

(3.8)

3.3 Acoplamiento conforme como uno minimal con

auto-interacción

En esta sección estudiaremos la relación que existe entre la acción de la

gravitación (G) con constante cosmológica con acoplamiento escalar conforme (AC)

deflnida en D dimensiones por

Ic¡,cls,ül -- ! ao441+-'iln*o,*r,\r*€oo*1], (3.e)

y la acción con acopiamiento escalar minimal auto-interactu¿nte (AMA)

lcaua [g, ú] = | ao, ¡n lfi -'Un,' v,OY,,l, - v (,b)], (3.10)

Esta relación permite analizar 1os resultados que provienen de la teor'ía con acopla-

miento conforme es términos de las varial¡les de una teoría usual, con acoplamiento

minimal. En particular, esta relación es utilizada en el siguiente capítulo para dis-

cutir el valor de 1a entropía de un agujero negro.

Supongamos que tenemos dos métricas, gp, ! gp" conformalmente rela-

cionadas, esto es,

gr, = Q29r,. (3.11)

La relación entre ios correspondientes escalares de Ricci es [24]

Ít - e-2 R - z(D - t)o-3nft - (D - 1)(D - 4)Q-anu'v uno,n. (3.12)
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Si ponemos

O: (t - K€D{r\r/(D-2\, (3.13)

obtenemos

yr-gh:;= 
lt, - n€o'ú2)R+ ffin,,v,iuv,v + inv,] , (s.r4)

ñ€o{tz 1
pero f:fu, : 

T _;@ - 1, entonces

lo',,[-alL-1tr##]=
I a" ,¡nl* -;(c,'VuiúV,ú + e,Rú')] + 8.". , (3.15)

donde .B.7. es un término de borde. Definiendo ry' como

#: T+;@, esto es, ,[.t't':tanh1[n¿eE, (3'16)

y agregando una constante cosmológica A, obtenemos la siguiente igualdad

I u,,[rl*-'¡,vw- y(,r)] :
I ao,¡nlff - j 1to*¡, + (D¿,r,,)] + 8.r., (r.17)

con V (t[) : rc-lfi[cosh r,/Eo ú)2D I @-2').

Se ha most¡ado así que existe uD mapeo entre las soluciones de un sistema

con acoplamiento escalar conforme y uno con acoplamiento escalar minimal con auto-

intelacción. Clásicamente, no es posible decidir cuál de 1os dos sistemas contiene 1os

campos físicos, sin algún tipo de prescripción adicional. Se observa que la constante

cosmológica es la responsable de Ia auto-intelacción en el sistema GAMA. Si A - 0

no hay auto-interacción.

Si uno define

e:r-ntoÍt2 y a(d=E#A (3.i8)

la acción lcAC se mapea a

n o= || aorhfvn-ff{'y,vv,v-zvv@)). (a.re)
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corr gV (g) = A. Esta acción define lo que se conoce como una teoría escalar-

tensorial gravitacional (STG). La equivalencia física entre las teorías STG (cuyos

campos definen el llamado sistema conforme d,e Jord,an) y GAMA (sistema conforme

d,c Einstein) ha sido motivo de mucho debate. Una reciente revisión de este tema,

incluyendo teorías no lineales en r?, se encuentra en la referencia [25].

3.4 Agujeros negros con carga escalar

El aroplamiento escalar conforme junto a electromagnetismo dan origen

a una solución de agujero negro en cuatro dimensiones sin constante cosmológica.

Este sorprendente solución fue descubierta por Bronnikov, Melnikov y Bocharova

[26] y Bekenstein 127,28]¡ (ver también [29]). La solución BMBB sin carga eléctrica

es estática, esféricamente simétrica y asintóticamente plana (no hay constante cos-

mológica). El elemento de línea y campo escalar están dados por

its2 - -(r- Mlr)2dt2 +(t- Mlr)-2dr2 +r21de2 +sir.20dó2) (3.20)

(3.21)

respectivamente. La métrica corresponde a un agujero Reissner-Nordstróm extremo

y e1 campo escalar es no acotado en el horizonte. En [28] se muestra que esta

divergencia no produce problemas físicos.

Recientemente, la unicidad del agujero negro BMBB ha sido establecida

[30]. También se ha probado que la única solución agujero negro estática, con simetría

esférica y asintóticamente plana de las ecuaciones de Einstein con acoplamiento con-

forme, ocurre sólo en cuatro dimensiones, y corresponde a la solución BMBB [3U.

.:,[Er:*,



Capítulo 4

Agujero negro con campo escalar

conforme

4.1 Introducción

En este capítulo se presenta r¡na n[eva solución de agujero negro en tres di-

tnensiones acoplando conformahnente un campo escalar a gravitación con constante

cosmológica negativa. La estructura global de este espacio-tiempo es analizada a

través de su diagrama de Pen¡ose y sus propiedades termodinárnicas son determi-

naclas por medio cle Ia formulación Hamiltoniana con términos de borde en la acción

Euclídea.

Otras soluciones de agujero negro en tres dimensiones se obtienen acoplando

un diiaton. Chan y Mann [32] han investigado soluciones para un¿ acción de 1¿ forma

, : I *,rln (a - 
Brv 

,av, g - e-4,ó Fu,F,, + ztrebó) , (4.1)

donde / es el campo dilatónico, F", et el tensor electror¡agnético, y las constantes de

acoplamiento «, b v B son arbitrarias. Ajustando estas constantes, ellos encontraron

una lamilia de agujeros negros dependientes de un parámetro con campos dilatónicos

de la forma $: kln(r lrs), mostrando una amplia variedad de estructuras de hor-

izonte. Una acciól ecluivalente a (4.1) con Fu,: 0 y ó : 4 ha sido estudiado por

Sá et. al. [33], quienes exar¡inan 1a estructur¿ de horizontes y geodésicas para un

l4
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rango de valores de la constante de acoplamiento B.

4.2

clonde el tensor energía-momentum es

Solución agujero negro

En tres dimensiones, Ia acción (3.9) es

r - ! a",¡nlry: -ls,"v,vv.v- #"*,1

G", - l-29u, - nTr, =0,

Dü-áñü-0,

donde -l-2 es la constante cosmológica y \[ es un campo escalar conforme (sin masa).

Las ecuaciones de campo que derivan de Ia acción anterior son

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Como se probó anteriormente, el tensor energía-momentum es de traza nula.

Esto implica, tomando la traza de la ecuación (4.3), que la geometría tiene curvatura

escalar constante,

R - -6t-2. (4.6)

Consideraremos métricas tridimensionales estáticas, de simetría circular,
las que en coordenadas polares adoptan la forma

ds2 - -N2(r)F(r)dt2 * F-l(r)dr2 + r2de2 , (4.7)

donde 0 < r < oo es la coordenada radial propia y 0 < d < 22. es la coordenada

angula.r'. La solución se obtiene fácilmente fijando la escala de tiempo tal que 1[(r) :
1. Trabajando con 1a coordenada tiempo avanzado da - ¡l¿:¡ F-l(r)dr,la ecuación

r - r de (4.3) impone eI vínculo

7,, :y u{ry,ú - f,s*s"ev,vveü + * fu,,ú- y 
"v, 

+ G,,lst2 .

0=(ú'),-|{v,)", (4.8)

v
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donde prima denota la clerivada raclial. La ecuación ant,forma 
__. !w wqq.\,¡vr¡ an[enor se puede escribir en la

0 = vrlE-z;",
(4.e)

cuya solución general es

ú(r) = ,4, .B constantes.
(4.10)

-r-2 (r2 Ft)t, con (4.6),

Compar.ando la curvatur.a es

uno obtiene directamente 
rcalar para ia métrica (4.2), R -

FO) = ;-.-* a,áconstantes.

A

t/r*B

La ecuación , ' impone las siguiettes relaciones entre las contantes de integración:

^ - 
c D21-2Q=ób-t., b_ 28312,

Así se tiene que

. l8E
V n'

(4.11)

-B>0. (4.12)

,'-,,"

(4.15)
y gue, como puede.T;ilrj"rr.**te 

corraborado, resuelve la ecuación (4.4).

:Tiili:ffi ;1T'=';.;:Tff i':::::#:T",*:::,:TilH:::

,, =-t"";T-;ff:l"JiT, ,jl;:'r.::-X li,r", = -Ilu, +2dudra ¡z¿sz.Er ho¡izo¡¡re e¡, r =atrapada va que cuarquiera.. ".,::::.,:l]l 
= ':. :# = 0. Esta superficie ;,;;;;;;,,;Jr:;,;

es clecir, la solución agujero negro

cts2 = -¡-z l, -rr, -2!11a, + t,

junto con la configuración de campo

V¡r¡=,@
V n(r + B)'

oD3 l-I
- ;l dr" ! r'/§z ' (4.14)

atrapada ya que cualquiera de cs 
? ' di - u ¿sra-superficie estó nrarginalmc¡te

fu¡rción <lec¡eiienr," ¿" r."- 
-"'tas geodésicas satisface fiff = -* t*f s o, *, or.'" ""'_rl
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r2 + o(ro),.,r;;;;"'to 
asintótico de la métrica

[84J, er grupo d" ,i-"tríu I 
I* 

"" '' t;;; ;;;;;' 
' 
- anti-de sitter' esto es' ess -

como un subgrupo. ' 
asintótico * 

"*0"";;;""r;, 
;" #:::::,:::r;..

El tenso¡ de Rir
el escala¡ o" *r"rr.i-#ann 

es singular en el origen. Esto se muestra evaluando

Rru^P Rt u^p - 
12(16 + zBe )

u"'* 
1i::;.':,:H:i' v está ocurta ,*'", n*"** de eventos. 

(4'16)

ffi#XJ;{ü:ffiffi ::ffilio"',"' L' an,eri.r p.crría

constante de integración ,.,tu""' 
q'" It 

'olu.ión #to '" 
un "pele" (hair)' sin

cionada con la masa). 
"o, 

,,o-o 
mostrarernos *¿t ua"li 

ca¡acterizada por una sola

negro de una carga uu,.,oro,'1n':' 
la presencia 

'"'*JJnl""' 

est¿ constante está ¡ela-

nuevo pelo. Adem;ís, ,u ,or'u'.'lo"o"*'*t", 
n",'rqo "ttulut no dota al a8ujero

clel agujero BTZ. -ución pt"'"'tuau tq,í;;ffi" 
"rtJ dil*:,::

4.3 Estructura global
En esta sección a

negro obf,enida. ,".. 1r""""11'llaremos 
la est¡uctura global de la solución aguje¡oesto definamos las coordenadas nulas tipo n.,*u"i"r",.u=-p(r¡"-"t v=pg)e"t con fu_op

En estas coordenadas ra métrica del agujero negro tor¡a r.r;;." 
. (4.r2)

ds2 _ _a2dudv ¡ y2 d,02,

,b)= (w)"'*,(_¡#a)
o,=,,$ft$ 

ff?),,".*o1

donde (4.18)

(4.1e)

(4.20)

l!
, d=---- ,.

12 'r
I t+ 1

\»67
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Se observa que las coordenadas de Kruskal eliminan la singularidad aparente que

muestra la métrica en el horizonte cuando ésta se describe en coordenadas polares

(la función O es regular en el horizonte).

A paltir de l¿s coordenadas de l(ruskal, uno puede definir otras coorde-

nadas que de algún modo "compactifiquen" la variedad, de maneta tal que un di-

agrama en estas coorclenadas permita estudiar 1a estructura global y causal de la

valiedad. Estos diagrarnas se corocen como cliagramas de Penrose (también llama-

dos Ca¡ter-Penrose). Los diagramas de Penrose se obtienen de la siguiente regla de

compactiñcación

r/=*tan (T), \/:r^"(+) (4.21)

donde el signo en la prirnera definición es positivo para r ) r+ y negativo si 0 < r <
ra, a fin que la coordenacla t aparezca sea siempre como tipo tiempo en el diagrama

de Penrose, y la translbrmación inversa se defrne sobre el rango usual para la función

arcotangente, [-r 12,r l2]. Las relaciones (4.21) establecen que:

o la singuiaridacl r' = 0 es mapeacla en las líneas cos.p = * ffi .o. q -
*0.344 cos g,

el horizonte es mapeado en p - +q, y

r : oo es mapeaclo en las líneas p = tlr .

El diagrama de Penrose resultante (pus.q) se muestra en la Fig. 1. Dn

esta figura, las líneas gruesas representan la singularidad de cu¡vatura en el origen,

las líneas verticales (tipo tiempo) la región asiltótica. La zonzu denotada por I
representa el 1a región exterior a1 horizonte de eventos. La región II está causalmente

desconectada del lesto de la variedad: un observador en II sólo puede ca.er hacia la

singularidad r : 0. Las legiones III y fV son réplicas de I y II, respectivamente, y

completan la extensión maximal de la varied¿d.

Al comparal el diagrama de la Fig 1. con el correspondiente al agujero

negro BTZ, notamos que ambos tienen Ia propiedad que la región asintótica, r = oo,

es de tipo tiempo.
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La presencia de la constante cosmológica hace que el infinito espacial sea

tipo tiempo, y así, como consecuencia cle este hecho, la valiedad no es globalmente

hilterbólica, La ausencia de esta plopiedad en una variedad, tiene importantes con-

secuencias al definir ura teoría cuiíntica de campos sobre ella [24]. Discutiremos este

punto con más detalle en el capítulo 6.

f=@

Fig. 1

Diagrama de Penrose.

4.4 Termodinámica

Con el objeto cle estudiar la ternroclinárrica de este sistema, consideraremos

el rninisuperespacio de geometr'ías de simetr'ía circular y estáticas descritas por (4.7)

d,s2 - -¡'{z1r¡p(r)dt2 * F-l(r)dr2 ¡ r2d02 ,

y campos escalares que clependen sólo de la coorclenada radial.

El aná1isis termodinámico requiere describir el sistema en términos de sus

variables "macroscópicas", es decir, su energía, ternperatura, entropía, energía iibre,

potenciales químicos , etc. Esto requiere describir la dinámica del sistema a partir de

1a formulación Hamiltoniana del principio de mínima acción. La forma Hamiltoniana

de la acción (4.2) está, dada por

t - | l"ni i,i + pri - N1t - N;Htf d2xdt + Bs ,, (4.22)
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donde B¡¡ es un término de superficie. Las ecuaciones de movimiento obtenidas

de esta manera son las mismas que (4.3,4.4) después de imponer las restricciones

anteriores. Así, reduciendo 1a acción Hamiltoniana al minisuperespacio obtenemos

I : -2tr(tz - h) | N4li¿(r)d¡ t B¡7 , (4.23)

x- f,lr'!-o-2Fr((" -(-'((')') -(2F + F'r)('-2rt-21, (4.24)

(4.25)e = ár,.
La función partición para un ensemble termodinámico se identifica con 1a

integral de camino con tiempo imaginario ¡ : it y órbitas peliódicas de período

12 - 11 = kP = # en la aproximación de punto silla en torno a Ia continuación

Euclídea de la solución c1ásica [35]. En esta aproximación Ia acción Euclídea se

relaciona con las funciones termodinámicas (en unidades donde I¿ : kB = | y rc : 8zr)

por
, energía libre M
'L - ñ u, (4.26)

donde ?, M, 5 denotan temperatura, energía (masa), entropía, respectivamente, y

1a acción Euclídea 16 está relacionada con la acción Lorentziana por

IP=-iI'

La continuación Euclide¿na de la métrica es

(4.27)

ds2E - N2(r)F(r)r1r2 + F(r)-ttlr'+r'd02 (4.28)

con 11 J r ( 12 periódico, r ) r-¡, y e1 campo escalat no es modificado.

Al compactificar el tiempo (órbitas de período frjo), Ia variedad puede

adquirir una singularidad cónica en r+, Para vel esto con a1gún detalle, consid-

eremos una geometría Euclideana estática, de simetría circular, con métrica

(4.2e)ds2 - ezab) dr2 ¡ ¿22(r) lv2 + 12 do2 .

con
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Sunpogamos que é,3 € IR pa,ra r ) r¡r! e2ú -- 0 para r: r4. Así, r: r+ es la

posición de un horizonte de eventos en la continuación Lorentziana de este geometría.

En la vecindad de r = r+ esta métrica puede escribirse como

ds2 - [(eo)'e-E l,=,rf' R'dr' + dR2 + Rzdr]z , (4.30)

donde -R = 0 en r : r+ 2. Vemos que r puede interpretarse como Ia coordenada

angular en el pla.no (J?,r). Una singularidad cónica puede aparecer en .B: 0 si uno

no frja el período de ¡ como

12 - 11 : T-1 :2r [{ut¡'u-" t,=,*]-' (4.31)

Si esta condición es satisfecha, entonces la geometría Euclideana (4.29) con r ) ra

tiene topología lR2 x 51 ( IR2 x So-z en D dimensiones) y la l-esfera en el origen

R : 0 es el horizonte.

En nuestro cu,so eo = F\ y e" - F-i. Luego, ia condición que las ge-

ometrías permitidas en la variación no contengan singularidades cónicas en el hori-

zonte (4.31), requiere que

(r2 - 11)F'1,=,*:4tr.,

(notar que /f(r) : 1) lo cual dilectamente proporciona la temperatura:

(4.32)

'r_ 9t+
(4.33)

16¡112'

Esta condición de regula.ridad, es válida sólo si 11 es un cero simple de gse.

En eI caso de los agujeros extremos, la multiplicidad del cero €rr 11 es dos o mayor.

Así 1os agujeros extremos son topológicamente distintos a ios ya presentados, y por

Io tanto, tienen propiedades termodinámicas diferentes, como por ejemplo, entropía

nula [36].

Retomemos Ia evaluación de la acción Euclídea sobre la solución clásicá. La

solución clásica es estática y satisface e1 vínculo 11 - 0 y por lo tanto la acción en la

solución clásica está dada por un término de borde, B¿. Este término de borde debe

ser tal que la geometría (4.28) sea un extremo aerd,ailero entre la clase de métricas

que satisfacen las condiciones de borde apropiadas [37, 38].

2De la delinición d,R=e?dr se deduce que .R : eEl"*(r - 11) si r: 11.
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En el infinito, es natural exigir que los campos tiendan a la solución clásica.

Así, las variaciones de los campos quedan

B F' l---. : 4tt . (4.37)

Po¡ otra parte, ia definición de horizonte como -F(ra) = 0, hace necesario exigir

(ó,8 ),+ + r' l,=,* ár* : g 
, (4.38)

*térnrinos que se anulan on, shell. (4.40)

Por convenienci¿ escribimos Be: B B(q) * 86(r¡). La cont¡ibución del infinito es

v. lóiV).. - 0.

La variación del campo escalar en e1 horizonte se obtiene derivando con

respecto a r+ pero manteniendo la forma funcional de la solución clísica, ( -
r¡ I (2r ¡ r* ), lo que impiica

5( = !¿r*. (4.39)9r*- ''
Así, la variación de 1a acción Euclídea es

B
ó18 : :[(r - ( - r(')ár'* (F'r +4Pre-1(')6C-2Fr6(;1n+ 6BEti'

óN_0,
6F -. -Atl-, -oTF,

á( - 9,
ZT

En el horizonte, imponemos la condición de regularidad (4.32)

óB¿(oo) : P6(#)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.41)

Uno puede notar aquí que el campo escalar no contribuye al término de superficie en

eI infinito. Esta es otra indicación de la inexistencia de cargas asociadas al campo

escalar conforme.

En el horizonte tenerrx.rs

686(r¡) = Olpr + $r'0,*] , (4.42)



que, en vista de (4.37) y (4.38), se puede escribir como

,, 
^2

32P'
Tr+
'--!

3

d,IT,I :Td,S.

4.5 Entropía y la ley del área

Notamos que la entropía difiele por un factor ]
por la "ley del área" S : + : ?. En esta sección se

6Bs(r¡) = -\tr*. (4.43)

Combinando (+.+1) y (4.43), se encuentra que la acción Euclídea es

donde Bs es una constante a¡bitraria independiente de los campos. Imponiendo que

1¡ = 0 para r+ = 0, uno encuentra que 86 - 0. Si comparamos la expresión anterior

para 16 con (4.26) concluímos que la energía y 1a entropía son

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

de aquel proporcionado

estudia el origen de esta

M=

respectivamente. Con estas expresiones, se puede verificar que se satisface 1a primera

ley de la termodinámica

desviación.

Primero determinemos Ia entropía de agujeros negros que provienen de

una teorí¿ gravitacional con acoplamiento minimal y potencial de auto-interacción

definida por la acción

(4.48)

donde el potelcial V($) rc contiene derivadas de ty'. Considerando el minisuperes-

pacio de la sección anterior, obtenemos que la acción Euclídea es

lcana : I a"*¡nlfi - !t",",+v ",h - v(,Df ,

Io = 2r(rz - d I N1,1u1r)dr ! Bs, (4.4e)
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x= L*t '* aFrgl:')2 +2nrvglt)l .

La condición de diferenciabilidad de 1a acción (4.49), es decir, que la solución sea un

extremo genuino, requiere que ei término de borde (que elimina los términos de borde

provenientes de integraciones por partes del término de volumen) tenga la variación

_\
6 B, = -t't'z -'t t 

[NáF + N Fr{'6!'llfl . (4.51)

Como se mencionó en la sección anterior, la entropía proviene del término de borde

asociado al horizonte, definido por .F(r1) - 0. Así, la variación de la entropía queda

U, - _tt(rz: rt) 
¡úáF. I,+ . (4.52)

Ahora utilizando la condición de regularidad N(r2 - r1)F'l,a : 4tt, y Ia variación

que implica la deflnición de horizonte (6F + F'6r*) l,+ = 0, obtenemos

4r2 -05 = 
-dr+ 

.

Utilizando unidades en que ,c :8n, e imponiendo que la entropía se anule cuando

no hay horizonte se obtiene 3

- Tr + Area

': 2 : 4'
Como vemos, la ley del área no es afectada por el término cinético ni por

un potencial de auto-interacción, siernpre que este no induzca términos de borde.

En general, esto ocurre cuando el potencial contiene derivadas del campo o cuando

contiene términos con derivadas de la métrica. Esto último es lo que sucede con el

acoplamiento conforme: el esca,lar de curvatura induce términos de borde como se

aprecia en (4.42), 1os cuales modifican el valor de la entropía.

Se estableció en la sección 3.3 que existe un mapeo entre las soluciones de

una teoría gravitacional con acoplamiento escalar conforme y una con acoplamiento

minimal con potencial de auto-interacción, Aprovechemos esta propiedad para mos-

trar nuevamente que existe una desviación dada por un factor 213 en el valor de la

entropía.

(4.50)

(4.53)

(4.54)

3Si ¡¿ = 1 y K = 8Í la lolgitud de Planck es igual a 1.

con
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De las ecuaciones (3.13) y (4.15), se obtiene que el factor conforme es

ñ_
2r * r+

Así, el mapeo conforme entrega Ia solución

ouz - -r(r r+) 
rlt, + Qrjffi _ r+)ar, + (fi¡)' ae, ,

que es un agujero negro con hor"izonte en ?' = r+ y longitud ("área")

¡.AMA - ¡,'" * (ff *)..=?r,,*.

^ 2 Acl'c
4'

(4.55)

(4.56)

(4.57)

Y como mostr¿mos que para una teoría GAMA 1a entropía sigue 1a iey usual, se

deduce que

(4.58)

donde AGAC = 2m+ es Ia longitud del horizonte del agujero negro con campo escalar

conforme presentado en este capítulo.

4.6 Discusión

La inclusión de 1a constante cosmológica es absoiutamente necesaria para

obtener Ia solución agujero negro, como lo es también para la solución BTZ. A pe-

sar del hecho que el acoplamiento de materia en (4.2) tiene la misma forma que

el del modeio BMBB, discutido en la sección 3.4, los agujeros negros resultantes

son completamente diferentes: La solución BMBB es asintóticamente plana y es un

agujero Reissner-Nordstróm extremo, mientras que Ia solución presentada aquí es

asintóticamente anti-de Sitter y no extrema. Además, se puede ver rápidamente.que

el Ansatz (a.7) (con N : 1), extendido a 3*1 dimensiones, no arroja una general-

ización de la solución BMBB con constante cosmológica en cuatro dimensiones (se

obtiene 1a solución llamada Schwarzschild-anti-de Sitter).

La cuestión de si esta solucióu representa un agujero negro dotado de pelo

depende de la definición de pelo que se use. En un sentido amplio cualquier campo
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de materia sostenido por un agujero negro podría ser considerado como alguna clase

de pelo, como en el presentado aquí. Sin embargo, en un sentido más estricto, es

necesario que el campo de materia posea una carga conservada independiente, lo cual

no ocure en nuestro caso, pues la única constante de integración que aparece en la

solución B - ir+ está relacionada con la masa pot M :3821-2 18.

Otro punto de interés consiste en la búsqueda de soluciones dependientes del

tiempo. La existencia de estas soluciones mostraría que un agujero negro puede ser

considerado como el resultado de campos de materia colapsados [39, 40, 41, 42, 43].

Sin embargo, se puede comprobar directamente que el sistema considerado aquí,

(campo de materia escalar conforme sin masa acoplado a gravedad con constante

cosmológica), suponiendo una geometría circula¡mente simétrica, dependiente del

tiempo, (i,.e.,, F - F(r,t) y ü : t}(r,l)), da lugar a la misma solución estrífico

(teorema de Birkhof ).
Un problema relacionado es si la solución estática mostrada aquí es estable

bajo perturbaciones lineales. Este problema puede ser discutido para el caso de

perturbaciones circularmente simétricas y será abordado en el Capítulo 5.

Notamos que la entropía difiere por un factor J de aquel proporcionado por

la "Iey del á¡ea". Mostramos en la sección anterior que el acoplamiento del campo

con la curvatura es responsable de esta diferencia. Desviaciones de ia ley de1 área

han sido encontradas también en otros sistemas de campos de materia acoplados a

gravedad [aa]. En [45] se muestra que estas desviaciones tienen lugar en agujeros

negtos dirty black holes que provienen de lagrangianos de gravitación con términos

no linea"les eo la curvatura, o que interactuan con cierta clase de campos de materia

clásicos, o que están infectados con alguna versión de pelo cuántico, y en [46] en

agujeros negros acoplados a cuerdas.



Capítulo 5

fnestabilidad del agujero negro con
campo conforme

S.L Introducción

En este capítulo se estudia el comportamiento del sistema deflnido por la
acción (4'2), bajo perturbaciones en torno a ra solución de agujero negro, dotado de
campo escalar conforme, presentada en el capítulo anterior.

El procedimiento a seguir se puecle resumir en el siguiente itinerario:

(i) Se definen la métrica pertu tbada guu y el campo perturbado ü como

!p,:§p,*hp, V-ü+ú, (5.1)

donde gp, y ![ son solución de las ecuaciones ( .B) y (a. ).

(ii) Se linealizan las ecuaciones cle Einstein para las perturbaciones hr, ! ,b.

(iii) utilizando las ecuaciones rinearizadas de Einstein, se escribe la ecuación para
el campo escalar sólo en términos de ry'.

(iv) La dependencia temporar cle ry' se separa de ra depenclencia espacial definiencro
,l (x,t) : y(r) exp(rwt).

27



28

(v) Si 1as perturbaciones que son regulares en todo lugar y normalizables, existen

sólo para hn(o) 2 0, el sistema es estable frente a estas perturbaciones. Si

existe alguna perturbación normalizable y regular para Im(c,.,) < 0 el sistema

es inestable

Siguiendo este itinerario, se muestra a continuación que el agujero negro

tridimensional dotado de campo escalar conforme, es inestable frente a perturba-

ciones radiales, i.e., hr, - hr"(t.,r) y tp - tlt(t,r).

5.2 Ecuaciones linealizadas

Para el estudio de Ia estabilidad del agujero negro con campo escalar con-

forme, consideraremos perturbaciones radiales, es decir, perturbaciones circular-

mente simétricas, definidas por

¿tz - -"zu(t,r)p(t,r)dt2 * F-1(t,r)¿lrz + 12 clez , (5.2)

donde

(5.3)

ú(i, r) : ü6(r) + t/(t, r) , con üo(r) : (5.4)

donde se la constante gravitacional & que aparece en la ecuación (a.3) ha sido ab-

sorbida en la definicióu del campo escalar.

La métrica perturbada (5.2), representa la métrica tridimensional más gen-

eral compatible con la simetría circular. La difelencia más importante de esta métrica

respecto a\ Ansatz (4.7) es la promoción que se hace a la función 1[: 1[ = 1 
-+

,¡ú : exp U(f , r). Como se señaló en la sección (4.6), ¡t/ : 1 implica eliminar la

dependencia temporal.

Al efectuar la aproximación lineal de las ecuaciones (4.3) respecto de los

F(t,r) =Io(r) +.f(¿,r), con Fr(r) :lr + B\:$-28),

v

TEB-
V(r+B)'
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canrpos /, U y (, se ol¡tienen las siguientes ecuaciones 1

, = ñá ryr + ñ|7rt - ffiu,+ er,,¡

_2 B2(r + B)2 r,, _ _ l2üo .;:+--v¡¡;w - Ac'z - Br -28\v, : 
"áEFr 

+ #tr' *bt,' * rr,i,
. üs(r * B)2(3r2 - 5Br + 82) ,, . (r * B)Foüo
= 4¡zrl 7= 4r I

o : -##*i. h¡ +YlPu' + Fou,, +cr,t,
. B Fo{ro ,,+ ----:--;-tP

+r-
^ (r +28) ; , ry'o(r * B)'lr' - 4Br -282) ; Fsús(r {.8) ;.u : -2r(r + B)t t @v -r -1¡;i-v"

, r+Bl(2r-B)B r3+B3ln,: lzrs t *. - 4. I'

(c.0,)

E1 resto de las ecuaciones son identidades, salvo I que se puede escribir.como | :
D-2 ,

La ecuación (4.4) para el campo escalar queda

o _ r+Blgr2-4Br-282)8 r3+,831
"'t' - W L 4'+B»% - 4' l'
/-, _ rlB [ (2r'?+Br*282)8 r3-2831
"'t' - -Fl [-]-. + B)vo- - {, J

- *¡ *!¡,ro,b')' *1r,r+ !h/úá1,+ roúáu,- o.

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.e )

Para dejar 1¿ ecuación anterior sólo en términos de ty' debemos rcemplazar f y u,
como funciones de ty' y sus derivadas. La función [/'se puede obtener de la diferencia

de las ecuaciones Í y L

,,:- úo [l 1 "l' 4(,+zq L;'b*3(r 
* B)th'+o'+ B)2?h" +n'b)l ' (5'10)

llos cálculos algebraicos fueror revisados cou el programa MATHDMATIoA. wolfram Research
Inc.
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La ecuación i se puede integrar trivialmente respecto al tiempo. La integración

introduce una función arbitraria de r, que se hace igual a cero al imponer clue la

perturbación / se anule para ry' : 0. Esto lleva a que / verifrque la siguiente expresión

, : #m[(' + B)(.' - 4Br - zB2\{ + 2t2r2 Fo,b'] . (5.11)

Reemplazando (S.t0) y (5.11) en la ecuación (5.9) se desacopla el sistema de ecua-

ciones diferenciales obteniéndose la siguiente ecuación para 1a perturbación de1 campo

esca,lar

I .. (r + B)(3r3 * 4Br2 - 7082r + 483) ,,_Fo, * totp+wv
3ra+8813-728212-1684+ a¡ry1*ry 'b:o'

Escribiendo ahora

$(t,,r¡: ¡(r) exp(ot), oreal, (5.13)

se buscarán soluciones en que X tenga el carácter de una pertubación física. Es decir,

que X sea una {unción continua y normalizable. Entonces, para d > 0 e1 sistema es

inestable (debiendo también estudiar las perttrbaciones de ia métrica). Cambiando

la coordenada radial por la variable r = (r -28)lB - 2(r - ra)fr¡, (5.12) se

transforma en una ecuación diferencial ordinaria para ¡

x" + P(r)x' + (Q(r) - a2R(r))x -O, (5.14)

con

(3a+4)(r2*6o+6)

(5.12)

(,5.15 )

(5.16)

(5.17)

P(r) :

Q@) =

r(x+2)(x +3)(o+a) '
3a4 + 32as * 108o2 * 144r +, 48

4x(a -l 2)2(r + 3)'z(o + a)

[ (¿+2) l'z 212/t(r) : l_------:;=l . o: 
-o.fr(r * 3),.1 ' r+

La ecuación anterior se puede llevar a la forma canónica de Sturm-Liouville,

@@)x')'+ p(rXQ(r) - ozfi(c))¡ - 6, (5.18)



Finalmente, podemos escribir esta ecuación como una de Schródinger, con e1 cambio

de va¡'iables propuesto por J. Liouville en 1837:

Tt -(pzr¡tta*,, z= I R1t'1@)tu. (5.20)

Con esto, Ia ecuación cliferencial en estas variables toma el familiar aspecto de una

ecuación de Schródinger para un potencial unidinensional

donde el factor integrante es

p(o)-exp {l ,*\:oSHry

( d, -. )

i-* * vt')J\:'a"T,

donde el potencial V(z) es definido por

7 = qp2 A1-t ta LÍp' R),/, - *

(5.1e)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

Reemplazando las expresiones para p, R y Q en (5.20) V (5.22) se obtienen la rela-

ciones entre q y X, y entre z y o

nG@))
(r + 31312*r(¿)'Í++

I
3',1#l3(e + 3)

y e1 siguiente potencial

v(z(x)): 6ffi-ay(5," + 36,'* e6z * e6).

5.3 Análisis de la ecuación para la perturbación

del campo

En esta sección se estudian las propiedades de la ecuación (5.21) con el

potencial mostrado en (5,25) en la región exterior a1 horizonte de eventos, esto es,

en 1a semi-recta real ¿ ) 0.
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Lo primelo que se puede observar, es que la transformación de Liouville es

adecuada ya que no int¡oduce singularidades en la definición de r¡, como se aprecia

en (5.23). Además, el cambio de variable (5.24) mapea biunívocamente la semi-recta

realr)0enotraz20,dondee1 infinito espacial se mapea eu z:0 y el horizonte

(u:0) enz=oo.
En 1a región exterior al horizonte, z ) 0, el potencial V(z) es una función

positiva, cóncava, monotóna decreciente, que tiene su valor máximo en z : 0 y

corresponde a V(z :0) :5 v tiende a cero, para z ñ oo.

Antes de determinar 1as condiciones de borde para la ecuación diferencial

(5.21), se debe notar que, aunque esta ecuación diferencial se pueda entender como

un problema de Schródinger unidimensional con potencial definido positivo y auto-

valot negatiuo, es posible la existencia de soluciones acotadas. La existencia de tales

soluciones está relacionada con ei hecho de que el intervalo de definición sea sólo la

mitad del eje rea1. En e1 caso que z cubriera todo el eje real, como es el caso usual

en problemas cuánticos unidimensionales, no existen soluciones acotadas (necesaria-

mente en alguno de los extremos del eje real la solución crecerá exponencialmente).

A fin de estudiar el comportamiento de la solución en la vecindad de r - Q,

consideremos la ecuación (5.14). Esta ecuación es de clase Fuchsiana, ya que sus dos

singularidades, ¿ : 0 y r : oo, son puntos singulares regulares. La ecuación indicial

que se obtiene a1 aplicar el método de Frobenius, s2 - 4rr2 f8I: 0, imPlica que las

soluciones linealmente independientes, en la vecindad de r = 0, son de la forma

(5.26)

donde ua son funciones analíticas. Se observa que la solución regular es Xa y tiene

valor nulo en c : 0 (suponiendo o positivo). Esta condición implica que 7 debe

anularseenz=oo

Para estudia¡ el comportamiento en , = co se realiza el cambio de va¡iable

a : 1lu, y la ecuación (5.14) toma Ia forma asintótica

d2v 7dv 3

¡¡ - ;7ñ + 
n-)-,x - o. (5.27)

La ecuación indicial asociada es s2 - 2st1l4 - 0, cuyas raíces son ll2 y 312.
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Entonces el comportamiento asintótico de ¡ viene dado por

-!X\0) N r 2' (5.28)

Se observa que la perturbación ¡ tiene el mismo comportamiento asintótico que Ia

solución original ilr6. Reemplazando (5.28) en (5.23), se obtiene que

q(z : 0) = ?o : constante . (5.2e)

Es fácil darse cuenta que no es posible tene¡ soluciones acotadas si 7s : 0.

Para ver esto, supongamos ?o:0 y ?'(0) > 0. Se observa de (5.21), que 4'(z) será

una función cLeciente, y así 4 divergirá. Si A'(0) < 0, 7 divergirá a valores negativos.

Analógamente, a partir del hecho que (5.21) implica que 7 y su segunda deriva.da

tienen el mismo signo, se puede most¡ar que las soluciones acotadas no pueden tener

ce[os.

En resumen, si probamos que (5.21), con las condiciones de borde ?(0) # 0

y r(oo) = 0, admite soluciones normalizables, entonces el sistema es inestable (salvo

que 1as perturbaciones a la métrica impongan ¡estricciones adicionales).

Para probar el punto anterior, definamos la función G(z) como

G(z) = Y1"¡ ¡ oz , (5.30)

escribamos (5.21) de la forma

* -"ar:0,dz'
(5.31)

y usemos e1 siguiente teorema [48]

Teorema Sea G(z) positiua y continua en [0, oo) con primera y segund,a deriaad.as

continuas. Sea

n(,) : (*tc' @Y - f,c6c" p¡) ¡q,¡-'n (5.32)

s,

I1(z) e tr(O, m), (5.33)
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entonces eci,ste

dond,e

una soluci,ón para (5.31) d,e la forma

rtp) : lG(z)l-lln "*p (- f'[ct,)]"'a,) [t + v(z)] ,

li'(,)l < "", (- /- -1. (5.35)

Después de un laborioso, pero directo cáJculo, se puede verifrca.r que las

hipótesis del teorema se cumplen (para todo o' , 0), y así hemos encontrado per-

turbaciones de 1a forma (5.13), sin restricciones de signo pa,ra o.

Consideremos ahora las perturbaciones de 1a métrica. De (5.11) se deduce

que
l3 ¡712 r?

/{,+) : (¡) fr,/,,(r+).
(5.36)

por 1o tanto, / se anula en el horizonte. El comportamiento asintótico de / es

f - *'l'lrb + 2xrh') ., (r ^-i oo) . (5.37)

y dado que t[ - 1*-rlt * cte. x-3/27 exp(al), entonces

f _ [cre. f o(c_l)] exp(or) . (5.38)

Vemos que la parte espacial de la perturbación / actúa modifrcando los coeficientes

asociados a r0 y r-1 de .ú'e, esto es, que básicamente modifica la posición del horizonte

(o la masa). Esto es físicamente razonable. Sólo nos resta analizar la perturbación

ü. A partir de (5.10), se concluye que

u' -+, es decir, u -*'
Entonces, el efecto asintótico de U es modifica¡ la masa de la solución.

horizonte, tenemos

{J' = ¡§-t + (9 -1¡r3('-st.''9
Luego, para o ) 9, o equivalentemente, o 2 9r¡f212, U' -- 0 en el horizonte.

De esta manera se ha probado la inestabiiidad del agujero negro dotado de

un campo escalar conforme.

111(,)l¿,)

(5.34)

(5.3e)

Cerca del

(5.40)



Capítulo 6

Reacción de fondo en el agujero

negro BTZ

En este capítulo se estudian los efectos sobre la geometría y propiedades

termodinámicas producidos por la radiación de Hawking en el agujero negro BTZ. tr1
análisis de estos efectos es el problema de la reacción de la geometría de fondo (üac*-

reaction). EI procedimiento usual para atacar este problema considera la presencia

de los campos de radiación a través del valor de expectación del tensor energía-

momentum asociado, el cual se introduce como fuente de 1as ecuaciones de Einstein.

La solución de estas ecuaciones semiclásicas se considera una mejor descripción de

la geometría cuando la radiación de Hawking es tomada en cuenta, como asimismo

el análisis termodinámico que se desprende de esta nueva métrica.

A continuación, a manera de introducción, se revisa la teoría cuántica de

un campo escalar conforme en el fondo de1 agujer.o negro BTZ.

6.1_ Teoría cuántica de campos en el agujero negro

BTZ

Aunque la solución BTZ es un modelo simple y írtil para la física clásica

de agujeros negros, su mejor veta aparece en la teoría cuántica. Así, este agujero
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no es una excepción dentro de la gravitación en 2*1 dimensiones, como un modelo

instructivo para la gravedad cuántica en 3*1 dimensiones [12].

Tal como en 3*1 dimensiones, consideramos como una aptoximación a la

formulación cuá¡tica completa, la teoría cuántica de campos en un fondo de agujero

tegro clásico. Pala un campo libre, el punto de partida de esta teoría es una adecuada

función de dos puntos G(a,, x') = (01 ú(c)V(o') l0), a partir de la cual se deriven

cantidades como el valor de expectación del tensor energía-momentum (7rr). La

propiedad cl¿ve en 2*1 dimensiones, ptoviene de la representación del agujero BTZ

como un espacio cuociente descrita en el capítulo 2, es decir, su replesentación como

una región del espacio cubrimiento universal del espacio anti-de Sitter (CadS) con

identificaciones apropiadas. Esta construcción permite escribir 1a función de dos

puntos para el agujero negro en términos de Ia correspondiente al espacio CadS por

medio del méto<lo de imágenes. Específicamente, si G6"¿5(r, ot) es 1a función de dos

puntos en CadS, la correspondiente aJ agujero negro es

GsrT(a, c') - I.-'"' G"-s(r, H" x'),

donde I1o' denota la acción del elemento del grupo (2.12) sobre z'. La fase ó, que

es nula para un campo con condiciones de bolde periódicas, ü(0) - ú(0 + 2r)
(untuisted field), y que toma el valor z' en el caso de un campo con condiciones

de borde antiperiódicas, ú(á) = -ú(d + 21t) (tuisted.¡leld), puede ser en principio

arbitraria, correspondiendo a la condición de borde ú(fl2) = e-'6ú(o). Se observa

así que, utilizando 1as notables propiedades geométricas del agujero BTZ, podemos

reducir e1 problema al comparativamente más simple de la teoría cuántica en el

espacio CaclS.

Aunque la teoría cuántica de campos es simple sobre el espacio adS, no

por eso es trivial. La dificultad principal viene del hecho que, tanto el espacio adS

como su cub¡imiento universal CadS, no son globalmente hiperbólicos. Es evidente

del diagrarna de Penrose en la figura 2 que el infinito espacial es tipo tiempo y la
información puede entrar o salir en el infinito espacial en un tiempo coordenado

finito. Por consiguiente, se deben imponer condiciones de borde en el infinito para

formulal una teolía de campos razonable.

(6.1)
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Este problema fue analizado cuidadosamente en 3*1 dimensiones por Avis,

Isham y Storey [+9], quienes mostraron que existen tres condiciones de borde razo-

nabies para el campo escalar en el infinito espacial:

P-i P=i

Figura 2. Diagrama de Pemose de CadS. la información puede entrar o salir a través
del infinito espacial y así X no es una superficie de C¿uchy, a menos que se impongan
condicionesenr=@.

las condiciones de DiLichlet(D), Neumann(N), y "transparentes" (T). Estos autores

utilizaron el hecho que CadS puede ser mapeado conformalmente a la mitad dei

Universo Estático de Einstein (ESU) con el infinito mapeado al ecuador [24]. Por lo

tanto, las soluciones de las ecuaciones de movimiento en un espacio pueden mapearse

en el otro, y similarmente, las condiciones de borde en el infinito corresponden a

condiciones sobre 1os campos er e1 ecuador. La condición de borde transparente,

corresponde simplemente a cuantizar el campo usando modos que son regulares sobre

todo el ESU (ver Apéndice). Las mismas condiciones de borde son aplicables en 2]1
dimensiones [50]. En particular, para un campo escalar conforme sin masa, descrito

por la acción

r - - | aa4n[fo,'v,vv,v + fiav'],
las funciones de Green son

1r
-lo4r L

(6.2)

p= i

r,DL"CadS -
-r/2 - (o + 4t2)-1/2) , (6.3)



: *1"-,' + (o + 4t\-1t2f ,

| __rtz
4r

Aquí a(o, r') es el cuadrado de ia distanci¿ geodésica entre c y c' en el espacio de

incrustación de ads, R(2'2). Es posible defini¡ también una función de Green más

general con condiciones de borde "mixtas",

GB"as : l*l.',' - a(o * 4t\-1t2) , (b.01

la cual incluye los casos anteriores [51]. Con esto, se puede calcular las funciones de

Green para el agujero BTZ, haciendo la suma (6.1X[50,51,52,53]).

El tensol energía-momentum para el campo escalar conforme sin masa (4.5)

se puede escribir

r,,:|v,vv,v - fvv,v,v _'¡n-,lto*f * #*,] (6.7)

donde hemos usado que Gr, : l-2 9r, para la solución BTZ, y la ecuación (4.4) para

ü . El valor de expectación (7-) se obtiene diferenciando la función de dos puntos

y tomando 1ímite de coincidencia [55]. Este método point splitting aplicado a (6.7)

entrega

lr I r

(",") : 
"lT, i L3o;q' - sp,s"pv"ov'a' -vi,ví - *n*l G@,x'). (6.8)

Só1o el término ¡¿ : 0 en la suma (6.1) diverge cuando ¿ -a f , ! el tensor en-

ergía-momentum puede ser renormalizado substrayendo este término. Los valores

de expectación se calcula¡on en [50]; para J = 0, condiciones de borde Neumann y

Dirichlet;en [51] para J = 0, condiciones de borde mixtas; y en [52] para J arbitrario,

condiciones de borde transpa.lentes.

6,2 Determinación de la reacción de fondo

En esta sección buscaremos soluciones de la ecuación semiclásica

¡Nuc"ds

uc"ds

38

(6.4)

(6.5)

Gu,-l-29u, - x lTu,l , (6.e)
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que den cuenta de 1a corrección de primel orden en ñ a la métrica BTZ en presencia

de un campo de radiación escalar conforme.

Calculando (6.8) con las condiciones de borde transparentes, se obtiene para

un campo escalar conforme (untwisted) l5l)

.\rl) = !.1r¡ai,u1,,1,-2), con

2r 82
At

2r AB

t-2 -

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

F(M\ = yyí
," /.) 4
bv ! ñ=l

cosh2t¡nt/ M + 3

(cosh2rny'M - 11slz'

donde el lado derecho está evaluado en unidades en que ,( = T, M es la masa del

agujero sin rotación, y lp : h18 es la longitud de Planck en tres dimensionesl. Puesto

que la serie .F(M) converge exponencialmente para todo M ) 0, el tensor energía-

momentum es finito excepto para r ^-+ oo. Esta divergencia proviene de1 hecho que

r : 0 es un punto fijo bajo la acción de 11 definido er (2.72)2., y el denominador

de la función de Green se anula. Para M ¡> 1 , el primer término de la serie es

el clominante y F(M) - e-'@, es clecir, lT*) se anula exponencialmente para M
grande. Si M es pequeño, (Tu,) diverge. Se observa que (7*") es conservado y tiene

traza nula (no existe anoma,lía de traza en dimensiones impares).

Consideremos 1a métrica general con simetr'ía circular y estática (2.5)

Las ecuaciones de Einstein semicl¿isicas (6.9) son

ds2 - -¡1r¡¿¡z i B@)dr2 + r2d02 .

tPF(M)
13

tPF(M)

A" 1-2 2|PF(M)
T-t _ - 13 ,

donde prirna denota la derivada respecto a r. Las dos primeras ecuaciones entregan

A(r) - ¿r¡8117 : ct(l-2 12 - 2lpF(M)lr - c2), donde c1, c2 son constantes de inte-

gración. La tercera ecuación, fija el vaior de c1 : 1, y no restringe a c2, Por 1o tanto
ll,a masa de Planck definida por rnplp = ñ es iulepeulienle de ñ (rn, = 8 eu las unidades en

que rc = z').
zIf es el elemento de SO(2,2) que realiza la ideutificación de puntos en CadS que dan origen al

agujero negro BTZ.

B'
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la rnétrica modificada por efecto de los campos de radiación es, a primer orden en Ir,

d,s2 = - (i - - -'!+9) o,'* (l - ¡'¡ -zJ:!-U))-' a,'+,'ae'. (6'15)

En la última expresión hemos fijado cz = AtL Esta elección es muy natural ya que

para M )) 1, el efecto de Ia fuente se anula y se recupera el agujero BTZ de masa

M. Notamos la gran similitud de la métrica anterior con la obtenida en el capítulo

4 para el.sistema de gravitarión con campo escalar conforme.

Se puede determinar la posición dei horizonte de eventos, encontrando las

raíces reales positivas de 9" : O'

13 - MI2, -zlpF(A[)l'z -0. (6.i6)

Dado que F(M) > 0 esta ecuación tiene sólo una raíz real positiva, que a primer

o¡den en l¿ es

r+ - lút *w;P, (6.17)

es decir, el horizonte de la solución perturbada es mayor que el de la solución de

partida.

En el caso de los campos con condiciones de borde antiperiódicas (twtsted)

o (?í),**,"u - $ 4**,"0(M) diag(I, l, -2), con (6.18)

n*i","¿(.,tr) : Y:i1-r¡"-rySt4ft-, (6.1e)
2J2 ?t ' ' (coslr2zrruJM -t¡ttz

Aunque son muy parecidos, existe una diferencia fundamental en.r" (f;) y (?})r*,"r..,
que se debe a que tienen signo opuesto (según muestran los gráficos en [51]). Si de-

notanros Fr.o,r"t"a: -F-,la ecuación (6.16) tiene ahora dos raíces reales positivas,

que a primer orden en ñ son

t;;, lpF-(M) AIPF- (M\r+:Vitll- M \ r-: M . (6.20)

En esta forma, en el caso de los campos con condiciones de bo¡de an-

tiperiódicas, aparece un horizonte interno como una nueva estructura en la solución.
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6.2.t Propiedades termodinámicas

En esta sección determinamos las correcciones de O(ñ) a la temperatura y

entropía dei agujero negro BTZ debidas a 1os campos de radiación. Utiliza¡do la
formuia usual para la temperatura T : -(Sl),n laTr para una mét¡ica con g grr:

-1, se obtiene para los campos normales

Es sensato suponer que la entropÍa del agujero negro perturbado es proporcional

al perímetro del horizonte (que es el análogo del área en esta dimensión). De esta

manera, la variación de la entropía relativa a la del agujero BTZ es

: tl tt-"t'trltt¡.

(6.21)

AS
S erz

(6.22)

Pa¡a el caso con twisted, fi,eltk, se debe reemplazar .F(M) por --F - en las relaciones

anterio¡es.

6.3 Discusión

Como se puede ver de (6.15), el efecto de ios campos de radiación se reflej a

básicamente en la adición de un término correctivo - r-1 a g8,,. Lu presencia de

este término hace que 1a geometrÍa deje de ser de curvatura constante, adquiriendo

una singula,ridad de curvatura en el origen. La métrica (6.15) tiene la misma forma

que su contraparte clásica, presentada en el capítulo 4, es decir, la aproximación

semiclásica utiiizada guarda mucha información del fondo clásico en que se sostiene.

Se obse¡va que 1as correcciones a la temperatura y entropía dependen li-
nealmente de F(M). Así, dado que.F(M) - e-M pata M )) I, estas co¡¡eciones

son fuertemente suprimidas en los agujeros masivos. De esta manera e1 efecto de

la baclc-reaction sólo será apreciable para masas pequeñas, del orden de la masa de

Planck (la cual es independiente de ñ en tres dimensiones).

Otro punto tiene que ver con las escalas de longitud. Las correcciones

inducidas por por (q,,) dependen del cuociente /p/f, es decir, del tamaño relativo de



la curvatura (fijada por la constante cosmológica) respecto a la longitud de Planck,

la cual es lineal en ñ. Se nota que mientras más plano el espacio (/ >> 1), menor es

el efecto de la perturbación por los campos de ¡adiación,



Capítulo 7

Conclusiones

Hel-ros presentado una nueva solución cle agujero legro etr 2*l clirrrensiones

acoplanclo ur carnpo escalar conlorrne a la gravitación con constante cosrnológica

Iregatii,a.. El mismo tipo de acoplamiento escalar también genera un agujero negro

en 3*l climensiones (BI\{BB), pero la presencia de la constante cosrtológica en el

caso tridimensional, la cual es absolutamente necesaria en la solución, hace que los

agtjeros negros resultantes sean completarnente dife¡entes: La solución BMBB es

asintóticarnente plana y es un agnjero Reissner-Noldstróm extremo, ntieutlas <1ue la

solución presentada aquí es asintóiicaruente a,nti-de Sitter y no extlenta, aclerná.s el

canrpo escalal es siempr-e regular, mientras que en el moclelo BMBB clivetge en el

horizonte.

Aunclue la solución presenta.cla es un agujero negro dotaclo tle un carlpo,

no se puede afirmar, en un sentido esl.riclo, que el campo escalar sea alguna. clase de

pelo, clatlo que este campo de materia no posee una carga conservada independiente.

El cá,lcr¡lo de la. entropía nos muestra que su valor clifiere por. un fa.ctor J cle

aquel proporcionado por la "ley del ár'ea". Est¿ desviación ploviene clel aco¡:lanriento

rlel cattt¡ro cscalal cou la curva.trrr'¡. 'fa.nrl¡i«i¡r cs lrosib[c tlctclrlilrar r,sl,¡ «losvi¡t.ión

a tlavris cle un mapeo conforme de la rnétrica. Esto hace posible realizar el cálculo

cle la entlopía en térrninos de campos que ¡rrovienen de una acción cou a,coplaniento

rninimal usando la ley clel área.

Es análisis dc la esta,bilidad de esta solución estática en el caso cle per-
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turbaciones lineales circularmente simétricas muestra que el sistema es inestable,

compartiendo esta propiedad con el agujero negro BMBB [54].

Para responder la pregunta sobre si se puede obtener un agujero negro

como resultado de1 colapso de estos campos escalares acoplados conformalmente, es

necesa¡io considerar al menos la geometría con simetría circula;r más general

ds2 : -A(t,,r)dt' + Blt,r\dr' + 12d02 ,

dado que e1 caso restringido ,4 - B-1, da lugar a la misma solución estática ya

presentada.

La parte final de este trabajo se dedicó al estudio de los efectos producidos

por los campos de radiación en las propiedades geométricas y termodinámicas del

agujero negro BTZ. Usando ei v¿lor de expectación del tensor energía-momentum,

asociado a un campo escalar conforme, como fuente de las ecuaciones de Einstein

determinamos una nueva métrica, la cual da cuenta de las correcciones, de primer

orden en ñ, a la métrica BTZ debido a la presencia de los campos de radiación. La

la adición de un término correctivo * r-1 a gfrTz hace que 1a geometría deje de

ser de curvatur. 
"onstáte, 

adquiriendo una singularidad de curvatura en el origen.

Esta nueva mét¡ica (6.15) tiene la misma forma que su contraparte clísica (4.14).

Esto signifrca que la aproximación semiciásica utilizada guarda mucha información

del fondo clásico en que se sostiene.

Se observa que las correcciones a Ia temperatura y entropía son fuertemente

suprimidas en los agujeros masivos. De esta manera el efecto dela bacbreaction sóIo

será apreciable para masas pdqueñas, del orden de la masa de Planck. También se

nota que las correcciones inducidas por por (7r") dependen del cuociente lpfl, es

decir, mientras más plano ei espacio (la curvatura es proporcional a /-2), menor es

el efecto de Ia perturbación debida a los campos de radiación.

La simplicidad relativa que ofrecen estos sistemas tridimensiona,les respecto

a los formulados en cuatro dimensiones (y de alguna forma, más realistas que los

también estudiados en 1*1 dimensiones) se refleja en este trabajo. Estos sistemas

proporcionan una arena promisoria para estudia,r problemas aún abiertos en la fíisica

de agujeros negros, tales como el origen microscópico de su entropía.



Apéndice

Cuantizaciín de un campo escalar

conforme en CadS

En este apéndice se revisará 1a cuantización de un campo escalar conforme

en el espacio cubrimiento universal de anti-de Sitter, CadS. E1 cálculo del propagador

del campo escalar (conforme) se ve complicado por el hecho que CadS no es global-

mente hiperbó1ico. En las coordenadas (2.11), el infinito espacial es la superficie

p : r 12,, ia cual se ve com.o tipo tiempo en la figura 3. La información puede salir o

entrar a través de esta superficie en un tiempo coordenado finito, dañando la ley de

composición del propa6ador. A continuación mostramos el esquema de cuantización

propuesto por Avis, Isham y Storey [49] y aplicado recientemente por Lifschytz y

Ortiz [50] en 2*1 dimer:siones, para resolver este problema. La primera observación

consiste en e1 hecho clue adS es conforme a Ia mitad del Universo Estático de Einstein

(ESU), cuya métrica es

tls2 : - tl)2 + (lp2 + s\* prl02 . (A.1)

donde -m < I < -, 0 < p < r.,y 0 < 0 ( 2r', y su topología es lR x,92.

La idea propuesta en [49] es usar los resultados de la cuantización en la

mitad de ESU, la cu¿1 está bien definida, para definir a través del mapeo conforme,

una cuantización aceptable en CadS, esquivando de esta manera el problema de cómo

fijar la información que pasa por CadS.

45
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t p=o

Figura 3. Se muestra e1 Universo Estático de Einstein (ESU) con una dimension espacial
suprimida. La región sombreada y doblemente sombreada representa las imagenes confor-
rnales de CadS y adS respectivamenie (82 identificada con X! en e1 caso adS). La líneas
p = T est án identificadas.

Los modos de frecuencia positiva en ESU son soluciones del

. Esu 1 ¡suD1P -¡t[ :0, (4.2)

y estiin dados por

l,i:u = Qt * L)-rlt e"^Yt*(p,O) o ) 0, (A.3)

donde li- son los armónicos esféricos, u : I I l, m y I son enteros con / ) Q y

Inzl < l. Estos modos son ortonormales en el producto interno [55]

0l,r.,rlr) : -, lrrh, i, f;ut;Or' ,

1Pa¡a Ia méirica ESU, el escalar de Ricci es R = 2.

(A.4)
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donde X es una superficie de Cauchy tipo espacio. Esto es,

lbm,rbu^,): 6u6^,",, $bt^,rhi^,)=0, v ('bi*,'hi,^')= -6u6^'' (A'5)

Expandiendo en estos modos el operador de campo

'U -»1bh(Lt^*tbmaf*, (A.6)

donde a, a+ destruyen y crean ¡rartículas, y clefi.nen ei vacío l0)".u. L. función de

dos puntos se define como

Gu., (o,c') :,"u (01 v(o)ú(o') l0),.,, : Drli#(r),/,ff"(r')'

Insertando (A.3),

G".u(o,c'):\r-L,*ruuL+i)(¡-r')»Y*(p|)Yil(p'0').

(A.7)

(A.8)

Usando {i - (-1)-)i:* y 4rDl=-tY¡*(c)Y*(x') - (2/ + l)Pr(cos O), donde O es

(A.e)

el ángulo entre (p,0) y (p',0'), obtenemos

1

G".,, (.r', r') = -l-.-ilr't-¡'l f .-'r{r-)')P¡(cos O) .

+tt I>u

Ademiís, usando lpe P" (r)2" : (l -2az + 22)112 pa"ra -1 < ¿ < 1 y lrl < 1, y

dando a A.\ : I - )' una pequeña parte imagina,ria para convergencia, obtenemos

G,.u (c, r') = fu«*1o), - ze) - cos pcos p' - sinpsinp/ cos L0¡-r/2, (A.10)

donde la raíz cuadrada está definida con u¡1a rama a 1o largo del eje real negativo y

el argumento de la función está entre (-r, r)[56]. Denotaremos esta función de dos

puntos por Gr , y definimos G2 (c,.u') - G1...(i,x') donde i : Q,,r - p,0).
EsIr'' Esu'' ' Esu'

Ahora, clebemos imponer condiciones de borcle sobre los ,y'""u d" modo de

tener un buen esquema de cuantización en la mitad p < Í 12, La conservación de

energía requiere que alguna de las siguientes condiciones de borde se cumpla:

,t?X b =1") - o, con I + rn impar (Dirichlet), (A.11)
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f;l'ii" to- l,r) - 0, con / + m par (Neumann). (A.12)

(4.14)

(A.15)

Es fácil verificar [+9] que Ia combinación G"r, = G"'r, t G2,, tiene las condiciones

de bo¡de correctas, donde e1 signo f corresponde al caso Neumann y el otro signo al

caso Dirichlet.

Dado que las métricas de CadS y ESU están reLacionas por ei factor con-

forme (/ secp), las funciones de dos puntos se relacionan como

CrdS
(A.13)

obtenienclo a.sí

v

Gl (t:.r'\: ! o(¡.x'\-1lzc.ds\ 4r ' '

G'.u"(x, a') - [b{*, *') + 4l2l-tl2

Entonces 1a suma (resta) de estas funciones de Green corresponde a la función de

Green en el CadS con condiciones de borde de Neunrann (Dirichlet).

cos o cos o' CjE§I'

o
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