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ABSTRACT

A three dimensional black hole solution of Einstein equations with negative
cosmological constant coupled to a conformal scalar field is given. The solution is
static, circularly symmetric, asymptotically anti-de Sitter and nonperturbative in the
conformal field. The curvature tensor is singular at the origin while the scalar field
is regular everywhere. The condition that the Euclidean geometry be regular at the
horizon fixes the temperature to be T' = -1%%. Using the Hamiltonian formulation
including boundary terms of the Euclidean action, the entropy is found to be 2 of
the standard value (3A4), and in agreement with the first law of thermodynamics.
Morever, it is shown that the system is unstable against linear circularly symmetric
perturbations.

In the last chapter, the first order correction in % to the entropy and tem-
perature of three dimensional BTZ black hole due to back-reaction of a massless con-
formal scalar field is computed. We consider the renormalized stress energy tensor
assoclated with the scalar field as source of Einstein equations. These semiclassical
equations are solved by a static, circularly symmetric and asymptotically anti-de
Sitter black hole solution. The temperature and entropy of this perturbed black
hole are determined using the standard Euclidean method. The deviations of these

thermodynamical quantities respect to BTZ ones give the back-reaction corrections.
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RESUMEN

Se presenta una solucién agujero negro de las ecuaciones de Einstein aco-
pladas a un campo escalar conforme en tres dimensiones. La solucién es estatica,
de simetria circular, asintéticamente anti-de Sitter y no perturbativa en el campo
conforme. El tensor de curvatura es singular en el origen mientras que el campo es
siempre regular. La condicién de regularidad de la geometria Euclidea en horizonte
fija la temperatura a 1" = %:ﬁg. Usando la formulacién Hamiltoniana con términos
de borde de la accién Euclidea, se encuentra que la entropia es % del valor usual
(3A), y estd en acuerdo con la primera ley de la termodindmica. Ademas se muestra
que el sistema es inestable frente a perturbaciones lineales de simetria circular.

En el dltimo capitulo, se calculan las correcciones a la temperatura y a
la entropia del agujero negro tridimensional BTZ a primer orden en %, debido a la
reaccién de fondo de un campo escalar conforme sin masa. Consideramos el tensor
de energia-momentum renormalizado asociado al campo escalar como fuente de las
ecuaciones de Einstein. Estas ecuaciones semicldsicas son resueltas por un agujero
negro estético, circularmente simétrico y asintéticamente anti-de Sitter. La tempe-
ratura y entropia de este agujero perturbado son determinadas utilizando métodos
usuales. Las desviaciones de estas cantidades termodinamicas con respecto a las

asociadas al agujero BTZ corresponden al efecto de la reaccion de fondo.
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Capitulo 1
Introduccion

Poco tiempo después de que A. Einstein formulara la Teoria General de la
Relatividad, K. Schwarzschild publicaba en 1916, la solucién estatica y de simetria
esférica de las ecuaciones de Einstein

-1
ds? = — (1 - ZMG) dt? + (1 - QMG) 423202, (1.1)

cir cir

que desde entonces lleva su nombre. Esta solucién no sélo da cuenta de las propiedades
métricas del espacio-tiempo generado por una distribucion esférica de masa M, sino
que también revela una muy interesante propiedad causal del espacio-tiempo: La
region interior al llamado radio de Schwarzschild

_2MG M
T2 T T Msg

esta causalmente desconectada de la region exterior a este. Esto significa que ningin

rs km, (1.2)

cuerpo puede escapar de la region interior, incluida la luz. Por esta singular propiedad,
el fisico norteamericano John A. Wheeler les dié a estos espacio-tiempos (soluciones
de las ecuaciones de Einstein) el nombre de agujeros negros.

En la presente Tesis, se estudian agujeros negros de tres dimensiones espacio-
temporales.

En el Capitulo 2 se revisan las propiedades fundamentales de la Gravitacién

(Teoria General de la Relatividad) en tres dimensiones y se introduce la solucién

1Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der Einsteinschen Theorie. Sitzungsber.

der Akad. Wiss. Berlin, pp. 189-196.



cuatro dimensiones,

Después de estos dos capitulos de cardcter introductorio, se presenta en el
Capitulo 4, el resultado principal de esta Tesis, un nuevo agujero negro que ests
dotado de un campo escalar conforme [3]. Se analiza su estructura global, a traveés
de su diagrama de Penrose, y se determinan sus propiedades termodindmicas, en
particular, la entropia de este agujero negro. En la dltima seccién se discuten los
resultados.

El Capitulo 5 ests dedicado al estudio de la estabilidad de este sistema
frente a perturbaciones lineales. Se prueba que el sistema es inestable [4].

En 1974, S. W, Hawking mostré que los agujeros negros radiaban con up
espectro termal [23]. En Capitulo 6, se estudia el efecto de los campos de radiacién
en las propiedades termodinamicas de] agujero BTZ a través de] proceso llamado
reaccién de la geometria de fondo (back-reaction) [5].

Las conclusiones generales que se obtienen de la presente tesis se exponen
en el Capitulo 7.

Finalmente se incluye un Apéndice donde se detalla a] cuantizacién de un
campo escalar conforme en e] espacio cubrimiento universal de antj-de Sitter.

La convencién de signos para la métrica ¥ curvatura sigue la utilizada en
[24]. La constante de Einstein sers denotada POr %, y como es usual usaremos

unidades tales quec=1.



Capitulo 2

Gravitacion en tres dimensiones

2.1 Introduccion

En la dltima década, a partir de los trabajos de Deser, Jackiw, 't Hooft
[6, 7, 8] y Witten [9, 10], la gravitacién en tres dimensiones se ha convertido en uno
de los modelos mas recurridos en el estudio de los fundamentos clasicos y cuanticos
de la gravitacién. Una de las razones para este creciente interés, es la significa-
tiva reduccién en la complejidad de los calculos que presentan los modelos en tri-
dimensionales relativos a los de cuatro. Es asi que uno espera que esta simplificacién
dé luz a problemas conceptuales, como por ejemplo, el origen de los estados que dan
lugar a la entropia de los agujeros negros, el problema de la pérdida de informacién,
etc., que a menudo son oscurecidos por la mayor complejidad del caso en cuatro

dimensiones.

En este capitulo revisaremos las propiedades mas relevantes de la grav-

itacién en tres dimensiones y la solucién agujero negro tridimensional BTZ.
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2.2 Propiedades generales

En tres dimensiones, el tensor de curvatura de Riemann, R,.,., estd com-

pletamente determinado por el tensor de Einstein, G ,, por la relacién
Ruvoe = €unaoas G . (2.1)
Entonces, a partir de las ecuaciones de Einstein,
G =8 Ty (2.2)

se deduce que si el tensor de energia-momentum, 7},,, es nulo en un punto, alli se
anula el tensor de curvatura. Es decir, el espacio-tiempo es plano en las regiones en
que no hay materia. En cuatro y mds dimensiones, la ausencia de materia implica
la nulidad del tensor de Einstein pero esto no necesariamente implica que el espacio-
tiempo sea plano.

En [11], Giddings, Abbott y Kuchaf estudiaron la estructura de las ecua-
ciones (2.2) en tres dimensiones sin materia, estableciendo la ausencia de gravitones
y la inexistencia de un limite Newtoniano en esta dimension.

Aunque el espacio-tiempo es plano donde no hay materia, en [6, 7] se mues-
tra que las fuentes de materia inducen efectos gravitacionales de caracter topoldgico
(por ejemplo, una particula puntual producird una singularidad cénica en el espacio-
tiempo): La gravitacién sin materia es sélo localmente plana.

Si se introduce una contante cosmoldgica A, la ecuacién (2.2) se escribe
G F Mg =Ty, . (2:3)

En ausencia de materia, la ecuacién anterior y (2.1) implican que toda solucién de
las ecuaciones de Einstein sin materia, con constante cosmolégica, tiene curvatura
constante, es decir,

Ryvpo = [g.upgw - g,,pg,ug]A- (2'4)

Asi, la geometria local de las soluciones (cuando no hay materia) corresponde a la

de un espacio de curvatura constante. Por lo tanto, las soluciones tridimensionales



difieren de estos espacios sélo en las propiedades globales. Por ejemplo, con identifi-
caciones apropiadas, el espacio anti-de Sitter (A negativa) se convierte en el agujero
negro BTZ que revisamos en la siguiente seccién.

Otra de las razones del creciente interés por la gravitacién tridimensional
proviene de sus propiedades cudnticas. Sobre este aspecto la referencia mas impor-
tante es el trabajo de Witten[9], quien probd que la gravitacién cuantica en tres
dimensiones es finita y exactamente soluble. Una revisién de estos temas se puede
encontrar en [12]. Esto ha generado gran expectativa para el problema mas grande

de la Fisica Tedrica actual que es encontar una teoria cuantica de la Gravedad.

2.3 La solucién de agujero negro (BTZ)

Las ecuaciones de Einstein (2.3) para una métrica estatica con simetria

circular )
ds® = —A(r)dt* + B(r)dr® + r*do* (2.5)
son
AB'
o M =0 (2:6)
A 1aB = 0 @
2rA - -
ZAH
r 5 + Ar2 i 0, (2-8)

donde prima denota la derivada respecto a r. Las dos primeras ecuaciones entregan
A(r) = Ci/B(r) = C — ACy7?, donde Cy y C son constantes de integracién. La
tercera ecuacion, fija el valor de C; = 1 y no restringe a C'. Por lo tanto las ecuaciones

de Einstein con constante cosmoldgica A tienen la solucién exacta
ds? = —(C — Ar?)dt® + (C — Ar?)~Ydr? 4+ r2d6? . (2.9)

En el caso en que A > 0, (2.9) corresponde a la métrica de Sitter, y C debe
ser positiva para que el vector de Killing 0/t sea tipo tiempo. Si C # 1 la métrica
tiene una singularidad cénica en el origen, que indica la presencia de una particula

puntual [6].



SiA <o, (2.9) es la forma candnica de la métrica de] espacio-tiempo anti-
de Sitter. A diferencia de lo anterior, ¢ puede ser tanto positiva como negativa,.
En el primer caso, se tiene simplemente o] espacio-tiempo anti-de Sitter (con una
singularidad cénica sj ¢ #1). Si C es negativa, el espacio-tiempo tiene un horizonte
de eventos, indicando Ia presencia de un agujero negro (de masa M — —C, en
unidades tales que x = 7).

Dada la simplicidad de la derivacién previa, es algo notable que la existencia
de un agujero negro tridimensional fuera, descubierta por Banados, Teitelboim y

Zanelli [1](BTZ), casi después de diez afios del comienzo de las investigaciones en

Y carga eléctrica (1, 2].

Este descubrimiento ha generado un gran niimero de trabajos, tanto en
aspectos cldsicos, como la estructura geodésica [13], o cuanticos (estos serdn comen-
tados en el tltimo capitulo) del agujero negro BTZ . Una completa revisién, que
cubre hasta Mayo de 1995, ha sido publicada por Carlip [14].

Puesto que el agujero BTZ es una solucién de (2.3) sin materia, se trata

de un espacio-tiempo de curvatura constante negativa; cualquier punto de] espacio-

El espacio de anti-de Sitter se puede definir como la superficie —y2 — 2 +
2?4y = _p2 incrustada en R%? cop métrica ds? = —dy? _ 4,2 + dz? + dy?. Un

sistema de coordenadasg (A, p,0) que cubre este espacio es definido por [49]

u =1 cosAsecp v = [sin Asecp

& = [ tan pcos Yy =1Itanpsing, (2.10)



adS se escribe

ds? = I* sec? p(—dA? + dp® + sin® pdf?). (2.11)
Se observa que adS tiene topologia S'(tiempo) x IR*(espacio) y por lo tanto con-
tiene curvas tipo tiempo cerradas. Si se desenrolla el angulo A se obtiene el espacio
cubrimiento universal de adS, con —oco < A < oc, el que no contiene curvas tipo
tiempo cerradas.

Es claro de la forma de la métrica inducida por el espacio de incrustacién
que el grupo de isometria de CadS es SO(2,2). El elemento de SO(2,2) que realiza
la identificacién de puntos en CadS que dan origen al agujero BTZ (sin rotacidn),
se puede representar como la matriz que actda sobre las coordenadas (u,z,v,y) del

espacio incrustado

cosha sinha 0 0

g o | b cosha 00 2wy (2.12)
0 0 10
0 0 0 1]

Se observa que H corresponde a un boost en el plano u — z.

Para obtener el agujero con rotacién, se utiliza un procedimiento similar.
En este caso la identificacion dependera de dos parametros y se puede entender como

dos boosts, uno en el plano u — « y otro en el plano v — y [52].

Dado que todo espacio-tiempo de curvatura constante es conformalmente
plano [15], uno espera encontrar una representacién explicita para la métrica BTZ,
que muestre este hecho. Esta representacion se obtiene haciendo la siguiente trans-

formacién [16]

pTpd 12 ry ry
r = ( = +) cosh (l_ﬁt) exp (TG>

B B WO ' : 5
y = ( 5 +) sinh («l%t) exp (—;—9) (2.13)
£ (f) exp (rzi") , o r2rp=MYA,

-




que pone la métrica BTZ,

2 -1
ds? = — (% - M) dt* + (r_ ~ M) dr® 4+ r2dg?. (2.14)
en la forma i
ds® = fﬁ(dm? —dy*+dz*) z2>0. (2.15)

La métrica anterior corresponde al llamado semiespacio superior de Poincaré, que

es el prototipo de los espacios de curvatura constante negativa [17].

La periodicidad de la coordenada angular #, demanda que identifiquemos

puntos bajo la accién de 8 — 8 + 27, esto es,

(.’B, Y, Z) = (CE e2ﬂ'r+/l’ ye21rr+/i’ 5 e21rr+fl) ) (2.16)



Capitulo 3

Gravitacion con acoplamiento

escalar conforme

3.1 Introduccion

En 1970, Callan, Coleman y Jackiw [57] propusieron una modificacién al
tensor de energia-momentum de un campo escalar con auto-interaccion cudrtica.
Este nuevo tensor de energia-momentum, lamado tensor conformal, posee intere-
santes propiedades tanto cldsicas como cuanticas. También ellos mostraron cémo
modificar la accién de la gravitaciéon para que la forma totalmente covariante de este
tensor sea fuente del campo gravitacional. Una teoria gravitacional similar tammbién
habfa sido considerada por Chernikov y Tagirov [18] y luego por Deser [19]. En
[20], Parker muestra que la distincién fisica entre el tensor convencional y el confor-
mal se hacen mas evidentes en campos gravitacionales intensos y en [21] estudia las

propiedes del tensor conformal en un espacio-tiempo curvo.

La accién gravitacional modificada propuesta en [57] es
‘ | |
leewr = [ d'a/=g [ - 0| 2, SRS

16rG 12
Si sumamos a esta accion un término cinético para el campo escalar W se obtiene la

ecuacién de campo [22]

1
O - zR¥ =0. (3.2)
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Esta ecuacién es, a diferencia de la que ocurre en en el caso de un campo escalar
ordinario, conformalmente invariante. Es decir, (3.2) es invariante ante la transfor-
macién g,, — 0%(z)gu, ¥ — Q~(z)¥, compartiendo asi esta propiedad con las
ecuaciones de Maxwell y Dirac sin masa.

Después de estos primeros trabajos, el campo ¥ ha sido considerado como
un tipo especial de materia, campo escalar conforme, mas que como la componente

de spin cero de la interaccién gravitacional.

3.2 Principio de accion en D dimensiones

Consideremos un espacio-tiempo D-dimensional. Definimos un campo es-

calar conforme al descrito por la accion
1
Io=-3 f P2/~ [¢"'V, UV, ¥ + £ RV (3.3)

donde R es el escalar de Ricci, V,, es la derivada covariante y {p = (D —2)/(D—1).
El valor de £p se elije de manera tal que I sea invariante bajo las transformaciones

conformes

G — ()G U — Ql_g(w)'l!. (3.4)
El tensor de energia-momentum asociado es

_ 2 6l
V=g 6g*
1
= VL:LI’VV‘I’ - Egﬁtvgaﬁvawvﬁq’ <+ §D [Q'WD o vuvv + G.LW] ‘Pz 3 (3-5)

i

Il

y la ecuacién de campo para ¥ es

(O-¢épR)¥ =0, (3.6)

donde O = ¢g**V,V, es el operador de Laplace-Beltrami en la métrica g,,.
El célculo de la traza de T, se puede efectuar facilmente, obteniéndose

(con el valor de ép elegido anteriormente)

T¢=—=U@-§{pR)Y, (3.7)



11

es decir, la traza es proporcional a la ecuacién de campo para ¥, y se anula en virtud
de ella (on shell).

Uno puede preguntarse si podemos agregar a la accién (3.3) un término
de autointeraccién para el campo ¥, tal que esta se mantenga invariante bajo las

transformaciones (3.4). Un breve célculo revela que se puede sumar
adem —g P, (3.8)

conaa.rbitrarioyng—?;;(p=4siD=4,yp=6pa.raD=3).

3.3 Acoplamiento conforme como uno minimal con

auto-interaccion

En esta seccién estudiaremos la relacién que existe entre la accion de la
gravitacién (G) con constante cosmoldgica con acoplamiento escalar conforme (AC)

definida en D dimensiones por

R-2A 1
Igacly, ¥] = difCV““g [

[Vt o B \Iﬂ]] . (39)

y la accién con acoplamiento escalar minimal auto-interactuante (AMA)

Townlg,¥) = [Py 2~ 2" Vv - V)], (310)

Esta relacién permite analizar los resultados que provienen de la teoria con acopla-
miento conforme es términos de las variables de una teoria usual, con acoplamiento
minimal. En particular, esta relacion es utilizada en el siguiente capitulo para dis-
cutir el valor de la entropia de un agujero negro.

Supongamos que tenemos dos métricas, ¢,, ¥ §.. conformalmente rela-
cionadas, esto es,

.(},u.u = ﬂzgm/ . (311)

La relacién entre los correspondientes escalares de Ricci es [24]

R=07R-2(D-1)07°00 - (D -1)(D - 407"V, 0V,0. (3.12)
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Si ponemos

Q= (1—ktpUH)VP-2 (3.13)
obtenemos
K2 1112
V—gR = \/—[(1—,‘:5911: )R+ 1 512 T wv,,w,,wgmﬂ] . (3.14)
2
pero RoW” ! — 1, entonces

1—répW? 1 — kép2

] dD R RYaAYATE
2ﬁ: -

2(1 - x€p¥?)?
f dPz/=5 [% e % (¢ V, 0V, + gDR\Iﬂ)] +B.T., (3.15)
donde B.T. es un término de borde. Definiendo 3 como
d 1
di T rigi® esto es, kép ¥ = tanh \/kép ¥, (3.16)

y agregando una constante cosmoldgica A, obtenemos la siguiente igualdad
[ Pa=5 [—— ~ (09 - (vm} -
Jorimaligt
con V() = s~ Alcosh \/&€p ]*P/(P-2),

Se ha mostrado asi que existe un mapeo entre las soluciones de un sistema

_ % ((v\p)z 4 gDRq;z)] + B.T., (3.17)

con acoplamiento escalar conforme y uno con acoplamiento escalar minimal con auto-
interaccién. Clasicamente, no es posible decidir cudl de los dos sistemas contiene los
campos fisicos, sin algin tipo de prescripcién adicional. Se observa que la constante
cosmoldgica es la responsable de la auto-interaccién en el sistema GAMA. Si A =0
no hay auto-interaccion.

Si uno define

— 1 — kfrW? wlo) = 7
p=1-kép¥* y () 0 =) (3.18)

la accién Igac se mapea a

IsTg = /dDCE\/— |:K,0R— L 9“'VuoVip = 20V (p)| . (3.19)
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con pV(p) = A. Esta accién define lo que se conoce como una teoria escalar-
tensorial gravitacional (STG). La equivalencia fisica entre las teorias STG (cuyos
campos definen el llamado sistema conforme de Jordan) y GAMA (sistema conforme
de Einstein) ha sido motivo de mucho debate. Una reciente revision de este tema,

incluyendo teorias no lineales en R, se encuentra en la referencia [25].

3.4 Agujeros negros con carga escalar

El acoplamiento escalar conforme junto a electromagnetismo dan origen
a una solucién de agujero negro en cuatro dimensiones sin constante cosmoldgica.
Este sorprendente solucién fue descubierta por Bronnikov, Melnikov y Bocharova
[26] y Bekenstein [27, 28] (ver también [29]). La solucién BMBB sin carga eléctrica
es estatica, esféricamente simétrica y asintéticamente plana (no hay constante cos-

moldgica). El elemento de linea y campo escalar estan dados por

ds? = —(1 — M/r)dt? + (1 — M/r)"2dr? 4+ r*(d§” + sin® 0d¢?) (3.20)

3 r
\P—\/:ﬂr—r—ﬂff’ (3:21)

respectivamente. La métrica corresponde a un agujero Reissner-Nordstrom extremo

y el campo escalar es no acotado en el horizonte. En [28] se muestra que esta
divergencia no produce problemas fisicos.

Recientemente, la unicidad del agujero negro BMBB ha sido establecida
[30]. También se ha probado que la dinica solucién agujero negro estatica, con simetria
esférica y asintéticamente plana de las ecuaciones de Einstein con acoplamiento con-

forme, ocurre sélo en cuatro dimensiones, y corresponde a la solucién BMBB [31].



Capitulo 4

Agujero negro con campo escalar

conforme

4.1 Introduccion

En este capitulo se presenta una nueva solucién de agujero negro en tres di-
mensiones acoplando conformalmente un campo escalar a gravitacién con constante
cosmoldgica negativa. La estructura global de este espacio-tiempo es analizada a
través de su diagrama de Penrose y sus propiedades termodindmicas son determi-
nadas por medio de la formulacién Hamiltoniana con términos de borde en la accién
Euclidea.

Otras soluciones de agujero negro en tres dimensiones se obtienen acoplando

un dilaton. Chan y Mann [32] han investigado soluciones para una accién de la forma
B
Fias f P F (R — SVGV Y= TR, P erb¢) , (4.1)

donde ¢ es el campo dilaténico, F),, en el tensor electromagnético, y las constantes de
acoplamiento «, b y B son arbitrarias. Ajustando estas constantes, ellos encontraron
una familia de agujeros negros dependientes de un parametro con campos dilaténicos
de la forma ¢ = klIn(r/rg), mostrando una amplia variedad de estructuras de hor-
izonte. Una accién equivalente a (4.1) con F,,, = 0 y b = 4 ha sido estudiado por

Sd et. al. [33], quienes examinan la estructura de horizontes y geodésicas para un

14



15

rango de valores de la constante de acoplamiento B.

4.2 Solucion agujero negro

En tres dimensiones, la accién (3.9) es

R+421? 1 1
g /daat\/ —4g I:%—'—' = é-g”“V#\IIV,,\I! = IER @2 (42)

donde —I% es la constante cosmoldgica y ¥ es un campo escalar conforme (sin masa).

Las ecuaciones de campo que derivan de la accién anterior son

G —1%g,, — kT, =0, (4.3)

ov — %R\I! =, (4.4)

donde el tensor energia-momentum es
1
T, =V, ¥V, ¥ — %gwg“ﬁva\llvﬁ‘]? + 3 (90— V.V, + G, ] ¥2. (4.5)

Como se probé anteriormente, el tensor energia-momentum es de traza nula.
Esto implica, tomando la traza de la ecuacion (4.3), que la geometria tiene curvatura

escalar constante,

R =—6l"2 (4.6)

Consideraremos métricas tridimensionales estaticas, de simetria circular,

las que en coordenadas polares adoptan la forma
ds? = —Nz(r)F(r)dt'z + F7Y(r)dr® + r?d§?, (4.7)

donde 0 < r < oo es la coordenada radial propia y 0 < § < 27 es la coordenada
angular. La solucién se obtiene ficilmente fijando la escala de tiempo tal que N(r) =
1. Trabajando con la coordenada tiempo avanzado dv = dt + F~1(r)dr, la ecuacién

r —r de (4.3) impone el vinculo

0= (V) - (), (4.8)
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donde prima denota la derivada radial. La ecuacién anterior se puede escribir en 15

forma
0=04(w-2)" (4.9)
cuya solucién general es
Yir)= \/le—\B A, B constantes. (4.10)

Comparando la Curvatura escalar para la métrica (4.7), R = —r~2(r2F") con (4.6),

uno obtiene directamente
r
Flr) = g 2 a, b constantes. (4.11)
[? r
La ecuacién , ¥ impone las siguientes relaciones entre las contantes de integracidn:

é=3B%3 b=2B%"? A= \/8—5‘}‘2, B>o. (4.12)

Asf se tiene que

zBSJ _ 1+ B)*r-2B) (4.13)

Lla_amm
F(r)zﬁ[r - 3B —'—;-—

es decir, la solucién agujero negro
283 -
ds? = -2 [1'2 —3B% —-—J di? + 12 [rz -35?% - ——-J dr? 4 r2dp? (4.14)
& P

junto con la configuracién de campo

¥ que, como puede ser explicitamente corraborado, resuelve Iz, ecuacion (4.4),
Se muestra facilmente en las coordenadas tiempo avanzado que la superficie
donde F se anula (r=28B= ry+) es nula y corresponde al horizonte de eventos de

este agujero negro !,

'En esas coordenadas , la métrica se lee ds? = —pygy2 2dvdr + r2462, E| horizonte en r =
2B = ry es generado por las geodésicas r(A) =r, % = 0. Esta superficie estd marginalmente
. e % 4 2 ,
atrapada ya que cualquiera de estas geodésicas satisface g—}-j}'—; = —%- (%) <0, asi que r es una
funcidn decreciente de v,



El comportamiento asintotico de g métrica es anti-de Sitter, esto €s, gog ~
r? + O(r?), sin términos lineales e r. Por lo tanto, como S€ muestra en la referencis,

[34], el grupo de simetrya asintético es el ETUpo conforme, que contiene anti-de Sitter

del agujero BTZ.

4.3 Estructura global

d,
U= —p(r)e=o V= p(r)est con &-f = E}; (4.17)

ds® = —~2qyqy 4,2 d6?, (4.18)

donde
(T‘) - 2(71 - T+) e 2""+ _ T3 19
A W i) =Ty (ay)

2 = prdry)? (?i’"—l’l‘l)m 4( L ) (4.20)

8rir 2+, =P 3
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Se observa que las coordenadas de Kruskal eliminan la singularidad aparente que
muestra la métrica en el horizonte cuando ésta se describe en coordenadas polares
(la funcién Q es regular en el horizonte).

A partir de las coordenadas de Kruskal, uno puede definir otras coorde-
nadas que de algiin modo “compactifiquen” la variedad, de manera tal que un di-
agrama en estas coordenadas permita estudiar la estructura global y causal de la
variedad. Estos diagramas se conocen como diagramas de Penrose (también llama-
dos Carter-Penrose). Los diagramas de Penrose se obtienen de la siguiente regla de

compactificacion

U= %tan (p;q), V =tan (%} (4.21)

donde el signo en la primera definicion es positivo para r > r; y negativosi 0 < r <
ry, a fin que la coordenada t aparezca sea siempre como tipo tiempo en el diagrama
de Penrose, y la transformacion inversa se define sobre el rango usual para la funcién

arcotangente, [—7/2,7/2]. Las relaciones (4.21) establecen que:

; . P 1-p%(0
e la singularidad » = 0 es mapeada en las lineas cosp = :tH_gg(U)

+0.344 cos ¢,

cosq =

¢ el horizonte es mapeado en p = *q, y
e r = 00 es mapeado en las lineas p = £77.

El diagrama de Penrose resultante (pvs.q) se muestra en la Fig. 1. En
esta figura, las lineas gruesas representan la singularidad de curvatura en el origen,
las lineas verticales (tipo tiempo) la regién asintética. La zona denotada por I
representa el la regién exterior al horizonte de eventos. La region II esta causalmente
desconectada del resto de la variedad: un observador en II sélo puede caer hacia la
singularidad » = 0. Las regiones III y IV son réplicas de I y II, respectivamente, y
completan la extension maximal de la variedad.

Al comparar el diagrama de la Fig 1. con el correspondiente al agujero
negro BTZ, notamos que ambos tienen la propiedad que la regién asintética, r = oo,

es de tipo tiempo.
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La presencia de la constante cosmoldgica hace que el infinito espacial sea
tipo tiempo, y asi, como consecuencia de este hecho, la variedad no es globalmente
hiperbolica. La ausencia de esta propiedad en una variedad, tiene importantes con-
secuencias al definir una teoria cuantica de campos sobre ella [24]. Discutiremos este

punto con mas detalle en el capitulo 6.

Fig. 1

Diagrama de Penrose.

4.4 Termodindmica

Con el objeto de estudiar la termodinamica de este sistema, consideraremos

el minisuperespacio de geometrias de simetria circular y estaticas descritas por (4.7)
ds* = =N*(r)F(r)dt* + F7(r)dr® + r2d6?

y campos escalares que dependen sélo de la coordenada radial.

El analisis termodinamico requiere describir el sistema en términos de sus
variables “macroscépicas”, es decir, su energia, temperatura, entropia, energia libre,
potenciales quimicos , etc. Esto requiere describir la dinamica del sistema a partir de
la formulacién Hamiltoniana del principio de minima accién. La forma Hamiltoniana

de la accién (4.2) esta dada por

I = / [794s; + P = NH ~ N'H;| dzdt + By, (4.22)
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donde By es un término de superficie. Las ecuaciones de movimiento obtenidas
de esta manera son las mismas que (4.3,4.4) después de imponer las restricciones

anteriores. Asi, reduciendo la accién Hamiltoniana al minisuperespacio obtenemos

T=—2r(ty—t) / N(rYH(r)dr + By, (4.23)

con
M= [F(1= ) = 2Fr((" = CU(C) — QF + Fr)¢ —2rl™), (424)
¢= g-xp?. (4.25)

La funcién particién para un ensemble termodindmico se identifica con la
integral de camino con tiempo imaginario 7 = it y érbitas periédicas de periodo
Ty —T1 = hf = I;ii‘ en la aproximacién de punto silla en torno a la continuacion
Euclidea de la solucién clasica [35]. En esta aproximacién la accién Euclidea se
relaciona con las funciones termodindmicas (en unidades donde i = kg = 1y & = 87)
por

_ energia libre M

IE - _“'T"' - T - Ss (4'26)

donde T, M, S denotan temperatura, energia (masa), entropia, respectivamente, y

la accién Euclidea I esta relacionada con la accion Lorentziana por
Ig = —il. (4.27)
La continuacién Euclideana de la métrica es
dst, = N*(r)F(r)dr® + F(r)™'dr? 4 r*d§? (4.28)

con 11 £ 7 < 1y periddico, r 2 r4., vy el campo escalar no es modificado.
Al compactificar el tiempo (drbitas de periodo fijo), la variedad puede
adquirir una singularidad cénica en ry. Para ver esto con algin detalle, consid-

eremos una geometria Euclideana estatica, de simetria circular, con métrica

ds? = ¥*)dr? + =0dr? 4 r2d6?. (4.29)
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Sunpogamos que ®,=Z € R parar > ry,y e?®* =0 parar =ry. Asi, r =ryp esla
posicién de un horizonte de eventos en la continuacién Lorentziana de este geometria.

En la vecindad de r = ry esta métrica puede escribirse como

ds” = ()™= lrary| B2d7? + dR? + R2d0%, (4.30)

donde R=0enr =ry ?

. Vemos que 7 puede interpretarse como la coordenada
angular en el plano (R, 7). Una singularidad cénica puede aparecer en [ = 0 si uno

no fija el periodo de 7 como
1 By —E -1
r—n=T" =0 [(ee =] . (4.31)

Si esta condicién es satisfecha, entonces la geometria Euclideana (4.29) con r > ry
tiene topologia IR? x S* ( R? x SP~% en D dimensiones) y la 1l-esfera en el origen
R = 0 es el horizonte.

En nuestro caso e® = Fz y & = F-3. Luego, la condicién que las ge-
ometrias permitidas en la variacién no contengan singularidades cénicas en el hori-

zonte (4.31), requiere que

(TQ - TI)F,Erzr.i. = 471—7 (432)
(notar que N(r) = 1) lo cual directamente proporciona la temperatura:
9 T+
1672 (&38)

Esta condicién de regularidad, es valida sélo si ry es un cero simple de ggo.
En el caso de los agujeros extremos, la multiplicidad del cero en r; es dos o mayor.
Asl los agujeros extremos son topologicamente distintos a los ya presentados, y por
lo tanto, tienen propiedades termodinamicas diferentes, como por ejemplo, entropia
nula [36].

Retomemos la evaluacion de la accién Euclidea sobre la solucién clasica. La
solucidn clasica es estatica y satisface el vinculo H = 0 y por lo tanto la accion en la
solucidn clasica esta dada por un término de borde, Bg. Este término de borde debe
ser tal que la geometria (4.28) sea un extremo verdadero entre la clase de métricas

que satisfacen las condiciones de borde apropiadas [37, 38].

?De la definicién dR = e=dr se deduce que R ~ =, (r—ry)sir~ry.
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En el infinito, es natural exigir que los campos tiendan a la solucién clésica.

Asi, las variaciones de los campos quedan

§N = 0, (4.34)
2

§F — — %-;a (4.35)

6 — %’ (4.36)

En el horizonte, imponemos la condiciéon de regularidad (4.32)
BF |y, = 4. (4.37)
Por otra parte, la definicién de horizonte como F(ry) = 0, hace necesario exigir
(6F)sy + F'lpar, 674 =0, (4.38)

5. (6N)r, = 0.

La variacion del campo escalar en el horizonte se obtiene derivando con
respecto a r; pero manteniendo la forma funcional de la solucién clasica, ( =
r+/(2r + r4), lo que implica

2
8 = ér—+5r+ . (4.39)

Asi, la variacion de la accién Euclidea es

élg = g[(l — (= r(")Y6F + (F'r + 4Fr(7'(")6¢ — 2Fré('22 + 6Bg

+términos que se anulan on shell. (4.40)

Por conveniencia escribimos Bg = Bg(o0) + Bg(r4+). La contribucién del infinito es

2
3ri

6Bp(00) = B8(5

). (4.41)

Uno puede notar aqui que el campo escalar no contribuye al término de superficie en
el infinito. Esta es otra indicacién de la inexistencia de cargas asociadas al campo
escalar conforme.

En el horizonte tenemos
1

1
6Bp(rs) =B |56F + ¢

F’é?".{. y (442)
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que, en vista de (4.37) y (4.38), se puede escribir como
§Bg(ry) = —-g §ry . (4.43)

Combinando (4.41) y (4.43), se encuentra que la accién Euclidea es

32
IE = ﬁ’g—z'?% ot §T+ + BQ N (444)

donde By es una constante arbitraria independiente de los campos. Imponiendo que
Ig = 0 para r, = 0, uno encuentra que By = 0. Si comparamos la expresion anterior

para Ig con (4.26) concluimos que la energia y la entropia son

32
M o= = (4.45)
§ = %i (4.46)

respectivamente. Con estas expresiones, se puede verificar que se satisface la primera

ley de la termodinamica

dM =TdS. (4.47)

4.5 Entropia y la ley del area

Notamos que la entropia difiere por un factor 2 de aquel proporcionado
por la “ley del area” S = % = Tx. En esta seccién se estudia el origen de esta
desviacion.

Primero determinemos la entropia de agujeros negros que provienen de
una teoria gravitacional con acoplamiento minimal y potencial de auto-interaccion
definida por la accion
1

59" Vutb Vit — V()| , (4.48)

R
Igama = deu"J\/ —g [ﬂ —

donde el potencial V(1) no contiene derivadas de 3. Considerando el minisuperes-

pacio de la seccién anterior, obtenemos que la accién Euclidea es

Ip = 27(m — 1) / N(rYH(r)dr + Bz, (4.49)
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con
M= %[F’ + KFr(y)? + 25V (9)]. (4.50)

La condicién de diferenciabilidad de la accién (4.49), es decir, que la solucion sea un
extremo genuino, requiere que el término de borde (que elimina los términos de borde

provenientes de integraciones por partes del término de volumen) tenga la variacion

w(re —71)

§Bp = — [NSF + NFr'6y] |22 . (4.51)

Como se mencioné en la seccién anterior, la entropia proviene del término de borde

asociado al horizonte, definido por F(ry) = 0. Asi, la variacién de la entropia queda

7(1m2 — 71)

68 = — N&F,, . (4.52)

Ahora utilizando la condicién de regularidad N(r, — 7)F"|., = 4w, y la variacion

que implica la definicién de horizonte (6 F + F'éry) |, = 0, obtenemos

lrs

2
i W (4.53)

K

Utilizando unidades en que ¥ = 87, e imponiendo que la entropia se anule cuando

no hay horizonte se obtiene 3

mry  Area

2 4

Como vemos, la ley del area no es afectada por el término cinético ni por

S =

(4.54)

un potencial de auto-interaccién, siempre que este no induzca términos de borde.
En general, esto ocurre cuando el potencial contiene derivadas del campo o cuando
contiene términos con derivadas de la métrica. Esto tltimo es lo que sucede con el
acoplamiento conforme: el escalar de curvatura induce términos de borde como se
aprecia en (4.42), los cuales modifican el valor de la entropia.

Se establecié en la seccidén 3.3 que existe un mapeo entre las soluciones de
una teoria gravitacional con acoplamiento escalar conforme y una con acoplamiento
minimal con potencial de auto-interaccién. Aprovechemos esta propiedad para mos-
trar nuevamente que existe una desviacion dada por un factor 2/3 en el valor de la

entropia.

3Gi i =1y k = 8 la longitud de Planck es igual a 1.
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De las ecuaciones (3.13) y (4.15), se obtiene que el factor conforme es

2r
= ; 4.55
2r 41y ( )
Asi, el mapeo conforme entrega la solucion
—~ 165" 2\
dsr = T =T) g N (L 4.56
° B T e e UG re .56}
que es un agujero negro con horizonte en r = ry y longitud (“area”
2m 2pd 2
GAMR _ d = =2%r;. 4.57
A /0 9(21-+r+)1+ g T (4.57)
Y como mostramos que para una teoria GAMA la entropia sigue la ley usual, se
deduce que
9 AGAC
== 4.
24 (4.59)

donde AGAC = 277, es la longitud del horizonte del agujero negro con campo escalar

conforme presentado en este capitulo.

4.6 Discusion

La inclusién de la constante cosmoldgica es absolutamente necesaria para
obtener la solucién agujero negro, como lo es también para la solucion BTZ. A pe-
sar del hecho que el acoplamiento de materia en (4.2) tiene la misma forma que
el del modelo BMBB, discutido en la seccidén 3.4, los agujeros negros resultantes
son completamente diferentes: La solucion BMBB es asintéticamente plana y es un
agujero Reissner-Nordstrom extremo, mientras que la solucién presentada aqui es
asintéticamente anti-de Sitter y no extrema. Ademas, se puede ver ra',pidamente.que
el Ansatz (4.7) (con N = 1), extendido a 3+1 dimensiones, no arroja una general-
izacion de la solucion BMBB con constante cosmoldgica en cuatro dimensiones (se
obtiene la solucién llamada Schwarzschild-anti-de Sitter).

La cuestién de si esta solucidn representa un agujero negro dotado de pelo

depende de la definicién de pelo que se use. En un sentido amplio cualquier campo
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de materia sostenido por un agujero negro podria ser considerado como alguna clase
de pelo, como en el presentado aqui. Sin embargo, en un sentido mas estricto, es
necesario que el campo de materia posea una carga conservada independiente, lo cual
no ocurre en nuestro caso, pues la tinica constante de integracion que aparece en la
solucién B = r, esta relacionada con la masa por M = 3B*I~%/8.

Otro punto de interés consiste en la bisqueda de soluciones dependientes del
tiempo. La existencia de estas soluciones mostraria que un agujero negro puede ser
considerado como el resultado de campos de materia colapsados A[39, 40, 41, 42, 43].
Sin embargo, se puede comprobar directamente que el sistema considerado aqui,
(campo de materia escalar conforme sin masa acoplado a gravedad con constante
cosmoldgica), suponiendo una geometria circularmente simétrica, dependiente del
tiempo, (i.e., F' = F(r,t) y ¥ = ¥(r,t)), da lugar a la misma solucién estdtica
(teorema de Birkhoff).

Un problema relacionado es si la solucidn estatica mostrada aqui es estable
bajo perturbaciones lineales. Este problema puede ser discutido para el caso de
perturbaciones circularmente simétricas y sera abordado en el Capitulo 5.

Notamos que la entropia difiere por un factor 2 de aquel proporcionado por
la “ley del drea”. Mostramos en la seccién anterior que el acoplamiento del campo
con la curvatura es responsable de esta diferencia. Desviaciones de la ley del drea
han sido encontradas también en otros sistemas de campos de materia acoplados a
gravedad [44]. En [45] se muestra que estas desviaciones tienen lugar en agujeros
negros dirty black holes que provienen de lagrangianos de gravitacién con términos
no lineales en la curvatura, o que interactuan con cierta clase de campos de materia
clésicos, o que estan infectados con alguna versién de pelo cudntico, y en [46] en

agujeros negros acoplados a cuerdas.



Capitulo 5

Inestabilidad del agujero negro con

campo conforme

5.1 Introduccién

En este capitulo se estudia el comportamiento del sistema definido por la
accion (4.2), bajo perturbaciones en torno a la solucién de agujero negro, dotado de
campo escalar conforme, presentada en el capitulo anterior.

El procedimiento a seguir se puede resumir en el siguiente itinerario:
(i) Se definen la métrica perturbada g,, y el campo perturbado ¥ como
Guvr = G + by U =T 44, (5.1)
donde §,, y ¥ son solucién de las ecuaciones (4.3) y (4.4).
(ii) Se linealizan las ecuaciones de Einstein para las perturbaciones hyy v .

(iii) Utilizando las ecuaciones linealizadas de Einstein, se escribe la ecuacién para

el campo escalar sélo en términos de ¥,

(iv) La dependencia temporal de 9 se separa de la dependencia espacial definiendo
¥(2,1) = x(z) exp(uwt).

27
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(v) Si las perturbaciones que son regulares en todo lugar y normalizables, existen
s6lo para Im(w) > 0, el sistema es estable frente a estas perturbaciones. Si
existe alguna perturbacién normalizable y regular para Im(w) < 0 el sistema

es inestable

Siguiendo este itinerario, se muestra a continuaciéon que el agujero negro
tridimensional dotado de campo escalar conforme, es inestable frente a perturba-

ciones radiales, i.e., hy, = h(t,7) y ¥ = ¥(t, 7).

5.2 Ecuaciones linealizadas

Para el estudio de la estabilidad del agujero negro con campo escalar con-
forme, consideraremos perturbaciones radiales, es decir, perturbaciones circular-

mente simétricas, definidas por

ds? = —eVEIP(t r)dt? + F7(t,r)dr? + r2do? (5.2)
donde
2(r—2B
F(t: 'r) = FO(T) + f(ta T) y con FO(T) = (T - B)‘rlg: ) ? (53)
y

U(t,r) = Wo(r) + ¢(t,r), con Yo(r)= 1{-(—1%7 5 (5.4)

donde se la constante gravitacional & que aparece en la ecuacién (4.3) ha sido ab-
sorbida en la definicion del campo escalar.

La métrica perturbada (5.2), representa la métrica tridimensional mas gen-
eral compatible con la simetria circular. La diferencia mas importante de esta métrica
respecto al Ansatz (4.7) es la promocion que se hace a la funcién N: N =1 —
N = exp U(t,r). Como se sefiald en la seccién (4.6), N = 1 implica eliminar la

dependencia temporal.

Al efectuar la aproximacion lineal de las ecuaciones (4.3) respecto de los
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campos f, U y 1 se obtienen las siguientes ecuaciones !

B 1 BF,

t . — ! U’ A
0= o Ty, el Y .
2B%*(r + B)? . 1*0q 7
2ri3v, 4(r? — Br — 2B?)
0= 2 et Py
T ~ 2r(r + B)? 2(r+ B) r ¥
\PQ(T+B)2(3T2—'5_BT+B2) ’ (T+B)F0l110 "
+ 173 P +3 —
B(r +2B) 1 . 30 +B) , ”
0. _
g3V Orz(r+B)2f+2Fgf U T EUT+Cyy
BFOWO¢,
4r?
. (r+2B) o(r + B)*(r? —4Br —2B?) . FoWo(r + B) -,
0= B 23 vt e v
(5.5)
- con
_ r+B[(2r-B)B r*+B®
Aw 273 - lII[] - Ay ’ (56)
r+ B [(Tr? —4Br —2B*)B r*+ B®
B, = —= ( - " (5.7)
{2rd | 2(r+ B)Yyq 4r
_ r+B][ (2r*+Br+2B*)B r*-2B3
Co 23| (r+B)%  4r ' (5.8)

El resto de las ecuaciones son identidades, salvo ! que se puede escribir como ! =
—-F5

La ecuacién (4.4) para el campo escalar queda
1« 1
A SIrFoy) + Spry 4 [ fU) + FolpU’ = 0. (5.9)

Para dejar la ecuacién anterior sélo en términos de v debemos reemplazar f y U’
como funciones de 3 y sus derivadas. La funcién U’ se puede obtener de la diferencia

de las ecuaciones ! y 7,

U =m0 B 4 e Bl (r+ B)*(¥" + -Fl-glb') : (5.10)
0

4(r+2B) |4

!Los calculos algebraicos fueron revisados con el programa MATHEMATICA. Wolfram Research
Inc.
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La ecuacién | se puede integrar trivialmente respecto al tiempo. La integracion
introduce una funcién arbitraria de r, que se hace igual a cero al imponer que la
perturbacion f se anule para ¥» = 0. Esto lleva a que f verifique la siguiente expresion
(r + B)*¥o 2 2 2. 27 11
=—— = \|(r+ B)(r*—4Br — 2B 20°r* F : 5.11
f = g om0+ B — 4Br —2B%)) + 201" Fo (5.11)
Reemplazando (5.10) y (5.11) en la ecuacion (5.9) se desacopla el sistema de ecua-

ciones diferenciales obteniéndose la siguiente ecuacién para la perturbacion del campo

escalar
1 . s . (r+ B)(3r*+4Br? — 10B%*r +4B3%) ,
Wt F
Ry T It 22(r + 2B) v
3r* + 8Br® — 12B*? - 16B*
4Pr3(r + 2B) b= (5.12)
Escribiendo ahora
Y(t,r) = x(r) exp(ot), oreal, (5.13)

se buscaran soluciones en que y tenga el caracter de una pertubacién fisica. Es decir,
que x sea una funcién continua y normalizable. Entonces, para o > 0 el sistema es
inestable (debiendo también estudiar las perturbaciones de la métrica). Cambiando
la coordenada radial por la variable ¢ = (r — 2B)/B = 2(r — r3)/r4, (5.12) se

transforma en una ecuacion diferencial ordinaria para x

X"+ P(z)x' + (Q(z) — &’ R(z))x =0, (5.14)
con
(3z + 4)(z* + 6z + 6)
P@) = e et (5.15)
3z4 + 3223 + 1082 + 144z + 48
Q@) = — e+ e+ @ty a1
z+2) 1 212
R(z) = [z_((ﬁs))?] . a=—o. (5.17)

La ecuacién anterior se puede llevar a la forma candnica de Sturm-Liouville,

(p(@)X')" + p(2)(Q(2) — o* R(z))x =0, (5.18)
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donde el factor integrante es

p(z) = exp {] Pd:c} =G _T_(;)?fj_:)? , (5.19)

Finalmente, podemos escribir esta ecuacion como una de Schrédinger, con el cambio

de variables propuesto por J. Liouville en 1837:
n=E"R)*, =z= f RY*(z)dz . (5.20)

Con esto, la ecuacion diferencial en estas variables toma el familiar aspecto de una

ecuacion de Schrodinger para un potencial unidimensional

d?
{—d22 + V(z)} n=—-a’y, (5.21)
donde el potencial V(z) es definido por
—xja A Q :
V(z) = (1’R) 1"4-——dzz(p2R)1/4 - (5.22)

Reemplazando las expresiones para p, Ry @ en (5.20) y (5.22) se obtienen la rela-

ciones entre n y y, y entre z y

z + 3)3/2
=) = T ), (5:23)
1 2 T
= 3@t3 98 a:+3l el
y el siguiente potencial
] a)?
V(z(z)) = G j(;)% zr e (52° + 362 + 96z + 96) . (5.25)

5.3 Andlisis de la ecuacion para la perturbacién

del campo

En esta seccién se estudian las propiedades de la ecuacién (5.21) con el
potencial mostrado en (5.25) en la regién exterior al horizonte de eventos, esto es,

en la semi-recta real > 0.



32

Lo primero que se puede observar, es que la transformacién de Liouville es
adecuada ya que no introduce singularidades en la definicién de 7, como se aprecia
en (5.23). Ademas, el cambio de variable (5.24) mapea biunivocamente la semi-recta
real z > 0 en otra z > 0, donde el infinito espacial se mapea en z = 0 y el horizonte
(z =0) en z = o0. '

En la regién exterior al horizonte, z > 0, el potencial V(z) es una funcién
positiva, céncava, monoténa decreciente, que tiene su valor maximo en z = 0 y
corresponde a V(z = 0) = 5 y tiende a cero, para z ~ oo.

Antes de determinar las condiciones de borde para la ecuacién diferencial
(5.21), se debe notar que, aunque esta ecuacién diferencial se pueda entender como
un problema de Schrodinger unidimensional con potencial definido positivo y auto-
valor negativo, es posible la existencia de soluciones acotadas. La existencia de tales
soluciones est4 relacionada con el hecho de que el intervalo de definicién sea sélo la
mitad del eje real. En el caso que z cubriera todo el eje real, como es el caso usual
en problemas cudnticos unidimensionales, no existen soluciones acotadas (necesaria-
mente en alguno de los extremos del eje real la solucién crecerd exponencialmente).

A fin de estudiar el comportamiento de la solucién en la vecindad de = = 0,
consideremos la ecuacién (5.14). Esta ecuacion es de clase Fuchsiana, ya que sus dos
singularidades, * = 0 y = 0o, son puntos singulares regulares. La ecuacién indicial
que se obtiene al aplicar el método de Frobenius, $* — 4a?/81 = 0, implica que las

soluciones linealmente independientes, en la vecindad de z = 0, son de la forma
% us(z), (5.26)

donde u4 son funciones analiticas. Se observa que la solucidn regular es x4 y tiene
valor nulo en = 0 (suponiendo « positivo). Esta condicién implica que 1 debe
anularse en z = oo

Para estudiar el comportamiento en £ = oo se realiza el cambio de variable

2 = 1/w, y la ecuacién (5.14) toma la forma asintotica

By lix 3
dw? wdw 4w?

x=0. (5.27)

La ecuacién indicial asociada es s> — 2s + 3/4 = 0, cuyas raices son 1/2 y 3/2.
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Entonces el comportamiento asintético de x viene dado por

B

x(z) ~a (5.28)

Se observa que la perturbacién y tiene el mismo comportamiento asintotico que la

solucién original ¥y. Reemplazando (5.28) en (5.23), se obtiene que
n(z = 0) = 5o = constante. (5.29)

Es facil darse cuenta que no es posible tener soluciones acotadas si 7o = 0.
Para ver esto, supongamos 1o = 0 y 7°(0) > 0. Se observa de (5.21), que n(z) sera
una funcién creciente, y asi n divergira. Si '(0) < 0, n divergira a valores negativos.
Analégamente, a partir del hecho que (5.21) implica que 7 y su segunda derivada
tienen el mismo signo, se puede mostrar que las soluciones acotadas no pueden tener
ceros. '

En resumen, si probamos que (5.21), con las condiciones de borde 7(0) # 0
y n(o0) = 0, admite soluciones normalizables, entonces el sistema es inestable (salvo
que las perturbaciones a la métrica impongan restricciones adicionales).

Para probar el punto anterior, definamos la funcién G(z) como

G(z) = V(2) + 2, (5.30)
escribamos (5.21) de la forma

d?

-Gz =0, (5.31)

y usemos el siguiente teorema [48]
Teorema Sea G(z) positiva y continua en [0,00) con primera y segunda derivadas

continuas. Sea
H(z) = (FG0F - 16(:)6"()) [GE. (5:32)

Si
H(z) € L(0,00), (5.33)
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entonces existe una solucion para (5.31) de la forma

() = (G exp (- [[G012ds) 1 +¥(2), (5.34)
donde
V[ < e (_ ]t - |H(s)|ds> _1. (5.35)

Después de un laborioso, pero directo calculo, se puede verificar que las
hipStesis del teorema se cumplen (para todo a? > 0), y asi hemos encontrado per-
turbaciones de la forma (5.13), sin restricciones de signo para o.

Consideremos ahora las perturbaciones de la métrica. De (5.11) se deduce

que

S =(5) e, (5.36)

por lo tanto, f se anula en el horizonte. El comportamiento asintético de f es
a2+ 229", (2~ 0). (5.37)
y dado que 3 ~ (z71/2 + cte. 27%/?) exp(ot), entonces
f~ [cte.+O(x™")] exp(ot). (5.38)

Vemos que la parte espacial de la perturbacion f actia modificando los coeficientes
asociados a 7% y r~! de [y, esto es, que basicamente modifica la posicidn del horizonte
(o la masa). Esto es fisicamente razonable. Sdlo nos resta analizar la perturbacién

U. A partir de (5.10), se concluye que

te. te.
U e 22, es decir, U ~ L (5.39)

?~3 2 'f'2
Entonces, el efecto asintdtico de U es modificar la masa de la solucidén. Cerca del
horizonte, tenemos

2a

U= 2 (e (5.40)

Luego, para a > 9, o equivalentemente, ¢ > 9r, /2{%, U’ = 0 en el horizonte.
De esta manera se ha probado la inestabilidad del agujero negro dotado de

un campo escalar conforme.



Capitulo 6

Reaccion de fondo en el agujero
negro BTZ

En este capitulo se estudian los efectos sobre la geometria y propiedades
termodinamicas producidos por la radiacién de Hawking en el agujero negro BTZ. El
analisis de estos efectos es el problema de la reaccion de la geometria de fondo (back-
reaction). El procedimiento usual para atacar este problema considera la presencia
de los campos de radiacion a través del valor de expectacién del tensor energia-
momentum asociado, el cual se introduce como fuente de las ecuaciones de Einstein.
La solucién de estas ecuaciones semicldsicas se considera una mejor descripcién de
la geometria cuando la radiacién de Hawking es tomada en cuenta, como asimismo
el analisis termodinamico que se desprende de esta nueva métrica.

A continuacién, a manera de introduccién, se revisa la teoria cuantica de

un campo escalar conforme en el fondo del agujero negro BTZ.

6.1 Teoria cuantica de campos en el agujero negro

BTZ

Aunque la solucién BTZ es un modelo simple y 1til para la fisica clasica

de agujeros negros, su mejor veta aparece en la teorfa cudntica. Asi, este agujero

35
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no es una excepcién dentro de la gravitacién en 241 dimensiones, como un modelo
instructivo para la gravedad cudntica en 341 dimensiones [12].

Tal como en 341 dimensiones, consideramos como una aproximacion a la
formulacién cuantica completa, la teoria cuantica de campos en un fondo de agujero
negro cldsico. Para un campo libre, el punto de partida de esta teoria es una adecuada
funcién de dos puntos G(z,z') = (0| ¥(z)¥(z')|0), a partir de la cual se deriven
cantidades como el valor de expectacién del tensor energia-momentum (7},,). La
propiedad clave en 2+1 dimensiones, proviene de la representacion del agujero BTZ
como un espacio cuociente descrita en el capitulo 2, es decir, su representacién como
una regién del espacio cubrimiento universal del espacio anti-de Sitter (CadS) con
identificaciones apropiadas. Esta construccion permite escribir la funcién de dos
puntos para el agujero negro en términos de la correspondiente al espacio CadS por
medio del método de imagenes. Especificamente, si Ggaas(z,2’) es la funcién de dos

puntos en CadS, la correspondiente al agujero negro es
GBTZ(:E, x') = Z e—mS GCadS(a:a ani) " (61)

donde Hz' denota la accién del elemento del grupo (2.12) sobre z’. La fase 6, que
es nula para un campo con condiciones de borde periddicas, ¥(8) = ¥(# + 27)
(untwisted field), y que toma el valor 7 en el caso de un campo con condiciones
de borde antiperiddicas, ¥(0) = —W(0 + 27) (twisted field), puede ser en principio
arbitraria, correspondiendo a la condicién de borde ¥(Hz) = e~ ¥(z). Se observa
asi que, utilizando las notables propiedades geométricas del agujero BTZ, podemos
reducir el problema al comparativamente mas simple de la teoria cudntica en el
espacio CadS.

Aunque la teoria cudntica de campos es simple sobre el espacio adS, no
por eso es trivial. La dificultad principal viene del hecho que, tanto el espacio adS
como su cubrimiento universal CadS, no son globalmente hiperbélicos. Es evidente
del diagrama de Penrose en la figura 2 que el infinito espacial es tipo tiempo y la
informacion puede entrar o salir en el infinito espacial en un tiempo coordenado
finito. Por consiguiente, se deben imponer condiciones de borde en el infinito para

formular una teoria de campos razonable.
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Este problema fue analizado cuidadosamente en 3+1 dimensiones por Avis,
Isham y Storey [49], quienes mostraron que existen tres condiciones de borde razo-

nables para el campo escalar en el infinito espacial:

©
]
[XIE]
©
Il
[XIE]

Figura 2. Diagrama de Penrose de CadS. La informaciéon puede entrar o salir a través
del infinito espacial y asi £ no es una superficie de Cauchy, a menos que se impongan
condiciones en 7 = 00.

las condiciones de Dirichlet(D), Neumann(N), y “transparentes”(T). Estos autores
utilizaron el hecho que CadS puede ser mapeado conformalmente a la mitad del
Universo Estatico de Einstein (ESU) con el infinito mapeado al ecuador [24]. Por lo
tanto, las soluciones de las ecuaciones de movimiento en un espacio pueden mapearse
en el otro, y similarmente, las condiciones de borde en el infinito corresponden a
condiciones sobre los campos en el ecuador. La condicién de borde transparente,
corresponde simplemente a cuantizar el campo usando modos que son regulares sobre
todo el ESU (ver Apéndice). Las mismas condiciones de borde son aplicables en 2+1
dimensiones [50]. En particular, para un campo escalar conforme sin masa, descrito

por la accién

1 1
Fe— f B/ [ng’vu\w,,w + gt w*] , (6.2)

las funciones de Green son

1
Buas = — 0712 ~ (o +412)72/7] | (6.3)



38

1 _ %

Glats = P [0 V24 (o +4P) 1/2] ) (6.4)
L =

Glass = i W, (6.5)

Aqui o(z,2') es el cuadrado de la distancia geodésica entre z y z' en el espacio de
incrustacién de adS, R(®*?. Es posible definir también una funcién de Green mas

general con condiciones de borde “mixtas”,

o = 4—;- 072 = oo + 42)1/7] | (6.6)
la cual incluye los casos anteriores [51]. Con esto, se puede calcular las funciones de
Green para el agujero BTZ, haciendo la suma (6.1)([50, 51, 52, 53]).

El tensor energia-momentum para el campo escalar conforme sin masa (4.5)

se puede escribir

3 1
Ty,y S Zv‘“\I’Vy\I; - E

VY,V — ig,j,, [(W)2 - ﬁ-qﬂ] . (6.7)
donde hemos usado que G, = 7% g, para la solucién BTZ, y la ecuacion (4.4) para
¥ . El valor de expectacién (T,,) se obtiene diferenciando la funcién de dos puntos
y tomando limite de coincidencia [55]. Este método point splitting aplicado a (6.7)
entrega

. 1 oz’ o 7z’ TTT 1 !
(Tyw) = lim 1 IVIVY — 9wy 'GVaVﬁ = YOV = L Glz,2') . (6.8)

z—x!

Sélo el término n = 0 en la suma (6.1) diverge cuando @ — 2’ , y el tensor en-
ergia-momentum puede ser renormalizado substrayendo este término. Los valores
de expectacion se calcularon en [50]; para J = 0, condiciones de borde Neumann y
Dirichlet; en [51] para J = 0, condiciones de borde mixtas; y en [52] para J arbitrario,

condiciones de borde transparentes.

6.2 Determinacion de la reaccion de fondo

En esta seccion buscaremos soluciones de la ecuacién semiclésica

G =1Igy =& (L) (6.9)
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que den cuenta de la correccion de primer orden en % a la métrica BTZ en presencia
de un campo de radiacién escalar conforme.
Calculando (6.8) con las condiciones de borde transparentes, se obtiene para

un campo escalar conforme (untwisted) [51]

! .
s (T} = r—’;F(M)dlag(l,l,-z), con (6.10)

M?32 &2 cosh2rnvM + 3
2v2 =i (cosh2rnv/M —1)3/2°

donde el lado derecho esta evaluado en unidades en que k = m, M es la masa del

F(M)

(6.11)

Il

agujero sin rotacién, y lp = /8 es la longitud de Planck en tres dimensiones'. Puesto
que la serie F'(M) converge exponencialmente para todo M > 0, el tensor energia-
momentum es finito excepto para r ~ oco. Esta divergencia proviene del hecho que
r = 0 es un punto fijo bajo la accién de H definido en (2.12)%, y el denominador
de la funcién de Green se anula. Para M >> 1, el primer término de la serie es
el dominante y (M) ~ e=™M | es decir, (T}, se anula exponencialmente para M
grande. Si M es pequeno, (T,,) diverge. Se observa que (7,,) es conservado y tiene
traza nula (no existe anomalia de traza en dimensiones impares).

Consideremos la métrica general con simetria circular y estatica (2.5)
ds* = —A(r)dt* + B(r)dr® + r*d6*.

Las ecuaciones de Einstein semiclasicas (6.9) son

B _ leF(M)

SorB2 @ (6:12)
A, IpF(M)

wAB L T T grli)
A" 2pF (M)
—= =¥ = IR, (6.14)

donde prima denota la derivada respecto a r. Las dos primeras ecuaciones entregan
A(r) = a1/ B(r) = ei(I7*r* = 2lpF(M)/r — c3), donde ¢;, c; son constantes de inte-

gracion. La tercera ecuacién, fija el valor de ¢; = 1, y no restringe a c;. Por lo tanto

!La masa de Planck definida por mylp = h es independiente de h (mp, = 8 en las unidades en
que K = ).

2H es el elemento de SO(2,2) que realiza la identificacién de puntos en CadS que dan origen al
agujero negro BTZ.
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la. métrica modificada por efecto de los campos de radiacién es, a primer orden en 7,

2 2 A =1
ds? = — (r_ - M — M) di? 4 (r_ - M- %F—U‘—Jl) dr? 4 1r2de*. (6.15)

2 r 2 r

En la dltima expresién hemos fijado ¢; = M. Esta eleccién es muy natural ya que
para M >> 1, el efecto de la fuente se anula y se recupera el agujero BTZ de masa
M. Notamos la gran similitud de la métrica anterior con la obtenida en el capitulo
4 para el sistema de gravitacién con campo escalar conforme.

Se puede determinar la posicién del horizonte de eventos, encontrando las

raices reales positivas de ¢"" = 0:
13— MPr —20pF(M)* =0. (6.16)

Dado que F(M) > 0 esta ecuacion tiene solo una raiz real positiva, que a primer

orden en h es

ry = VMI+ % (6.17)

es decir, el horizonte de la solucién perturbada es mayor que el de la soluciéon de
partida.

En el caso de los campos con condiciones de borde antiperiddicas ({fwisted)

l .

“<T5>twi5ted = r_};Ftwisted(M) diag(1,1,—2), con (6.18)
M3 & h 2rnvM

B (1) - = 1 3 (1) cosh 27n +3 (6.19)

242 =N (cosh 2rnv/M — 1)3/2°

; . e , i i
Aunque son muy parecidos, existe una diferencia fundamental entre <T#> y <Tp )Lwisted,
que se debe a que tienen signo opuesto (segin muestran los graficos en [51]). Si de-

notamos Fiyistea = —F ", la ecuacién (6.16) tiene ahora dos raices reales positivas,

que a primer orden en & son

1"+ - \/}V—ff _ lPF—(M) - 4:ZPF_(.AJ)

i ; P T ; (6.20)

En esta forma, en el caso de los campos con condiciones de borde an-

tiperiddicas, aparece un horizonte interno como una nueva estructura en la solucién.
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6.2.1 Propiedades termodinamicas

En esta seccién determinamos las correcciones de O(%) a la temperatura y
entropia del agujero negro BTZ debidas a los campos de radiacién. Utilizando la
formula usual para la temperatura T' = —(g;,)r, /47 para una métrica con gug, =
—1, se obtiene para los campos normales

IpF(M)
M2’

VM

T=Tsrz + el

con TBTZ - (621)

Es sensato suponer que la entropia del agujero negro perturbado es proporcional
al perimetro del horizonte (que es el analogo del area en esta dimensién). De esta

manera, la variacion de la entropia relativa a la del agujero BTZ es

A5 _ e yorzpar). (6.22)
Sprz 1

Para el caso con twisted fields, se debe reemplazar F/(M) por —F~ en las relaciones

anteriores.

6.3 Discusion

Como se puede ver de (6.15), el efecto de los campos de radiacion se refleja

1a ¢B72, La presencia de

basicamente en la adicién de un término correctivo ~ 7~
este término hace que la geometria deje de ser de curvatura constante, adquiriendo
una singularidad de curvatura en el origen. La métrica (6.15) tiene la misma forma
que su contraparte clasica, presentada en el capitulo 4, es decir, la aproximacién
semiclasica utilizada guarda mucha informacién del fondo clésico en que se sostiene.

Se observa que las correcciones a la temperatura y entropia dependen li-
nealmente de F(M). Asi, dado que F(M) ~ e™™ para M >> 1, estas correciones
son fuertemente suprimidas en los agujeros masivos. De esta manera el efecto de
la back-reaction solo sera apreciable para masas pequetias, del orden de la masa de
Planck (la cual es independiente de #% en tres dimensiones).

Otro punto tiene que ver con las escalas de longitud. Las correcciones

inducidas por por (T, ) dependen del cuociente Ip/l, es decir, del tamafio relativo de
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la curvatura (fijada por la constante cosmologica) respecto a la longitud de Planck,
la cual es lineal en /. Se nota que mientras mas plano el espacio (I >> 1), menor es

el efecto de la perturbacion por los campos de radiacion.



Capitulo 7
Conclusiones

Hemos presentado una nueva solucién de agujero negro en 2+1 dimensiones
acoplando un campo escalar conforme a la gravitacion con constante cosmolégica
negativa. El mismo tipo de acoplamiento escalar también genera un agujero negro
en 341 dimensiones (BMBB), pero la presencia de la constante cosmoldgica en el
caso tridimensional, la cual es absolutamente necesaria en la solucién, hace que los
agujeros negros resultantes sean completamente diferentes: La solucion BMBB es
asintoticamente plana y es un agujero Reissner-Nordstrom extremo, mientras que la
solucion presentada aqui es asintéticamente anti-de Sitter y no extrema, ademas el
campo escalar es siempre regular, mientras que en el modelo BMBB diverge en el
horizonte.

Aunque la solucion presentada es un agujero negro dotado de un campo,
no se puede afirmar, en un sentido estricto, que el campo escalar sea alguna clase de
pelo, dado que este campo de materia no posee una carga conservada independiente.

El calculo de la entropia nos muestra que su valor difiere por un factor ,2; de
aquel proporcionado por la “ley del 4rea”. Esta desviacién proviene del acoplamiento
del campo escalar con la curvatura. También es posible determinar esta desviacion
a través de un mapeo conforme de la métrica. Esto hace posible realizar el calculo
de la entropfa en términos de campos que provienen de una aceién con acoplamiento

minimal usando la ley del area.

Es anélisis de la estabilidad de esta solucién estatica en el caso de per-

43
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turbaciones lineales circularmente simétricas muestra que el sistema es inestable,
compartiendo esta propiedad con el agujero negro BMBB [54].

Para responder la pregunta sobre si se puede obtener un agujero negro
como resultado del colapso de estos campos escalares acoplados conformalmente, es

necesario considerar al menos la geometria con simetria circular mas general
ds® = —A(t,r)dt> + B(t,r)dr® + r*d6*,

dado que el caso restringido A = B7!, da lugar a la misma solucion estatica ya
presentada.

La parte final de este trabajo se dedico al estudio de los efectos producidos
por los campos de radiacién en las propiedades geométricas y termodinamicas del
agujero negro BTZ. Usando el valor de expectacién del tensor energia-momentum,
asociado a un campo escalar conforme, como fuente de las ecuaciones de Einstein
determinamos una nueva métrica, la cual da cuenta de las correcciones, de primer
orden en i, a la métrica BTZ debido a la presencia de los campos de radiaciéon. La

la adicién de un término correctivo ~ r~!

a gBTZ hace que la geometria deje de
ser de curvatura constahte, adquiriendo una singularidad de curvatura en el origen.
Esta nueva métrica (6.15) tiene la misma forma que su contraparte clasica (4.14).
Esto significa que la aproximacién semiclasica utilizada guarda mucha informacion
del fondo clasico en que se sostiene.

Se observa que las correcciones a la temperatura y entropia son fuertemente
suprimidas en los agujeros masivos. De esta manera el efecto de la back-reaction sélo
sera apreciable para masas pequeias, del orden de la masa de Planck. También se
nota que las correcciones inducidas por por (7)) dependen del cuociente {p/I, es
decir; mientras mas plano el espacio (la curvatura es proporcional a {~%), menor es
el efecto de la perturbacién debida a los campos de radiacion.

La simplicidad relativa que ofrecen estos sistemas tridimensionales respecto
a los formulados en cuatro dimensiones (y de alguna forma, mas realistas que los
también estudiados en 141 dimensiones) se refleja en este trabajo. Estos sistemas

proporcionan una arena promisoria para estudiar problemas ain abiertos en la fiisica

de agujeros negros, tales como el origen microscépico de su entropia.



Apéndice

Cuantizacion de un campo escalar

conforme en CadS$S

En este apéndice se revisard la cuantizacién de un campo escalar conforme
en el espacio cubrimiento universal de anti-de Sitter, CadS. El calculo del propagador
del campo escalar (conforme) se ve complicado por el hecho que CadS no es global-
mente hiperbdlico. En las coordenadas (2.11), el infinito espacial es la superficie
p = 7/2, la cual se ve como tipo tiempo en la figura 3. La informacién puede salir o
entrar a través de esta superficie en un tiempo coordenado finito, danando la ley de
composicién del propagador. A continuacién mostramos el esquema de cuantizacién
propuesto por Avis, Isham y Storey [49] y aplicado recientemente por Lifschytz y
Ortiz [50] en 2+1 dimensiones, para resolver este problema. La primera observacién
consiste en el hecho que adS es conforme a la mitad del Universo Estatico de Einstein

(ESU), cuya métrica es
ds® = —d\? 4 dp® + sin? pdf? . (A.1)

donde —00o < A < 0,0 < p <7,y 0 < 0 < 27, y su topologia es IR x S2.

La idea propuesta en [49] es usar los resultados de la cuantizacién en la
mitad de ESU, la cual esta bien definida, para definir a través del mapeo conforme,
una cuantizacion aceptable en CadS, esquivando de esta manera el problema de cémo

fijar la informacion que pasa por CadsS.
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Figura 3. Se muestra el Universo Estdtico de Einstein (ESU) con una dimension espacial
suprimida. La regién sombreada y doblemente sombreada representa las imagenes confor-
males de CadS y adS respectivamente (X, identificada con XY en el caso adS). La lineas
p = 7 estan identificadas.

Los modos de frecuencia positiva en ESU son soluciones de!
1 &
D¢ESU_IwLSU:0, (A‘Z)

y estan dados por

ESU

Yim = 204172 i (p,0)  w >0, (A.3)

donde Y}, son los armoénicos esféricos, w = [ + %, m y [ son enteros con [ > 0 y

|m| < I. Estos modos son ortonormales en el producto interno [55]

(1, 92) = =1 [ 1 6, ¥5/5542", (A4)

!Para la métrica ESU, el escalar de Riccies R = 2.
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donde ¥ es una superficie de Cauchy tipo espacio. Esto es,

(¢im, tle)l‘m’) == 5lf5mm’ ’ ("!)Im:lpbrfmf) = 05 ¥ (@b?maw;m') = —6”6mm' . (A.S)

Expandiendo en estos modos el operador de campo
U= Z 'd)lmalm + iplma?;na (A6)
i,m

donde a, at destruyen y crean particulas, y definen el vacio |0)ESU. La funcion de

dos puntos se define como
Gy (@,2) = 0, (01 T (2) V(") [0) Ew;‘ii" im (). (AT)

Insertando (A.3),

G, (z,a') = 29 et I+ (A=) Zy (pO)Yo (p'6"). ~ (A.8)
=3

Usando Yj:, = (—1)"Y%,, vy 47 ) YVim(2)Yim(2") = (214 1) P(cos ©), donde © es
el angulo entre (p,0) y (p',0'), obtenemos

2,0) = —e=DO-¥) $ ¢=0-3 B(c05 ©) (A.9)

ESU( !
4 >0

Ademas, usando Y%, P.(z)z" = (1 — 222 + 22)/ 2 para —1 <z <ly|z] <1,y
n=0

dando a AX = X — ) una pequeria parte imaginaria para convergencia, obtenemos

GESU ( ,)

\/_ (cos(AX — 2€) — cos p cos p' — sin psin p' cos AG)7H2,  (A.10)
27

donde la raiz cuadrada esta definida con una rama a lo largo del eje real negativo y
el argumento de la funcién esta entre (—m, 7 )[56]. Denotaremos esta funcién de dos
puntos por G;SU , v definimos ansu (2,2) = G'ElSU (z,2') donde & = (A, 7 — p, 8).
Ahora, debemos imponer condiciones de borde sobre los %" de modo de
tener un buen esquema de cuantizacion en la mitad p < 7/2. La conservacién de

energia requiere que alguna de las siguientes condiciones de borde se cumpla:

ESU

Y (p=37) =0, conl+m impar (Dirichlet), (A.11)
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ESU

—;—pwlm (p=13r)=0, conl+m par (Neumann). (A.12)

Es fécil verificar [49] que la combinacién G, = Gl & G’:SU tiene las condiciones
de borde correctas, donde el signo + corresponde al caso Neumann y el otro signo al
caso Dirichlet.

Dado que las métricas de CadS y ESU estan relacionas por el factor con-

forme (! sec p), las funciones de dos puntos se relacionan como

G s = \/COSpcosp’ G, (A.13)

obteniendo asi

Cads

lequid@m*ﬂ (A.14)

G? mﬂ:%p@ﬂ+wwﬁ (A.15)

Cads
Entonces la suma (resta) de estas funciones de Green corresponde a la funcién de

Green en el CadS con condiciones de borde de Neumann (Dirichlet).
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