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RESUMEN

Estudiamos el problema de representar efectivamente números enteros por for-

mas cuadráticas enteras cuarternarias positivas defi nidas.

En 1974, M. Knese¡ ([K], 26.3) demostró el siguiente resultado:

Sea / una forma cuadrática entera, regular, positiva definida en 4 variables.

Entonces existe una constante ¡f - N(/) con la siguiente propiedad:

Si , > ¡\r es un entero representado / sobre zo, para cada primo p, y t
no es divisible por aquellos primos p para los cuales / es anisótropa sobre Zr,

entonces f es representado por / sob¡e Z.

En este trabajo se obtiene una cota efectiva,mente calculable para la constante

y'f del teorema anterior, la cual depende sólo de la forma cuadrática / y de una

constante absoluta que se puede calcula¡ explícitamente.



ABSTRACT

In this thesis we study the efective representation of integers by positive definite

integral quadratic forms of dimension 4.

In 1974, M. Kneser ([K], 26.3) proved the following result:

Let / be a positive definite integral form in 4 variables. Then there exists a

constant ,¡/ with the following property:

If ¿ > ¡f is an integer which is represented by / over Z, for each prime p,

and ¿ is not divisible by those primes p for which / is anisotropic over Z* then

ú is represented by / over Z.

In this work we obtain a bound for the constant y'f appearing in the statement

of the above theorem. The bound is effectively computable and it depends only on

the quadratic form / and an absolute constant which can be computed expiicitly.
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INTRODUCCION

Este trabajo trata sobre el problema de representar números enteros por formas
cuadráticas enteras cuaternarias positivas definidas.

Sea O un anillo de integridad, O ,--+ F = euot(O) e1 cuerpo cuociente y
suponemos característica de (? distinta de 2.

Una forma cuadrática /(rr,...,o,) en r¿ va¡iables sobre O es un polinomio

f(rr,...,q)-»Íijqr¡ con f¡¡ _ f¡;€O, t<i, j <n.

El determinante d(f) de la forma / es por definición el dete¡minante de ra
matriz simétrica F = (frt). si d(f) + 0 se dice que / es regular o no singula"r.

Diremos que / representa un elemento c € @ sobre O si existe ¿ =
(at,"' ,an) e O" tal que /(o1, ... ,,an) = c.

En el caso O = Z diremos que una forma cuadrática / sobre e es positiva
definidasi /(21,...,c*) )0 para todo (q,...,a^)€ R" - {0}.

De modo análogo se define una forma negativa definida. Diremos que una forma
es definida si es positiva definida o negativa definida. cuando la forma no es definida
se dice que es indefinida.

Un método fundamental para estudiar este problema es el de extensión de es-

calares. Si ¡9 ,-- O' , O subanillo de 0,, entonces toda fo¡ma cuadrática /
sobre O se puede considerar como una fo¡ma cuadrática sobre O,. pot ejemplo,

Q q Qp cuerpo de números pádicos y I ,-+ Zp anillo de enteros p-ádicos.

Se conocen los siguiente resultados:

Teorema 0.1 Sea f(rr,,.,,o,,) una fo¡ma cuadrátíca entera regular indefinida,
n ) 4. Sea a e 7. - {0}, tal que ¿ es representado por / sobre Z, par.a todo

tlt



' pdmo p, incluso p = oo (en este caso zoo = R). Entonces a es representado por

/ sobre Z,

(Ver [Ca], pág. r31).

En el caso de una forma definida la situación es más complicada y se tiene el

siguiente resultado de Tartakowski (1929).

Teorema 0.2 Sea f(at,''',x^) una folma cuadrática entera regular deñnida

positiva, ¡a ) 5. Entonces existe una constante N = N(/) con la siguiente

propiedad:

Sea t ) .l[ un entero representado por / sobre zp, para todo primo p,

entonces ú es representado por / sobre Z.

Otro lenguaje para estudiar formas cuadráticas es el de reticulados. Un O'

reticulado en el espacio vectorial V sobre P - QuotO, es un 0-módulo -L e

Oor+...* Oo,, donde {or,'..,u*} es una base de V y FL=V.
Si /(x) : f(at,. ,. ,r,o) = D f;¡t¿r¡ es una forma cuadrática sobre 0 en r¿

variab1es,asocia¡nosafe|0-reticu1ado(O.móduto)L=0at@...O0u,,ene1

espacio vectorial -F', con la forma cuadrática f (rrur+"'+crur,) :- f (cv"' ,an).

Luego / t L'--+ 0 es una aplicación que satisface:

(1) /(ox) : a'f (x) Ya Q 0, a e L,

(2) 2ó(x,y) - /(x + f) - /(") - /(y) deñne una forma biüneal simétrica sobre

L, an b(a¿,u¡) - f¡¡.

En pa.rticular, -t es un O-reticulado en ei espacio cuadrático (-F",/) donde

f : F" +.F ea la forma cuad¡ática definida por !(a7rt7 * " ' * apn) = »il¡Dtti,



En la mayor parte de este trabajo empleamos el lenguaje de ¡eticulados debido

a que es más práctico.

Sean (Y,q) y W,, q) espacios cuadráticos sobre un cuerpo F. Diremos que

un reticulado L en (V, q) representa ¿l reticulado M en (W,, Q), si existe

o:W ---+ V lineal, tal que q(oc) - f(c), pa.ra todo c€W y oMCL.
En particular, f € .F está representado por eI reticulado tr, si existe r € .L

tal que g(c) : t.

En 1978, J. S. Hsia, Y. Kitaoka y M. Kneser demuestran el siguiente teorema.

(Ver Teorema 1 en [HKK]):

Teorema 0.3 Se¿ .L un Z-reticulado positivo, d,imL - m ) 2n * 3. Entonces

existe una constante c: c(L) con la siguiente propiedad: Sea E un Z-reticulado

de dimensión n, tal que .8, es representado por L, para todo primo p y

p(E) = Mi"{c@)10 I x e E} > c. Entoaces E es representado por .t.

Si z - 1 entonces el teorema 0.2 es un caso particular del teorema 0.3.

La constante c ha sido estimada efectivamente por M.I. lcaza. (1992), ver [Icl].

EI teorema 0.3 no es válido si m = 4, Urt ejemplo para esta afirmación es el

siguiente:

f@) = ,1 + 12, + 25(oZ * ol) es una forma cuadrática entera positiva definida.

Si ¿ > 0 entonces / representa a 3 .22" sobre Zp, para todo p. Sin embargo

/ no representa 3.22" sobre Z. (Ver [K], Z6).

Este ejemplo funciona porque f es anisótropa sobre e2, ee decír f(c) i 0,

para todo o f 0. Entonces es claro que para tene¡ una versión análoga al teorema



0,2 eu el caso n1,:4 se deben agregar ciertas hipótesis,

Si E es un z-reticulado en un espacio cuadrático (V,q) sobre Q, enton-

ces las inclusiones q.-r gp V tqlpt para todo primo p (incluso P=É),
conducen aias pJocalizaciones (extensión de escalares) Vr: Qo&V Y Ep: zp&E.

Consideremos un Z-¡eticulado positivo definido E. Definamos los siguientes

conjuntos:

q(E) = {¿>01¿ eq(E), vp},

-c,@) = $ e q(E)le'l,t si -8, es anisótropo).

En 1974, ([K], 26.3) M. Knese¡ demostró e1 siguiente teorema:

Teorema 0.4 Sea E un Z-reticulado regular positivo deflnido, d,imÜ - 4.

Entonces existe una constante ¡f : ¡i¡(r) que satisface la siguiente propiedad:

Si te q,(E) y f )N, entonces teq{E).

Diremos que un entero I es representado primitivamente por / sobre z (2r)

si existe (or,...,¿,,) e z" (t;) primitivo (es decir mcil(a¡".,¿,,) = 1 o

maxs;anla¡lr: 1 ¡espectivamente) tal que /(a1, "' ,d") : t,

Una versión análoga ei teorema 0.4 fué dada por J. W. Cassels en 1978 (ver

teorema 1.6 de [Ca], pág. 204) y es el siguiente resuitado:

Teorema 0,5. Sea / una forma cuadrática entera regular positiva definida en

rn : 4 variables. Entonces existe una constante N = 1t/(/) con la siguiente

propiedad:

Sea t ) N un entero representado primitivamente por / sobre Zpr para todo

primo p. Entonces f es representado primitivamente por / sobre Z,



En este trabajo se obtiene una estimación efectiva para la constante N del

teorema 0.4, con r = 1.

Con el propósito de obtener una constante N, la cual tenga acotados todos sus

factores, se modifica la demostración del teorema 0.4.

Esta modificación consiste fundamentalmente en emplear algunos pasos de las

demostraciones de los teoremas 0.3 y 0.5. Además, se introducen propiedades sobre

representaciones primitivas, 1as cuales permiten obtener estimaciones fundamenta,les

para ei resultado final.

En el resultado obtenido aquí, intervienen también algunas cotas obtenidas por

[Icl] y [Ic2] para estimar la constante del teorema 0.3.

La estimación de la constante 1ú, no es 1a óptima, por lo tanto la cota obtenida

en este trabajo, se podría mejorar.

Por otra pa.rte, los argumentos empleados para obtener una cota efectiva para

N, no varían si r es 1 o r es 2, pero no son válidos si r > 2. Como el teorema 0.4

garantiza la existencia de la constante N para cualquier r € N, sería inte¡esante

acotar la constante N, en el caso r > 2,

En el Capítulo I presentamos definiciones y resultados básicos para el desarrollo

del trabajo.

En el Capítulo II se dejan establecidas las estimaciones necesarias para obtener

la cota N del teorema 0.4.

En el Capítulo III se demuest¡a con detalles el teorema 0.4 y se muestra en el

teorema 3.1 que la constante N es efectivamente calculable.



CAPITULO I

Preliminares

1.1. Notación y terminología.

Deffnición 1.1.1. Sea .F un cuerpo at chF # 2 y O un anillo con unidad

contenido en .F, con Quot? : .F. Sea M 'an ?-módulo libre, de dimensión

finita y g una función de M en F, ta1 que

(1) q(aa): azq(r) para todo ¿€O y reM,

(2) q(a + u) - q(u ) - q(s) :- 2b(r,v) es una forma bilineal simétrica'

Diremos que M es un módulo cuadrático sobre O (o que M es O-módulo

cuadrático) y q (respectivamente á) la forma cuadrática (respectivamente forma

bilineal) asociada a M.

Si a = U entonces S@): b(t,x),, Ya e M.

Diremos que M es un espacio cuadrático en el caso @: F.

Definición 1.1.2. Sea M un módulo cuadrático libre, de dimensión finita n
sobre (2 y supongamos que {o¡}i=1 es una base para M. Entonces se tiene una

matriz simétrica A e M"(F) definida por A - (ó(u;, t5)).

.A se llama la matriz del módulo cuadrático M en la base {u1, "' ,, un} y se

denota M = (.4).



Si {"¡}i=, es otra base entonces existe una matriz f - (t;¡) tal que

(\,"',un) = (rr,"',un)T con t;j € O, d,etT e Ox y si B : (b(u¡,u¡))

entonces B - TIAT.

Se tiene en este caso rye QletA) mod(O")2 es independiente de la elección de

la base y está unicamente determinado pot M., se denota por dM y se llama el

discriminante de M (está definido sóIo para módulos libres). Diremos que M es

regular si d.etA 10.

Deffnición 1.1.3. Sea M rn O-mód,ulo cuadrático y S C M. El complemento

ortogonal de ,9 es el (?-módulo

Sa - {, € Mlb(x,s) :0, Vs € S}.

Definición 1.1.4. Sean M,Mt,. '., M- módulos cuadráticos sobre un anillo O

tales que M =Mt@...@M^, b(M,Mj) -0 si if j. Diremos que M es la

suma ortogonal de M1,-..,M* ! se denota por M = Mt L "' L M,".

Si M tiene una base {u¡} tai qre M = Oq L ... L Oon, entonces {tr¡}
se llama base ortogonal de M. Con 1as notaciones anteriores M =Li (a;) con

a; - q(u;).

Observación 1.1,5. Si U es un espacio cuadrático sobre un cuerpo F y

U:UtL"'LU," entonces ¿y - d.$...d.U," y es claro que U es regular si y

sólo si cada U¡ es regular.

Todo espacio cuadrático no cero sobre un querpo, posee ura base orüogonal,



Definición 1.1.6. Sean M y N módulos cuadráticos sobre un anillo O.

Una aplicación lineal a:M--,N tal que g(az) - g(r) para todo r€M, se

llama representación de M en N. Se dice que M es representado por N y se

denota M ---+ 1y'.

Si o es una representación inyectiva se denota M .-+ N.

Si o es una representación biyectiva se llama isometría, se dice que M y N
son isométricos y se denota M = N.

El grupo de las isometrías o : M -. M se denota por O(M) y se llama grupo

ortogonal de M.

Supongamos que M es un (2-submódulo lib¡e de un espacio cuadrático regular

V sobre un cuerpo F y FM = V. Denotemos por O+(M) : {o e O(M)ldeto =
1] el subgrupo de las rotaciones de M.

Definición 1.1.7. Sea M un módulo cuadrático sol¡re (?. Entonces M se llama

módulo cuadrático isótropo si existe t€M,r+0 tal que q(o):0. Si M no

es isótropo se llama anisótropo.

Definición 1.1.8. Sea V un espacio cuadrático de dimensión 2 sobre un cuerpo

f'. Si y posee una base {u1,u2} tal que q(a1u1 * a2u2) : ata.¿ cor, a; e F,

entonces V se llama plano hiperbólico.

Es cla¡o que todo plano hiperbólico es isótropo.

Definición 1.1.9. Un espacio cuadrático V sobre un cuerpo F se llama universal

si para cada a€l7x exiete u€V t"al que q(u) =a. Es decir q(V) = Fx.

3



Definición 1.1.1O. Sea V espacio cuadrático regular sobre un cuerpo .F tal que
y 

^r Hl -L ." -L H, J- U, donde Hi es un plano hiperbó1i co y [/ es un espacio

anisótropo o cero. De acuerdo con 42:76 de [O'M1] se tiene que r es independiente

de esta descomposición. Por 1o tanto r es un invariante de V y tiene sentido

definir el índice de Witt de V como ind, V : r.

En particular ind, V > 0 si y sólo si 7 es isótropo.

1.2. Norma espinorial.

Sea V espacio cuadrático regular sobre un cuerpo F. Si g € 7 es tal que

q(y) * 0 se define ru : V -t V por la lórmula

r, e O(V) y la llamaremos simetría definida por g.

Si dimV : n y o € O(V) entoncs o:r!t...rr, donde 7y es una simetría

y r 1 n. (Ver [O'Ml], 43:3).

Si a : r,r . .. Tzt es otra expresión de o en producto de simetrías entonces por

5a:6 de [O'M1] se tiene que

o@,)'" q1s,¡ e s?t)... q(z¡)F* l(F*)2,

Luego podemos definir la norma espinorial d de la siguiente manera

0 : O(V) -- F" I (F')2 con d(a) : c@1) . . . q(y,) en F" l(F,), .

0 es homomo¡fismo de grupos y si consideramos la ¡estricción

0 : O+(V) --+ Fx l(F*)2 denotamos por Ot(V) el núc1eo de esta restricción, es

decir

o'(V) : {o e o+ (V)10(o) : t} .



1.3. Formas cuadráticas y espacios cuadráticos.

Sea O un anillo con unidad contenido en un cuerpo -F tal que cáF * 2, o
posible el caso 0: F.

Definición I.3.1. Una fo¡ma cuadrática /(x) sobre F en z va¡iables

(:rt,"',x^): x es una función f (x) - l;,¡ f¡¡a¡c¡ (1 <i, i ( r¿) donde

Se dice que / es una forma cuadrática sobre O si f;¡ € 0 para todo i,j.

Definición 1.3.2. La fo¡ma cuadrática / representa un elemento c € F sobre

O si existe b - (ó1,. . . ,b") e O" ta1 que /(b) = c.

Miís generalmente se tiene la siguiente definición:

Definición 1.3,3. Una forma cuadrática /(x) en n variables representa la forma

s(y) en r¿ variables sobre 0 si existen vectores br, . . . 
, b- € 0" tales que

/(yrb, + "' + y,"b^) : 9@'t,"' ,a^) : g(v)

En este caso escribiremos g -) / (sobre O). Es claro que se puede definir en

forma análoga 9 ---r / (sobre -P).

Si m : 1 esta definición coincide con la representación de elementos.

Definición 1.3.4. Se dice que dos formas f ,g en el mismo número de variables

son equivalentes sobre (2 (@-equivalentes) si cada una representa a Ia otra. Se

denota / !e g.



Es cla¡o que la O-equivalencia es una relación de equivaiencia.

En forma análoga se define f =r g.

Observación 1.3.5. Si considerarnos x como un vector colurnna entonces podemos

escribir /(x) : xtTx donde 7 es Ia matriz cuadrada simétrica T : (J;¡) y xt

es el vector x t¡anspuesto.

El determinante d(/) de la forma cuadrática / es por definición el determinante

d.et T de la matriz ?.

Diremos que / es singular si d(/) - 0, en otro caso / es regular.

Observación 1.3.6. En notación matricial la definición 1.3.3 es la siguiente:

/ representa a g sobre O si y só1o si G: B|TB donde 7 y G son las

matdces correspondientes a .f y g respectivamente y B: (á;¡ )15;5,,15¡5- es

una matriz co¡ b¡j e 0.
Equivalentemente /(Bx) : 9(x).

Con esta notación es fácil probar el siguiente resultado:

Proposición 1.3.7. Una condición necesaria y suficiente para que las formas cua-

dráticas regulares Í y g .n r¿-variables sean (?-equivalentes es qte G - B|TB
para alguna matriz B con coeficientes en 0 y d,et B e Ox .

Observación 1.3.8. Sea Y un espacio cuadrático sobre un cuerpo .F con

chF 12 y g la forma cuadrática asociada a I/.
Si {o¿}¿ es una base de V entonces

f (rr,.'. ,r,) - q(ir;r¡) -lb(o;,o¡)r;x¡i=r i,j



es una forma cuadrática sobre F.

Si {z¡}; es otra base de V entonces

f'(rr,"',r*) : q (ir,r,)
i=1

es una forma cuadrática equivalente a / sobre F.

Observación 1.3.9. Una condición necesaria y suficiente para que dos espacios

cuadráticos sobre el mismo cuerpo F sean isométricos es que 1as formas cuadráticas

asociadas a ellos sean -F-equivalentes.

1.4. Formas cuadráticas sobre dominios de Dedekind.

Sea f un cuerpo, chF *2 y p un primo no arquimidiano en .F. Se define

o(d : ioe .Fllol,<1),

u(d : {ae r'llol,-1},

M(p) = {ae rll"l"<1},
donde I lo denota una valuación en 6:.

Estas definiciones son cla¡amente independientes de la elección de I l, en 5c.

Los elementos de O(p) se llaman enteros de F en p. Se verifica que O(p)

es un anillo que contiene le F y p 
-Quot9(p).

Notación. Denotamos por Qp la eompletación de q con respecto a la métrica

inducida por I lp y se llama cuerpo de números p-ádicos,



El anillo de enteros 0, de Q* se denota¡á por Zp y

Uo: {a € Qrllalr:1} es zi.

En esta sección ,S es un conjunto de Dedekind de primos en el cuerpo F que

define un dominio de Dedekind O : O(S) : nrr5O(9).

1 - /(S) el grupo de ideales fraccionarios y U : U(S) el grupo de unidades de

O. (Ver [O'Ml], § 2t §22).
V denota un espacio cuadrático sobre .F, di,m V - n, b y q las forma bilineal

simét¡ica y forma cuadrática respectivamente asociadas a I/.

Deffnición 1.4.1. Sea M un O-submódulo de V. Diremos que M es un reticu-

lado en 7 si existe una base {rt,,... ,xn} de I/ tal qre M C 0r, + ... * Oc"

y FM -V.

Definición 1.4.2. Un conjunto de vectores \rt,... ,anj es una base de un reticu-

laÁo M si es base de FM y M = 0r, + -.. * Oxn.

Un reticulado que posee una base se llama lib¡e. Dos bases de un reticulado libre

tienen el mismo número de elementos, este núme¡o se llama dimensión de M y se

denota (dirnM). (Ver [O'Mi] pág.212).

Observación 1.4,3. Todo O-reticulado es libre cuando todo ide¿l fraccionario es

principal. Así todo Zr-reticulado y todo Z-reticulado es libre. (Ver [O'Ml], pág.

a8 y 213).

Es importante poder decidir cuando un conjunto de vectores es baae de un reti-

culado. La siguiente proposición ¡os b¡inda inform¿ción.



Proposición 1.4.4. Sea M un reticulado libre con base {r1,'..,2,,}, y sean

At,' ' ' ,A" vectores en M dados por yj = D; aiir¡, con a;¡ Q F.

Entonces {yr,... ,y"} es base de M si y só1o si Ia rna$'tz (a;¡) € M^(O) es

unimodular, es decir det(a¡¡) e U .

Demostración. Ver [O'M1], 81:9.

Definición 1.4.5, Sea tr un reticulado en el espacio cuadrático V. Por scale de

.L entendemos el (2-módulo generado por el subconjunto b(L,L) de F. Se denota

por s(-L).

La norma de .L es el (?-módulo generado por el subconjunto q(L) de -F y se

denota por ,A/(Z).

N (1,) V s(Z) son ideales fraccionarios o cero.

Como b@,x) : q(c) y 2b(c,y) - q(x * y) - q(¡) - q(y) se tiene que

2s(L\cN(L\cs(L\.
Si ¡/(¿) : s(tr) se dice que el reticulado tr es propio, en otro caso se dice que

es impropio.

Deffnición 1,4.6. Sea .t un reticulado no cero. Por 81:3 de [O'Ml] existe una

base {21,...,2,} de F,L tal que .L = Srcr *' ..* 8,2,, con ft¡ € 1.

Se define el volumen de .t como

or : sf ...sft?*d(cr,... .,Ín),

donde

d(*r,..., x") - det(b(x;, a¡)).



En el caso en que .L es libre nos referimos a1 volumen como e1 discriminante de

Z y denotamos ambos por d,(L) o d,L.

Deñnición 1.4.7. Sea -L un reticulado de rango r en el espacio cuadrático

tr/. Supongamos que s(,ú) = &, con S ideal f¡accio¡rario. Si u,L - ft" enton-

ces diremos que -t es S-modular. Diremos que ¿ es unimodular si es (2-modu1ar.

En el caso en que -f, es libre, se tiene que tr es unimodular si y só1o si la matriz

asociada a .L (en cualquier base) es unimodular. (Ver [O'M1],82:13).

Definición L.4.8. Sea Z reticulado no cero en el espacio cuadrático regular y y

S un ideal fraccionario. Decimos que ¿ es ft-maximal en y si y'/(¿) S m V

para todo reticulado I{ en V tal que .L e 1( se tiene la siguiente propiedad:

¡/(1()En+K-L.

Decimos que Z es maximal si es $l-maxima1, para algún ft.

1.5. Formas cuadráticas sobre cuerpos locales.
Usaremos las mismas notaciones anteriores, salvo que ahora .F es un cuerpo

local, ,5 consiste de un único primo p, O es el anillo de enteros (2(5c), p el ideal

maximal m(p) V L/ e1 grupo de unidades U(p) de 0.
Sea | | = | l, una valuación en ¡a.

zr denota un elemento primo de F en p.

§ea (7,á,q) espacio cuadrático regular sobre .F.

Notemos que en este caso todo reticulado es libre. (Ver [O'M1], pág,  8).
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Definición 1.5.1. Para a, B € F* se define el símbolo de Hilbe¡t de la siguiente

manela:

I a. 0\ ( I si (a) I (B) a (-1) es isótropo sobre .F,
l---::-l:¿
\ p ) [ -, en orro caso

Definición 1.5.2. Sea V = (a) I ... l- (a*) espacio cuadrático regular sobre

F.

Se define el invariante de Hasse de V como

s 
"(v ) 

:flr.¿<j<,. /grg)--- \ p /

Teorema 1.5.3. Los espacios cuadráticos U y V sobre F son isométricos si y

sólo si

dimU : d,irnV, d.U - dV, SrU = SrV.

Demostr¿ción. Ver [O'Ml], 63:20.

Teorema 1.5.4. Sean U, V espacios cuadráticos sobre un cuerpo local, con

v - dimV - d,imU ) 0. Entonces

a) u -g
U--+VeU=V

b) u=1

U.-+VeUL\dU.d.V)=y

c) u=2 y dU --dV
U-+VeULH=V
H denota un piano hiperbólico.
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d) z>3

U --V

Demostración: Ver [O'Ml], 63:21.

Sea .ú un reticuiado no cero en el espacio cuadrático V, entonces por 91C

[O'Ml], ¿ se descompone en una suma ortogorral de reticulados modulares unidi-

mensionales o bidimensionales. Agrupando las componentes de una tal descompo-

sición se tiene que L = Lt L ..- L L, donde cada componente ¿; es modular y

"(Lr) ? "' ? 4L,). Una descomposición de este tipo se llama descomposición de

Jordan de -L.

Si suponemos que el cuerpo local F es no diádico (es decir, 2 e U) se

prueba [(O'Ml], S2) que todo reticulado tr tiene una descomposición ortogonal

L : Lt L " ' L L,, con .L¡ reticuiados unidimensionales.

Usaremos el símbolo A(a,B) parudenotar la matriz A(a,B) - {; ; )
donde o, p € 0 y -l * a9 e l,l. Estas condiciones nos garantizan que la matiiz

A(a, B) es unimodular.

El símbolo pA(a,p) denota la marriz (; ;r)

Ahora presentaremos dos teoremas (ÍO'M2» que nos permiten decidir cuando

un reticulado está representado por otro reticulado sob¡e el anillo local O.

Definición 1.5.5. Sean r un elemento primo en un cuerpo local F y B un reti
culado en el espacio cuadrático V sobre F. Si E - L\ Ej es una descomposición

de Jo¡dan de E. Entonces se deñne t; =L E" donde ¿ es tal que 7 < u ! f, y

s(8,) ) ri?.
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Teorema 1.5.6. Sea F cuerpo local no diádico, sean E :L E¡ I E' -L Et¿

descomposiciones de Jordan de los ¡eticulados E y E'.

Supongamos que ¿ y tj son los reticulados de la definición 1-5.5 para -E y

.E' respectivamente. Entonces

E' -+ E si y sólo si F€.t, -+ F€i, Yi.

Demostración: Ver [O'M2], pág. 850.

De aquí en adelante suponemos que .F es un cuerpo local diádico, (es decir,

0 < l2l < 1) en el cual 2 es un elemento primo.

Definición 1.5.7. Sea E =tl E¡ una descomposición de Jordan del reticulado

E. Se define:

1' áro =r E, donde u es tal que 1 J u1t y N(8"))2tO.

2. t$ -L -8.. donde z es tal que 1(u1t y s(¿") 2 2;0 y además

se incluyen aquellos E, impropios (es decir N(8,) g s(8")) tales que

s(E*) - 2i+1O.

3. Si E tiene una componente propia 2i+l-modular defrnimo s A; = 2i+1C1,

si esto no ocurre y E tiere una componente propia 2i+2-modular definimos

A¡:2i+29. En otro caso A;: Q.

4. Definimos d; - (d€t)O y se defrne d¿ : 0 cuando t¡ - 0.

Notemos que los reticulados t¡,€q¡ y É¡;1 satislaccn las siguientes relaciones;
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I SO si toda componente ortogonal de fi
tr: I es una componente ortogonal de á1¡,

[ ,,,*r,, en otro caso.

í t, si toda componente ortogonal de á¡¡

" _ I es una componente ortogonal de á;,
"rrl 

_ 
I
I t,+,, ., otro caso.

Notación: Sean V espacio cuadrático sobre F, y un ideal ft C f'. Si existe

a e q(V) tal que a(2 : S, escribimos S --r I/.
Es claro que & -r V si E: 0.

Si ft -¿ Ft con S@) : a € fl escribimos S -+ o.

Proposición 1.5.8, Si d,imV > 3 entonces S --+ 1/, para todo ft.

Demostración: Ver [O'M2], pág. 858.

Deffnición 1.5.9. Se dice que el reticulado .Er es de menor tipo que E si 1as

siguientes propiedades se cumplen para todo i I

1. d,imt| < dimt;

2. d.';d.¡ --+ 1 si d,im€! -- dim€;

3. ¡l q Ai+2i+2O y A¡-r e L';-t+2i+lo si d,i.mt!: dim€¡

4. Ai-r § A!i-,+zi+lO si dirnt¡-|=dim€l >0 y d,¿cl,i--2i+1.

5.Aí g A;+2i+2O si dimt¡-t:dim€! >0 y d.;d',-.+2i.
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Notemos que la definición es independiente de las descomposiciones de Jordan

elegidas para los reticulados E' y E.

Proposición 1.5.10. Si Et -"+ E entonces -E' es de menor tipo que E.

Demost¡ación: Ver [O'M2], pá9. 859.

Notación: Como 2 f l,l, se tiene que existe p € l,t tal que a2 +r+p 6
irreducibie en f'. (Ver [O'M2], pág. 851).

Notemos que si p/ e l,l a tal que 12 1 x { p' es irreducible en F, entonces

1+ 4p < (t + 4n')u2.

Luego c(l i 4p) -+ I/ si y sólo si o(1 * 4p') --+ V.

Teorema 1.5.11. Sea E' reticulado de menor tipo que E. Entonces E' '--+ E si

y sólo si 1as siguientes propiedades se cumplen para todo i :

(I) Ai --+ 1f;'ái¡)r, donde el complemento ortogonal es tomado en F€6¡z¡

(II) AÍ --+ 1f'ái;1)4, donde el complemento ortogonal es tomado en F€p+z¡.

(III) (f8il)a 3 .EH implica ArAi C (Al)'z donde H denot¿ un plano hiperbólico

y el complemento ortogonal es tomado como en (I) y (tI).

(IV) 2t -- (Fáj)r o bien 2i(1 * 4p) --+ (Fáj)r, donde el complemento ortogonal

es tomado en F((2t) r át¡+rl).

(V) 2i --+ (ráí{)a o bien 2i(1 * 4p) --+ (r'áíi)r, donde el complemento ortogonal

es tomado como en (IV).

Demostración: Ver [O'M2], pá9. 865.
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CAPITULO II

Estimaciones

En este capítulo dejaremos establecidas algunas cotas necesa¡ias para la estima-

ción final de la constante N del teorema 0.5. (Ver Capítulo iII, teorema 3.1).

Definición 2.1. Sea 1 un dominio propio de ideales principales contenido en un

cuerpo fl suponemos chF I 2. Sea e1,. . . , ¿n una /-base de un reticulado

A. Diremos que un vector o = Di=, a¡e; e l\, a; € -I es primitivo si el conjunto

{or, ' . . , o"} genera el anillo I como ideal.

Se puede demostrar que un vector u € A es primitivo si y sólo si t, es parte de

una /-base de A.

Definición 2.2. Sea A un .I-reticulado y I € 1. Diremos que I es representado

por A sobre I si existe u € A tal que q(u) - ¿. E1 conjunto de elementos

representados por A se denota por q(A). Si t: q(u) con u € A primitivo

di¡emos que f es representado primitivamente por A sobre 1. EI conjunto de

elementos representados primitivamente por A se denota por q(A)'.

Lema 2.3. Sea .L un Zr-reticulado en un espacio cuadrático regular isótropo de

dimensién 4 sobre Qo. Entonces existe us e L hl que q(us) I 0 y un reticulado

E I (uo)t con las siguientes propiedades:
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i) -q(us) e q(E).

ii) si lq(u6 * c)1, < lq(u6) l, con c € E, entonces us * c e§ un elemento

primitivo de .L.

iii) r/_ c dlE).

iv) -E representa primitivamente todo p"U, donde a : ordrq(us) '

Este lema es un resultado de [Ca], pá9. 243.

Supongamos que f €zo cor- ltl, < lq("g)lr. Entonces t = pd+§' con B>0
y r € up, luego lppr - p-" s@o)lp = 1. como -E representa primitivamente

todo p"U, entonces existe o € E primitivo tal que g(o) : p" (f r - p-" S@o)) -
t-s@o), yporlotanto g(u*26) - q(0)+s(uo): l. se tiene entonces el siguiente

corolario del lema 2.3:

Corolario 2.4. Si ltlp < lq("o)lo entonces t e q(L)-.

Proposición 2.5. Sea -L un Zr-reticulado en un espacio cuadrático regular de

dimensión 4 sobre Qr. Supongamos que s(.0) § zr.

Entonces S(tr) = Ufioitu q@¡)z?, con ?ri € -L, para todo i.

Además

{t+ord"d(L) si P12,
ordp q\u;) 

= 1 , * *iralt'¡ si p: l.
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Demostración: Estudia¡emos por separado los casos .L isótropo y .L anisótropo'

Sea Z isótropo:

Sea f € g(,[). Consideremos el vector u6 € .L dado por el lema 2'3 y suponga-

mos que ordrq(us) - a.

¡Si l¿1, < lq("g)lo entonces t: pd+Pr con r€U, y 0 )0. Luego

t € p'+le¡tf, o bien f e p"+2 e¡z| con e¡ e UrlUj.

Por el corolario 2.4 se tiene que pie¡ con i > a y ei € UolU! está

representado primitivamente por -ú.

Denotemos por uii vectores primitivos tales que q(";¡): p;e¡. Entonce"

t e uit s@,+t¡)v?u q(u"¡2,¡)tf,

donde m : lurlu;|.

r Si fú1, > lq("0)1, entonces la clase de f en tolUl es un elemento del

conjunto finito {p;e¡ } ¡=1 ,.-,a,j=t,...,m.

Consideremos los elementos p;rj con ie {1,"',a}, je {L,"',m} ta-

les que están representados por L, Iuego existen conjuntos 1 g {1,"',4} y

Jq {1,.'.,m} tales que si (i,j) e IxJ entonces p;e¡ e q(L). Para cada

(i,j) e I x./ elijamos un vector u;¡eL tal que g(u¡¡) - pte¡. Como t e q(L)

se tiene que existe (í,i) € I x./ tal que f= C("¡¡)'Ü cot beUo.

Por lo tanto

t e U¡i,¡ycrx,t q@i)23,
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Sea Z anisótropo:

Consideremos el conjunto .B de vectores primitivos en tr,
B - {a e ¿lllrll : 1} y supongamos que .ú representa primitivamente un número

iufinito de clases en trfU|.
Sea UrlUl = {e¡}!t, entonces v.elul - {pi e¡\ ¡=t,...,^,;>_o. Luego todo conjunto

infinito en tof U| conliene una sucesión que converge a ce¡o. Por lo tanto existe

una sucesión {r"} g ¿ tal que q(o,) ---+ 0 con la norma p-ádica, y como B es

compacto existe una subsucesión {"".} e {u"} la cual es convergente. Supongamos

Dn* - r). Como L es cerrado se tiene que t.r € L y q(r") -+ q(u) - 0, 1o que

contradice ei hecho que .t es anisótropo.

Por 1o tanto .L representa primitivamente sólo un núme¡o finito de clases en

ZrlUj. Sean u1.,,,,¡ut los vecto¡es primitivos que representan a dichas clases.

Sea f € q(tr) entonces t: p'B S@) donde to es un vector primitivo en L y

B ) 0. Como tll es un vector primitivo et L, se tiene que la clase de g(to) en

zolU| debe ser alguna de las clases representadas primitivamente por .t, De este

modo q(?r) eq(u;)Ui paraalgún i€{1,...,1}. Luego te u¡ni¡ut@;)vf,.

Probaremos ahora que para todo i se tiene que ord,pq(ui) es acotado y Ia cota

depende sólo d.e det L - d.

Si p l2 entonces podemos suponer que

L: (p",ai L lp",-r) L (p""-") L (po,-ol,

con 1,¡(Up,ie {1.,2,,3.,4} y o, 1az1as1at,.
Consideremos el vector ui y supongamos que q(u;) = pbu, con u € [Jp, y

como s(.t) g ze se tiene que ó ) 0.

Si ó§ aa entonces ordoqfu¡) - b 3 q! ord*d.

Si ü>oa entonces b:at*e !2c, carr e €i0, 1) y c>0.
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Consideremos el vector ú,;: pt-cu;, entonces

q(tt;) - p"'+'u ! vpu; 9v.rú¡ : Ñ.

Probaremos eue Ñ -+ L. Pata esto usaremos el teorema 1.5.6. Sean f; y

,C; los reticulados de la definición 1.5.5. asociados a los reticulados Ñ y .L

respectivamente.

Se tiene que

ñ;:Ñ para ila¿,
L;-L para i)aq,
ñ¡--0 para ilaq.

Como gr-L es universai se tiene gue Qpñ¡ - QpL; para todo i.

Por lo tanto N -. L y sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¿j € ¿.

Como g(z¡) e q(úL)tl se puede reemplazar u; pot ú,i y ortlrq(ú¡) : ac * e 3
| * ord,rd.

Ahora veremos el caso p=2. Sea L:L.tL,..LL, una descomposición

ortogonal del reticulado .L donde cada L; es 2oi modular unidimensional o

bidimensional y supongamos que a1 ( a2 1 ... 1a,.
Igual que antes supongamos que q(u¡) :2bts, cor. ueU2 y b>0.
Si 6<2f a, entonces ord,2q(ui) 12 * ord,zd.

Si á>2f a, entonces b=2*a,+e +2c con €€{0, 1} y c>0.
Sea ú; = 2-"u¡ entonces q(úi) - 22+n'+'u ! .tf - z2ui2 g z2úi : Ñ.

Probaremos qr. Ñ --+ tr usando el teorema 1.5.11. Denota¡emos por q;, ñ;, L¡

los reticulados de la definición 1.5.5, correspondientes a los reticulados If,Ñ y

I respectivauente, Denotaremos por n(i),ñQ),[$hqfi,rt¡i¡,L¡q ]so reticulados

correspondientes a N,Ñ y tr respectivamente en la definición 1,5.?, (1) y (2). Los

ideales de la defrnición 1.5.7 (3) asociados a N, Ñ y Z se denotarán por ái, 5¡
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y Ai respectivamente. Por úitimo denotaremos por d¡ : d(rt)zr, a, : a1f¡r¡2, y

Dí - d(Li)az los ideales de 1a definición 1.5.7 (4), correspondiente a los reticulados

N, Ñ y -t respectivamente.

Entonces se tiene 1o siguiente:

,{J i < 21 a,,
i--2*a, y e :1,
i==2*a" y e =0,,
i>2+a,.

i) a,,

i<or.

ó;-, : o.

sl
SI

si

st

(L
Lr= I

Io
i < a, entonces 4 :0,

ilat- 1 entonces A;-

st

si

ó¡:0,Si

Si r=0.

Si i: ¿r - l entonces Ai-r = 0 o L,;-r:2tvr.

Veamos ahora que .Ñ ti"o" menor tipo que .L. (Definición 1.5.9):

Claramente dün fi¡ < ilitnL¡ para todo i.

itim fi;: dim L¡ si y sólo si i < a1. Luego á¡ : 0 y por 1o tanto á¡D, '' 1.

Además

6¿e A¡¡2;+222 Y Ai-r c6,-r¡2i+1v.2.

Por último dim L;-lldim ñ¿, pa¡a iodo i tal q.ue dim fi¿>0.
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Luego valen las propiedades 1, . . . , 5 de la definición 1.5.9.

Ahora verifiquemos 1as hipótesis del teorema 1.5.11:

I. A; ---+ (eritil)' donde el complemento ortogonal es tomado en QzL1;+z\ '-

Si i > 2 * ¿" entonces A¡ : 0. Luego A; -- (Qzfi¡)4.

Si i<29a, entonces ñl,l: O. Como 2+a,<b se tiene que ?til :0,
luego

(qrir¡)' : (Qr,¡u)a : QzL(¿+z\.

Como "l[ -+.L, entonces se tiene por proposición 1.5.10 y teorema 1.5.11 que

a; -* (qr?i¡l)r - (qrii,l)t.

II. 6r -- (Crit¡)' donde e1 complemento ortogonal es tomado en. Q2L1;¡z¡ :

Si i > 2 { o, entonces á¡ - 0. Luego ¡, -, (qríf,l)'.

Si ¿,< i. 12{a, entonces L1i+t)=L y ñU)-f¡. Luego dim(q2fi¡$L>3

y por proposición 1.5.8 se tiene ¡, -r (qrifr:)'.

Si i < ¿" entonces á¡ = 0. Lrr.go ár -* (Crit,.l)t.

III. (Azi6)r E q2H implica l,;O¡ Q (6)' dondc tt denota un plano hipcrbólico

y el complemento o¡l ogonal es tomado como en I y II:
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Si i < ¿' entonces ñ¡ :0. Luego Ar6i C (6d)'?.

Si a"< i<2*a, entonces L(¡+z)= L y ñUl:0. Lue8o dim(q2fi¡¡)L:4'

Po¡ 1o tanto la hipótesis (qril¡)' = q2H es vacía.

Si t > 2 { a, entonces A; = 0. Luego AiSi g (6í)'?.

Iy. 2;(1+4ú) -, (qrii)r donde el complemento ortogonal es tomado en er((2t) I
É1;1r¡) t

Si i<2+o' entonces i¡=0. Como 2*a, 1ó se tiene que ?i:0 luego

(qri,)' : (qr'1,)' : qr((zi) r É1;+r¡)'

Como N -+.L entonces se tiene por proposición 1.5.10 y teorema 1'5'11 que

2i(t + 4.ro) -- (er?i)' - (eriíi)r.

Si, > 2 + ¿r entonces L(¡+t) : L y d.imq2((2i) I f,1;+r)) = 5. Luego

d,im(qzñ)! ) 4. Como el espacio (Qrii)' u. universal, representa a 2d(1 +

4*).

V. 2i(1 + +to) -- (qzif¡:)r donde e1 complemento ortogonal es tomado igual que

en IV:

En este caso ñl¿l = ñ¡, para todo i. Luego es 1o mismo que IV.

Hemos probado qne Ñ 4 L y sin pérdida de generalidad podemos suponer

Quc Ñ = lúti E L. Como q(u¡) e q(útizi podemoa reempluar ui par íti y
ord,2q(ú¡) = 2 * a, * e S 3 * ordzd.
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Lema 2.6. Sea A un Zr-reticulado en un espacio cuadrático regular sobre g,
supongiunos que s(A) ! Zr. Entonces existe /V € N tal que para todo á € Z, se

tiene q(A). + pNb g. s(A). v por io tanto q(A)- es un abierto en qp.

Además se puede elegir

( I +2ordodL, si p 12.,
N:{

| 5+2ordrdL si p:1.

Demostración: Sea pf 2. Entonces L: (p"'ui I"'I (p"^un) con u;e Uo

Y ¿¿20'

Suponga.rnos que f -- q(ut,...,tll") € q(A)'. Como (to1,"',u.,,") es primitivo

podemos suponer sin pérdida de generalidad eue rx1 € Up.

Consideremos en zr[e] el polinomio

!(a) : p", u1a2 + it", u,-! - t - pN b

i=2

entonces

l.r(-,)1, : lpN blo= ¡l . fi : Pn"'u,.,13 -- li'@,)11

Por lema de Hensel ([Ca] pág. 4?) existe c e U, tal que /(c) = 0, luego

¿+pN6€q(A)'.
Sea p:2. Entonces L=hL..'L1," donde cada ¿i es un z2-reticulado

2'i modular. Si l; tiene maliz l(.;l : 2oi A¡ entonces podemos suponer que á;

es una de las siguientes matrices:
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A; : lu¡l con u; € U2,

^ - lz tl
Lr zl'

^ - lo tl
Lr ol

Basta demostrar que para estos tres tipos de reticulados se tiene Ia propiedad

q(t,). + 2Nb g q?.i)- con -Iy' : 5 * Zord2d,L'

o Si /¡ es unidimensional, es decir l.¡ : \2u). Supongamos que I € g(/;)-

entonces t:2uu2 con u€Ur. Igual que en el caso pf 2 se considera el

polinomio f(x) = 2'ut2 - t - 2Nb er:- z2lxl. Entonces

l/(-)1, : 12* bl, 3 fi . P*'*|tr : lf' 141tr.

Por lema de Hensel existe c € U2 tal que /(c) = 0, luego t +2Nb €. q(li)-.

Ic r Ir Si [l¡] =21; " I V ¿ € q(/;)- entoncr t: q(w1,w2) :2o+,(*?**r*r+
LI Z )

ul). Sin pérdida de generalidad supongamos que trll € U2. Consideremos el

polinomio f (r) :2"+1(02 * wtwz * *Z) - t - 2Nb er t 2lxl. Entonces

l/(.,,)1, : l2N bl, . *L = ;ñ . p"*,.,1?, : lf, @)lZ.

Por lema de Hensel existe c € [/z tal que /(c) : 0, luego t + 2Nb e q([i)-.

rsi 1;=-l? á] ,, es@). entonces t:q(w1,w2):2o+lwtwz y

sin pérdida de generalidad podemos suponer que u1 € U2 y aplicar lema de

Hensel a1 polinomio f (r) : 2+t 
"ur* - t - 2N b et z2lr).

tr



Corolario 2.7, Sea A un Zr-reticulado isótropo en un espacio cuadrático regular

sobre qp, tal que s(A) e Zr.

Sea

( 1+2orddA, si p f 2,
N:1

l5+2ordpd\ si p:).

Entonces para todo á € Zp se tiene

i) pNó € q(A)'

ii) Si ¿€g(A) entonces existe m,0(m(F tal qre p-2*t € C(A)..

iii) q(A) *pPN-tu e c(¡).

Demostración:

(i) A es isótropo, luego 0 € s(A)- y porlema2.6 se tiene que pNó-0+pNóe
c(^)..

(ii) ¿ € q(A), luego f : p2t q(u) con t2O y o vector primitivo en A.

Si 0</(f entonces p-rtt: q(o) € q(^).. Se elige m: l.
Si t, Y entonces Z¿ > N, luego por (i): pot - t, - p2tq!t) =
pN(p"-Nq(r)) € c(A)-. Se elige rn - 0.

(iii) Sea te q(A). Entonces existe rn, 0<rnSf tat que p-2^t € S(A)..
Luego por lema 2.6 se tiene

t + pzN 
:t 

b = p2- (p-2- t + ¡t2N 
-r -z^ O, 6 p2* q( A)r e S(A),
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Lema 2.E. Sea A un Zr-reticulado en un espacio cuadrático regular sobre q,
tal qru.e d,imA 22 y N(L) C p*2, Sea o € Z tal que

{ ordoa st p f 2,
o> 1

| 2+ ordro si p-2.
Entonces q(A r (a)). c q(L)- + at|.

Demostración: Sea ú€q(Af (a))- luego teq(x)*ay2 con (e,y) vector
primitivo, o e L, y ezp.

Si c es primitivo entonces t e q(L)- + azl.
Si ¿e A no es primitivo entonces Ue Up V a=fc, con B)0,o,e A

primitivo o r:0.

Probaremos que existe o e O(A I (o)) tal qte o(a,y) = (ñ,fi) con i
primitivo en A. En tal caso

t - q(a,y) : cG,ú) e q(A)- + az|.

Sea (z,u) e AJ_ (a) con z primitivo y uezp. Entonces

1",u¡(r, !) : (x,, y) - zW*!ff).{", 
")

= (x,y)_ztffiQ,")
: @_\z,s_),u)

con

, _, b(x,z) + auy^-" -¡Ql¡d
Es claro que si z€A es un vector primitivo y 

^ 
e U,eentonces i=s-)z s

primitivo.



Si cl0 elegimos ze \x')L, z primitivo.

Si r:¡ basta z primitivo.

En cualquier caso tenemos

, 2auY

^: qG, * ""2
q(z) e p"t, con o> ordra si p l2y a ) 2l ordzrL. si p:).

Sea pl2 y u€. [/r. Entonces

ordo(2auy) : or'dpa
ordr(q(z) * au2) : 67¿ro

Si P:2 Y u €2Uz entonces

ord2(2auy) : 2 * ordza
ord2(q(z) I au2) : 2*ordza

Luego en ambos casos ) € [/r. tr

Introduciremos algunas definiciones y lemas previos necesarios para demost¡ar

la proposición 2,l4,la crtal será fundamental en ia estimación de 1a constante N

del teorema 0.5 (Teorema 3.1 Capítulo ili).

Deñnición 2.9. Sea P - {pt,...,p,.} un conjunto finito de primos. Definamos el

anillo z[P] :- zlptr,. .. ,p;11.
Si P=d definimos z[Pl:-2.

Definición 2.10. Sea (%C) 
"n 

espacio cuadrático sobre Q, P un conjunto finito

de primos y E un Z[P]-reticulado en V. Se definen los siguientes conjuntos:

clas,E = [ Kl K eszlP!- reticulado en Y._tal cue ].§qeru- 
I ff=o(E)pamalgúna€O(V) l'
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( Xl I( es zlP) - reticulado en V tal que existen lsprpE: t o eO(V)y»,eeO'(Vp)quesatisfacen l,
I o(Kr): Er(Er) paratodo p /. P )

--- t7 I Xl .Il es z[P] - reticulado en i/ tal que para todo ISenPtt: t 
' 

, /Pi*iit"ooeo(vr)quesatisiacel(, -or(E) J'
Si P : / en lugar de clas¡,E., spnpE gen¡,E escribimos clsE, spnE, genE

respectivamente. Si ff E clspE se dice que K y E pertenecen a 1a misma clase

sobre z[P].

Si K € spnpE se dice que K y E pertenecen al mismo género espinorial

sobre z[P].

Si 1( € genE se dice que pertenecen al mismo género sobre z[P].

En los tres casos se obtienen relaciones de equivalencia sobre el conjunto de los

z[P]-reticulados sobre I/.

Es claro qtte clspE I spnpE C genpE.

Notación: Sea .E un Z-reticulado denota¡emos por q(E) y S@)' los siguientes

conjuntos:

S@) = {¿ € zl¿ € e(Ep), V, incluso p - oo},

c@)' : {t € tlt e e(Er)*, v, incluso p - oo}.

Es claro que q(E) g S@).

El oiguiente lema es un result¿do básico del trabajo [HKK]:
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Lema 2.11. Sea .E un Z-reticulado positivo definido , d.irnE ) 3, gen0 = spnE.

Supongamos que I es un primo finito tal que Q¿.8 es isótropo. Entonces existe

un número natural s tal que q(/'E) e q@).

Demostración¡ Sean E(1), . . . , E(¿) los representantes de las clases en genE.

Como genE : spnE y Q,¿E q isótropo podemos aplicar el teorema 8.3, pág. 232

[Ca] y concluir que los reticula.d os tl¿-1180 e clszP-LlE. Por lo tanto para cada

i : lt "' , á podemos supone¡ we zl¿-178o : zW-118 . Luego existe un entero

s > 1 tal q.uLe ¿EO § .E pa.ra todo i : 1,...,h.
Ahora supongamos que I e q(¿E), es decir ú es representado por /'E sobre

zp para todo p, incluso p = oo. Luego f es representado sobre Z por algún

reticulado M e gen(l E). Esto último se obtiene por 102:5 de [O'Ml] y como

M -f EO e E pa¡a algún i =1,....,h, se tiene que f € q(E).

D

Pa¡a el desar¡ollo de nuestro trabajo es fundamental hacer una estimación de

todas las constantes que intervienen en la demostración del teorema 0.5, en particula¡

se¡á necesario acotar el entero s del lema 2.11.

Es cla¡o que basta estimar un entero s tal que ¿s BG\ C E pa.ra todo

i = L,,. .. ,h.

En [Ic2], prop. 4 §e muestra que, si el reticulado .&¿ es isótropo y maximal

entonces basta elegir s: h(E) - 1 donde lz(E) es el número de clases eo. spnE.

EI ente¡o s se determina usando la siguiente construcción de [BH2]:

§eau .6 y ll Z.reticuiados en un eepacio cuadrático 7 sobre q,

d,imV 2 3. Supongamos que -L, y K, son Z, maximales para un primo
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p. Entonces por 82:23 de [O'Ml] existe una base {e1,fi,...,e¡J¡22¿¡17,,'12¡}
pata Lp, tal que g(e¡) - S(i) - 0, b(e;,f¡) - ó¿¡, 0 - b(e;,e¡) - b(f;,,f¡) pal.a

i I i, b(e;,2¡): b(f¡,zt) - 0. El subespacio generado pot {22¡r.1,"',znlr 6
anisótropo, y

K p = (|-epot ) eL * (zop- "' ) Í, * "' * (trp" )et * (zrp- * ¡ ¡, * t pzzt+t + "' + z"z.

donde a1,' . . 
, d¿ sotr ente¡os no negativos.

Entonces lL, : Loñ Kpl: lKe: Loñ I{) = pat'+-'+ot.

Al par (.L, p) se Ie asocia un grafo z(L : p)., cuyos vértices son aquellos

Z-reticulados K e genL tales que Kc: Lq paru todo q f p.

La función distancia entre los vértices se define como d.is(L, K, p) := r si y sólo

si flo:LrfiKol-p'.
Diremos que los reticulados K y tr son vecinos si r : 1. Notemos que si

r = 1 entonces podemos suponer eue a1 : t y or: 0, V, ) 1. Dos vértices

están conectados por una arista simpie si y sólo si ellos son vecinos.

EI grafo t(L: p) es conexo. Se tiene además que si ff e c/s+-L entonces los

vecinos de I( pertenecen a la misma clase propia de los vecinos de Z. (Ver [BHl],

lBH2l).

Si .t, es isótropo entonces el grafo Z(L : p) contiene a los representantes de

cada clase en spnl. (Ver [O'Ml], 104:5).

Usando 1o anterior M. Icaza (ver [Ic2]), demostró el siguiente lema:

Lema 2.12. Sea E un Z-reticulado positivo definido, d,i,m E 23, gen0 - sWE.

§upongamos g-ue I es un primo tal que E¿ eo isétropo y maxi¡nal,

Sean E(1), ...,8@ representantes de las clases en spnE. Dntonces ¿\L-|EO e
E, Vi = 7,... ,h.
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En particula.r, f EG) g 8., Vs)ñ-1.

Observación 2.13. Ahora es necesario calcular una cota para s - h(E) - l,
donde á(E) es el número de clases en spn E : gen E. Entonce basta acotar

h(E) por el número de clases con determinante d-8.

M. Icaza obtiene el siguiente resultado contando el número de las posibles ma-

trices reducidas según Minkowski de un determinante dado D (ver [Ic1] pag. 38):

Sea E es un reticulado n dimensioaal, cor. d,etE = D. Entonces

h( E\ < ¡!Y6-t\lzr(n-t\ Pn-t. ,-.3,

donde

{ (2")lt(2 + il|'z
- _t

[ (i)"tr(z + t))2 e)ol-3)t,-4)/2

si n(4

si n>4

Para estimar la constante N del teorema 0.5 (teorema 3.1), construiremos un

reticulado -E que satis{ace todas las hipótesis de la siguiente proposición.

Proposición 2.14. Sean E,l,s corno en el lema 2.11, Consideremos un ente¡o

positivo a y P el conjunto finito de primos definido por P :: {eleld(¿E)}U{2}.
Supongamos que para los enteros n y rn se satisface pa¡a cada p e P, lo siguiente:

ui=¡ pzi q(t" E,) r (o) ). g ulo p'?i q(t" E,). + ozX.

Entonces para todo entero ¿ tal que á e li_s p2i q((." Er I (o))-, Yp e, P y
tl2sald({.'E)16+4m se tiene que t e q(E L (a)).



Demostraciónz q(1." Eo I (a)). es compacto. Luego

Cp:: t)i=o p2iq(t" E, L \a))'

es compacto.

La hipótesis C, I Uqo p'i q(1" Ep)- ¡ azf, y e1 hecho que C, es compacto,

implica que para cada p€P existen ur,io€Lo y N€ru ta1 que

cr Cu;Í¡:,ik P2iP q(¿E)- * awf,.,,'

Luego

ffospCp e UfinitalIper p2', q(t" E)- * awf,,,,

Para cada colección {(wr¡r}oep existe tr¡ € Z ta1 que para cada p € P, se

tiene ltor,r; - u¡le < € con € : flpe¡, p-ÉP donde

. _Í r*2m*2ordrd,(1."8) si pl2,
pp_ \

I s + z- t 2ord,rd(l," E) si p :2.

(ver [Ca], pás. 44).

Como ltor¡, -u¡lr<e y o,eZ se tiene qne awzr,¡, - au| +pBrb an belr,,
luego

ozi, q(l! E)* + o*'o,¡o - p2hlq(l." E; ¡ p1c-2tcbl ¡ aw].

Entonces por lema 2.6, para todo p€ P y 03 ir(m se tiene

ozitq(l,Ee). * au\¡,9p2;rq(t"Er)- * au]. (2.15)

Si to; > per fr, entonces existen enteros ü y ti; tales que

ui=(llpep ft)b*,ú¡ y 05,ú¡1lJ.pep f,.
Aplicando nuevamente e1 lema 2.6, se tiene que
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,zi,q(t"E)* * awj c ,p2tPqe" E)" + aúi.

Luego podemos suponer que

0 ( to; ( flpeP fo <2nlagg¡7s+z'".

Sea W:24ld1tE¡y+z'".
Supongamos que ¿€ C, puratodo p€ P y t2 aW2, entonces

(t,...,t) € fIe¿pC, e ufinita rer p2,,q(t" E). * auf,r,

Luego para cada p € P, se tiene que I pertenece a un conjunto del tipo
'pz;r q(1,, E)* * awf,,,,.

Consideremos la colección {up,jr}per, y u¡ e.t que satisface (2.1b), entonces

podemos suponer eue to; ( W y luego t> awl.

Sea {(urr)}r6p la colección correspondiente a t y w¡ € Z que satisface 2.15,

entonces t/au;l y se tiene:

Si peP, entonces t-awle pz;oq(t,E)-e q@"8).

Si p / P,, entonces t - aw] ez, - q(t" E).
Esto último porque /'8, es unimodular si p/P. Así 0 S t-aul €q(t,Ep)

y por lema 2.11 se tiene que f € q(E ). (a)).

tr

EI siguiente resultado de Kitaoka (ver [Ki1], [Ki2], [Kig] y [HKK].) es fundamen-

tal en la demostración del teorema 3.1.

Lema 2.16. Sean .t un Z-reticulado, dimL - rn, ,9 un conjunto finito de primos

quecontienea?ytalqte L, esunimodularsi p/5, Paracada p€§ sean

ot,pr,,. ,on,p vectores en ¿pr coD ¡¡ < rn, Entonces existen vectores E!,... ¡Í,t
en f, que s¿tisfaceot
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Ít,pr',. ,To,p vectores en ¿p, con r¿ < m. Entonces existen vectores Írr... ,an
en ¿ que satisfacen:

(t) Vp e,9, c; aproxima a oip, tan ce¡ca como se quiera.

(2) Si p / S entonces d,(B(c;, x¡)) É. Llo con una única excepción p: r / S

donde d(B(c;, r ¡)) e rU,.

Una cota para este primo excepcional fué dada por M. Icaza. El cálculo de esta

cota se basa en la demostración de1 lema 2.16, y en el siguiente resultado de [icl],
el cual es un corolario del teorema 1.1 en [LMO]:

Lema 2.17, Sea 1( una extensión cuadrática de e. Sea ,{Z 6 q divisible por

todos los primos que se ¡amifican en 1{. Entonces existe una constante absoluta

calculable A ta1 que en cada clase de rayo módulo M de K,, existe un ideal
primo 6 de grado uno con

N orm(B) < 2(D(I()h(K )N"'^(*t)¡ N orm((^4)h(K)N o,LQ"1)-1 
)A

donde D(K) y h(K) denotan el disc¡iminante y número de clase de1 cuerpo K
respectivamente,

En este trabajo nos interesa tene¡ una estimación del primo excepcional r, sólo

para el caso n = 1.

Antes de enunciar el resultado de [Ic1] para este caso, introduciremos algunas

const¿ntes:

Con la misma notación del lema 2.16 se define:
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K ^ =: l6m2 (llpesp)2(i (L)+1) (ÍIrp)2 r^d et L,

donde el segundo producto es toma.do sobre los primos p tales que p < (t)@-r)/'z (detL)rl^.

C^ -, (t)^-1/2(detL)lln,

p :: 4(Ilpes O¡i(r,r)+l(fIeEs,r3r^c^n),

donde j(Ir) es el orden de la scale de la última componente de una descomposición

de Jordan para Lr. Por g1:1 de [O'Ml] se tiene We j(Lr) es independiente de la

descomposición.

La definición de z- es la misma dada en la observación 2.13.

La cota para el primo r está dada en la siguiente proposición:

Proposición 2.18. Sean n = L, L y ,9 como en el lema 2.16.

Entonces existe una constante calculable C que depende sólo del reticulado ,f,

tal que el primo excepcional del lema 2.16 satisface

r 12CA

donde ,4 es la constante absoluta dada en el lema 2.77 y C puede elegirse como

C - 4(K -C ̂ )(+)K^c'nP2 
P(lK ^c^P2 -L\

Demostración: Ver lema 2.1.13 de [Ic1].
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CAPITULO III

IJna versión efectiva de un teorema de M.
I{neser.

En este capítulo presentamos una versión efcctiva del teorcma 0.4 y es el siguiente

resultado:

Teorema 3.1. Sea .L un Z-reticulado positivo definido en un espacio cuad¡ático

regular de dimensión 4 sobre e, supongamos que s(/,) C z. Entonces existe una

constante efectivamente computa.ble ?V que só1o dcpende del reticulado Z, que

tiene la siguiente propiedad:

Si ¿ > ¡/ es un entero representado por .L sobre Zp, para cada primo p, y
t no es divisible por aquellos primos p para los cuales Z, es anisótropo, entonces

I cs representado por I sobre Z.

La constante N puede ser elegida como

N :2142+52no C11+4no {1+(1o+4no )(6r+1) (dlltsz+eo"o,

donde

lo : mar{71,dL-l},

H : 2zs .5.l\CrA(dL)30,

n6 = )1e¿2(zg+1) 1d¡¡tz,

C es la constante establecida en la proposición 2.18 que depende sólo de .L y A

e6 I& con§l,ante abosluta efesl,ivamenl,e eomputable especiflcadit en el teorema 1.1 de

pMol.
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La demostración de este resultado se basa en las estimaciones del capítulo an-

terior, aunque lo fundamental es la construcción de un Z-reticuiado E C L que

satisface las hipótesis de la proposición 2.14.

A continuación veremos algunos lemas necesarios para la construcción de este

reticulado.

Lema 3.2. Sea -L un Z-reticulado en un espacio cuadrático regular de dimensión

4 sobre Q, detL: d. Entonces existe un primo I < mar{Il,d - 1} ta1 que el

índice de Witt indq¿L - 2.

Demostración: Sea I un primo tal q¡le ¿ + 2 y {. to divide a d. Entonces .L¿

es unimodular, luego -L¿ = (1, 1,1, d), y si además (l) = 1 (.í*Uolo de Legendre),

entonces Lt?Ht I H2 con FN; plano hiperbólico.

Para d: l, il:2, d=3, d.=4¡ d= 5 elegimos l=2, t:7,
l:3, t=3 y l: 11 respectivamente.

Supongamos que d)5.

¡ Si d = l(mod,4), entonces d,:1*4t con ú > 1. Luego d-4 :1+4(t-1)
y por lo tanto existe un primo ¿ + 2 tal qe l./d - a y tfd. Como

d:4(modl) entonces (Í):t y t<d-4.

.51 d#l(mod4), entonces d-|-pi,...pi, )4. Luegoexiste p;f2 con

e¡)1. Sea !.: minp,¡z p¡. Entonces (Í) :t y l.<d,-1.

Considerando ias distintas posibilidades para d se puede elegir

L<max{Il,il-l}.
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Ahora iniciamos la demostración del teorema 8.1.

Sea .9 un conjunto finito de primos tal que L, es unimodula¡ si p / 5,, S
contiene a 2 y a un primo I tal quie ind,q¿L :2 (lema 1.2.)

Sea f € f(tr), es decir á es representado por ,L sobre Zp, para todo
p. Entonces t e q(Lr) para todo p e S, y como g(.úr) : l)¡n¡¡uo(u;,)zl,
(Proposición 2.5) se tiene que f - q(uu,)ui con up € tp y uip en Lp.

Pa¡a esta colección fija {z;}r.s existe un vector u, €. L tal que para todo
p € S, u¡ aproxima a u;p ta:t. cerca como se quiera. q(u¿) e U, para p /,S con
una única excepción p = r y en este caso q(ur) e r$,, (ver lema 2.16).

Pa¡a todo p € S, u¿ aproxima a u;p lan cerca como se quiera. Luego podemos

elegir u¡ tal que pa.ra todo p € ,g se satisface la siguiente propiedad:

Si lq(z¡)1, : p-oP entonces

lq@,,) - c@)lp < p-(2dP+2).

En el siguiente lema presentamos una estimación para q(u¿).

Lema 3.3. Con las notaciones anteriores

c@t) < 24CA¿o(dl)2

donde C y .4 son las constaates establecidas en la proposición 2.lg y lena 2,lT
(teorema i.1 [LMO]) respectivament e, ! l,¡=maxllL.,dL-1].

Demostración: Pa¡a cada p € ,S, existe .tp e Up tal que g(u¿) : llC@;,).
En efecto, supongamos que lq(u¿o)1, = p-"p y que lq(u¡o) - S@ilp <,p-(2dp+2),
Definamos
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f (t) - q(u;)r2 - q(u¿) e zolx].

Luego

l/(1)1, : lq@;,) - q(u)lp < p-(2dp+2)

< l2q(";)1, : l"f,(1)1,.
Entonces por lema de Hensel, existe 7, € [Je tal que "F(7r) = 0, es deci¡

q@,): úc@;,).

Además g(z¿) debe ser de la forma g(z¿) = r pespgo, ciertos B, ) 0 y
C@t) > 0 porque .L es positivo definido. Fijando p € S y comparando am_
bas expresiones para g(u¿) se tiene jte gp = ordoq(u;o). por proposición 2.5,
0o<l+ord'od si p+2 y 0z<3*ordz(d,L). Luego q(u¿) <23rt(d,L)2. Esta
cota se obtiene suponiendo que .9 = {p prirlrolpld,} U 12,¿}.

Es claro que el primo excepcional r se obtiene de la colección {u¡p}pes asociada
a f y por lo tanto depende de L Sin embargo la proposición 2.1g nos garantiza la
existencia de una cota para r, la cual es independiente de l, En efecto r 12CA,
donde c es una constante que sóro clepencle cle .ú y ¡1 es una constante absoluta
computable. El primo / puede ser elegiclo como en el lema 3.2.

Observación 3.4. Con las notaciones anteriores t € q(t-put),, para todo p €,g.
En la demostración anterior noLar que

t - q(u¡r)uf, _ q@r)(j;l 1) p)2 e q@¿)zrr.

u¿ €s ün vector primitivo para todo p e S ya que aproxima a r;r.
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Ahora construiremos un subreticulado E de L que satisface las hipótesis de

la proposición 2.l4,,las cuales explicitaremos en detalle en el siguiente lema.

Lema 3.5. Sean f € 4Q) y 
", € tr como antes. Entonces existe un Z-reticulado

.E positivo definido con 1as siguientes propiedades:

(i) dimE :3.

(ii)¿r(q(",Det.

(iii) E¿ es Z¿-maximal.

(ir) U, g 0(E) para todo p, donde d es la norma espinorial.

(\) t<q(t'Epl(c(u,))), VpeS y Vs€z+.

(vi) q(1."8, r (c(",)))'e q(l'Er)- +s(ut)z?, Vp € S y Vs € Z+.

(vii) t e q(t" E, L (q(",))). u 12 q((," E, r (s(",))). u raq((." E, r (q(",)))-,

Vs € Z+.

(viii) u;'!=¡ r2iq((,"8, r (s(",)))- 9uf=o r2iq(1."8,)- +q(u,)zl, Vs € z+.

Notemos que el reticulado .O depende de f.

Demostración: Consideremos el Z-reticulado (q("r)) g -t. Entonces de acuerdo

con el lema 2.26 lKi2l. Se tiene que

d et (q(u,)) t I det (q(u.)) det L.

Lue6o para todo p, §e tiene que

or drdet (q(u ¡)) 
t < or d.o(q @ ¿) d)
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dond,e d : detl.

Para cada p definiremos un Zr-reticulado E, de dimensión 3, tal que Z, :
(q(",))' si p/S u{"} y Eeg \q@t))L si p€5u{r}. Además los reticulados

^Eo cumplirán las propiedades (iii), . . . (viii) exigidas cn el lema.

Entonces por teorema 1.1 [Ca], pág. 198 existe un Z-reticulado -8, tal que para

todo p, su localización en p coincide con Er.

Por construcción se tiene que -E satisface (i) y (ii). Las propiedades (iii), ... ,

(viii) serán verificadas directamente para cada p.

a) SeapeS-{2,t}.

Como pf2 podemos suponer que

(s(u,))' : zpel L v1,e2 L zpe3, con g(e¡) : P"tu;,

u¡€Up y como s(-L) !z se tiene que a;)0 para i€{1,2,3}.

Sea a¡ 3 e¡(mod.2) con 6r € {0, 1}, es decir o¿ : e¡*2t¡ con li ) 0.

Sea f :: p-¿,e¿ entonces q(fi) : p-2tt q(e;) : p'tu;.

Consideremos el zr-reticulado

E| :: zofi L zefz L Zpfz.,

entonces ( o(u,\\ L c E!.._P

Por constlucción se tiene que

pt\+t2+h Et q (S(u¿))4.

Bn la demostración del lema 3.3 se obtiene
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ordrq(u¿)SL*ordod.

Luego

h * tz* t' < i@, + a2 + aa) a lordoQ(u1)d)

< á(t + ordrd ¡ ord,od) < I { ord,od.

Sea o, = I * orilpd y definamos Er:: pdcffr . Entonces

E, : 'p"o g; C p,,*tz*ts Et E (q(",))'.

Ahora verifiquemos que el reticulado -8, satisface las propiedades (iv), (v) y

(vi):

(iv) Por definición se tiene que

Er- \'Pzoc+'t rr) L \P'"'*'" rr) L (P'""+'" ur),

con €i € {0, 1} y u; € Ur.

Luego existe i I j tal que €i = e¡. Entonces por lema 3.7 [Ca], pág.

213 se tiene 1re Uo C 0(E).

(v) Por la observación 3.4, t e q(zou¿), luego f e q(tEo f (C(",))), Vs )
0.

(vi) Como N(1" E) g p2",1, Vs > 0 y

2a, : 2 ! 2ordrd ) I * orilrd ) oriloq(u¡)

por el lema 2,E se ticne que

q(t E, L (q(",)))' e q(t E,). + c@)z.|,.



Observemos que por la const¡ucción de .8, se tiene:

orde(dE; - ordr(pr6"*'t+é,+83) < 9 * 6ordod.

Esta cota se¡á necesaria más adelante para acotar det E.

b) Sea p = 2. Entonces hay dos posibles tipos de reticulados que pueden ser

equivalentes con (q(u¿))1 :

r Si (q(u¿))a -- z2e1 L 72e2 L 72e3, con q(e;) : 2iu{, u; € (Jz v a¡ 2 0,

para i € {1,2,3}.

Se procede igual que en el caso p 12. Si a¡: e¡(mod.2), con ¿t € {0, 1}

entonces &;= e¡l2l¡, ciertos f¿ ) 0. Consideremos el Z2-reticulado

E'r:-22fi LZ2f2 Ll2f3, donde /¡ :=2-tie;.

De este modo Q(Í¡) = 2"u¿ y luego por construcción se tiene que

ztr+t2+h Et e (q(",))'.

En la demostración del lema 3.3 se obtiene

q(ur) S3 ! ord.2d.

Luego

ü * tz * t, < l(o, + a2+ %) < lord.2(q(u)d,)

f l(3+ 2ord2d) <3* ord2d..

Sea a2 = 3ord,2d. y definamos E2 t= 22 EL. entonces

Ez = 2"" EL c z.t+r?+4 Et e (qfu))I.

Verifiquemos las propiedades (iv), (v) y (vi):



(iv) Por definición se tiene que

E2: \22""+"ut) L \22"'+'. rr¡ I (22"3+."or),

con éi € {0,t} y u¡ €Uz.

Luego existe i I j tal que €r : e;. Sin pérdida de generalidad, supongamos

que €1 : €2, es decir l2qorlr: l2',u212. Entonces necesariamente

( 12 ",1, o
I

I

12," ql2 : l, 212,. u1l2 o

I( i 12",,1,.

Por lema 3.8 de [Ca], pág. 214 se tiene c¡te U2 e 0(I,2).

(v) Es el mismo argumento que en el caso p f 2.

(vi) Como N(1" Er) C 22"2z2, Vs > 0 y

2a2 : 6 ! 2ordzd, > 5 * 2r¡rrlzd ) 2 ¡ ord2q(u¿),

usando lema 2.8 se tiene que

ql(" E2 L (q(u,)))' c q((" Ez)- + q\u,)ttr.

¡ Por el lema 4.1 de [Ca], pág. 117 se sabe que la otra posibilidad es la siguiente:

(q(r,))' : v-zet L (22e2 @ t2e2),

donde q(e1) :2o'ut, con a1 ) 0 y u1 e.U2.

La matriz asociada al subreticulado zet @ve2 es del tipo 2'A(a, p),

az) 0 y A(a,B) es una de las siguientes matrices: A(2,2) - l;
Lr

á(o.o): Iq t L
L]U.]

donde
1l
2l o
-)



Sea o¡ = e¡(mod 2)., e; € {0, 1}, i e {1,2}, es decir a;: 1-i+ 2f¡ con úr } 0.

Sean fi := 2-tret, f2 ::2-t2¿, ! fs :: z-t"es y consideremos e1 22-

reticulado

E| :- zr¡, L (lzfz @ lzfi.

Por construcción se tiene que

2tt+t2 E e \c@)),

En este caso ord2q(u¡) 1 J * ordzd,, por lema 3.3.

Luego

\ *tz 1 !(", + zor¡ < f,ord2(q(u¡)d.)

< l(s + 2ord2d).

Sea a2 : 3 { ord2d y definamos E2:= 2"2 Et , entonces

E2 : 2," B; c 2t1+t2 Et q (c(r,))..

Verifiquemos las propiedades (iv), (v) y (vi):

(iv) Por definición se tiene que -82 se representa por una de las siguientes matrices:

l2',r, o o 1 12,,r,. o o l
E2=22"'l O 2czlt 2,, I " E2e22", 1 O O z"l.

L 0 2'" 2c2+1 ) L 0 2,2 0.1

Por aplicacién direct¿ dei lema 3.6 [Ca] pág. 214, se tiene qe tt2 e 0(82).
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(v) El mismo argumento anterior es válido, es decir 1a propiedad

t e q(t"82l- (q(u¿)), Vs > 0,

se obtiene di¡ectamente de la observ¿ción 8.4.

(vi) Al igual que en el caso anterior pata p = ), se tiene q\e N (1," E2) C

22"'22, Ys ) 0 y 2a2 > 2 * ord2q(u¡). Usando el lema 2.8 se concluye que

q(t" E2 L (q(",))). c q(t" E2)- + c(ut)ttr,, Vs > 0.

Observemos que pa¡a p = 2, se tiene

ortl2(lE2) ( 6az + 3 < 2l * 6ord,zd

c) Sea p-l.

Recordemos qlue ord¿q(u¿) 1 L * ord.¿d = l. Luego orit¿det\q(u¡))L <
ord¿(q(u)d) < r.

Entonces podemos suponer que

(q(r,))r - (01) I lu,) L (!,us)

con 6 € {0, L} y uí e IJ¿ p)ata., € {f,2,3}.
Defi.namos E¿ = (q(ur))L.

Como s(L) C Z se tiene qe N(E) e t¿.

El reticulado E¡ resulta ser Z¿-maximal por aplicación directa del siguiente

resultado de [Ki3], lema 5.2,1:
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Sea E un reticulado regular sobre O, ccr, d.imE : r¿. Si //(,8) C (¿) y

((2a-1)^dU) -- 0 o p0, entonces .E es (a)-maximal.

De este modo se tiene probado (iii) de1 lema. Verifrquemos ahora (iv), (v) y

(vi):

(iv) (q(u¿))a - (q) I (u2) L \(q),, con ui € Up y e € {0, 1}. Entonces

lo1l2 = lu2l¿ = 1. Aplicando di¡ectamente e1 lema 3.7 [Ca], pág. 213, se tiene

que U¿ c 0(E¿).

(v) / e S, entonces según la obse¡vación 3.4 se tiene que t € q(t¿u¡). Lrego

t e q(1," E¿ r (q(r,))), V, > o.

(vi) Sea s > 0, entonces N(t E¿) C 127.¿. Lrego aplicando el lema 2.8 se tiene

que:

q(1" E¿ L (c(",)))- e qQ Ei- ¡ q(u¡)21,, Ys > 0.

d) Sea p=¡.

En este caso corresponde probar 1as propiedades (iv), (vii) y (viii).

Como q(u¿) € rU,, se tiene que ?l¿ €s ür vector primitivo en L,. Lrego u¿

es parte de una base de tr,.

.L" es unimodular, luego existe t¡ € ¿, tal que lá(u¿, u)1" - 1.

Consideremos el Z,-¡eticulado (u¡,u) e .L,. Este reticuiado es isótropo,

porque si definimos

J @) - q(u¿ * xw) - q(u¿) ¡ 2b(u¿, w) t + q(w) a2 e z,[a],



entonces

l/(0)1" - lq/,",)|. :i ., : l2b(u1,r)1,- l/'(0)l:.

Po¡ lema de Hensel existe c € z, tal que 0 : f(c) - q(u1a cu). Como el

vector u¿ * cw e \ut,w), se tiene que (z¿, to) es isótropo. Ademrís (u¿, tl)
es unimodular, luego (u¿, u.,) : H, donde Fl es un plano hiperbólico.

Como .L" es unimodular, se tiene que /." : H -L G, con G unimodular.

Luego existe una base {u4,w2,u4,ua} de tr, tal que (ur1, u2) : H y

(w3,un) :6.

Entonces podemos suponer que q(u-,1) : -q(u2):1 y ó(r¿r,uz) :0.

Como u¿ € (w1,w2l existen .\1, )2 en 2., tal que u¿ = trru;t * )zuz. Luego

q(u)_^?-^2.

Definamos E" como el Z,-reticulado con base

{t7 = \2to1 | \1w2,ws,wa}. Entonces E, c (q(u¿))L n tr,. Como q(ú) =

^Z 
- 

^1 
= -q(u¿), se concluye que D, - \-q("r)) L C.

Verifiquemos las propiedades:

(iv) Por definición E, :- (- q(ur)l I G, donde G es unimodular. Esto implica

que U" g á(E,). (Ver lema 3.7 [Ca] pá9. 213).

(vii) Probaremos que f € U!=o r2iq(t" E, f (q(z¿)))-, Vs > 0.

Como r f l, se tiene que:

t"E, L \g{u¡)) = I' t (q(ur))

= (-s(",)) r (q(z¿)) r G.
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G representa a U, por ser unimodular. En efecto, sea detG = u e U,.

Como rf 2, se tiene que G= (u) t (zo-1) para todo ue U,. (Ver [Ca],

lema 3.4, pág. 115 ).

Del mismo modo e1 reticulado (-1) f (1) representa a U,. Como q(u¿) €

rU,,, se tiene que (-q(",)) -L (q(",)) representa a rU".

Lrego lE" I (q("r)) representa todo 2,. Es decir,

t < q(t"E, r (q(u¿))) : 2,, Vs > 0.

Como el reticulado l"E, L (q(u1)) es isótropo, se tiene por corolario 2.7 que

existe rn tal que

0 ( rn ( ord.,d,(t E, L (q(ur)) : t

¡.-2^t € q(1." E, L (q(",)))-

luego

t eU?=o 12;q(1."8, r (s(",)))-.

(viii) Ahora probaremos 1o siguiente:

U2o=o r2iq(1,"E, r (s(u¿))). e ul=o r2iq(1"E,)- + c@)t?.

Sea g € U!=s r2;q(1." E, f (s(rr)))-. Entonces y = r2it cot 01i 12
y aéq(PE, r (c(",)))-. Luego c =q(u)+t@)22 con w€1"8" y z€2,.

v
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o Si t¡., es primitivo entonces

a e q(t" E,). + s@)r?.

Por 1o tanto

y <u?=o r2;q(1."8,)- + s@r)z?.

o Si u; no es primitivo, entonces z € U, y

¡:r2"q(ú:)+q(ut)22

con d > 0 y rZr un vector primitivo e¡ l E,' Como g(u¿) € rU' se tiene

{ue r= q(u¡)o con oe U,-

Sean o --* y P:+'Como rf 2 se tiene qt'e a'B € Z'' Además

, -(+)'? -(+)'=d2 - P2, y siendo o€U', entonces se tiene a €U' o

P eu,.

- Si É € U, entonces

¡ - q(u¿)(a2 - g') = -§'q(",) * azq(u')

así

a e q(E,) + s@)t? = q(t" E,). + s@)7?'

y en consecuencia

y = r2i a e U!=, rzi q(t" E,)- + q(ur)l?'
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- Si ae U, y p:r"e con c>0 y e €U,, entonces

u : a2 - r2" e2 = a2 (rnod r)

luego u :12 con 7 € U.. Entonccs

r : q(u)12 : sfut)62 -,, + r,) : -q(u1)r2 + q(ut)(r'z + t'z)

y como r2 + l' e U? , sc tiene que

a e 12 q(!" E,)- + q(u¡)zl

Obtenemos entonces

y : r2i r € r2(i+1) q(t" E,)" + q(ut)v\.

Como 0 I i 12, se tiene que

y € u?=o r2;q({."8,)* + q(ut)z?.

Hemos probado entonces la propiedad (viii).

e) Sea p/Su{r}.

En este caso L, y \q("r)) son reticulados unimodulares.

Como d,et(q(u¡))L I det\q(u¡)) d,el.L se tiene que (q(q))r es unimodular.

Definamos Eo :- \q(u¡)) 
L 

.

En este caso sólo debemos verifrcar la propiedad (iv), es decir Up I?(Er).
Dsto es válido porque 4 cs unimodular y p*2, (Vcr [O'Ml],92:5).
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Así para cada p hemos construido un zr-reticulado E* letl q:ue d'im E, -- 3

y ErQLr.
Además E, verifica las propiedacles (iii), ..., (viii). Entonces existe un Z-

rcticulado E que satisface las hipótesis del lema.

Corolario 3.6. Sean t e q(L) y u¿ como antes. Supongamos que I no es

divisible por aquellos primos p, para. los cuales Z, es anisótropo. Consideremos

el z.rcticulado del lema 3.5.

Entonces existe un entero n, tal que para cada p € S U {r}, se satisface lo

siguiente:

(i) f € ui=o p" q(1" E, r (s(",)))-, donde s € z+.

(ii) ui=. p'iq(t E, -L (s(u,)))- e ui!] pzi q({." E,). + q(u,)2'?,, donde s € Z+.

Demostración. (i) En e1 lema 3.5 se probó que si p € ,5, entonces t e q(1" E, L
(q(", ))).

o Si Le es anisótropo, entonces por hipótesis p no divide a f. Luego

teq(t"E,r(s(",)))-.

c Si L, es isótropo, entonces por la construcción del reticulado -8, se tiene

que [."E0 -f (q(",)) es isótropo. Luego aplicando e1 corola¡io 2.7 se concluye

que existe un entero i tal que p-2it e q(t" Ee I (C(rr)))., donde 0 1i ! no

con

( ordo ¿({"8 L lq(u¡))) si p 12,_t
| 2 + onl, (l(taT L \qU») si p : 2.



Por lo tanto, para cada p € .5

t € u\o p'i q(1" Eo r (q(",)))..

Ahora, si p: r entonces por e1 lema 3.5 se tiene que

t eU?=o r2i q(1."8, a (q(",)))-.

Como maxo1s lnrj > 2, basta elegir cualquier n / mano¿s{n,}, para tener

que

, € Uf=o p" q({"8, f (q(",)))",

para cada p€SU{r}.

(ii) En el lema 3.5 se probó que

q(tEo L (q(",))). e qVE)- + s@,)21, Vp € S,

Y que Para P = r,

u!=¡r2i q(t'E, r (c(",))). e Ul=o ." q(1" E,)- + q(u)t?.

Como en (i) se eligió n / marrEs {rr} > 2, es claro que

ui=sp2; q(t"Eo a (q(",)))- e ulJi p" q(l'E)'+ c@)L'?p.

para cada p€,9U{r}.

tr

Obervación 3.7. En el corolario 3.6, se puede elegir n - 218 l2l3e+rl(dL)17.

En efecto, en el corolario 3.6 se tenía



,, = { 
ord' d(t"tr t kfu¿))) si

I z + o,d, de"E t k@,))) 
"¡

pt2,

P=2.

ordpq(u¿)= 
/'* 

ordodL si p€,9- 
{2},

y po¡ la construcción 
der rr 

| 3 * ordp dL 
"i p = 2,

:ticul¿do E, se tiene que

Por otra parte,

ordr(dE) 
5.

9+6ordedl ,i p€ S_{2,1},
21 + 6ord2dl si p=2,

si p=1,

D¡ p=r)

si rlSulr¡.Aquí es claro gue dE < ,12,
usando ro 

";;;. ."',:;: 
(r (d¿¡t s.

I

"" = {:::,,_;; :, :::,_ 

.,,,

I
según eJ cororario r.u, , "" 

* 
" "i p - ¿.

rasta elegir n 2 marrr" {rr} y 
"o*o

nr { Iro¿s p"' S 216 t2(s"+t) ¡orrrr,p¿¡¿ todo p € s, 
"u 

claro que n = lts ¿z(ss¡t¡ (dl)l? satisface.
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Corolario 3.8' Sea t e q(L) y u, como antes. Supongamos que á no es divisible
por aquellos primos p para los cuales .L, es anisótropo. Entonces el z-reticulado
positivo deñnido .E del lema 3.5. satisface todas las hipótesis de la proposic íón 2.1.4.

Demostración. Por lema B.S tenemos que dirnÜ = J. Además u, e 0(E), yp.

Luego por [Ca] pág. 213 se tiene q:ue genE : spn9.
Por lema 3.2 ind.q¿L: 2, y como dimL :4, se tiene por 4Z:L2 de [O,Ml],

que Q¿.O es isótropo.

Por lema 2.11 existe un entero s tal que q((." E) t q(E).
Como z¿ e L y L es positivo definido, se tiene q(u¿) > 0.

Sea P = {pprimo le/d(lE)}U{2}. Entonces p :,SU{r} puesro que .8, es

unimodularsi p/Su{r} y ord.rd.({.".E) >0 si pe SU{r}.
En el corolario 3,6, se probó que existe un entero n, tal que

tJi=o p2iq(t"E, r (q(r,)))- 9u?!J priq(["8). + q(u,)z], Vp e Su I,] : p.

Corolario 3.9. Sea t e q(L) y ut como antes. Supongamos que f no
es divisible por aquellos primos p para los cuales Le es anisótropo y que

t > 28q(ut)(d(¿".8))10+a", donde a - 2t6¿2(3s+t)(dl)1r. Entonces t e q(L).

Demostración- Po¡ el corolario s.8 el reticulado E del lema 3.5 satisface todas
las hipótesis de la proposición 2.14.

De acuerdo con el corolario 3.6 (i)

¿ € Uf=o p2i q(l"Eo I (s(u,)))-, Vp € S u {r} = p.
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Como I > 28 q(u¡)(d(!." E))6+4("+1) y de acuerdo con el corolario 3.8 el reticulado

E satisface las hipótesis de la proposición 2.14. Entolces se tiene que

t€q(EL(q(u¿)))cq(L).

Esto último debido a (ii) del lema 3.5.

D

Para el cálculo efectivo de la constantc -|y' del teorema 3.1 se debe acotar

2'q(,,) .ld@" a¡yo+e".

En e1 lema 3.5 (iii) se probó que E es z¿-maximal. Entonces por el lema

2.12 podemos elegir s > h(E) - 1, donde h(E) es el número de clases en

spn0 = genE. Notemos que en la demostración del lema 3.5, para el caso p -- (.,

se usa la propiedad s > 0. Elegiremos entonces s - á(E) > 0,

Por la observación 2.13 se tiene quc s ( 23 . 5 . (dE)2.

De acuerdo con los lemas 3.2 y 3.3 basta acota¡ d-O.

Por la observación 3.7 se tiene que dE < 212 [.r(] L)15 y por la observación 2.13

y la proposición 2.18

s < 23 .5 .(d.E)' < 228 . s-{.3 c'A(dL)to.

Asi

28 q(u¿) (d(!." E)) 10*4n q 28 q(u,) {a"Oo+ a"\ (d g¡Oo+ t"¡

< 212CA {1+6s(1o+a.\ ¡rll1z ¡ztz lor (dZ)1s; ro+'r"

( )rtz+s2no g(tl+ano)/ l1+(10+a"ü(6H +r) (dL)152+6ono - ¡(,

donde
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¿o - m,aÍ{ll,dL-1},

II : 228 .5. l3C2A(¿L)3o,

no = 216 . ¿z@a+t) q¿¡¡tz .,

C y A son las constantes establecidas en la proposición 2.18 y lema 2.17 (teorema

1.1 [tMO]) respectivamente, C depende sólo de .L y ,4 es una constante absoluta

efectivamente computable.

tr
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