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Abstract

Let A be a unitary ring with involution =. The groups SL.(2, A) were
defined by J. Pantoja and J. Soto Andrade in [4]. These groups are a non-
conmutative version of the special linear groups SL(2, F), defined over a
commutative base field F. In particular, if A is the full matrix ring M (2, F)
endowed with the trasposition as involution, then SL,(2, A) coincides with
the symplectic group Sp(2n, F) in 2n variables. In this thesis we study the
truncated polinomial rings A, = Fylz]/ (™)) with k a finite field of odd
characteritic p, for any positive integer m endowed with the natural involu-
tion given x +» —x. These rings, reminiscent of algebras de m-jets, appear
when m is a power of p, with a different involution as polinomial models for
the non- semi-simple modular group algebras k[C,,] over a base field of cha-
racteristic p, whose involution is given by inversion in the group. We obtain
a full characterization of all the involutions in the ring A,,, for any m and
the fact that there is only one isomorphism type of non trivial invelutions in
Ap,. Moreover we obtain a representation of the SL,(2, A,;) in terms of the
so called “Bruhat generator” and a complete set of relations among them.
The order of the group SL.(2, A,,) is also calculated. Finally we construct a
remarkable linear complex representation of the group SL.(2, A,), for odd
m, which generalizes the classical constructionof the Weil representation of
the group SL(2, F), defined over a finite base field F' of odd characteristic,
associated to a non degenerate quadratic space over F'. A first decomposition
of the Weil representation is indicated .




« Ella esta en el horizonte. Me acerco dos pasos, ella
se aleja dos pasos. Camino diez pasos y el horizonte se
corre diez pasos mas alld, por mucho que yo camino,
nunca la alcanzaré. jPara qué sirve la utopia? Para eso

sirve: para caminar. »

“Ventana sobre la utopia”, Palabras endantes.
Eduarde Galeano.
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Introduccion

Un fenémeno notable en la teoria de representaciones lineales de grupos
es la existencia de una cierta representacién del grupo SL(2, F), donde F es
un cuerpo localmente compacto, no discreto, o finito.

La construccién de esta representacion aparece por primera vez, en forma
explicita, en el articulo célebre “Sur certains groupes d’opérateurs unitaires”
de André Weil 9], en el cual se construye méas generalmente una represen-
tacion del grupo simpléctico Sp(2n, F) en 2n variables. La construccién de
A. Weil se apoya en la teoria de representaciones unitarias del grupo de Hei-
senberg H,, en n grados de libertad, descrita por el Teorema de Stone-von
Neumann. De hecho, el grupo simpléctico Sp(2n, F') actta por automorfismos
de grupos en el grupo de Heisenberg H,, y como éste posee esencialmente una
sola representacion unitaria irreductible de dimension infinita (la representa-
cién de Schrodinger, en L2(R™) segtin el Teorema de Stone-von Neumann),
entonces cada elemento de Sp(2n, F) define un operador de entrelazamiento
de esta representacion dando as{ origen a una representacion, proyectiva en
general, de Sp(2n, F) en el mismo espacio L?(R") de la representacion de
Schrodinger. Esta representacion se llama hoy dia “representacion de Weil” de
Sp(2n, F) en la literatura. Como caso particular se tiene, una representacion
de Weil para Sp(2,F) = SL(2, F) en, L*(R).

P. Cartier observé en los anos 70, que esta representacion puede ser recu-
perada dando simplemente los operadores asociados a los generadores clasicos
de SL(2, F) y verificando que las relaciones de conmutacién entre ellos son
respetadas. Al proceder de esta manera, aparece claramente que los opera-

dores de Weil estan definidos a partir de la forma cuadratica z — z2 en

R.

Mas generalmente, es posible construir de este modo una “ representacion
de Weil” para el grupo SL(2, F') a partir de cualquier forma cuadratica no
degenerada sobre F, con ayuda de la presentacion bien conocida de SL(2, F')
a la Bruhat-Tits, definiendo operadores asociados a los generadores del grupo
de modo que verifiquen las relaciones de conmutacion entre éstos.

Es un hecho notable que tomando un representante de cada tipo de iso-
morfia de formas cuadraticas de rango 2 sobre F' y descomponiendo las repre-
sentaciones de Weil asociadas, se obtiene en total todas las representaciones
lineales unitarias irreducibles de SL(2, F) (salvo que F sea un cuerpo 2-
adico). Se obtiene asi un método uniforme y universal para construir todas
1as representaciones unitarias del grupo SL(2, F').



Cabe sefnialar que J. Soto Andrade, en [7] extendid esta construccién al
grupo Sp(2n, F) mirandolo como un SL(2) con coeficientes en el anillo de
matrices M(n, F') para obtener una nueva presentacion de este grupo.

Asi construy6 las representaciones de Weil de Sp(2n, F'), asociadas a
formas cuadraticas sobre un cuerpo de base F finifo y obtuvo todas las
representaciones irreductibles del grupo Sp(4, F) al descomponer las repre-
sentaciones de Weil asociadas a las 2 formas cuadraticas posibles de rango
4, a menos de isomorfia.

En forma natural, surge entonces la idea de reemplazar el cuerpo F por
un anillo unitario A no necesariamente conmutativo y asi definir un analo-
go “no conmutativo” de SL(2, F). Para esto queremos definir una funcién
determinante sobre M (2, A) para un anillo A no conmutativo.

Ahora bien, J. Pantoja y J. Soto Andrade, en [5], consideran un anillo
unitario A dotado de una involucién * y definen un det, sobre el conjunto
M, (2,A) C M(2,A) y luego SL.(2,A) = {g € M.(2,A) :det.(g) = 1}. En
el caso del anillo de matrices A = M(n, F') dotado de la traspuesta como
involucién * se tiene que SL.(2, A) = Sp(2n, F).

La introduccién adecuada de un signo en la definicion de los grupos
anteriores y la eleccion de otros anillos involutivos permite recuperar otros
grupos clésicos, como los grupos ortogonales, ver [8].

Por otra parte, se obtiene también ejemplos novedosos mediante la elec-
cién de anillos involutivos apropiados. Tal es el caso de esta tesis, donde
se considera ¢l caso de las Algebras de grupo no semi-simples, como anillos
involutivos.

Los autores mencionados estudian el caso en que A es un anillo artiniano
involutivo, demostrando la existencia de un conjunto de “generadores de
Bruhat” para SL.(2, A) o de ciertos de sus subgrupos. Ademas el primer
autor demuestra en [4] que los generadores mencionados, junto con ciertas
relaciones “universales” determinan una presentacién del grupo SL.(2, A).

El estudio de estos grupos es muy distinto, segiin sean semi-simples o no.
En el primer caso, en particular para anillos simples artinianos involutivos
se cuenta con teoremas de estructura como en [3] lo que puede permitir un
estudio mas sencillo de estos grupos, por el contrario, si los anillos involu-
tivos considerados no son semi-simples, su estudio deviene en general mas
complicado.

Fsta teoria resulta importante, entonces, pues, para comenzar, existe una
gran variedad de anillos involutivos a considerar. Por ejemplo, las k-algebras
de grupo k|G|, dotada de la inversién en G como involucién #. Una pregunta,
interesante en si misma, es qué grupo resulta ser SL.(2,k[G]). Si k es un
cuerpo finito, esta coleccion de anillos involutivos se divide segtin el teorema



de Maschke, en dos clases: semi-simples o no.

Ahora, si k es un cuerpo finito de caracteristica p y si G es el grupo ciclico
de orden p"™ entonces el 4lgebra de grupo k[G] es isomorfa a kfz]/ <:1;pn>.
Este isomorfismo de anillos motiva el estudio de los anillos de polinomios
“truncados” k[z]/ (z™). Podemos notar de inmediato que en k[z]/ (z™) el
k—automorfimo de algebras determinado por £ — —z es una involucién.
Preguntas naturales, por cierto, son: ;C6mo son las involuciones en estos
anillos y cudntos tipos de isomorfia de involuciones existen?.

En esta tesis consideramos, & es un cuerpo finito de caracteristica impar,

A = Klal ] (g™ = {””i a;T 1 a; € kT 0}

i=0

v denotemos por * a la involucion (k—isomorfismo de dlgebras de cuadrado
la identidad) de A,, determinada por

* 1L+ —I.
Los objetivos de este trabajo son:

1. Determinar todos los tipos de isomorfia de involuciones en A,,.

2. Estudiar en estos casos, si el conjunto de generadores de Bruhat, in-
troducido en 2 da una presentacion de SL.(2, A,,).

3. Construir generalizaciones de las representaciones de Weil de SL(2, F')
para los grupos SL.(2, A,).

4. Investigar ademés una primera descomposicion de las representaciones
asi construidas.

Fsta tesis esta dividida en cuatro capitulos;

En el capitulo 1, se presenta algunas nociones béasicas sobre anillos in-
volutives y se obtiene el primer resultado de la tesis, en el cual se da una
caracterizacion de las involuciones en el anillo de polinomios truncados A,
sobre un cuerpo de base k, finito, de caracteristica impar. Adema4s, en este
mismo teorema, se establece la existencia de un solo tipe de isomorfia de
involuciones no triviales en A,,. Por dltimo, se obtiene el mismo resultado
en el anillo de series formales k[[z]].

En el capitulo 2, se presenta algunos resultados clasicos sobre sumas de
Gauss sobre cuerpos finitos. También se da algunas nociones de A-mdédulos
cuadraticos no degenerados, entre ellas, la definicién de suma de Gauss de



un médulo cuadratico no degenerado. En la seccién 2.3, se calcula la suma
de Gauss Sy. asociada al médulo cuadratico no degenerado (An, @, B).

En el capitulo 3 se define el grupo SL.(2, A), donde A es un anillo uni-
tario con una involucién #. Se define también los generadores de Bruhat de
SL,(2,A). Aqui se da (en el Teorema 5) una presentacion de SL.(2, Ay, ), via
los generadores de Bruhat y las relaciones universales entre ellos. También
se calcula, en el Teorema 6 parte 2, el orden de SL.(2, A.,).

Finalmente, en el capitulo 4, se presenta algunas nociones de la teoria de
representaciones lineales de grupos. Aqui se construye una representacion li-
neal (W, p) de SL.(2, A,) asociada al Ap,-mddulo cuadratico no degenerado
(Am, @, B), que llamamos representacién de Weil generalizada de SL,(2, A).
Ademas se estudia el grupo ortogonal O(Q) asociado a (A, @, B) determi-
nandose su estructura en ciertos casos. Este grupo actua en el espacio W de
la representacion de Weil, conmutando con la accion de p. Tal accion de O(Q)
permite en la seccién 4.4 obtener una descomposicion de la representacion
(W, p) de SL.(2, Arm).
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Capitulo 1

Anillos involutivos

1.1. Anillos Involutivos

Definicion 1. Una involucidn * : a — a* en un enillo A es un anti-
automorfismo de orden dos del anillo A, es decir, un automorfismo del grupo
abeliano A tal que

(ab)* = b'a",

P =xox = Id,.

Diremos que una involucién # es no trivial en A, si * no es el automorfismo
identidad en A. Ademas, en ocasiones denotaremos (A, %) al anillo A dotado
de una involucion *.

Ejemplo 1. Consideremos el anillo A de matrices de orden n por n sobre
el cuerpo k, y la involucidn dada por

*

a* = at, donde a® es la traspuesta de a.
Entonces (A, %) es un anillo unitario involutivo.

Ejemplo 2. Sea k un cuerpo y G un grupo finito. Consideremos k[G] el
dlgebra de grupo de G sobre k. Si definimos + : k[G] — k[G] mediante

(Z %9)* =2 ag "

geG geG

Se tiene que (k[G], *) es un anillo involutivo.
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Definicion 2. Sean (Ay, %1} y (Ag, *2) dos anillos involutives. Diremos que
(A1, 1) es isomorfo a (Ay, ;) (y escribimos (A1, %1) 2 (Ag, %)) si eziste un
isomorfismo de anillos ¢ : A; — Ao tal que el siguiente diagrama

Ay —E— A,

“| l*z

@
A1 —— Ay
es conmutativo.

Proposicién 1. Sea k un cuerpo finito de caracteristica p, m = p" y Cp
el grupo ciclico de orden m. Entonces k[Cy,] dotado de la involucidn %,
(k-automorfismo de dlgebra) g — g es isomorfo a Ay, = k[z]/{z™) dotado

de la tnvolucion *3 (k — eutomorfismo de dlgebra) dado por x +— R

Demostracién. Denotemos por ¢ un generador del grupo C,,. Si

¢ : k[Cw] — An

m—1
Z a;gt Z (1—z)
2==0 i=0

& : Am —  K[Cp] i
m—1 ) m—1 : ]
Z a'i-Tﬁ =2 Z a‘i(l - g)t,
i=0 i=0

Entonces ¢ y @ son k-homorfismos de dlgebras. En efecto, de la definicién
es claro que ¢ y ¢ son k-lineales. Veamos que ¢ y @ respetan el producto.

Basta verificar que ¢ y { respetan las relaciones sobre los generadores de
estas algebras,

Como g™ =1, entonces ¢{g)" = (1 —2)™ = 1.
Como z™ = 0, entonces @(z)"= (1~ g)™ =0
Asi, ¢ y ¢ son k-homorfismos de k-algebras. Ademas, se tiene que
poyp = Idu,
pop = ldye,,-

Por dltimo se comprueba directamente que

@ox0p(g) = g™
De aqui la proposicién.
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1.2. Caracterizacién de las involuciones en A, = k[z]/(z™)

Sean k = F; = Fpn el cuerpo finito de ¢ = p™ elementos, p primo impar
y m un natural cualquiera. Sea

m—1
Am = Kla] /(z™) = {z o 10, € k5™ = o} _
=0

En lo que sigue, denotaremos simplemente por z a T, asi el anillo A,, se
presenta como

m—1
Ay = K}/ iz™) & {Z a;x’ s a; € k™ = U} ;

=0

Las involuciones que consideramos en A4,, satisfacen

a* = a, para todo a € k.

Notemos que como la k-algebra A,, estd generada por z, se tiene que
todo endomorfismo = de la k-algebra A, esti determinada por la imagen
que asigna a . Un ejemplo de una involucién no trivial en A, estd dada
por:

*:x— " = —I.
El siguiente teorema, en 1, da una caracterizacion de las involuciones en A,,.
En 2, se demuestra la existencia de un solo tipo de isomorfia de involuciones
no triviales en A,,.

Teorema 1. 1. Sea ¥ una involucidn no trivial en A,,. Entonces

£ = T (1.1)

m—1 ) * m—1 i
(Z aﬁ-a:‘) = Z a;x* (1.2)
i=0

=0

donde q(z) € Am satisface 2q(z) = z%q (1—;%&%3) y reciprocamente,
es decir, dado q(z) € Ap, tal que x%g(x) = 2°¢ (1—:}%’@) y definiendo
¥: Ay — Ay mediante (1.1) y (1.2), se tiene que * es una involucion
en A,,.

13



2. Toda involucion no trivial de A,, es isomorfa a la involucion * deter-
minada por
*
x:x " = -1
Demostracién.
1. Sea * una involucién en A,,. Escribamos
- m—1
T = Z a;x’.
i=1
Como ¥* = Id, se tiene que a? = 1. Luego a; = 1 o bien a; = —1.

a) Si a; = 1, entonces a; = 0, para todo i = 2,3,...,m — 1. En
efecto, procedamos por induccién sobre 7. Para i = 2.

(:c;); =z implica 2a5 =0, asi a> = 0.
Supongamos ahora que a; = 0 para j = 1, ..., ¢. Entonces
(z*)" = & + 2ai12 ! + fiia(a),

donde fiya(z) € ziypAnm agrupa los términos de grado mayor o

igual a ¢ + 2 en la expansion de (z*)*. Por lo tanto (z*)* = =
implica a;41 = 0. De aqui * =Id,_.
b) Si a) = —1, entonces
- m71 -
= —z+ Z a;x’
i=2
= —z+z°h(x),
donde h(x) = .73 a;2? 2. Como 1 — zh(z) es invertible, pode-
mos tomar g(z) € A,, tal que (1 — zh(z))(1 + zq(x)) = 1. Por
lo tanto
L . |
1+ zg(z)

Ahora, calculando %2, se tiene que

14



@ = (@)

__l'*

1+ z*g(z¥)
1.+$Iq(:c)

Lt ngle)-a9 7=
1+zg(x)
T

1+ zg(x) — zq (?ﬁrf(_m)) |

*1

Ast, (z*)* =z implica z2¢(z) = 2%¢ (E;t;ﬁ)
Reciprocamente, si g(x) € A,, satisface la relacién anterior. Se
define % : A, — Ay, mediante (1.1) y (1.2), es decir,
% —x
= ——,
1+ zq(x)

Se afirma que % es una involucién en A,,. En efecto

@ = (=

* T
1 +mq(r)) 1 + zq(x) — zq (TTE:TH)

Por hipétesis, q(z) satisface z%q(z) = :E%(ﬁsa), luego
z = x + z2g(x) — 2¢(1 + zq(z)). Reescribiendo la igualdad ante-

rior, se tiene
)

= =,
L+ 2a(@) - 21 (1555w)
De aqui se obtiene (1).
Sea * una involucién no trivial en A,,. Escribamos z* = —z + ! + hyy1(z),

donde hy,1(z) € z'T1 A,,. Entonces, se afirma que:

» La primera potencia [ de z, de x*, es par.

» Existe f: A, — A, automorfismo, tal que
(f{l o%o f) (z) = =z + arpox’ ™ + hyys(z)

donde hyya(x) € 23 A,

15



En efecto, para demostrar la primera afirmacion, supongamos que [ es
impar, se tiene que

($;)* = (—z+az'+ h!+1($));
= —z*4 a;:r:;t + hfﬂ(a:)
= —(~z+az'+h(2) +a(-z+az' + hm(:c))’ + hy(x)*.

Si Ayt (z) agrupa, en el segundo sumado de la expresién anterior, todos
los polinomios de grado mayor o igual que I + 1, entonces

(5’3;)* = z—az’ — () — qr' + ahy(x) + b ()

= z—2azt+ (a;ﬁg,ﬂ(:c) + hfﬂ(:c) - h;+1(z}) .

Luego (3:*)* £ z, pues —2a; # 0 y (a.;hh.l(:t:) +hy () - hH,l(:t:))
pertenece a z't1 A, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, ! es
par. Ahora, para demostrar a segunda afirmacién, consideremos los
siguientes isomorfismos (de k-dlgebras) de A,, dados por

@) = z-3d
y ay
fHe) = =+ §$E +i41(2), ta(z) € 24,

Asi, se tiene que

4
= f! (—:r +at + hipi(x) — % (—a: +azt + h;+1(1’)) ) )

Si t,.1(x) agrupa, en el argumento de f~!, de la expresién anterior,
todos los polinomios de grado mayor o igual que I + 1, entonces

(f_l 0%0 f) (:I:) = _fA1 (-—:17 + %Il + EH—I(:E))

= —fYa)+ % F Y)Y + 57 (B ()

t o
- (:r HE %.’cl + t1+1(:r:)) + % (m + %Iﬂl =+ f1+1(1r)) +f7 (tHl(E)) ‘

16



Si fl;+l(m) agrupa, en la expresién anterior, todos los polinomios de
grado mayor o igual a I + 1, entonces

(f—l 0%0 f) () = “$+th+;($).

De la primera observacion, se tiene que hyjyy(z) € 2 A, pues f1lo
# 0 f es una involucién. Por lo tanto

(f'“'i ko f) (r) = —z + lCLg_f_:g:i!IJ + hya(x),

donde hyy1(z) = agpozt + hyso(z), luego procediendo inductivamente,
se obtiene, finalmente un automorfismo f : A, — A, tal que

(ffloiof) (z) = —x.

De aqui, toda involucion no trivial de A,, es isomorfa a la involucion
dada por z — —zx.

Caso del anillo de las series formales k[[z]]

Cabe senalar que el resultado anterior también es vilido en el anillo de se-
ries formales k{[z]]. Para establecer la validez de tal afirmacién, comencemos
estudiando los k-automorfismos en kf[z]]. Sea g(z) € k[[z]] y consideremos
la siguiente funcién

g ¢ Klz]] — k=]
o mp(f)=fog

Entonces ¢, es un k-homomorfismo de k[[z]]. Con estas notaciones, se tiene
el siguiente

Lema 1. Un k-homorfismo ¢ de klfz]] es un k-isomorfismo si y solo si eziste
una serie formal g(z) € zk{[z]], g(z) ¢ z%k[[z]] tal que v = p,.

Demostracion. Sea o un k-isomorfismo de k[[z]]. Sea g(z) = @(z) y f(z) = 12 bix

17
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una serie formal arbitraria. Asf

o()z) = @(ffbizi)
=0
= Y bip(z)
=0

= ibig(ﬂf)i

i=0

= Wg(f)(x)

Ademaés, como ¢ es un isomorfismo de k{[z]], explicitando (@ o ©)(z) = x se
obtiene que g(z) = ¢(z) € zk|[z]] ¥y que g(z) = p(z) ¢ =%k[[z]]. Reciproca-
mente, sea g(z) € zk[[z]] y g9(z) ¢ 2?k[[z]]. Escribamos

(o]

g(z) = Za,;zi, ay # 0.

=1

Directamente de la definicién, se tiene que ¢, es un k-homorfismo de k|[x]].
Ademds, escribiendo en forma explicita @g(f1) = @4(f2) se concluye que
J1 = Jfa, es decir, @, es inyectiva. Por otro lado se tiene que

existe h(z) € k[[z]] tal que (g o h)(z) = z si y solo si aq # 0,

pues {):f’i(, a;zt s a# 0} es, de hecho, un grupo bajo composicién. Entonces
tenemos que (g o h){x) = (ho g){x) = z. Luego @, 0 @), = @ 0, = 1d. De
aqui el lema |

Ahora estamos en condiciones de demostrar el siguiente

Teorema 2. 1. Sea ¥ una involucion no trivial en k[[z]]. Entonces

—T

TS T o
(Z aiz“) = Zail‘;i (1.4)
i=0 =0

donde g(z) € ki[z]] satisface zg(z) = z%¢ (T#;_(,c_)) y reciprocamente,

es decir, dado q(z) € k{[z]] tal que zg(x) = 2%¢ (ﬁﬁﬁ?)!y definien-
do * : k[[z]] — K[[z]] mediante (1.3) y (1.4), se tiene que * es una
involucion en kilz]).

18



2. Toda involucion no trivial de kl[z]] es isomorfa a la involucion * de-
terminada por
T = =
' T l-z
Demostracién.
1. Se procede como en 1 del Teorema 1.
2. A diferencia de la parte 2 del Teorema I, podemos aqui, establecer

explicitamente un isomorfismo entre una involucién no trivial * y la
involucién dada por *. Sea % una involucion no trivial en k[[z]], entonces
por (1), existe ¢(z) € k{[z]] tal que,
i —x

= —

1+ zq(z)’

con g(x) satisfaciendo la relacion anterior. Definamos el k~-homomorfimo

¢ : k[[z]] — k[[z]] mediante (T a;z’) = T ai(p(z))?, donde () =zt

Del lema 1, tenemos que ¢ es un k-automorfismo de k{[z]]. Ademés se
afirma que ¢ satisface

o (7)) = (o))

En efecto

@(_1) _ —ela)

-z 1 — ()
e B
_ 2+xg(x)+x
i -
24+-zq(z)+x
—2z
2+ zq(z)~z
Por otra parte
: 2x *
el = (2 + zq(x) + .£>
_ 2z*
2+ zrq(zt) + x*
_ 2 l-i-;;{:c]
2+ (14@5@)) q (1+Z§(:c)) + (1+;§(r))
...
2+ zq(z) —x
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Lo que demuestra el teorema.

Observacion 1. Es importante sefialar que se podria haber tomado un punto
de vista diferente al aqui tratado. Explicitamente, se podria haber demostrado
primero el teorema de clasificacidn y tipo de isomorfia en el anillo de series
formales k||z]], de agui haber observado que toda involucién = en k|[z]] provee
una involucién ¥ en A,, y que toda involucién * en A,, puede ser ertendida
a una involucion * en k[[z]], tal que el siguiente diagrama

kll=]] —— kll=]]

”’"l 1;»
i, =fle A

es conmutativo. De aqui, entonces, haber obtenido el teorema 1. Sin embargo,
este punto de vista no fue considerado, pues el interés estaba centrado en
estudiar anillos involutivos finitos. No obstante, tal punto de vista puede ser,
en un futuro prézimo, investigado en relacion a ver si los resultados en esta
tesis obtenidos, siguen siendo vilidos al considerar el anillo involutivo de las
series formales k|[z]].
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Capitulo 2

Sumas de Gauss sobre
A-modulos cuadraticos

2.1. Sumas de Gauss sobre cuerpos finitos

Definicién 3. Sea k un cuerpo finito de g = p™ elementos, ¥ un cardcter
de k* y (V,Q) un espacio cuadrdtico de dimensién finita sobre k. Se define
la suma de Gauss Syoq asociada a ¥ y a Q por

Speg = > ¥(Q(v)) € C.
velV
Un resultado importante en la teoria de formas cuadriticas sobre un
cuerpo finito k (ver, por ejemplo, [2]), es la existencia de, exactamente,
dos formas cuadraticas no degeneradas no isomorfas de rango dos sobre k, a
saber:

» En k? se define la forma cuadratica (no degenerada)(z,y) — zy, lla-
mada usualmente forma cuadratica hiperbélica o is6tropa, que anota-
remos, con cierto abuso de notacién, por (k?, zy).

= Sea K la nica extensién cuadratica de k y N es la norma de la exten-
si6bn K sobre k llamada forma cuadratica anis6tropa, que anotaremos
con cierto abuso de notacién, por (K, N).

Con estas notaciones, se tiene el siguiente

Teorema 3. Sea k un cuerpo finito de caracteristica p impar y ¥ un cardcter
no trivial de k*. Entonces
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1. Swomy =4q.
2. Sﬂ:oN = —q.
Demostracién. Ver [7], proposicion 2, (44) v (iv).

Lema 2. Sea ¢ un cardcter no trivial de k* y (V,Q), (V', Q') espacios
cuadrdticos de dimension finita sobre k.

1. Si(V,Q) =~ (V',Q) entonces Syog = Syog-

2. 8i{V,Q) es no degenerado, se tiene que el mddulo |Syog| de Syog €s
1
[Viz.

2

3. Para el espacio cuadrdtico k con la forma cuadrdtica T — x*, se tiene

que
Sypotz2 = (t)Syor2, para todo t € k™,

donde a es el cardeter “signo” en k™, es decir,
a: kK — C
t — aft)= {

1 tek*
~1 t¢ k<.

Demostracion. 1. Como (V,Q) =~ (V’, Q") existe un isomorfismo p : V' — V/
tal que

QI((P('U)) = @Q(v), para todov e V.
Asi
Spoq = D ¥(Qv))

veV

= > 9(Q(p)))

vevy

= > ¥Q)

v'el”’
= Sypoq-
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2.

3.

Sea B la forma bilineal asociada a la forma cuadratica @) sobre V, es

decir, la forma bilineal B tal que
B(z,y) = Q(z +y) — Q) — Q(y), donde z,y € V.

Calculemos [Syoq| =

Spel” = (X 9(@Q@)) - (X w(Qw))

veV weV
= 2. D> ¥(QW) - Qw))
veVweV

Si w = z — v, entonces
1Speql® = 3 %(-Q(2)) Y ¥(B(w, 2)).
zeV eV
Como la forma B es no degenerada, se tiene que para todo z # 0;

Z Y(B(v,z)) =0.

veV

Por lo tanto

1Speql? = D ¥(-Q(2)) Y ¥(B(v,2))
zeV veV
= > ¥(-Q(0)¥(B(v,0)
veV
= |V].
Asi .
|Syoq| = V]2

Sea { € k*. Se distingue dos casos

a) Sit=c? ce€ kX, entonces

Spotzz = 2 9(ty?)

yek

= S v((ey)?)

yek

= > %)
yek
- Swoa:z.

23



b) En el caso en que ¢ es un no cuadrado, notemos que se tiene

Spoxz + Spotez = 2 Z P(y) = 0.

yek
Por lo tanto Sye,2 = —Syoaz = @(t)Sy0z2. De aqui el teorema.

Observacién 2. Se obtiene, de la parte 3 del lema anterior, que

S’gbot;x:z

at) = , para todo t € k™.

Spoz?

En general, si (V,Q) es un espacio cuadrdtico no degenerado sobre k,

entonces la aplicacion de k en C dada por t +— »g‘i%’ﬂ es el cardcter trivial o

el cardeter signo de k. Para verificar esta afirmacidn se distinguen dos casos:

s Si (V,Q) es de rango par, entonces ) ~ tQ. Asi, de la parte 1, del
lema enterior, se tiene que la aplicacion es el cardeter trivial en k.

s Ahora, 51 (V,Q) es de rango impar, digamos 2n + 1, entonces
V = (U,Q) & (k,rz?),

donde (U, Q) es la suma de n espacios cuadrdticos de rango 2y @ es
suma directa ortogonal . Asi,(U,tQ) =~ (U, Q), para t € k™. Luego

Sw,bof.Q » Szgfmt@ ) S‘!)OIT‘Z‘Z _ Sﬂ‘)UtT.’Ez
S0 Sl * Siporz? Sipore2

= aft).

Por lo tanto, en este caso la aplicacidén es el cardcter signo en k

De aqui lo afirmacion

Lema 3. Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico no degenerado de dimensién n
sobre el cuerpo finito k. Entonces

2
Sog
Vi

= a(-1)".

24



Demostraciéon. Demostraremos el lema nuevamente para el espacio cua-
dratico (k,7z?). De la parte 3 del lema anterior, tenemos que

Sporzz = 0T} Sp0z2.
De donde
2 o2
Si,b = Maypox?.

OTI2

Por lo tanto, basta demostrar la igualdad para el espacio cuadratico
(k,z?). Asi

S22 = (L vE)) (X vi?)

ek yek

= D) ()

cEkyCk

= Y ¢@*+97).

(z,y)Ek?
Notemos que (k?, 2% + y2) es un plano cuadrético no degenerado, luego
(%, 2% +y?) = (K%, z-y) obien (K%, z2+4%) = (K,N).
= Si —1 es un cuadrado en k, entonces
(K2, 2%+ y?) =2 (k%,z-y).

Asi, de la parte 1 del lema 2 y el teorema 3, parte 1, se tiene que

S’?Jﬂr? = S‘P”? =
Por lo tanto
SQ

thox?
=1 = 0{(—1}.
||

= Por otro lado, si —1 no es un cuadrado, entonces
(K%, 2% +y%) = (K, N).

Usando la parte 1 del lema 2 y teorema 3, parte 2, se tiene que
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Sy{;om? = Sv,boN = —q.

Por lo tanto,
‘93)032
||

=—-1=a(-1).

Ahora, dado (V, @) un espacio cuadratico no degenerado arbitrario, se
distingue dos casos;

1. Si (V,Q) es de rango 2n, entonces (V,Q) es suma de espacios cuadra-
ticos de rango dos. Por lo tanto, usando partes 1y 2 del teorema 3 se
tiene que Syoo = +q™. Asi

52

o 2n
=1=a(-1)".

V] e

2. Por otro lado, si (V, Q) es de rango 2n + 1, entonces

V,Q) = (k,rz*) & (U, Q'),

donde (U, Q') es un espacio cuadratico no degenerado de rango par.
Asf, Sypo@ = Syorg? - Syogr- Por lo tanto

S-?ch — S;zzivor:rz ’ S’!%OQ'
Vi Vi
_ St?)or:n"’
B k
= af-1)
- a(_1)2ﬂ+].
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2.2. A-moédulos cuadraticos no degenerados

Definicion 4. Sea (A, %) un anillo involutivo y M un A-médulo derecho.
Diremos que (M, Q, B) es un A-mddulo cuadrdtico si Q : M — A es funcién
yB:MxM-— A esuna A-forma bi-aditiva tal que

Q(ma) = a’Q(m)a
B(m,n) = Q(m+n)-Q(m)—Q(n)
B(ma,n) = B(m,na")
B(m,n) = B(n,m)*
B(ma,n) = a"B(m,n)

para todo m,n € M y para todo a € A.

Definicién 5. Diremos que una A-forma B es no degenerada si se cumple
que:
S5t B(m,n) = 0 para tode m € M, entonces n = 0.

Definicién 6. Diremnos que el A-mddulo cuadritico es no degenerado, si la
A=forma B es no degenerada.

Definicion 7. Sea (M,Q,B) un A-mddulo cuadrdtico no degenerado. Se
define el grupo ortogonal O{Q) , como el grupo de los isomorfismos A-lineales
w: M — M tales gue

Q(p(a)) = Q(a), pare todo a € A.

Definicion 8. Sea (M, Q, B) un A-mddulo cuadrdtico no degenerado y sea
@ un caracter no trivial de A* tal que 6(ab) = 6(ba), para todo a,b € A. La
suma de Gauss Spoq asociada a Q y 6 estd definida por:

Seeq(a) = Y 0(aQ(x)).

zeEM
Notacion 1. En todo lo que sigue, anotamos Sgeaq = 2, qc s 0(aQ(x)).

Lema 4. Sea (M, Q, B) un A-mddulo cuadrdtico no degenerado y sea 8 un
caracter no trivial de A" tal que 6(ab) = 8(ba), para todo a,b € A. Entonces

1. Sit € A invertible, enfonces
S&oaQ = Sﬂota.t‘Q:

para todo a € A.
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2. Sit e A invertible, entonces

SﬂotQ = Seot,—]Q.
Demostracion.
1. En efecto,
Seotatq@ = Z f(tat*Q(m))
meM
= Y 0at"Q(m)t)
meM
= Y 0aQ(m)) = Spoag -
m'eM
2. En efecto,

Spog = D 0(tQ(m))

meM

= ) 0t 'm))
m'eM

= Y ot Qm)tY)
m'eM

= Y o Qm))
m'eM

= Seoa*“c;)'

Definicion 9. Un morfismo entre dos A-modulos cuadrdticos no degenerados
(M1,@Q1,B1) y (M2, @2, Ba) es una funcion f : My — My A-lineal tal que
Q20 f=Ch.

La clase de todos los A-médulos cuadraticos no degenerados junto con
todos los morfismos entre ellos, forma una categoria. La siguiente proposicion
se verifica de manera inmediata.

Proposicion 2. Sean (Ay,*1) y (A2, *2) anillos involutivos isomorfos. En-
tonces la categoria de los Ay-mddulos cuadrdticos no degenerados es isomorfa

a la categoria de los Az-mddulos cuadrdticos no degenerados.
|
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Consideramos en lo que sigue (A4,,,Q, B) el A,-médulo cuadratico no
degenerado, donde Q : A,;, — A,, esta definido mediante

Q(i(z)} = t"(z)t(z)
y la forma B : A, x A, — A, dada por

B(t(z), s(x)) = t{z)"s(x) + t(z)s(z)*.

Definicion 10. Denotemos por tr la aplicacién de A, en k definida por

m—1 )
tr Z ;x| = @ppo1.
i=0

Lema 5. La funcidn tr es k-lineal. Si m es un mimero impar, entonces la
funcidn tr es invariante por la involucién *, es decir

tr(t(x)*) = tr(t(z)).

Demostracién. La funcién tr es, claramente, k-lineal. Recordemos que la

involucién * estd dada por #* = —z, luego si t(z) = Zﬂ_glaiz” € Amn,
entonces
m—1 ) .
tr(i{z)*) = tr (Z (—1)’0.,;3:’) = am-1 = tr(t(z)).
i=0

Por lo tanto, la funcién tr es invariante por la involucién *.
]

Lema 6. Sim es un nimero impar, entonces, la k-forma troB es una forma
bilineal simétrica no degenerado.

Demostracion. De la definicion de B y *, es claro que troB es bilineal
simétrica, para ver que es no degenerada, notemos que

troB(i(e),5(z)) = tr(t(e)s(x) +4(x)s(x)")
tr(t{x)*s(z)) + tr(t(z)"s(z))

= 2tr(t(z)*s(x)),

I

Asi, basta demostrar que la k-forma B : (i(z), s(z)) — tr{t(z)*s(x)) es
no degenerada. Sea pues t(x) € ker(B). Escribamos
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m—1
t(z)* = Z a; T’

i=0
Consideremos s;(z) = 2™ 7, j = 1,2,...,m. Porlo tanto, tr(t*(z)s;(z)) =0
para todo j=1,2,...,m. Por otra parte

r (mz_: aimisj(a:)) =a;j_.

i=0
Asf se obtiene que aj—1 = 0, para todo 7 = 1,2,...,m. Por lo tanto

t*(z) =0, asi t(z) = 0. De aqui, B es no degenerada Luego el lema.
=

Del lema anterior, se deduce inmediatamente el siguiente

Lema 7. 5i m es un nimero tmpar, entonces el A,,-mddulo cuadrdtico
(Am,Q, ) es no degenerado.

2.3. Calculo de la Suma de Gauss

Recordemos que la involucion # dada por x v —x vir (ng)l a,-m'i) =l 1

Sean m un ntmero impar, digamos m = 2s + 1, ¥ un caracter aditivo
no trivial de k y ¥ = v o tr. A continuacién calculamos la suma de
Gauss Syoq asociada al A,,-médulo cuadratico no degenerado (am, @, B).

Sea a =ap+a1Z+ -+ am-12™"! en A%. Entonces

tr(aa®) = agam_y+--+ (‘l)jajam—l—j +rt amaap

s—1
= Z 2(—1)jajam_1_j + (—1)%a?
i=0

Luego
D vltr(@a) = 3 ¢?(aoam 1) Y. P (mama)- Y w(as_msﬂ)Zw (a2),
aEAm, a0,am—1 ay,aGm—2 51,8941

dondelosa;j y am—1- j recorren todo k en la cada una de las sumas anteriores.
Por lo tanto, usando el teorema 3 se tiene que

Swa =Y ¥(tr(aa) = ¢* T 42 (a?).

aEAm asck
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Asf el valor la suma de Gauss Syoq queda completamente determinada por
el valor de la suma de Gauss clasica 3, ¢ ¥? (az).

Lema 8. Para el anillo involutivo (A, *) se cumble
1. El orden del grupo AZ, de las unidades de A, es (g— 1)g™ *.
2. El orden del conjunto A, de elementos simétricos bajo * es q[%!].
3. Elorden de AX N A2, es (q—1)¢!™7 ),

Demostracion.

1. Sea f(z) = ¥, aix’ € Apm. Como 771" a;z es nilpotente en Ay,
se tiene que f(z) es unidad si y sélo si @p # 0. De aqui 1.

2. Sea f(z) = Y7 @iz’ € A,,. Entonces
m—1 ) i
flz) = Z(-—l)iai:r’.
=0

Por lo tanto f(z) = f(z)* si y sélo si a; = 0, para todo 7 impar con
0<i<m—1. Asi, se tiene 2.

3. De 1y 2 se tiene de inmediato que

m—1

|A% N AZ] = (g—1)g!"T L.
1]
Teorema 4. Un elemento a = Zi";f]l a;z' es un cuadrado en A, si y solo

st ag es un cuadrado en k.

Demostracion. Notemos que si a es un cuadrado en A,,, entonces es inme-
diato que ag es un cuadrado en k. Reciprocamente, seaa = 7' a;z* € A
tal que ag es un cuadrado en k. Queremos encontrar b = E;’;El bixt, tal que
b? = a. Para ello, notemos que el signiente sistema de ecuaciones en los b;

bg = ap
bobi + 1ibp = a3
boba + biby +boby = as

bob; +bib;1 + -+ bbby + bibp = a;

bobm—1 + bibm2+ -+ bn_1tbp = am_1,
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tiene solucion, procediendo inductivamente. Asi, considerando b = E:’;_OI bix?,
se tiene entonces que b = a. De aqui el teorema. 1]

Proposicion 3. Hagamos actuar el grupo A, sobre (AX, N AS), mediante

AX x (AXNAL) — AXNAS

™m

(t(z),s(z)) — tla)s(2)t(z)",
entonces la accidn tiene exactamente dos drbitas.

Demostracién. Para comenzar estudiemos la orbita Orb 4« (1).
T

Orb,x (1) = {a%a : a€AX}

m—1 m—1 m—1
= {(Z ("1)1Gzl“i> (Z azl“i) fa=)Y a7z € Afn} . (2.1)

=0 i=0

Se afirma que

( 5] )|
OTbA;(l) = ia{hL Z azz® : ag € (E*)?, agi € k}.
i=1

En efecto, de {2.1) el término constante de a*a es un cuadrado (no nulo)
en k. Ademas, como a*a es un elemento simétrico en A.,, a*a no tiene tér-
minos de grado impar, luego

( (=5
Orb/i,’;(l) c ia{} + Z 0.22121- D ag € (kx)Q’ ag; € k} .
=1

m_1 .

Por otra parte, dado a = ag + ZLf ]agﬁ-xz’ con ap € (k*)?%, podemos
m=1 .

encontrar b = by +Z£:§ ] bo;z% (procediendo como en el Teorema 4) tal que

a=0b=b" basia€ OrbA:t(l). Por lo tanto

. ( (=54 )|
Orb 4« (1) = iag + 3 anix® : ap€ (k)% an € k} .
i=1

Ahora, si d € k es un no cuadrado, entonces d ¢ Orb 4x (1). Se afirma que
las orbitas Orb 4x (1) y Orb 4 (d) son las dnicas 6rbitas de esta accién. Debi-
do a que el anillo Ay, es conmutativo, se tiene que Stab 4x (1) = Stab 4x (d).
Asi las Orbitas Orb 4x (1) y Orb 4 (d) tienen la misma cardinalidad, es decir,
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~1

o 1%, s
[OI‘bAi(d)l = ‘OrbAi(l)l = (%)q[ 2 ]
Por lo que
O1b 4x (1)] + |Orbyx ()] = | A5 N AS|. |

Por lo tanto, las inicas orbitas que deja esta accion, son Orb,x (1) y
Orb AL {(d). De aqui la proposicién.

Corolario 1. El orden del estabilizador Stab 4x (1) de 1 es ZquTﬁi].

Demostracién. De la demostracion de la proposicién 3 se tiene que
g—1y m-yy
|Orb 4 (1)] = (T)q[ 1,

Por lo tanto

[BEshys (1 = et BBl
Am |Orb 4 (1)]
= Qq["%ﬁ“]_
|
Corolario 2. La funcion
a: Ay — C
Syo
t — aoft)= $oid
Syoq

es el cardcter signo del grupo AY,.
Demostracion.

= Sif es un cuadrado en A, entonces ¢ pertenece a la érbita Orb 4x (1)
de la accién de A5 en A),NAZ | dadaen la proposicion 3. Asi ate* = 1,
para algin en @ € A Luego, usando el lema 4, capitulo 2, se tiene

que se tiene Syoi = Syoatarq = Syog. Por lo tanto a(t) = 1.

= Por otro lado, si t es un no cuadrado, argumentando como antes, ¢
pertenece a la 6rbita Orb ,x (d), con d € k un no cuadrado, asi existe
a € AX tal que ata® = d. Luego

SibrotQ = Sﬂoata"Q = Sﬁon = Sfo dtro)-
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De la observacion 2, se tiene que
SyndtroQ = 78&0@-

Por lo tanto, a(t) = —1.
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Capitulo 3

El grupo SL«(2, A), (A, *) anillo
involutivo unitario

3.1. Definicion del grupo SL,(2, A).

Sea A un anillo unitario provisto de una involucién a — a*. Se define una
involucion en M.(2, A) (que denotaremos T — T*), mediante (T™)i; = (Ti)™.
Sea M, (2, A) el conjunto de todas las matrices g en M (2, A) tal que g*JgJ ! = A I3,
con Ay € Z(A) e I3 es la matriz identidad en M (2, A), J = (_01 f]) e M(2,A)
y Z(A) es el centro de A. Notemos que M, (2, A) es cerrado bajo multiplica-
cién matricial.

Definicion 11. Sea GL.(2, A) el conjunto de elementos invertibles de M. (2, A).

Definicién 12. En M, (2, A) se define det.(g) = ad*—bc*, parag = (2 }) € M,(2, A).
Entonces det, g = Ay,

Sea SL,(2, A) el conjunto de matrices g en M, (2, A) tales que det,(g) = 1.

En el siguiente lema, Z,(A)* denota el conjunto de los elementos simé-
tricos invertibles del anillo A.

Lema 9. GL.(2,A) es un grupo bajo multiplicacion matricial, det. es un
epimorfismo de GL,(2, A) en Zs(A)* y ker(det,) = SL.(2, A).

Demostracion. Ver [5], Lema 15. =

A continuacién, damos algunos ejemplos de SL.(2, A) para ciertos anillos
involutivos. '
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Ejemplo 3. Consideremos el siguiente anillo involutivo

A= M(n,k)

t

a* =a',

donde a* denota la traspuesta de a. Entonces
SL,(2,A) = Sp(2n, k).

Ejemplo 4. Sea k cuerpo, n = 2m e I, la matriz identidad en M (m, k). Fn-
tonces podemos considerar la forma alternada B, sobre el espacio de vectores
colurmna k™, dada por

— gl 0 Inz
B(v,w)=v ( _I, 0 ™

Si x denote la adjunta respecto a B, entonces

SL.(2, A) = O(C),

donde
A = M(nk),
0 0 0 .
0 0 -7 0
1 _ t m
Clo,w) = v 0 —I. 0 0 w,
L 0 0 0

y O(C) el grupo de isometrias de la forma bilineal simétrica C.
Lema 10. Sean (Ai,*1) y (A2, *2) anillos involutivos isomorfos. Entonces
SL.,(2, A1) = SL.,(2, Ag) .

Demostracion. Por hipétesis, existe un isomorfismo de anillos ¢ : (41, %) — (Asg, *2)
tal que p(a]'} = ¢(a1)*?, para todo a1 € A;. Entonces, definimos

@Z SL*1(2,A1) — SL*2(2,A2)
(a b) . (90(&) w(b))
¢ d ole) (d)
Se verifica directamente que @ es un isomorfismo de grupos. |

36



3.1.1. Generadores de Bruhat para SL.(2, A)

Sea A un anillo con identidad provisto de una involucién *. Sean

=4 ). wo=(5 1), w=(23)

El conjunto de matrices h(t), t € A*, u(b), b € A%, w es llamado el
conjunto de generadores de Bruhat para SL.(2, A}). Las matrices h(t), u(b)
v w satisfacen las siguientes relaciones “universales”

h(ti)h(t2) = h(tits)

u(b;)u(bg} = u(bl-l—bz)
h(t)u(b) = w(tbt*)h(t)

w? = h(=1)
wh(t) = h{t* Hw
u(t)wu(t_l)wu(ﬁ} = wh(—t7Y).

Sean

B = {(g g)eSL*(Z,A)},

D {h(t) e B:te AX},
N {u(b) € B:be A%}

I

Se tiene que B, D, N son subgrupos de SL,{2,A) y B= DN.

3.2. Una presentacién del grupo SL,(2, An,)

Para establecer que los generadores de Bruhat y sus relaciones determi-
nan una presentacion del grupo seguiremos los pasos que son usados por
J. Pantoja en [4]. Los siguientes dos lemas establecen hechos que se cumplen
de manera inmediata en los anillos A,,.

Lema 11. Sean a,c € A, tales gue a ¢ ¢ son invertibles y a*c = c*a.
Entonces existe s € A7, tal que a+sce A, O

Lema 12. Si a,b € A2, son no invertibles, entonces eriste z € AX N A2,
tal que a — x4 b+ x son simétricos invertibles. (]

Lema 13. Fl grupo SL.(2, A,,,) es generado por el conjunto de generadores
de Bruhat.
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Demostracion. Sea g = (22) € SL.(2,An). Si ¢ = 0, entonces g =
h(a)u(a='b). Si c es invertible, entonces g = h(—c*_l)u(c*a)wu(c”ld). Por
ultimo, si ¢ ¢ Am U {0}, entonces a y ¢ cumplen con las hipétesis del lema
11, asi sea s € A7, tal que a + sc € AY. Luego tenemos que

9 = u(—s)h(—a — scwu(—a” — c*s)wu((a + sc) " (b + sd))

Lema 14. En el grupo SL.(2, Ap,) se cumple

1. Si h(t)u(a)wu(b)wu(c) =1, entoncest = -1, a = —c y b= 0.
2. 1 no pertenece a BwB.
3. Sih(t)u(a) =1, entoncest =1 ya = 0.

Demostracion. Supongamos que h(t)u(a)wu(b)wu(c) = 1. por lo tanto
h(t)u(a)w = —u(—c)wu(-b), asi explicitando esta igualdad se tiene 1. Por
ultimo, un calculo directo muestra 2y 3. n

Definicién 13. Sea H el grupo abstracto generado por los objetos h(t), u(b)
y weonte A%, be A’sujeto a las relaciones

h(t])h(tg) = h(t]h)

u(b)u(ba) = u(by +b2)
h(t)u(b) = wu(tbt*)h(t)

w® = h(-1)
wh(t) = h(t* " w
u(t)wu(t Nwu(t) = wh(—t™).

Observacién 3. En lo que sigue, usaremos los misms simbolos h(t), u(b) y w
para denotar matrices en SL,(2, A) o elementos en H, los cuales son para-
metrizados por elementos en el anillo A,,. Al igual que en el grupo SL.(2,4),
denotemos por B el subgrupo de H generado por los elementos h(t) y u(b),
cont € Ay,be AS .

Definicion 14. Elw-largo de un elemento g € H es el menor entero positivo
j tal que g € (BwB), donde B® = B. Andlogamente, se define el w-largo
de un elemento g € SL.(2, A,,,).
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Lema 15. En el grupo H, todo elemento tiene a w-largo a lo mds 2.

Demostracion. Sea g1g2t = gst’, para ¢; € BwB, 1 = 1,2,3 y t,t son
elementos arbitrarios de H. Usando las relaciones que definen a H, esta
expresion es equivalente a wu(a)wt” = u(b)w, para algun ¢’ € H. Para
demostrar este lema, demostraremos que esta expresion es equivalente a una
que envuelve un w menos.

Si a o bien b son invertibles, entonces, sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que a es invertible. Luego usando la relacion wu(t 1 )wu(t)wu(t™1) =
h(t) parat = a se tiene que wu(e)w = —u(—a~wh(a)u(—a™1). Asi wu(b) =
wu(a)wt” = —u(—a Nwh(a)u(—a 1)t".

Por otra parte, si a y b son no invertibles, entonces usando el lema 11,
existe z € AX N A3 tal que a — 27 1,b+ z € AZ. Luego multiplicando
wu(a)wt” = u(b)w por u(z), se tiene que u(z)wu(a)wt” = u(b + z)w. Tra-
bajando con las relaciones que definen a H se tiene

u(z)wu(a)wt” = —w(wu(z)w)u(a)wt”
= —w(—u(—z Vwh(z)u(—z1))u(a)wt”
= wu(—:nrf:l)'u}h(;ls)u(—:l:_1 + a)wt”
= wu(—z YAz Hwu(—z! + a)wt”
= wu(—z Hh(z ) (u(-(a - ™) Nwh(a - 27 u(—(a — 27 1) w)wt”
= —wu(—z DAz Du(-(e -z Hwh(a — 27 Hu(-(a — z~1) 71"

Luego
wu(b+z)w = u(—z Hh(z Nu(—(a—z" ) Hwh(a—z Nu(-(a—z"1) 1"

Usando nuevamente wu(t™wu(t)wu(t~!) = h(t), para t = b+ = tenemos
que wu(b + z)w = —u(—(b+ z) " wh(b + z)u(—(b+ x)~!). Por lo tanto la
ecuacion original se reduce a

—u(—(b+z) Nwh(b+z)u(—(b+z)"t) = u(——:::_i)h(m_l)u(—{a—r"l)_l)wh(awm_l)u(—(a——m—l)—lt".

Asi la expresion equivalente envuelve un w menos. Por tltimo, el resultado
sigue por induccion sobre el w-largo de los elementos en H. ]

Finalmente podemos establecer el siguiente
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Teorema 5. El conjunto de generadores de Bruhat

= (4 8 ). wo=(4 ). w=(23)

Conte AX ybe A5 junto con las relaciones

e

h(t)h(t2) = h(tits) (3.1)
u(by)u(be) = u(by + by) (3.2)
R(t)u(b) = wu(tht*)h(t) (3.3)

w? = h(-1) (3.4)

wh(t) = h(E w (3.5)
u(wu(t™ Nwu(t) = wh(—t™1) (3.6)

determina une presentacion para SL.(2, A,).

Demostracion. Notemos de inmediato que, usando el lema 13, la funcién
natural ¢ : H — SL,(2, A) es un epimorfismo. Por lo tanto, solo debemos
demostrar que ¢ es inyectiva. Por lema 15 todo elemento de H es de una de
las siguientes formas; h{t)u(a), h(t)u(a)wu(d), o bien A{t)u(a)wu(b)wu(c).
Ahora, del lema 14 se tiene que p{g) = 1, implica g = 1. De aqui el teorema
B

3.2.1. El orden de SL,(2, A,,)

Teorema 6. 5i SL.(2, A,) actia en A, x A, mediante multiplicacidn a la
izquierda sobre Moy (4,,), entonces

1. La cardinalidad |Orbgy,. (2,4, ()] es (g — 1)qm+{m’2ﬂ]*2(q + 1).
2. La cardinalidad |SL.(2, An)| es (q— 1)g™ 2™ 1 -2(g + 1).

Demostracion.

1. De la definicién, se tiene que

Otbsr.(z,4.) (8) = {(2) :(2}) € SL.(2,4)}.

Luego, si (%) € Orbgy,,(2a,,) (§); asi se tiene que a € A%, obienc €
AX. Entonces, definamos

0, = {((c}')
0: = {{3):



Por lo tanto,
Orbsr,(2.4,,) (§) = 01U Oz,

Ademas estos dos altimos conjuntos son disjuntos, asi la cardinalidad
|Orbsr.2.4.) (8)] s |O1] + |Oa|. Para calcular tales cardinalidades,
notemos lo siguiente:

s Sea (%) € 0;. Como (%) es primera columna de una matriz en

SLi(2,Ap), se tiene que a*c = c*a. Luego (£)* = £, es decir, £

es simétrico en A,,. Asi c = ua, v € A}, Por lo tanto,
O1 C{(&)ac AY, ue AS,}.

Por otro lado, para todo a € A%, y u € 4], se tiene que
(ua) € Orbgr.2,a.) (§)- En efecto,

(“ 9_1) € SL.(2, Am)

ua a®

(oo o2) (6) ()

Or={(&)ae Al ue A5},

Ast

= Por ltimo, sea (%) € Oz. Como (%) es primera columna de una

mafriz en SL.(2, Am), se tiene que a*c = c*a. Luego (2)* = £,

es decir, % es simétrico en A.,. Asi a = uc, donde u € A, — A%,
Por lo tanto

Oy C{(%):ce AY, ue A5, — AL}
Por otra parte, para todo c € A, y u € A5 — AX, se afirma que
("€) € Orbgr.2.a.) (§) -

En efecto,
we —e*1
(c 0 ) € SL.(2,An),

ue —c* 1 1\ (ue
c 0 0/ \e¢ _
Ast O = {(%W) :c€ A}, ue A, — AL}

m
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De lo anterior, tenemos que

01 = [{(&):aea), ueag)|
= (g—1)g™ Lg"F)
= (g— g™,

02l = [{(%):ce Al ue Al - AX
= (g—1)gm g™t
= (g— 1gmH=F2,
Por lo tanto,
|0tbsL. (2.4, (3)] = |O1] +]04]

= (g = g 4 (g - g2
= (g 1)g™"F12(g 1 1),

Notemos que
|SL4(2, Am)| = |Orbgr. (2, (§)] - [Stabsy. 24, (3)]-

Asi, en virtud de 1, basta saber la cardinalidad del estabilizador
StabSL‘(z’Am) {{1])

Stabsr.(z.a.) (5) = {(28) € SL.(2,4): (28) (3) = (3)}
= {(2%) € SL.(2,40): () = (})}
= {(25) eSL.24):a=1, c=0}
= {(§?):veas}
Por lo tanto,
1SL.(2,Am)| = (g~ Dg™ = 12(g 4+ 1)gl™F]

mtly
= (g— g™ 12y 1 1)

Asi, la demostracion esté completa.
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Capitulo 4

Representacion de Weil de
SLy(2, Ap)

4.1. Preliminares
Representaciones lineales de grupos

Definicién 15. Sea G un grupo. Diremos que el par (V, p) es una repre-
sentacion lineal (compleja) de G si V' es un espacio vectorial complejo y p
es un homomorfismo de G en el grupo de automorfismos lineales Autc{V').
Denotemos por p(g) = pg la tmagen de g mediante p.

En ocasiones, el par (V, p) sera denotado solo por p o s6lo por V. Ademas

diremos que la representacién (V) p) tiene dimension finita n o es de grado
n, si la dimensién del espacio vectorial V es n.
Ejemplo 5. Un ejemplo importante de representaciones lineales de un grupo
finito G se tiene cuando G actia a la izquierda sobre un conjunto finito
X por {g,x) — ¢g-z (z € X,g € G). Entonces se puede construir una
representacion (V, ) de G, definiendo V.= CX (el espacio de funciones de
X en C) y definiendo la accidn m mediante

m(9)(f) (=) = flg~ ).
La representacidn lineal (V,7) de G se llama representacion natural de
G asociada a la accion de G sobre X.

Definicion 16. Sea (V, p) una representacion lineal de G. Se dice que (V, p)
es una representacidn reducible si ewiste un subespacio W de V', no nulo y

distinto de V', tal que
p(g) (W) C W, para todo g € G.
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En tal caso, el par (W,p,, ), donde p,, esta definido por p, (9) = pylw
para todo g € G, es, en si misma, una representacion de G, denominada
subrepresentacion de (V, p). Por otra parte, se dice que el par (V, p) es una
representacion irreducible si (V, p) es no reducible.

Definicion 17. Sean (V, p) y (U, ) dos representaciones de G. Una funcién
lineal f de V enU es un operador de entrelazamiento (o un G-homomorfismno)
entre p y m st para todo g, el siguiente diagrama

V——f—rU

s | |

v Lo
es conmutativo.
El espacio de todos los operadores de entrelazamientos entre p y m serd
denotado por Homeg(p, 7).

Definicién 18. Un cardcter (lineal) ¥ del grupo G es una representacion
lineal de G de dimension 1. Diremos que el caracter ¢ es trwvial en G si
Y(g) = 1, para todo g € G. ;

Teorema 7 (Teorema de Maschke). Sea k[G] el dlgebra de grupo de un
grupo finito G sobre un cuerpo k, entonces k|G| es semisimple si y sélo si,
la caracteristica de k no divide ol orden |G| del grupo G.

Demostraciéon. Ver, por ejemplo, 1], proposicion 5.8, capitulo 9.

Definicién 19. Diremos que (V,p) es isomorfa a (U,7) (y anotaremos
(V,p) = (U, 7)) si existe un operador de entrelazamiento biyectivo entre p

y .

Lema 16 (Lema de Schur). Sean (V,p) y (U,7) dos representaciones
lineales de G y f un operador de entrelazamiento entre p y w. Entonces

1. Si(V,p) # (U,x), entonces f =0.

2. SiV=Uyp=m, se tiene que f es una homotecia.

Demostracion. Ver, por ejemplo, (6], proposicion 4, capitulo 2.
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4.2. Definicién de la Representacion de Weil de SL,(2, A,,)

Como antes, k = F, el cuerpo finito de g = p™ elementos, p primo impar,
M Un nimero impar,

m—1
An = {Z a;xt a; €k, :E'mx(]},

1=0

con la involucién * dada por x — —x y la traza tr : A,, en k dada por

m—1
tr (Z at-:zl) 2 B
=0

Recordemos que si % un caracter no trivial de k™, ¢ = ¢ otr y Sde
denota la suma de Gauss asociada a @, calculada en la seccion 2.3, entonces
la funcion

a:AY — C
S’u‘)o!
t o aft)= -+ =
SEDQ

es el caracter signo del grupo AX
notaciones, se tiene el siguiente

, corolario 2 del capitulo 2. Con estas

Teorema 8. Sea W = {f : Ay — C/f funcidn}, hagamos actuar los gene-
radores de Bruhat de SL.(2, A,) en W mediante

= p(h(1))(f){a) = a(t) f(at)
= p(u(b))(f)(a) = ¥ (bQ(a)) f(a)
= plw)(f)(a) = D=2 S %(B(a,c))f(c)

5,
per st
Entonces se puede extender p o todo SL.(2, An), obteniendo que (W, p)
es una representacion lineal de SL.(2, Ay).Llamaremos al par (W, p), asi

construida, reresentacidn de Weil generalizada de SL.(2, An).

Demostracion. En virtud del teorema 5, para demostrar que p estd bien
definido, basta verificar que p satisface las relaciones
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g..

p (h(t1)) o p (h(t2
p(u(b1)) o p (u(by
p(h ()) p (u(b

o) op
p () o p(w) o p (u(t™)) 0 p(w) o p(u

=

il

p (h(t1t2)) (4.1)

P (U(bl + b2)) (4.2)
(u(tbt™)) o p(h(t)) (4-3)
ﬂ(h( 1)) (4.4)
p(h(t Nopw)  (45)
pwyop(h(—t7") (4.6)

v Con un cdleulo directo, se demuestran las relaciones (4.1), (4.2) y

(4.3).

» Para la relacion (4.4), se tiene

(p(w) o p(w))(f)la) = p(w)(p(w)(f))(a)
= 30 37 $(B(a, b)p(w)(£)(b)

- be A

~ ﬁ S 3T w(Bla,b))y(B(b, ) f(c)

2 bE A cEAm

= =— Y. Y ¥(Bla+cb))f(o).

Sioq bE Ay CE A

Como v es un cardcter no trivial de k¥ y B es una A,,-forma no

degenerada, se tiene que

Y. Y(B(r,b)) =0,

para todo r £ 0. Luego

(p(w) o p(w))(F)(a) = T 2. 2 ¥(Blatcb)f(o)

bG Am CEAm

= TZ]‘(C > ¢(Bla+c,b))

i (‘CA

= Zy,

beA

_ 1An|
— SEDQf( G.).
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. z ) A .
Como m es impar, usando el lema 3, se tiene que 'E;_Elci = a(—1). Asi
o

(plw) o p(w))(f)(a) = a(-1)f(-a)
= p(h(=1))f(a).
Por lo tanto p satisface la relacién (4.4).

s Para la relacion (4.5), se tiene

(p(w) o ph(E))(F)(a) = p(w)(p(R(E)())(a)
= 22U ST y(Bla,b)p(R{(1))(£)(b)

Spoq
beEAm
= B0 Y w(B@b) ()
be A,
DA i)“ 2 3 y(Bla, bt ) (£)(H)
¥eQ e
= oDl 5 (Bt W)
b"EAm

Del lema 3, parte 2 se tiene que Sﬂgf_Q == Sv,bot*"lQ' Asia(t) = a (t*_1 ) .Luego,

(pw) o p(h()(f)a) = al(-L)a(e™) > ¥(Blat*™ ¥) (/)

YEA,

= (p(h(t* ")) 0 p(w))(f)(a).

Por lo tanto, p satisface la relacion (4.5).

» La relacion (4.6) es equivalente a la siguiente relacién
pw)op (u(t))op(w) = plh(~t™1))op (u(~t))op (w)op(u(~t™1)). (4.7)

Por lo tanto, esta ultima igualdad es la que vamos o verificar. Por una
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parte

(p(w) o p(u(t) o p(w))(f)a) = =2 3 ¢ u(t) o p(w))(£)(b)

= bEAn

= 203 w(Bla.b)p(tQ(5))p(w)(£)(b)
T bEA,

= == > $(B(a,b)p(tQ(d) > %(B(bc)f(c)
¢ i be A, z€EA,

= @o Y 2 U(Bab)+1Q) +B(b,c) /().

bEAﬂIC(A

Sea b=1t"'b, entonces
B(a,b) +tQ(b) + B(b,c) = t ' (B(a,b)+ Q)+ B(b,c))
= t ' (Bla+cb) + Qb))
=% (Q(u +et+b) —-Qla+t c)) ;

Luego,

(p(w) o p(t) o p(w))(f)(a) = f Y. D vt (Bla+eb) + Q) f(e)

2°Q ceAm i beAm
_ TZ > Wt HQla+c+b) — Qa+c)))f(c)
e S5 e Am

= Y Yt (Qla+ )fle) 3wt (Qla+c+1))).

o c€EAm bE A,

€

Notemos que para todo c € Ay, se tiene gue

Sporig= 3 Pt (Qa+c+b)).
EEAm

Por lo tanto

(p(w) o p(t) 0 p(w))(N(@) = —“G— Y b(~t7'Qla+e)f(e).

E cEAm

Ahora bien, por otra parte,

48



p(h(—t™1)) o p(u(=t)) o p(w) o p(u(~t~1))(f)(a) =

_ %ﬂjbg $(B(=at™,0))(plu(~t ")) F)(b)
" ﬂil%gﬂbg B(B(—at™",b)p(—t 1Q(b)) £ (b)

= dDHTW) $ i 4-1(B(a, ) — QB))F (D)

Syo @
B bEArn.
_ gL_Q_Q_gz 3 w7 (@a+b) - Q@) SB)
b Ay
— 2 S Yt QD))
beAm

Luego se satisface la relacidn (4.7) si se cumple

Sﬂot"’@ N a(t"'l)
o Swa’

para todo t € A, N AJ,. Se afirma que se tiene tal igualdad, en efecto,
pues

w Sit e AX N AZ es un cuadrado, entonces de la demostracion de la
proposicin 3, capitulo 2, t € Orbx (1). Luego, 17! € Orb 4« (1), asi

Syot-1Q _ Sy  aft™)
Sﬁ:oQ SéoQ S@Q

= S5it € AX N A7, es un no cuadrado, entonces de la demostracion de
la proposicién 3, capitulo 2, t € Orb,x (d) (d en k un no cuadrado).

Luego, t71 € Orb 4« (d), as?

Sgor1Q  Syeg  aft))

2 - T o2
SgoQ SgoQ S‘:_f’DQ

Por lo tanto, (W, p) es una representacion lineal del grupo SL.(2, Am).
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4.3. Estructura del grupo ortogonal O(Q)

Lema 17. El grupo ortogonal del A,,-mddulo cuadrdtico no degenerado (Am, Q, B)
(definido en el capitulo 2) es isomorfo al grupo Uny, = {b € Ay /b"b =1}

Demostracién. Sean T y T dados por

= T(p) = (1)

T : U, — 0(Q)
u — Ty Am — An
a — T,(a) = ua

Se verifica directamente que 7'y T son homorfismos de grupos tales que

ToT = ldy,
De aqui el lema. |
Lema 18. En A ezisten, exactamente, dos elementos cuyo cuadrado es 1.

Demostracion. Seaa=ap+a1z+---+ Q1™ en AX tal que a=1.
Entonces aﬁ = —1, asi aqp = 1 0 ayp = —1. Ahora si a posee una po-
tencia positiva de z, sea i el menor entero positivo tal que a; # 0, es
decir, a = ag + a;T* + - - - + am—12™ 1. Entonces a? # 0, pues la potencia
@' aparece en a®. Asi, a? no posee potencias positivas de z, por lo tanto
a=1o0a=—1. De aqui el lema. ]

El conocer la estructura del grupo ortogonal O(Q) permite saber la es-
tructura de su grupo de caracteres, lo cual permite entrelazar la representa-
ci6n lineal (W, p), es decir, notar queel grupo O(Q) actiia en el espacio de
representacion W conmutando con la acciéon de p. Tal hecho permite obte-
ner una descomposicién de (W, p) a partir de representaciones de O(Q). La
estructura del grupo O(Q) ~ U, esta dada en el siguiente

Teorema 9. Sea k =F, = Fpn, p primo impar. Entonces

Uy=Cax Cpx--XCp .
—_—

L;—‘—veces
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Demostracién. Sabemos que U, = Stab A;(l). Asi, del corolario 3

jrined §
Uy =2p 2.

Como U, es un grupo abeliano, se tiene una primera descomposicién
Uy =Ca x P,

donde P es el p -subgrupo de Sylow Syl,(U,). Ahora, dado a € Uy, entonces
ap = 1 o bien ag = —1. Entonces a? = +1. Asi a®? = 1. Por lo tanto a? =1,
para todo a € P. Asi,
P=Cy% . xCy -
\—,—/

P—EE—VQCES
Luego
U, =Cax Cp x---xCp .
p—:“2“1*""!3(:(35
De aqui el teorema. &

Observacion 4. Siguiendo la demostracion del teorema anterior, se puede
demostrar, en general, que a®™ = 1, para todo a € U,,. Ademds se comprueba
directamente que —1 + x € Uy, ¥y que su orden es precisamente 2m. Ast,
podemos decir que el grupo Uy, es de exponente 2m.

4.4. Descomposiciéon de la Representacion de Weil
segin O(Q) ~ U,

Proposicion 4. Hagamos actuar U, en W mediante

7(b)(f)(a) = f(ba), b€ Uy, feW.
Entonces (W, ) es una representacidn lineal de U,,,. Ademds, la accién

e Uy conmuta con la occidn de p.

Demostracién. Es suficiente demostrar que la accién de 7« conmuta con
pw, pues de un calculo directo e tiene que 7 conmuta con phyy ¥ con Pu(s)-
Asi

(owom)(f)a) = puw(m(f))(a)
= > ¥(Bla, ) (m(f))(c)

cEA

= D %(B(a,0))f(be)

cEA
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(pwom)(f)la) = D #(Bla,b ) f()

cdEA

= > %(Bla,b*))f(c)
c'EA

= Y %{(B{ba,c))f(c)
cEA

= (m0pu)(f)(a).

De esta proposicién se obtiene directamente el siguiente

Corolario 3. Sea a un caracter del grupo U,,,. Se define
={f e W/f(ba) = a(b)f(a), para todo b € U, para todo a € A}.

Entonces (W, plw,.) es una subrepresentacién de (W, p).

Demostracién. Sean f € W, y g € SL,(2, A). Entonces w{b)(f) = a(b)f.
Como la proposicién 4 establece que la accidn de U, conmuta con la accion
de p, asi

pg(fllua) = m(py(f))(a)
pg(mu{f))(a)
= pgla(u)f)(a)
= a(u)(pg(f))a).

Por lo tanto, (W, plw, ) es una subrepresentacién de (W, p).

I

El corolario anterior permite la siguiente

Proposicion 5. Se tiene la siguiente descomposicion de la representacidn
de Weil

(W,0) = D Wa,plw.)-
chiTﬂ:
Asi se obtiene una primera descomposicidn de la representacién de Weil
(W, p). A partir de ésta, se puede estudiar una future descomposicion de la
representacion de Weil (W, p) en un subrepresentaciones irreducibles.
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