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Abstract

Let A be a unitary ring with involution *. The groups ,9.L*(2, A) were
defined by J. Pa.ntoja and J. Soto Andrade in [4]. These groups are a non-
conmutative version of the special linear groups SL(2,F), defined over a
commutative base field -F'- In particular, if A is ihe full matrix ring M(2, F)
endowed with the trasposition as involution, ther SL*(2, A) coincides with
the s¡mplectic group ,Sp(2n, ,F') in 2n rariables. In this thesis we study the
truncated polinomial rings A- : Erl"l/ @-)) with k a ñnite field of odd
cha.racteritic p, for any positive integer rn endovved with the uatu¡al involu-
tion given s é -:8. These rings, reminiscent of algebras de rn-jets, appear
v¡hen rn is a power ofp, with a difierent involution as polinomial models for
the non- semi-simple modular group algebras k[C*] over a base field of cha-

racteristic p, whose involution is given by inversion in the group. We obtain
a full cha¡acterization of all the involutions in the ring ,4*, for any rn and
the fact that there is only one isomorphism type of non trivial involutio¡¡s in
á-. Moreover we obtain a representation ol the SL"(2, A*) in terms of the
so called "Bruhat generatof' and a complete set of relations a.rnong them-
The order of the goup SL*(z, A-) is also calculated. Finally we construct a
remarkable linear complex representation of the group SL*(2,4*), for odd
m, which generalizes the classical co¡structionof the Weil representation of
the grcup SL(z,F), defi¡red over a finite base field -F of odd characteristic,
associated to a non degenerate quadratic space over }.. A first decomposition
of the Weil representation is indicated .
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« Ella está en el horizonte. Me acerco dos pasos, ella
se aleja dos pasos- Ca.u¡ino diez pasos y el horizonte se

corre diez pasos más allá, por mucho que yo camino,
mrnca Ia alcanza¡é. ¿Para qué sirve la utopía? Para eso

sirve: para caminar. >>

"Ventana sobre la utopía", Palabms and,antes.

Ed.aardo Galeano-
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Introducción

Un fenómeno notable en la teo¡Ía de representaciones lineales de grupos
es la existencia de una cierta representación del grupo SI(2,-F), donde F es

un cuerpo loca,lmente compacto, no discreto, o finito.
La cor¡strucción de esta representación aparece por primera vez, en forma

explicita, en el artículo célebre "Sur certains groupes d'opérateurs unitaires"
de And¡é Weil [9], en el cual se construye más generalmente uüa represen-
ta¿ion del grupo simpléctico Sp(zn, F) en 2n va¡iables. La corstrucción de
A. Weil se apoya en la teoría de representaciones rnitarias del grupo de Hei
senberg ?1,. en a grados de libertad, descrita por el Teorema de Stone.von
Neumann. De hecho, el grupo simpléclico Sp(2n, F) u:túa por automorfismos
de grupos en el grupo de Heisenberg 11, y como éste posee esencialmente una
sola representación unitaria irreductible de dimensión infinita (la representa-
ción de Schródinger, en -L2(lR") según el Teorema de Stonevon Neumann),
entonces cada elemento de Sp(2n, F) define un operador de entrelazamiento
de esta representación dando asi origeu a una representación, proyectiva en
general, de Sp(2n,F) en el mismo espacio -L2(R") de la representación de'
Scluódinger. Esta repre§entación se lla.ma hoy día'tepresentación de Weil" de
Sp(zn, F) en la literatu¡a. Como caso particular se tiene, una representación
de Weil para SeQ,F): SL(z,F) en, I2(JR).

P. Cartie¡ observó en los años 70, que esta representación puede ser recu-
perada dando simplemelte los operadores asociados a los generadores clásicos

de ,SI(2, ,F') y r.erificando que las relaciones de conmutación entre ellos son
respetadas, Al proceder de esta manera, aparece clara,mente que los opera-
dores de Weil están definidos a partir de la forma cuadrática s ,-- 12 ert
R-

Más generalmente, es posible construir de este modo una " representa,ción
de Weil" para el grupo ,5-L(2,.F) a partir de cualquier forma cuad¡átic¿ no
degenerada sobre F, con ayrda de la presentación bien conocida de SL(2, F)
a la Bruhat-Tits, definiendo operadores asociados a los generadores del grupo
de modo que veriÉquen las relaciones de conmutacion entre éstos.

Es un hecho notable que toma¡¡do un representaate de cada tipo de is+
morfr¿ de formas cuadráticas de rango 2 sobre F y descomponiendo las repre-.

se¿taciones de Weil asociadas, se obtiere en total todas las representaciones
lineales nnita¡ias irreducibles de SL(2,F) (salvo que -E- sea r.rn cuerpo 2-

ádico). Se obtiene asÍ un método u¡riforme y universal para constmir todas
las representaciones ünita.rias del grupo SL(Z,F).



Cabe señalar que J- Soto Andrade, en [7] extendió esta construcción al

$upo,Sp(27¿,F) mirándolo como url S-L(2) con coeficientes en el anillo de
matrices M(n, F) para obtener una nueva presentación de este grupo.

AsÍ corstruyó las representaciones de Weil de Sp(2n, F), asociadas a
formas cuadráticas sobre un cuerpo de base F f,n'tto y obtuvo todas Ias
representaciones irreductibles del grupo Sp( ,F) al descomponcr las repre..
sentaciones de Weil ¿»ociadas a las 2 formas cuad¡aticas posibles de rango
4, a menos de isomorfÍa.

En forma natural, surge entonces la idea de reemplazar el cuerpo F por
un adllo unita¡io ,A rro necesariamente conmutativo y así definir un aqalo-
go 'ho conmutativo" de S-L(2, F). Para esto queremos definir una funció¡r
determinante sobrc M (2, A) para un anillo .4 no conmutativo.

Ahora bien, J. Pantoja y J. Soto Andrade, en [5], consideran un anillo
unitario A dotado de una involución * v defincn un dei* sobrc el r:onjunto
M-(2, A) c M(2,A) y lueg<, SI-(2,,4) : {s e M-(2,A): det.(e) = 1}. B¡
el caso del anillo de matrices .A : M(n,F) dotado de la traspuesta como
inrrclución * se tiene que SL.(2, A) : Sp(2n, F).

La int¡oducción adecuada de un signo en la definición de los grupos
a¡rteriores y la elección de otros a¡illos involutivos permite recuperar otrGs
grupos clásicos, como los grupos ortogonales, ver [8].

Por otra parte, se obtiene también ejemplos novedosos mediante la elec-
ción de anillos involutivos apropiados. Tol es el caso de esta tesis, donde
se co¡rsider¿ el caso de las álgebras de grupo no semi-simples, como anillos
involutivos.

Los autores mencionados estudian el caso en que ,4 es un anillo artiniano
involutivo, demostrando la existe¡cia de un conjulto de "generadores de
Bruhat" para SL.(2,A) o de ciertos de sr» subgrupos- Ademas el primer
autor deüuestra en I4l que los generadores mencionados, junto con cierta.s
rclaciones 'tniversales' determina¡r una presentación del grupo SL.(z,A).

El estudio de estos gn¡pos es muy distinto, según sea.n semi-simples o no.
En el primer caso, en particular para anillos simples artinianos involutivos
se cuenta con teorcmas de est¡uctura corno cn 13] lo que puede permitir un
e¡trrdio más scncillo de estos grupos, por cl contrario, si los ¿nillos involu-
tivos cousiderados no son semi-simples, su estudio deviene en general más
complicado.

Esta teoría resulta importaJrte, entonces, pues, para comenzar, existe una
gran variedad de anillos involutivos a considerar. Por ejemplo, las ft-algebras
de grupo fr[G], dotada de la inversión en G como involucióa *. Una pregunta,
irteresante en sí misma, es qué grupo resulta ser S L-(2,k[G)). Si k es un
cuerpo finito, esta colección de a¡rillos involutivos se divide según el teorema



de Maschke, en dos clases: semi-simples o no.
Ahora, si k es un cuerpo finito de ca.racterística p y si G es el grupo cíclico

de orden pD entonces el álgebra de grupo t[G] es isomorfa a nlrl/ (zn"].
Este isomo¡fismo de anillos moti r.ra el estudio de los anillos de polinomios
"tru¡cados" klcl/ (r^). Podemos notar de inmediato que en klal/ (*) el
k-automorfimo de álgebras determinado por , !---r -Í es una involución.
Preguatas naturales, por cierto, son: ¿Cómo son las involuciones en estos
anillos y cuántos tipos de isomorfia de involuciones existen?.

En esta tesis consideramos, É es un cuerpo finito de característica impar,

y denotemos por * a la involución (k-isomorfismo de álgebras de cuadrado
la identidad) de ,4- deterninada por

+:i¿ _7.

Los objetivos de este trabajo son:

1. Determinar todos los tipos de isomorfÍa de involuciones en á-.
2. Estudia¡ en estos casos, si el conjunto de generadores de Bruhat, in-

troducido en 2 da una presentación de "9L.(2, á-).

3. Construir generalizaciones de las representaciones de Weil de SL(2, F)
para los grupos SL-(2,4*).

4. Iuvestigar ademrás una primera descomposicion de las represeutaciones
asi construidas-

Esta tesis esta dividida er cuatro capítulos;
En el capÍtulo 1, se presenta algunas nociones básicas sobre a,nillos in-

volutivos y se obtiene el priüer resultado de la tesis, en el cual se da una
caJacterización de las iuvoluciones en el anillo de polinomios truncados A-
sobre un cuerpo de base k, ñnito, de ca¡a¿teústica impar. Además, en este
mismo teorema, se establece la existencia de un solo tipo de isomorfÍa de
involuciones no t¡iviales en ,4,.. Por úJtimo, se obtiene el mismo resultado
en el anillo de series formales ,b[[e]].

En el capítulo 2, se presenta algunos resultados clásicos sobre su¡nas de
Gauss sobre cuerpos filritos- Ta¡nbién se da a]gunas nociones de , -módulos
cuadráticos no degenerados, entre ellas, la definición de suma de Gauss de

A^: klrll(,-) : {'t','r' ,u € k,-- - o}



un módulo cuadrático no degeuerado. En la sección 2.3, se calcula la suma
de Ganss S¿"q asociada al ¡nótlulo cuadrático no degenerado (A*,Q, B).

En el capitulo 3 se define el grupo ,9-L,(2,,4), donde,4 es un anillo uni-
ta¡io con una involucióu *. Se define también los generadores de Bruhat de

SL-(2, A). Aquí se da (en el Teorema 5) ura presentación de SL.(z, A*), via
los generadores de Bruhat y las relaciones universales entre ellos. También
se calcula, en el Teorema 6 parte 2, el orden de SL-(2, A-).

Finalmente, en el capítulo 4, se presenta algunas nociones de la teoría de

representaciones lineales de grupos, AquÍ se construye una representación 1i
neal (W, p) de SL"l2, A",) asociada a.l ,4--módulo cuadrático no degenerado
(A^,Q, B), que llamamos rep¡esentación de Weil generalizad,a de S L.(2, A).
Ademas se estudia el grupo ortogonal O(Q) a^sociado a (,4-, Q, B) deiermi
nándose su estructura en ciertos casos. Este grupo actua en el espacio \M de

la representación de Weil, conmutando r:on la acción de p. Tal accion de O(Q)
penrrite en la sección 4.4 obtener una descornposición cle la represeutación
(w, p) de SL-(2, A*).

l0



Capítulo 1

Anillos involutivos

1 .1 . Anillos Involutivc¡s

Definición 1, IJna inuolución * . a + a* err ut¿ o,r¡,i,ll,o A c,s un anti.-
autom,ort'ismo tle ord,en d,os d,el anillo A- es dectr, r,n, autontorf.smo clel gru¡to
atteliano A tal qte

(ab)- : 6'"-,
+2-*o* : ll¡.

Diremos que una involución * es rro trivial en,.1, si x ¡ro es el autornorfisrno
idt'ntidad en A. Además. en ocasiones denotareruos (,4. +) ai alillo ;1 dotado
de una invc¡lución *.

Ejernplo L, Consideretnos el anillo A de matrices de orden n por n sobre
el cuerpo k, g la inuoluc.ión dad,a por

a* : art, donde at es la traspuesta d,e o,.

Entonces (A,*) es un anillo ur¿itario inuolutiuo.

Ejemplo 2. Sea lc un cuerpo y G un grupo f.nito. Consúleremos h[Gl cl
tílgc.bro, d.e grupo de G sobre k. Si deJittirnos * : k[G] , klG) mertío.nte

/ \'
f 5-o I r
tu c9 I L"rg ''
\ gCG / gc

Sc tiene que (elc], x) cs u,n anillo inuolutit¡o.

11



Definición 2. Sean (A¡,*i¡ E (Az,*z) dos anillos .tnuolutiuos. Diremos que
(l11. *1) es ,isomort'o a (A2. *2) (u escribim,os (Ar , *t ) o (A2. *2)) si etiste. u,tt

isomorf,smo d,e- an?,Llos 9 : A1 -- A2 lal que el siquiente tliaqrama

A, --!- Az

.,11,".tJ

es conrnutatxao. 
A1 f ' A2

Proposición 7. Sea k u,n cuer?o Jinito rle co,ractenslir:a p, m = p, y C,,
el grupo cíe.lico de otden m. Entonces klC,-) dotad.o de la znrolución *1
(k-automorfismo de álgebra) g'- g-t es isomorfo aA,": klrllb,) dotado
de la int¡ohLción *2 (k - automorf,srno dc dlgebra) tlo,tlo y,or r, , ¡\.
Demostración. Denoternos por. 9 un gencrittlor dtl grupo C-. Si

e : klC,,,l - A^
n¿-1 ñ 7

fa.e' - f,,,rl Í.1.
t:0 i.=O

i, A* -. aJ('",I
m-l ml

f o,.,' - f o,rl st.
i-D í:O

Eutoncc¡ 9 y p sol A-homorfismos de álgebras. En efecto, de Ia tl:finición
cs claro que 9 y f son t-lincales. Vearnos que rp y p rcspetan el prodrrcto.
Basta verificar que p y F respetan las rclaciorres sobre los generadores de
estas álgebras,

Como g- : 1, entonces ek)- - (l - r) - 1-

Cor¡ro z- :0, entonces g(r)',.: (t _ 9)- _ 0
AsÍ, 9 y rp so¡r fr-homorñsmos de &-álgcbras. Además, se tiene que

óoo : Irl¡
9ofr : 1d¡16-1 .

Por Írltimo se comprueba directamente que

,Qo*2o9b):s*l
De aqrú la proposición.

I
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1.2. Caracterización de Ias involuciones en A*: k[r]lQ*)
Sean k : Fq : lFr. cl crrerpo furito de q : pn elemeltos, p primo rnrpar

y rn ur natural cualquiera. Sea

tñ 1 \
A- klrlll'|") - I I ",..' 0, € rr.J"'' - r)1 .

( i:o .)

El lo que sigue, denotaremos simpleurente por r a t. asi el anillo l- se
prÉsPn{a conto

lñ 1 \
A^ - kt"rl/ (.r^)1 { )- {/,r: : a, c k.r,^ = U i.r.= )

La^s involucioncs que consideramos en 1,, satisfacen

a* : o, para todo a € k.

Nolemos que como 1a k-álgebra ,4,,. esl,á generada por Í, se tiene que
todo endornorfisrro + de la A-álgebra 1,, estÍt detelminada por la imagen
c¡ue a"signa a r. Un ejemplo tle.ula invohrción no trivial en á,, está dada
por i

+'. r *--¡ :I:t : -[-
El siguiente teore[ra. c]r 1, da una caracterización de la.s involuciones en,4,..
En 2, se demuestra la cxisterrcia de urr solo tipo dc isomo¡fÍa de involuciones
rro trivialc's en -4,,..

Teo¡ema l- 1. Seai una i,nt¡olu¡:i.ón n.o tr.¿1tial en, A^. Entonces

:_I

1 + r,q{r)
(1 1)

(1 2)

donde q(r) € A,n satisJace u2q(t) : *o (r+*d y rec,íprocamente,

es d.ecir, d,ad.o q(u) e A* tal que *q(r): "', (,=;ia) s definiendo
l: A,n ---+ A^ med,i,ante (1.1) y (1,.2), se ti,ene que * es una inlolución
en Am.

m-l \; m I
5- o.,'I : \- ,.,;'l¿-'
i=0 ,/ t t)

13



2. Toda inlolución no trúial d,e A* es ásomorJa a la inuolución * deter-
minad.a por

*:frs+Í*=*Í.

Dernostración.

1. Sea i una involución en ,4-. Escribanros

,¿-l
a'1 : I a;xi .

Como í2 : Id, se tiene que ol : 1. Luego a1 - 1 o bien al : -1.

a) Si a1 = 1, entonces oi:0, para todo i:2,3,...,rn-1. En
efecto, procedamos por inducción sobre ¿. Paxa i : 2.

(r')' - * implica 2a2 : o, asÍ cz : o.

Supongamos ahora que aj : 0 par¿ j :7,...,i. Entonces

(ru)o:r+ Za¡¡tri+r + i¿+t(r).

donde l¡2(r) e r¡¡24n, agrupa los térmirros de grado mayor o
igual a i * 2 eo la oxpansión .le (z¡)t. Por lo tanto (r')o : ,
imPlica a¡11 : 0. De aquí ; = Idr-.

ó) Si o1 : -1, entonces

ml
,1 : -x + L o¡ri

i:2
: -1 + x:zh(T),

donde h(o) : l[,1 a;ri 2. Como 1 - rh(x) es invertible, pode-
mos tomar q(r) e A^ tal que (1 - zh(c))(1 + zq(o)) : 1. pe.
lo tanto

_i -!t- 1 + zq(:c)'

Ahora, calcular:do i2, se tiene que

t4



(,-)-: t-l
\1+rq1z.)/

-rl
T¡71@

Se

_ I +,qO-
r +rr(r)- r.i ( r+i¡n,

Í
/ , \'1+ rq(¡) ,s (1fu]

AsÍ. (¡- i - .r irrr¡li, t r¿qlrt - ,', (-i,,)

Rer:íprocanente, si q(r) e ,4- satisface l¿ rclación anterior.
defirre i : A* - A^. r¡rcdiarrte (1.i) y (1.2), es decir.

i -f- 1 , ¡qlr ).
Se afirma que i cs una involución en A-. En cfecto

1+rq(r)--(cür)
Por hipótesis. q( ¡ r sarisfa, o lqlr t - lq( ,. t'¡). tungo

r : t + iq(r) r2q(7 + x(t(r)). Reescribiendo la igualda<i ante.
rior, se tiele Í

t+rq(r)-*(r-;áO)
De aquÍ se obtiene (1).

Sea i una i¡rvolución no trivial en ,4-. Esr:¡ibamos ri : t + atrl + ht+t(r),
donde ñ711(r) e rt*r An,. Entonces, se afirma que:

' La prinr"ra potoncia / do ¡. ,l¡ ¡;, cs par

' Existe ,f : A* -+ A* automorfisrno, tal que

(,f 1.+o7) (r) :-r+ a¡.¡2zt+2 + h43(r)

donde ñ¿13(r) € :ct+3 A^.

15



En efecto, para demostrar la primera aánnación, supongamos que I rs
inrpar, se tiene que

(r')t . (rta¡t t lt¿,.ltt):

_= -¡,, oir., Fá1,,1r)

: -(-, + a¡i + h¡¡1@)) + a¡ (-r + a¡:rt +h¿11(;c))¿+h¿(z)i.

Si ñ?+1(r) agrupa, en el segundo sumado de la expresión zrntcrior, todos
1o polinomios de grado mayor o igual que ¿ + 1. entonces

(rt)o - r - a¡t] - h¿+r(¡) - o.¡rt + a¡ñ;q(r)+ ái.,,(2)

= r -2aLrt+ (a¡i¡ r.,(r) +hir-1(r) h¿*r(r)) .

Luegc, (zi). f z. pues 2a¡ l0 y (o¿i 7, ,1r; + hi+l(,i?) - 1,,,r(r))
pcrt(-'ricce a rl t 1 A- , lo cual e-s un¿ coli,radicción. Po¡ 1o t antt¡. I es

¡rar. Ahora. para dernost,rar zr st:gunda afirmación, considelenros los
siguientes isornorfisr¡ros (de k-álgebras) de A-. tlados por

f(r) : r_\xt

,f t(r) : x+lzt +t7.,¡(c), t¿+r(r) € xL+1A*

AsÍ. se tiene que

(/ ro; o f)tr¡ - (/ '.;) 0 -Tr)
_ ¡,(¡ ?.,,)
' f-'(-'- o¡tt+ h¡ t(¡) - ll (-t I o¡rt I ttl,tt¡¡¡t).

Si il+r(rr) agrupa, en el argrmento de / l, de la expresión anterior,
todos los polinomios de grado rna¡,or o igrral que I + 1, entonces

f /roioflt¡) f t( .r+"' ' \. 
,r' - t¡ -1(.t\ )

: -.f 1(,) +\f '{,)t +.f ,(ü*,(,))

= (.r,o" \ o¡l ot t 'l
, 2x ¿i'r(¿),) n i (, ' lr' -t,.trt)) -r J '(ri ,(,1).
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Si h¿-¡¡(z) agrupa. en la expresión anterior, todos los polinomios de
grado rnayor o igrral a I .l 1, entolces

("/' "; " f) (i - -r +ñ,+t(,).

I)e Ia priurera observación, se tiene que ñ¿ n, 1r¡ e rl+2á-, pues / 1 o

* o ./ es una invohrción. Por Io tanto

(/-'"*.¡) (") - , * a¡¡2xL i h¡¡2(r),

dorüe Á¿ r1(r) - !LL+2:rt + ñ¿..2(r). hrego pror:cdiendo inductivamente,
se obtiene, finalmente un automo¡fismo | : A- - A-, tal que

("i 'o;o/) (") : -,

De aquí, toda involución no trivial de ,,1,, es isomo¡fa a la involucií¡n
dada por:r - * -:r.

r
Caso del anillo de las series formales h[[z]]

Cabe señalar que el ¡esultado anterior también es rálido en el anillo dc se-

¡ies formales k[z]]. Para est¿blecer l¿r r'¿iidez de tal a,firmación, comencemos
estudiando los k-automo¡fismr:s en kllr]]. Sea 9(r) e h[[z]] y consideremos
la siguiente firnción

rp, : kl[z]l -frflz]l: f éerff)=Íos
Entonces rp, es un ,&-homomorfismo de k[e]]. Ci,n est:rs notaci<.rnes, se tiene
cl siguicntc

Lema 1. (/n k-homorfismo I de kllrll es un, k-isomorfismo si y sólo si eriste
una serie forrnal o(,r) e e,+[[r]1, sO) 4 r2kllrll to,l que 9 : s'n.

Demostración. Sea ,p un k-isomor'{ismo de A[[r]]. Se a g(t) : 9Q) y /1r) : !]o ú;r¡

)_7



1lna serie formal arbitra¡ia. AsÍ

/ú \
ptf)t.r) - ,(Iu,,')

: ia,e6¡u

: Ibos(")'

- pnU)(,).

Ader¡rás. como p cs un isomorfisrno de ,tllr]]. cxplicitando ('p o ,p)(r) - a ss
obtiene que s@) - p(") € ck[[:r]l y que 9(z) - pG) ( x2 klr)). R.ecíproca-
mcnte. sea 9(r) e z,tl[r]] y 9(z) I r'?A[[r]]. Escribamos

s(r) .-ioixi. (Lt + o.

Directanre¡rte dc la definición. se tiene quc 9le cs un AJromorfisrno de kl[x]].
Arlemá.s, escribicudo cn fo¡ma explícita 9r(fi) - pg(,f:) se r:oncluvr: qrrr:

h : f2. as tlcr:ir. 9, es inyr:cfiv¿r. Por ot,¡o lado se tielc qut:

r:xiste h(r) € kl[z]] tal que (.q o ñ)(r) : ¡ si y sí¡lo sr o1 10,

lrtr"s {If,s o;ri : n I 0} es, de hec}ro, un grupo bajo cornposición. Entonc:cs
teremos qirc (go h)(.r) - (ha g)(r.) = r. Luego psoLp^:9h o9g - Id. De
aquÍ el lema I

-{hora estarrros en condiciones de dcrnostrar el siguientc

Teorema 2- 1. Sc,a í u.no. in,uc¡lución no tripi.o,l, en kll.t:)). Entonces

g: 
1 + rs(")

§- - .-+i1,"¡'
i:0

f "'.' I

(1 3)

(1 4)

dontle, q(r) < kf{rll sattst'ace r2q(t) : r'q (1;ñr) y recíprocarncnte.,

eq detir. dado q(¿) r kl r)] tat qu, r¿qÍr) -- ,'q (, .;-) .g a"¡ri"n.
do i : kfiil) -+ kllrl) mediante (1.3) 9 (1.4), se tiene que i es una
inuolu,ción en hf[zll.
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2. Tod.a inuol'ución no triuial de kilz]] es isom,orfa a la inuolución * de'
terminada por

_T

7-:¿
Demostración.

1. Se procede como en I del Teorema 1.

2. A diferencia de la parte 2 del Teo¡ema 1, podernos aquÍ, establecer
explícitarnente un isomorfisrno entre ura involur:ión no trivi¿l i y la
ürvolucrión dada por x. Sea i una invohrción no trivial en k[[r]], cntonccl
por (1), t:xistc q(r) e k[[z]l tal que.

.¡: L_
1 + rq(r)

con q(z) satisfaciendo la ¡elación anterio¡. Defi¡amos el k-homomorfirno
p: kffr'l . Aflrll medianre prla,r"t = In,(p(rrr'. Jond"p(¡l - *i: ,
Del lema 1. tenerr¡os que lp es un k-autc¡m<¡¡fismo de eflr]]. Aclemás se

af,rma que rp satisface

/--7\
r (,, ,) - (r¡(¡))'

/ -¡ \ -9(1)e\1'-./ - 1-r(.)
2a

_ - r+¡16+r
12¡t - i+1t6ftx

En efecto

Por otra parte

/ 2t \i(p(¡))' - (z*,rt.l *,/

2+Íiq(r")+r'
- I +rq(Í)

2 , (' .;,r))s(, ;;(,,) , (, .á"))

2*:rq(r.)-:r

19
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Lo que demuestra el teorema-

¡

Observ"aciórr 1. Es xmportante. señalar que se podría haber tomad,o un punto
d,e aista d,i,ferente al aquí tratado. Etrylícitanr.ente, se podría haber demostrad<t
pri.rnero el teorema de clasif.caci.ón g tipo de isomorJía en el ani.llo d.e series

formales klfzl), de aquí haber obseruado qu,e toda inuolución * en, kflrl] proaee

una inuoluc.ión * en A* y que toda inuolución I en A^ puede ser eúendida
a una ánuolución * en kll:l)\, tal que el siguiente diagratno

r{[c]l --j-- r[[c]l

-l l.JJ

* ',A^
es conTnutatiuo. De aquí, entonces, haber obtenido el teorema 1. Si,n embargo,

este punto d,e uista no Jue considerad,o, pues el inf,erés e.staba cent¡ado en

estud.iar o.nillos inuolutiuos f,nitos. No obstante, tal pvnto de tista pued,e ser,

en un futuro prócimo, irwesti,gado en relaciiín a uer si los resultqd» en esta

tesis obtenitl,os, siqr,en siend,o uá.ltd,os al conside.rqr e-l anillo inaolutiu<t d,e las
series f or-malcs hllr]).
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CapÍtulo 2

Sumas de Gauss sobre
,A-módulos cuadráticos

2.1.. Sumas de Gauss sobre cuerpos finitos

Definición 3. Sea k un cuer?o f.nito de q : pn elementos, ú un card.cter
de k+ y (V,Q) un espacio cuailnítico de dimaxión finita sobre k. Se d.efine
la suma d.e Cau.ss S¡oq asociad,a a tb y a Q por

s+"q: E t!(e@\e a:.

Un resultado importante en la teoría de forma.s cua.dráticas sobre un
cuerpo finito ,t (ver, por ejemplo, [2]), es la existencia de, exacta.mente,
dos forrnas cuadráticas no degeneradas no isomorfas de rango dos sobre k, a
saber:

r En k2 se define la forma cuadrática (no degenerada)(r , A) * xy,lla-
mada usua.lmente forma cuadrática hiperbólica o isótropa, que anota-
remos) co¡r cierto abuso de notación, por (k2,rg).

. Sea K la única extensión cuadrática de & y iI es la no¡ma de la exten-
sión K sobre & llamada forma cuadrática anisótropa, que a¡otaremos
con cierto abuso de notación, por (K, .lÍ).

Con estas notaciones, se tiene el siguiente

Teorema 3. Seo k un cuer?o fni,to de camcterísti,cap inpar yl) vn confu:ter
no lrit¡ial de k* - Entonces



1. S¡.,0 : q.

2. S,¡,"t'i - -q.

Demostración. !'er [7], proposición 2, (.iri) r (ir).

Lema 2. Sea t! un cartícter no triuial de k+ V V,Q), (V'.Q') espac,ios

cuadráticr¡s de di,me.nstón finita, sobre k.

1. Si (V,Q) = (V',Q') erttonces S¡og: ,Sv"a,

2. Si {V,Q) es no degene.rado, se. tie.n,e que el'¡nódulo lSa,,ql de S¡"q es

tvti
3. Para cl espacio cuadrtítico k con la Jorma cuadrática,t é 12, se tien,.)

que

§¿*.,: - t(ú)S¿",z, port. tod,o t € k\.
tlotdc ct es el cardcter "signo" en k" , es decir,

a: ,kx _"+ [

¿ - ..,rr)-ll t'k')
[-1 rÉk'

Demostración. 1. Como (.V,Q):: (Vt,Qt) existe un isomorfisrno,p . V -V'
tal qrre

Q'(s(u)): Q(u), para todo u € V.

s+.q : I ¿(Q(,))
naY

: f 'l'fo't'rf')))
re I: » i,e'{,'))
ltcVt

_ S¡"e,_
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2. Sea B la forma bilineal asocia.da a la forma cuadrática Q sobre V, es

decir, la forma bilineal B tal que

B(r,y) : Q@ + a) - Q@) - Q(y), clondc r,y e V.

Calculemos lSp.g12.

ts*,o., : (Iuror,lt) tE,¿te(,»),€V uev: t »,/,(e@)-a@))
rev 1r€V

Si tu: z - ?,, entonces

ls*.el' - L *CqQ» l,t @t",,)).
z€V teY

Como la forma B es no degenerada, se tiene que para lodo z I 0;

» ú(a(0,,)) - o.
o€v

Por lo tanto

ls*"el' : »,/'?AA»»"t @@, "))zev t)ev

- I.¿t-qtollt!@(u,o))
!eV: lyl.

Así

ls,t"al : lvli .

3. Sea f e kx. Se distingue dos casos

o) Si f - l, c€ kx, entonces

S¡.t* : lt/{tu')
v€*: l+{t.ü')
9€[: »,tG,)
yrÉ

= S,¡o,2.



b) En el caso en qlre ¿ cs u[ no cuadrado, notemos que se tiene

.9¡,n.2 i 54,.r,: - 2 » {,(y) : 0.

9t |r

Por lo ta¡rto Sr.o¡,2 : - Sqro,,z - a(t),Sv,"¿,r. De aquÍ el teorema.

I

Observación 2. Se obtie.n.e, de la parTe ,9 del lema antcrior, que

s
n(.,) - 'j"" , poro todo t€ k'

.\uoJ2

En gcn,:rol, sl (V,Q) cs'tt-,tl espacio c¡tadrtitico'no t)egenerarlo sobrt: k,
t:r¡,tonces la aplicac'tón d,e k en C rloda por ¿ * +:': es el r.tractcr trruial o

el t:arúcter signo tle k. Para terirtcar csta afirm.ación se distin.que?L dos casos:

. Sz (If Q) es de rango pur, entonces Q = tQ. ,1sí. cLe la parte 1. del
lerrn anleriot-. se ti.ene que- Lo, a¡tLir:ar:ión es cl car¡icter tritñal en k.

. Ahoro,, sz (V, Q) es de ra'ngo impar. digamos 2n * 1, entonces

V : (U,O 0 (k. rz2),

tlurte (,Il.Q) cs lo, s'urno rle n espactos ctt,odró,ttcos tle mt,rt,qo 2 y Q¡ c.s

swrn¡. d'u't:r:lrt. ortoqonal . Así,(t.f .tQ),, (U,Q), po.m t ( kx . Lu.ego

Por lo tanto, cn este ca.so la aplicac'tón es el carácter signo en k

De oqui la at'írmaci.ón

Lema 3, Sea (V.Q) un espacio cuadrd"ti.co no degerterrudo de dimensión, n
sobt'e el cuerpo finito k. Entonces

c¿""i3 - ot-rr"ll



Demostración. Demostr¿remos el lem¿ nuevamente para el espa, io cua-
dráiico (k. rz2). De la parte 3 dcl lcrna antcrior. tclemos que

S¡",.2 - a(.r)9r",.

De donde
si",., - si"""

Po¡ lo ta¡rto. basta dcrroslrar la igualdad para el espacio cuadrático
(,h, 12). Así

.§',"" (r"1,'l.)()-uir'r)'7k ' ';1
: »Lú\'2)a{Y')

- "I'1,,,,' n,',
le,s)el2

Notemos <1tre (k2 . 12 + 92) es un plano cuadrálico no clegenerado, luego

(h2.12+a2)-(k'.r-y) o i-,ien (k2.12 +y'?) = (K.N).

. Si -1 cs u¡r cuad¡ado en k. entonces

(h2.12 + y21- (k2., t).

Así, de Ia parte 1 del leura 2 y el teorema 3, parte 1 , se tiene que

Sl*,,:S¡..y-0.
Po¡ lo tanto

s',!r! : r: ¿r(_r).
l,r I

. Por otro lado. si -1 no es un crradrado. entonces

(k2,12 + a2) ", (K,¡/).

Usa¡rdo la parte 1 del lema 2 y teorema 3, parte 2, se tiene que
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S,¡,".2 : S,¡.n = -q.
Por lo tanto,

qz
"v:i,:_1 _ al_ t).l,rt '-*\ '¡'l'

.. Ahora, dado (lz.Q) un espacio cuad¡ático no degenerado arbitrario, se
distingue dos casos;

1. Si (I4Q) es de rango 2n, entonces (l/,e) 
"" 

srrma de espacios cuadrá-
ticos de rango dos_ por lo tanto, usando partes 1 y 2 del teorema 3 se
tiene que S¡og : *.qn . ¡"i

sL.., : t: ar _1)2,.
lvl

2. Por otro lado, si (I/, O) es de ra.ngo 2n + 1. entonces

(v, e) _ (k, rr2) @ (U, e,),

donde (U. Q/) es un espacio cuadrático no degeneratlo de rango par.
AsÍ, .9'7,"q : S,¡onz ' .91,"4v. Por lo tanto

fits - sl,*u s?t'.e'

tvt - -m.-S?
_ 1pof,--e
: o(-1)
= (}(-l)2r¡+t

I
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2.2. A-módulos cuadráticos no degenerados

Definició¡r 4. Sea (A.*) ur¿ anillo inuoluti,uo y |l.l un A-m.órlttlo derecho.
Dirent os que lLI,Q, B) es un A n¿ódulo cuadrtitico si, Q : trI - A cs t'unción
y B : lI x ivl > A e-s una A-.fornra bi'-adi,tiuo, tol qu.e

Q(*") - at Q{rn)a'
B(m.n.) - QQn + n) Q(nr) Q(")

B(tna,n') : B(m,na-)
B(nt.n) - lt(n. m)"

B(rmt.n) - a* B(¡n.n),

para totlo m.n € NI y para todo a e A.

Definición 5. Di.remos que una A-Jorrna B es no de-qenerada s.t se cu,mple
que:

Si B(rn,n) :0 pa;ül tod'o m e Lf , cntonc¡s n - 0.

Definición 6. Di.renos que el A-rLridulo cu.adnítico es n,o degenerado. si lo,

,!.form.a B es no r1e-gerLernd.a.

Definición 7 . Sea (.M, Q. B) ur¡. A-mcidulo cu.adrd.ttco no degeneratlo. Se

define. e.l grupo otf.ogortal O(Q) , ctnno cl qntpo dc. l.os isonwrlisrrt.os A lir¡,eal,es

9:: M - M lak:s que

Q(.e@)) : e(.a), pura todr¡ a e A.

Definición 8. Sea (M.Q, B) un A-m.ódru.lo cuo,d,ritico no degencrad.o y sea

0 un caracter no frúial de A+ tal que 0(ab) - O(bu), paru totlo a,b e A. La
suma tle Gauss 50"e asocia.da a Q y 0 estrí dcJini.da por:

s6"q(a) : t á(4Q(r)) .

¡al\I

Notación \. Dn todo lo qr.e s'igu.e., anotamo$ Ss""e :1,.r O(aQ@)).

Lema 4. Sea (l\[,Q,B) un A-rnód'ulo cuatlrtítico no deqene,rado g sea 0 urt
caracter ¡Lo tri¡¡ial de Ar tal ,|ue 0(ab) :0(ba), para tod.o a,b € A. Entonccs

1. Sit € A irutertible, entonces

Sa"oQ : Ss"tot"Q,

paratodoaeA.
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2. Sit e A inuer-tible, entonces

Serl.g = Sror.-r q-

Demostración.

l. En efecto,

sootot*e : I epat-q6¡¡
m€M

- » o(at-e@)t)
nCM

: I e6q6')): ss"-q.
n,e M

2. En efecto,

so,te : L e(tq@)\
m<M

= | eltqlrt*¡¡
m¡e M

I e1u''q6:1t'¡
m,e M

: I o1t.-'q¡m'71

S .,ot -,e .

I
Deffnición 9. Un morfsmo entre dos A-mód.ulos cuadníticos no degenerados
(M1,Q1,B¡) A (Mz,Qz,Bz) es una funci.ón f : M1 -- M2 A-lineal tal que

Qt" f = Qt.

La clase de todos los ;4-módulos cuadráticos no degeuerados junto con
todos los morfismos entre ellos, forma una categoría- La siguiente proposición
se verifica de manera inmediata.

Proposición 2. Sean (Ay,+1) y (Az, +z) anillos inaolutiuos isotnorfos- En-
lonces la categorla d,e los A1-módulos cuad,ráticos no d,egenerad,os es isomorfa
a la categoría d,e los A2-truódulos cuad,ráticos no d,egenerad.os.

tr
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Co¡sideramos cn lo qrre sigue (,,4,,,. Q, B) el .4,, módulo cuarl¡ático n<r

clegenerado, donde Q : A- --,, A,,, está defiuldo mctliante

e(r(,)) : f- (¡)¿(r)

y la forma D : An x A., : A,,, dada por

B(t(r). s(r)) : f(r)-s(¡) l- ¿(¿)s(z)-.

Definición 10. Denote¡nos por Lr Ia aplicacién tle A- en k d.efirLi,cla pot-

/,'_t \
r' { f ,,¡,'} -,- ,.

\, o /
Lema 5. La fimción ft es k-lineal. Si r¿ as un nrim,et o impar. entc¡rtccs la
.función fi es inrarionle. por la intoluczón *, es decír.

tr(t(r:)-) : tr(f(o)) .

Demostración. La función tr es. claramente, k-lineal. Recordem<is que Ia
involuciór + cstá dacla por :i:+ - -r, luego si t(z) - li.ur a¡f e A*,
cl]tonces

rr(r(¡)'r =,. li,- r;'o...') -o,n-r - rr(i(r)).\- /
Por lo tanto. la Iurrción tr es i!\,?riante por la involución +.

T

Lema6. Sint es un núrtero irnpar, entances, la k-for-matr oB es una Jorma
btlin e&l simétrica no degenerada.

Demostración- De Ia defilit:ic-¡n de B y +, es claro que troB es biiineal
simótrica. para ver que es no degenerada, niltemos quc

,r'B('l(') s(c)) 

. lt.l,itiil.1u5'.],",,
Así, ba-sta demostrar qur-' la k-tornra. ñ : (f(r), s(.r)) '- tr(¿(r).s(¡)) es

ro degt-.ncrada- Sea pues l(u ) € ker(B). Esc¡ibamos
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t@)- -f a;rt.

Consideremos sr(c) : {-j , j : 1,2, . . ., rn. por lo tant6, tr(t-(z)s¡(r)):0
paxa todo j :1,2, -.., m. por otra parte

t. 
§r,,u,i(,)):., ,

.-. 1", :" obtiene que or r : 0, para todo j : 1,2,...,m. por lo tantot-\r) : O, asÍ f(r) : 0. De aquÍ, B es no degeneracla. Luego el lema. 
I

Del lema anterior, se deduce inmediatamente tl sigliente

Lema 7. Si m, es un número ,impar, entonces el A^_mótlulo cuad,rdtico
(A^,Q, B) es no degenerado.
tr

2.3. Cálculo de la Suma de Gauss

Recordernos que la involución * dada por u r-+ -r y tr (l!¡t a¡:to) : o* ,.
Sean rn un número impar, digamos m : 2s * 1, ry' u'n caiar:ter aditivo
no trivia.l de k y tb : tb o tr. A coutinuación calculam<x la surna de
Gauss §.¿"q asociada al , --módulo cuadrático no degenerado (o*,e,B)
Sea o : oo .F arr * .. . ! a^-;a*-r en á),. Entonces

tr(oo.) : a¡a1n-11.. + (-1)ja¡o--,- ¡ * .. .! a^-¡a¡
s1

: »2(-1)iaja^_t_¡+ ( t)"al
i:0

Luego

donde los o¡ y an-r j recorren todo ,k en la cada una de las sumas anteriores.
Por lo tanto, usa¡do el teorcma 3 se tiene que

sg"c : I g (tr(a-a)) : o' l,l'2 ("!).
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Así el valor la sur¡ra de Gauss ,9¿oq queda complettrmente determinada por

el valor de Ia sunra de G¿uss "lÁca I",.¡,1,'z(ol)
Lema 8. Para el q,nillo inuolutit¡o (4,n, *) se currryle

1. El ord,en d,el qru,po Al d,e las unid,o,dcs de A-. es (q - l)q'"-r.

2. El orden d,el conjunto AÍ,n d,e elementos sim.étricos bajo x es qllP

3. El orlen de Aln A1* es (q l)cl'il.
De¡nostración.

1. Sea /(z) : lfii airi € á-. Como DTjt,ori es nilpotente en A-,
se tiene que l(z) es unidad si y solo si a6 10. De aquí 1.

2. Sea f (x) :1fil a¡ri € A,n. Entonces

¡g7-:f¡¡to;*t'
Por lo tanto f (r) : f (")- si y sólo si oi : 0, para todo i impar con
0<i<m- 1. Así, setiene 2.

3. De 1 y 2 se tietre de inmediato que

lA;n A"^l: 1q - rlqtT)
T

Teorema 4. IJn elemento o : \iot a;ri es un cuadrad.o en A^ si y sólo
si a¡ es un cuadrado en k.

Demostración. Notemos que si o es un cuadrado en ,4-, entonces es inme-
diato que o¡ es un cuadrado en &. Recfprocamente, sea o : |,TÁl o;ri e A,n
tal que ao es un cuadrado en /c. Queremos cncortrar ó: t:-ig'bir', tal que
b2 : a. Para ello, notemos que el siguicnte sistema de ecuaciones en los D;

b3-"0
ó¡b1 *b1ó6 - a1

bobzt bút tb2b¡ : a,

:

áoó; * árü¿-r * . . . * á;-rór f ü¿ü¡ : a'

i

bob^ t+bú--z+...+ D--róo : an 1,

31



tiene solución, procediendo inductivamente. Así, considerandob: Iii¡1 ó,.¿,,
se tie¡re entonces <¡re. b2 - ct.- De aquí el teorema. I

Proposición 3. Itaqorrns ot:tuo,r cl, qntpo Al sobre (Al ñ As_) . m.edi,an.te

-ai x {Ai,,n Ai) , r1; n á;,
(t(z),s(r)) r-+ t(r)s(r)t(r)".

entorrce-s la acción txen.e elact.arrltnte dos órbi.tas.

Demostración. P¿¡¿r, cornorz¿¡r estudicmos la órbita Orb¡, (1).

Orbr"(1) : {a-o, " e A},}

{(f,', ,," ,') l'i',,' ) , o - i'o,,'c r-} qz r¡t\:í / \- / ;a ')
Sc afirma que

(t+l)
orh.4. (l {r" I nr.t'' .. o¡c¡A )'?. ar,-kf .

( ,.r )

Eu cfccto. dc (2.1) el término constante clt-- ¿*a cs un cuadrado (no nulo)
en h. Aclená.s, conto a*r¿ rs trn clqnento simétrico ctt A^. a'q no tiene tér-
minos dr: gratlo impar. luegcr

(t+))
Orhl. (l)e i",, , f o?,1¿' : one tA 12. ozi c k)

l ¡r )

Po¡ ol¡a parte, dado ¿ : ¿o t- Il?l n,r,r'' con o0 € (k')2, porlemos

encontrar b - ó, + tl=If ó2¿r2' (procediendo conlo en el Teorema .1) tal que
e.: b2 : b* . ó. así o € Orb_n, (1). Por lo tantcr

I t4+l )
Orb,,.rl)-{ro* I a2i-r21 . eo e tk')'?, a2; c k }.l.r )

Ahora, si d € É es un no cuadrado, cntonces d ( Olbr, (1). Se afirma que
las órbitas Orbr" (1) y Orb.a, (d) son las únicas órbita^s de esta acción. Debi-
do a que el anillo l- es cr¡nrluiativo. se tiene que Stab¡, (1) - Stab¡, (d).
Así las órbitas Orb.r,, (1) v Orb¡, (d) tienen la misma cardinalidad, es decir.



0rlro.rJ) = orbr.,{l), -(q;')r-
Por Io que

lorr.r, (r)l+ orb.r" (d)l - 1,,{; n.1;"1

Por lo tanto. l¿us Írnicas órbitas que drja esta accióri, son Orba" (1) y
Orb,," (d). De acluí la proposición. " I

Corolario l. EI ortlen tlel e.stabtlizador Stab..,,. {1) d" 7 e.s zqt4ir)

Demostración. De la demostración de la proposición 3 se tiene que

lorb,.(r)l: (?)r',,+,
Po¡ l<¡ tanto

lsrabl n, _p.loi,,,

- 2qi'+) .

I
Corola¡io 2. La función

o:,4) , I
, ,_ of,) - 

.--4",o

'!"Q
es el carácter signo de.l gntpo A1,,.

Demostración.

. Si I es un cuacl¡ado en,4), entonces ¿ pertencce a la ó¡bita Orbr" (1)

de Ia acción de,4) cn,4|n-4i., dada en la proposir:ióu 3. Así ofo. : 1,
para algún en o, € A§.. Luego, usando el lema 4, capítulo 2, se ticnc
que se tiene S¡"¿q - S¿""¡".q '- 5¿"g. Por lo tanto o(f) : l.

. Por otro lado, si f es u¡¡ no cuadrado, argumentando corrro antes, ¿

peñenece a la órbita Orbr" (d), con d € .t un nci cuadrado, así existe
a € Aá ial que afo" - d. Luego

S,p"¡q = S.¡""t".q: S*-¡.e - S.¡"at..q.



Dc la observación 2, se tiene que

5¡oat.t"e: Sy"r)

Por 1o tanto. rr(f) - 1.

t
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CapÍtulo 3

El grup o S L*(2, A), (A, *) anillo
involutivo unitario

3.1. Definición del grupo SL.(2,A).

Sea A un anillo ucitario provisto de una involución a * a* . Se define rrna
involución en M(2, A) (que denotaremos ? *+ 7-), mediante (T")¡¡ : (T¡;)" .

Sea M. (2, A) el conjunto de toflas las matrices 9 en tll(2 , A) tal q,,rc g* J gJ ' : \qIz,
con)ne Z (A) e 12 es la matriz identidad en M(2,A), J: (-0, á) e M(2,A)
y Z(A) es el cent¡o de,4. Notemos qr;.e M,(2, A) es cerrado bajo multiplica-
ción matricial.

Deffnición L\. SeaGL*(2, A) el conjunto d.e elementos inuerribles de M"(2, A).

Definición 72. En M-(2, A) se define det*(s) = adt -bc* , rara s : (" h) e M-(2, A).
Entonces det* 9 : ¡r.

Sea S L"(2, A) el conjunto de matrices g en M.12, A) tales que detc*(g) : 7.

En el siguiente 1ema, Z "(A)' denota eI coujunto de los elementos sim&
tricos invertibles del ¡nillo,4.

Lema 9. GL"(2,A) es un gruw bajo mútiplicoción matricial, det* es r¡z
epimorfismo de GL-(2, A) en Z"(A)x 3r ker(det-) : SL.(2,A).

Demostración. Ver [5], Lema 15, I
A continuación, da"mos algunos ejemplos de SL.(2, A) para ciertos anillos

involutivos.
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Ejemplo 3. Cc¡nsidere.m.os el siguiente anillo intolutito

A : M(n.,h)

tlontle at tlerLota la traspu,esta de r¡,. Enlonc,es

S L-(,2, A) : Sp(2n,k).

Ejemplo 4. Se.o. h cuerpct, n : 2rn. e I^ la rn atrtz id.entidad en 1\,[ (m, k). En
Lrtnces poienns ¡t¡nsitlr:ran' Io, .fornn altenmda B, sobre el eq)acto tlr: uectr¡r¡:s
¡:olutrnta kn. dada por

Bt¡..u._,,( _1,, 
,J 

),
Si. * rlenota La atljun.ta res[)ecto a B, entonces

s r.-(2. A) - o(c),

dontle

A - M(.n.k),

/ u u u /-\
. ,l t o r_ o \(.(¿,. ¿r) : r I U _t^ o 0 l,

\r- o o tt /
y O(C) el gntpo r1e- i.sometrías d.e la fonna bilineal sirnétri¡:a C .

Lema 1O. Sean (.47.*1) E (Az.*z) arúlk¡s lntolutit¡os ísoruorJos. Entonces

sL-t(2, A1) - SL-2Q, A2) .

Demostración. Por hipótesis, existe un isomo¡fismo de anillos g : (,41. x1) : (42. +2)

tal que g(ai') : g(at).,, para todo a1 €,41. Entonces, deñnirrros

Q : S¿-, (2. A1) - SL-2Q' A2)

/" ü\ _ /r(,r ,rrór \
\ . d / \. p(c) ,p(d) )

Se verifica directamente que @ es un isomorfisrno tle grupos. I



3.1.1. Generadores de Bruhat para SI-(2,.1)

Sea,4 u¡r anillo con ide¡rlitlad pror,isto de u¡ra involución *. Sean

lt t¡ \ /lbi / 0 t\ñri)_(o;.J u(b) (oi, ,-(..r 0,,

El conjunto de r¡atriccs h(t), t e A", u(b), b e A", w es llarnatlo el
coljunto de generadores de Bruhat para .SZ-(2,,4). Las matrices á(t), u.(ü)
y ur satisfacerr las sigrüentes relaciones "u¡riversales"

h(k)h(tz) : h(tttt)
u(b1)z(6r) : u(ü i bz)

h(t)u.{b) : u(.rbt.)h\t)

r¡2 : h(-- 1)

uth.(t.) - h(i' ')to

u(t)uu(t I)'ut(l) - r"¡( ,-1)

Seau

B - {(1 1) s¿.,r.¡r].l\{.r 'r,/ )

D : {h(t)€}3:t€A"}.
N: {u(á) e B:be A"}.

Se tiene que B. D. N son subgmpos de ,9I"(2,,4) y B : DN.

3.2. IJna presentación del gttlrpo SL-(21Ar,)

Para establece¡ que ios generadortx de Bruhat y sus relaciones determi-
nan una presentación del grupo seg¡uiremos los pasos quc son u-sarlos por
J. P:urtoja en {4]. Los siguicntes dcis lema-s establecen hechos que se curnplen
de manera inmediata en los anillos ,4,,,.

Lema 11. Sean a,c e A* tales que a o c son inuerlibles y a'c - c*a.
Entont:es clilste s e Ai, tal quc o * sr: € ,,1§. D

Le¡na 12. Sr. a,b e Ai sor¿ no inte¡'ftbles, erttonces eriste:r € A;ñ A:""

talquea r 1ub+t son stntétricos inucritbles. ll
Lema 13. El gru.pct S L,(2, A^) e.s generndo por e.l, tonjunto de generadores
de Br"uhat.



Demostración. Sea q : (2!) e St .p, e-). Si " 
: 0, entonces 9 :

h(a)u(a-t b). Si c es invertible, entonces 9 : h(-..-'),u(c. o)ruu(c-ld). por
ultimo, si c é A^U {0}, entonces a y c cumplen con las hipótesis del ler¡ra
11, asÍ sea s € l; tal que o + s¿ e .4). Luego te_nemos que

S : u(-s)h( a - sc)wu(-a* - c* s)uu((a + sc)-t(ó+sd))

r
Lema 14. Dn el gnqto SL"(2,A-) se cumple

1. Si h(t)u(a)uu(b)uu(c) : l, entonces t = -t, a: -c yb:0.

2. L no perlenece a BuB.

,9. Si h(t)u(a) - 1, entonces t:7 y a : O.

Demostración. Suponga.rros que /r(t)r(a)rur(ó)wu\c) : 1- por lo tanto
h(t)u(a)u: -u(-c)uu(-b), asi explicitando esta igualdad se tiene 1. por
ultimo, un cálculo directo muestra 2 y 3. I
Definición 13. Sea H el gt'upo abstraclo generado por los objetos h(t), u(b)
g w conteA',be A sujeto a las relacior¿es

h(t|)h(t2) : h(túz)
u(b1)u(b2) = u(h + t¡z)

h(t)u(b) : u(tbt-)h(t)
ttz: h(^t)

uh(t) = n(-')w
u(t)wu(t-t)uu(t) : wh(-t- t).

Obserr¡ación 3. En lo que sigue, usaremos los misms símbolos h(t). u(b) y w
pam denotar matrices en SL*(2,A*) o elementos en H, los cuales son para-
metrizados por elernentos en el anillo A,n. Al igual que en el grupo S L*(2, A),
d,enolemos por B el su.bg,rupo d,e H generad,o por los eletnentos h(t) y u(b),
conteA§,beA*.
Deffnición L4. Elw-largo de un eletnento g € H es el menor entero positáDo
j tal que 9 e (BuB)i, d,onde Bo : B. Aruilogamente, se d,efine el w-largo
de un elemento g e SL"(2, A^).
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Lema 15. En el grupo H, tod.o elemento tiene a ut-largo a lo mds 2.

Demostración, Sea g1g2t : $tt , paru g.i e BuB, i : 1,2,3 y ,, ¿' son
elernentos arbitrarios de 71. Usando las relaciones que definen a ¡f, esta
expresión es equivalente a uu(a)ut" : u(b)w, para algun t" e H- Para
demostrar esie le¡na, demostraremos que esta expresión es equivalette a una
que envuelve un l, menos.

Si o o bien á son invertibles, entonces, sin pérdida de generalida.d, supon-
garno.s que ¿ es irrvertible, Luego usarrdo la relación uu(t 1)wu(t\tuu(t-1) :
h(f) para ú : o se tie¡re quc a¡u(a)u - -u(-a-r)uh(a)u(-a-r). AsÍ tuu(b) :
wu(a)wtt' : -u(- a-r)wh(a)u(- a t)t" 

.

Por otra parte, si o y D son no invertibles, entonces usando el lema 11,
eiste n € A;,ñA^ i,al que a - r 1,b+r e AA. Luego multiplicando
uu.(a)wttt : u(b)ar por r.r(r), se tiene q:ue u(a)tou(a)wt" - u(b + rYl.'I}a,
bajaldo con la^s relacio¡res que definen a ¡1 se tiene

u(r)tou(a)tut¡' : u(utu(z)ut)u(a)utt'

- u ( - u ( - a - | 
) u h (x\ u ( - x- t 

)) u (a) ut t"
uu( - r-t )wh(x)u( - r- | + a)tut"

uxt(-r l)h(z; t)uu(-a-r + a)u:t"

uu(- Í- | 
) h(x;- 1 

)(u ( - (a - r- 1 

) 
- I 

) ui h(a - :D- 1 
)u( - (a - r- 

t 
)- 

1 
u.t) u.tt"

wu( x-1)h(r-t)u(-(o - a-r)-r)toh(a - r-l)u(-(a - Í-1) 1t" 
-

Luego

uu(b+a)w : ueÍ r)h@ 1¡"1-1" - z-r ¡-r ¡ uh(a- z-1)u(-(a - r-t)-t { .

Usando nuevamente uu(t-t)uu(t)uu(t-l) : h(t), para, : b +, tenemos
que uu(b + c)tu = -ü(-(b + r)-r )uh(b + z)u(-(b + o)-1). Por lo tanto la
ecuación original se ¡educe a

-u(- (b+n)-1)uh(ó+n)?( -(ü+n)-1) : u(-r-r)n@-1;"1-1o-r-11-1¡ uh(a*Í-1)u(-(a-r-r)-1t" .

Así la expresión equivalente euvuelve un u menos. Por úItimo, el resultado
sigue por inducción sobre el u.r-largo de los elementos en 11- I

Fina.lme¡te podemos establecer el siguiente
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Teorema 5. El con,junto dc generad,ores de Bru,hat

h,t) (;: ) ,ror (,r, t) ,-( ?¿)
Con t € A; y b e Ai,. ju,rtto cort las rL:laciones

h(tt)h(t2) : h(tttz)
u(b1'1u,(b2) : u(.bt +bz)

h(t)u(b) : u(tbt:)h(t)
u2 - l¿{ I)

uth(t) - ñ(t. ')zr

u(t)lrlu(f 1)u,'u(t) : .rñ(-l r)

deternttrn u,na prcsentociritt, f,ara S L*(,2. A,,,).

Demostración, Nol.cmos cle inrnediato r1ue. usilndo el lema 13. I¿ flnción
natrual g I H -, Sf,,{2.A) cs urr cpimorlismo. Por lo tanto. solo delrernos
tlemostrar que g es irve<:tira. Por le¡ua 15 todo elemento de Il es de una de
Ias siguienles formas; h(t)u(a), á(t)r(a)rrlu(ó). o bicri h(1)u(o)ur u(b)uu(c).
Ahora, rlel lema 14 sc tir:ne que p(S) : l. irrrplica 9 : 1. De aquí el teo¡er¡ra
I

3.2.1. El orderr de SL. (2. A,,,)

Teorema 6. Si S L-(.2, 4,,,) at:túo. en A,,, x A,, m.crlionte multiplicación a la
izquierula sobre M2, 1(A,,), entonces

1. La co,nl.inalitJorl lOrb5¡,-12,¡,,1 (ü) "" (c - f)c-1lo+l '(q+ t).

2. La card,inalid,ad. lSL.(2. A*)l es (q t)q"'+'?{'#l '?(c + r).

Demostración.

1. De la definición, se tiene que

orbs1,.i2,¡.,¡ (¿) : {(:) , (: }) . sL.(2,A)}

Luego, si (!) e Orb5¡,12,a-l (Á), a^si se tiene que a e.4) o bien c e
4). Entonces, definamos

o, : {(Z),(:}). sr,-(z,A).ae A},}

o, : {(?):Q!)e sL-(z,A),"lti"}
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Por lo tanto,
Orbsr.,(2,.c-) (á) : O, a Or.

Adcmás estos dos irlti¡¡ros coniu¡tos son disjrrrrtos, ¿rsí la cardiralirlarl
lorb5".1r,¡-; (,1)l es loll + lOrl. Pa.a calcul¿r¡ Iales c¿r¡rlin¿rlitlades.
notemos lo sigrúente:

. Sea (!) É 01. Como (!) es primera cohur¡ra de una rl¿rtLiz en
S L"(2, A,,,), se tiene que a'c - c* a. Luego ( 

"! 
). : q. es decir, Í

es simétrico en A-. AsÍ c : ue, L!, € ,,1|. Por Io tanto,

o, q {(¿) : a e A§, u e Af,,}.

Por otro iado, para todo o e á| v u € /;,. se tiene que
( ,i, ) € Orbsr,. (2.A-) ( 

r1 ). E¡ efec,ro.

/o 0 \
\ '" ": ' ) ' 

sL't2 4"'\

Io o\fr\ /"\
\u.,4 r/\o/ \,,o/

AsÍ
O, - {(¿) : a € Af;,,. u e A;,,}.

. Por irltimo, sea (!) e 02. Corlo (!) es primera colunr¡r¿. de una
matriz cn SL-(z,A",), se tiene que a*c - ¡:*a. Lrrego (e). : e,

es tlecir, f, es sirnétrico en A-. Así o - uc, donde u € ,4i A;.
Por lo talto

or s \(":) | ce Aái u € Ai¡ 4)
Por otra parte, para todo c e Aá y u € A:" - á). se afirma que

('1') e Orbs¡.12,¡,,,1 (1,).

En efccto

(": I ')"'.1^'-;

(: -i ') (á)- (:)
Así O2 : {(T) : c € Ai, u e A:^ - A§}.



De lo anterior, tenemos que

io,l - 
11 
rlot:na,t;.,+e'-ll

: (q 7) q'' t qÍ!!!;l
: (q - 1)q"'+t4+l-1'

orl : l{(",1):ceAi;.ue ei--fi}l
: (q l,)(l'" t qla?) r

: fu ,qn\+lE]Il 2'

Por lo tanto,

lorb5v'"12''1-1'*'' 
: l;1i!'lr+r ,+ (q_l)(t^+tz+) 2

(q t)q'"+fa+l :¿1r,.. 1¡.

'2. Notemos quc

ls r'-Q, A^)l: lorbs¡..ir,.1-¡ (¿)l lstabsl,(r,A-) (á)1.

AsÍ, err yirtud rie 1, basla s¿¡be¡ la car¡linalidad dr:l estabilizado¡
Stabs¡" 12,¡-1 (l ).

s'iabsl'(2'A-) 

"' - 1[; i] zii.'"?': i"' Iiil'il'i ""
: {(:*) e sL.(2,A), o:1, "-o}
- {(¿t) :t,€Ai,}.

Por lo tanto,

I 
s L. (2. A ^)t 

= 

":, 

:r,::,::#." ::r;.rrri*,
Así, la demostración está completa.
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Capítulo 4

Representación de Weil de
s L*(2, A*)

4.1. Preliminares
Represcntaciones lineales de grupos

Definición L5. Sea G n gtury)o. Dirt:mos que r:l par (V. p) es ,u.no. repre-
sentación. lzneal (.comple.ja) ¡le G siV es rm espacio t:ector'íal cornplejo y p
es un hom.orn.or-t'istno tle G c-rt r:l gnt4ta de au.tom,orfism,os lineales Attt¡(V).
Denotc.mo.s por p(o): po la,tnngen de g merliante p.

En ocasioncs. cl par (11p) será denotado sólo por p o sólo por V. Ademas
direrros que la replesentación ( llp) tiene dimensión 6nita n o es de glado
r¿. si la dirnensión del espacio I'ecto¡ial V es z.

Ejemplo 5- Un e,jc.mplo importa'nte de representaciones li,neales de un grupo

finito G se t'iene cuondo G oct.úa a la izquierda sr¡bre un conlunto f,rúto
X por (g.r) ,- ,t '¡ (r € x,g e G). Entonces se puede construir urra
rcprescnla.ión (V.r) d.e G. def.niendo I/ : C-x(eI e,s¡tacio rle fu.n.clones de

X en C) u rlefin.iend.o La acción r m.ediante

"b)u)@): f (!t tL)

La reprr:se,ntatión. l.tueul (V,r) tle G se lLama rcpresentaci.ón nat,ural ¡le
G asoc'iuda a la acc:iórt de G sol¡te X.
Definición 16. Sea (V, p) una repre,sentación li,n eal d,e G. Se dice que (V, p)
e.s t.rto. reltresentactón retluczhle si eriste urt sultespttt:io W de V, no n.t.fo y
d,isti,nto d.e- V , tal que

p(g)(W) c W, para tod.o s É G.
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En tal caso, el par (W, p*), donde p,' está definido por p.(g) : pslw
para todo g € G, es, en sÍ misma, una representación de G, denominada
subrepresentación de (V, p). Por otra parte, se dice que el par (I/, p) es rrna
representación irreducible si (Iz, p) es no reducible-

Definición L7. Sean (V, p) y (U,n) d,os req.resentaciones d.e G. Una función
lineal f de V en U es un operador de entrelazamiento (o un G -homornorfiano)
entre p y r si para todo g, el siguiente d.iagrama

es conmutatiro.
El e-spacio de todos los oparad,orcs tle cntrclazamientos entre p u r ser'á

d.enotad,o por HomG(p, 7r).

Definición 18. Un carócter (linea\ tl.t deL gt-upo G es una re.presentación
lineal d,e G d.e dimetuión 1. Diremos que el caracter r! es triuial en G si
,!rb) = t, para todo g L C.

Teorema 7 (Teorema de Maschke). Sea klGl el álgebra d.e gru,po de un
grupo f,náto G sobre'un cuerpo k, enlonces ltlGl es semisimple si g sólo si,
la característica de k nr¡ ¡litñd.e. o,l orde.n lGl del qru,po G .

Demostración. Ver, por ejemplo, [1], proposición 5.8, capítulo 9.

Deñnición t9. Diremos que (V, p) es isomorfa a {U,r) (y anotaremos
(V,p)- (U,zr)) si eriste un operador de entrelazarliento bigectiao entre p
g 1t.

Lema L6 (Lema de Schur). ,Sean (V, p) y (U,r) d.os rcpresentaciones
lineales d.e G y I un operador de entrelazamiento entre p y r- Entonces

1. Si (V, p) I (U,r), entonces f = O.

2. Si V = U y p: r, se tiene que I es una homotecáa.

Demostración. Vcr, por ejemplo, [6], proposición 4, capítulo 2.

v -L--- U

"J J",
V ¡,U
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4.2. Definición de la Representación de Weil de S L*(2, A,,,)

Clomo antes. A : lFs el cuerpo [iuiio cle t1 :11n rlcrnentos, p primo irnpar,
rn tm lútncto itnpat,

,,,,- {i o,r; .a,€k .. - uJ .' 1"'"' )

con la ürvolución x tlarl¿:r po¡:D i + r y la t,r¿rz¿:r, tr: A,n en k dada por

/¡¡,_t \
rr | 5- ,,r'l ,,, ,

\:,, /
Recordemos que si ql un caracier nc.' t¡ivial de h'i, ¡! : ú o tr y ,9¿.q

de¡¡ota la suma cle Gauss asociada a Q, calculada en Ia ser:ción 2.3 "ntorrr.s
Ia ltrnciórr

a:A§ - {
S,ne

t É .l(f):;
s{"q

es el carácte¡ signo del Brxpo ,,1;. cc¡rolario 2 del capítulo 2. Con est;rs

notaciones, se tiene ei siguiente

Teorema 8- Se¿ W - If , A-, - C/l funci.órrj, hago,mos o.ctuar los gerte-

rad,ores d,e, Bruhat d,e, S l-.(2, A,,,) en W m,edtante

. p(h(t))(f)(a) - a(t) f (at)

. p(?(b))(/)(o) : tt (ttQ@)) f (a)

. pfu\l[\ta) +t-]l f u1.B¡a.c)¡f¡,5n,.q.1¿:
a€ 4,"

Ento'nces se puede ertenr)et'p a todo SL,(2,A.,), obteniendo que (W.p)
es una represerLtación li.n eal de S l,-(2, A^).Llamarcntos nl par (W.p), resi

construida, ret'esentaciórt tle Weil gen,et'alizo.d,a de S L.(2, A^).

Demostración. En uirtud del teot'ema 5. po,ra rlemostrar que p esttí b'ien

rlefinido, basta ueríJicar qrte p satisJace las ra.lar:ior¡,a.s
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p (h(t)) a p (h(t2)) : p (h(tttz)) (1 1)

p (u(b1)) o p(u(b2)) : p(u(br + bz)) (,1 2)

p (h(¿)) o p (?¿(b)) - p(u(rór.))op(r¡(f)) (1.3)

P(w)o P(.u'¡ - P(l¿(-1)) (4 1)

p {u) " p (.h(t)) - p(h(t' '1.¡ " p (1l') (4 5)

p (u(t)) o p(ut). p ("(¿ ')) o pQ:) o p (u(t)) - p("i) o p (n¡-t ')) (.t.0)

. Con un. r:rilc:ulct tlirer:to, se. d.em.uest.ro,n. lqs relacic¡nes (1.1), (4.2) y
(4 3)

. Pa.ra la rel.oci.ón (4.4). se tiene

(p(ur) o p(u)) (/) ('' 
- s,",''$"JiI,], r,r,',,r,,,' 

be .A.,

.,' | | i,{B¡o.á))t'14¡ó.,1)/1r;
:-= bc 4-.e 1-.

- "+ f | 11a1,+c.¿,))/(c).
L"v he 4., ce A-

Conto ú es tn cartícter no tr-iui.al dc k+ y B t:s uno, Arn-form.a no
d.eqenenuh, se ti.ene t¡t.e-

I ./(r(,, ¿)) : o,

para t.odct r f 0. Lue.lo

(r(¿,)o/¡{/¡''Ir(/)(,¡ - "Í'.orl .I,,,,'r," 
{ r.ó))/(r¡

- 4; "» 
Ík) 

'» 't'\B(a + c'b))

,"¡!r-')i_ür(B(o á))/{-o)

1{r 71_ n,¡ .
s¿." e



Corno m es itnpo.r, usando el l,no !. sc licne quc #l : a1 t). Así,. .¡ aC¿

{p(rt),' p(u:))(f)(Lr) : o(-t)/(-r¿)
: p(h(-1))/(o).

Po¡'lo tanto p satisface la relaciórt {4.4).

. Pq.ra la relactón (4.5), se tirne

(p(?o) o p(ñ(¿) ) ) (/"'' : s,,""''$'lll1,i. J,,r,n,,,,,r,,,

'l r )o(¡) r'- d.,tBlo..b\\tltht\\.¡oq,
' beA",

_ t^!, rlell | 4.,1¡l1a,ó,r 
,))U)(¡r,)

L, r'
bteAn

''r.,r)"1/) t t. 1B1nt'' -b'nl.{t1bt¡.)r"a
b] e ,4^

Dcl lenn 3, parie 2 se tiene que S.¡,tq - Sr"- 'q. A-sí a(t) - o (t. ').t 
""go.

(p(at)o p(h(t)))ff)(¿) : a(-1)11(f--') t ú(B(at.',d))(f(b'))
bt€A-.

: (p(¡L(t"'¡; "pir¡¡1¡;1o;.

Por lo tanto, p satisface La relación (4.it).

. l,o t eütción. (4.6) es aqu.iuo,l.c.n.l.e o, Lo, s'igti,e.nte rel.o,<:ión,

p (r:) " p (u(t)) o p (]¿.t) - p (h(-t'- I 
)) o p (u(-t)) o p (ut) o p(u(-t t )). (4.7)

Por lo tanlo, esta úllirnn i.¡t'rLaldo.tl es la clue oantos a uerific:ar. Por un.a



parte

(p(to) op(u(t))op(t,))(/)(a) : ++ I u(Fi, a))r,ft)op(,,'))(/)(b)
be 4,,,

':' ) t¡t B(o.bt),, 'tQth)tp\u )\l)\b)r!,a z)

jf^ » ¡.( n(o.á,)rr¿?(ó)r t ((R(ó.r))/lr)
'"a á-.L .. 4n,

: 
": f ! ''rat" 

a) + ¿Q(á) + B(b'c))JQ)
!" ¡r 1,,, r-t,,,

Sea b: t-1it, entonces

B(a'b) +tQ(b) + R(L'c') 

- :,:|ir}l,i:;iry[:",]

Lue,go,

{p((¿)lop{/)opl ar)1r/tlo) - ,.r I I :,, tB'o -,'-'b¡ + qrbt17,, r

..o,ñ. ¿5..

.li, I .I ."'r ItQ'o - ' 'Lt Qr', -'t))ltrl
- .r 5n ¿(¡a

: {;..L,a' t rigra+.)))/(c) t,E(¿ 119¡"+"+o¡1¡'

Notemos que ¡taru todo c € A* se tiene que

Sg.r'q - !',i,{t'{Q{n+,,+6)))-
b€ A^

Por lo tanto

(p(w)op{t¡op(rLt))(J)@): +! I p( r 'Ql,o+"S¡¡1"1.'1. a 
, e;,,

Ahora bi.cn, pot- otra par7e.
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p(h( 11-t)) o p(11( t)) o plr.) o p(u( ¿ 1))(.f)(o) -

'(¿ ')q,¡r'qG)) L,l,@eot r,a)),1( ¿ re(b)),r(ü)

b€4,_
,,1r 111,1 r 'Ql"lt -- ,, .-' 

» d( .t'ttBto.h\ - Qtb)\'J(ht
beA.,

_ .(¡')t(,!'aG)) I gl_, tqq6+a¡ e(")))/(¿)
b( A-

_ o(i ,) I Ul_, teb+b).)f(b)
,.r"o 

uan^

Luego se satisface le, rclaciór¿ (4.7) si se ar"mple

Si.¿ ,q , a(r r)

,.r; s".u

para todo t € A;a tli,. Se afírnru que sc. ti.e.ne tal igualdad, en cfecto,
pue,s

, Sit e A; a1 Al, es un cu,ad,rodo. ento'nces dc la tlem,ostracirht de la
pro?os'ici.ón 3, capítr,lo 2, f € Orbt"(1). Luego. t-t € Orbr, (1), así

Sr.t-,q St"q 
"(¿ 

1)

{;--s¡- s,.o

. Si. t € Aá.a A;,, e.s tn no cladrad,o, etrtonces de Ia rlemostraci,ón de
la proposiciórl 3, capítulo 2. f € Orb,. (d) (l en k un no at,adrad.o).

Luegr,. I | É Orh,l . (dr. 0..)

sr.¿ ,a _ &s * q(l ,)
s'y" n - s24"q - sx"a

Por lc¡ tanto. (W,p) es ?1n..¡, representación l.ineal del grupo SL.(2,A",).

: "(")+;"ok)) L +*(s(-ot ,,t))(p(.,(-t ,)))(/)(b)
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4.3. Estructura del grupo ortogonal O(Q)

Lema 1?. El gnrpo orlogonal del A*-rtódulo cuadrático no degenerado (A^, Q, B)
(definido en el capítulo 2) es isomorJo al oupo ll* - lb € A*/b'b:1\.

Demostración. Seanlyf du.do" po.

T : o(Q) '- u.,
e á tr@): eO)

f , tln '- O(Q)
u n 7,,: 4""---: /*

a ,- T"(a) : uo,

Se verifica directamente que ? y f son homorfismos de grupos tales que

Tof _ l<lu_

i "T : Ido@\

De aquí el lema. I

Lema 18. En A§ ezisten, eractamente, dos ele-mentos cuyo cuadrado es 1-

Demostración. Sea¿: ao +at:L+' I o',n-tt'" l enA§talqueo2:1.
Entonces a$ : -t, a^si o6 : 1 o a6 : -1. Ahor¿ si o posee una pt>

tencia positiva de r, sea i el menor entero positivo tal que oi I 0, es

decir, a: ao + airi + . - - I a^*1r*-1. Entonces a2 I 0, pues la potencia

ri aparece en a2. Así, a2 no posee potencias positivas de r, por lo tanto
a :7 o a: -1. De aquí el lema. I

El conocer la estructura del grupo ortogonal O(Q) permite saber la es-

tructura de su grupo de caracteres, lo cual permite entrelazar la representa-

ción Iineal (\N,p), es decir, nota.r queel grupo O(Q) acfla en el espacio de

representación \& conmutando con la acción de p. Tal hecho permite obte'
ner ura descomposición de (\&, p) a partir de representaciones de O(Q). La
estructura del grupo O(Q) = U, esta dada en el sigüente

Teorema 9. Sea k: Fq : IFp., p prirno impar. Entonces

Up:Czx Cox "xCo
\-u

t-teres
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Demost¡ación. Sabernos qtc U, - Stabr, (1). Así, dcl corolario 3

l'l' : ZP* '

Cotno Uu es un grupo abcli¿u¡r¡. sc ticnc un¿I primetra descomposicióo

uP.('2'P.
rlonde P es el p -srrbgrupo de Sylow Sylr,(U) Aho¡a. dado ¿ € Ur,. entonces
¿o: 1o bien r¿o: 1. Entolccs ¿" - t1. Así u,2p :1. Por lo ta¡to ¿p:1,
para todo a € P. Así,

p-Cpx-.-xCp.
---E--."""

Luego
UP - Czx Crx"'xC,

+ **"
Dc' aquí el teorema. t

Observación 4. Sryu,innio lo demc¡stración d,el teorema anterior, se puede

rlemost.rar, en qeneral, que t,2"' : 1, po,ra tod,o a e l,l-. Además se cotnpru,eba
dtrcctamcnte. qtLc 7 I r e Um u que su ctrtlert cs prccisamente 2m,. Así,
porl.cmo,s d,eci,r qu,e. el. qrrtpo U^ as de etponerlte 2m.

4.4. Descomposición de la Representación de Weil
según U(Q) - U*

Proposición 4. llagnmos actuo,r U* en W ¡netliante

r(o)(/)(a) : f(ba), b € ¿.1-, /€w.
Entc¡nce.s (W, r) e.s u.ne, representoción li,neal de U*. Ademds, la acc,itin

a Un, crtnmu,ta con La occión d,e p.

Demostración. Es suficiente demostrar que la acción de n conmuta corr
p.., pues de un t:hlculo directo e tiene que 7r conrruta con p/i(¿) v con p¿(s).

(p,,, o 16)(l)(a) : p-(¡r¡(f))(a)

= \,1,{o(o, "))("¿(/))(4
: »t(B(,1,c))/(ó4

c€A
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(p,,orb)U)@) : » ¿.(B(a,ó ,¿))f (",)
deA

- | ,i{elo,o. 
",)) 

f{,,)
c,e A

: l,t{nft",",))f (,,)
c€A

: (zr¿ o p,,)(/)(o) .

t
De esta proposición se obtiene directamente el siguiente

Corolario 3. Sea a url car act.;r' de.l gru,po U,,. Se r|.efine

W" - {/ € \¡V//(óo) : o(b),f (o), para tod,o b €U,n. para todo a € A} .

Entonces óV.. plw") es una .s'ultreytresentur:irín dc lW. p).

Demostración. Scan / € Iú^y g € SL.(2.4). Enionces ur(ó)(/): o(ü)/.
Cr.»no la proposición 4 establece qrre ltL ar:ción de U., conmuta con la ¿rcr:ión

de p, asÍ

PoU)('u") - ""b!rff))(a)
= psbJ.f))(")
: pn(a(u) f)(a)

--,r(z)(p,(/))(a).
Por lo tanto, (W",p]w") es urra subrepresertación de (W,p).

I

El co¡ola¡io anterior permite la siguieute

Proposición 6. Se tiene la sieuiente clescomposiciótt de la. r'e.presentacirin
dc, Wtil

(w,p) : @ (w",plw").
ú€U,,,

Así se obtiene una primera descomposiciín de la representación d.e WeiL

flry, p) ,a partir rle ésta, se puede esttttliar una futtra d,e.scompos'ición de la
re,prese.ntación de Wei.l (W. p) en un subrepresentaciones irreducibles.
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