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CAPITULO I: INTRODUCCION

r) INTRODUCCTON.

Es un hecho experimenta.l que las propiedades fisico-químicas en general, y la

reactiüdad química en particular, se ven alteradas cuando una sustancia en estado gaseoso

es transferida a una fase condensada. Este cambio es denominado Efecto Solvente @S)

cuando se refiere a una fase liquida /1,21. Dicho fenómeno depende de la naturaleza

química del soluto y del solvente, además de pará,rnetros termodinámicos como

temperatura, presión y composición. Su importancia en una ampiia gama de procesos

tales como corrimientos espectrales, reacciones ácido-base, reacciones electroquimicas,

equilibrios tautoméricos, equiiibrios conformacionales, formación de complejos y de pares

iónicos, procesos de solubilización y precipitación, separaciones cromatográficas,

interacciones droga-receptor, fenómenos de catálisis, etc., está ampliamente demostrada.

Estos ejemplos muestran la necesidad de poder contar con nuevas metodologías teóricas

que permitan comprender la naturaleza del ES y predecir la cinética y cuadros

termodinámicos de la manera mas completa posible. Con esta ñnalidad se han desarrollado

esquemas termodinámico-estadísticos /2,3/, cuánticos /1,2/ y clásicos 14,61. La presente

Tesis se centrará en estos dos últimos.

A nivel cuántico, el ES puede ser modelado de tres formas

diferentes.

1) Empleando los denominados Modelos de Continuo (MC) clásicos, fundamentados en la

electrostática y termodinámica clás\cas 14-6/. Estos consideran al soluto como una carga,

un dipolo o un conjunto de multipolos (con o sin capacidad de polarización), inserto en

una cavidad vacía. El soluto interactua electrostáticamente con el solvente, el cual es

modelado como un medio dieléctrico polarizable, caracterizado por una o más constantes

dieléctricas (también denominada Permitividad Dieléctrica Relariva, ver Apéndice I), lo
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que permite trabajar sin un conocimiento detallado de la estructura líquida. La distribución

de cargas del soluto polariza al solvente e[ cual, a su vez, retroactúa sobre el soluto por

medio del denominado Potencial de Reacción, (@¡), asociado al Campo Eléctrico de

Reacción (\ llamado de aqui en adelante Campo de Reacción. Ver dpéndice I). Es

posible hallar dicho potencial usando la Teoria del Campo de Reacción (TCR) /7/. Con

diferentes grados de justificación, (D¡¡ o una parte de él se incorpora al Hamiltoniano de

Fock obteniendose Io que se denomina un Hamiltoniano efectivo, y la correspondiente

ecuación de Sckódinger es resuelta iterativamente mediante el procedimiento del Campo

Autoconsistente de Hartree-Fock (CAC-IIF). Estrictamente hablando, dichos

procedimientos son semiclásicos, ya que el soluto es tratado de modo cuántico mientras

que el solvente lo es en forma clásica. Los MC permiten describir la contribución

electrostática inespecífica (AEeD, a la energía de solvatación (ver el Apéndice II para la

descomposición de [a energia de solvatación).

2) Haciendo uso de los llamados Modelos de Supermolécula (MSM) ll,8l, en los cuales el

medio es explícitamente representado por un número finito de moléculas de solvente. Este

sistema es calculado cuánticamente y permite evaluar contribuciones específicas del

medio (AF"'O, ver el Apéndice II para su definición).

3) Finalmente, existen los modelos mixtos que combina¡ los dos anteriores y que poseen

la ventaja de permitir la evaluación simultanea de aportes específicos e inespecificos

11,9,tol.

En lo que sigue, centraremos nuestra atención en los MC clásicos y semiclásicos ya

que ellos, entre otras características:

a) proporcionan energías de solvatación con buena precisión manteniendo la simplicidad

en su formulación matemática y aplicaciones numéricas /101

b) permiten la incorporación de efectos dependientes de la temperatura (T), a través de la

constante dieléarica (e, que depende de T) y de las derivadas de e(T) /1 1/,



c) a grandes distancias soluto-solvente, es posible reemplazar las sumas discretas de las

interacciones intermoleculares con el solvente por integrales continuas /12l,

d) permiten la evaluación de interacciones especificas combinandolos con el MSM

pudiendo ser aplicados a moléculas relativamente grandes donde aún pueda ser

despreciada la energía de cavitación (AFcav, ver el Apéndice II), cantidad que depende del

volumen y superficie molecular del soluto accesible al solvente, además de ias fuerzas

cohesivas de este último /13,14/.

El trabajo pionero en esta área fue presentado en el artículo clásico de Bom, el que

estudió la termodiná,mica de solvatación iínica l4l. Bom consideró una carga puntual

locaiizada en el centro de una cavidad esférica vacía inmersa en un medio dieléctrico

homogéneo polarizable, caracterizado por la permitiüdad dieléctrica macroscópica del

solvente. De ello se desprende inmediatamente que este modelo es aplicable sólo a

sistemas de cargas discretas con simetría esférica que no posean momento dipolar y cuyo

baricentro de cargas coincida con el centro de la esfera, como es el caso de iones

monoatómicos. La ecuación resultante de este tratamiento (Ecuación de Born, EB), ha

producido una sobrestimación sistemática de la energia libre de solvatación /15/.

En el estudio de la energética de solvatación de moléculas neutras o de iones

moleculares que posean multipolos, la EB puede ser perfeccionada a lo largo de tres

direcciones principales (podrian considerarse además otras correcciones como AE"u, o la

parametrización de Ios radios iónicos):

1) Es posible considerar las interacciones electrostáticas del medio dieléctrico con los

multipolos del soluto de orden superior. Dentro de esta línea se encuentra la teoría de

dipolos permanentes de Debye que originalmente fue desarrollada para gases /16/.

También podemos mencionar el modelo de Onsager, en el cual un solvente homogéneo

interactua con el soluto que posee un momento dipolar permanente, el cual puede ser

incrementado por R incorporando una polarizabilidad armónica isotrópica /5/. Este



modelo es aplicable a sustancias dipolares neutras polarizables y no considera la

participación de los Fenómenos Dieléctricos No Lineales (FDNL, ver el Apéndice I). Una

tercera aproximación es la de Kirkwood, quien consideró el caso de cargas eléctricas

discretas en una cavidad esférica empleando la expansión multipolar completa centrada en

la caüdad 16l. La EB corresponde aI término de orden cero de esta expansión, siendo el

término de mayor peso en el caso de iones moleculares. El segundo término es el Campo

de Reacción de Onsager, CRO, que permite considerar la solvatación de moléculas

dipolares neutras conociendo la magritud de su dipolo. Posteriormente, se estudió el caso

general de una distribución de cargas polarizable /17i. Basandose en estas aproximaciones

clásicas, ha sido posible derivar Hamiltonianos efectivos para diversos esquemas cuánticos

lt8-201.

2) Tomar en cuenta la geometría de la caüdad, dado que O¡q depende óe ella /'71.

Claramente, los modelos de caüdades esfericas se hallan restringidos a sistemas fisicos

con dicha simetría. Esto condujo al aná{isis de cavidades esferoidales 1271. Otros trabajos

han considerado la energía de interacción dipolar en este tipo de cavidades 17,22-26/,

generando expresiones para el Campo de Reacción de Onsager Modiñcado, CROM.

Ejemplos de tratamientos clásicos se hallan en las referencias 2l a26. Recientemente,

Harrison, Nolte y Beverid ge l25l y Rivail y Terryn /26/ denvaron expresiones generales

para el potencial de reacción y la energia libre de Helmholtz de una dist¡ibución arbitraria

de cargas discretas en cavidades esferoidales, insertas en un único dieléctrico continuo.

Destacamos estos trabajos ya que constituyen puntos de partida importantes de la presente

Tesis. Los desarrollos a nivel cuántico han considerado cavidades poliédicas 1271,

cavidades de forma arbitraria 128-301 o un conjunto de esferas intersectadas para

representar al soluto /11,31,32l.

3) El tercer reñnamiento considera la participación de la Saturación Dieléctrica y,

secundariamente, de la Electrostricción (ver el Apéndice I). Ambos efectos se agrupan
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bajo la denominación genérica de Fenómenos Dieléctricos No Lineales y ocurren debido a

que en las cercaní¿s de iones pequeños se generan campos eléctricos inhomogéneos cuya

intensidad es considerada del orden de 108-109 volts/cm /33,34/, mientras que para un

dipolo molecular tipico del orden de 2D, puede alcanzar valores cercanos a 107 volts/cm.

Dichos campos provocan un leve incremento en la densidad del solvente junto a una fuerte

polarización orientacional y electrónica (Apéndice I) en las cercanías del ióq 1o que se

manifiesta en cambios en la permitiüdad del medio, dependientes de la distancia. Su

importancia ¡adica en que las principales contribuciones a la energía libre de solvatación

electrostática proüenen de las esferas de hidratación intemas, donde son más

pronunciados dichos fenómenos /9,35,36/. Algunos intentos de modelarlos han

considerado al solvente como un medio dieléctrico heterogéneo diüdido en esferas

concéntricas con diferentes constantes dieléctricas (i.e., una función e(r) escalonada) /37-

40/. Además, se han propuesto Ecuaciones de Bom Modificadas @BlvD 134-36,3g,41t,

basadas en expresiones teóricas y fenomenológicas 142-501 que da¡ cuenta en forma

continua de la dependencia radial de la permitiüdad del medio. La gran complejidad del

problema teórico y la relativa inexistencia de datos empiricos que relacionen la constante

dieléctrica con campos eléctricos de alta intensidad, han impedido la obtención de

funciones realistas dependientes de la distancia al ión. Por esta razón, la partición

discontinua del dieléctrico sigue siendo la mejor elección para predecir la energética de

solvatación, aún cuando esto sea en desmedro de la riqueza teórica /35,36,38-40/. Dicha

carencia teó¡ica ha permitido cierto grado de controversia sobre la real importancia que

debe atribuirse a estos fenómenos en el mejoramiento de la EB.

En adelante, centraxemos nuestra atención en los modelos de soivatones, es decir, en

metodologías cuánticas que incorporan el efecto solvente en el esquema del Campo

Autoconsistente de Hartree-Fock utilizando la Ecuación de Bom Generalizada (EBG)

lll,5l-541. La EBG considera cada átomo como una esfera conductora cargada e
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inmersa en un continuo no particionado. La contribución electrostática a la energia übre de

inserción total es calculada sumando aportes atómicos, cada uno de los cuales aparece

como un término de Born producto de cargas fracciona¡ias situadas sobre los núoleos.

Esta aproximación es denominada Campo de Reacción Autoconsistente (CRAC). A1 igual

que en el caso clásico, et CRAC sobreestima la energía libre de solvatación debido a que

las esferas no se consideran en contacto 155,561. Para subsanar dicha deñciencia, se

introduce una función empírica que da cuenta del exceso de solvatación que se produce

antes de la formación de la molécula a partf de los iones libres, y que se modela mediante

esferas que se intersectan (proceso de desolvatación) /32,52,56-60/. Esta corrección

produce la Ecuación de Born Generalizada Modificada (EBGM). Adicionalmente, se han

de¡ivado expresiones formales para dar cuenta de la desolvatación /61/. Estos modelos se

conocen como Campo de Reacción Autoconsistente con Recubrimiento (CRACIR). El

último refinamiento modela los FDNL mediante la inclusión explícita de una esfera de

solvatación usa¡do una constante dieléctrica local /31,55/. Esta metodologia se conoce

como el Campo de Reacción Local Autoconsistente con Recubrimiento (CRLAC/R). Una

aproximación intermedia es la del Campo de Reacción Local Autoconsistente (CRLAC),

que no considera recubrimiento 155,62,63/. En las figuras 1 a 4 se presenta una visión

esquemática de las diferencias básicas en la descripción de la soivatación que consideran

los modelos CRAC (Fig.l), CRAC/R (Fig.z), CRLAC (Fig.3) y CRLAC/R (Fig.4), para

una molécula diatómica AB.

2) OBJETTVOS.

El presente trabajo se orienta hacia la resolución de diversas situaciones no estudiadas,

tarito en los aspectos clásicos (vía EBM y CROM), como en los cuánticos (üa EBGM).

Dentro de dichos casos, nuestro interés se centrará en la obtención de los siguientes

objetivos:
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Figura 1. Diagrama esquemát.ico que muestra e1 grado de
solvatación para una molécuIa diatómica considerada en eI esquena
CRAC.

Figura 2.
sol-vatac ión
cRAc/R.

Diagrama esquernático que muestra
para una molécula diatómica considerada
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Figura 3. Diagrana esquenático que nuestra
solvatacj.ón para una moIécuta diatónica considerada
CRLAC.
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2A) ASPECTOSCLASICOS:

A.1. Hallar expresiones generales para el potencial de reacción y las contribuciones

electrostáticas a algunas propiedades termodináLrnicas de solvatación tales como energía

libre de Helmholt4 energía libre de Gibbs, entropía, entalpía, capacidades calóricas,

volumenes molares parciales, etc., para los siguientes sistemas:

a). Una distribución arbitraria de cargas discretas no polarizable inserta en una caüdad

esGrica rodeada de dos, tres y cuatro dielectricos concéntricos locales de simetría también

esferica, considerando la expansión multipolar completa centrada en la cavidad. La

ñnalidad es poder modelar clásicamente sistemas con estos números de esferas de

solvatación, tomando en cuenta además las interacciones multipolares que sea¡ necesarias-

b). Inducción de la expresión general para un número arbitrario de capas concéntricas

esfericas empleando la expansión multipolar completa centrada en la cavidad.

c). Una distribución arbitraria de cargas puntuales no polarizable inserta en una caüdad

prolata esferoidal rodeada de una y dos capas dieléctricas locales confocales de igual

simetría (prolata), considerando la expansión de multipolos elipsoidales completa.

d). Inducción del caso prolato esferoidal para un número a¡bitrario de capas considerando

la expansión de multipolos elipsoidales completa.

e). Una distribución arbitraria de cargas discretas no polarizable inserta en una caüdad

oblata esferoidal rodeada de una y dos capas dieléct¡icas locales de igual simetría (oblata)

considera¡do la expansión de multipolos elipsoidales completa.

f). Inducción del caso obiato esferoidal para un número arbitrario de capas considerando

la expansión de multipolos elipsoidales completa.

A.2. Obtención de nuevas Ecuaciones de Born Modificadas con la finalidad de poder

predecir clásicamente la termodinámica de solvatación iónica de sistemas con simetrías

aproximadamente esférica y prolata y oblata elipsoidal. Para los casos elipsoidales y, en
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primera aproximación, hemos planteado una solución al problema de haliar funciones de la

constante dieléctrioa que dependan del acercamiento al ión y que inciuyan la anisotropia

esferoidal.

A.3. Con el término de interacoión dipolar, obtendremos nuevos anáLlogos esférioos para el

CROM que oonsideren los FDNL. El objeto es poder estudiar olásioamente ia termodinámica

de solvatación de moléculas dipolares neutras polarizables que posean dicha simetria y donde

los FDNL cobren importancia, como podria ser el caso de los zwitteriones.

28) ASPECTOS CUAIITTCOS:

B.1. Se obtendrá,n expresiones generales para el operador Hamiltoniano de Fock efectivo a

nivel CNDO/2 (Complete Neglect of Differential Overlap, versión 2), que incorporen el

modelo de multicapas utiiizando la Aproximación de Cargas Efectivas 156l . Por analogía, será

denominado Campo de Reacción Polilocal Autoconsistente, con y sin Recubrimiento

(CRPLAC/R y CRPLAC respectivamente). Esto permitirá conta.r con metodologías cuá,nticas

que permitan considerar diferentes niveles de solvatación y distintos grados de aproximación

para moléculas cuyos átomos poseen simetria esferica.

8.2. En orden a considerar las deformaciones de las densidades electrónicas atómicas en la

formación de la molécula, se desarrollarán a nivel CNDO/2 todas las metodologías cuánticas

previamente discutidas, considerando al soluto como:

a) un conjunto de átomos esfericos intersectados,

b) un conjunto de átomos prolato esferoidales intersectados,

c) un conjunto de átomos oblato esferoidales intersectados,

d) un conjunto de átomos con simetrías esférica, prolato y oblato esferoidal.

B.3. Se derivarán expresiones que permitan el cáculo cuántico de contribuciones

electrostáticas a distintas propiedades termodinámicas de interés en el proceso de solvatación.

B.4. Para lograr estos objetivos, se ha requerido generalizar una parametrización propuesta

para las integrales de interacción soluto-solvente /6431,551.
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CAPTTULO ft ANTECEDENTTS TEORICOS Y METODOLOGIA.

3) ANTECEDENTES Y METODOLOGTA CLASTCA.

En esta sección se presenta una brwe descripción de aquellos aspectos relevantes

tendientes a la derivación del potencial de reacción y de la energia libre de Helmholtz para

algunos de los sistemas preüamente estudiados /6,7 ,25,26,3"1I . Dicha reüsión es

necesaria puesto que la parte inicial de nuestra investigación consiste en una

generalización de esos resultados. TambierL esto nos permitirá plantear conceptos y

notaciones usadas. Los conceptos energéticos básicos de la temática se hallan definidos en

el Apéndice tr.

La TCR l7l vist:¿liza de manera clásica la interacción soluto-solvente. De acuerdo a

ella, se considera al sistema disuelto como una distribución continua de cargas p(/) o un

conjunto de M cargas discretas, {qt}pl,lrrt, localizadas en una caüdad vacía e inmersa

en un medio dieléctrico polarizable que representa al solvente y que se caracteriza por una

constante dieléctrica, s, o una función de ella. El campo eléctrico de la distribución

polafrza aI dieléctrico el cual, como respuesta, genera un Campo Eléctrico de Reacción

(F) que retroactua sobre el soluto mediante el Potencial de Campo de ReacciórL OR(? ).

Desde un punto de üsta termodináLrnico-estadístico, este puede ser considerado como el

promedio tempora.l del potencial en la caüdad debido a la polarización de las moléculas

de1 solvente inducida por el soluto, hallándose determinado por @c. I.7 del Apéndice I):

R(r) = -Y6.1¡¡ /, 't\

Este potencial puede ser obtenido con los procedimientos habituales utilizados en

electrostática clásica y corresponde a la diferencia entre el potencial total creado por la

distribución en el dieléctrico y el potencial en el vacío. La energía de interacción

electrostática soluto-solvente, AE¿1 (que excluye fenómenos cuánticos como el

recubrimiento entre ellos, ademís de la auto energi4 i.e., la energía necesaria para formar
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la distribución transfuiendo cargas infinitesimales desde el inñnito), puede

partir del potencial de reacción de asterdo a 17 l:

+@M

^Eer=.Í 
i ip(r )on(i )dv = : qk(T.(i k)

derivarse a

(2.2)
-o F1

En la Ec. 2.2, dV es un elernento diferencial de volumen y la integración se extiende

sobre todo el espacio que ocupa la distribución del soluto o, para el caso de cargas

discretas, la suma en k corre sobre todas las cargas. La 8c.2.2 es una expresión general

derivada de las ecuaciones de Maxwell, siendo váida para campos de fuerza conservativos

con cualquier disposición de dieléctricos y con cualquier simetria. La única restricción se

basa en la suposición implícita de que el medio dieléctrico presenta una respuesta de

polarización, F (ver Ec. I.13 y definiciones en el mismo Apéndice) proporcional al campo

eléctrico, 8,, generado por la distribución de cargas y, por lo tanto, proporcional al vector

desplazamiento dieléctrico, D iver Ec. I.14 y su deñnición en el mismo Apéndice). En

otras palabras, pierde validez para campos muy intensos capaces de producir fenómenos

electrostrictivos y/o de saturación dieléctrica que suponen una respuesta dieléctrica no

lineal del medio, perdiendose la aditividad de los potenciales y no pudiendo considerarse

una constancia de a.

Por otro lado, es conveniente definir 1a energía de inserción (AE¡r) como el trabajo

eléctrico reversible empleado en el proceso mediante el cual se transfiere isotérmicamente

una distribución de cargas sin alterar su confguración relativa en la molécula (es decir, no

polarizable), desde el vacío hasta el solvente puro previamente cavitado (i.e., un proceso

isocórico). Este trabajo corresponde a la diferencia de energía potencial entre ambos

estados incluyendo autoenergía del sistema soluto-solvente y que, generalmente, se

manifiesta como una liberación de calor hacia el termostato. Es notoria la relación

existente entre AFins y las energías de solvatación termodin¿lmicas asociadas al proceso
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de transferencia de un gas ideal hacia una disolución diluida ideal (una idealización que se

cumple a un alto grado de dilución donde pueda considerarse despreciable la probabilidad

de interacciones soluto-soluto /65D. Est¿s magnitudes pueden evaluaxse partiendo de

datos experimentales tomados en disoluciones muy diluidas, y extrapolandoios al limite de

dilución inñnita. Matemáticamente, AEins puede calcularse partiendo del trabajo

eléctrico reve¡sible (dW"1, trabajo de carga o de ensamblaje) requerido para el proceso

hipotético de ensamblaje de la distribución de cargas en el dieléctrico cavitado, más el

trabajo necesario para descargarla en el vacío. Para ello se introduce un pará,rnetro que

permite "cargar" de manera continua la distribución (con una carga inicial nula y una carga

final igual a la de la distribución en cuestión) dentro de una caüdad inserta en el medio

dieléctrico inicialmente no polarizado. Formalmente /7/:

D=ñ ñS +-
AFins= W"1 :_f*dw"1=J_ffÍ ¡5.8¿v

D:0 D=0 -m

(2.3)

EnlaBc.Z.3,los límites de integración corresponden a un desplazamiento dieléctrico

inicial nulo y a r¡no final igual al generado por la distribución completa considerando al

solvente polarizado. Es decir, contabilizamos el trabajo eléctrico ejecutado en el proceso

de redistribución de los dipolos del solvente hasta su estado final de equilibrio

termodinámico.

Haciendo uso de tratamientos termodináLrnico-estadísticos que han considerado

dife¡entes niveles de aproximación en la descripción del ES, se ha logrado demostrar que

se cumple, con un alto grado de aproximación que 125,4,70,61,66/:

A,Er=2M,* (2.4)

Por otro lado, en un proceso reversible, isotérmico e isocórico se cumple, de acuerdo a

la primera y segunda leyes de la termodinárnica /65/:
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dAr,v = d(J-TS)1,y = dU1,y-TdS1,y (2.5)

donde A es la energia libre de Helmholtz, U es la energia interna, S la entropia, V el

volumen y T la temperatura absoluta. Los subindices denotan la constancia de esas

funciones de estado durante el proceso. Consideremos sistemas que, además de trabajo del

tipo presión-volumen, tengan la posibilidad de ejecutar trabajo eléctrico. Entonces, en

condiciones isocóricas reversibles, su energía intema sólo puede cambiar por medio de

transferencias calóricas (tQ=TdS) y/o ejecución de trabajo eléctrico (dUf,V: TdS1,y

+dWeD Con estas consideraciones, laF;c. 2.5 se transforma en:

dA1,y = Úw"1 (2 6)

De acuerdo a este resultado, es posible identiñcar el trabajo eléctrico de carga como el

cambio en la energía libre de Helmholtz para el proceso de inserción, cumpliéndose:

D=D
AAT,v: §ins = Wet = _J j*"t = \l2LE¿1

D=0

(2.7)

Con esta igualdad, y la Ec. 2.2, es posible obtener:

AA1,y = 1/2 qr(Dn(rI) (2.8)

Esta importante identidad constituye el punto de partida de nuestro trabajo, ya que nos

permite relacionar parámetros termodinámicos de solvatación (también denominados

M
T

k=1
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funciones de exceso 167/), que pueden ser deducidos de datos empiricos, con el potencial

de reacción, que puede ser derivado desde la electrostática clásica. Adicionalmente, es

fácil reconocer que estos cambios se evalúan como diferencias entre magnitudes

electrostáticas absolutas, donde el cero electrostático absoluto se refie¡e al ión

descargado. Es claro que nuestro problema se reduce a hallar @¡ sobre el soluto, lo cual

se logra resolüendo en el sistema de coordenadas apropiado, la ecuación diferencial

homogénea de Laplace @c I.l8) l7 ,18,25,371 .

Al igual que en el caso de la E,c. 2.2, esta ecuación es una consecuencia de las

ecuaciones de Maxwell y supone respuestas lineales de la polarización del medio con el

campo eléctrico (Ec. I.13), con lo que el desplazamiento dieléctrico se hace proporcionai

al campo eléctrico (Ec. I.la). Además, las soluciones de la ecuación de Laplace son

vá{idas en todo el espacio, exceptuando aquellos puntos donde se localizan las cargas

generatrices (para hallar el potencial sobre las cargas se requiere resolver la ecuación

diferencial inhomogénea de Poissor¡ Ec. I.17). Partiendo de la solución general de la

ecuación de Laplace, y aplicando las condiciones de borde relacionadas con el buen

comportamiento del potencial electrostático (convergencia asintótica a cero en el

infinito), es posible formula¡ expresiones por separado para cada una de las diferentes

regiones. Dichas expresiones se relacionan mediante condiciones de borde apropiadas que

aseguran su continuidad y la del componente normal del vector desplazamiento dieléctrico

a través de las superficies que limitan los diferentes dieléctricos. Estas restricciones

proporcionan un sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes del potencial. Su

posterior resolución permite hallar expresiones para el potencial en cada dieléctrico.

Finalmente, es posible derivar el potencial de reacción a partir del potencial en el interior

de la cavidad y, con la Ec. 2.8, hallar AA1,y.

Es interesante notar que, de acuerdo a la TC& la polarización del o los dieléctricos

puede ser üsualizada como debida a la creación de cargas superficiales aparentes (también
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denominadas ürtuales) distribuidas en las superfioies que separan los dieléctricos. La

conveniencia que justifica la introducción de este concepto radica en que permite reducir

cooceptualmerite el proceso de solvatación a la interacción del soluto con las cargas de

polarización, ambas supuestas en el vacío. Estas cargas de polarizaoión virtuales serían las

generatrices del potencial de reacción, motivo por el cual este puede ser evaluado sobre

las cargas del soluto (notar Ecs. 2.2 y 2.8), eütándonos la resolución de ia ecuación de

Poisson.

Partiendo de la energia libre de Helmholtz, y con ias herramientas que nos proporciona

la termodináLrnica clásica, se pueden deriva¡ contribuciones electrostáticas a cualquier

propiedad termodináLrnica de solvatación (ver el Apéndice tr) /65/.
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a) RESOLUCIO§ DE LA Ecglclo¡t DE LIPI,ACE PeRl Ir!ÍA
DIAIIRIBITCIoII DE CARGA§ DIaCBEEA ltO POLARIZIEI,E EIt U¡tA CLDAD
BSIERICA IITITERAI Etr I'N DIBI,ECTRICO COf,IIITUO IITFIilIITO
coNgrDERenDo r.,a ExPANaroN uurJrrPo[¡eR couPrJEre /5/.

De acuerdo a 1a Figura 5, consideremos e1 caso de una

distribución no polarizabte de M cargas discretas, {g¡}¡=1,y, gue

representa aI soluto, contenida en una esfera dieléctrica de

radj,o a, inserta en un único dieléctrico continuo qr¡e representa

a un solvente no afectado por FDNL (Fig. 6 con ro:a). Las

posiciones de Las cargas se describen mediante Los radiovectores

i*. f,a cavidad se caracteriza por una permitividad dieléctrica
reLativa €o que, en aplicaciones prácticas, es la unidad. La

región externa se extiende entre r=a y r=o y se caracteriza por

€1, la constante dieléctrica rnacroscópica deI lfquido puro.

La solución general en e1 punto ?=(r,e,O) de la ecuación de

Laplace en coordenadas polares esféricas (Apéndice III), es:

(2 .e)

donde i : V-1 y Ios Pr.rn(cose) son los polinomios asociados de

Legendre de primera cLase con argumento cose (Apéndice Iv). Bnm y

Err* son factores constantes que se deter¡ninarán aplicando las
condiciones de borde de1 problema.

EI potencial electrostático dentro de Ia cavidad, !Dg, viene

L7

a+nrE-*r
o(r,e,o) =: i I a,.,,o.n *:lI; 1e,.,*1co=e¡"i.d

n=0 m=-n L r¡rrr J



Figura 5. Corte esquemático de un sol-uto esférico inmerso en un
diel-éctrico continuo, con los parámatros que 10 definen.



Figura 6. Descripción de la varj-ación de 1a constante dieLéctrica
del- sol-vente en función de la distancia af ión.
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Ia región encerrada por ellas, es decir, en osr<a. como esta

región incluye Ias cargas de Ia distribución central, OR podrá

ser evaluado sobre Los respectivos ?¡. Por otra parte, en Ia
sección anterior se mencionó que eI potencial de reacción es la
diferencia entre e1 potencial total creado por Ia distribución en

eI dieléctrico y su potencial en e1 vaclo. En este modelo el
potencial de cavidad (Ia cavidad central) en presencia de1

solvente está dado por Ia Ec. 2.10, mientras que e1 potencial en

eI vacfo viene detérminado por Ia Ec. 2.11. Como €O:l-, restando

ambas ecuaciones se obtiene para eI potenciat de reacción en la
cavidad:

De acuerdo a1 razonamiento anterior, 0R puede ser
interpretado fisicamente como eI potencial el-ectrostático gue,

hipotéticanente, se mediría en Ia cavidad de1 soluto luego de

extraerlo sin perrnitir eL reordenamiento de1 solvente.

EI potencial fuera de La cavidad, é,, es:, !,

op(f) = .o-' I I ar.*.'e,.,t{cos€)eino
n=O m=-n

co +n Caro
o1G)=.r-1 E E -:;;

n:0 n=-n r¡r ¡ ¡

ha hecho

Prrn{cos@¡eimé

Ia condición de

2r

(2.13)

(2 .1,4)

borde que exigedonde de



dado por:

co +n r E-_ .1

§o(i) = .o-1 x ; | "r,.t * rii; le,.,n{cose¡eimo (2.10)
n=0 n=-n L

Los términos en t-n-1 pueden ser identificados con 1a

expansión muLtipoLar de Ia distribución de cargas central en el"

vaclo /7 /r

u
E

K= t-
----qt---
¡r - r¡l

o

n=0

-rl Ear^ 
- rn, inoE ---- P-"'lcós6 l e

ñ-!'l It 'm=-n r"' -
(2.10)

(2 . L2)

rn definen eI

representan la
polarización

es generado

por l-as cargas

valida en toda

donde eI coeficiente Enm es deter¡ninado por las caracteristicas
propias de Ia distribución de cargas particular que se considere,

de acuerdo a3

( n-¡n ) ! M
E.. = ------ i Q¡r¡nPr',m ( cosgk) e-inok

(n+m) ! k=1

Los términos de 1a Ec.2.9 que involucran a

potencial de reacción dentro de 1a cavidad, 0p, y

contribución de 1as cargas superficiales de

virtuales. Dado gue e1 canpo de reacción

exclusivarnente por estas cargas virtuales (y no

deI soluto) , la expresión para este potencial será
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convergencia asintótica a cero para ef potencial en el infinito,
de modo que Ios coeficientes Bn, en Ia ecuación 2.9 deben

anularse,

f,as condiciones de borde restantes son 1as siguientes:

a) Continuidad del potencial en 1a superficie de Ia cavidad (es

decir, en r:a):

ao(i) lr=a = 01G) lr=a

b) Continuidad de )-a cornponente normal de1 vector

dieléctrico én Ia superficie divisoria (ver Ia Ec.

(2.15)

desp)-azarniento

I.14):

(2 .16)

Debido a gue 1os polinonios de Legendre constituyen un

conjunto de funciones lineal-mente independientes, Ias condiciones

de borde expresadas por 1as Ecs.2.ts y 2. 16 pueden ser aplicadas

térrnino a término a a9 y Q1, 10 que conduce respecLivamente a:

1600 (i) I 1601(i) I
€o l--:--- | = 'r I--:--- |L ór J r=a L ór Jr=a

1.
-- | a.,.'n *
co -

nBnma" - -
E.r.

ln+1) ---- = -' an+2

-n+1

crr.
(n+1) -;;t

crr*
(2.]-7)

(2.18)
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donde se ha definido:

€a = €1l€o e.2o)

Introduciendo Ia f orrna explicita de Enn (8c.2.12) en Ia
8c.2.19 se obtiene:

La resolución de este sistema de

Ios coeficientes Brr* en función de los

(n+1) (1-€a) f En¡rr IE E ----- I --:-:- |"nm + ¡ Ltzn+tl(n+].) €a

(n+1) ( 1_€a)
R = ------nm (n+1) €a+ n

por 1o que OR queda corno:

1 r ( n-n) !r M
-;;;i | 

:---:- | I qkrt trr.,n lcosa¡) e-inok
a-"' - L(n+m) !J J<=1 (2.2t)

( n+1) (1-€a) 1

(n+1)€a + n a2n+1

(2.22)

ecuaciones lineales para

Er.r* conocidos, conduce a:

(2.Le)

+n (n-m) !
E ------

¡=-¡ (¡+ro) !

1
oR(i) = ---

€o

o

n=0

M

xlrex"rtrn* l cose¡) e-imok*rnpnm ( cose ) ei¡no

Evaluando o* en i=i¡, e introduciendo este resultado en Ia
expresión para la energÍa libre de Hetnholtz de polarización del
solvente (Ec.2.8), se 1Iega a:
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1
Ae = ---

2, 
O

(n+1) ( 1-6a) Qr,2

(n+1) €a + n a2n+1

donde se han identificado 1os cuadrados

rnultipolares de orden n, Qn2, como:

@

:
n=0

(2 .23)

de Ios nomentos

(2 .25)

_ M !4 .o (n-¡n) !
orr2 = xlr r"rnonrt*tttrtr=I., ?;il;'"^, "osek) 

Pnm (cose, ¡ e-im (Óx-É1 )

(2.24)

expresión que, usando eI teorema de adición de 1os polinonios de

Legendre, puede ser reducida a:

MM
Qr,2 =.!_ 

- 
x 

_ 
qkqL.*nr rnP,.rn { cose¡1)

donde ekl es e1 angulo gue definen Los radiovectores i¡ y f1 .

E1 anáIisis de los párrafos previo y posterior a Ia Ec.

2.13 pernite comprender que la enerqia asociada a este potencial

sea referida como trenergía de polarización de1 soLventetr o

simplemente, 'renergía de polarizacióntr entendiendose que se

refiere a1 solvente. Adicionalmente, en 1a sección 3 hemos

reconocido que se trata de una rrenergfa Libre de Helmholtz de

polarización del solventert o bien, "energía libre de He1nholtz de

polarizaciónt'. EI anáLisis de1 Apéndice II muestra gue fa
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solvatación en condiciones experimentaLes habituales es ta1 que

presenta una coincideneia nu¡nérica entre Ia energfa libre de

HelmhoLtz y )-a energfa Libre de Gibbs, motivo por el cual-

normalmente Ae se deno¡nina trenergfa libre de polarización

electrostática de1 solventert o sinplemente, rtenergfa libre de

polarización". También es habitual que esta energia sea referida

como energla de inserción, afin cuando esto no sea de1 todo

correcto ya que difieren en un facEor f/2 (ver 8c.2.4\.
Adicionalnente, es conveniente destacar que 1a Ec. 2-23 considera

la situación de eguiJ-ibrio electrostático lograda entre eI soluto

y Las cargas de polarización inducidas en el solvente.

Cada térnino n de Ia Ec.2.23 representa Ia contribución a

Ia energfa libre de polarización de1 solvente inducida por eI
momento multipolar permanente de orden n de1 soluto, AArr. Asf,

aapara n=0, QO'=q', donde q es 1a carga neta de 1a distribución, y

desde donde se recupera 1a energfa libre de polarización iónica o

energia de carga de Born gue considera €O=1 (Ecuación de Born,

/4/) z

J-rl'r1ao=-:-lr--:-j
2 L €1

para n=1, er2=¡12 donde

1'_ (2.26)

Ia magnitud de1 nornento dipolarIJ eS
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permanente de

energfa Iibre
expresión:

la distribución. En este

de polarización dipolar,

caso se obtiene para Ia

usando €O=1 , La siguiente

¿", -- [

€1-

2€a +
1l
1J

v,2

aJ
(2 .27 )

}a cual es conocida como el- Canpo de Reacci,ón de Onsager, CRO,

/5/.
Los térninos n=2 ,3,... tr.t.. I etc. I de 1a ecuació, 2.23

representan respect ivamente, 1as energfas de polarización

inducidas por 1os monentos cuadrupol-ares, octupolares, . . . - , 2t-
polares,..... etc., permanentes de Ia distribución.

5) RE§OLUCION DE LA ECUACION DE I,APLACE PARA UNA
DISTRIBUCION DE CARGAS DISCRETA NO POIJARIZABI'E EN UNA CAVIDED
ESTERICA RODEADA DE IINA CAPA DIEIJECERICA LOCAI DE TGIIAIJ sII{ETRIA
E INIfERSA EN UN DTET.,ECTRTCO CONET!{UO INTTNITO 137 I .

En este easo, Ia distribución de M cargas discretas,

{9¡}¡:1,¡1 , se hall-a én una cavidad esférica de radio a y

constante dieléctrica eo (Figura 7). El solvente es modelado

mediante una función escalonada de € (ver Fig. 8 con r.=a, rt=b y

er=er,). una primera esfera de solvatación, de sirnetrf a también

esférica, se extiende entre r=a y r=b. La saturación dieléctrica
en esta región se simul-a introduciendo una constante dieléctrica
1oca1 er. E1 solvente se caracterj-za por 1a constante dieléctrica
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Figura 7. corte esquemático
de solvatación inmerso en
parámetros que Io definen.

dé un soluto esférico con una esfera
un dieléctrico continuo, con los
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Figura 8. Descripción de Ia
de1 sol-vénte en función de
esfera de solvatación.

variación de la
1a distancia al-

28

constante dieléctrica
ión, considerando una



macroscópica de1 IÍguido puro,

La solución gener a 1

coordenadas polares esféricas

consideración, es:

oo (i)

cargas

€2r Y se extiende entre r=b Y r=@'

de 1a ecuaci-ón de Laplace en

(Apéndice III), para el sistema en

o (r, e, o)

(2 .28)

En Ia Ec.2.28, ]-os tér¡ninos que incluyen a los coeficientes

Fr.,a pueden ser interpretados cono las contribuciones al- potencial
provenientes de la polarización deI diel-éctrico exterior y, l-os

en Brr*, generados por fa polarizacj-ón de 1a región 1ocal,.

AnáJ.ogamente al- caso anterior, Ias sumatorias en Err* pueden ser

identificadas con 1a expansión rnultipolar de la distribución de

cargas central de acuerdo a 1as ecuaciones 2.fL y 2.L2.

De la 8c.2.28t se deduce que eI potencial dentro de Ia
cavidad, 00, es:

+ F,.,*rn - Ill, 'l 

",.,*{"o="¡"i*or¡¡'¿ J

+n r E-- ¡> lBr,*r' + Fn.rn * -Ii; lerrm {cose) ermo (2.29)
m=-nL I.¡¡'¿J

Él

de

1co
t

€o n=0

potencial de reacción en la cavidad debido a todas las

polarizaci,ón del- sol-vente, 0R, es:
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1.o+n
éR(?) - :- E^ ; [rr,r." 

* r*n"n] pnn{cose¡eing
eO n:0 n=-m

EI potencial en la región locaI , 01, es:

.rr;¡ = 1- ; .l 
f ".,..' * 

!H" le,,n{co=e¡eino€1 n:0 m=-n -

(2.30)

(2.31)

región

o2, es

(2.32)

donde 1os coeficientes Frun no se anuLan debido a que esta

posee lfinites finitos. El potencial en Ia región externa,

dado por:

1@+nC__
o"1i¡=-- > ; -!|;e.*1.ose)eino

- ^ m=-n l.¡l=rc 2 rr-u

expresi.ón en Ia cual sóIo existen contribuciones en

finalidad de asegurar una apropiada convergencia

inf inito .

Las condi.ciones de borde del problema exigen que:

oo (i) lr=a = §r- (?) lr=a

01(Í) lr:b = 02 (i) lr=b

¡6§e(i)1 T601(?).'1

'o f-;;-1.=u = 
"L--;;-1,="

JU

r"-con

a cero en

Ia

e1

(2.33)

(2.34',)

(2.35)



(2.36)

las cuales, aI ser aplicadas término a término a las Ecs. 2.29,

2.31 y 2.32, conducen respectivamente a1 siguiente sistema de

ecuaciones lineales para los coeficientes deI potenciaL:

1601 (i).1 f 602 (i) Ie- l------l = €^l------l¿L 6r I r=b ¿L 6r J r=¡

- rl - ,', Et. I 1 l- ,r GtI- IB,.,ra" + Fnma" + :;i; I = :- L 
Enma" + 

-;;1 ]a"'*J €1 . a"

¿:-1
-"nml-F F,¡¡ r- ---- I

'nn" hr1 I

b,.,- .,1 €2

1.
__t
to L

-Lr
__t
arL

-nm

bn+1

(2 .37 )

(2.38)

(2.39)nBr.r*an-1 -

La resoLución para

Enm, conduce a:

Erra Grra
(n+1) ---; = -(n+1) ----

an+2

nFr*bn-1 - (n+1). i:i, = -tr,*rt !!I- (2.40)

1os coeficientes Brr* Y Fn¡n, en función

de
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Et-
"nm -

g:1I11_11
(n+1) €at + n

(n+1) ( 1-€b)
tnm - (n+t)€b + n

donde se han def inido:

t-
oR(i) = ---

€o

(n+1) ( 1-€b)

( n+1) €b + n

T n(1 - ."') .l Enur

IL 1n+f)€ar+nJ 52n+t

Eara

a2n+1

( n+1) ( 1-€ar )

(n+1) €ar + n

(2.41)

(2 .42)

(2.43)

ea= el/€o y €,b = e 2/ €r (2 .44)

Expresando los coeficj.entes Bn¡n y Fnm en términos de las

caracterÍsticas particulares de Ia distribución (Enm en 1a

Ec.2.L2), y de 1os radios a y b, se encuentra para e1 potencial

de reacción en Ia cavidad:

¡ (n+1) (1-€a) (1-€b)
cl:¡-a 'al -L (n+L) €b + n

r a I2n+11 -1
I --- I IL¡l .l

;r
n=o lL

L

- 2n+1
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+n (n-m) !
E ------

n=-n (n+n) !

M

*Irn*.*trr.,* l eosa¡ ) "-itok*t'Pr.,n l cose).ino 12. as)

(n+1) (1-€ar) Q.r2

(;;il;.;-;-; ' ;r;;1 
*

(n+1) (1-€b) f n(1 - ..') .l Q.,2 ll

(n+l-) €b * ,, L ' (n+1) €a' * ., I ozn+1 lJ

y, usando la Ec.2.8, Ia energfa libre de HelÍrholtz queda

expresada como:

1oae=--- > ll

2e6 n=o lI

(2.46)

donde los Qr.r2 se def inen como en eI siste¡na anteri.or (Ec;s. 2.24 y

2.2s) .

Es posible de¡nostrar que, cuando las propiedades

dieléctricas de dos regiones vecinas se igualan, estas
soluciones se reducen a l-as del caso trivial (i.e., Ias Ecs. 2.45

y 2.46 tienden a 1as Ecs. 2.22 y 2.23, respectivamente) .

6) RE§OLUCIOI{ DE LA ECUACION DE I,APLACE PARA UNA
DI§TRIBITCION DE CARGA§ DIACREIDa, No PoIJARIZABIJE EN I,NA CAVIDAD
PROLATO E§FEROIDAL INI,ÍERSA EN UN DIEIJECTRICO CONTINUO INI'INITO
125 l.

Un corte esquemático del sistema en considerac j.ón se

presenta en Ia Figura 9. La distribución de cargas, {9¡}¡=1,¡1, se

encuentra en e1 interior de una cavidad prol-ato esferoidal- (un
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rol

Figura 9. corte esquemátj-co de un sol-uto
dieféctrico continuo, con }os parámetros

esferoidal inmerso
que 1o definen.

en un

34



elipsoide de revolución generado por rotación de una elipse sobre

su eje mayor), cuyos focos A y B se encuentran separados por 2d y

siendo a l-a longitud de su senieje nayor. La cavidad posee una

constante dieléctrica €0. Este elipsoide diel-éctrico se encuentra

surnergido en un medio dieléctrico continuo no afectado por FDNL,

gue se caracteriza por €1. Este se extiende desde tr=,1_" hasta

7 = o, donde "t es una de l-as variabLes que definen superficies
prol-ato esferoidal-es confocales en este siste¡na de coordenadas

(Apéndice III) | y siendo ..tu =a/d, 1a superficie que limita
anbos dieLéctricos.

La solución genreral de la ecuación de Laplace en e1 punto

i=(7, tt,Q) en coordenadas prolato esferoi,dal-es (Apéndice III) para

este caso, es:

a (1, P,O)
o

n=o

*; 
[É,.,.a'e,.,*{.t)

m=-n L

Err, * I. 
;lTto"'t,t) .l 

en^{r) 
"itno

(2.47)

donde i=V-1 y Pn'y Qr.,m son J-os polinomios asociados de Legendre

de primera y segunda cIase, respectivanente (Apéndice Iv). En Ia

8c.2,4 7, Ias potencias de d se han tomado de ¡nodo de igrualar las

dimensiones de estas constantes a 1as de1 caso esférico aná1ogo

(comparar las Ecs.2.47 y 2.9). La finalidad es que 1as

expresiones natemáticas con si¡netria esférica, pasen a formar un
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caso particular de esta situación más general. Los términos que

involucran a Ios coeficientes Ér* pueden ser interpretados como

Ias contribuciones a1 potencial debidas a Ia polarización de1

dieléctrico externo, mientras que los asociados a Erun pueden ser

identificados con las contribuciones debidas a los monentos

multipolares prolato elipsoidales de Ia distribución de cargTas

central, segrln:

M
,

k=1

dr- a
-------- = E

li - +l n=o -=!" i:io QJnot) Pnm(P) eimo (2 . 48)

En esta expresión, se ha hecho uso de la expansión de

Hobson para eI inverso de Ia distancia /68,25/, y donde el
coef ici.ente Érra se encuentra determinado por 1as características
particulares de l-a distribución, dé acuerdo a la ecuación:

É,,* = (-1) n rzn+r¡ a" [1];:i,]'-i, qkpnln (ik) pnn (r,k) .-i'ór (z . ¿g )

Definiendo:

1) éo: Potencial eLectrostático en e1 interior de 1a cavidad,

2) a1: Potencial electrostático en la región externa,

3) 0R: Potencial de reacción en eI interior de 1a cavidad,

1as condiciones de borde de1 problema son:
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1) Convergencia asintótica a cero para eI potenciaL en eI

infinito:

liÍr o1(1,11 ,ó) : o
,1->o

2l Continuidad para el potencial en

dieléctricos:

a o ( 1, tt, O) l;t=¡"= Q y(.t, lt,Q) I l= t"

3 ) Continuidad para

desplazarniento dieléctrico

(2.so )

la superficie gue limita 1os

(2. s1)

1a

en

¡soo(tr,1,0)1 ¡6or(.4,,1,0)1
'o f ---;.r ---l,r=i" '1 L----;i ---.la=,lu

Las expresiones para eI potencial electrostático son:

1o+n.É
a6(r,l,,c) = -- I _f e*ou"rr,*(i) * llirorr*al 

]"rr'{r)"i*o€o n=o m=_nL o 
,r.ua,

1.on
o¡ (,1", t, ó) = -- , - i Ér.,.a'er.,t {,¡') Pnn (¡r) eino

€O n=0 m=-n

componente norma 1

dicha superficie:

deI vector

(2.52)

(2.s4)
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1
o1(¡,rr,0) = --

€1

co

s
n:0

+n
t

n=-m

ca*

dn+1
enn (^ ) Pnn (,/ ) e imo (2. s5)

(2.s7)

Debe notarse que en Ia expresión 2.55 ya se ha hecho uso de

Ia primera condición de borde, anulándose los coeficientes Ér.r. de

la Ec.2.47 ya que, en el infinito, fos polinomios Pnm(X)

divergen mientras que los QnIn(^) convergen. Es por esto gue l-a

familia de armónicos elj.psoidales pnln(1) pnn(p) eimo se denomina

interna, mientras que 1os enm(1) pnn(p)eimo son Llamados externos

/26/.
con la finalidad de que J-as expresiones derivadas para este

sistema se reduzcan apropiadamente a 1as de1 caso esférico

trivial cuando Ia excentricidad del elipsoide tienda a cero (y

por 1o tanto, tienda a una esfera), es conveniente redefinir:

2nn! (n-m) !
Bm (2.56)

( 2n) !

ñ-nm

l2n+1) !
ir.,. = (-r)m -:----1--- *r.,.

2"n ! (n+m) l

donde los coeficientes ir.,, representan a los Én y dnm, mientras

Brr., Crn Y En¡o corresponden a Los del caso esférico

debiendo también redefinirse este rilti¡no de acuerdo a:

que los
aná1ogo ,

?q



2nn! [ (n-m) ! ]2
F = ------nm (2n): (n+n) !

Haciendo uso de la
asociados de Legendre,

borde térrnino a término,

tf
ut 

olr. 
e¡er.rm (.1¡) er.,n (l¡) e

independencia linea1 de

es posible aplicar 1as

lográndose:

-imók (2.58 )

1os po l inomios

condiciones de

r -. Érr. * I é.r.
e^[ É*oane,.,*{"1..) * ;;tI o"^t,l,ut ] = ;;;; enm(,ta)

ñ,.,.dnennu.., . ::i. enm(tra) = !:i, enrno.a)

1as def i-niciones :

eu = er/eg

(2.63)

La resoluci-ón de este sistema de ecuaciones lineales

(Ecs.2.59 y 2.60) para eI coeficiente de1 potencial- de reacción

en términos de ñ.r., conduce a (conparar con Ec.2.L9),

ñr.r. = r rr.ñr.,ro ¡ ¿2n+t (2.64)

i m,., ,, : f::litlllxn \_^al I - l^t_ c"l, l^=^a

( 2 . 5s )

(2.6e)

(2.6r.)

(2.62)
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Introduciendo Ia Ec. 2.64 en Ia Ec. 2.54, se obtiene para

eI potencial de reacción en eI punto i = (^,tt,O) del interior de

Ia cavidad:

lconE-_
oR(l,p,ó) = -- x : ..,. lii; pn¡n(^) pnn(p) eimo

€O n=0 m=-n
(2.66)

y sustituyendo explícitamente Enm (Ecs. 2.57 y 2.58):

1 @ ( 2n+1)

€o n=0 d

+n - (n-m) !- 2
- , ..m I I: ( -1) -' t ------ t *

tn=-n L1n+m¡ !J
ép(-)..r,é) = -- E

r,.,^er.,n (.x¡) pnn ( /.¿k) .- i*Ókpr.,'(^) pnm ( i, ) einO e . 67 )

La energfa libre de HelnhoLtz para este sistema so¡netido a

su potencial de reacción se obtiene partiendo de las Ecs.2.8 y

Ec. 2.67. Ello da:

con Ia función rnn definlda de acuerdo a:

1-.. rpnn(.xa) r nrrn{-l.) 1-r
'nm I * ; a --- I€a L en*{a") .u ór.,* {-lu) J

1.o
Aa = --- E r rr. errr,2

2eO n=0

siendo Qr.r*2 los cuadrados de las conponentes de los

rnultipolares prolato esferoidales definidos mediante:

(2 .65)

( 2 . 68 )

mo¡nentos
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Es interesante notar que 1os armónicos elipsoidales
internos pueden ser descompuestos en armónicos esféricos de orden

n igual e inferior y de 1a misma paridad n. Esta propiedad
permite expandir 1os momentos multipolares elipsoidales en

función de los momentos multj.polares esféricos usuales /26/.
Además, como es de esperar, partiendo de las soluciones

planteadas aquí, es posibJ-e recuperar las soluciones esféricas
triviales tomando eI caso Ií¡nite en eI cual Ia excentricidad del-

elipsoide tiende a cero.

Anal"icemos l-os tér¡ninos de orden cero (n:O) para e1

potencial de reaccj.ón en La Ec. 2.67:

e,,,o2 = 3:l1ir 
rl, r-r¡*n*nr[ffH]i]'.

pnm (l,k) errn { &¡) rrrn(\) errn (r1) e-im(@r-Ér)

q
oR(.}.,p,ó) In=o = --l ?oo

€od

1M
oR(a,p,o) ln=o = 

.ou olrn* 
eo0{-l¡)eoo{p¡)eso(l)Poo(p) roo

(2.7 o)

Usando La Ec. IV.8, y denotando 1a carga neta deI sistema

por e, Ia Ec. 2.70 se contrae a:

(2.6e)

(2.7 L)
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Empleando Ia Ec. IV.11, y recordando gue rOO

función de 6a y -X¿, Ia Ec. 2.71 toma 1a forma:

oR(¡,p,O) ln=o =
l- - €-
-----3 eoo o")

6a

Finalmente, incorporamos las formas explfcitas
IV.9), y de €a (Ec. 2.61), lográndose:

én 1a Ec. 2.65

i!¡(.l,p,0) l¡=s (2 .7 3)

Nótese que e1 tér¡nino unipolar de1 potencial- de reacción

permanece constante en eI interior de 1a cavidad,

independientemente de Ia localización de Ia carga q, + R = ó.

La Ec. 2.8 nos pernite recuperar, desde Las Ecs. 2-72 y

2.73, 1as siguientes expresiones equ j.valentes para 1a

contribución unipolar a 1a energfa de inserción, AeO:

Aao =
q2 1 - €-

aoo o.a) (2 .7 4)
2d€o €a

q2 I 1- - 1- 
.l,.[ 

le-I-1 I1., .oJ Li"-rl

Cfr
=-l

I

dL
:- - :- L"[4e-I-1 I€r- .o I L -lu - 1

(2.721

de qoo 1rc.

(2.7s)Áao =

Estas

;;

fórmulas, con €O=1, corresponden a1 anáIogo prolato

43



esferoidal de la EB (8c.2.26). En otros térninos, son formas

equivalentes de 1a misma EBll que perrnite considerar no

esfericidad para iones moleculares con sinetrfa prolato
esferoidal aproximada.

7I REAOLUCTODI DE IJA ECUACION DE LAPLACE PARA I'NA
DIAERIBI'CION DE CARGAS DIACREIIE NO POIJARIZABLE EN UNA CAVIDAD
OBI.ATO ESFEROIDAI, INUERSE ET¡ UN DIEI,ECTRICO CONTINUO INEINITO
125/.

Un corte esquemático de1 sistema en consideración, junto a

J.os parárnetros gue 1o definen, se muestra en 1a Figura 9.

La soluc ión general de 1a ecuación de Laplace en

coordenadas oblato esferoidales (Apéndice III) para este casol

o(1,p,O)

La derivación completa de 1a energia libre es totalmente

análoga a Ia del caso pro)-ato esferoidal, exceptuando que ésta

debe realizarse en eL plano complejo, reemplazando en todo

momento d y a por d/i e i). EI resultado final es:

@

n=0

+n n r:rn*1 -1

.:-"1u",,1ál-'rnnlil').É,^ L:l 0,.,*rnll e,,n{r)eimo

(2 .7 6)

1co(2n+1)MM
Aa=--- t >t

2€O n=0 d k=1 l=L

+n ¡ ( n-m) !12
er.Qr : (-1)a l------l *
" - n=-n L1n+m¡ !J

r,.,*errn { il¡) pJn ( ill) prrn { tl¡) e,.,m {lca ) e-in (Óx-Ó1) Q .77 )

44



donde:

1 - €-
ct

'nm
e_cl

Pnttt(i\) r- i,JIt(iia)
- -- :-------

eJn(ila) €a ónm(i¡a)

r -1

l (2 .7 8)

eon €a definido por 1a ecuación 2.61.

Definiendo el cuadrado de las componentes de los moDentos

multipolares oblato esferoidalet, Qr.r2, como:

- 2n+1 M M * [tn-m) !12
Qr,r' = -u--*1, ,lr(-r)*e¡erLü;iliil 

.

pnm ( ilk) pnm (t¡) errm { int) Pntrr (p1) e-in (ot-Ór ) (2.7e)

1a energía libre de Hel¡nholtz toma Ia misma forma general que

dada por la 8c.2.58 para eI caso prolato esferoidal.

Consideremos el- término unipolar de 1a energla libre
Helnho1tz de poJ.arización AAo y 1as Ecs. 2.7a, av.a y Iv.lo.
Ec. 2,77 se reduce a Ia siguiente expresión:

q2
Aa.o = -l-- roo (2'80)

2d6 o

usando la Ec. 2.80, y 1a Ec. rv.16 en función u. Qoo(i¡.a),
obtenemos:

,2 1 - €-
Aao = -:-- . -----1 ooo(i7a) (2.81)

2d6O

de

La
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Esta ecuación posee fa ¡nisma f orrna matemática gue 1a

situación prolata de La Ec. 2.74t exceptuando aI n(rmero i en el

^argumento U. Qo'. Usando Ia Ec. IV.12, y Ia forrna expllcita de eu

(Ec. 2.61) , se obtiene:

Aao = (2.82)

Emp].eando Ia Ec. fv.14 en vez de Ia Ec. IV.12, obtenemos la

siguiente expresión equivalente :

1 .t ri ].a + 1.1

- -- I 1n I -------- |

.oJ Lila - 1J

1-
- -- larccotg ).u€0,

q2 rL 1- '1

.Áao = --. 1 -- - -- i .arccotg -¡'u
2d Let €o' 
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o2.!:- l-_2d L€1

o2 .L
-i.i- | --

2d Le,
aAo = (2.83)

En este punto de nuestra derivación debemos detenernos para

observar que hemos obtenj.do valores compleios para una magnitud

real. Este problerna surge deI uso de ta expansión de Hobson para

eI inverso de Ia distancia en este sistema coordenado (Ec. 2.48,

reernplazando -7. por ia). su uso ob)-iga a multiplicar las

soluciones por i=./-L, en orden a obtener soluciones reales

/25,68/. Procediendo de este modo, se recupera 1a siguiente EBM

oblata gue considera 1as desviaciones de la esfericidad hacia

esta simetria:

(2.84)



El uso de 1as Ecs. 2.8 y 2.84 conduce a Ia siguiente
expresión para la contribución unipolar aI potenciaf de reacción:

oR(p,],o) ln=o = I tj; J-].u.""o.n ^"
(2.85)

donde, aI igual que el caso proJ.ato, se cumple Ia constancia de

este potencial en eI interior de l-a cavidad y entonces, e1 campo

de reacción unipolar también es nulo (Ec. 2.1).
8 ) AIITECEDENIIES Y IIEIIODOLOGIA CUA]¡TXCA§.

Como se mencionó en Ia introducción, existen diferentes
aLternativas para 1a incorporación deI efecto solvente
inespecifico en eI esquena autoconsistente de Hartree-Fock. Para

una revisión de estos, vease eI trabajo de Tapia /1,2/. En esta

sección nos restrinqirernos aI procedi¡niento propuesto por

Constanciel y contreras, que delinearemos a continuación. Una

descripción rigurosa puede hatl-arse en Ia referencia 11.

Sea E(1,P) 1a energfa totaL del soluto aislado calculada

con Ia aproximación CAC-HF. La energía totaL de este sistema en

solucj-ón, E(€,P), puede ser expresada como una función de 1a

constante dieléctrica del solventet €t ! de Ia ¡natriz densidad

monoelectrónica, P (o natríz de población de Mulliken), mediante

1a siquiente relación:
E(€,P) = E(1,P) + 

^Es(€,P)
48
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En esta ecuación, e1 ségundo tér¡nino de 1a dereclra es una

corrección gue toma en cuenta ).a energla de solvatación deL

soluto polarizado en }a eonfigrración nuclear seleccionada. Este

¡11-timo punto es de gran importancia a1 conparar 1os métodos

tratados en esta Tésis, tanto cIásicos como semiclásicos. Los

prineros asumen un soluto inpoJ-arizable. Los r11-timos, a1 usar La

aproxirnación de Born-Oppenheimer, nos proporcionan soluciones

electrónicas paramétricas con respecto a Ia geometrÍa nuclear.

Esto en particular, nos permite estudiar teóricamente 1a

superficie de energfa potencial que conecta e1 estado nuclear
observado en e1 vacfo y J-a situación relajada en eI solvente. En

otros térrninos, nos permiten dar cuenta de la polarización de1

soluto .

Dado que eI operador de Fock efectivo de 1a molécuLa

disuelta, F(6,P), representa eI potencial- pro:nedio actuando sobre

cada electrón del sol"uto solvatado, es razonable consj-derarl-o

como }a suma de dos contribuciones. La primera es eI potencial de

Hartree-Fock deL soluto en el- vacio, F(1,P), y la segunda, el
potencial generado por eI solvente polarizado retroactuando sobre

el soluto, es decir, e1 potencj-al de reacción, VR. En términos

matemáticos, estos arg'u.mentos fisicos pueden expresarse como:
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dE(€,P) raIE(1,P) d^8.(€,P)r
F1c,i¡ - - ----:-----t

dqe(P) . dq¡(P) dqe(P) l

F(€,P) = F(1,P) + VR(€,P)

En estas expresiones se ha hecho uso de Ia relación /51lr

66
6P 6qt (p)

donde SA(P) representa 1a carga de1 ión atónico y, para

mo1écu1as, 1a carga neta de cada átomo A en su estado

funda¡nental. Puede lograrse este ¡nismo resultado de manera for¡nal

usando eI nétodo variacional para minimizar Ia energla libre de

interacción soluto-solvente /11/.
En este punto se nos presentan al menos dos alternativas

generales para incorporar el potencial de reacción cIásico al

operador de Fock efectivo. Una consiste en visualizar al soluto

como un conjunto de cargas puntuales dentro de una única cavidad,

sobre eI cual retroactúa eI solvente, sistema gue puede ser

modelado de alguna de las formas presentadas en este trabajo (por

ejenplo, Ecs. 2.22,2.45,2.67, 3.35, 3.56, etc.). Un ejenplo de

este procedi¡niento se presenta en 1as Refs. 26 y 72. La otra,

consiste en construir funcionaLes para e1 potencial de reacción

que describan de una manera más realísta Ia situación flsica de1
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soluto. Este es el caso de 1os nétodos gue se basan en la EBG y

Ia EBGIvf .

Una parte de nuestro trabajo propone nuevas modificaciones

a 1a EBG, ¡notivo por e1 cual presentarenos suscintanente Ia
derivación de estos esquemas.

9) EaQuEr,r.A CRTAC (Fig. 1).

LA EBG /LL,5]--54/, consj,dera aI operador de campo de

reacción co¡no eI resultado de contribuciones atómicas semejantes

a Ia EB. Para e11o, asume a cada átomo B del soluto co¡no una

esfera conductora inserta en un rinico dieléctrico continuo ideal
que se extiende hasta e1 infinito. Este ú1ti¡no se caracteriza por

€g, Ia constante dieléctrica macroscópica de1 solvente puro. EI

nodelo cl-ásico correspondiente fué resueLto por Kirkwood /6/,
quién consideró una distribuc j-ón no polarizable de cargas

discreta arbitraria usando 1a expansión multipolar completa. EI

átomo B act(ra sobre eI solvente exclusivamente en virtud de su

carga fraccional, gg ( aproximación de cargas efectivas, /56/), y

este retroactúa sobré B mediante un potencial de reacción
vElR=oR (s) I ¡=9, deI tipo Born:

VsR=-h-1-1.:P
t aB' tB

(2.e0)

5_L



donde rB es eL radio del átono B. cabe mencionar que, poE

equivaLencia con Ia nomenclatura usada en Ia literatura cuántica,

por sj-nplicidad en Ia formulación y para evitar confusiones entre

eI potencial de reacción unipolar con el- nultipolar, en todo 1o

que sigue de esta Tésis referente a metodologfas semiclásicas

convendremos en usar yR y yPol para designar el término unipolar

deJ. potencial, de reacción. Cuando el- sistema en cuestión se esté

tratando y/o visualizando c1ásicamente, se usará vR y en Las

representaciones cuánticas, como VPoI.

Expresando e1 potencial de Ia Ec. 2.90 en términos de 1as

cargas de polarización virtuales creadas en eI solvente,

obtenenos:

v"R - quPo17r" (2.e1-)

con 1as siguientes definiciones:

qBpor = -oqB Q's2)

a=L-L/eB (2.93)

En eI caso de un ión atónico, la Ec. 2.9t puede ser

interpretada usando una óptica c1ásica, como el potencial- sobre

eI núcleo debido a Ia creación en el solvente de una carga de

polarización, gBPo1, localizada en a1 superficie del j-ón. como
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verenos mas adelante, Ia reinterpretación cuántica de esta carga

trace preferible denoninarla ttsolvatónrr, y 1os esquemas basados en

La GBF y sus modificaciones, modelos de sol,vatones.

En térninos clásicos, cada átomo en 1a molécuIa crea una

carga de polarización de carga opuesta a é1 (Ec. 2.92). Entonces,

e1 potencial de reacción total actuando sobre el átorno A, VR¡,

puede expresarse cono eI potencial debido a la distribución
completa de cargias de polarización, según:

D
A

B
"ell1-

tl

vPol 1ir¡ : qaPol

Def iniendo :

lp(i) l2
--------.dr p € B

lir - ?l

(2.e4)

donde 1a sumatoria corre sobre todos l-os núc1eos del- soluto

incluyendo a A.

En eI paso a nivel cuántico y considerando La base de

orbitales atómicos {tt, o, ....}, e1 potencial- de reacción
actuando en eI punto i, aeliao a ]a distribución cornpleta de

solvatones inducida en eI solvente (es decir, l-a suna en B corre

sobre todos Ios átomos de1 soluto) , es 173/i

-t
B

+a

I
-o

(2.es,
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rAB

rAA

+@

t'=l
-o

l¡r (r) I 
2

--------. dr
lie - rl

p6B (2.e6)

(2.e7)

/s\ ,s7 / de

que serán

simetrla de

(2.ee)

campo de

+@

_t'-l
-o

lp(f) l2
--------.dr
r-A

p€A

y cambiando levemente 1a notación de yPol por voPol 1r¡, para

especificar que se trata de1 potencial de interacción (referido al
átomo AJcon todos 1os solvatones, y que este depende de la ¡natriz

densidad, la Ec. 2.95 puede ser reescrita de modo equivalente

como:

raP"lt"l - - " 
q"Pol(p)res

B
(2.e8)

donde ?,- v

interación

estudiados y

esta matri-z

rAB =

provoca 1a

reacción del

rAB son elementos de una matriz simétrica

soluto-solvente mono y bicéntr icas
parametrizados en una sección aparte. La

de interacción:

rBA

s i¡retr i a de la matr i z de J, operador de

sol-vente [vPo1]po, es decir:
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qoPoltoo = qoPofroo (2.100)
Dicha'L"imet'if a óiinstituye un requerimiento f ormal a

cualquier operador que se introduzca a1 Eamiltoniano efectivo
para rnodelar e1 efecto solvente y se fundamenta en l-a

herniticidad /].tl .

Aplicando 1a aproximación de Recubrimiento Diferencial
Nu1o, RDN, se J.ogra la siguiente expresión para eI elemento de

matriz del operador de eampo de reacción deL sol-vente actuando

sobre e1 núcl-eo A, ¡vPoI3A, o /7o/ z

lvPoll¡roA = -6t o i nrno',o" (2.101)

siendo 6ro Ia función dé1ta de Dirac.

Partiendo deI potencial de Ia Ec. 2.101, la energía libre

de inserción, AEirr=, puede considerarse como debida a 1a

interacción entre las cargas netas atómicas, reducidas a una

carga puntual sobre los núcleos, y los solvatones. De acuerdo a

esto, puede expresarse como:

Aa1rr.(e,P) = -r/2 (1-1l€B) .r, qA(P) es(P) r¿, (2 . toz)

Usando 1a Ec. 2.88, 1os elementos de matriz de1

Hamiltoniano de Fock pueden expresarse finalmente corno:

lF6J¡r,o = ¡F1J¡.ro + 6po(r-r/ee)'i sn "ee
(2. r.03 )
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La Ec. 2.1-02 se conoce como Ia EBG y Ia Ec. 2.103 es Ia

forna explfcita del operador de Fock efectivo en La aproxi¡nación

CRAC.

10) EsQuEllA cRAc/R (Fig. 2).

Con miras aI rnej oramiento de este nodelo, debe notarse que

é1 considera a1 potencial de reacción total como inducido por una

colección de átomos localizados cada.uno en una cavidad esférica

aislada. Esta suposición irnplfcita produce una sobreestimación de

1a energía de sol-vatación debido a que nagnifica la superficie

del soluto expuesta aI solvente. como una de Las posibles

soluciones, contreras y coI. 132,52,56-60/ refornularon Ia EBG

para considerar la intersección de 1as esferas. Su proposición

consiste en separar Ia distribución de cargas efectivas de

pol-arización en dos partes (que han sido denominadas internas y

externas, respectivamente, aún cuando esta separación se realiza

por conveniencia matemática y carece de significado fÍsico /6l-/),
de Ia siguiente manera:

qBPof i = -oi¡qs (P)

qBPol ' 
e = -oegqB(P)

donde f" es un parárnetro

estérica especifica a

oi" = -(1-1l€B) (1-fB) Q.Lo4)

o"B = -(l--1l€B) fB (2.105)

enpírico que da cuenta de La inhibición

1a sol-vatación del- átorno B debida aI
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solapaniento con átonos vecinos. En

prácticas, se ha séleccionado Ia siguiente

muchas ap 1i cac i. ones

forma de fB:

(2.1o5)

(2 .7o7 )

rB -

donde SAB

atómicos s

Con

solvente ,

r./2 > sAB
A+B

es 1a integral de recubriniento de los orbitales
de 1a capa de valencj,a de 1os centros A y B.

Ia finalidad de preservar l-a eLectroneutral idad del
1a carga de polarización total:

qBPol=qBPofi+q"Pol,e

debe satisfacer:

lim 1q"Po1 + ea) = o
€-->a

( 2 . 108 )

Es facil verificar que las cargas de polarización definidas
según 1as Ecs. 2.fo4 y 2,105 cumplen este requeriniento. Aún

cuando esta separación de l-os solvatones no posee efecto sobre la
carga totalf presenta consecuencias de otra naturaleza. por

ejernplo, ta¡nbién es fáci1 ver que produce una dis i¡netrización de

Ia matriz del operador de campo de reacción debido a que:

aA rAB I aa rse (2.109)

Esto genera términos desprovistos de significado fÍsico en
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eI Eamiltoniano ef,ectivo y entonces, no es posible esperar que el

sistema se encuentre bien descrito. Una posible solución a esta

disyuntiva consiste en retener las definiciones de las Ecs. 2.104

y 2.105 y redefinir eI potencial de reacción co¡no Ia suma de dos

términos :

[vPol]Apo = ¡yPol ,iloro * [vpoI,e]Apo LL,o € B (2.1-10)

[vPol]prA = -: qBpor' ile¡ r¡si - ! e"Pol,e(p)reee (2.111)

donde 1as nuevas integrales de interacción soluto solvente son:

,¡si : zog ( 1-f¡) (2.LL2)

- e__ .¡ aR - ¡ aP. !a (2.113)
n s't-e proóéaÍiniento pernite restituir 1a si¡netria de1

operador de carnpo de reacción del solvente proporcionandonos un

Ha¡niltoniano efectivo que curnple con l-os requerimientos ffsico-
¡natemáticos de Ia referencia 11.

La energfa libre de solvatación electrostática puede

cal-cularse usando ¡

An. = > 9¡(p) [vpo], i]oro * t qe(p) [vpoI,e]A/.¿o

Introduciendo las Ecs. 2.],04t 2.!O5, 2.:-:-2 y 2.113 en Ia
Ec. 2.111, reordenando e introduciendo e1 resul-tado en la Ec.

2 . Lf 4 , se obti.ene :

(2.L:-4)
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/.n= = -(!/2) (L-1l€B) ,x
AB

SA(P)SB(P) {L-FAB}rAB (2.r.15)

siendo FAB, eI factor de desol-vatación definido por:

Fae=fe*fB-2fAfB

De Ia Ec. 2.115 se sigue que,

oSFAB<1

(2. r_r-5)

en sistemas físicos:

Procediendo de igual manera para Ios elementos de

de1 operador de campo de reacción en 1a aproximación

obtiene para eI operador Ha¡oiltoniano efectivo:

(2.777 )

¡natriz

RDN, se

IF6l¡.ro = ¡F11¡ro + 6ro(1-]-/ea) E
B

9s(P){1-F¡s}r¡s (2.r-18)

Este nivel de aproxinación es conocido como CRAC con

Recubri¡niento, CRAC/R, y Ia Ec. 2.LL5t como Ia EBGM.

Debe observarse que si no se considera eI solapamiento en

l-a Ec. 2.!06, FAB se anula y 1a expresión 2.118 (CRAC/R) tiende

aL caso CRAC (Ec. 2.103).

11) ESQUEITA CRLAC (Fig. 3).

otro refinaniento /55,62,63/ consiste en modelar 1os

efectos de FDNL. Para esto, se ha considerado eI trabajo a nivel
c1ásico de Beveridge y Schnuelle /37/, en Ia aproximación de
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cargas efectivas (e1 térrnino de polarización unipolar dado por

n=0 en 1a Ec. 2.45) , que tiene fa f or¡tta3

(2.11e)

En esta expresión, €L representa 1a constante dieléctrica
1ocaI que intenta modelar una primera esfera de solvatación de

grosor R, 1a que puede considerarse igual aI diámetro rnolecular

de1 solvente. Nuevamente, €B representa 1a permitividad
dieléctrica relativa del solvente puro y g5 y rB, Ia carga neta y
eI radio deI átomo B.

A1 iguaL que en e1 esquema CRAC/R, Ia introducción de una

prirnera esfera de solvatación se lleva a cabo mediante eI factor
c de fas cargas de polarización. Para elIo, es necesario definir
1as siguientes cargas de polarización:

u"R = - f, - 1-l1l -¡-1 - 1-i--_!r
t €LrtB .aL €Br rB + Rs

guPol,a = -oa qB

qBPol,b = -ob qB

od=1-L/€B

ob=1/eL-t/€B

(2 . ]-2o)

(2 - L2]-)

donde, aI igual que en 1as Ecs. 2.ao4 y 2.LO5, 1os superfndices a

y b nos indican una separación desigual de1 solvatón 9BPo1,

separación que carece de significado ffsico. Estas cargias de

polarización satisfacen eI requerimiento de el-ectroneutral, idad en

medios altamente polarizables (Ec. 2.108).
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- (t l2l ( (t/€L)-(r/€B) )
AB

9¡(P) es (P) r¡3b (2.L23\

12) EsguEll.A cRL,Ac/R (Fig. {).
La inclusión de Ia desolvatación en eI esquema CRLAC,

considera Ia siguiente partición de las cargas de polarización

/31 ,5s / 2

qBPol,a = qBPo1,a,i(") * quPof,a,elr¡ (2 . L24)

qBPoI,b = qrPof,b,i(") * qrPo1,b,e1r,¡ (2 . ]-25)

ggPol, a, i = nrPol,a(p) (1-fB)

8"Po1 ,a,e = qBPol,a(p)fB

g"Po1,b,i - n"Po1,b(p) (r-fB)

8"Po1,b,e = q"Po1, b 
1e¡ f"

- a,i - - á r"-+ r'AB - 'AB \] lAr

"Arb' 
i = r¡¡b (1-f¡)

.AB

- b, e.AB
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(2.a27)

(2 .128)

(2 - t2e)

(2.130)

(2.131)



Con la finalidad de evitar J-a ruptura de 1a sinetrfa, los

elementos de matriz de1 potencial de campo de reacción deben

descornponerse según Ia Ec. 2.1LL, reemplazando i por a y e por b.

Adicionalmente, Ia integración de Ia Ec. 2.95 conduce a dos tipos

de integrales de interacción soluto-solvente (Ecs. 2-96 y 2.97t.
Las primeras son debidas a las cargas de polarización en 1a

trsuperf icierr r=ra, r*a. Las segundas, que denotar"roo= pot 
"ogb,

son una consecuencia de la interacción deI soLuto con las cargias

de polarización situadas en la trsuperf iciert r=r5:ra*R=. Su

evaluación será discutida más adelante.

§ustituyendo explfcitamente las cargas de polarización y

las integrales de interacción soluto-solvente en Ia Ec. 2.LLl , y

considerando Ia aproxi¡nación de RDN, se encuentra e1 siguiente

Hamiltoniano de Fock efectivo:

[F6J¡ro = ¡F1l¡ro + 6po(!-!/€L) : sB(P) tABu *
B

6 ro( G/ erl-1r7es) ) E qr(P) rorb (2 .]-22)

Este es e1 HamiLtoniano de1 esquema CRLAC sin
recubrimiento, pero gue permite modelar FDNL y qué se fundamenta

en J-a siguiente EBGM /62l:

Ae" = - (L/2) (L-t/ €L) tt
AB

qA (P) sB (P) 
"AB. 

*
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Los e1e¡nentos de ¡natriz del potenciaL de campo de reacción

én la aproxi¡nación RDN, también deben ségmentarse según:

lvPoll¡ro = -6to
B

I egPol, a, i (p) ,ast, i * nrPo1,a,e1P¡ rora,e +

9uPo1, b, i (p) 
"anb, 

i' * nrPol , b, e 
1e¡ r*b, el ( z -L32)

La introducción explÍcita de las cargas de polarización e

integrales de interacción so luto-sol-vente en esta ecuación, dan

lugar a la siguiente EBGI'I3

An= = -(Ll2) (1-1l€L) ,E
AB

9¡ (P) Ss (e) {1-F¡s}r*a +

También, hac j-endo uso de La aproximación de RDN, fos

éLementos de matriz de1 operador de Fock efectivo toman la

forma:

I F6 J ¡.ro = [ r11 ¡ro + 6 ,o (t-L I e;-)
B

9s (P) {1-Fou}rABa +

-(7/2) 11:J ¡ey)-1r7e") ) EE qA(P)96(P) {1-F¡3}r¡sb
AB

6¡¡6((L/eil -1:-7es) ) t sB(P) {1-FAB}rAB

( 2 . 13 3 )

(2.L34)b

nivel de aproximación, que considera
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desol,vatación, ha sido lLamado CRLAC/R. Puede demostrarse que

permite 1a recuperación de l-os tres esguemas anteriores.

13) INTEGRAIJE8 DE INEERACCIO§ SOLIrTo-SOIJVE!{TE.

Las integrales de interacción soluto-solvente, poseen l-a

forma :

rAB =
J

TEE

lp til l2
---l-l--.¿¡ = <p(i) l(+ - il-Ilpt?l> r, 6 B

|'A
(2.135)

donde Ia integración corre sobre todo e1 espacio. se trata de

integrales monoelectrónicas de naturafeza mono y bicéntricas.

En 1a aproxi¡nación cRAc, los solvatones se han supuesto

Iocalizados en Ias superficies atóroicas. De acuerdo a esto,

Miertus y Kysel /64 / ca}cularon estas integrales usando 1as

integrales de Coulomb para el orbital atómico esférico más

externo, es decir, un orbital atómico s de Ia capa de valencia.

Puede notarse que esta parametrización ta¡nbién es aplicable a rAB

en eI cRAc/R y rABa en e] cRLAc y CRLAC/R.

contreras y Aiznan nodificaron esta metodologÍa

(parametrización MK Modificada, MKM) de manera de incluir las

integrales externas /31/.
La parametrización de MKM propone gue, cuando estas

integrales se asocian a un único centro atórnico interactuando con

1as cargas de polarización generadas en su superficie, ellas
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Pueden aproximarse por:

z AAa = 1/ra (2.136)

donde ro es e1 radio de Van der Waals de pauling /741 de]- átomo A

para eI caso de no1écu1as, o el radio iónico para iones atómicos,

Cuando los orbitales ató¡nicos y 1as cargas de polarización
internas se asocian a núcleos diferentes, se usa:

"AB"=(RAB+rB)-1 (2 - 1_37 )

siendo RAg, 1a distancia internuclear de equilibrio entre los
núcl-eos A y B. La idea de reparametrizar estas integrales es

evitar la contaminación de resuLtados con incertezas inherentes a

l-a evaluación CNDo/2 de Ias integrales de coulomb.

Para 1as integrales que involucran cargas de polarización
l-ocalizadas en Ia superficie de Ia esfera de solvatación, se

tiene para las integTral"es ¡nonocéntricas:

"AAb=r*a{t+RsrAAa)-1

y para 1as bicéntricas:

(2.138)

,ABb = (Rae + A("AAb) -L + h(rsrb¡ -1¡ -1
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CAPIIULO III: RESI,IJTADOS: PARTE CI.AAICA

1{) ENERGIA I,IBRE DE EELI.TEOLITZ PARA UNA DIsIRIBI'CION DE
CARGAA DIACREEA NO POLARI ZABI¡E EN I'ITA CAVIDAD ESFERICA RODEJADA DE
DOE C},PAA DIEI¡ECTRICAA I¡OCAIJEA COXCETTRICAS DE IGI'AI¡ AIUEIRIA E
It§uERaAs EN IDf DIEIJECIIRICO COmINITO INDTNIEO l7S-77 I .

En 1a Figura 10 se presenta un corte esguemático deL

sistema en consideración. El soluto es modeLado cono una

distribución irnpolarizable de l,f cargas discretas, tqklk=l,M, que

se encuentra en el interior de Ia cavidad. E] origen de1 siste¡na

de coordenadas se ha localizado en eI centro de la cavidad, y

cada carga qk se ha situado "n i¡. Los FDNL se modelan
describiendo aL solvente como una función escalonada de Ia
constante dieléctrica. Aquf, á, b y c representan, en orden

crecj.ente, Ios radj,os de las superf i.cies esféricas gue limitan
los distintos dieléctricos caracterizados por 1as permitividades

dieléctricas relativás €9r e!, e2 y €3, respectivamente. (ver

Fig. 11 con ro:a, r1-b, rr=c y eg=e3).

La resolución detallada de Ia ecuación de Lapl-ace en

coordenadas polares esféricas para este sistema se presenta en eI

Apéndice V. La expresión final para 1a energTia libre de Helmholtz

es ( Ec. V,38) :

1 co fr (n+1) (1_€aí)
Le = --- E ll ------

2€O n=O lI (n+1) €a!, + n

ñ2En
----- +
- 2n+1
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Figura 10. Corte esquemátieo de un sol_uto esférico in¡nersosolvente que considera dos esferas de solvatación
dieléctrico continuo, con los parámetros que lo definer:.

en un
yun
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(n+1) ( 1-€b | 
)

[,-

n(l - €ar)

(n+1)€bt + n (n+1) 6 arr + n

n(1-6b' )

( n+1) 6b I +n

I Q.rZ
| ----- +
I b2n+1

(n+1) ( 1-€c) T
----------- I 1 -
1n+1¡ e" + n L

-l T n ( 1- e"'r ) .l Qrr2 lltt 1- | ----- ',I L ^ (n+r.) €a,'+n J 
"zn+r 

l¡

En La Ec. g.t, Qn2

multipolares esf éricos

han definido:

eI cuadrado

(Ec. 2.24 y

(3.1)

de los momentos

2.25) , y donde se

repre s enta

de orden n

_.1
c , : ¿ 'll ,*:3-a'all-'

U-E
ct

n(L-€br) I f " l2n+1T-11- ---------- t---l ti

(n+r.) €b'+n I L c I ll

(3.2)

(n+1) (1-€a) ( 1-€c)

(n+1) €c + n

e-' = e^[ r +o oL

.o' = .o[ :. +

€a = €.I/€O

eb = €2/ €!

e" = e3/ e2

(n+1) (1-€a) (1-e6')

(n+1) 6br + n

( n+1) (1-€b) ( 1-€c)

(n+1) €c + n
T b l2n+11 -1L-;-l l

[{l'".']-'

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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La expresión para e1 potencial de reaceión puede ser

fáciltnente recuperada utilizando las Ecs. 3.1 y 2.8.

La verificación de este resultado (Apéndice V), se ha

realizado tomando todas 1as posibilidades de fusión de

dieléctricos vecinos, es decir, tomando eI caso l1¡nite en ef cual

dos diel-éctricos vecinos igualan sus propiedades eIéctricas.

Este procedirniento pernite recuperar aquellas expresiones

previanente publicadas para e1 caso de una única capa dieléctrica

Local- /37 / .

15 ) EI¡ERGIA LIBRE DE EEI,I,ÍEOI.,TZ PARA UNA DI§TRIBI'CION DE
CARGAA DIACREEA NO POI,ERIZABI,E EN I'¡IA CAVIDAD EAFERICA RODEJADA DE
TRES C}PAA DIEÍ,ECERIC}8 IJOCAI,EE COI¡CEN'IPRICAA DE IGI'AIJ AI}IETRIA E
rñuERsAs EN Ir¡¡ DIET,ECIRTCO CONtIt{¡rO I¡¡Fr}IIlrO 175-77 | .

En la Figura 12 se presenta un corte esquemátj-co deI sisterna

en consideración. La distribución de M cargas discretas no

polarizable, {g¡}¡=1,y, se halla situada dentro de Ia esfera

interna (o<r<a). EI origen de1 sistena de coordenadas se ha

localizado en el centro de Ia cavidad y Ia posición de cada carga

qk se describe mediante el radio vector i¡. Los FDNL en é1

solvente se modelan con una función escalonada de €. Los

di.ferentes dieléctricos se caracterizan desde el interi-or aL

exterior, por 1as pernitividades relativas €gr €L, €2, e3 y e4, y

se encuentran limitados, en orden creciente, por superficies

esféricas de radj-os a, b, c y d.
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Figura 12. corte esquemático de un soluto esférico inmerso
sofvente que considera tres esferas de solvatación
dleléctrico continuo, con l-os parámetros que 1o definen.

en un
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La resolución detallada de la ecuación de LapLace en

coordenadas polares esféricas se presenta en e1 Apéndice vI . La

expresión final para 1a energfa fibre de Helnho1tz es:

. 1 o 6 (n+1) (l-€aÚr) en2
A A = --- I ll ------ . ----- +

zeo nlo lL 1n+f ).""' * n a2n+1

(n+1) (l-e¡t') t n(l - €",',) -l Qr,2

(n+l)€bt' + n L (n+1) €at" + n I b2n+1

1n+t) (1-e 
"r 

) ¡ n(L-e5rr) 1 ¡-11 - ----------l11 -
(n+r-) €c, * ,', L (n+t) e o"+n.J L (n+1) 6artt arrJ a2n+1

n ( 1-e.rr I ) ^2En
----- +

(n+1) (1-€d)¡- n(1-e"') 1¡ n(1-e¡") T¡ n(1,-e""') I Q.,2 T
---------:-l1-------:---ll1-------:---ll,i------
{r,+r¡ .u * ,r L' 1n+r¡ e.'+¡J Lt 1n+t¡ eo"+r',J L- (n+1) €a" ' ar',J ¿zn+tll

(3.8)

En esta expresión, Qr.,2 representa e1 cuadrado de los momentos

multipolares esféricos de orden n (Ec. 2.24), y donde se han

definido 1as sigruientes constantes dieléctricas relativas:

r €a" (n+1) (1-€a) (1-€d)
. rrt - ¿ tt ll r -! --- . ----:- *'a 'a [ - ea (n+1) €d + n
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t-
Ll.-

n(1,-€c

(n+1) €c

,. n(1-e5rr)
I 1 - ----------L ( ''*') uo"*" I [3]'*' ]-'_l

,r.l
:i
r+

(3.e)

(3.11)

(3.12)

(3.14)

(3.15)

(3. r"6)

(3.17)

tu" = aa'[r *
(n+1) ( 1-e.) (1-€cr )

(n+1) €cr + n

.^, = .-[ r *o oL 9l1l1TeI11::!ll
(n+1) €brr + n

e^ = ea/e6

tu" = t¡'[r*

.o'=uof r+ flll1=!l1I:ell
(n+1) 6cr + n

e, = erl e1

€^ I
cL

;-

,- n(1-e5r) .,1

t1- ----------lL 1n+r) €br'+n-l

I a l2n+1.] -1t---ttL¡l l

,- n(1-e"r)
I r.- ----------L (n+1) €et+n

[:]'*l 
-'

(3.10)

I Hl'*'l-'
(3.13)

1) (1-6b) ( 1-€d)

(n+1) ed + n
i:l

T b I 2n+1.1 -1
t---ttL.l .l

.^'=.^[t*" "L

e" = e3/e2

(n+1) ( 1-€c) ( 1- €d)

(n+1) €d + n
I c I 2n+]-l -1ra1 I
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ed = e4/ e 3
(3.18)

EI potencial de reacción puede ser recuperado a partir de las

Ecs. 3.8 y 2.8- A1 j.guaI que en caso anterior, estos resultados

han sido verificados por fusión de dieléctricos vecinos.

15 ) ENERGIA LIBRE DE EEI,!ÍEOLIIZ PARA T'I[A DIAERIBUCION DE
CARGA§ DIACRETA ¡IO POI,ARI ZABI..E EN I'NA CAVIDAD ESFERICA RODE]ADE DE
CUAERO CAPA8 DIELECTRICAS LOCAITEE COI¡CENIIRICAE DE IGUAL SII.IEIIRIA
E INUERAA EN ¡'N DIEI.ECERICO CONTINUO INFINIEO 175.77 1.

En La Figura 13 se presenta un corte esquemático de1 sistema

en consideración. La distribución no polarizable de M cargas

discretas, {g¡}¡=1,y, se encuentra situada en 1a cavidad

(0<r<a). E1 origen del sistema coordenado se ha centrado en esta

cavidad y 1a posición de cada carga qk se describe mediante eI

vector posición -r¡. f,as propiedades diel-éctricas de cada región

se describen desde e1 interior hasta e1 exterior rnediante eO a

€5, y las superficies respectivas que Ios separan Poseen radios

crecientes representados por l"as letras a hasta 1a e.

La resolución detallada de Ia ecuación de Laplace en

coordenadas polares esféricas se presenta en eI Apéndice vIf. La

expresión final para la energía tibre de polarización de

HelrnhoLtz es:

1.oAe=---: ll
2€O n=O lL

(n+1) ( 1-€aiv) r\2xn
----- +

a2 n+ l-(n+1) €aiv + n
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Figura 13. Corte esquemático de un soluto esférico inmerso en un
solvente que considera cuatro esferas de solvatación y un
diel-éctrico continuo, con Los parámetros que 1o definen.
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(n+1) (l-eb"') f _ n(1 - €aiv).,l err2

i;;il;;'-;-; L'- i;;il;"Ñ-;-; I ;';;I +

(n+1) (1-e"r) ¡- n(1-e 5,!') I f- n(i.-€aiv) -l e.,2

?;il;";-;-;L'- ?;il1";;;;11'- ?;il;J;;;l ;ñ;i +

gl1l11r:s:l¡,- -:1Tsll-l [1- :11-:!::l-t [,- -ll1:Í:]Il_l_:.1_
(n+l-) €dt + n L (n+1) 6c"+nl L 1n+1) €brr r +nJ L 1n+r¡ ."it+r.rJ ¿2tt*1

. 1:11111-l:lf, - glll9-:g:t l, _ 9i1l1l:sll_1.
(n+l)e" + nL (n+l-)€d' + nlL (n+1)e"r'+ n J

l-- (n+1) (L-e¡', r ) 1 ¡- 1n+r¡ 1r-euit) I er,, T
¡r-------ll¿--------:-----t-----llL 1n+r¡ 6'rr r a¡JL (n+1) €aiv + ¡ J.zn+:-1¡

(3.1e)

En la Ec. 3.L9, qn2 representa eI cuadrado de los momentos

multipolares esféricos de orden n (Ec. Z.Z4), y donde se han

definido:

- iv _ - ,,,[ . , u."' (n+1) (1-€a) 1r-e.) ¡- n(1-e¿t) 
1.a - ca'- ' ll . - -.-- I i- ---------- |.a (n+1) €e + n L (n+1) €dr+nJ

¡,- -111:llll-l t,- -:11-:!::l-l l-e_l2n+11-1 ,3.20)L- qn+1¡ 6"uq¡J L* (n+1) €b'r 'anJ L e I ll
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ta"' = eut'[ r +
(n+1) (1-€a) (1-e6')

(n+1)€dr + n

€- |

;.- (n+1) €cÚ + n (n+]-) €b
ta" : t"t[t *

(n+1) ( 1-€a) 11-e." )

[,-
n ( 1-Éb

.",=e"[ r+
(n+1) (1-6a) ( 1-€¡ú r 

)

(n+l-) 6brr r + n

e. = e1leq

tb" (n+1) ( 1-€b) ( 1-€e)
tbtt t = eb

€b (n+1) €e + n

€b" = gb

I n(]--€a') lt n(1-e"")
I 1- ----------it 1- ----------tttL (n+l_) €¿r+nJ L (n+1) €cr'+n

n -1

.ll tr. zsr

l{ 1li1ll1::!li1::g')r . n('-e.,)
--l 1-

6b (n+1)€dr + n L (n+1) €crr+n

€-rlcl

f n(1-€.") lt n(l-€brrr) I fal 2n+L T-l-I 1 - ----------ll r. - ----------- ll;l ll (3.21)
L (n+1) 6ctr+nr L (n+1) €5rr I +n J L"J ll

lll-r
, , .,-r,tJ [:] 

'"-'] 
-'

(3.22)

t a l2n+11 -1t---ttL¡l -l
(3.23)

(3.24)

(3 .26)

"[ ,

I t b I 2n+1
I I 

--- 
I

.l L".l

I [:] '*'l-''[r*
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f6br=€bL1+

eb = e2/ e\

-al
€"" = €o'lr *:9-

t ta

.^' = .-f r *" "L

gl1l11-:!IiI::ll
(n+1,) 6crr + n

(n+1) (1-€c) ( 1-€e)

t,(n+1) 6e + n

fllli=s111::g:i
(n+L) 6d¡ + n

f b .t 2n+11 -1L;-l l

n(1-e ¿r) 1
-----------t

I(n+1)€dr+nJ

I c ]2n+h-1t---ttL¿] ]

¡.1 2 n+ 1T

L;l l
(3

(3 .27 ')

(3.28)

-l-

.2e)

ec = e3/e2

e¿'=.¿[ r*

eU: e4/e3

ea = eU/e4

(n+1) (l--€d) (1-6e) f d I2n+11 -1
'...1 l(n+1) 6e + n L

(3.30)

(3.31_)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

La expresión final para el potencial de reacción en eI
interior de Ia cavidad está dada por la Ec. vII.73 y,
alternativamente, puede ser recuperada usando Las Ecs. 3.19 y
2.8. La verificación ha sido realizada tomando e1 caso lfnite en

el- cual 1as propiedades dieléctricas de regiones vecinas se

igualan, recuperándose las expresiones del caso inferior.
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17 ) ENERGIA LIBRE DE EELI'IEoLIIZ PAR¡ UNA DIallRIBIrc¡ol¡ DE
CIRGAS DISCRETA NO POLARIZABLE EN T'NA CAVIDAD EAFERICA RODEADA DE
UN NU¡,IERO ARBIIIRARIO (P) DE CAPA8 DIEIJECTRIce8 IJOCALEa
CONCENERICAA DE IGIIAI 8II{EERIA E INUERAA EN UN DIEI.ECIRICO
cot¡Ert[uo rtüErlrrEo 175,77 | .

En Ia Figura 14, se presenta un corte esquemático del

sistema en cuestión. La distribución no polarizable de M cargias

discretas, {9¡}¡=1,¡1, se localiza dentro de }a cavidad (03r<r9)

en cuyo centro se ha situado eI origen de coordenadas. Las

posiciones de las cargas se describen mediante Los radio vectores

-ry. Las propiedades dieléctricas de1 solvente afectado por 1os

FDNL se modelan con una función escalonada de €. Las regiones

interna a Ia externa se caracterizan por 1as permitividades

dieléctricas relativas €0, €1t..... r ep y €p+1. En orden

creciente, los radios de las superficies que 1os lj.mitan se

denotan por ro, E1r......, tp-1 y rp. se debe observar que, por

razones de generalización, se han canbiado Las notaciones

correspondientes a los radios de las superficies Iimitrofes y que

estos no deben ser confundidos con los vectores que deterrninan

1as posiciones de las cargas, denotados por ?¡ o i1.

Para p capas esféricas, los casos anteriores nos han

perrnitido inducir 1a siguiente expresión general Para e1

potencial de reacción en la cavi.dad, considerando 1a expansión

muJ-tipolar cornpleta :
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Figura l-4. corte esquemático de un soluto esférico inmerso en
solvente que considera un número arbitrar j.o, p, de esferas
solvatación y un dieJ-éctrico continuo, con 1os parámetros que
definen.
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{n+r¡ 1r-e o 
(P) ¡ 1

(;;;t;;iet-.-" ' ;7;;t .

p ¡ n(:.-er(P-i) ¡ I i T n(l-€i-.i (p-i+j) ) I 1 uSt I 
------ 

I r ll 
- --------É-- 

¡ 
------ 

ll *

1]1 L 1r,*r¡er(P-i)*r, J1:1 Lt (n+1)6i-j(p-i+j)ar., J ..zn+r ll

1
oR(r, e,0) : --

6o
;tl

n=0 L

+n (n-n) ! M
: l---l: * 

- 
: qkrknPr.,n (cose¡) 

"-inÓu.n"n:n 
(coso) eino

n=-n (n+m) I k=l-
(3.35)

con Las siguientes constantes dieLéctricas relativas denotadas

con un superÍndice entre paréntesis:

e"(o) = €x+r./€x (3.36)

€. (y) =€.. ( y-, ) [,. :r1::11. g::ltl::::]ly::xrvl::l-:li f-lr-l'"*1x x ll €x(0) (n+1) €x+y(p-x-y) + ,.t l."*rJ

[,- (n+1) €x+y-j (P-x-Y+j ) + n

/ ñ-v-t,ri \ñ11-. \ll ^ -I'J,/\., r r -x*y_l t

ll-' y>L (3.38)

€x y €x+1 representan 1as constantes dieléctricas que

. (1) : . (0)-x -x
r. _. (o) .r ,'! _. (p-x-l) t\- '}( ,/ \- "X+1 t

(n+1) €x+1 (P-x-1) + n
r (n+1)

L', * -----
lrxI ----L t**t ] 

'"*']-'

(3.37)

y-1

j=r

donde
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caracterizan las diferentes regiones, con el paránetro x variando

entre O y p. En ]a reducción de estas fórmulas a un número

concreto de capas dieléctricas 1oca1es, debe considerarse gue é1

nú.¡nero de expresiones e*(Y) con x,y > o es igual a 
:ilt

EI sequndo térnlno de Ia Ec, 3.35 no debe considerarse en ef

caso trivial, en eI que no existen regíones dieléctricas
locales presentes (p=O). La expresión multicapa para la energia

libre de polarización puede ser inducida análogamente o, más

dj.recta¡nente, ser obtenida introduciendo Ia Ec. 3.35 en Ia Ec.

2.8. EI resultado es:

::119::sllll
(n+1)€o(P) + n

donde qr.,2 representa aI cuadrado de los

orden n, según Ia Ec. 2.24. Además,

igualmente váIidas las Ecs. 3.36, 3-37

para eI segundo tér¡nino de 1a derecha

úItima situación, las Ecs. 3.35 a la
o,

nomentos multipolares de

en esta expansión son

y 3.38, y Ia restricción
en eI caso p:o. En esta

3.39 se reducen a 1os

1úAa=--- E ll

2eo n=o ll
I ^2Yn

------ +
- 2n+1,
"o

p ¡ n(r.-€i(p-i) ) I i r n(l-ei-i (p-i+j) ) .t er,2 -,,

st I ---_-- I n t r _ -----___¿__ I ______

111 L 1n+r¡ e, (n-i)*,., J i=1 L- (n+1) €i-j (p-i+ j )a,., ..1 r. zn+r ll

(3.3e)



resultados de Ia referencia

Es interesante notar

potencj,al de reacción en Ia

QR (r, €, O) ln:o =

37-

que la contribución

cavl-dad, oR(r) In=0,

unipolar (n:0)

toma 1a forma 3

a1

Q Prrl
eo i=o L

r - er(P-i)---,li;:rt-
'I ll; (3.40)

donde se ha considerado que eo0{*)=1 y donde q es Ia carga neta

de 1a distr j.bución. Esta expresión permite concluir que Ia

contribución unipotar aI potencial de reacción (que denotaremos

po VR), permanece constante en eI interior de la cavidad, y que

el campo de reacción (Ec.2.l) de una carga puntual en su

interior es nu1o. En particular, es posible destacar 1as

siguientes situaciones gue nos interesarán nás adeLante:

o*{f) lr1=o = op(i¡) ln=o = o¡{d) 1,.,:o = vR (3.41)

Aplicando la Ec. 3.41 a la Ec. 2.8,

1a contribución unipolar a Ia energia libre
obtiene:

y denotando por AAo

de polarización, se

AAo = * q rR(o) ln=o = ! q vR

18 ) ENERGIA LIBRE DE EEIJI{EOL,TZ
CARGAS DI§CREIIAS NO POL,ARIZABL,E EN IrNA
DE UNA CAPA DIEI,ECTRICA I'OCAI, DE IGUAI,
DIEITECTRTCO CONTr!I¡,O INTINITO l7A r79 I .

(3 .42)

PARA UNA DIsITRIBUCION DE
CAVIDAD ESFEROIDAI' RODEN)A

§IUETRIA E INAERTA EN UN
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La Figura 15 muestra un corte esquemático de1 sistema en

consideración. La distribución no polarizable de M cargas

discretas, {{¡}¡=1,y, se encuentra restringida al, dieléctrico

interno. E1 origen deL sistena de coordenadas se sitfia

equidistante entre 1os focos A y B, los que se encuentran

distanciados por 2d. Las superficies esferoidales confocal-es

descritas por ),u y ).¡, separan Ios dieléctricos caracterizados

por €o, €l y ez, y poseen semiejes nayores denotados por a y b,

respectivamente.

18A) CA8O PROLATO ESFEROTDII.

La resolución detallada de Ia ecuación de Laplace en

coordenadas prolato esferoidales (ApéndicefII) para este sistema

se presenta en eI Apéndice VIII. La expresión flnal obtenida para

1a energía libre de Helnholtz de polarización es:

1co+nr
AA = --- E > | r,.,^(e"',tru¡ +

2€O n=0 m=-n L

[,.
- Pnm (¡a)

,rr¡o (."' ,"., ;;ti;"; r,.,*(e5,tr¡) lo.,*'
J

(3.43)

con los Qr.rr2 dados por la Ec. 2.69 y Las funciones rr.rrn ( e,n)

definidas en este trabajo cono:
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Figura l-5. Corte esquemático
un solvente que cons idera
dieléctrico continuo, con los

de un sol-uto esferoidal inmerso
una capa de solvatación y

parámetros que fo definen.
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(3 .44)

Esta función constituye una generalización de Ia cantidad

introducida por Abbot y Bolton 123/ y ampliada por Beveridge

col . /25/. Las razones de las constantes dieléctricas en 1a Ec.

3 .43 , son:

(3.4s)

(3.46)

(3.47)

1
 l=---

"'o

EI potencial de reacción en e1 interior de Ia cavidad es

dado por 1a Ec. VIII.29 y, adicional-mente, puede ser recuperado

usando las Ecs. 3.43 y 2.8. La verificación de estas sofuciones

se ha realizado por fusión de dieléctricos vecinos Para recuperar

eI caso trivial, y transformando los esferoides en esferas (ver

Apéndice VIII).

188 ) cAso oBLATO ESAEROrDAI,.

La expresión final obtenida para Ia energia libre de

Helmholtz de polarización (Apéndice vrII, Ec. vIrr.54), es:

- 1-€ rpJII(I) 1 bnmo.)t -1
rnn(€,^) = -;- qñ?ii - ;.a;6¡

f _ er.rn {}") 1_r€a' : .a 
L 

1 + (1-€a)rr.r.(e5,45) 
;;;¡;;; l

eu = er/eg

Eb - c2le1

+n
> | rr.,.(e .', ila) +

n=-n L
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Ir * "n {.ur,i1.) ,:tl;i:l ] '*nt's'*or ] o,'.' (3'48)

con Q*,2 dado por Ia Ec. 2.73 y donde Las funciones rrr*(e, in) y

e"r difieren de las de1 caso prolato esferoidal en 1a definición
de la variable L , y en que los argumentos de Los polinornios de

Legendre son conplejos ()! se reenplaza por il). La Ec. 3.48

junto a la Ec. 2.8, perniten deducir eI potenciaL de reacción en

el- interior de Ia cavidad.

La verificación de estas soluciones se ha LLevado a cabo de

modo similar a Ia de1 sistema prolato.

19) ENERGIA I,IBRE DE I'¡¡A DISTRIBI'CION DE CARGA8 DISCREEA I¡O
POÍJERIZABLE EN U}{A CAVIDAD ESFEROIDET RODEADA DE DOs CAPAE
DIEI/ECTRICA8 LOCALES DE IGUAL AMETRIA E INSERTA EN IrN
DIELECBRICO CONEINI'O I§FINITO /78l.

La Figura l-6 muestra un corte esquemático de1 sistema en

consideración. La distribución de cargas discreta no po).arizabIe,

{9¡}¡:1,y, se encuentra en eI interior deI dietéctrico centraL

deli¡nitado por o< }'< nu. 11 origen coordenado se ha situado

equidistante a l-os focos A y B, los gue se encuentran separados

por 2d. Los diferentes medios dieléctricos de esta función

escalera se caracterizan desde eI interior al exterior, rnediante

€0, €1, ez y €3. sus tfnites en orden creciente se describen por

Ias superficies confocales Xu,1¡ y ).6 y sus semiejes mayores se

denotan, respectj-vamente, por a, b y c.
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Figura 16. Corte esquenático
un solvente que cons i der a
die]éctrico continuo, con los

de un soluto esferoidal inmerso
dos capas de solvatación y

parámetros que l_o definen.
oa,

en
un



19A) cA80 PROLATO ESFEROIDAI,.

La resolución de la ecuación de Laplace en coordenadas

proLato esferoidales para este sisterna se presenta en eI Apéndice

Ix. La expresión final para Ia energla l-ibre de Helmholtz de

polarización es (Ec. Ix.43)l

"er.,* {}. ) 1

u) I-;;_-=: I r,.,,n(e5',I5)
9n (/1a,l -I r + r,rr(eu",

l-. - ¡-r\rñ,.,^{.\p)1 t- ..-,.i"(iu)l_ ..,..11^ 2

LL+ 
rnm ( €b r,Ib) 

^-m;;-., 
1 Lt 

* rrrr ( eu",^u).^-*;..--., 
l 

.r,or (.",i.) 
11 

Q,r*'
)¿n \J\b,/ Yn \J\a,/

(3.4e)

donde se ha definido eI cuadrado de las componentes de los

momentos multipolares prolato esferoidafes de orden n, Qrr.',
según Ia 8c.2,69, y 1as funciones rrr.(e ,).) , segrln Ia Ec. 3.44.

Las constantes dieléctricas relativas tienen la forma:

* t I pnm(Ia) 
T€r,, = €" ' ll r* i3- ( 1-e" ¡ --:---- ¡ r+* .u en,.(.Ia) L

Ér.,'{},5)1 - T-1

'¡;;iiJl 
?nm(€c'^c)llrrr*(e6t,Ig

€a, = €a [:. * {r-..1rrrro(e 5,,}p)
r,..,m {tr.) 1-r--;-:-- 

l

Qn"'(,¡'a) .r

(3.s0)

(3.51)
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€a = €1l€O (3.s2)

(3.s3)

( 3 . 54 )

(3.5s)

T _ Pr.,n (\) r _1
.b' = .b I r + «r-eo¡zn*(e",].) ;;q;i; J

eb: e2/e!

e": er/ e2

La veri-ficación de estas soluciones se ha realizado tornando

e1 caso l-ímite en eI cual 1os esferoides tienden a esferas y por

fusión de dieléctricos vecinos. La expresión correspondiente para

eI potencial de reacción en e1 interior de la cavidad (Ec.

LX.42), puede recuperarse fácilmente usando estos resultados y l-a

Ec. 2.8.

198) CA§O OBLATO EAFEROIDAIJ.

Las sofuciones de este problema poseen exactamente Ia misna

forma matemática que el caso prolato correspondiente, con la
(rnica excepción que en todas 1as expresiones donde aparezca n,
debe reemplazarse por i)-.

20) ENERGIA I.IBRE DE POÉARIZACION Y POTENCIAI, DE REACCION
DE I'NA DISTRIBI'CIOII DE CARGAS DIECREEA NO POLARIZABLE EN UNE
CAVIDAD E8FEROID}L RODEEDA DE UN NI'I,fEBO ARBITRARIO (P) DE CAPA8
DIELECTRICAS LOCA¡EA COIÍSOCAI,E§ DE IGI'AL AIUETRIA E INIAERAA EN I'N
DTETTECTRICO CONTINUO I}¡FINTTO /78/.

La figura 17 muestra un corte esquemático de1 sistema bajo
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on solvente
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que considera un
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núrnero arbitrario, p, de capas

continuo, con l-os parámetros que
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consideración. La distribución no polarizable de M cargas

discretas, {e¡}¡=1,M, sé halfa situada dentro del eJ.ipsoide

interno cuyos focos A y B se encuentran distanciados por 2d y con

e1 siste¡na coordenado centrado entre ellos. Los efectos de los

FDNL se nodelan con una función escalonada de e. Las constantes

dieléctricas €0, 61,....,€p y €p+1 caracterizan, respectivamente,

las propiedades dieléctricas de 1os medios interno a1 externo. En

este mismo orden, 1as superficies 1i¡nftrofes confocaLes se

denotan por }a, ).b,...., trp-x y Ap y poseenf respectiva¡nente,

semiejes mayores r1,y2,..., rp_1 y rp. Debe notarse que, con

fines de generalización, se han ca¡nbiado Ias notaciones usadas

para los semiejes mayores de 1os esferoides y gue estos no deben

ser confundidos con 1os radiovectores gue describen 1a

localización de las cargas, denotados p". i¡ y i1 .

20A) cA8 0 PROLATO ESFEROI DAI, .

Para p capas dieléctricas prolato esferoidales, los casos

estudiados (p:0, r y 2) perniten j.nducir Ia siguiente expresión

general para e1 potencial de reacción en 1a cavidad:
I

o¡(1, l,ó) = ---
e

Û

(2n+1) +n

d m=-n

ao

,
n=0

(-')"'[f:iHii]'[ ",*,.0(n),no¡ +

" 
ji,['

p
s

i=1"n (.i(P-i),). idJl=¿l
ór.,* {r1-; )

+ rrrr(ei-1 (P-i+j),\-j) ll .
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M

*:roxrr.t {1o¡ rr.,n {l¡) .-i.Ok. prr* (tr) errn {l) einé

e*(1) = e*(o) [t

.(v)=-x

(3.57)

+ (r-e*(o) ) rn.(.**' (p-x-1) ,)x+r) Illlltl 1-t¡-'x+1/ 
Qrr* {}'*) l

(3.56)

donde 1as funciones rr.,* ( e ,).) se def inen segrln Ia Ec. 3 . 44 . I,as

razones de 1as permitividades dieléctricas relativas denotaalas

con superÍndices entre paréntesis, tienen 1as siguientes formas:

. (o) = c t¿-x -x+1/ -x

... {v-r ) [fr*^lI

Y-1rz lr+
j=r L

( 3 . 58 )

. (y-1) o rn'x-i-Zal- ( 1-e* ( o ) ) rnm ( €x+y(p-x-y) ,Ix+y) Il'l'11:1.
€ x 

\ ' ,/ ,.r., ().¡¡ )

b-.rr--.. .)---1?nm(€x+y-j(p-x-v+j),}**y_j,io;;;=:t=i;l]l y>1
*n \,.x+y_.1 , 

q, . U, ¡

donde €x y €x+1 representan 1as constantes dieléctricas que

caracterizan 1as diferentes regiones y con x, un parámetro que

puede tomar valores entre O y p.

Para e1 caso desprovisto de capas dieléctricas locales (e1

caso trivial con p=g¡, eJ- segundo tér¡nino de la derecha en 1a Ec.

3.59 debe excluirse.



Enpleando Ias Ecs.

proceso inductivo, se

polarización Ia siguiente

3.59 y 2.8

obtiene para

expresión:

rnm ( €o (P) ,),s) +

o bien, repitiendo eI

1a energfa libre de

t-
ual : ---

2eo

*;I
m=-n G

@

n=0

Dl-
.I "rrr{.i(P-i),tri1 i f, *i=1 j=1 r-

(3.60)

donde e1 cuadrado de las componentes de 1os multipolos proLato

esferoidales permanent"=, Qrr*2, se define en 1a Ec. 2.69.

La contribuci-ón unipolar (n=0) a1 potencial- de reacción

puede ser derivada de 1a Ec. 3.56 aplicando las Ecs. IV.8 a

Tv.11 del Apéndice IV. se logra eI sigruiente resuLtado:

rnrn( €i-j (p-i+j ),^r-,, i$lirfii ] 1r",,

r-e. (P-i) ¡ r ai -r- 1 r-.,i;:rl- l'"1;.---; I rc'srr
-1

q
oR (1, p, O) ln=o = ----

2€od

Dr

i=o L

A1 igual que en e1 caso rnulticapa esférico, se observa en

eI interior de l-a cavidad un potencial constante y un campo de

reacción nulo. Este potencial tanbién será denotado por vR.

Entonces, se cumplen como casos particulares de la expresión 2.8,

1as igualdades dadas por las Ecs. 3.41 y 3.42.
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2 OB) CASO OBLATO EAFEROIDAI,.

Las soluciones general-es inducidas para p capas locales con

esta simetria poseen exactamente l_a misrna for¡na matemática que 1a

situación prolata, con 1a única excepeíón que en todas Ias
expresiones donde aparezca la variable a, esta debe reemplazarse

por i\.

La expresión nulticapa para eI potencial de reacción en el
interior de La cavidad puede ser inferida empleando estas
consideraciones y 1a Ec. 2.8. En 10 gue respecta a las soluciones

expandidas de orden n igual a cero, debe tenerse presente que en

aquellas situaciones con simetría prolata donde aparezca Ia
función l-n((a+1)/(n-1)), en el- caso oblato debe reemplazarse

por In((i}+l)/(ni -f¡), o bien por 2arccotg}. Estos reemplazos

ya poseen i.nplícita Ia cor¡ección que debe realizarse en este

sistema coordenado por eI uso de 1a expansión de Hobson, es

decir, ya se ha multiplicado por el complejo i de modo de obtener

soluciones reales.

La interacci-ón unipolar con e1 dieléctrico escalonado puede

visualizarse como un disco de carga homogéneo infinita¡nente
delgado situado tangencialmente entre ambos focos, con carga

total igual a 1a carga neta de 1a distribución interactuando
electrostáticamente con 1as cargas de polarización virtuales
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distribuj-das honogéneanente sobre Las

Iimitan Los diel,éctricos.
2LI CONARIBT'CIONEA I¡NIPOI.AREA

POITARI ZACI ON Y AIJ POIIENCIAL, DE REACCION
175-77.ao1.

co

aA - E AAn
n=0

superfÍcies oblatas que

A I,A E}¡ERGIA LIBRE DE
PARA I,O8 CA§Os ESFERICOS

(3 , 62)

La energfa libre de Helnholtz de polarS.zación, AA, puede ser

expresada como una suma de contribuciones 45, provenientes de

la interacción de fos nultipoLos permanentes de orden n deI

soluto inpolarizable con eI medio, de acuerdo a:

En esta sección se presentan las exprésiones recuperadas

para 1as contribuciones unj-polares AAO, correspondientes a Ios

distintos casos esféricos estudiados. En otras palabras, nos

interesará eI tár¡nino gue aparece como consecuencia de ta

polarización de1 ¡nedio debido a su interacción con Ia carga neta

de Ia distribución, q. Adicionalmente, se ha demostrado que si se

considera únicamente esta interacción, se cumple la Ec. 3.42

donde vR=ü*{?) lrr=6 (ver Ec. 3.47), representa eI potenciaJ. de

reacción unipofar (es decir, eI potencial con gue retroactuarfa
eL solvente sobre eI soluto si su polarización fuese producida

exclusivamente por q), retroactuando sobre Ia carga puntuaL q

situada en el centro de la cavj.dad. La Ec. 3.42 proporciona u¡ra
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ruta alternativa para Ia obtención de La contribución de orden

cero al potencial de reacción en la cavidad, partiendo de La

expresión para AAO. Un procediniento equivalente, consiste en

trabajar directa¡nente con Ia expresión para e1 potencial de

reacción en La cavidadr recuperando el- término n=0.

Por ¡notivos de generalización, redefiniremos Los parámetros

gue describen eI sistema en consideración, según }a Fig. 14 y las

definiciones dadas en 1a sección 20. De acuerdo a esta notación,

e1 caso p=0 (es decir, sin considerar reqiones dieléctricas

locales), dado por Ia EB (Ec. 2.26) | toma la forna:

siendo €1 La constante dieléctrica del medio externo, EI caso con

una (rnica capa dieléctrica de dimensiones finitas (p=1) , es dado

por:

q2
AAo = --

2

_2qT
Aao = -- ¡2t

11

€r- €o

_1_ _ _1_
€1 €o €2 €1

l1I ---

q2
_1_ _ -1_

r1
t---

.1
t---, E1

+--
2

(3.63)

(3.64)

siendo La constante dieléctrica de Ia región externa igual a er.

Esta EBM escal-onada se debe a Beveridge y Schnuelle /37/.
El caso de dos capas dieléctricas Locales desarrollado en

9'7



eL Apéndice V, conduce

a'Ao:

a Ia siguiente expresión (Ec. x.L3) para

q2
AAo = --

2

q2

_1_ _ _1_
€1 €o

_1_ _ _1_
€3 ez

"1t___
I

' t2

.,,1
t---, a0

"1l-:-.
,2.

+i-l
2L

representando e, 1a constante

EBM escal"onada fue propuesta

antecedentes , e1 proceso

obteniendose:

Aeo =

€1

(3.65)

del nedio externo. Esta

y coJ-. /35/. con estos

es d irect o /75-77 /,

d ie féctr ica

por Abraham

inductivo

1"-
2

donde €p+1 representa Ia perrnitividad dieléctrica relativa del

nedio externo. Esta EBM pernite Ia ¡nodelización de 1os FDNL en eI

sol-vente por La introducción de cualquier función escalonada de e

que se considere razonable y, como es 1ógico, permite recuperar

cualquier EBtf escalonada previa, incluyendo Ia EB.

Procediendo d.e manera aná1oga para VR, o bien, usando

directamente Ia Ec. 3.42t se induce para eI caso general de p
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-1t___
IJ t.-l

(3.66)
tj+r tj



capas dieléctricas l-ocales J.a siguiente expresj-ón /75-77 /.

Por otra parte,
g1po1, 

"omo,

-t- 1 1
-DoJ._ I Isj--=l-------lq

' €j+1 ')'

es posible reescribir Ia Ec. 3.67 como sigue:

VR = g :T:::
j=0 .j

,R=q: l-1--j=0 L €j+t'

1¡1----t---
tj ' rj

definiendo 1as cargas de

(3.67)

polarización,

(3.68)

( 3 . 6e )

(3.70)

La Ec. 3.69 permite visualizar fisicamente esta
contribuci.ón como e1 potencial- en La cavidad debido a 1a creación
de cargas de polarización vj_rtuales r qjpoI, las cuaLes sé

encontrarían homogéneamente distribuidas sobre cada superficie
(ri, @, O), y que serían inducidas en e1 solvente en preseneia de

q. Este es el motivo físico por el cual eI campo de reacción es

nulo en eI interior de 1a cavidad. Adicionalmente, Ias Ecs. 3.42
y 3.68 generan:

1
Aao=-

2

oo- po I
--;;--

p
E

j=o
99



con 10 cual es posible visuaLizar Ia energfa Iibre de inserción
como el producto de la interacción de 1a carga neta de 1a

distribución (considerada puntual y centrada en Ia cavidad), con

las cargas virtuales de polarización de1 solvente localizadas en

Ias superficies divisorias.
Es interesante notar que Ia Ec. 3.66 puede ser reescrita en

1a siguiente forma /7 5-77 / .

con 1a def inición:

. -l -1AE.i - ciar
) )'L -l

o bien como:

q2

q2
AAo = --

2

AAo =

p a€i -1

j=o rj
(3.71)

(3.72)

(3.73)--;
p Aei 1
t ----¿-. ---j=0 €j€j+l rj

donde se ha definido:

Ar) = €1+1 - ei G.74|

La ventaja de esta formulación consiste en facilitar Ia
visualización de Ia posibilidad de el-iminar la función escalera,

tomando eI caso Li¡nite en eI cual eI sistema se halla rodeado de
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infinitas capas dieléctricas, cada una de ell_as de grosor
infinitesimal. En este 1ímite, se cunple Aea-1-->6e-1(r),'.)

Aei-->6e (r) , €j+1--r.j--r. (r) , €j€j+1-->e¿ (r), y fa sumatoria se

transforma en una integral gue suma contribuciones
infinitesimales desde Ia superficie de Ia cavidad hasta e}
infinito. Con estas consideraciones, Ia Ec. 3.71 toma 1a forma

/7s-77,8o/.

q2
AAo = --

2
r=ro

De igual forma, 1a Ec. 3.73 puede sér expresada como:

s2 | ile (r)Aeo=---l--;---
2 J te'(r)

(3.76)

r:ro

Debido a que de-1 = -u-2d., es posibLe verificar Ia
equivalencia de las dos expresiones anteriores.

Procediendo de igual forma para Ia contribución unipolar a1

potencial de reacción en e1 1Írnite de infinitas capas

dieléctricas de grosor infinitesinal-, se obtiene:
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co@

- I de-1(r) | de (r)
vR = q I ----l-: = - q I --:---

J r I re¿qr¡r=ro r=ro

(3 .77 )

Las Ecs. 3.75, 3.75 y 3.72 perniten Ia predicción teórica
¿" AAo y VR para sistenas en los cuaLes la constante dieléctrica
puede ser descrita razonablemente como una función continua de1

acercarniento aI ión. Como se verá más adelante, estas expresiones

incluyen cono casos particulares 1as EBI'Í y tos VR escalonados

tratados en esta sección.

22) CO§TRIBUCIONES UNIPOLARES A I,A ENERGIA IIIBRE DE
POIJARIZACION Y AI.¡ POTENCIAL DE REACCION PARA I.OE CAAOA PROIJATO
ESFEROIDAIJES |75 r76 r7AI .

A1 igual que en e1 caso esférico, es posible descomponer

AA en término de aportes 
^An 

debidos a 1os multipolos prolato
esferoidales de orden n (Ec. 3.62). En Ia presente seccj.ón

centraremos nuestra atención en Ios términos de interacción
unipolar AAO, es decir, en las EBM escalonadas que dan cuenta de

las desviaciones de l-a esfericidad de iones con simetrfa prolata

aproxirnada . Estas EBt"f , a su vez , permiten recuperar esta

contribución al potencial de reacción en Ia cavidad, VR. Para

esto, es posible utilizar 1a expresión general dada por 1a Ec.

2.8 o Ia 3.42. Sin embargo, eI significado ffsico atribuido en

estos sistemas a vR, difiere de1 esférico. Aquí, vR representa a1

to2



potencial de reacción unipolar retroastr¡ando sobre }a carga neta,

q, Ia que se supone distribuida de manera l-ineal y uniforrne como

un hilo infinitarnente delgado situado entre Los focos de ]a
cavidad.

Con miras a lograr una generalización, redefinire¡nos los
parámetros que describen eL sistema en consideración según Ia
Figura 17 y 1as definiciones de la sección 20. Utilizando Ia

nueva notación, e1 caso trivial (que omite la participación de

FDNL, pero que considera no esfericidad (Ec. 3.66 con p=0)),
puede ser expresado como /25/:

q2
Aeo = --

4d
_1_ _ _1_
€1 €o

'r ran + 1
I ln I -:----I Llo - 1

(3.78)

(3.7e)

siendo €1, Ia constante dieléctrica del medio externo.

En el Apéndice XI , se muestra e1 procedimiento de recuperacj"ón

de esta contribución para e1 caso que considera FDNL

introduciendo una primera esfera de solvatación (p=1¡ . La EBM

resultante /75,76,7e/l
q2 rr 1 :

aAo = l; [t ;; t; ]'"[i:---i ] .

t: -l-1,"[ 1r_;]l. €2 6l- , . i1
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siendo €2 La constante dieléctrica del medio externo.

EI caso p:2, también desarrollado en eI Apéndice xI, tiene
Ia forma /15,7 6,7e | |

(3.80)

Estas ecuaciones perrniten inducir la siguiente expresj.ón

AAg, con p capas dieléctricas locales:

q2 ,r, 1 :

aAo = -- lil --- - -l- thf le-l-1 I . [-1- - -1- 1r"f h-i-1-1 .-rr 4dltl €1 .ol Ltro-rl L 
", .rl Llr_rl

t l; -i; l,"tii : i rr

D
( 3 .82 )

donde )-i "= Ia variable que describe 1a superficie prolato
esferoidal- gue limita Ios dieléctricos j-ésino y (j+1) -ésimo, con

constantes dieléctricas respectivas ei y 6j+f y con 1a sumatoria

en j corriendo sobre todas las regiones.

(3.81)

3.42 se obtiene para el- potencial de reacción

P r 1 1 ¡ r )-i + 1r
» | ---- - --- I lnl -¿---- |

i=oL.i*r .jJ L¡'-rJ

| --1- - -:- 1 ,"¡1i-i-1 1L €j+1 .j' L -4" - r r

q2
Aao = --

4d

y, con 1a Ec.

unipoJ-ar:

qp
t

2d j=6

l-04



Notemos que Ia excentricidad del elipsoide, ej, es:

"j =}.j-'= d/rj (3.83)

donde r¡ es su sernieje rnayor, naqnitud que tiende aI radio de laJ

esfera cuando e; tiende a cero. Una expresión alternativa para)
las excentricidades se presenta en 1a Ec. III .11. Expandiendo el
logaritno natural en serie de Taylor y usando Ia úftina relación:

1

:
d

.).+ 1.,
lnl-----l =L),- 1J

1.F
r co eo ".
l1+ E ----l (3.84)
L ¡=1 2¡,r-1J

?
r

2@

r t=0

2a
-E
d t=0

r1:1
2t+1

"2L
2t+1,

Introduciendo La Ec. 3.84 en las Ecs. 3.81 y 3.82 genera:

q2 p r l- 1 .r 1 q2 p r 1 1 ¡ 1 * 
"*"

^Ao=--El 
--l--+--> l-------l-- ¡ -J--2 j=0 1€j+1 .j'.j z j=0 Lei+r €jrrj t=1 2t+1

_ p 11 11 1 p 11vK= q r l---- - --l-- * q i l----
j=o L€j+1 .j, rj i=o Lei+r

(3.86)

El- caso esférico ¡nulticapa se logra cuando 1as

excentricidades de todas las superficies se anulan, con 1o cual

desaparecen los segundos términos de la derecha en Ias Ecs. 3.85

y 3.86, recuperándose Ias Ecs. 3.66 y 3.67-

Es importante destacar que 1a serie empleada es convergente
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y que eI número de términos a considerar en cada caso dependerá

deI criterio de convergencia impuesto. Tomando eI primer térrnino

j en 1as Ecs. 3.85 y 3.86, es decir, considerando ef caso prolato

esferoidat que onite 1a participación de FDNL (p=0) , estas

expresiones se reducen a:

q2r L 1 1 q2r 1 1 1 @

lAo = ---l ----- l+---l ----- | »
2roL €1 €o , 2roL e, 69 r t=1

"o't (3.87)
2t+r

"o't (3.88)

que corresponden a 1os casos esféricos, más tér¡ninos correctivos

gue dan cuenta de Ia no-esfericidad y que se anulan cuando eI

esferoide se transforna en una esfera (es decir, cuando eO tiende

a cero). En este caso, Ia Ec. 3.87 se transforma en Ia EB.

Definiendo 1as cargas virtuales de polarización, qiPol,

como en l-a Ec. 3,68, se obtienen Ias siguientes igualdades:

,,R _ (3.8e)

aAo = (3.e0)

Reconociendó que el- potencial
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generado sobre 1a

o.1 1 - o 11 1 - 6
vR=-i I ----- I +-: | ----- | :

to L.r .oJ to L.r eoJ ¡=1

p q+pol r l\¡ + 1r
¡ -/---. rn I -¿---- Ij=o 2d Llj-r.l

1 B n .nor .3-. r" | 1l-l-1 l2 )=o ' 2d L j\. - 1r



superficie }' por una linea uniforme de

longitud 2d localizada entre sus focos,

carga con

ES:

cargia total q y

dt€ (}')

€2 (l)
(3.e2)

d€ (1,)

u2 c).)
(3.e3)

inteqración, ES

o().) (3.e1)

hace posible interpretar Ia Ec. 3.90 como la energia de

interacción entre Ia carga neta de1 sistema, distribuida 1ineaI y
unif ormernente entre 1os foeos, y 1as cargas aparentes de

polarización locaLizadas en Las superficies ni.
Las expresiones 3.81 y 3.82 permiten considerar el caso

lfmite con infinitas capas dieléctricas de grosor infinitesimal
en forma anáIoga a1 caso esférico. Procediendo asi, se obtienen

Ias expresiones siguierltLes /75,7 6,AO /.

q
:--In

2d
r 11-1 r
L ¡- r l

q2
AAo = --

4dt

,,R _

€

|.,"
J

-/\-rro J\ -JlO

o
I l)'+ r
I -Ln I -----J ll-,

sf
-- l1n
2dJ

^ -^o

n+r
-).- r

a.-1(J.)
q

2d

Con l-a finalidad de

:', =10

s inpl if icar
!o7

l):-11u.-,,n, = - :: [,"1]:-11l),-rl ral l-h-rl



conveniente expandir Ia función logaritmica en seri,e de Taylor,
procedimiento que, apl"icado a 1a primera expresión de Ia Ec.

3.92, permite obtener /75t76t80/.

q2
,4ao = - --

2d

o
:

t=0

1f
;;; l

(3.e4)

(3. es)

cavidad

(3.e6)

(3.e7)
o

d
1=\
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cza,.t
1Ao = I- r ---- | 1'.zt-rae -1txl

2d t=o ,.*rO 
loo

o, eguiva lentemente, para J,a expresión 3.92:

1 [ x2t-1
---- | -:---- de (].)
zt+:, J ezla¡

tr =Io

y, para eI potencial de reacción unj.polar en 1a

(8c.3.e3):

vR = -q ; -1-- [¡r.-,.u.-r,^,
d t=o 2t+1 J

^=\
o, su equivalente:

@

x
t=0

------ d6 íf,, )

€" (^)



Estas ecuaciones permiten 1a predicción de AAO (Ecuaciones

de Born Modificadas) y vR para iones con simetrfa profato

esferoidal aproxirnada, en los que pueda contarse con ecuaciones

gue describan de manera apropiada la variación de e con }. ( € (.,\ ) ) ,

es decir, funciones que incluyan anisotropia prolato esferoidal
para 1a constante dieléctrica con e1 acercamiento aI ión.

Finalrnente, consideremos Ia primera expresión de l-as Ecs.

3.94 y 3.96. Separando eL primer término en t y usando 1a Ec.

3.83, estas pueden ser expresadas como:

02 [ d€-1 oZ o 1 ¡'

1eo = i- I --- + j- r ---- I¡zt-r ae-1(\)
2 J r 2d t=l- 2t+1 J_r=r9 ). =LO

crcolfI ¡ ---- | ¡zt-r ae-1(\)
d t=1 2t+1 I

1:\

ao

f de-1
vR=ql----+

Jr
r=ro

En estas igualdades, e1 primer término de 1a derecha

corresponde aI caso esférico (Ecs. 3.75 y 3-77), raLíficandose eI

rof correctivo de }a no-esfericidad jugado por 1os términos t>1.

(3.e8)

(3.se)
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2 3 ) COIÍIIRIBUCIOUE8 ¡rI{IPOLAREA A IJA ENERGI¡ LIBRE DE
POLARIZACIO§ Y AL POAENCIAI¡ DE REACCIOIT PIRA I.,OE CAAOE OBLITO
ESrEROrDer.EA 17 s r7 6 I .

Considerenos e1 término de orden cero, .4.A0, en Ia
expansión de La Ec. 3.62 para las sol-uciones con esta simetrfa.

E1 caso de una cavidad oblata inserta en un único
dieléctrico continuo, está dado en 1a Ec. 2.85. Los casos

escalonados, con una y dos regiones dieléctricas finitas, están

dados por las Ecs. XI .19 (p=1) y XI .21 (p=2). Estas expresiones,

junto a Ia tendencia observada en los casos esférico y prolato,

son suficientes para inducir 1a siguiente EBU oblata para un

disco de carga infinitarnente delgado centrado entre los focos de

la cavidad y rodeado de p capas dieléctricas locales confocales

inmersas en un continuo infinito:

q2 Pr1 1 ''l

^A^ 
= -- x I ---- - -- | arccotg \" zd, i=o L e- , " e -. J )

' t-' )

(3.100)

Considerando Ias Ecs. IV.13 y IV.14, esta nueva EBM

escalonada puede reescribirse co¡no:

7'_
).1

E1 potencial de reacción unipolar en Ia cavidad puede ser

inducido o derivado, resultando:

Aao =
Prrl

j=o L

11r
-------t

Itj*r ')'
; Íf-\-1-1

t=0 2t+1
(3.101)
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Tomando eI caso J-imite, de infinitas capas dieLéctricas de

girosor infinitesi¡raI , permite encontrar !

oD.1 1r
vR::; I ---- - -- | arccots )..¡

d j=o L ej+1 .j ,

- q P r 1 1 1 o 1-1¡t \-2t-1ytt= - X l------- I ¡ -------J.-----
a j=o L ei+r ej Jt=o 2L+7

,2Í
Aao = J- | arccotg).ae-1().) = -

2dJ
i:lo

q2 [ arccotg].
-- | --:-----de (}.) (3.104)
2d.l €z()-)

7.=Io

(3.r-02)

(3.103)

(3.105)

(3.106)

potencial de

cavidad son:

Aeo =
(-1)'
-;;;; - ()'- )f a-r.-,-u.

^lr.

q2@

2d t=o

Aao =

Las

reaceión

o
q2 o(-1)tIX-2t-1

: ----- I --;----de(I)
2d t=0 2t+1 J €'(I)

a=Io

expresiones correspondientes para e1

unipolar en ef interior de 1a

o@
_ ql - q I arccotg].

vR=: I arccotg). a€-1 ( tr ) =-- I --;---l-a.(;x') (3.107)
d J a J, .'(l)
^ 
=\ r=\

111-



ct
vR=:

d

o
@ t-1) t rE :--:- I X2t-1d€-1(r )

t=O 2t+1 - J.
^ 

=1o

@

D q .o (-1)t+1 | x2t-1V^=- :------- I --:----de (\)
d t=o 2t+1, _ J _ ., (1. )

). =]D

(3.1o8)

(3.10e)

(3.110)

(3.111)

Si reordenamos las Ecs. 3.106 y 3.109, usando Ia Ec. 3.83,

ellas toman l-a forma siguiente:

o2 f d.-1 dz .o l-1)t I

^Ao 
= i- I ---- + .-'- t :--:- l¡zt-r¿.-r1t¡2 J r 2d t=L 2t+1_ J_r=ro Jt =d

cr o l-1)t f+: E :--:- l¡zt-r¿.-r,*¡d t=1 2t+1 I

^:\
De igual manera que e1 caso prolato, estas expresiones

muestran una apropiada convergencia aI caso esférico a rnedida que

se reduce la distancia interfocal-.

Es importante destacar que eI conjunto de expresiones

integrales de esta sección, junto a las de los caso prolato y

esférico, pueden ser consideradas como las ecuaciones

@

l" de-1
vR=q l----Jr

r=ro

Lt2



fundamental,es de la parte c1ásica de esta Tesis. Ellas serán

retomadas en 1o que sigue.

2 { ) DEAARROI.LO DE EBI,Í CON SII{ETRIA ESFERICA QUE IIICORPORA¡I ADNIJ
CON VARIACIONES CON:TI§I'A8 DE I,A CON8TANTE DIELECTRICA.

La Ec. 3.75, junto a sus siniLes esferoidales (Ecs. 3.92,

3.94, 3.104, 3.105 y 3.1"05) , constituyen 1as ecuaciones más

interesantes de La parte c1ásica, tanto en 10 referente a

aspectos conceptuales cono en sus consecuencias prácticas. Con

respecto a 10 úItimo, y a grandes rasgos, podemos afirrnar que nos

presentan una nueva y rnuy simple rnetodologla para l-a construcción

de EBM /75,77,AO,A'J./. Para eIlo, se requi.ere Ia incorporación de

cualquier ecuación que proponga algún comportamiento de La

constante dieléctrica con el acercamiento aI ión, es decir, que

intente describir FDNL.

En Ia presente sección, se nuestran ]os resuLtados de su

aplicación, considerando a modo de ejemplos algunas respuestas

dieléctricas de1 ¡nedio. Dado que nuestro interés radica en

mostrar algunas de las potencialidades de nuestra Ec. 3.75, en

esta sección hemos considerado a nodo de ejernplos, una serie de

dependencias €(r) de naturaleza fenomenológica /80t8:. ,43,84,42 l.
Estas han sido seleccionadas ya que permiten una integración
analftica, 1o cual no es en absoluto excluyente de1 uso de

métodos de integración nu¡nérica para funciones mas complicadas.
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cae fuera de Ios objetivos de Ia presente Tesj.s el estudio de

bondades y defectos de dichas funciones y de las EBM que e1Ias

generan, aún cuando llevamos un estudio relativamente avanzado a

este respecto. Los desarrollos matemáticos correspondientes se

presentan en e1 Anexo XII. Para Ia dj-scusión correspondiente,

asumiremos que siernpre 1as funciones de € con eI acercamiento a1

ión son integrables con Ia Ec. 3.75.

comencemos cons j.derando que, si nos interesa estudiar e1

efeclo de los FDNL sobre La solvatación iónica de una forna
fisicamente realista, el primer paso consiste en excluir las EBM

que consideran funciones escalonadas englobadas en Ia Ec. 3.66.

La presente afirnación no excLuye 1a posibilidad de que estas

úItirnas, aplicadas intelj,gente¡nente, puedan proporcionar mejores

aproximaciones nu¡néricas a datos enpfricos que 1as EBM que

veremos aguf.

Considerando rlnicamente variaciones continuas e (r) , Ia
aproximación más simple consiste en considerar un incremento

Lineal de e con eI alejamiento a1 j-ón /80,8L/. como primera

condición de borde, podemos suponer que en Ia superficie de1 ión

de radio rg, se cumple e(rg)=1. Adicionalmente, como no es

posible un increnento ili¡nitado, debemos exigir que a una cierta

distancía de1 ión, 11, e1 valor de la constante dieléctrica se
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iguale aI valor nacroscópico deI solvente puro, €B. Fuera de esta

región, e debe mostrar constancia. Esta situación se grafica en

Ia Figura 18, y puede ser expresada mate¡náticamente como:

e (r) = eU r1<r<o (3.112b)

La incorporación de esta expresión a 1a Ec. 3.75 conduce a

obtención de Ia siguiente EBM /8o,8:-/ (Ec. xrr.10):

f €g - 1 .,1 l- ro(€B - 1) .l

€(r) = | ------ lr + I 1- ---------- | ro<r<r1 (3.112a)
.E1 - rO, . 11 -rO

. qzf 6g-1 lf 1 ro-r1
aAo = - --l ------- I11- -- + -------r"f Is." 11 (3.113)

2 L ro€B-r1 J L €B ro€B-r1 . tl- ))

Si bien, en 1a práctica esta ecuación es de escaso interéE,

desde eL punto de vista teórico posee Ia ,virtud de pernitir

acotar los posibles valores de Ia contribución unipolar a 1a

energla de inserción de iones esféricos. Esta afirnación surge de

1a observación de que en la Ec. 3.75, las contribucj-ones se

maximizan en aguellas regiones donde Ia variación de e-1 es

máxima junto a un r mfnirno, y se ninimizan a grandes distancias y

cuando e-1 prácticanente no varia.

Por el1o, consideremos el caso l-i¡nite en el- cual- rt tiende

a infinito en 1a Ec. 3.113. su reaultado es:

1r)



q2
(€B-1) lim t

f1-->o L

ro I I--€s ll = o
1.
-- * ta, I.L1in Aao =r1-->' 2

(3.114)

Desde Ia figura 18 es claro que esta tendencia corresponde

a una situación li¡nite de constante dieléctrica unitaria en todo

el espacio. Es coherente concLuir que en eI vacÍo no hay

contribuciones a la energia libre de solvatación. Una segunda

interpretación af ir¡na que si 1a saturación dieLéctrica es

infinita y, por 1o tanto, eI alinea¡niento antiparal-e1o de 1os

dipolos del- soLvente en eI campo déI soluto es perfecto, no

existe una contribución neta a AAo. Si bien esta última

situación, donde un solo ión es capaz de saturar completamente

todo e1 solvente, a sinpl,e wj-sta no parece fisicamente razonable,

una situación parecida sl puede darse en 1a prirnera esfera de

solvatación de iones pequeños altamente cargados, en cristales

). f quidos so¡netidos a un campo externo, o en ¡nateriales

ferroeléctricos (en analogÍa aI ferrornagnet ismo; se presenta en

¡nateriales como e1 titanato de bario dopado con titanato de

estroncio, cuya constante dieléctrica supera el valor de 2100).

l,a situación inversa puede ser obtenida incrementando la
pendiente de fa Ec. 3.1f2, hasta eI caso ]ínite en el que 11

tiende a rO, despreciandose fos FDNL (Fig. 6):
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Eigura 18. Modelo que considera un crec j.miento llneaL de
constante dieléctrica en Ia primera esfera de solvatación, con
sistema inmerso en un dieléctrico continuo.

1a
e1

L17



1im Aao
r 1-->r o

q2

2to

r1lr---l' €B '

Se recupera 1a EB cono era de

Una expresión fenomenoJ-ógica

propuest,a por B1ock y r{a1ker /43l.
Saturación Exponencial Inversa es:

€ (r) : €Bexp((_l-n€B) (rolr)
su integración con 1a Ec.

/75,76/.

(3.11s)

esperar.

algo rnás realista de € (r) fue
Esta ecuación, denorninada de

. 1-; /-
) = €B¡ !o/r (3.1-16)

3.7s permite ha1lar (Ec, XII.53)

Aeo =
q2

)r-- 0

r11-
| :- - ---- + ------ |L Ine" erlne" J

(3.117)

Esta EBM puede ser reconocida como Ia ecuación de Abe
/41,36/ quien Ia derivó siguj-endo e1 procedimiento dado por
slater y Frank /82,g3/, considerando una carga puntual centrada
en una esfera vacla inmersa én un dieLéctrico descrito por 1a
eeuación de saturación exponencial inversa.

La ecuación de Saturación Ión Dipolo /A4,BS/ es..

6 (r) = l_+ (€B - 1) (1 _(rolr)4) (3.11-8)

La integración de esta ecuación, produce 1a siguiente nueva
EBM (Ec. xrr.2s) /s0/:
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Con fines cornparativos, es conveniente

(Ec. xII.30):

q2 r 1.r-1l4r r r 1t/4AAo= lr---l ll."l1---l2ro€BL €B' lL -L €BJ

_ 1",.tsi,lr_ ll'r'n2 L €B' I

q2 , 1 -1 q2 o (1-1lea)k
Aeo=----l:.---l + ----- ¡ ------r--

2tO. .B, 21068 k=l- 4k+l-

q2 (t-t ¡ eo¡-r/3
.rAO = -=-----

2rO 68

1 - L¡Ll4
-arcts I r- -- |

2 L .Bl

(3.119)

expresar esta EBU

(3.r-20)

Es posible observar que e1 término de orden cero (k=0)

corresponde a La EB ( Ec. 2.26),- ¡notÍvo por e1 cual las
contribuciones positivas con k>1 pueden ser interpretadas como

correcciones a la EB debidas a 1a existencia de FDNL.

La ecuación de l{edio Dj-fuso /42t44/, es.

€(r) = l- + (€B - 1) (1 - 1ro/r)3) (3.121)

s egundala que, incorporada a ]a Ec. 3.75, nos proporcj.ona una

nueva EBM (Ec. XII.38):

fes(r-rle")1/3 +
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. t3v3 f2 (t-L/ .-B) -t
slveY I

3L-v3

r
1 + 2L

.lt\ =

1- |
L

q2o
+ ----- E

2ro€B k=1

1r - t7e")k

3k + 1
(3.123)

(3.L24)

nos proporcJ-ona

xr r . 4 8 ) :

1r-r7er¡ 11/3

* 11 1- | «r-r. ¡er'¡t/3 - t ll----l + 
;'"1 ii;r;7;-;r7i+ i_;jJi75;;ti7r lll

(3.L22)

Esta EBM puede ser reescrita de modo equj-valente como:

AI igual que en eI caso anterior, e1 tér¡nino k:0
corresponde a Ia EB y, aquellos con k>l-, a correcciones positivas

debidas a Ia saturación dieléctri.ca en las cercanfas del ión.
La ecuación de Med.io Denso es /42,44/z

;:;;f['- [=: ]'l
ts-1 l[ [ to 13l
---- i r L - | -- | I

e-+zJL L rl l
ta

Después de ser introducida en Ia Ec. 3.75,

EBM ( Ec.nuevauna

AAo

tercera
q2, r

I rz¡¡l lr
4rO L L

\Í3
---"rcts I

_ 1_ll -ttr ¡_lp_'l [_11e1 127:r
€BI L€B+2J u-€ 

B+2

2tQ/3) (1-1l€B) l1l3 - r

--t1 ].
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1_ | { (2/31 (t-L/es) }1/¡ - 1 ll-Int------- ------;:---::: lll (3.l-25)3 ltt el3) (:--rleB)t2/3+te/3) (t-t/B) )1/3*rlt/21! '-

Esta EBI[, expresada como una serie infinita queda como:

E] térnino k=0 es La EB

correctivos positivos producto de

I (2 /3) (1 - 1/€B) 1k-
1_l (3.126)

3k+ 1

y 1os con k>l-

Ia existencia de

lq2
AAo = - ---

4ro
t f €B+2 'l co
I I - I ------t <rL- L 3.".!¡le

son f actores
FDNL.

25) DEAARROLLO DE ¡¡ITEVA§ ECUACIONE§ DE BORN UODIAICADA8 CON
AII{ETRIA PROÍJAITO EAFEROIDAI, EEITÍPE, QI,E ID¡CORPORAN FDNI. ¡{EDIAN.ITE
VERIACIONEg CONTINUAS DE tA PERI,fITIVIDAD DIEI.ECTRICA.

La expresj,ón fundamental en esta sección es la Ec. 3.94

/78,8O,81/. AI igual que en e1 caso esférico, esta fórmula

proporciona un punto de partida simpte para eI desarrollo de EBM

que consideren los FDNL por la incorporación de ecuaciones que

describan e1 comportamiento de 1a perrnitividad diel-éctrica con eI

acercamiento aI j-ón. AdeÍrás, estas poseen Ia particularidad de

perrnitir incluir l-a no esfericidad existente en cj.ertos iones

moleculares. Hasta 1a fecha, Ia única EBM en 1a literatura que

considera simultánemente estos dos aspectos, fue propuesta por

nosotros /75/. EI principat obstácuIo es Ia inexistencia de

!2!



ecuaciones gue den cuenta de 1a anisotropfa esferoidal de e con

eL acerca¡niento aL ión, e(N. En este trabajo, y cono primera

aproximación a Ia solución de este probterna, proponemos cambiar

la simetrfa radial de 1as funcj.ones e (r) existentes, por una

simetrfa proLata u oblata, sinplemente ca¡nbiando Ia variable r
por 1a variable ).. si las expresiones €(r) son fisicarnente bien

comportadas, debe curnpl-irse que este cambio mantenga váIidas sus

condiciones de borde es decir: (a) cuando ). =n9, e=1 y, (b) en

eI lfrnite, cuando I tiende a infinito, € tiende a €8. A estas

restricciones debemos añadir 1a exigencia de: (c) una apropiada

convergencia a 1a respectiva ecuación esférica cuando 1a

excentricidad de1 elipsoide se anule /75/. Al igual que en Ia

sección anterior, usare¡nos como ejernplos Ias mismas expresiones

fenomenológicas vistas, sin inportarnos por e1 momento, una

evaluación de sus bondades y defectos. Por ejernplo, 1a ecuación

de Block y walker /43/ queda con este cambio como:

€().) = €Bexp{-(1nes) (}s/a)} = .e1-}o/} (3 .]-27 )

Es fáciI comprobar que 1a Ec. 3.r27 cumple con Las

condiciones recién expuestas, a1 igual gue todas 1as funciones

gue usare¡nos aquí. Su incorporación a Ia Ec. 3.94, y posterior

integración, produce Ia expresión (Apéndice XIII, Ec. XIII.18):
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g2¡eo=-lI (2r)!
(\Iner) 2t+1 L€B

r1
L.

6
L

t=0

Esta EBMPE, recientemente publicada /75/, p'uede ser

reescrita en función de Ia excentricidad de Ia cavidad (Ec. 3.83),

transformándose en:

q2, 1 1
Aa^ = - --- | 1 - ---- + -------'ut-

2rO . ].n€B €BIn€B

ri
a+.o l2t) le^"ux -----------a+a1t=1 ( lne¡) .*''¿o

En e1 lf¡oite, cuando eI
permanece no nulo e1 térrnino

( Ec. 3.L]-7) /4t/ .

¡J- 2t+1 (-L)k+1
| -- - E :------ 1rr,.pl k] ( 3 . r-2e )1." k=o kl

esferoide tiende a una esfera, sóIo

t=0 | que es la conoci-da EBM de Abe

La ecuación de saturación ión dipolo /84,85/ (Ec. 3.L18)

con simetria esferoidaL es:

e ()r.) = 1 + (€B - 1) (1 - (10/i) 4) (3.130)

fnserta en Ia Ec. 3.94 ella produce Ia siquiente nueva

(Ec. xIII.27):
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4k+2t+1

k

I (3.131)

Expresando la Ec. 3.131 en función de Ia excentricidad (Ec.

3.82), el término t=o se reduce a Ia correspondiente EBll esférica

(Ec. 3-r2O), y eI término t=k=o a Ia EB.

La ecuac j.ón de Medio Difuso /42t44/ (Ec. 3.121), con

simetrÍa esferoidal, queda como:

€(;\) = l- + (€B - 1(Io/L)3) (3.132)

Esta, después de ser empleada con Ia Ec. 3.94, produce Ia

siguiente nueva EBMPE (Ec. XIII.36):

,, - -t+-lq- 6 _rL., o'-r (2t+l-) o

2d t=0 2t+1 L €B k:o

o |o-2t-1 [ (2t+1)
I 1 - ----__t1o z:"+t L- €B

t * ,[
e--1 r r_r__ ll ,tt-
¿^+2 J L

I'

-3 -ll
€ (,1) = -----

r 6^-1 r ri .o tt1 - | ---- I I 1 -I lt
L z J, J L

D
]']

( 1-1l €B)

aAo

EI térnino t:0 de esta ecuación se

de 1a Ec. 3.123, y el término t=k=o a l-a

La ecuación de Medio Der.so 142,44/

esferoidal posee Ia f orrna:

(3. r.33)

reduce al- caso esférico

EB.

(Ec.3.124) con simetria

(3.134)

oo

k=0

q2

2d

Tno
-l--LA

Tlot--t..L/\

:-24

(1 - t-l€B)

3k+2 t+1

k

t



3g2 o ]^-2t-t. r €D+2 ..r .o--- ¡ -:----- ! r- 1zt+r¡ l--:--- | »
4d t=0 2t+1 L L 36" J¡=g

Las Ecs. 3.94 y 3.134 generan l_a nueva EBMPE (Ec. xrII.42):

{(2/3) (1 - L/€B) }

3k+2t+1

k
-l

EI término t:0 se reduce

(Ec. 3.L26), y e1 término t=k=O

(3.13s)

esférica correspondiente

(Ec. 2.26).

a l-a EBM

aIaEB

26) DESARROLI,O DE NUEVAS ECÜACIONES DE BORN MODIFICADAS CON
sII.IEIIRIA OBI.,ATO ESFEROTDAIJ, EBI,ÍOE, QUE INCORPORAN trDNIJ }TEDIANTE
VARIACIONES CO¡ITINUAS DE LA CONSIIANTE DIETECTRICA.

La ecuación de partida para el- desarrollo de EBM oblato
esferoidales, EBMoE, es la Ec. 3.105.

AJ- igual que en Ios casos esférico y prol-ato esferoidal, se

requiere contar con expresiones analiticas que propongan algún

comportamiento de € con eI acercamiento aI ión, €(X), Dado que

no poseemos antecedentes sobre Ia existencia de funciones de esta

naturaleza, en 1a sección 25 henos propuesto una primera
aproximación a su solución, aplicable a ambas si¡netrlas
esferoidales. De al-Ii se desprende que, exceptuando la definición
de .)., Ia forma maternática de 1as ecuaciones e(|) oblatas no

difiere de las prolatas. Por otra parte, cornparando Ias Ecs.

3.105 y 3.94, es posible notar gue estas sóIo difieren en un

factor (-1)t, el cual no afecta el procedimiento de integración.



consecuentenente, Ias soluciones esferoidales también difieren

sól-o en este factor.

Las EBMOE que presentaremos aqui son J.as primeras en su

tipo. Ell-as perrTriten considerar Ia existencia de Ios FDNL y 1as

desviaciones de 1a simetría esférica hacia Ia oblata que

presentan algunos iones moleculares. El término t:0 se reduce

apropiadamente a la EBM esférica correspondiente por 10 cua1, 1os

de orden superior (t>1), constituyen correcciones a ]a no

esfericidad. Además, e1 término t=k=o se reduce a Ia EB (Ec.

2.26). Consideraremos como ejernplos, 1as descripciones dadas por

l-as Ecs. 3.127, 3.130¡ 3.732 y 3.134. Encontramos,

respectiva:nente, las siguientes nuevas EBMoE:

A) EBMOE DE SATI'RACION EXPONENCIAL INVERSA:

q2 6 (-1)t 1zt¡ I ¡r 2t+1 (-1)k ,_-.1

A a,., = - -- ¡ ---------=:.-: l-- - x -------(In€B)^l (3.136)- u 2d t=o ()g]net) 2t+1 L€B k=o k! D' 
J

B) EBITOE DE SATURAC]ON ION DIPOLO:

q2
aAo

2d

C) EBMOE DE MEDIO DIFUSO:

qz - (-1)t i\o-2t-1[ (2r+],) o 1r-1/es)kT
aAn= - -- : -------:----- 11- : ------=-- I (3,138)- 2d t=O 2t+1 t ." k=O 3k+2t+1 I
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D) EBI.ÍOE DE MEDIo DENSO:

aq2 o 1-r)tf,,o-2t-1 r F €n+2 r o {(2/3)(r - 1/eo)}k1
AAo = --- , ------:----- | 1- (2E+1) | --:--- i t --------------:--- ¡4d t:0 2t+1 L L 3e" _t ¡=6 3k+2t+1 J

(3.13e)

27) RELACIONE§ IIERüODINAIIIeAE pAA¡ LA SOITVAÍACION IO¡¡ICA.

En esta sección, presentamos expresiones que permiten
eval-uar las contribuciones el-ectrostáticas a 1a termodinámi.ca de

solvatación iónica. Só1o hemos consj.derado aquellas funciones de

estado ¡nás usuales para la solvatación en condicj.ones isobáricas

e isotérmicas. Partj.endo de e11as, es posible derivar 1as que

hemos omitido, en iguales o distintas condiciones (por ejemplo

para un proceso de solvatación isotérmico e isocóríco) /65/.
Su derivación se basa en Ias reLaciones terrnodinámicas

generales presentadas en eI Apéndice II. Se ha supuesto que sé

cuenta con información que relacione Ia constante dieléctrica con

variaciones en l-a temperatura absoluta T, presión P, o volurnen V.

Se ha considerado única¡nente eL caso multicapa, desde donde

pueden derivarse 1os casos inferiores. Se ha empleado Ia notación

de l-a Fig. 17, cuyos parámetros se definen en Ia sección 20. Por

generalidad y sirnpticidad matemática, se han mantenido l-as

derivadas de €0. Sin embargo, debe recordarse que en aplicaciones

prácticas, su valor es siernpre Ia unidad y que, en general, la
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pernitividad dieléctrica de Ia primera esfera de solvatación es

bastante insensible a variaciones moderadas de temperatura y, aún

más, a variaciones de presión o volumen. Del análisis presentado

en el Apéndice II, se desprende que Los correspondientes cambtos

normales de exceso se obtienen evaluando estas expresiones a La

presión normal. de una atmósfera. Expresanos nuestros resultados

como magnitudes nolares parciales, siendo trivial su conversión a

magni.tudes molales parciales.

27A) IONES EAFERICO8 s

En un proceso de sol-vatación isotérmico e isobárico
(condiciones que se denotan como subfndices en 1as funciones de

estado) , eI potencial quÍrnico, ¡.1, cambia de acuerdo a:

a t\,p

TAS

q2 No Dr
tt

j=o L

_1__ _ 1_
tj*t 'i

-1t__1., (3.140)

En Ia Ec. 3.1-40, NO representa el número de Avogadro,

mientras que 1os demás parárnetros poseen e1 significado usual.

EI cambio entrópico rnolar parcial A§, se obtiene usando 1as

Ecs. II.22 y 3.140 y puede escribirse como:

La

SzNoptl f 6l-n€j+1 I 1f 61n€jlll-
nr D = ____ t l____l ____¿__ I _ __l ____= | l__ (3.L41)

2 )=o 1.1+11 6]nT J P uj L 61nT J PJ rj

variación entá1pica molar parcial se obtiene de manera
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directa co¡no:

a¡,.n : :1Ig E I l, . ¡ lllli:l I l--1- - [, * i :1l1] I li-l-l2 j=olt L L 6rnT J r.J e¡+r L L 6rnT I eJ .,Jl=i

(3.142)

La Ec. II.24 nos proporcj,ona para l-os voLúmenes molares

parcj-ales de1 soluto, 1a expresión s j-gru j-ente:

q2N., p r 1 r 6l-ne¡-. I l-6ln€jll1arr.p=-j--vi l----l ----r:1 l---l ----¿ll---2 :'=o L ;;;; L --;;--- l,- ;;L --;;- l,l-.¡
(3.143)

La Ec. II.ZS perrnite hallar para 1a energfa interna molar

parcial de exceso, la relación:

qzNop ¡ t r Tdln€.i+1 I ¡ 61nei*1 11AU. o t ll ---- 11+ ¡----=-- I + I ----'-- I ILtE z i=qll.i*, L L ¡tnp J.¡ L ¿t.rr Jp.l

- 1- f, . f ll:i I . [:1::t I ll 1- (3.144)
.j t L 61nP JT L SLnT -:P.rr rj

El canbio en 1as capacidades calorificas a presión

constante molares parcj.ales (Ec. II.27), esta dado por:

^".= 
:1:e g I ll fI¡z:r I - ¡- l1lli* l'l--1--' 2 j=oll LL 612 J p L ar J rJ ei+r
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.. 62Ine -. r .6Ine..ll :____r. I _ I _:_:l
LL 612 Jp L sr fl ;;f j; (3.14s)

Una situación
cambio eñtá1pico

q2
AH=----

2rO

f 1 T f 61n€lt1------l----:l I. .B .B . 6T .rP J

de

en

interés se Logra tonando el caso p:9

1a Ee. 3.L42, 1o que da:

(3.146)

Esta es Ia conocida ecuación de Born-Bj errum /86/, donde 1a

constante dieléctrica de1 solvente puro se ha denotado por €B y

1a cavidad se encuentra vacia (eo:1). Análogamente, recuperando

eI caso que no considera diel-éctricos locales para 1a entropfa de

exceso (Ec, 3.14L), se obtj.ene Ia Ec.2 de la Ref. 15. En eI caso

p:1 y 2, se obtienen las expresiones de Abraham y col. /35/.
En alguna aplicaciones puede ser necesario considerar, de

manera adicj-ona1, efectos de temperatura y/o presión sobre e1

wolurnen de 1a cavidad (débe notarse que hasta ahora,
implicitamente se ha considerado constante) . considerando este

efecto por camb j-os en la temperatura, 1a Ec. If.35 nos

proporciona 1a siguiente expresión para eL poteneial qufmico:

164 Em orl----',: I :L or Jp
P T 1 f 6ln€i+1 't 1
z ¡---- l - --

i=oLei+rL 6t JP ,)-n1I.
2

I- 61r.j I l1
L 

--rr- lrJ.i
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q'*o I r 1 l tajj:. L;;; - ;; t-;; (3.147)

donde o.¡ rep!€Senta e1 coeficiente de dilatación cúbica deI)'
dieléctrico j.

AnáIogamente, para cambios en eI volunen de La cavidad
producto de variaciones en Ia presj-ón, según Ia Ec. II.36 el_

potencial quÍmico cambia de acuerdo a3

t6Ál¿r.pl SzNop[ 1 [6ln€i+1 I ]. T6l-n5ilT1| ---:': l=----:): ¡ ---- r----=-- t---- | ----= rt, ---L ap ) z i=o[ .i*r L ¡p J1 .j L ep lpll .j

g2No p T 1 1 rr r--------l
6 j:o L ei+1 .j J

Ii
tj

donde eI coeficiente Xi representa a1 coeficiente de

compres ibi J- idad isotérmica del dieléctrico j.
278) IONES ESFEROIDALEB:

EL potencial qufrnico de exceso a temperatura y presión

constante para iones ¡noleculares que poseén simetria prolata
aproximada, carnbia de acuerdo a:

o2N^ D 'ulA&-o ),,, zd j=o

|-1 1rt-------lL ei+I .j I
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(3.148)
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ExPandiendo Ia

obtiene J-a expresión

función Logaritmica ( Ecs.

eguivalente:

3.81 y 3.83), se

( 3. 1so)

(3.1s1)

-2L-!
(3.152)

(3.153)

_1__ _ 1_
tj*t 

')

1 .-2t-1JL]
A tr¡.¡ o =

q2No Fr:l
j=o L

Prrl
j=o L

iot:I t=ozi 21i-+7

^ 92N6PT1 l- raAr, = ---- .E | ---- - -- | arccotg,^j',' 2d i=O L e,+r ,) t

q2No 1 1 I - (-1)t^j
;;:;-.il.i.----,;;;

Los anáJ-ogos oblato esferoidales son:

apr,p =
2d

47rd3 !-e2 4
v= ---- = -.nabc

3e33

Todas }as demás funciones ter¡nodinárnicas de exceso pueden

ser derivadas de1 potencial qufrnico, de manera simil-ar aI caso

anterior, usando 1as relaciones generales proporcionadas en eI

Apéndice II. Si se requiere considerar 1a influencia de Ia
temperatura y/o presión sobre e1 volumen de Ia cavidad, pueden

utilizarse 1as Ecs. II.35 y/o IT.36. Para el1o debe tenerse en

cuenta que e1 volumen, v, de un esferoide prolato u oblato es:



sj-endo d su distancia interfocal medj.ar e su excentricidad (Ecs.

III.7 y II1.1l,) y á, b, c sus semiejes respect j.vos.

Alternativamente, este puede ser deducido desde 1a densidad P, y

1a masa molar M, del- soluto en fase condensada, usando /97/:

v = M/(Ns P) (3.154)

28) CONTRIAUCIONES DIPOLAREA A I,A ENERGIE I.IBRE DE
POIJARIZACIO¡¡ Y AI' POEEIICIAIJ DE REACCION PARA LO8 CAAOA EStrERICOS.

Nuevamente consideremos Ia energÍa lj-bre de Helnho1tz de

polarización A¡, expresada como una suma infinita de

contribuciones AAn, provenientes de Ia interacción de 1os

multipolos permanentes de orden n del soluto impolarizable con el
medio, de acuerdo a Ia Ec. 3.62.

En esta sécción, nos interesará recuperar para los casos

esféricos más simples, e1 térrnino de interacción dipolar Aat.

Esta contribución aparece como consecuencia de 1a polarización

del rnedio debido a su interacción con e1 momento dipolar

permanente de 1a distribución reducido a un dipolo ideal, E,

céntrado en l-a cavidad y cuya rnagnitud será denotada por ¡1.

EI trabajo algebraico tendiente a la recuperación de estos

términos, se resune en e1 Apéndice xfv.

EI caso esférico que no considera dieléctricos locales
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(P=0), Y con €O=1, se denomina Campo

Ec.2.27), /5/, el que, de acuerdo

en 1a Figura 5, toma 1a for¡na:

. T €o - Et '.1 p2
aA1 = i -------- l'----;. ao * 2ea ) eOrO-

aor= [

Reacción de onsager (CRO,

Ia notación émpleada

( 3 . r-5s)

de

a

EI caso nonocapa (p=1) desarrollado en e1 Apéndice xrv (en

la referencia 34 se presenta Ia solución general de este sistema,

pero no se derivan formas explícitas para 1as primeras

contribucíones AArr) , puede considerarse como una nueva expresión

de1 campo de Reacción de onsager Modificado (cRo¡,I) , para

incorporar FDNL de manera escalonada. Su forma matemática es:

1p2
| '----; ( 3. 156)

"o'o

El- sistema con dos capas dieléctricas focales (p=2, Ec.

xIV.23), nos proporciona 1a siguiente nueva expresión del cRoI'I

para incorporar FDNL de manera escalonada:

Aa, = tI tz.o*.r) (2er+e2) 1er-el.o3rr3 +

zleo-e1) 1er-e) (e2+2elr16 + ¡2rr+€1) (€1-€2) (€2+2€3).03.13 *

(2€0+€1) 1er-e2)ro3 + 1eo-e1) (er+zer)rr3

zleo-e1) 1er-e2)ro3 + 1eo+2er) (er+2er)rr3

!34



(eo-e1) (er+2e2) (er+2er¡rr3rr'l ,[, 1eo-e1) (2€r+€il (er-e).03113

+ 2(60+2€1) 1er-e2) ¡er-e)rr6 + 2(eo-e1) 1er-e2)

-u2
( eo+2 e 1) (et+ze2) (€z+z€3)r13.2311 l--l-;

" €oro-

(er+2e3).o3.r3 +

(3.157)

Hasta 1a fecha no nos ha sido posible inducir una finica
expresión general para e1 CRoU en Ia situación escalonad,a de p
capas dieléctricas Iocales. Sin embargo r nos ha parecido
interesante notar algunas tendencias. Para esto es necesario

destacar que e1 caso p=1 puede reescribirse como:

Ae, 1r¡ = ¡ 13lli1rl1i{13llg1-l-1:e::ri:r1- 1 .--y'-- (3.1- L 2(€o-€1);;;' 6t;-5-;-¿;;;;J;;' l';;;;5 (3'r58)

donde eI argumento en 
^'A1 

representa e1 núrnero p, de

dieléctricos locales AA1 (p), y donde se ha definido:

er - e2
AA1 r(0) = (3.1se)

€L + 2e2

es decir, e1 término entre corchetes de1

subfndices incrementados en una unidad.

En forna anáIoga, reescribiremos e1

CRO ( Ec. 3.l-55) con

térnino p=2 como:
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AA1(2) = ¡ 131{1rl1irl11llg1-l-1:q::lr',' t t'2

L 2(€o-€1)^;1;iil;-t-;-i;;;;il'l J';;;-; (3'150)

\
con Ia definición:

(2et+€2) ler-e=)r13 + (e::€2) (e2+2e3)r23
AA1 ' (x) ----:--- ---a---'---=-- (3.161_)* 21er-e2) 1er-er)r13 + (€1+2€2) (€2+ze3)r23

Nótese que 1a Ec. 3.161 corresponde a Ios términos entre

corchetes deI CROM de 1a Ec. 3.L56 cuyos subfndices se han

incrementado en una unidad.

La expresión de la Ec. 3.161 puede reescribirse de Ia
siguiente forma equivalente:

( 2er+e2) A A1', (o) r13 + {eu-er)r23AA1'(1) = ---:-----
2 (€.!-€,) AA1" (o)rr3 + 1er+2 er)r.r3

donde AA1 (o) se ha definido de acuerdo a3

€^ _ e3

^ 
A1n (o) = -"-------

€2 + 2e3

(3.162)

(3.163)

es decir, eI tér¡nino entre corchetes de1 CRO (Ec. 3.155) cuyos

sublndices se han incrementado en dos unidades.

EI caso con tres dieléctricos local-es (p=3), desarrollado
en el Apéndice xIV, con esta notación puede cohpactarse a 1a
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siguiente forma ( comparar esta ecuación con su forma in extenso

dada por 1a Ec. XIV.50):

Ae, t¡l = |
z 1eo-e1) A er" 1t¡ro3 + (eo+2e1)r13

+er)A Arx (1)rg3 + 1eo-e1)r1311lg 1p2
I ';;;;r (3.164)

(3.166)

ecuación en la que se ha def ini-do:

expresión que, a su vez, puede reducirse a:

a A1" (1) :

donde aA1"i (O) viene dado por:

( 2er+e3) 1er-e4) r13 + 1er-e3) (e3+zen)rr3
A A1" (i) = ---:--:-- ----------=---=--=-; (3. L65)

z¡er-er) (er-64) r13 + lea+2ea) (er+2en)rr3

AAr"' {o) = (3.167)

Aún cuando esta tendencia es interesante, (rnj-camente con

estos antecedentes es aventurado intentar una inducci-ón. El-

problema puede notarse observando que para el- caso p=d existen

cinco superficies divlsorias, y expresar AA1 (4) en términos de

AA1"'(1) só1o nos permitirfa incluir cuatro de e1Ias. Por otra
parte, hasta la fecha no nos ha sido posible expresar AA1 (3) en

(2e.2+e3)A A1''t (o)rr3 + 1er-e ,)rr3
2(€2-e'A Alx I (o) r13 + 1er+2er)r33
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términos de un AA1 t(2).

Finalnente, es necesario establecer que, usando A A1 y 1a

Ec. 2.8, "= poL"ible recuperar eI potencial de reacción dipolar.
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CAPIIULO IV: EAUILIIONIANOS DE FOCX pAFÁ DIVERSoB srsTEuAa.

2 9 ) EC¡TACIONES PREIJIMIT¡ARE8 .

Consideremos e1 potenciat de reacción unipolar cLásico con

si¡netrf a prolato esferoidal, para e1 caso con p capas
dieléctricas locales confocales de igual simetrfa dado por Ia Ec.

3.82. Este siste¡na se esquematiza en Ia Fig.17.

Expandiendo Ia función logaritnica de Ia Ec. 3.82, usando

Ia serie de TayLor de 1a Ec.3.84, obtenemos 1a sigiuiente forna
equivalente de La Ec. 3.86:

,,R _ -K.IJ
l;j

Prq> 
Ij=o I-

_1__ - 1_
tj*r ')

(4.1)

En esta ecuación, ra és el serniej e mayor de Ia superficie ].-) -- --
y Kj se define como:

o a.ZL

'.. 
: 1 -! s. :l--"l t 

t]r zt+r

siendo e.¡ La excentricidad de Ia superficie |¡ dada en térninos) ' --J

de 1os semiejes mayores por 1a Ec. III.7.
La Ec. 4.1 corresponde aI potencial de reacción multj-capa

esférico (Ec. 3.67) multiplicado por 1os factores Ki. Cuando las

excentricidades de todos los esferoides tienden a cero (y
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entonces, estos tienden a esferas), Kj tiende a 1a unidad y se

.67. De acuerdo a esto, los Kj pueden ser

factores correctivos que dan cuenta de 1as

esfericidad hacia Ia si¡netrla prolata.
El potencial de reacción unipolar multicapa con simetrfa

obLata esferoidal se presentó en Ia Ec. 3.102.

usando -lj-t="j y Ia siguiente expansión en serie de Tayl-or

(ver las Ecs. fV.13 y Iv.14):

o
arccotq). = E"'J t=o

Ia Ec. 3.102 puede expresarse de la misma forna que para e1 caso

prolato (Ec. 4.1), pero con Ias siguientes def j-niciones de l-os

factores de no-esfericidad oblatos:

recupera Ia Ec. 3

considerados cono

desviaciones de Ia

Í[:¿'-l
2t+1

(4.3)

(4 .4)*j=t* ; Illl:i1l
t=1 2t+1

siendo ej Ia excentricidad de 1a superficie oblata ).i expresada

en términos de sus semiejes nayores por Ia Ec.

importante destacar que J-os factores Kj prolatos

oblatos (Ec. 4.4), son expansiones en seri.es convergentes, y gue

e1 número de térninos a considerar en un caso dado dependerá deI

criterio de convergencia seleccionado,

III . 11. ES

( Ec. 4 .2) y
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A1 igual que en el caso prolato, cuando Ia excentricidad de

las superficies tiende a cero, se recupera eL potencial de

reacción unipolar para núltiples esferas concéntricas (Ec.3.57).

En l-as secciones siguientes, presentare¡oos Ia derj-vación del

operador de Fock efectivo en eI contexto de la EBGM, para e1 caso

esférico nulticapa con y sin recubrimiento.

Posteriormente, serán resueltos estos niveles de aproximación

para iones molecul-ares con átomos con simetrías esferoidales y,

finalmente, se tratarán los parámetros de estos esquemas y e1

cálcu1o de funciones ternodinárnicas.

30) ESQUELA DEL CAttPO DE REACCION POLrITOCAL ATTTOCONSIAEENTE DE
EARTREE FOCN, CRPTAC l7sl.

La expresión cl-ásica de partida corresponde a 1a Ec. 3.67.

Como se dijo, en Ia Teorfa del Campo de Reacción la
polarización del solvente puede ser representada por un potencial

electrostático debido a Ia creación, en Ia superficie r=ri, de

solvatones jqPof d.do= por /LL/.

qpol,j = _oi s

donde se ha definido:

.l-1 1
ol=-l-------1..'t+1 -l

(4.5)

(4.6)
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npo1, i
(4.7)

La EBG considera que cada áto¡no B det soluto se encuentra en

una cavidad esférica y que interactúa con el solvente mediante su

carga neta eg. De este modo, eI átomo B contribuye aI potencial
de reacción totaL con eI siguiente término de1 tipo Ecuación de

Entonces ,

de las cargas

.,R- I
j=o

Born:
,,R _

qBpor, j

eL

de

potencial clásico en la cavidad debido al total
polarización es:

tj

p
:

j=o tj
(4.8)

(4.e)

(4.10)

donde :

qBPol'j = -oj qB

Usando 1a aproximación de Combinación Lineal de Orbitales
Atómicos-orbitales l"lolecu1ares, cl,oA-ol,f , en Ia base de orbi,tales

Atómicos {l!, o,.....}, eI potencial deI solvente polarizado
retroactuando en eI punto i, debiao a todos los solvatones

inducidos por el- soluto completo es /73/z

vPol (r.') =
j 
nrnoa

lp tfl l2
-------- dr peB
lrr - rl

742

p
-t E

B j=o

o

J
-ao



De manera anáIoga aI paso entre las Ecs. 2.95 y 2.98, se

obtiene:

En esta ecuación, Ia su¡natoria en B corre sobre todos los
átonos del soluto, P es Ia matriz densidad monoelectrónica y las

.irJo, son integrales monoelectrónicas que representan las
interacci.ones so Luto-sol-vatones . Estas serán tratadas en una

sección aparte.

Usando la Ec. 4.11 y procediendo de forma anáIoga a 1a

sección 9, es posible obtener Ia siguiente expresión para Ios

elementos de matriz del operador de campo de reacción del

soLvente actuando sobre eL centro atómico A /7L/z

voP"I1e¡ = - §
j=o

r¡¡polr A : _t lJo
t
B

lvPollpoA: - 6to

siendo 6ro el operador

E
B

qBPol,j 
"jng

l)-
» e"PoI,) ¡lo"

j=o

(4.1r-)

(4.12)

(4.13)

ApJ-icando 1a aproximación de Recubrirniento Diferencial Nu1o,

RDN, este operador toma la forma3

qBpol,j ?jAB
px»

B j=o

del-ta de Dirae.
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E1 operador Hamiltoniano de Hartree-Fock efeetivo [F.lro en

términos de1 hamiltoniano en e1 vacfo [F11¡¡6, es /L7/,

[F61¡.ro = ¡F1J¡ro + [vPol1ro (4.14)

Usando la Ec. 4.13, este Harniltoniano toma Ia siguiente forrna

explfcita:

[F61¡¿o=LF1)p6-6¡t6 9"Po1,i rio, (4.1s)

La energla libre de inserción, A Eir.r=, y Ia energÍa de

interacción soluto-solvente, AEs, se relacionan al operador de1

campo de reacción mediante /11/:
AEir,= = (t/z't AEs = Q-/2) z 9¡ [vPol1A

A

donde la sumatoria en A corre sobre todos l-os

Introduciendo Ia Ec. 4.!2 en 1a Ec. 4.16,

p

B j:o

(4.16)

átomos del- soluto,

se 11ega a:

AEir,= : (Ll2) AEs = -

La 8c.4.15 es el operador de Fock en e1 nivel- de

aproximación CRPLAC, y la 8c.4.17 es una nueva EBGM que

considera un nrlmero arbitrario de capas dieléctricas loeaIes.

Esta EBGU y su EamiLtoniano, evaluados en p=0 y p=1, perrniten

recuperar las expresiones correspondientes de 1os casos CRAC

(Ecs. 2.]-o2 y 2.103) y cRLAc (Ec. 2.123), respectj_vamente.

11'l
l:: qoq, rJo" (4.L7)

.j €i+1 rAB

1D
-l

2 j=o L
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31) ESOUEI,ÍA DEL CAIIPO DE REACCION POI¡ILOCAL AUTOCONSISEENTTE DE
f,aREREE-FOCf, CON RBCITBRIIiIENIIO, CRPLAe/R /75l.

En orden a tomar en consideración Ia desolvatación producto

del recubriuriento interatórnico, en Ia formación del enlace
qufmico, es conveni.ente considerar que J.as cargas de polarización
en La superficie r=ri genéradas por el átonro B, pueden ser
expresadas como 1a suma de 1as siguientes contribuciones:

qBPol,i = -oBj,a*9B o"j,b*q"

donde se han definido:

1_ _ __1_
€; €;-r

) )'t

o-j,u : I ] tr-t"l oui, n
11
-- - ---- lt, (4.1e)

'i ei+1 '

(4.18)

_[-L

Aqui fB es un parámetro ernpf rico que caracteriza e1

irnpedirnento estérico a Ia solvatación del centro atómico B,

debido a Ia presencia de átomos vecinos.

Recordémos que dicha separación constituye un procedimiento

matenático tendiente a nantener l-a coherencia interna del modelo,

pero carente de significado fisico. Adicionalmente, 1as cargas de

polarizaci,ón, asf definidas (Ec. 4.19), producen una ruptura en

la si-metrla diagonal de 1a matriz asociada a1 operador de campo

de reacc j-órr yá que oBrAB * oa"ge. como consecuencia, e1

Hamiltoniano que pudiera derivarse de ellas es ineapaz de
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descrj-bir el- siste¡na apropiadamente. Si-n embarqo, es posible

restituir esta simetria redefiniendo:

ro"j,a = (r-fo) rori r*j,b : f¡ 
"ar¡j

(4 .20)

tvPollApo : ¡vPolralAro + [vPo1,b]Aro (4.2t1

¡vPol1roA = -.¡ E q"Po1,i,a1i,ao* -.¡ ! q"Pol,j,brj,bAB G.22)
l=o " 

j=o 
"

Introduciendo las Ecs.4.19 a 4.20 en Ia 8c.4.22, y

reordenando, este operador queda como:

D 11 1 r
[vPol]poA = ; l-- - --:- l:1r-rou)earjes (4.23). l=o.ej €i+1 ,u

donde eI factor de desolvatación, F¡g, viene deflnido por La Ec.

2.7L6.

Las Ecs. 4.23 y 4.14 nos proporcionan 1a siguiente expresión

para Ios elementos de malriz del Ha¡niltoniano ef ectj.vo en e1

esquema CRPLAC/R:

[F6J¡ro = ¡F11¡.,o * rro.ln tl -.:1- ] E (1-FAB)eerjea (4.24)
J_, - .i "i+1

expresión en Ia que se ha hécho uso de Ia aproximación I{DN.

Usando las Ecs. 4.15 y 4.23, se obtiene 1a siguiente EBGU en
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la aproxinación eRpLAc,/R:

b 11 1 .AEins= -(r/2) ; 
L :- - --:- I ", rr_ros)e¿usrjo, G.zs)j=oL.j .i*1 JaE,

DE CA¡IPO DE REACCIO¡¡ AI'TOCON§IsTET¡TE E§FEROIDATE§,

el potenciaL de reacción de la Ec. 4.1 para eL caso
no considera 1os FDN!, obtenemos Ia ecuación

32 ) EsQuE¡r.As
CRACE.

Evaluando

trivial, que

c1ásica:

¡¡R -- I- 1 1 l gKo
I ---- - -- I --:t tj*'' 

')) ro

Esta écuación correspond.e al- caso
un factor gue da cuenta de Ia pérdicla
Ec. 4.2 para elipsoides prolatos,
elipsoides obl-atos.

A1 igual que en Los casos anteriores,
polarización de1 solvente como 1a creación
qpoI,0 en la superfície f,=fo, dadas por:

qpol,o=_ooq

co., oo definido co¡no:

.o=f_1 _l_l*,
- §o €1 ,

(4.26)

esférico, rnultiplicado por
de esfericidad dado por la

y por 1a Ec. 4.4 para

describiremos 1a

de cargas ficticias

(4,27)

(4 .28)
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De acuerdo a esta descripción, eI
solvente, retroactuando sobre La carga

VR:
qpoI, o

--;;--

donde rO es su senieje mayor.

En eI contexto de la EBG, eI
fraccional egr contribuye a1 campo

potencial de reacción del

neta en eI esferoide, es:

(4 .2e)

átono B de1

de reacción

soLuto con carga

total mediante:

tgR
qBpof, o

rB

donde eI solvatón,

qBPol' o = - oo

qBPo1, o, viene dado por:

9s

(4.30)

(4.31)

punto r-1 , expresado

p eB

@

ol> s.po}'o Ij=o J
_oO

El potencial de reacción actuando en eI
en 1a base de OA {!¿,o,.....}, es:

yPol lir¡ = - -Lrllll
lir - il

Definiendo Ias integrafes de

AB, como:

roAB = <// (?) I {i¡ - ?i-1lp (i) >

(4 .32)

interacción soluto-solvente,

6B (4.33)

f0
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Ia Ec. 4.31 se transforma en:

yPol 1p¡ = -

La Ec. 4.34

excentricidades
términos:

OSeB<<1

Hasta este punto, el

total-mente anáIogo a1 usado

cRAc esférica, exceptuando

introducción de1 factor de

(Ec. 4.28).

qBPol' o roo" ( 4.34 )

contiene 1a suposición implicita de que Ias
atónicas, egr difieren poco de cero. En otros

:
B

(4.35)

Esta aproximación surge de Ia simetría radial de los oA ¡r(i),
mientras que 1a variable de integración corre sobre 1os semiejes

mayores de las infinitas cavidades esferoidales que describen

todo eL espacio.

con fa Ec. 4.34, y aplicando 1a aproxinación de RDN, es

posible obtener 1a siguiente forma de 1os elementos de matriz de1

operador de campo de reacción def solvente actuando sobre e1

núcleo A /73/.

[vPol]roA = - 6uo E q"Po1, o ,oou
Pv*"B

(4.36)

procedirniento que henos seguj-do es

en e1 desarrollo de la aproxirnación

1a aproxiinación de Ia Ec. 4.32 y la

no-esfericidad Ko en e1 parámetro o0
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con 1a finalidad de mantener Ia coherencia interna del

modelo, las cargas de polarización deben satisfacer }a condición

de electroneutralidad en medios de polaridad infinita dado por Ia
Ec. 2.1O8 /57/. Ffsica¡nente esta condición significa que, en

solventes altamente polarizables, Las especies cargadas pierden

su capacidad de interacción Coutómbica con otras cargas debido al
apantallamiento producido por Ia polarización de1 solvente. Dicha

condición es satisfecha en el caso esférico, pero no en los
elipsoidales, como puede denostrarse introduciendo 1as F,c.s. 4.27

y 4.28 en 1a 8c .2.108. Para solucionar este problema hemos

adoptado e1 procedimiento de constanciel y Contreras /56,57/,
considerando que las cargas de polarización virtuales pueden ser

séparadas en Ias siguientes dos contribuciones:

qBpo1,0 = q"Pol'6,. * gBpo1,0,b = - aro,a*nu - o"o,b*q" (4.37)

con las siguientes definiciones:

(4.38)

Es sencillo demostrar gue estos solvatones satisfacen 1as

condiciones impuestas por 1a Ec. 2.108. Adicionalmente, es

necesario redefinir e1 potencial de reacción del solvente como:

rr¡poIr A = -r \to qBPo1, o, aro,aAB -
150

qBPol,o,bro,bAB (4 .3e)

rl- 1r F1
o"o,a = l-- - --l{r-xo.) o"o,o : l--.a1 ao, .a1

l -ol^ "€o

:
B

:
B



d.onde las nuevas integrales de interacción soluto-sofvente están

dadas por las siguientes expresiones:

,ABo't = (1-K0A) ?AB0 ,o"o,b = KOA .AB0 (4.40)

Insertando 1as Ecs. 4.37, 4.38 y 4.40 en la Ec. 4.39, se

llega a:

rvpor.r A=,s f 1---1 I'po "lto I I- eo c1 -

donde se ha definido:

Boes=xoo+xo"-zxooxou

t
B

( 1-BoAB) 8e" oen (4.41)

(4 .42)

4.4L, eLUsando Ia relación general de 1a Ec. 4.L4 y Ia Ec.

Hamiltoniano de Fock efectivo puede ser expresado como:

( 1-BoAB) ear oee (4 . 43)

De modo aná1ogo, podernos presentar Ia primera EBGM con

simetrfa esferoidal por:

.l-1r
lPe)po = ¡F1l¡.ro * 6ro I -- - -- It 60 €1 '

t
B

1.1 LaEir,==-:l:--.-]
2 . €O L1

,t
AB

(1-BoAB) qAqB r oAB (4 .44)

Ecs. 4.43 y 4.44 son, respectivamente,

l-5J-

e1 operador



Hamiltoniano de Fock y Ia EBGI.{ en eI esquema CRACE ' Ellas
permiten considerar desviaciones en Ia simetrias atómicas hacia

simetrÍas prolata, oblata, o ambas de acuerdo a los factores K0"

que se consideren. Para incorporar l-os efectos inespecíficos de

la solvatación se ha supuesto que 1os átomos de1 sol-uto

permanecen en cavidades separadas y que estas poseen

excentricidades pequeñas.

33) ESQUEU:BA DE CAttPO DE REACCTON AUIOCONSTSTENTE ESTEROTDaT,ES
co§ RECITBRIITIENTO, CRACE/R /7sl.

consideremos ahora Ia inhibición estérica a Ia solvatación

debida a 1as vecindades especificas de cada centro atómico de1

soluto. Aún cuando ya hemos visto el- formalÍsno general, y como

este opera sobre eI caso esférico (sección 12), su aplicación a

esta simetría no es directo. Debido a esto, aquí presentarenos

las principales ecuaciones tendientes a su resolución. EI

procedimiento consiste en introducir eI parámetro correctivo a 1a

solvatación fr. Sin embarqo, sj. operamos igual que en el caso

esférico (sección l-2), no es satisfeeha 1a condición de

el-ectroneutralidad para eL sistema soluto-solvente en eI limite

de solventes de alta polaridad. La solución eonsiste en llevar a

cabo, para 1-as Ecs. 4.37 a 1a 4.40 deI caso anterior, 1a

siguiente partición de Ias cargas de polarizacj.ón, integrales de

interacción soluto-solvente y operador potencial de reacción
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sobre eI centro

qBpof ' 
o'a :

qBpol'o'b =

Introduciendo 1as

4.40 en Ia Ec 4.51 y

para e1 operador de

aproximac j-ón RDN:

rr¡pol¡ A : ¡ I

'po -po I

qBPof,0, ac + q"Po1, 0, ad

qBPoI, o,be * qBPoI, 0, bf

(4 .45)

(4 .46)

= q"Po1,0,"fs (¿. +z)

: qBPof, o,bta (n.¿t)

"ABo, 
t (4 .4g)

"o"o,b (4.50)

^ pol, 0, ad. 0, ad ..YB 'AB

A:

qBpol ' 
0, ac - qBpof,0,a1r-fg) q"Pol,0,ad

qBPol, o,be : qBPol, o,b1r-fg) 9rPo1, o,bf

"ABo,"" = 1r-f¡) "ABo'u ro"o,ad = ¡o

"o"o'b" = 1r-fa) .ouo,b roro,bf = ¡o

rrzpof r A: _ ¡ s. r^ pol,0,ac- o,ac -,-rpo "po " 1YB ,AB

qBPol, o 
'berABo,be + qrPol,o,btro"o,ot)

Ecs. 4.45 a 1a 4.50 y fas Ecs. 4.37,

reordenando, obtenemos la siguiente

campo de reacción sobre eI centro A

(4.51)

4.38 y

f orma

en Ia

1 1------l€o €r-'
E
B

(1-BoAB) ( 1-FAB) garoAB (4.52)

donde f* y B0¡g se han definido como en 1as Ecs. 2.L16 y 4.42.
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EI primero

segundo de

Us ando

final para

de estos términos da cuenta de 1a desolvatación y e1

Ia no-esfericidad.

las Ecs. 4.52 y 4.14, obtenenos Ia siguiente forma

e1 operador de Fock en Ia aproximación RDN:

[F€ ] po = [F1]po +

Las Ecs. 4.51

EBGI,I esf eroidal :

6rol -- - -- I' L €o €1 '
(1-BoAB) (1-rAB) 9e"oAB (4.53)

y 4.1-5, nos proporcionan Ia siguiente nueva

E
B

1- 1 1tt
4-1ns I I

2 | €^ €. .JU-L
(1-BoAB) (1-FAB) e¡es rjo" e-54)

Estas dos frltimas expresiones son 1as ecuaciones
fundamentales de este nivel de aproxirnación gue hemos denominado

cRAcE/R.

34 ) E8QUE}TAS DE CA!.ÍPO DE REACCION POIJIIJOCAL AUTOCONEI8TENTE
ESFEROIDALES CON RECUBRIMIENTO, CRPI.,ACE/R.

E1 potencial de reacción para una carga en una cavidad

esferoidal (prol-ata u oblata), rodeada de ntlltiples capas

dieléctricas confocalés de j.guaI sinetría, está dada por l-a Ec.

4.1.

Procedj-endo de f or¡na anáLoga a l-a sección anterior, es

posible obtener 1as siguientes expresiones para 1os elementos de

:E
AB



matriz del operador llamiltoniano de Fock efectivo en Ia
aproximación RDN:

P f1 1'l -i .i
lF61¡ro : ¡F1J¡r,o + 6poj:o[; - 

;;;lE(1-BJ¡3) 
(1-Fas)eBr'AB (4'ss)

donde BJo" es un factor que considera Ia no-esfericidad de la
superficie j y que tiene Ia forma siguiente:

Biae : xjo + rj, - 2¡joxj" (4.56)

Estas ecuaciones perrniten considerar aI soluto como una

colección de átonos esféricos y/o esferoidales, prolatos y/u

oblatos, dependiendo de Los factores ¡jo qr" se consideren. Estos

están dados por las Ecs. 4.2 y 4.4 para esferoj-des prolatos y
obJ-atos, respectivaménte, mientras que para átomos esféricos:

xj- = rIJ todoBytodo) (4.57)

esferoidal, consistente con e1 llamiltoniano deLa nueva EBGM

la Ec. 4.55, es:

1p¡1 11
AEins=-- i l------- l:E (1-BIAB) (1-FAB) 9¡9s rl¡s (a'58)

2 i=0 L 6i €1+1 JAB

Las expresiones correspondientes para 1a aproximación del
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Campo de Reacción Polilocal Autoconsistente Esf eroidal- con

Recubri¡niento, CRPLAC/R, pueden ser derivadas fácilnente a partir

de estas ecuaciones considerando todos los BJ* i.gruales a cero.

35 ) II TEGRAIJES DE IN'IIERACCION 8OÍ,'UAO-AOI'VEITTE Y OTROA PARAIITETROS
DE rO8 }iODErJOS DE AOLVATOT{B8 17 S I .

Cono es posible observar en aquellos modelos de soLvatones

que consideran recubrimj-ento, en 1as expresj-ones finales aparece

un término de Ia forma 1-FAB dado por 1a E'c . 2.116. Si todos los

f, se anulan, FAB tiende a cero recuperandose las expresiones sin

recubrirniento. De aquí que FAB sea denominado Factor de

Desolvatación. Es claro que FAB debe cumplir La condición dada

por 1a Ec. 2.117. Esta, en térrninos deI parámetro ff queda como:

0.fA+fB-zfAfB<L

A su vez, esta ecuación

para todo A, B (4.5e)

nos obliga a imponer Ia condición:

0 < fB < 1 para todo átono distinto de A (4.60)

Para este último parámetro se han proporcionado expresiones

formales /6!/, además de otras de naturaleza empfrica

relacionadas a caracteristicas estructural-es volumétricas del

átorno en cuestion y sus alrededores especificos /88/. Entre estos

últimos podemos destacar l-a relación 2.L06 /31 ,32/.
Nuestra experj-encia con esta representacián /e9,9L/ nos ha
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mostrado que algunos f¡ evaluados con 1a Ec. 2.106 son mayores a

uno. como consecuencia, después de l-a convergencia, algunos oM

ocupados presentan energÍas positivas, y los valores de1 nfnimo

en mapas de potencial electrostático ¡nolecular varfan mucho aI

aumentar ]-a poLaridad deI solver]Ee /59/.
Como una manera de superar este inconveni.ente, hernos

propuesto usar la siguiente forma empfrica de1 factor f.B /59 lr

1
f_ =-IJ

2

s.c2: "AB
BfA

(4.61)

Respecto de 1os factores de no-esfericidad atómica de Ia
.¡superficie j, BJee, estos pueden ser evaluados mediante l-a Ec.

4.56, donde xi" es un parámetro de no esfericidad atórnica de 1a

superficie -X1 que puede ser evaluado a partir de fas
excéntr j.c j-dades mediante las Ecs.4.57, 4.2 y 4-4. Hasta ahora, no

estamos en condiciones de proponer nodalidades de evaluación
precisas para J-os paránetros de no-esfericidad atómica. Sin

embargo, podernos dar pautas iniciaLes. Dado que se ha supuesto

gue las eccentricidades atómicas son pequeñas, 1a tendencia hacia

Ia situación esférica es rápida con el alejamiento al átomo. De

aguí que, en primera aproximación sea razonable considerar:

¡j"=o j >1 ParatodoB (4 . 62)
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Entonces, en una etapa inicial es posLble parametrizar Ias

excentricidades atómicas, eoB (y entonces, xJ"¡ . conociendo eog y

R=, eI diametro de una nolécula de soLvente, es posible deducir
valores aproximados de las ej" con j > 1.

Las integrales de interacción del átomo A de] soluto con Los

sol-vatones localizados en 1a superficie r = rj det átorno B, rj¡g,
se definen por Las Ecs. 4,10 y 4.33.

De acuerdo a fa parametrizació¡n I,IK las integrales referidas a

solcvatones localizados en las superficies ató:nicas, r04g, pueden

ser evaluadas usando las integrales de coulomb para e1 OA

esférico más externo, es decir, un OA deI tipo s perteneciente a

1a capa de valencia /64l.
Contreras y Aizman ¡nodificaron esta metodologia proponiendo

otra parametrización para 1as integrales ,0AB " incluyendo las
integrales que consideran soLvatones sobre Ia primera esfera de

'1solvatación, r'AB. Esta rnodificación denorninada MKM se presenta

en Ia sección 13. Usando 1a nomenclatura más general de este

capitulo, puede expresarse como 3

_0

donde r, es eI radio de van der

en una molécu1a, o el- radio

(4.63)

Waals de Pauling /7 / del átomo A

cristaLino para iones atómicos.
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Cuando Ios OA se asocian a centros diferentes, se usa:

"'AB = {RAB + rB}-1 (4.64)

siendo RAB la distancia internuclear de equilibrio entre los
núcIeos A y B.

Para los solvatones Localizados sobre la primera esfera de
solvatación, las integrales ¡nonocéntricas tienen la f orrna:

"1AA=ro*{r+n=ro¡¡}-l

y para las integrales bicéntricas:

rlAB = {Rea + (1/2) (r1AA) -t + (L/2) (r1rr)-11-1

B) Cuando integra 1es de orden cero
1<O

(4.6s)

(4.66)

(4.67)

involucran núcIeos

con la f inar-idad de evar-uar ,as integrales de interacción
soluto-solvente de orden j superior a uno, en este trabajo
proponemos considerar tentativa¡rente Ia siguiente generalización
de Ia parametrización MK¡{ (MKMG):

A) Cuando 1as integrales se refieren aI nismo núcIeo, usa¡nos 1a

Ec. 2.136 para r0*. para J.as integrales monocéntricas de orden
superior, empleanos:

t j¡,e j>o
1 + Ri *r0*



diferentes, usamos Ia Ec. 4.64. Para 1as integrales

de orden superior, consideramos:

,jaa = [Rea + G/2')t1"joo)-1 + 1ri3s)-1]l-1 j >

bi céntr i cas

1 (4.68)

3 6 ) EVATJTTACION DE Ft I{CIONES TERUODINAI{ICAA .

En esta sección presentaremos ecuaciones que permiten evaluar

las principal-es funciones de estado termodinárnicas en condiciones

de presión (P) , y temperatura absoluta (T) ¡ constantes (por

simplicidad se omitirán 1os subfndices que recuerdan estas

constancias). Estas funci.ones de estado han sido derivadas usando

Las relaciones termodinámicas qenerales dadas en eI Apéndice II.

Hemos considerado únicamente eI caso esferoidal multicapa con

recubrimiento, CRPLACE/R, ya que este es eI caso más general, y

desde é1 pueden extraerse todas las otras aproximaciones

estudiadas. En cualquiera de 1os esquemas cuánticos estudiados,

eI método iterativo de1 campo autoconsistente de Hartree-Fock

minimiza 1a energfa libre de Gibbs molar parcial (o potencial

qufmico p). Por 10 tanto, a1 final de1 ciclo autoconsistente, se

obtiene usando Ia matriz densidad, la parametrización MKMG y

datos de constantes dieféctricas:

.Noat¿ = --
2

Prrl
j=o L

11i.
l:> 1r,-rlo"){1-F¡s}e¡es rlAB g.6s)

.j €i+1 JAB
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donde NO es eL número de Avogadro.

La contribución electrostática aI cambio en Ia entropfa molar

parcial de solvatación es:

^"_ 
= - Ie ! [ -1 t :]::r I - -1-- t 11ll¿:l I I .o 2r j=o[ .j L olnr Jp .i*r L 6].nT lpll

» » {r-ojou¡ 1r-ros)s¡9e ,jee (4.70)
AB

La entalpla molar parcial de solvatación electrostática puede

ser facil¡nente encontrada con Las dos expresiones anteriores.

La contribución electrostática aI volu¡nen molar parcial es:

¡v=Ie I |I1-f :I:rl --1--[1111¿tIt.

: : tr-oio"1 1r-ror)eoesrjns G.lt)
AB

El cambio en Ia contribución electrostática de las capaci-

dades calorfficas a presión constante ¡nolares parciales es:

,\= No P [ 1 r r 61ne; 12 r 6lnei I - f 11]::f I Izrc, = 
,=,ioll ;; I L ;;;'.]". L ;;;;= J"- L ;;;;,'l, ll

1tTt6lnei+1 12 [61n€j+rI rf]Ti11 lll-ll | ----=-- r-r- | ----¿-- r- I

.1*, I L olnr ]p' L ii"t lP L st.,t2 lPll ll -
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; 
» tr-ej*y 11-F¡ele¡esrj¡s (4.72t

Si consideramos 1os esque¡nas esféricos, es decir,
.¡

considerando BJ¡.g = 0 para todo j, A y B y en eI caso monocapa

(p:1), es posible recuperar Ias expresiones para el, cambio de1

potencial qulmico, 1a entropfa y entalpia de solvatación
electrostática previamente publicados por Contreras y A.ízmarr /62/
(debe tenerse presente gué en las Ecs. 1-4 y t-5 de esta referencia
se ha omj-tido un factor nultiplicativo eg-1).
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CAPIEI'IJO 5: DISCUAION.

En las secciones 14 a l-6 se presentan las expresiones
resultantes de Ia resoLución de la ecuación de Laplace para el
potenciaJ- de reacción y 1a energía de inserción de una

distribución de cargas discret,a no poJ-arizable situada en una

cavidad esférica rodeada de dos, tres y cuatro capas dieléctricas
locales concéntricas de igual simetrla (p=2, 3 y 4), considerando

Ia expansión multipolar completa. Sus formas finales han sido
verificadas por fusión de dieléctricos vecinos tomando e1 l-ínite
cuando se igualan 1as propiedades e1éctricas de dos o más

regiiones adyacentes, recuperándose 1as expresiones
correspondientes a un número inferior de capas (Apéndice V).
Nuestros resultados, junto a 1os casos de Ia literatura (p:O y 1¡

16,37/, nos han perrnitido presentar una generalización para un

número arbitrario de capas diel-éctricas local,es concéntricas de

grosor finito (sección 17). Dé modo aná1ogo, hemos resuelto 1os

casos esferoidales prolatos y oblatos, con una y dos capas

diel-éctricas locales confocales (secciones 18 y 19). La

verificación se realizó por fusión de dieléetricos vecinos y
considerando el caso Ií¡nite cuando 1a excentricidad de 1os

esferoides se anu1a, recuperándose 1as expresiones esféricas para

igual número de capas (Apéndice VIII). Las ecuaciones
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esferoidales finales, junto al comportamiento matemático

observado en Los casos esféricos, permitió fa inducción a p capas

para ambos ovoides (secci6n 20). La evaluación deI parámetro p en

l-as ecuaciones multicapa permite recuperar cualquier caso de

orden inferior, incluyendo todas Ias expresiones esféricas y

prolato y obLato esferoidales existentes en Ia literatura que

consideren rnultipolos ideales en modelos cIásicos de continuo

/ 6,22,37 /.
Estas soluciones suponen un soluto inpolarizable compuesto

por cargas puntuaLes y dieléctricos ideales que presentan

respuestas de polarización lineaIes. Como estos nodelos no

consideran interacciones soluto-so1uto, Ios resultados son

válidos sóIo en e1 lfnite de dilución infinita, es decir, para

disoluciones diluidas ideales.

La ecuación homogénea de Laplace no es vá1ida en la región

donde se localiza Ia distribución de cargas generatriz y no es

aplicable a dieléctricos no-lineales, es decir, cuando los FDNL

cobran irnportancia. Sj-n e¡nbargo, se puede argumentar que ella

permite nodelar Ios siste¡nas tratados aqul, no siendo necesario

resolver la ecuación inhomogénea para considerar los FDNL (Ec.

I.19), ni 1a ecuación de Poisson (Ec. I.17) para evaluar el
potencial de reacción sobre las cargas deI soluto. Respecto de
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esto ú}tino, basta reconocer gue e] potencial de reacción que

retroactua sobre eI soluto es generado por las cargas de

polarización virtual-es del solvente y no por el sol-uto misno. con

respecto a la ecuación j.nhornogénea de Laplace que considera 1os

rDNL, hemos evitado su resolución modelando al, sofvente como un

conjunto heterogéneo de dieléctricos, cada uno de eLLos con una

respuesta de polarización 1ineal. Só1o se pierde la linearidad en

las superf ici,es divisorias, donde ta¡nbién es posible conocer eI

potencial usando Las condiciones de continuidad para el- potencial

electrostático y para 1a componente normal del vector

desplazami.ento dieléctrico.

La consideración de cavidades con diferentes sinetrfas y

con un número arbitrario de capas dleléctricas locales Pernite
model-ar clásicarnente 1a solvatación de diversos sistemas soluto-

solvente. Cono resultado, permite predecir Ia energétiea y eI

cuadro termodinárnico de solvatación electrostática conpleto para

solutos impolarizables con un nrf.mero cualguiera de esferas de

solvatación, es decir, to¡nando en cuenta J-a participación de los

FDNL. Aún cuando no existen criterios homogéneos para una

partición óptina del solvente, en Ia práctica nos parece 1ó9ico

considerar capas cuyo grósor se encuentre dado por eI diametro de

la mol-écula de solvente. E1 nú.mero de regiones dieléctricas

Locales deberla estar determinado por eL lf¡nite de alcance de los
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FDNL, distancia que, adernás de 1a temperatura y 1a presión,

depende de la naturaleza de la dupla soluto-solvente, siendo

bastante diffcil de evaluar con precisión. Para electrólitos
fuertes en disolución acuosa, esta distancia se encuentra entre

uno a tres diametros prornedio de una moLécuIa de agua /33,34,36/.
En relación a esto, se ha visto que en iones atómj-cos que

presentan una relación carga/radio grande, 1a aplicación de Ia EB

muestra desviaciones sistemáticas de importancia con respecto a

Ios datos ernpfricos /l-5l. Atribuyendo estas desviaciones a 1a

manifestación de los FDNL, se esperaría que Ia consideración de

más de una esfera de hidratación interpretara de mejor forma Ios

resul-tados experimentales. Esto ta¡nbién podria ser cj.erto para

algunos iones moleculares pequeños altamente cargados. Para ello

debe séleccionarse y adaptarse 1a cavidad apropiada, con e1

número de esferas de solvatación que se considere ¡nas adecuada.

Como información prelirninar se requiere conocer Ia geometria

nuclear y 1as cargas netas atómicas. A este respecto, se ha visto

que l-as energÍas de interacción de iones con solventes de alta

polaridad son de un orden aproximado a 1as que se presentan en

cristales /Loo/. Esto nos permite suponer razonablemente que, en

solución, un ión puede estar coÍrprinido hasta su radio cristalino

y que en este tipo de cáIculos pueden emplearse con confianza
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datos geométricos provenientes de estudios cristalográficos.
(como se verá mas adel,ante, este es uno de los motivos fÍsicos
deL por qué desechamos los esfuerzos tendientes a modificar
drásticamenté eL radio de Ia cavidad como una forma de rnejorar

sustancialnente Ia capacidad predictiva de Ia EB) . En l-o

referente a las cargas fraccionales, como hemos considerado

solutos inpolarizabl,es, en primera aproximación pueden usarse las

cargas netas proporcionadas por metodologfas cuánticas habituales

gue consideran Ia molécula aisl-ada.

En las Ecs. 3.1, 3.8f 3.19, 3.39 con simetrfa esférica, en

l-as Ecs. 3.43,3.49,3.60 prolato esferoidates y en 1a Ec. 3.48

oblato esferoidalr cada término en n da l-a contribución a Ia

energTia libre de polarización de1 solvente,y por 10 tanto, a Ia

contribución electrostática de ).a energfa de solvatación, a Ia

energia de interacción soluto-solvente y a 1a energfa de

inserción (ver Ec. 2.4), producto de l-a interacción de1 solvente

polarizado con los nultipolos ideales de orden n del- soLuto

centrados en Ia cavidad. Los tér¡ninos de orden cero (n=0) en las

Ecs. 3.39 y 3.60 son Ia contraparte multicapa esférica y prolato

esferoidal de la energÍa de carga de Born (EB¡.{t s), y aquellos con

n:1 los anáIogos de1 campo de Reacción de onsager (cRoMrs). Los

términos en m de 1os casos elipsoidales aparecen como

consecuencia de Ia íntroducción de Ia anisotropfa rotacional gue
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presentan estos sistemas. Las EBM's y las expresiones de los
cROl{rs esferoidales tienden apropiadamente a Ia situación
esférica correspondiente y, además, permiten recuperar todos los
casos con un nú.mero inferior de dieléctricos l-ocales, incluyendo

e1 caso trivial p:0. En este Límite (cuando p:O), la EBU y e1

CROU multicapa esféricos tienden a 1a EB y a1 CRo,

respectivamente.

En la predicción de Ia termodinárnica de solvatación de

iones ató:nicos, es 1ógico considerar sóto la contribución
unipolar. Para iones moleculares, podrfa sér necesario consi,derar

adenás, contribuciones dipolares, aún cuando es cLaro que las de

orden cero son l-as de mayor inportancia. Para solutos dipolares

neutros, una vez seleccionada 1a forma de Ia cavidad, debe usarse

e1 término n=l y, opcionalrnente, térninos de orden superior. Para

solutos apolares, l-a elección apropiada considera eI término de

interacción cuadrupolar y, eventualmente, el tér¡nino octupolar.
Cuando se trabaja con cavidades esferoidales debe tenerse
presente que una reducción en e1 volumen de Ia cavidad j.ncrementa

Ia magnitud de Ias contribuciones de los multipolos de orden

superior /t78/.
Para tratamientos que involucran solutos fuertemente

polarizables en solventes de alta pol,aridad, podrfa ser
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conveniente considerar aportes provenientes de nultipolos

inducidos. Aún cuando nuestra derivación c1ásica supone un

proceso de inserción gue no ¡nodif ica 1a geonetría nucLear de

equilibrio, 1a polarización de1 soluto puéde considerarse

incorporando algf¡n tipo de información geornétrica extrafda de

sistemas en disolución. otra posibilidad es sustituyendo los

momentos multipolarés permanentes por l-os totaLes y procediendo

como en eI tratamiento de Onsager /5/. De este ¡nodo se tend.rlan

contribuciones debidas a los rnomentos permanentes más los

inducidos. En estos últimos podrfa considerarse e1 efecto de Ias

polarizabitidades e hiperpolarizabilidades ¡nultipolares. A1

respecto, Kielich 192/ ha destacado 1a importancia de Ias

hiperpolarizabilidades (efecto voigt) en 1Íquidos atómicos no

dipolares. Adenás debe tenerse presente que J-a Teorfa de] canpo

de Reacción subestima notablernente e1 potencial de reacción

dipolar, exagerando eJ. apantallamiento del- campo debido a las

cargas de polarización del- solvente /94/. La inclusión de un

dipolo inducido por medio de una polarizabilidad dipolar Puntual

mejora notablemente 1a situación, en particular si se trata de

sol-utos altanente polarizables /94/. sobre esto r1ltirno, debe

notarse que modelos que consideran rnultipolos excéntricos

muestran un potencial de reacción notoriamente incrementado con

respecto aI caso ideal /7,95t96/.
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En Ia eventualidad de reguerirse aportes nultipofares y/o

de polarizabitidades, una posibilidad consiste en recurrir a

cá1cuIos necano-cuánticos. Frente a esta alternativa, es

necesario no olvidar Ia extre¡na sensibilidad que presentan estas

rnagnitudes a pequeñas variaciones en Ia geometrfa molecular y

cargas netas atónicas, y Ia gran heterogeneidad de valores

calculados con diferentes ¡netodologias computacionales.

La posibilidad de introducir la polarización del soluto se

basa en eI procedimiento empleado para evaluar Ia energética de

solvatación. En Ia sección 3 se definió 1a energía de inserción y

se estableció que es igual a 1a m j-tad de 1a energfa de

interacción soluto solvente. En rigor, l-a resolución de Ia

ecuacj.ón de Laplace proporciona corno nagnitud principal Ia

energfa libre de interacción soluto-solvente absoluta ya que sóIo

considera e1 estado final de un soluto en interacción con e1

solvente polarizado. Partiendo de este resultado se evalúa la

enerqfa de inserción. La introducción d.e nomentos inducidos del

soluto con eI procedimiento antes mencionado, incrementa Ia

polarización del- solvente y 1a energla de interacción soluto-

solvente proporcionando una mejor aproxi¡nación al- probLena. En

este caso, aI dividir por dos esta última energfa corregida (Ec.

2.4) , se obtiene fa energfa de inserción más términos
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provenientes de Ia pol,arización de1 soluto, contribuciones que

antes habian sido omitidas. AI respecto, recuerdese que Ia
energia de inserción se refiere exclusivamente a 1a interaccj-ón

unipolar de solutos impolarizabfes que polarizan aI solvente.

La TCR, en Ia forrna usada aquf, no nuestra claramente 1a

partición de Ia energfa libre en contribuciones provenientes de

cada región dieléctrica 135/. Esl--a situación surge def hecho de

que 1os términos que podrian atribuirse a cada región, incorporan

las constantes dieléctricas y Ia geometria deI sistema compl-eto

por medio de 1as funciones e*(Y) . Sin enbargo, para un nfimero

determinado de capas, es posible expandir y reordenar totalmente

oR y 
^n 

en orden a encontrar esas contribuciones. A modo de

e jernplo, consideremos e1 sistema esférico con tres regiones

Iocales. La Ec. X.15 presenta e1 término de j-nteraccj-ón unipolar

en la mis¡na forma que aparece en e1 resultado correspondiente de

la ecuación de Laplace (Ec. 3.8). cada uno de los coeficientes
que afecta a Ios inversos de a, b, c y d, depende de las
propiedades de otras regiones como puede apreciarse en 1as Ecs.

x.16 a x.21. Después de reordenar Ia Ec. x.15 se obtiene 1a forma

dada por 1a Ec . X. 2 3 que muestra separadanente las

contribuciones provenientes de cada superficie y de 1as regiones

que é1Ia separa.

En la sección 21 presentamos las contribuciones unipolares
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a l-a energfa de inserción y aI potencial- de reacción para

sistemas con simetrfa esférica. Las Ecs. 3.63, 3.64 y 3.65 son,

respectivanrente, Ia EB l4l, la EBM de Beveridge y Schnuel]-e /31 /
y 1a EBM de Abrahan y col. /35/. Con estos antecedentes hemos

inducido una nueva EBM escalonada para considerar un número

arbitrario de capas dieléctricas locales (Ec. 3.66). Esta EBM nos

ha permitido considerar eI caso Iínite de infinitas capas

dieléctricas de grosor infinitesi¡na1, obteniendo para 
^AO 

1as

expresiones integrales equivalentes dadas por l-as Ecs. 3.75 y

3.76. Entre e11as destacamos:

6

s2 l
aAo = --- I2)

(s.1)

r=ro

Debido a 1a importancia de l-as consecuencias teóricas y

prácticas de estas ecuaci.ones y sus aná1ogos esferoidales, nos

parece importante dejar establecido que no tenemos antecedentes

que alguna se encuentre planteada en 1a l-iteratura deL caso.

Existen expresiones generales sj-milares en apariencia externa,

sin embargo no hemos logrado de¡nostrar que exista una

equivalencia directa.

Cono verenos rnás adelante, entre
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prácticas, estas expresiones nos presentan una nueva y nuy sinple
metodologfa para la construcción de EBI{ que consideren 1os FDNL

por incorporación de funciones de 1a constante dieléctrica
dependientes de1 acerca¡niento aI ión, 6(r). A1 respecto, permj,ten

considerar diversas respuestas dieléctricas deI medio y entonces,

evaluar sus capacidades predictivas por confrontación con d.atos

experimentales. También pueden ser de utilidad en é1 diseño

empfrico de nuevas funciones 6 (r) .

Aún cuando estas integrales son una consecuencia de Ia
ecuación de Lapl-ace y definitivamente estamos considerando

dieléctricos no-lineales, ellas son f or¡nalmente váIj.das. La

explicación puede d.arse como sigue. Considere¡nos un cascarón

dieléctrico esférico comprendido entre r y r+dr. Como este

cascarón es infinitamente detgado, se cumple que 6 (r)=€ (r+dr) y

por Io tanto, esta porción de1 diel-éctrico muestra un

comportamiento 1inea1. Entonces, Ia integración de cascarones

suma un carnino no-1inea1 corno una sucesión infinita de pasos

lineales inf inites i¡naIes . Dicha situación no debe extrañar ya que

son procedimientos habituales en otras áreas deL conocimiento.

Este es eI caso de un proceso reversible finito en termodinárnica

cIásica, eI que se describe mediante infinitos pasos en cada uno

de 1os cuales solo existe una desviación infinitesirnal de la
posición de equilibrio. De este nodo, puede considerarse gue el
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equilibrio no se rompe a 10 largo de toda Ia trayectoria de

integración /65l.
En 1as secciones 22 y 23 hemos considerado las

contribuciones unipolares al pot.encial de reacción y a 1a energÍa

)-ibre para ambas simetrfas esferoidales. Este análisis nos ha

permitido plantear nuevas EBMrs escal,onadas prolatas (Ecs. 3.80,

3.81) y oblatas (Ec. 3.101) que, además de considerar 1os FDNL

¡nediante un número arbitrario de capas dieléctricas 1oca1es,

permiten considerar las d.esviaciones de Ia esfericidad hacia Las

simetrias esferoidales que presentan algunos iones noleculares.
Entonces estas ecuaciones son J.os análogos multicapa esferoidales
de 1a energía de carga de Born. Cada término en j representa Ia
contribución a Ia energia libre de solvataci.ón iónica producto de

1a interacción del- soluto con l-as cargas de polarización
localizadas en 1a superficie confocal "li. Esta contribución
depende de1 radio y excentricidad de la superf i.cie, de Las

constantes dieléctricas de 1as regiones que separa y de 1a carga

del ión central. Dichas superf j-cies al ser confocal-es tienden
rápidarnente a esferas con e1 alejarniento deI ión, es decir,

"j--r0. De acuerdo a esto, 1as contribuciones a 
^AO 

de

superficies alejadas son despreciables. E1 caso lfmite de

infinitos dieléctricos de grosor infinitesimal, proporciona l-as
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ecuaciones integrales de las Ecs. 3.92 a 3.99 y 3.104 a 3.111.

con 1a finalidad de facil-itar el procedimiento de integración, se

han expandido en series de Taylor las funciones logaritmo (Ecs.

3.98 y 3.99), y arcocotangente (Ecs. 3.110 y 3.111). A1 juntar
Ios focos en eI centro de coordenadas, eI término de orden cero

tiende a la Ec. 5.1 y los de orden mayor se anul-an, motivo por eI
cual hemos identificado estos úIti¡nos con térmi-nos correctivos
que dan cuenta de Ia no-esfericidad. Esto es aún ¡oas evidente
expresandoLos en función de excentricidades, como se ha

ejenplificado en las Ecs. 3.85 y 3.86. Este comportamiento es

común a todas las expresiones esferoidaLes de ambas simetrfas,
Ias gue se reducen apropiadanente a Ias de1 caso esférico en e1

limite, cuando l-as excentricidades se anuLan.

En }a sección 28 se muestran nuevas expresiones que podrlan

ser de utilidad en estudios sobre 1a energética de sol-vatación

dipolar. Destacan dos nuevos CROMTs esféricos que consideran dos

y tres esferas de solvatación (Ecs. 3.160 y 3.L64). Hasta la
fecha no nos ha sido posible inducir una expresión para el- CROM

multicapa con esta si¡netria. Si-n e¡nbargo, es posible observar gue

no es posible lograr expresiones integTrales como en 1a situación

unipolar (Ec. 5.1). En todo caso, se est j-¡na que 1os FDNL son

poco marcados en solutos dipolares neutros, no pareciendo

necesario considerar un grado de solvatación rnayor. Partiendo de
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estas expresiones y usando las expresiones termodinámicas

generales proporcionadas en e1 Apéndice II, es posible derivar
contribuciones electrostáticas a todas las funciones de estado de

sol-vatación dipolar. La presente forma de 1os cRoMrs está

planteada para 1a predicción de energfas libres de solvatación

electrostática partiendo del monénto dipolar permanénte o total

de1 soluto. Alternativa¡nente, La consideración de momentos

dipolares índucidos mediante Ia polarizabilidad dipolar, puede

incluirse en forma análoga a1 tratamiento de Onsager /5t7/. Las

expresiones resultantes podrian ser de utilidad como una

herramienta de apoyo en Ia evaluación experi¡nental indirecta de

pol,arizabilidades .

Nuevanente consideremos Ia expresión integral para A Ao con

simetrfa esférica (Ec. 5.1). Estudiando su forna mate¡nática

lleganos a 1a importante concLusión que 1a contribución

electrostática unipolar a Ia energÍa l-ibre de solvatación

nroviene excfusivamente de aquellas reqiones del solvente donde

existe una variación def inverso de Ia perrnitividad diel,éctrica'

Adenás, como en e1 integrando aparece eI inverso de 1a distancia,

podemos constatar que son nás contribuyentes l-as variaciones de

.-1 gu" se presentan en l-as cercanias del ión. Finalmente,

predice una relación cuadrática entre 
^Ao 

y 1a carga neta de1
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sistema disuelto.
Generalmente se acepta que 1a constante dieléctrica muestra

un comportamiento aproximadamente signoidal con el acercamient.o

a1 ión según 1a situación esquernatizada en Ia Fiq. 19 /75,36,33/.
De acuerdo a eIIa pueden distinguirse claranente tres regiones

que denominaremos interna, intermedia y externa y gue

analizaremos a continuación. co¡no se vio en e1 Apéndice I, 1a

polarización del solvente puede ser considerada como producto de

polarizaciones atómica, electrónica y orientacional /7/. En

primera aproximación, 1a cornponente atómica de Ia polarización
puede ser despreciada (sin embargo, l-a polarizabilidad del soluto
y Ia constante diéIéctrica del- solvente, cuando son ínferidas de

datos experimentales, incorporan estos pequeños aportes). En 1as

cercanias de1 ión o región interna, Ia existencia de campos

e1éctricos inhornogéneos de alta intensidad, obli-ga a 1as

mo1éculas de solventes dipolares a reorientarse casi
conpletamente en un sentido antiparalelo aI desplazamiento

dieléctrico e inftuye apreciablemente sobre su distribución
eLectrónica. De acuerdo a esto, en esta región puede considerarse

sóIo la existencia de polarización electrónica que ¡ouestra ser

independiente de 1a temperatura y que habitual-mente se asocia a

contribuciones entáLpicas. Cono consecuencia, en 1a primera

esfera de solvatación La constante dieléctrica disminuye
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Figura l-9.
diel éctri-ca

Dependencia
en sistemas que

radj.al esperada de 1a cons tante
presentan saturación dieléctrica.
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fuerternente a valores cercanos aI cuadrado deI fndice de

refracción, mostrando Ia cuasicristalinidad de esta parte deI

sistema. De aqul que su constante dieléctrica prornedio sea

denominada óptica (eor) y que en rnuy buena aproximación pueda ser

considerada co:flo debida a una fuerte polarización electrónj,ca y a

una saturación dieléctrica de Ia polarizabilidad orientacional
casi completa. Fuera de esta región, e1 efecto alineador del

campo apantallado por Ia polarización electrónica, compite con eL

efecto desorientador de La agitaclón térrnica produciendo un saLto

abrupto de € con e1 alejaniento aI ión. Este efecto toma lugar

entre uno y tres diámetros molecul-ares deI solvente, región gue

denominaremos intermedia. Esta región presenta absorciones en eI

infrarrojo, por 10 que su constante dieLéctrica prornedio se ha

denominado €IR /r24l. con un alejamiento superior (región

externa), Ia atenuación de1 canpo deI soluto es casi completa y

e1 débi1 efecto orientador ejercido sobre 1os dipoJ.os deI

solvente, es anulado por l-a agitación térmica, dorninando 1a

poJ-arización orientacional, habitualrnente asociada a

contribuciones entrópicas. De acuerdo a esto, se observa un

acercamiento asintótico a Ia constante dieLéctrica macroscópica

del solvente puro (€8, a veces denominada constante dieléctrica

estática), do¡ninada exclusivamente por e1 grado de polarización
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orientacional que determinan las condiciones de temperatura

imperantes. Estas consideraciones nos nuestran que Los

principales aportes a AAo provienen de Ia región intermedia donde

e1 gradiente de e (r) (y entonces de-1¡ es máximo debido aI salto
abrupto de € antes mencionado. En solutos con una relación carga

radio pequeña o en moléculas neutras de baja polaridad, la reqión

interna puede estar ausente, localizandose Ia región de gradiente

máximo, cercana a su superficie.
Este resultado tiene un interés especial en Ia

interpretación de la EB que asume constancia de € en todo e1

espacio ocupado por eI solvente. Con Ia finalidad de explicar
esta aparente contradicci.ón (de-1:O en Ia Ec. 5.1), en Ia sección

24 hemos considerado Ia dependencia lineal- de e eon r dada en 1a§

Ecs. 3.7]-2a y 3.]-72b, donde ro es el- radio de Ia cavidad }¡ r1r

eI 1í¡¡ite de alcance de los FDNL inducidos por e1 ión. Esta

descripción del soLvente se gráfica en 1a Fig. 18. Como se dijo,
Ia Ec. 5.1 pernite 1a construcción de EBMrs por incorporación e

integración de funciones 6 (r) . Aplicando este procedimiento
(Apéndice xII) a este caso muestra que, efectivamente, sólo se

generan aportes a J-a energÍa libre en l-a región comprendida entre

ro<r<r1. La EBM resultante se presenta en l-a Ec. 3.113. Ahora, si

incrementamos 1a pendiente de la Ec. 3.112a hasta e1 caso I1mite,

cuando 11 tiende a rO, 1a EBM de La Ec. 3.113 tiende a la EB.
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Entonces, en é1 contexto de Ia TcR, 1a EB aparece como una

consecuencia de Ia discontinuidad matemática de Ia constante

dieléctrica en l-a superficie del ión. Esta situación l-f¡rite
considerada por Born, incorpora i.rnplf citaruente dos puntos

críticos de importancia en nuestra discusión: un gradiente
infinito de 1a permitividad dieléctrica (y por 10 tanto, un de-1

máximo ya que de-l=-de/ e2 ) y un mínimo en Ia distancia r d.ond.e se

produce dicha variación. Dado que, cualquier 6(r) fisicarnente

razonabl-e debe exhibir un gradiente positivo ¡nenor gue e1

considerado por Born y que Ias regiones de gradiente máximo

(i.e., eI punto de inflexión en 1a sigmoidea de 1a Fig. 19) deben

localizarse mas aI1á de J.a superficie de1 ión, es posible
concluir que p.AEg siste¡nas esféricos de igual SArga.¿_ Ia macrnitud

de Ia EB constituve La cota máxima al valor absoluto de 1a

contribución el-ectrostática a la enerqía libre de solvataeión.

Nótese que eI modelo de Born considera inexistente 1a reqión

interna despreciando 1a polarización por distorsión atómica y

electrónica, y comprine completamente l-a intermedia sobre la
superficie de1 ión. En relación a este esquema simplificado, en

un modelo nas refinado, l-a saturación dieléctrica en Ias

cercanias de1 ión se deberfa manifiestar eomo una disrninución de

l-a permitividad di.eléctrica (respecto de1 solvente puro) y una
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reducción a valores positivos finitos deI gradiente de €,

asociado a un corrimiento de este salto abrupto hacia ef

exterior deL ión (por ejemplo, comparar las Figs. 6 y 19). De

acuerdo a este enfoque del problema, q!e!éÉ-99.re¡!C.,- el rol
jugado por .U saturación dieléctrica tiene como resuLtado una

reducción g f-e maonitud de la EE. como veremos nás adelante,

esta afi.rmación se encuentra de acuerdo con Ias EBMI s tratadas en

Ia sección 25. Estas después de ser desarrolladas en series de

Taylor conducen a expresiones cuyos términos de orden cero

corresponden a l-a EB y tos restantes a términos positivos que

hemos interpretado como correcciones a Ia EB debidas a Ia

consideración de FDNL.

Retornando a 1a EBM de Ia Ec. 3.]-L2 y tomando el caso

If¡nite opuesto, es decir, cuando r, tiende a infinito, se ve que

^Ao 
tiende a cero (Ec. 3.1L4), Este resultado es 1ógico si se

identifica Ia situación flsica con un ión innerso en un medio de

pernitividad dieléctrica unitaria (i.e., eI vacío). sin embargo,

cabe una segunda interpretación considerando el caso lfmit,e de

carga del soluto y polaridad del solvente (e) infinitos: l-a

inserción de1 soLuto produce una saturación dieléctrica de la

polarizabilidad orientacionaL completa en todo e1 solvente, es

decir, todas las moléculas de1 rnedio reorientan sus dipolos de

nodo de lograr un alineamiento perfectanente antiparalelo aI
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desplazamiento dieléctrico de1 ión. Ilipotéticamente, un ¡redio

dieléctrico en este estado tanbién presentarfa €=1 . Claranente,

es ficticia la situación flsica de una disolución en condiciones
ordinarias en Ia que un único ión es capaz de arrastrar infinitas
esferas de solvatación firmemente retenidas en un estado
cuas icr i stal- ino con un ordenamiento perfecto. Sin embargo, su

análisis es capaz de proporcionarnos una mejor comprensión de1

fenómeno que nos interesa. Adicionalnente, e1- razonaroiento que

sigue tarnbién puede ser de utilidad en e1 estudio de mezclas en

el- limite de dilución infinita y temperatura absoluta nula; para

cristal-es lfquidos so¡netj-dos a un canpo eléctrico externo o para

materiales ferroeléctricos. En prirner término debe notarse que 1a

Ec. 3.114 aplicada a Ia situación de un ión infinitarnente
solvatado sugiere que eL proceso de reorientación del solvente no

genera contribuciones netas a 1a energfa l-ibre de solvatación
electrostática. También debe quedar cLaro que a1 suponer un

alineamiento perfecto, irnplicitamente estamos despreciando e1-

efecto desorganizador deI termostato. Sj-n embargo, aún cuando se

trate de una situación hipotética, es dif icil- creer que un

proceso de consecuencias tan drásticas sea ta1 que no se

manifieste en AAO. oesde eI punto de vista entrópico, este
proceso serfa altamente desfavorable, exceptuando gue se
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realizara en eI lÍnite de temperatura absoLuta cero, suposición

compatible con 1a ausencia de influencia deI termostato. A

temperaturas no nulas, deberÍa cumplirse que T^S<<0 y La única

manera de compatibilizar esta observación con e1 resultado de

nuestro lfrnite, es suponer Ia existencia de una contribución

entáfpica de igual magnitud y altamente exotérmica. Es fáciI ver

que 1a reorientación antiparalela de todos 1os dipolos con

respecto aI campo es una situación altamente exotérmica que

favorece fuertemente La formación def congl-omerado gue estamos

analizando. Concluimos que gEe saturación dieléctrica idealmente

completa É un p-rces_s f avorecido entálpicamente, pero

desfavorecido desde e1 punto de vista entrópico. compensandose de

manera exacta ambos efectos y Droporcionando un carnbio nul-o en Ia

enersía libre de cibbs de soLvatación electrostática. En eI

presente análisis he¡nos asurnido implícitamente que eI proceso de

inserción se realiza a tenperatura y presión constante. Para

procesos j-sotérmicos e isocóri-cos, en este razonamiento debe

sustituirse entalpfa por energÍa interna y energfa libre de

Gibbs por energia Iibre de Helmholtz.

Ahora extrapolemos este razonamiento aI nivel que nos

interesa. Para sol-ventés de alta polaridad y solutos fuertemente

cargados, esta situación de un reordenamiento antiparaIelo que

permita despreciar el efecto del termostato, puede darse en 1a
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primera o primeras esferas de solvatación donde e1 alto ca:npo

imperante tiende a inducir un alineamiento casi perfecto y,
virtualmente, a rrcongelartt los dipolos deL solvente en posiciones

rigidas de nuy baja energia, con el correspondiente ftujo
calórico hacia el termostato. Dicho alineamiento deberfa
traducirse en una fuerte depresión de € en esta región y si
consideramos que las no1éculas de solvente son rígidas, deberfa

observarse una constancia como 1a mostrada en 1a región
inmediatamente vecina al ión en l-a Fig. l-9 (región interna). La

Ec. 5.1 nos indica que esta región no genera aportes netos a 
^Aoy e1 razonamiento precedente sugiere que esto es debido a que Ia

desestabi l- i zac ión entrópica es exactamente compensada con una

estabilización entálpica.

De acuerdo a 1a Ec. 5.1, l-a región externa tampoco genera

aportes a Aao debido a su lejanÍa con respecto a1 ión 1r-1-->o¡
y a que prácticamente no existen variaciones de € 1ae-1-->o¡.
Esto se debe a que eI desplazamiento dieléctrieo del, ión ya ha

sido casi total-mente apantallado por 1a polarización de1 solvente

presente en las regiones interna e inter¡nedia. A1 no existir Ia

posibilidad de interacción electrostática con e1 soluto, esta

zona de1 dieléctrico se comporta igual que eI solvente puro y su

polarización orientacional viene determinada de modo exclusj.vo
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por Las condiciones de1 termostato y por Ia presión. En relación
aI proceso de inserción, como este se realiza en condiciones

isotérmicas, en 10 que respécta a esta zona de1 solvente, se

trata de un proceso en e1 que no ocurre nada. Como consecuencia,

e1 aporte de 1a reqión externa g todas las funciones de estado

terrnodiná¡nicas es nulo, en particular a 4A6.

En cuanto a 1a región intermedia, se vio que de acuerdo a

Ia Ec. 5.1, prácticamente todos Ios aportes a ,1ao provienen de

e11a. A 1a Luz de nuestro razonamiento ter¡nodinámico, por

descarte Ilegamos a1 mismo resultado. Entonces concluimos que Las

fuerzas directrices oue determinan et qrado de espontaneidad deI

proceso de solvatación iónica y¿ por ende, eI potencial cruímico,

se encuentran moduladas plE una competencia entre eI efecto

orientador de1 campo atribuido g un efecto entálpico Droveniente

de Ia nofarización electrónica deI solvente, y e1 efecto de 1a

aoitación térmj-ca identificado con e1 término entrópico y

asociado a una polarización orientacional. Dicha competencia

qenera aportes a 1a energia libre só1o en las recriones de máxi¡na

variación e e -1.

Debe tenerse presente que en este razonamj,ento he¡nos

simplificado bastante La situación ffsica rea1. En primer lugar,

hemos reaLizado el anál-isis termodiná¡nico só1o desde el- punto de

vista del- solve¡te. EI hecho que estemos frente a una disolución
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diluida ideal no nos autoriza a despreciar las contribuciones de1

soluto, máxine si estas se expresan en términos molares o ¡no1ales

parciales. En 10 referente a su canbio entrópico en eI proceso de

transferencia isotér¡nica desdé el, estado de gas ideal hacia Ia
disolución, puede observarse que sus qrados de libertad
traslacionales se ven fuertemente restringidos como consecuencia

de 1a o las esferas de solvatación que acarrea y a 1a viscosidad
no nul-a de1 solvente. Podrla aducirse un efecto análoqo para los
grados de libertad rotacionales. como ya se dijo, iones en

solventes de alta polaridad podrÍan encontrarse comprimidos hasta

su radio cristalográfico. Esta compresión tiene como efecto, una

notoria reducción en 1os grados de libertad vibracionales de

iones moleculares. Todo esto nos muestra claramente que,

nuevamente, los factores entrópicos se oponen al proceso de

disolución. Desde eI punto de vista entá1pico Ia situación es

opuesta ya que e1 proceso de inserción transfiere al- ión desde eI

vacfo hacia un estado mas estable caracterizado por un qran

número de interacci,ones intermoleculares. Debido a esta oposición

de signos y a que 1as concLusiones extraidas de Ia Ec. 3.114 se

refieren a1 sistema soluto-solvente completo, en 1o que sigue,

consideraremos exactanente vá1idas las conclusiones
termodinámicas anteriores deri-vadas de1 análisis deL solvente
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(inclusive para iones atómicos polivalentes donde los efectos
entrópicos y entálpicos anaLizados son muy marcados /39/). Es

decir, en las regiones donde la alineación de los dipolos es

perfecta, é1 efecto entrópico total de naturaLeza
desestabi L i zante es conpensado exactamente por los efectos
estabilizadores de la entalpia total. En l-a actualidad estamos

orientando esfuerzos hacia una demostración termodinámico-

estadística de esta importante consecuencia de la Ec. 5,1.

Para completar nue§tro análisis ternodinámico, estudj-emos

someramente eI efecto de un incremento de 1a temperatura sobre

AaO. fn las cercanfas déL ión donde predomina Ia polarización

electrónica, no se esperan contribuciones de j-mportanci-a ya que

este tipo de polarización só1o depende del campo y no de la
temperatura. En 1a región externa se producirá un incremento en

Ia agitación térmica y entonces, en Ia polarización orientacional ,

como es habituaL en Ia mayorÍa de Ios solventes dipolares, se

verificará una disrninución de e, ya que un aumento en ]a
agitación tér¡nica de 1os dipolos reduce su capacidad de respuesta

frente a l-a apl j-cación de un campo e1éctrico /7/. SLn embargo,

este efecto térnico también ocurrirá en el solvente puro, por 1o

que la contribución de l-a región externa a (6^A0/6T), será nu1a.

En la región intermedia, una mayor agitación térmica debilitará

levemente e1 aporte entálpico producto del alineamiento con e]
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campo e incrementará en mayor grado eI tér¡nino TA 8,

observandose un corrimiento del salto abrupto de € con r hacia el

ión y aumentando su pendiente. En otras palabras, 1a entropla se

hará rnenos desestabil i zante por lo que AAo se tornará mas

negativo, incrementandose 1a solubil-idad de acuerdo al
comportamiento experimental observado en solutos iónicos.

Nuevamente observamos que los eventos en Ia reqión intermedia son

determinantes para AAo.

Es posible notar Ia importancia fundamental de esta región

con un enfoque totalmente diferente. En primera instancia,

notemos que Ia EB (Ec. 2.26) puede ser reescrj-ta como:

' qqopo1

^Ao 
=

2to
(5 .2)

donde qoPol está dado por 1a Ec. 3.68 con j:0. nn Ia sección 21,

hemos i-nterpretado esta ecuación como 1a energía de interacción

entre Ia carga neta del ión reducida a una carga puntual en eI

centro de la cavidad, y Ia densidad superficial de carga goPof,

distribuida uniformemente sobre Ia superficie esférica r=ro. Si

ahora considera¡nos la participación de FDNL con 1a aproximación

rnulticapa (Ec. 3,66), podenos apreciar gue esta EBM puede

escribirse como en Ia Ec. 3.70 con las cargas virtuales de
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polarización definidas por Ia Ec. 3.68. En rel-ación a Ia EB, este

modelo considera gue 1as densidades superficiales de cargas de

polarización se redistribuyen sobre las dj-f erentes superficies

divisorias alejandose del ión, Asf, 1a fracción de estas cargas

que se localiza sobre la superficie j, ÁqiPol, es:

^njno 
= q^.j-1 (5.3)

donde se ha definido -le i-1 se9ún la Ec. 3.72.

como €j+1>€j, se cumple que ael-1so y entonces' las

cargas de polarización son siempre de signo opuesto a la deL ión

central que 1as genera. Además, su inducción es mas narcada en

aquellas superficies gue separan zonas con rnayor diferencia de

perrnitividad dieléctrica, nuevamente en Ia región intermedia

antes discutida.

con las dos ecuaciones anteriores, Ia EBM multicapa de Ia

Ec. 3.66 puede reescribirse como sigue:

qp
-lAo = ---.>

2 )=o
--:t::l

tj
(5.4)

Esta igualdad expresa que la energÍa libre es una

consecuencia de la interacción coulómbica entre la carga de1

soluto centrada en la cavidad, y las distintas superficies

cargadas del solvente.
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Tomando eI caso If¡nite de infinitas capas dieléctricas de

grosor infinitesinal, se obtiene:

e f dqpol
Aeo=--- l-----2Jr

(5.5)

ro

donde la integración se inicia en 1a superficie de1 ión y se

extiende sobre todo el dieléctrico, y donde se ha definido:

aqPol 1r¡ = qae-l1r) : qo(r)dr (5.6)

E1 campo del soluto j-nduce en e1 solvente un

reordena¡niento de 1os dipoJ-os que se manifiesta como una

depresión de e en las cercanías de1 ión. Según la Ec. 5.6, esta

variaeión de e induce una distribución radial continua de cargas

de polarización, qo(r), directamente proporcional a l-a nagnitud

de Ia variación del inverso de 1a pernitividad del medio. La

enerqfa libre se contabiliza sumando contribuciones debidas a Ia

interacción del ión con todas las superficies infinitesimalmente

cargadas, cada una de ellas localizada en r y con carga total

dqPol

Tntegrando cascarones esféricos sobre todo e1 solvente,

encontramos para 1a carga de poJ-arización total:
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qpor = [unr", = efa.-' = e[.-r1*¡ -.-1r,er'l = 
"|--1 

- ]l F.7)J J I -L€B .olro ro

donde e" es l"a constante dieléctrica :nacroscópica del sol,vente

puro y e6, la constante dieléctrica en Ia superficie de1 ión gue,

en aplicaciones prácticas, se considera igrual a Ia unidad.

Este resultado nos indica que la carcra de oolarización
total inducida por iones iqual-nente carsados, es independiente

del modelo ctue se considere en Ia descripción del soLvente, Estos

sól-o poseen libertad para postuLar dependencj_as radiales. Como

corolario, se recupera eI conocido caso límite para solventes de

alta polaridad (constante dj-eléctrica grande) donde }a inducción

de cargas de polarización se maxirniza, igualandose estas en

magnitud a 1a carga iónica. En esta situación se produce un

apantallamiento completo de1 carnpo de1 ión, imposibil-itandose Ia
acción de fuerzas electrostáticas soluto-soluto de largo alcance.

La expresión de Ia Ec. 5.5 con Ia definición de 1a Ec. 5.6

es una forma equival,ente de Ia.Ec. 5.1. De acuerdo a el1a, 1a EB

supone una distribución radial de cargas de polarización descrita
por una función delta de Dirac centrada en 1a superficie de la
cavidad. Siguiendo J-os procedimientos usados por Born /4/t at,.ora

consideremos eI proceso teórico de ensambl-aj e de Ia distribución
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de cargas y supongamos que este se realiza en un intervalo de

ti-empo mucho menor a1 tiempo promedio requerido por un dipolo
para rotar sobre si nisno y alinearse aI campo. Entonces en eL

instante en que 1a distribución está compLetanente ensamblada,

sólo existirá polarización orientacional y eI total- de 1as cargas

de polarización se encontrará fuertemente conprimida sobre la

superficie deL ión, Esta sj.tuación ffsica estarfa bien descrita
por e1 modelo de Born. Después de restablecerse e1 equilibrio

mediante Ia reorientación del solvente, se lograrfa una situación

como Ia descrita por Ia Fig. 19. Dado que Ia inducción de cargas

de polarización se verifica sólo en aguellas regiones donde e-1

varía, estas se diseminarían radialmente hacia 1a región

intermedia alcanzando su máxima densidad en ef punto de inflexión

de Ia sigrnoidea. como estas son de signo opuesto a las de1 ión

central, Ia reorganización del- solvente serÍa eI vehiculo que las

aleja de1 ión, reduciendo Ia energÍa de interacción con respecto

a 1a situación inicial- modelada por Born. Por 1o tanto, 1g

ecuación de Born se fundamenta en un acercamiento máxi¡no de las

carqas de polarización a1 ión, maximizando 1a enerqfa de

interacción electrostática soluto-solvente. como consecuencia,

nuevamente encontramos que la EB constituye Ia cota náxima a Ia

contribución electrostática a 1a energfa de solvatación y que 1a
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saturación dieléctrica juega un ro1 en Ia disminución de La

magrnitud de esta interacción. Maternáticamente:

q2
-1(1 - 1/€B ')o s l^Aol <

2=o
(s.8)

En nuestro experimento hipotético hemos observado que la
reorganización de Los dipolos de1 sol-vente inducen una

transferencia de cargas que aleja cargas de signos opuestos.

Entonces, Ia aparieión de FDNL hace que Ia EB considere una

situaci6n de no-equilibrio entre elLas, haciendolas migrar hacj-a

zonas que per:nitan restablecerlo. Este debe tomar en

consideración las interacciones electrostáticas de naturaleza

atractiva del ión con 1as cargas de polarización, y las
interacciones repulsivas de Ias últimas entre sí. SÍn embargo, 1a

ruptura de1 equiJ-ibrio no puede ser exp)-icada sóIo en base a este

tipo de interacciones ya que 1a rnagnitud de Ia carga de

polarización total es inferior a Ia carga que 1a induce. Un

equilibrio puramente electrostático como eI recién rnencionado,

necesariamente deberfa localizar 1as cargas de polarización sobre

Ia superficie del ión.

Por e1 momento, este es un problema que aún no hemos

podido resolver. Este equilibrio no es de naturaleza puramente

electrostática de1 tipo carga-carga. No se trata de interacciones
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eon multipolos de polarización del solvente de orden superior, ya

que esto produciria una ruptura de la sinetrfa radial y debido a

gue la expansión rnultipolar se encarga de independizar estas

interacciones. Por otra parte, todo parece suqerir que se trata
de un efecto fntimamente ligado al alineamiento de 1os dipolos

de1 solvente a1 campo del soluto. Surge una pregunta: ¿cuán

ficticias son estas cargas? Debe recordarse que en dieléctricos

estas, efectiva¡nente, son consideradas ficticias, sin embargo I en

conductores son reales y l-as propiedades y comportami.ento de

ambas pueden suponerse paralelos /7 / . De aqui que en algunos

trabajos se hace referencia a una esfera conductora y no a una

esfera dieléctrica, cuando se habla de1 ión en e1 modelo de Born

o de un átomo en modelos de solvatones. Es claro que no estamos

frente a un nedio conductor de acuerdo a1 concepto nacroscópico

deI término. Sin enbargo, una secuencia lineaI de dipolos
polarizables apuntando en e1 mismo sentido, s1 puede ser

considerado como ta1 a pequeña escala, esto aún cuando sóIo pueda

conducir una cantidad de carga fraccional y sóIo en eI corto

trecho en eI que exista ta1 alinearniento. Por ejemplo, si

contamos con tres dipolos pol-arizables alineados y polarizamos eJ.

pri.rnero, incrementando su carga en un extremo en un +ldel, es

posibLe suponer que en eI otro extremo de1 tercer dipolo Ia carga
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cambiará en -ldel. En disolución acuosa podemos ir aún mas lejos
considerando un proceso de conducción por transferencias
protónicas en polimeros de agua, de nodo si¡nilar aI usado para

explicar las moviLidades iónicas anómaIas deI protón en

eJ-ectroqulñic.a /65/. suponiendo váIida esta hipótesis, este

proceso de conducción debería propagarse en promedio, sóIo hasta

1a región internedia, es decir, precj-samente donde se rompe dicho

alineamiento debido a Ia agitación térmica. Entre Ios factores
que podrian dificultar 1a capacidad de alineamiento podemos

mencionar inpedimentos estéricos, repulsiones electrostáticas
entre los dj,poIos, existencia de asociaciones especfficas entre

l-as mo1éculas de solvente, saturación anóma1a, electrostricción,

Este delinea¡niento del problema nos parece 1ógico y

creemos que tratanientos mecán ico- estad i st icos nos darfan 1a

razón sobre su participación en Ia energética de solwatación.

Lamentablemente, esto agudiza nuestro problema ya que si se trata

de un ión centraL positivo, este proceso de conducción tendría

como efecto una transferencia espontánea de carga negativa hacia

1a superf i.cie de1 ión y una positiva t¡acia Ia región j-ntermedia,

incrementando aún ¡nas fa energfa de interacción, contraria¡nente a

Ia explicación que buscabamos. Por eI nomento dejamos este tena

abierto a nuevas cons ideraciones .
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Un sistema real- en eI cual se pueda considerar Ia
existencia de un equili,brio entre las cargas en una situación
como Ia modelada por Born, podrfa consistir de un ión esférico en

un solvente apolar que posea una polarizabilidad isotrópica de

manera que pueda darse una polarización orientacional del
solvente sin privilegiar ningrún eje rnolecular.

Dado que un incre¡nento en 1a temperatura habitualmente

conlleva una disminución de €gr sé concluye gue Ia magnitud de 1a

carga de polarización total ta¡nbién disrninuye. sin enbargo, se

vio que existe un incremento en 1a pendiente de 1a región
internedia junto a una dis¡ninución de su grosor y un acercamiento

de esta hacia e1 soluto. Entonces se espera que un aumento de

temperatura tienda a concentrar las cargas de polarización en

regiones lTras cercanas aI ión. Dado que a1 aumentar moderadamente

1a ternperatura se facilita la solubilización de electró1itos y

que esta propiedad se encuentra directamente refacionada con AAo

/LO9 l, e1 efecto del corrimiento predomina sobre 1a reducción de

qPo1. ¡., todo caso, se esperarla que en solventes que posean

valores rnuy negativos de 1a derivada (6e/6A)p, la tasa de

variación del aurnento en Ia solubilidad con Ia temperatura sea

baja, e incluso que, excediendo algún val-or critico, La

aniquilación de cargas de polarización pudiera invertir esta
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situación disninuyendo Ia sol.ubilidad. Sobre esto se ha visto que

esta depresión de € es mas pronunciada a altas temperaturas

Ito2/.
En términos rigurosos, Ia definición de 1as cargas de

polarización (Ec. 5.6) y Ia procedencia de ]a expresión integrral

dada por la Ec. 5.5r restringen 1a discusión precedente a la
solvatación ióniea. Sin embargo, muchos de estos conceptos

fundamentales pueden generalizarse a Ia situación nuLtipolar. Por

ejemplo, para solutos dipolares esféricos, es posible definir
dipolos de polarj.zación de1 solvente, ¡Pof, como:

ÉpoI - - o-
€o - €1

o = --------
€o + 2€1

(s.e)

siendo I el rnornento dipolar de1 soluto, o una constante de

proporciona]-idad, €O=1 y e, ]a permitividad dieléctrica relativa

del- sol-vente puro. Nótese que Ia rnagnitud de esta inducción es

pequeña (79p/!61, en agua) en relación a Ia rnagnitud de Ia

inducción de cargas de polarización (79q/80 en agua), y que 1a

geometrÍa del soluto no participa. Para solventes de alta
polaridad, qPol=q 

" 
¡eoLxfi¡2, sugiriendo que, en relación al-

vacio, el solvente reacciona mas eficientemente atenuando campos

intensos que campos debi.1es. Ta¡nbién recordemos que seg(rn

Kielich, Ia TcR subestima este factor /92l.
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Si ro es e1 radio de Ia cavidad, eI Campo de Reacción de

Onsager (CRO, Ec. 2-27), puede expresarse como:

pppol
aA1 =-----; (5.10)

€oro"

Entonces, l-a contribución electrostática a Ia energia de

solvatación dipolar, AA1, puede visualizarse como debida a1

dipolo de1 sol-uto centrado en Ia cavidad y supuesto ideal,
interactuando con e1 dipolo de polarización deI solvente, Este

serfa inducido en el- sol"vente por 1a presencia del sol-uto y se

puede demostrar gue se situaria en la superficie de este úItirno

antiparalelo a1 eje de1 dipolo central. Esta disposición
particular se debe a que las superficies equipotenciales de1

dipolo no son esférj-cas y, a diferencia de Ia situación unipolar,

tiene co¡no efecto ]a inducción de redistribuciones electrónicas
en solutos con polarizabilidad no-nuIa.

La introducción de FDNL en La solvatación dipolar usando

modelos esféricos con regj-ones 1ocales, obliga a redefinir Ia

constante de proporc i ona l idad o. Para los casos con una y dos

regiones dieléctricas locales, estas constantes son eI negativo

de los tér¡ninos entre corchetes de 1as Ecs. 3.156 y 3.157,

respectivamente. Se observa un aporte combinado de las

propiedades diel-éctricas y dispos j.ción geométrica de todas Ias

regiones del solvente sobre un dipolo de polarización único,
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también situado en Ia superficie de la cavidad.

Aún cuando 1a interpretación de estos factores es diffcil,

se mantiene válida Ia conclusión anteri-or sobre 1a maximización

de aportes maximizando }a diferencia entre Ias propiedades

dieléctricas de las disti.ntas regiones. Si un determinado rnodelo

no concordara en este punto, deberfa descartarse inmediatamente

ya que dejarfa abierta 1a posibilidad de que un mismo soluto

dipolar presentara una interacción eLectrostática mas intensa con

un solvente apolar que con uno de alta polaridad. Un análisis

numérico superficial basta para evJ-denciarlo. Por ejenplo, e1

factor o de onsager (Ec. 5.9) toma valores de -0,29, -o,43 y

-O,49 para solventes caracteri zados por €:3, 10 y 10o,

respectivamente. Sorprende Ia insensibilidad a Ia polaridad del

medio.

( Ec.

sistena

Algunos resultados para o predichos por

3.156), se tabuLan a

€1 e2 16lÁ

eI modelo monocapa

continuación:

rr/L o

1
2
3
4
5
6
7
8
9

2
2
2
5
5
5
2
5

10
10
10
100
100
100
10
100
10

200

2
2
10
2
10
10
10
10
2

5
l-5
t-5
5
15
30
l,L
L1
3

-o,22
-o ,20
-o ,27
-o ,37
-0,41
-o ,36
-o r 38
-o,47
-o ,21



En primer término, es posible observar una marcada

reducción en 1a magnitud de o con respecto a1 modelo de Onsager.

Como ejemplo, 1os si-ste¡nas 4 y 5 en un soLvente con €=100

presentan una interacción electrostática sóLo algo superior a 1a

predÍcha por eI CRo con €=3.

La comparación de los sistemas dieléctricos homóIogos 1a

3 y 4 a 6 muestra 1a ¡narcada insensibilidad a factores
geonétricos y sugiere que esta es levemente mas pronunciada en

solventes de alta polaridad. Las duplas L, 2 y 5, 6 muestran que

un increnento en eI llnite de alcance de 1a saturación

dieléctrica, efectivarnente reduce 1a polarización de1 solvente

pero en un grado sospechosamente bajo. Por ejernplo, eI sistema 6

considera una región 1oca1 con €=5 que se exti.ende 204 haci.a eI

exterior. E1 sistena aná1ogo donde fos FDNL muestran un alcance

de sA (sistema 5), generan una difereneia de só1o cinco

centésimas en o. Las alteraciones en eI radio de Ia cavidad

(sistemas 2 y 3) producen un incremento en Ia magnitud de o algo

mas pronunciados que cambios en eI radio de l-a esfera de

solvatación (sistemas 1,2 y 5, 6). Este resultado particular no

debe inducir a pensar erróneamente que Ia elección del radio de

Ia cavidad no merece un análisis detallado. si bien, no influye

apreciablemente sobre o y, por 1o tanto, en Ia magnitud del
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dipolo de polarización, su participación es determinante en I'a

energfa de interacción dipolar. La razón es que esta es fa única

nagnitud gue determina eI grado de aproxinación de los dipolos

del so).uto y de polarización deI solvente y que 1a energfa de

interacción exhibe una dependencia inversamente proporcional a1

cubo de este acercamiento.

EI único parárnetro capaz de alterar apreciablemente 1a

magnitud de o y del- CROM monocapa, es e1 grado de compresión de

1a esfera de solvatación. Este efecto puede apreciarse

confrontando el sistema 7 con los sistemas 1a 3 y el I versus

los siste¡nas 4, 5 y 6. Una visión comparativa de a¡nbos errupos

pone de ¡nanif iesto que eI cambio lIega a ser dramatico en

solventes de baja polaridad. Este importante resultado era

esperable reconociendo que 1a manipulación deI grosor de 1a

región locaI es una for¡ria de modificar eI gradiente de 6 en 1a

región de salto abrupto. Ta¡nbién perrnite recaLcar con un ejenplo

fÍsico, el hecho matemático trivial de que e1 gradiente de € no

es una función lineal deI grosor de 1a reglón dieléctrica.

Incrementos grandes de este grosor en esferas de solvatación

inicialmente grandes (sisternas 2 versus 1 y 6 versus 5) , no

¡nodif ican profundamente eI gradiente, a 1a inversa de regiones

con gradiente muy pronunciado. La situación li¡nite se obtiene

202



cuando 11 tiende a ro, e1 gradiente de e se hace infinito en l-a

superficie del soluto, y este CROM tiende aI CRO. Análogamente aI

caso unipolar, aquf eL CRO puglle ser considerado Ia cota máxima a

cualsuier cRoM esférico crue incorpore efectos de saturación

dieléctrica. Este lfrnite (eI cRo), supone únicamente 1a presencia

de polarización orientacional, despreciando 1as contribuciones

entálpicas a Aer. En relación a sistemas reales, eI CRo presenta

una mejor aproximación que Ia EB, ya que se espéra que solutos

dipolares no j.nduzcan en el solvente FDNL muy marcados. Esto

equivale a considerar la inexistencia de 1o que denominamos

región interna, y local-izar Ia regi6n de salto abrupto en Ia

superficie de1 soluto. Además, como se trata de campos menos

intensos, 1a influencia de1 termostato es mas narcada sobre Ia

competencia entre los efectos al,ineadores del campo y 1os de Ia

agitación tér¡nica. Incrementos en la temperatura conprimen mas

fácilmente hacia e1 ión 1a región intermedia au¡nentando su

gradiente máximo, incrementando lPoI, Ia energfa de interacción y

entonces, Ia solubilidad. Sin ernbargo, 1a disminución de 1a

constante diel-éctrj.ca macroscópica de1 solvente posee e1 efecto

opuesto sobre i,po1, tendiendo a una red.ucción de Ia interacción.

La competencia entre estos efectos define un aunento o

disminución de 1a solubilidad. A este respecto, es un hecho
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experimental bien conocido que 1a solubilidad de gasés apolares

en solventes dipolares aumenta y luego disminuye a1 aurnentar

paulatinarnente 1a temperatura /65/. Una conpetencia de esta

naturaleza extrapolada a cuadrupolos de polarización de1

so3.vente, basta para fundanentar este comporta¡niento. E1 hecho de

que este se manifiesté en solutos apolares se debe a 1a rápida

reducción de 1a nagnitud de los moroentos el-éctricos de

polarización del solvente de ordenes superj-ores y a Ia intensidad

refativa de sus interacciones. En e1 caso cuadrupolar, e1

corrimiento hacia un gradiente infinito es fáci1, pero Ia
magni.tud de1 momento de polarización inducido en el solvente es

muy pequeña. Disninuciones de Ia permitividad de1 soLvente Ia

reducen aún ¡nás, hasta 1a si.tuación lfnité en que 1a energÍa

cinética translacional supera 1a energia de interacción soluto-
solvente, favoreciendo su paso a Ia fase gaseosa.

Ahora supongamos un soluto dipotar capaz de generar una

saturación dieléctrica perfecta de Ia polarización orientacionaL

en una prirnera esfera de solvatación y que fuera de esta, el-

sol-vente só1o presente polarización orientacionaL. EI modeLo

monocapa permitirfa tratarlo con 61=1, er=eg y rr=Fg*R=r donde eU

es 1a constante diel-éctrica del solvente puro y R, eJ- diámetro

promedS.o de sus molécu1as. En este caso, eI CROM (Ec. 3.156) se
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reduce al CRO (Ecs. 5.10 y 5.9), pero incrementando todos sus

subfndices en una unidad. En términos flsicos, e1 dipolo de

polarización es transferido a Ia superficie de Ia primera esfera

de solvatación, desapareciendo todas las contribuciones de la
región interna. Entonces, 1os efectos de 1a saturación
dieléctrica ideat sobre ¿!g pueden evaluarse usando un incremento

én el- radio deI soluto icrual aI orosor de La reqión en 1a que se

manifiesta. Esta deducción tanbién es aplicab)-e a Ia situación
unipolar. Como corolario, es posible sugerir que fa
para¡netri zación de radios moleculares usando A sin una adecuada

iustificación teórica. puede estar encubriendo manifestaciones de

1a saturación dieléctrica. AI respecto, Roux y co1., basados en

tratamientos ter¡nod inámico -estad i st i cos han afirmado que Ia
saturación dieléctrica y eI radio de Born (gue depende de 1a

carga iónica y de }a temperatura) I'son dos manifestaciones de1

mismo fenómeno a nivel roicroscópicott /67 l. Reconociendo eI :nérito

de esta conclusión, no podemos concordar en que fisicamente tenga

1a misma validez hablar de saturación dieléctrica o de radio de

Born. A nuestro entender, 1a saturación dieléctrica está

directamente ligada a conceptos nicroscópicos, mientras que eJ-

radio de Born, aI ser producto de pararnetrizacÍones, posee un

mayor carácter macroscópico. De acuerdo a nuestra discusión
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previa, e1 radio de Born encubre efectos de saturación
diel-éctrica y la equivalencia a Ia que se refieren Roux y co1 .,
só1o puede ser aceptada en tér¡ninos matemáticos. Se podrla
argumentar Ia situación inversa (que )-a saturación dieléctrica
encubre eI fenómeno rrradio de Borntr), sin embargo, nos parece muy

difÍciI explicar en tér¡ninos cuánticos la fuerte dependencia que

presenta con l-a carga y 1a temperatura y los qrandes incrementos

sobre eI radio iónico requeridos¡ pese a que es razonable esperar

que los radios reales se aproximen a l-os crista lográf icos . I,las

adel-ante retomaremos este tema.

El caso l fmite de un sol,uto capaz de inducir una

saturación dieléctrica completa en todo eI solvente, en este

modelo puede tomarse haciendo tender r, aI infinito en e1 CROM

monocapa. Este procedi¡niento puede traducirse en un alejamiento

infinito de üpoI, anulándose AAr. Entonces, también en este caso

puede considerarse 1a existencia de una cornpensación exacta entre

las contribuciones entálpicas y entrópicas totales en l-as

regiones donde eI solvente se encuentra perfectamente al-ineado a1

campo de] soluto. La inducción a casos de nultipolos de orden

superior es inmediata.

Es claro que tanto Ia el-ectrostática como l-a ter¡rodinámica

cIásicas son ciencias macroscópi.cas de naturaleza netamente
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experimental. E1las se dedican a 1a sistematización y búsqueda

de interrelaciones entre magnitudes nacroscópicas medibles.

Consecuentemente r sus desarroLlos forrnales son independientes
(pero, 1ógicarnente, no excLuyentes) de Ias explicaciones a niveL

¡nolecular que puedan pfantearse sobre 1as propiedades y

comportamientos que elLas estudian. Por este notivo, desde sus

formuLismos no podemos deducir funciones que relac j-onen la
perrnitividad con eI acercamj.ento a1 ión. Estas deben obtenerse

indirectamente a través de información experinental o bj.en, de

tratamientos ter¡nodinámico-estadfsticos. A1 respecto, es

sugerente Ia observación de Pollok y Alder sobre Ia sinilitud que

presentan principalmente en 1a región intermedia, l-a función de

distribución radial estadistica, 9(r), con un factor de

apantallamiento efectivo desde el- cual se puede deducir € (r)

/94/. De todos rnodos, en l-a literatura existen variadas
expresiones teóricas y fenomenológicas de estas funciones

/33,34,42-50,84-861 .

Una de las expresiones destacada fue propuesta por Block y

!{a lker quienes consideraron La

diferencial 6=1, trl iÉ-=- 7. (.) *
radial de 1a ecuación

para un soluto dipolar y

parte

Vo=0

plantearon una función 6(r) que la satisface /a3/. Esta soLución

ha sido denominada ecuación de Saturación Exponencial Inversa
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(Ec. 3.116). En este trabajo incorporanos esta dependencia a 1a

Ec. 5.1, obteniendo 1a EBM de Ia Ec. 3.L17. Dicha EBIiI puede ser

reconocida co¡no Ia ecuación de Abe /4L,361, quien Ia deriv6

siguiendo eI procedimiento dado por Slater y Frank /82,A3/. Como

puede apreciarse en eI Apéndice XII, nuestra metodoLogía es

directa nostrando las ventajas comparativas de 1a Ec. 5.1.

Análogamente, aplicamos Ia Ec. 5.1 a las ecuaciones de saturación

Ión-Dipolo /84,85/, de Medio Difuso 142,44/ y de l"fedio Denso

/42,44/, obteniendo respectivamente, Ias nuevas EBM de las Ecs.

3.119, 3-:-22 y 3.f25- Estas EBM, desarrolladas en series de

Taylor, se transforman, respectiva¡nente, en 1as Ecs. 3.L2o, 3.L23

y 3.f26. En ell-as se observa que e1 término de orden cero tiende

a Ia EB, por l-o que los de orden superior pueden ser

interpretados como correcciones debidas a Ia presencia de FDNL.

Dichas correcciones son positivas, ratificando nuestras

conclusiones sobre fa EB como cota máxi¡na a lAeg l.
Una de 1as ventajas de expresar estas EBI'I como desarrollos

infinitos es que permite dividirlas por 1a EB, obteniendose

formas anallticas que permiten estudiar 1a magnitud porcentual de

1os FDNL predichos por eada ecuación € (r). En Ia sección 25 hemos

considerado una de las formas integrales anáIogas a 1a Ec. 5.1,

pero con simetrla prolato esferoidaL (Ec. 3.94). EIla considera
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aI ión cono un hilo de carga hornogéneamente distribuida entre 1os

focos de Ia cavidad, interactuando con Las cargas de polarización
(cuya definición Iógica es igual que en eL caso esférico dada por

Ia Ec. 5.6), localizadas en superficies prolato esferoj-dales

homofocales. Esta expresión permite construir EBM's profato

esferoidales, EBMPE, por incorporación de funciones de la
perrnitividad dieléctrica con e1 acercamiento a1 ión que

consideren anisotropfa prolato esferoidal , €(1). Entonces, Las

EBMPE consideran FDNL y desviaciones de 1a esfericidad para iones

que presentan esta simetrÍa aproximada. Hasta Ia fecha, 1a única

EBM en 1a literatura que considera estos dos aspectos de manera

simultanea, fue propuesta por nosotros /75/. El problema para e1

desarrollo de EBMPE's es 1a inexistencia de ecuaciones que

descrj-ban la anisotropÍa esferoidal con el- acercamiento al ión,

€ ( ,1 ) . como una prinera aproximación a la solución de este

probfena, hemos sugerido construir este tipo de ecuaciones por

sinple sustitución de Ia vari-able radial r, por 1a variable

esf ero j-da1 .,1, prolata u oblata, en l-as funciones €(r)

existentes. Nos ha interesado restringir 1as ecuaciones

susceptibles de este reernplazo, imponiendo tres condiciones de

borde. La primera consiste en requerir que en 1a superficie del

ión 1a permitivi-dad dieléctrica sea unitaria. Ade¡nás deben

209



mostrar una tendencia asintótica a Ia constante dieléctrica
macroscópica deI solvente puro con un alejamiento suficientemente

grande. Si e1 esferoide se transforma en una esfera, 1a ecuación

esferoidal- debe tender a 1a respectiva expresj-ón esférica. En

términos ¡natemáticos estas exigencj-as pueden expresarse como:

1. e(f,,) = 1

2. lin €(,¡,) = €B
/-->@

3. lim e("t) = e (r)
d-->o

(s.r_r-)

(5.12)

(5.r-3)

Hemos verif j-cado gue l-as funciones € (r) consideradas en Ia

sección 24 son bien conportadas en e1 sentido que satisfacen

estos requeri¡nientos y hemos procedido a canbiar su simetrla

radial por Ia esferoidaf (Ecs. 3.]-27, 3.1,30, 3.].32 y 3.134). Su

incorporación a Ia Ec. 3.94 nos permitió desarrollar 1as EBMPE'S

mostradas en Ias Ecs. 3.L28,3.131, 3.133 y 3.135. A modo de

ejemplo, hemos expresado l-a EBMPE de la Ec. 3.128 en función de

Ia excentricidad de 1a cavidad (Ec. 3.L29) , observando que cuando

esta se anula, se recupera Ia EBM de Abe para solutos con

simetrla esférica (Ec. 3.117). De modo anáIogo, Ios tér¡ninos t=0

de todas Ias EBMPE'S tratadas en Ia sección aludida, tienden a
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las EBM's esféricas respectivas, motivo por e1 cual hemos

interpretado 1os términos t>1 con factores correctivos a Ia no-

esfericidad. Los términos en k son debidos a FDNL y e1 término

t=k=O es 1a EB.

En la sección 25 se usa 1a expresión integral de AAO

oblato esferoidal (Ec. 3.105) para construir por vez primera,

EBU-s oblato esferoidales, EBMoE's. En Ia literatura no existen

expresiones de esta naturaleza por tos rnismos motivos explicados

en eI caso prolato, siendo e1 procedirniento y consideraciones

generafes de este r11timo, tanbién aplicables aquf. La Ec. 3.105

considera a1 ión como un disco de carga homogéneo centrado entre

Los focos de 1a cavidad, interactuando con 1as cargas de

polarización situadas en superficies oblato esferoidales

confocales. Las nuevas EBMOE t s se presentan en 1as Ecs. 3.136 a

3.139. Al- igual gue sus análogos con sj-metrÍa prolata, los

términos t=0 corresponden a las EBl'{rs esféricas respectivas,

interpretandose 1os con t>1, como correcciones producto de 1as

desviaciones de 1a esfericidad hacia }a simetrfa oblata. Los

términos k21 son correcciones introducidas por los FDNL y eI

término t=k:o, es la EB.

Debe mencionarse que el- uso de series de Taylor para las

expresj-ones integrales de AAO esferoidales, además de
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sinpLificar Ia integración, trae una segunda consecuencia

matemática. Una vez incorporado a).9ún modelo de FDNL mediante

alguna función €(tr) con una de estas simetrías, su resoLueión

automática¡nente determina 1a solución para Ia simetrfa restante
ya que estas só1o difieren en un factor (-f)t externo a las

integrales.

Es interesante notar que, de acuerdo a Las Ecs. 3.68, y

3.89 a 3.91 para el- caso prolato esferoidal, 1as cargas de

polarización pueden ser definidas de igual forma que en e1 caso

esférico y entonces, en eI caso lÍnite, cuando se consideran

infinitas capas de grosor infinitesimal, estas se determinan por

Ias Ecs. 5.6 y 5.7. De acuerdo a esta observación, concordamos

con constanciel en que 1as cargas de polarización totales parecen

ser j-ndependientes de Ia f or¡na de Ia cavidad que se considere

/6r/. De hecho, Karplus y coI, trabajando con consideraciones

terrnodiná¡nico-estadfsticas , usan Ia carga de polarización totaL

de fa Ec. 5.7 como condición de normalización de Ia función de

densidad de carga neta inducida en eI solvente /67/. Er.tor,ces Ias

formas integrales exactas en eI sentido que no involucran series

finitas para Aao con simetrfas esferoidales prolata y oblata,

son 7 respectivamente:
q

Aao = --
4d

i
l
,,0

' ,l- + 1-1 -

'" L ,:-; .l*unno'
(s.14)
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q
Aao = --

4d
arccotg,l- dqPol

o

J
"r

(5.15)

Retornando a Ia Ec. 5.7 y considerando fa Ec. 5.6,
observa que cualquier funci.ón 6 (r) (o e (-t) ) conpatible
nuestro desarrollo formal, necesariamente debe cumplir:

o (r) dr = (5.16)

Adic iona I¡nente, debe satisfacer Ios requerimientos dados

por las Ecs. 5.9 y 5.10 para iones esféricos y las Ecs. 5.9 a

5.11 para iones esferoidales. Esta condición de nornalización es

una consecuencia directa de la def inición de cargas de

polarización dada por Ia Ec. 5.6, definición general para

cavidades esféricas y esferoidales. De acuerdo a la Ec. 5.16, el

conocimiento de una función e(r) cualquiera, lnmediatamente

define una función o(r) y v j.ceversa. Henos denominado esta

función cono rrfuncj-ón de distribución radial de cargas de

polarizacióntr. Nuestra dirección es clara. Como l-a ternodinánica

cIásica o Ia electrostática no pueden proporcionarnos su forma,

es necesario recurrir a Ia ¡necánica estadfstica. Un conocimiento

SE
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l
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e
f
I

J
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más acabado de los factores que determinan 1a situación de

equilibrio entre Las cargas de polarización y e1 sistema,
perrnitirá construir estas funciones de distribución estadÍsticas
para luego, ser traducidas a e(r) y, por integración con Ia Ec.

5.1, a nuevas EBMts. Es decir, henos estableci-do un nexo de unión

con fa terrnodinámica estadística que puede proporcionarnos EBM!s

fundamentadas a nivel microscópico. Sin embargo, aún no tenemos

un conoci¡niento cabal de 1os factores que rigen este equilibrio,
rnotivo por eI cual este nexo aú.n no está completo. A pesar de

esto, mientras se cornpleta, existe 1a posibilidad de experimentar

con funciones que puedan parecer razonables.

Comparando una esfera con un elipsoide de igual volumen,

1a Ec. 5.1 predice un AaO menor. como consecuencia, se espera

que iones noleculares con un arnplio grado de l-ibertad
confor¡naci ona 1 , tiendan a alejarse de La geonetrfa esférj-ca con

Ia finalidad de maximizar su capacidad de interacción con el
soLvente. Adenás de este factor, existe otra fuerza directora gue

apunta en sentido opuesto. Se trata de La energfa de cavitación
de naturaleza desestabilizante. Una esfera a1 maximizar su

volumen rnini¡nizando 1a superficie accesible al solvente, minimiza

1a energía de cavitación. De acuerdo a esto, cuando se posean

alternativas en Ia elección de Ia cavidad, previamente es
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necesario evaluar cual de ambos factores predominará.

Solutos moleculares que presentan desviaciones de Ia
simetrfa esférica no pueden ser descritos de buena manera por

multipolos ideales si es gue se considera solo uno o dos términos

de Ia expansión multipol-ar. Ehrenson ha estudiado 1as

consecuencias energéticas generales de distintos tipos de

desvj-aciones de Ia si¡netría radial de l-a distribución de cargas

del- sol-uto /95/, 1o que equivale a considerar mul_tipol-os

excéntricos. De su trabajo se deduce que las distribuciones de

cargas radialmente inhornogéneas generan efectos energéticos
profundos, especialmente si parte o 1a totalidad de 1a

distribución se acerca a 1a superficie de 1a cavidad, En dicho
caso, una posible al-ternativa de cáLcu1o podrÍa ser vía la
consideración de cavidades esferoidal-es con regiones Iocales,
co¡no los sistemas de Ia seeción 19.

En caso de sel-eccionarse una cavidad esferoidal, los
parámetros que 1a definen pueden deducirse partiendo de datos de

masas moLares y densidades obtenidos en fase conder,sada /a7/,
usando e1 baricentro de cargas nucleares de vaLencia /26/ |

mediante ajustes computacionales /fl4/, etc. Adicionalmente,
Buckley y ¡,Iaryott, en un artfculo gue analiza eI efecto de

canbios en 1a geometrfa de cavidades elipsoidales con Ia
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pol-aridad del fluido y Ia temperatura, han tabulado valores de

excentricidades provenientes de modelos a escala y de valores
parametrizados /115/. Basados en e1 trabajo de Ehrenson, pensamos

que desde e1 punto de vista teórico, Ia rnejor elección consiste

en situar el baricentro de cargas nucleares en eI origen
coordenad.o y dirigir e1 dipolo total a Lo largo deI eje mayor de1

elipsoide, evitando situar cargas en las cercanlas de 1a

superficie. cualquiera sea 1a elección, e1 uso de cavidades

esferoj-dal-es requi.ere de un estudio detenido de los parámetros

que Ia describen.

En Ia secci6n 27 presentamos expresiones que permiten

evaluar cIásicamente 1as contri.buciones electrostáticas a la
termodinámica de solvataeión iónica considerando los casos

multicapa. con esta finalidad se requiere conocer valores de Ias

derivadas de e con T y P. A1 respecto, existen algunos datos

empfricos para €B y én las cercanÍas de iones atómicos en agua

/L5,roe tlLL/ | sin embargo, estos son insuficientes, en particular

si consideranos que nos interesa principal,nente 1a región
intermedia. Una alternativa consiste en estudiar esta región de

modo indirecto. Para elfo es posible encontrar valores promedio

de e en las regiones de interés usando alquna función € (r) que se

estime razonable. Este val-or promedio puede ser identificado con
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algún sol-vente determinado y luego, usar sus derivadas de € con T
y/o P. otra aproxj-mación para Ia evaluación de propiedades

termodinámicas consiste en restringir 1os cálculos a modelos con

una capa Ioca1 y usar los datos ernpíricos de Ia literatura. Esta

aproximación puede justificarse en un cierto grado argurnentando

que como Ia polarización orientacional predomina en 1a región

externa, 1as principales contribuciones a las derivadas con

respecto a T provienen de al1f. Con respecto a las derivadas con

P, es razonable suponer que son pegueñas y que los prj.ncipales

aportes también provj.enen de regiones externas. Lamentabfemente,

1as contribuciones lejanas, si bien contribuyen de manera

importante a las derivadas, no l-o hacen de igual manera a Aao ya

que se encuentran moduLadas un factor de peso r-1. Las

contribuciones netas de importancia provienen de Ia región
inter¡nedia y dado que todas las propiedades termodj.námicas se

derivan de AAo, se sigTue que Ia termodinámica de solvatación

electrostática completa puede derivarse estudj-ando soLo esta

región. Sobre esto, nótese que todas las funci-ones de exceso

esféricas incorporan factores tlei y/o Llri.
se podrán considerar soluciones mas refinadas a este

problema solamente cuando se desarrol-len teorfas gue permitan dar

cuenta en buena forma de1 cornportarnÍento €(rrTrP) .
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Los rnodelos nulticapa pueden prestar ayuda a esta llnea de

investigación, escalonando }a región intermedia con un nú¡nero

grande de cascarones finitos, y modelar distintas funciones gue

puedan parécer fisicamente razonables.

En é1 Apéndice II y en esta misma sección (27) henos

preserrtado expresiones que permiten incl-uir el efecto de una

variación del volumen de Ia cavidad por cambios en T o P (Ecs.

3.153, 3.154, II.35, II.36 ). Aún cuando estas relaciones son

formalmente correctas, datos empfricos sugieren gue estos efectos

son de poca importancia /115/. Hemos desechado sugerencias que

consideran grandes variaciones de1 radio de la cavidad con la
ternperatura en orden a dar cuenta de cambios entrópicos por

razones físicas ya del-ineadas y gue retonaremos ¡nas adeLante.

Probablemente, con incrementos apreciables en T, podrían influir
de modo mas radical otros efectos como el de un cambio en la
geometrfa de 1a cavidad o alteraciones en 1as interacciones
especificas e inespecfficas soluto-solvente /tL5/. Según nuestra

discusión, una forma sirnple y rnatemáticamente correcta de

modeLarLos cons i s!e en considerar corri¡nientos en fas
localizaciones y grosores relativos de l-as diversas regiones

dieléctrj-cas, en particular, en la del salto abrupto.

Para fos casos esferoidales, puede procederse de igual
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forma.

En resumen, en este trabajo propone¡nos que, pr.áct¿ga8eDlg

toda 1a termodinámica de solvatación efectrostática puede

eval-uarsé desde La reqión internedia en Ia cual , el qradiente de

g toma un valor máximo. Para iones atómicos, esta región deberfa

localizarse de modo aproxirnado, entre uno y tres diárnetros

moleculares de Ia molécul-a de solvente. En eI caso de iones

moleculares o noléculas dipolares neutras que inducen FDNL menos

marcados, 1a regi,ón de salto abrupto podria l-ocalizarse en 1a

primera esfera de solvataci-ón.

Es bien sabido que en 1a literatura ha existido un notorj,o

esfuerzo por mejorar la EB incrementando el radio iónico de

maneras casi sienpre arbitrarias /41,Lf6/, considerando una

región vacia /39/ o paranetr i z ándo los /L77/. E1 radio total-
resultante ha sido denominado radio de Born, rB. Se ha visto gue

este tipo de procedimientos permite predecir de muy buena manéra

Ia termodinámica de solvatación iónica sin mayores complicaciones

posteriores por 10 que se han considerado prácticamente inúti1es

otros intentos co¡no es e1 caso de Ia consideración de 1os FDN!.

Como mencionamos, Ia al-ta compresión que deberfa existir sobre

iones en solventes de alta pot-aridad, nos indica que Ia elecci-ón

nás razonable debería consistir en usar radios y/o geometrías
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de

se

cristalográficas. Basados en nuestros resultados podemos

desestirnar La validez teórica de este tipo de aproximaciones.

Considerenos gue sobre el- radio deI ión, rO. existe un incre¡nento

Aro debido a la presencia de Ia saturación dietéctrica gue, si es

completa, no nanifiesta contribuciones a ÁAO. Entonces, eI radio
Born, rB = ro+ Ar9, define e1 inicio de1 salto abrupto donde

l-ocalizan las cargas de polarización y por 10 tanto, donde se

generan 1as contribuciones a AaO. La demostración puede lograrse

de modo análogo al caso dipolar, considerando una única esfera de

solvatación de grosor Arg, con <cos e>E:1 (es decir, €1:€O=1 en

1a Ec. 3.64), y un medio externo con 62:€8. Este procedimiento

perrnite recuperar Ia EB con un radio de Born rB = rO+ ArO. Corno

1a EB considera implfcitamente 1as cargas de polarización

localizadas sobre Ia superficie de1 ión, e1 efecto ffsico de este

incremento consiste en poner en contacto Ia superficie con las

cargas del solvente. Entonces, implícitamente se considera Ia
región de saturación dieléctrica máxima localizada dentro de1 ión

y por 1o tanto se incorporan Ios efectos de los FDNL cono un

incremento del radio y no como una depresión de e. Este rrsuper-

iónr', compuesto por eL ión y una fraccj.ón del solvente (en

analogia con e1 ¡¡étodo de supernolécula) , se encuentra en

contact.o con l"as cargas de polarización, simulando la situación
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en la cual 1a EB posee capacidad predictiva. Sobre este tipo de

trabajos es interesante notar que Latimer y col . /L22 I fros|-raÉor.

que una buena paranetrización de los radios consistfa en sunar Ia

distancia estinada entre la superficie del ión y el centro de1

dipolo de la molécu1a de agua. Hirata y co1. argumentaron que

esta aproximación incorpora exitosamente Ia asimetrfa dipolar de

Ia ¡no1écula de agua en los modelos de continuo /:-23/. Esto

permite dar cuenta de 1as diferencias existentes en 1os

incrementos radiales que deben usarse para aniones y cationes.

Como eI radio de Bórn es función de 1a carga del ión y de T /67/,
su uso en AH y 

^S 
es dif icil-f excepto que se incorporen sus

derivadas. Adiciona l¡nente , resultados Mont.e-Car1o preliminares

sugj-eren que iones pequeños muestran contribuciones importantes a

AAO, provenj.entes de Ia segunda esfera de solvatacíán /67/. Desde

nuestro punto de vista, si 1as contribuciones de 1a pri:nera

esfera de solvatacj-ón son despreciables, esta última observación

implica que Ia saturación dieléctrica de 1a prinera esfera de

hidratación es práctica:nente completa y, por 10 tanto, eI radio
de Born deberia ser aproximadamente la suma de1 radio iónico mas

eL diámetro de una molécu1a de agua. Con respecto a un radio

fuertemente dependiente de 1a lenperaturaf creenos que desde un

punto de vj.sta fÍsico es mas razonable hablar en términos de una
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competencia entre los efectos orientacional-es determinados por La

carqa de1 ión y de }a agitación térmica sobre 1os dipolos del

solvente. Un incremento en Ia tenperatura acerca l-as cargas de

polarización a 1a superficie de1 ión reduciendo e1 radio de Born.

Hemos demostrado que, de acuerdo a Ia TCR, intentos de

justificación teórica deL radio de Born deben conen z ar
considerando 1a nagnitud de Ios FDNL presentes en eI sistema en

cuestión, Según nuestro razonaniento, trabajos de esta
naturaleza, probabJ.emente ocultan una valiosa inf orrnación

concerniente a Ia saturación diel-éctrica, entre las gue se puede

destacar 1as diferencias exj-stentes en aniones y cationes. Dicha

infor¡nación, junto a anáIisis termodinámico-estadlsticos deberfan

entregarnos una j-nf ormación bastante refinada sobre los eventos

microscópicos que ocurren en esta importante región de1 solvente.

Actualmente estamos considerando Ia posibilidad de derj.var

expresiones analíticas que pernitan relacionar e1 radio de Born

con eI radio iónico mas tér¡ninos basados en Ia función de

Langevin para J-a polarización orientacional.
En eI capitulo 4 se muestran los desarrollos resumidos

tendientes a l-a obtención de Haniltonianos de Fock efectivos en

1a aproximación de Recubrimiento Diferencial Nu1o, usando eL

modelo de solvatones. Nos hemos basado en algunos resultados

clásicos obtenidos en este trabajo (sección 29), aplicando Ia
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aproximación de cargas efectivas que describe al soluto como un

conjunto de cargas fraccional-es sobre los n(rcleos interactuando

con Los solvatones que inducen en eI solvenl..e /56/.
En la sección 30 se incorpora eL modeLo multicapa esférico

aI Hamiftoniano efectivo (Ec. 4.15) conpatible con Ia EBGM de 1a

Ec. 4.17. Este modeLo se denonina CRPLAC, Considerando 1os casos

sin y con una región dieléctrica 1ocal 1p=9 y 1), este esquema se

reduce a Ios modelos CRAC y CRLAC /LL,57-54/.
En orden a considerar }a desolvatación gue se produce en

1a f ormaci-ón del enlace quirnico, se ha introducido un factor

empfrico que considera eI recubrirniento j-nteratómico. Producto de

este tratamiento es e1 ésquema cRPLAc/R cuyo Hamiltoniano

efectivo y EBGM se presentan, respectivamente, en 1as Ecs- 4.24 y

4.25 (sección 31). Considerando ausencia de recubrirniento, 1o que

se logra anulando 1os factores de desolvataclón FAB (Ec. 2.!L6),

estas expresiones se reducen a1 esquema cRPLAc. Además,

considerando p=6 r r, se recuperan las Ecs. 2.118 y 2.!34

correspondientes , respectivanente, a 1as aproxinaciones CRAC/R

/32,52,56-60/ y cRr,Ac/R /3r,55/.
con la finalidad de dar cuenta de Ia distorsión de Ias

densidades electrónicas atómi.cas producto de Ia formación de

enlaces, tremos desarrollado Ha¡niltonianos efectivos y EBGM-s que
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consideran átomos con simetrfas esferoidales prolatas y/u

oblatas. E1 primero, deno¡ninado CRACE (sección 32), es e1 aná1ogo

esferoidal de] esguema eRAC. EI Hamiltoniano efectivo y Ia EBGI{

respeetiva se presentan en 1as Ecs. 4.43 y 4.44. Es posible

apreciar que aparecen término= B0AB que hemos denominado
rrfactores de no-esfericidadrt y que se calcuLan usando rrfactores

de no-esfericidad atómicosrt con Ia Ec. 4.42. Estos últinos están

dados por las Ecs. 4.57, 4.2 y 4.4 en términos de excentricidades
atómicas. Cuando todos los factores beta se anul-an, se recuperan

1as expresiones CRAC.

Un refinarniento posterior ha considerado 1a introducción
de Ia inhibición a 1a sol-vatación especlfica de cada centro

atómieo debida a Ia presencia de áto¡nos muy cercanos, obteniendo

e1 esquema CRACE/R que se reduce apropiadarnente aI CRACE y aI
CRAC/R (sección 33) /75,76/. Para considerar de manera adicional
a 1a no esfericidad l-os FDNL, en 1a sección 34 hemos generalizado

nuestros resultados a un número arbitrario de esferas de

solvataci,ón considerando el recubrirniento, esguema denominado

CRPLACE/R /75,76/. Este esquema permite recuperar todos Los

Hamiltonianos efectivos y Ias EBGM's de los métodos antes
considerados.

En el desarrollo de 1os esquemas esferoidal-es, se ha



supuesto que Ias excentricidades atómicas son pequeñas en adición
a l-as suposiciones impllcitas en Los nodelos esféricos.

En Ia 8c.4.55 del esquema CRPLACE/R, eI segmndo término de

Ia derecha es eI operador cuántj.co de campo de reacción total y

cada término j representa l-a eontribución a1 potencial de

reacción actuando sobre eI áto¡ro A de1 sol_uto, debida a l-as

cargas virtuales de polarización inducidas en 1a superficie l=lj
por todas 1as cargas atónicas del soluto. También, cada término

de 1a sumatoria en B es 1a contribución aI potencial de reaceión

totaL sobre el- átomo A de1 soluto, debida a todos l_os solvatones

inducidos en eI solvente por e1 átomo B. Como se mencionó, J.os

BJo" dan cuenta de las desviaciones de Ia esfericidad. Dado que

en cavidades no esféricas KA>1, se sigue que BAB>1. Entonces su

rol- consiste en incrementar Ia nagnitud de la energla molecular y

de todos los parárnetros ter¡nodinámicos. Este efecto es compensado

por los FDNL, motivo por e1 cual es importante seleccionar buenos

valores para 1as constantes dieléctricas loca1es.

Es interesante notar que en e1 contexto original de1 CRAC,

los coeficientes o de las cargas de polarización (Ecs. 4.28),
sóIo mostraban una dependencia de las propiedades dieléctricas
de1 sol-vente /731. EI desarrollo deI esquema CRAC/R demostró que

los o también eran dependientes de 1os factores de recubrimiento



/LL/ !, en el esquema CRLAC/R, de Ia partición deL solvente /3Ll.
AquÍ hemos demostrado que 1os o también son dependientes de 1a

geometrfa de 1a cavldad ¡nediante 1os factorer KABts (Ecs. 4.2,

4.4 y 4.57). Este resultado es 1ógico ya que todos estos
parámetros influencian eI campo de reacción sobre eL soluto.

Con respecto a l-as diferentes particiones de las cargas de

poJ-arización (Ecs. 4.45 a 4.48). no intentaremos atribuirles un

significado ffsico, ya que co¡no puntualizó Constanciel, só1o se

trata de un artefacto matemático tendiente a mantener fa

coherencia interna de1 nodelo /61l.
En Ia sección 35 se tratan 1os parárnetros requeridos por

estos esquenas. Hemos observado que e1 factor de desolvatación

atórnico, f¡r calculado empiricamente por Ia Ec. 2.]-06, no siempre

curnple l-as restricciones de las Ecs. 2.f!7, 4-59 y 4.60, notivo
por e1 cual sugerimos usar Ia Ec. 4.61.

En eI presente, es difíciI dar una buena metodologla para

calcular excentricidades atómicas (y entonces Ki" y BjAB). Sin

embargo, parece razonable opti:n j-zar estos valores con 1a

metodologÍa CRACE/R y luego usarlos en 1os modelos multicapa ya

que conociendo sus grosores, es pos ible calcular 1as

excentricidades de 1as capas. En una primera aproximación, es

posible usar 1a misma excentricidad para todos Ios átomos de ¡nodo
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de delinear eI rango de valores fisicamente razonables que puedan

ser usados como datos iniciales en Ia parametrización.

En l-o referente a Ias integrales de interacción soluto-
solvente, hemos generalizado la parametrización de Miertus y

Kysel Modificada por Contreras y Aiznan /3L/, de nodo de poder

evaluar integrales que consideren solvatones asociados a

cualquier esfera dé solvataci-ón (Ecs. 4.63 a 4.6e) /75,75l. Nos

hemos referido a esta paranetrización como MKMG.

En la sección 36 se presentan ecuaciones que permiten 1a

evaluación de contribuciones electrostáticas a 1as funciones de

estado de solvatación normales. Estas consideran e1 esquema

CRPLACE/R ya que se trata de1 esquema mas general, desde el cual_

pueden derivarse fácilmente todos 1os demás /75t76/.
E1 procedimiento del campo de reacción autoconsj-stente

optimiza la energÍa l-ibre de solvatacj,ón. Las otras propiedades

ternodinámicas se cal-cuIan después de 1a convergencia, usando 1a

matriz densidad, datos de constantes diel-éctricas y 1a

parametrización MKMG. Las consideraciones termodinámicas
generales dadas para las ecuaciones c1ásicas también son

aplicables aqui.

Debenos notar que 1a Ec. 4.70 restringida al caso esférico

con una región J-oca1 y sin considerar recubrimiento, ha sido
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aplicada al- estudio de Ia protonación de alguilaminas en agua

mostrando una sobreestimación dé Ia entropfa de solvatación /62/.
Creemos que, ademas de Ia no consideración de1 recubrimiento, e1

principal factor responsable de esta sobreestinación se debe a

que 1a región de salto abrupto no se encuentra bien modelada. La

inc1usi.ón de un número mayor de capas, traeria como consecuencia

una reducción drástj.ca de1 aporte de l-a superficie que define eI

inicio de.I sotvente no perturbado debido a su mayor alejamiento,

y la aparición de contribuciones de nenor magnj,tud provenientes

de la región internedia. Aparentemente, este factor de error no

fue considerado debido a 1os significados físicos atribuidos a

los térninos de 1a 8c.11 de la Ref. 62. De acuerdo a esa

interpretación, e1 primer término corresponderia a la primera

esfera de solvatación y e1 segundo al solvente no perturbado.

Según nuestra interpretación, este modeLo no considera 1a región

interna, mientras que 1a región local intenta modelar 1a región

de salto abrupto (este serfa e1 ¡notivo por eI cual en 1a Ref. 3L

se logra una mejor aproximación para moléculas usando €1=€IR en

lugar de €op). Efectivamente, 1a prirnera contribución corresponde

a una entalpla debida a 1a polarización electrónica del soLvente,

y la segiunda, a una contribución entrópica producto de fa
polarización orientacional. Sin embargo, estos términos muestran
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separadamente 1os factores en competencia de 1a reglón
intermedia.

Las principaLes contribuciones a 1a energfa de solvatación
son la electrostática, las interacciones especfficas soluto-
solvente y Ia energfa de cavitación (Apéndice II) /9,fO,4O1. por

otro lado, 1a TCR se encuentra restringida sólo a la eval.uación

de 1as contribuciones electrostáticas . Si cobran importancia 1as

interacciones especfficas soluto-solvente, ellas pueden

considerarse fácil,mente usando modelos mixtos de continuo mas

supernolécul-a. En e1 caso de considerar mo1écu1as muy

voluminosas, puede ser importante considerar 1a energfa de

cavitación. Esta contribución puede evaLuarse usando sj-mulaciones

Monte carlo lL19/, teoría de partículas escaladas /]-3/,
partiendo de datos de tensj-ones superficiales /12o,1-2L/ | o de

solubil-ización de gases nobles /1O5,106/. Expresiones analÍticas
que relacionan esta contribución a 1a superficie de1 soluto
accesible aI solvente, pueden encontrarse en las referencias
28 t99 ,103 y 109.

A l-a luz de nuestra discusión clásica, hemos demostrado

que Ia saturación dieléctrica es tal que no genera aportes netos

a Ia termodinámica de solvatación efectrostática y que estos

provienen de Ia región de salto abrupto donde 1os efectos
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orientacionales compiten con 1a agitación térmica. Creemos que

este sorprendente resultado ha encubierto La real magnitud de 1os

FDNL desorientando a los investigadores en esta área como puede

ejenplificarse con 1os intentos d.e justificar un incremento
desmesurado de1 radio iónico. Proponemos orientar esfuerzos hacia

1a elucidación cuantitativa de los fenómenos generados en 1as

regiones interna y principalnente, la intermedia. Considerarnos

que cualquier teoría refinada del efecto solvente debe estar
sustentada en una buena descripción de esta zona y que una

comprensión razonabl-emente buena permitirá que los model_os

multicapa c1ásicos y cuánticos cobren Ia irnportancia que merecen

como herram j.entas predictivas. Por el momento, una buena

aplicación de estos model-os consiste en estudiar esta región

intermedia fraccionándoIa en muchas capas delgadas y probando

distintos comportamientos de €.

Por otra parte, aún cuando € es una magnitud macroscópj-ca,

no se conoce un lfmite inferior para su aplicabilidad a nivel
microscópico. A1 respecto, seqún aJ-gunos autores, e1 concepto de

continuo electrostático es aplicable aún a una escala como l-a

considerada acá /67/. Creemos que nuestros resul-tados apoyan esta

sugerencj-a y que eJ. uso de estos modelos simples nos permitirá
profundizar aún mas en esta área del conocimiento.
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APEIIDICE I
coNs IDERTCI ONES EI¡ECTRoSTAEICAS /?/,

E1 canpo eléctrico E, "., eI vacio, se define como:

T: ri-.?"
e--> 0

En esta ecuación, T- r"pr""enta un campo de fuerzas
Coulo¡nbiano y e uná carga de prueba infinitesimal que permite

¡nedir e1 campo eIéctrico de 1a distribución generalriz, P , sln
alterarlo.

En Ia nedición de campos eIéctricos en Ia materia no es

posible usar directamente esta definición, excepto que se

especifique eI material particular empleado. Para subsanar este

probl.erna, es conveniente redefinir en las ecuaciones de Maxwell,

eJ- campo eIéctrico, E y "f desplazarniento dietáctrico, óI como

canpos vectoriales que satisfacen I

(r.1)

(r.2)

(r.3)

eL la
como:

(r.4)

f,xt = O

y eI teorema de Gauss p..u ó1

= 41tp

Considere¡nos- La Ec. I.2.
puede ser

0 f,t-aa= $ *"^

V.D

Usando e1 teorema de Stokes,

expresada

¿J)-



En Ia Ec. I.4, Ia primera integración corre sobre una

superficie arbitraria que encierra Ia distribución de cargas con

ds, un vector unitario normal- a eIIa, y la segn¡nda por una curva

cerrada (recorrida por un vector unitario tangente a eIIa, dA¡

cualquiera sobre dicha superficie. Si eI campo de fuerzas es

conservativo, 1a integraL de finea no dependerá de 1a

trayectoria seguida y, como esta es cerrada, se cumplirá:

t+,r(l) E.dó = 0
T
J

En estas condiciones, É-e=

una trayectoria abj-erta entre Ios

función escal-ar, O, que cumpla:

(r.5)

una función de estado y, para

estados L y 2, debe existir una

- I¡O

(r-6)

Este campo escalar se denomina potencial

electrostático. Co¡nbinando las Ecs. I.5 y I.6, se obtiene Ia

relación:

I -^ r*
f E.dc= J o..de =o(2) -o(1)

E=

Dé manera aná1oga,

(r.7)

aplicando el teorema de Green (también
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donde eI vector polarización, É, d"pende de 1a

material- y se encuentra definido por 1a siguiente

llamado de Ia divergencia) a l-a Ec. I.3, se deduce que e1 vector

D debe ser continuo en Ia dirección normal a Ia superficie. De

aquf surge una de 1as condicj.ones de borde que hemos usado en La

resolución de nuestros sistemas.

Partiendo de 1as Ecs. I.2 y I-3, se puede demostrar gue:

t\-!i-, lTP (r.8)

naturaleza de1

expans ión :

=P-v. @+ ..... + (-1)n 7(l$n+1) + .... (r.s)

siendo F e1 vector polarización dipolar definido como una

dens j.dad dipolar del medio. E1 segundo tér¡nino de Ia derecha en

esta ecuación es e} producto contraído de). gradiente y eI tensor

densidad cuadrupolar. Et térnino en n representa el producto

interno n veces contraido entre eI producto tensorial de1

gradiente n veces repetido y eI tensor densidad [rultipolar de

orden n+1, ?(n+1). En este trabajo sol,o consid,eraremos 1a

polarización dipolar de1 nedio y, excepto que se especifique otra
cosa, se usará como sinónimo de polarización. Sin ernbargo, debe

tenerse en cuenta que para sol-ventes apoLares, el- segundo térnino

de Ia derecha es e1 principal- aporte a 1a polarización. A este

-P
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respecto, consideraremos un solvente realmente apolar, como aquel

que posee una constante dieléctrica inferior a 10.

En términos termod.inámico-estadlsticos, }a polarizabilidad

dipolar puede definirse como el valor promedio de1 coseno de1

angulo entre e1 momento dipolar perrnanente del- solvente y eI
campo e1éctrico E] en e1 fluido:

P = <cose>E = L(e) = L(pEl3kT)

donde L(O) es l-a función de Langevin dada por:

(r.10)

(r.r-1)L(e) = cotgh(o) - e-1

o bien, desarrollada en serie de Taylor:

L(e) : e/3 - @3 /45 + ze5 /g4s - (t . L2)

Cuando se considera la presencia de campos e1éctricos de

baja intensidad, se desprecian l-os términos iguales o superiores

a 03.

La aplicación de un campo eIéctrico de intensidad moderada

a un solvente aumenta su densidad dipolar por:

1) Efectos de Traslación: Polarización por Defornación o

Polarización Inducida que puede provenir de:

1a) Ia Polarización Electrónica debida a1 corrimj-ento espacial de
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los orbitales ¡noleculares o distorsión electrónica, generando un

dipolo inducido.

1b) Ia Polarización Ató¡nica debida a la distorsión de Ia
configuración nuclear de eguilibrio, contribuyendo a la formación

de un dipolo inducido.

La magnitud de estos efectos depende de los tensores
polarizabilidad e hiperpolarizabiLidad dipolar, permanentes e

inducidos. En aplicaciones a1 efecto soLvente se considera
prácticamente despreciable Ia polarización atómica.

2') Efectos de rotación: PoLarización orientacional como

consecuencia de 1a tendencia a l-a reorientación antiparaleJ-a de

Ios dipolos permanentes. En otros términos, es 1a parte de1

vector polarización dipolar debida a l-a diferencia de orientación

con respecto a1 promedio temporal de la distribución de dipolos

en eL solvente puro en igualdad de condiciones de tenperatura y
presión. En Ios sistemas que nos interesan, esta ú1t j-ma

contribución a Ia polarización es l-a más irnportante.

Aún considerando carnpos eIéctricos de intensidad moderada,

se observa una proporcionalidad directa con Ia polarización:

P=

La

XE (r.13)

denominaconstante de proporciona l idad
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susceptibiLidad dieléctrica y depende de

Cuando 1a respuesta de1 dieléctrico
rnagnitud se transforma en un tensor.

naturaleza del rnedio.

anisotrópica, esta

1a

es

De 1as Ecs. I.8 y I.13, y considerando solamente la
polarización dipolar, se deducé:

D = E + 41tp = (t + 4nX) E = €E = -€V0 (r.14)

es decir, en estas condiciones, existe una relación lineal entre
ó.V il La constante € se denomina "perrnitivj-dad dieléctrica
relativarr o trconstante dieléctricarr y depende de los parámetros

ter¡nodinámicos temperatura, presión y composición al igual que X.

En e1 caso de campos eIéctricos de al-ta intensidad, se

pierde 1a respuesta 1ineal dada en la Ec. I.13, debiendo añadirse

términos correctivos:

F= xE-+ ¡n2E- (r.1s)

Cuando se hace necesario considerar esta corrección, se

habla de Ia existencia de Fenómenos Dieléctricos No Lineales,
FDNL. En nuestros ¡nodelos cl.ásicos, sofo considerarenos
respuestas lineales del ¡nedio de acuerdo a 1a Ec. I.13.

Aún cuando Ia aparición de FDNL puede provenir de diversos

factores y manifestarse de diferentes maneras, en general nos
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interesan só1o dos tipos: Ia saturación dieléctrica y Ia
electrostri ccí6rl, /7 ,L6/ .

En rigor, 1a saturación dieléctrica puede ser definida cono

eI efecto de los ténninos segundo y superiores en 1a ex¡:ansión de

Ia función de Langevin para <cos6>¡.

Si un dieléctrico se encuentra polarizado por un campo

e1éctrico, 1a aplicación de un segundo campo de distinto sentido

encontrará una cierta resistencia a Ia reorientación de los
dipolos con respecto aI mismo diel-éctrico no perturbado. En este

caso se habla de ]a existencia de saturación diel-éctrica o

saturación dieléctrica de la polarizabilidad orientacj.onal. La

saturacj-ón dielécLrica es total cuando Ios dipolos se encuentran

completa y fuertemente orientados, de modo que no ofrecen
respuesta a la aplicación de otro carupo de nenor intensidad. Este

efecto se manifiesta como una dis¡ninución de 1a constante
dieLéctrica. Aún cuando algunos autores separan 1as

contribuciones de 1os dipolos totales e inducidos /7 / , r:.osoi-ros

adoptaremos una convención diferente. Nos referiremos a 1a

saturación dieléctrica como debida fundanentalmente al efecto

recién descrito, nás aportes dipolares debidos a Ia existencia de

polarizabiLidades e hiperpolarizabilidades isotrópicas y

anisotrópicas.

Es posible demostrar que un carnpo eléctrico intromogéneo de



intensidad E ejerce sobre una

traslacional, É] dada por:

mo l, écu 1a dipolar una fuerza

(r. 16)F

donde / y Ena son sus momentos dipolares permanente e inducido y
a su polarizabilidad supuesta isotrópica. Asf, si su momento

dipolar total apunta en Ia dirección de1 campo, la mo1écu1a será

desplazada hacia zonas de mayor intensidad generandose un

gradiente de concentración. Si se trata de una sustancia pura

sornetida a presión constante, este efecto se traducirá en un

aumento en su densidad en 1as regiones de mayor gradiente. Este

fenómeno se denomina e lectrostr icc ión y se manifiesta como un

incremento en l-a constante dieléctrica. GeneraLnente se considera

que, en los casos que nos interesan aquf, su contribución es

pequeña en relación a Ia saturación dieléctrica.

Conbinando Ias Ecs. I.3, I.7 y f .14, y reconociendo que 1a

divergencia de un gradiente es e1 operador de Lapl-ace, se l-ogra:

V2o = -41r p/€ (I.17)

Esta es Ia ecuación de Poisson para eI caso de un

dieléctrico que presenta respuestas de polarización tineales
(Ecs. I.13 y I.14). En aquellas regiones donde no existan cargas

qeneratrices de campo, esta ecuación se reduce a la ecuación de
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Lapl-ace:

y2o=o (r.18)

En coordenadas polares esféricas y esferoidales prolatas y
oblatas, 1a Ecuación de Laplace para dieléctricos lineales
presenta separabil-idad y posee soluciones generales conocidas.

Considerando sólo regiones exentas de cargas manantiales, y

aceptando dieléctricos no lineales descritos por 1a Ec. I.15, Ia

ecuación de Laplace se transforma en la siguiente ecuación lineal
inhonogénea :

4nf
V'a = ------------

1+4rrx+4ir f E¿J

(r.1e)
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APENDICE II

COII8IDERACIO}IE8 IIER¡,TODIIII}TICAS

Al- estudiar la energética de solvatac j-ón es posible
proponer diferentes particiones para J-a energfa de solvatación

/LO,lL,33,38r40,99,103r1O4/. Recurriremos a Ia descripción que

se explica a continuación y que se esquematiza en La Fig.2o.

Consideremos un sj.stema conpuesto por una mol-écufa de soluto

(l) aislada y por un colectj-vo de mo1éculas de solvente (S) que

interaccionan entre sf y que se encuentran en equiLibrio tér¡nico

a la Lemperatura T. Mediante un proceso j.sotérmico, eI soluto se

transfiere aI solvente lográndose finalmente, una nueva posición

de equilibrio. Denominamos energia de solvatación, AA=o1r a1

cambio de energfa entre estos estados para eI sistema soluto-

sol"vente conpleto /11/,
como se demostró en Ia sección 3 r Ia energía de solvatación

es una diferencia de energrfa libre del sistema t-S completo. En

eI estado inici.al, 1a energfa J.ibre, Ai, de este sistema puede

ser escrita como:

Ai=ex+as

donde E: representa l-a energfa

energía libre del solvente puro a

f i.na1 , Ia energfa 1ibre, Af,

(rr.1)

del soluto aislado y AS l-a

la temperatura T. En el estado

de} sistema :-S puede ser
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Figura 20. Esquema que muestra un ciclo termodinámico, con la partición de la energia

libie de solvatación empleada en este trabajo (ver Ec. Il.4). El dibujo no está a escala.
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descompuesta de acuerdo a:

Af = ¡E + aE: + As + aAs + 
^El-s 

* a E"u.r, (rr.2)

siendo AnE y ¿AS las energfas de polarización del soluto y deI

solvente, respectivamente, ¿ex-s Ia energla de interacción
soLuto-sol-vente y AEcav Ia energla de cavitación.

AEaa., es eI aporte energético restringido a1

reordenamiento en fa ¡nicroestructura del solvente requerido para

f orrnar una cavidad vacia con Ia geometrfa deI soluto. Debe

notarse que esta definición contrasta con otra rnuy usada en Ia
literatura donde el, término de cavitación se refiere a 1a

introducción en eI solvente de un soluto apolar como es eI caso

de 1os gases nobles /l-05,1-06/. Dicha contribución energética se

esquematiza en La figura 20.

La energia de poJ-arización de1 soluto, .4 E:, representa e1

aporte energético requerido para IIevar Ia moIécuIa de soluto
aislada desde una situación de eguilibrio hasta un estado final
igual a1 que presenta en disolución, es decir, considerando Ia

distorsión sufrida por su densidad electrónica y su configuración

nuclear (po).arización electrónica y atónica, ver Apéndice I).

Análogamente, AAs, se refiere aI cambio sufrido por eI sol-vente

(polarización eléctrónica, atórnica y orientacional; ver Apéndice

I), pero excluyendo 1a energfa de cavitación. En otros térrninos,
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e1 estado inicj-al es eI sol,vente puro cavitado y eI final, eI

solvente puro en Ia misma situación que presenta cuando existe

una única ¡noLécula de soluto disuelta, ambos estados en

equilibri.o térnico a Ia ternperatura y presión total de Ia

disolución (ver figura 20).

como su nombre 1o indica, Ia energfa de interacción E-S,

aEt-s, agrupa todas 1as contribuciones energétJ.cas provenientes de

Ia j-nteracción del- soluto polarizado interactuando con eI

solvente tarnbién polarizado, ambos en Ia siluación de eguilibrio

termodiná¡nico que se presenta en Ia disolución. A su vez, este

termino de interacción puede ser descompuesto de acuerdo a3

A-E - J -C¡ ^r 'r -l.Eer esp (rr.3)

donde AEE-S"1 y AEx-S"=p representan, respectivamente, la

energia de interacción electrostática o inespecifica y 1a enerqÍa

de interacciones especlficas. En el- texto, ambos términos han

sido denotados simplemente por 4E¿1 y A E"=p, respectivamente.

En rigor, AEel representa e1 aporte energético debido a

Ia interacción de naturaleza puranente coul,ombica entre todos los

multipolos totales deI soluto con e1 solvente polarizable. Es

decir, el soluto se describe nediante Ia expansión completa de

multipolos permanentes, )-os cuales poseen 1a posibilidad de ser
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incrementados mediante l-a introducción de polarj- zabi I idades e

hiperpolarizabilidades nultipolares. A su vez, eL solvente se

describe por medio del vector polarización ex¡landido en términos

de sus multipolos pernanentes e inducidos (ver Ecs. I.9 y I.L5).

En l-a práctica, e1 soluto se describe por una carga cuando es

iónico, por un dipolo cuando es dipolar o por un cuadrupolo

cuando es apolar, multipolos que pueden o no ser incrementados

por polarizabilidades, casi siempre dipolares. E1 solvente se

describe por su polarización dipolar, que en algunos casos puede

incre¡nentarse mediante una polarizabilidad dipolar y, para

solventes apoJ-ares, considerando 1a polarizabil-idad cuadrupolar.

La polarizabilidad dipolar puede considerarse como debida a

contribuciones orientacionales, electrónicas o atómicas (ver

Anexo I), La primera es Ia más inportante y 1a úItirna,

habitua 1¡nente se supone despreciable.

AEesp da cuenta de las interacciones soluto-solvente de

naturaleza cuántica tales co¡no La for¡nación de puentes de

hidrógeno y/o transferencia de earga.

De acuerdo a las Ecs. II.1 y If .2t la energia libre de

solvatación para eI sistema soluto soJ-vente, aAE-S=61y, queda:

= aEx + aAs + 
^EE-s 

+ a 8"a.,^ - t-ssol-v

si ahora considerarnos la Ec. II.3, La Ec.
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aAx-s=o1r=¿EE+aAs+^E¡-se1 + aE>-sesp + aEcav (rr.5)

Como una prirnera aproximación aI problema que nos interesa,
podernos asu¡nir despreciables 1as interacciones de naturaleza
cuántica, podemos restringirnos a solutos pequeños y despreciar

Ia energia de cavitación y podemos tratar solo con solutos
impolarizables (quedando claro gue existen formas para evaluar

estas contribuciones en caso necesario). Bajo estas condiciones,

Ia energia de solvatación se reduce a:

s-c c \--c
-l¿r SO]-V - r¡i - r.E eI (rr.6)

De acuerdo

l-a derecha en Ia

que Iógicarnente,

En

.,t-saA solv

a }a sección 3, es posible reconocer la suma de

Ec. Ir.6 como Ia energfa de inserción, aE:-sin=,

también depende de La naturaleza de] solvente.

tér¡ninos

= aE" "ins : lA" + iE- "eI

con esta definlción, 1a

cualquier sistema puede

Usando Ia Ec. 2.4 de la
se logra 1a expresión general

matemáticos:

energfa de so lvatac i ón

ser descompue sta

(rI.7)

para

como:

(rr.8)A\L e 
^E'4 

!. J_ 
^x\4 

-r 
^fl! 

urA SOIV - r.o inS - -rE -1- r.G esp - .!Ca\/

AA- "=ol-., = l/2 AE- "eI + lE- + AE- "esp * AE"u, (rr.e)

sección 3 y Ia Ec. 1I.8, finalmente

general-:



si nuevamente consideranos despreciables ]as contribuciones

específicas, 1a energía de cavitación y nos restringimos a

solutos impolarizables, fa Ec. II.9 nos pernite evaluar la
energía libre de sotvatación solamente a partir de 1a energfa de

interacción electrostática soluto-solvente. Esta magnitud se

encuentra resolviendo l-a ecuación de Laplace para dieléetricos
lineales. En 10 que sigue, omitiremos 1os superindices t, s y E-s

de las distintas contribuciones energéticas.

Nuestro trata¡niento cl-ásico solo considera 1a parte

el-ectrostática para solutos impolarizables (es decir, Ia energla

de inserción, AEirr"). Sin embargo, existe Ia posibilidad de

considerar 1a polarización sustituyendo 1os rnultipolos
pernanentes de Ia distribución de cargas por Ios mu1-tipolos

totales, de igual manera que en eI tratamiento de onsager para

solutos dipolares polarizables l5l.
Si bien las relaciones termodinámicas que siguen son

generales /65/, nos restringiremos a 1as contribuciones
electrostáticas de solvatación para solutos impolarizables con

distintos grados de aproxirnación para e1 solvente.

En Ia sección de antecedentes teóricos se demostró que e1

trabajo reversi-bLe de inserción isotérmico e j-socórico, evaluado

por medio de 1a éLéctrostática c1ásica, puede ser identificado
con un cambio en 1a enerEla libre de Helnholtz ÁA, de acuerdo a:
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We1 = AEins = 
^At,V

(rr.10)

EL proceso de inserción invoLucra Ia transferencia de1

soluto desde eI vacio hasta eI seno deL solvente cavitado. Con

respecto al estado final", es necesario recalcar que se considera

al soluto interaccionando únicamente con e1 solvente. Desde el
punto de vista termodinámico, 1a ausencia de interacciones en eI

estado inicial- corresponde a1 estado ficticio de un gas con

coeficiente de fugacidad unitaria (es decir, un gas ideal). Por

su parte, el estado f inal- aI omitir las interacciones soluto-

soluto, puede ser identificado con un coeficiente de actividad

unidad en e1 1f rnite de dilución infinita, es decir, una

disol-ución diluida ideal /65/. De aquf que, si además

consideramos esle cambio energético realizado a 1a presión

constante de una atmósfera, constituya un cambio normal.

Adicionalmente, eI tratamj.ento electrostátieo de inserción hace

referencia a una situación del soluto descargado, por Io cual nos

estamos refiriendo a diferencias entre magnitudes terrnodinámicas

absolutas .

Por otra parte, Ia evaLuación experimental de funciones de

estado ter:nodinámicas de solvatación (tarnbién denominadas de

exceso /67 l) , se realiza en condiciones isotérmicas e isobáricas

y son tabutadas para cambios entre estados normales a Ia
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temperatura de 298.15 K y a l atm de presión. Con la finalidad de

podér contrastar l-as predicciones teóricas con datos empfricos,

es necesario haLl-ar una relación cuantitativa entre nuestra
magnitud central ( AA1,y)y Los datos tabulados ( AA1,p). Para

ello, consideremos Ia definición de la energfa libre de Helmholtz

/6s/:

dA=du-d(Ts)

Acotando a condiciones isotérmicas e isobáricas:

(rr.11)

üT,p=dUT,p-TdST,p (rr.12)

Ahora conectemos 1os estados inicial y final con un camino

rewersible y supongamos que nuestro sistema, además de trabajo
e1éctrico, es capaz de realizar trabajo de1 tipo presión-volumen,

Wp-V. Entonces, Ia variación de energia interna experimentada por

el sistema aI evolucionar entre dos estados infinitesimalmente
próximos sobre este ca¡nino será dada por:

dUT,p = TdsT,p * &p-v + dw"1 (rr.13)

denotan una

en Ia II.12 e

donde 1as barras sobre los derivadas de trabajo
diferenciación inexacta. fntroduciendo la Ec. II.13
integrando, se obtiene:
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AAT,P = ÁAT,V + p(Vso1 - igas) (rr. r-s )

En Ia Ec. II.15, irol corresponde aI volumen molar parcial
de1 soluto en la fase IÍquida, y Vg.= aI volumen moLar en eI
estado gaseoso. En condiciones normales, e1 volumen molar de

gases es al-rededor de mil- veces mayor que eI de fases
condensadas, notivo por eI cual no se j-ncurre en un error
apreciable si Íso, se supone despreciable. Adicional¡nente, cono

nuestro modelo considera gases perfectos, podemos reescribir 1a

siguiente relación aproximada:

^AT,P = WeI + wP_V = wel + Plv

donde se ha considerado que dWr-U=-p¿y. Conparando

y 1a Ec. II.10, encontramos:

aA- - I ÁA- ,, - RTL,E LIY

donde R es La constante universal de Ios

depende del soluto. La Ec. II.16 pernite

oAT,p Y su posterior contrastación con

^A?,p 
conocido, es posible halIar formas

otra magnitud de estado termodiná¡nica.

La energÍa libre de Gibbs nolar
isotérmicas e isobáricas es:

(rr.14)

esta expresión

(rr.16)

gases y e1 térnino RT no

Ia predicción teórica de

Ia exper irnentac i ón . con

explfcitas para cualquier

parcial en condic iones
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dEr,p = dEr,p - alrB¡r,, (rr.17)

con E, 1a entatpia molar parcial definida por:

dEr,p : aúr,, + aqef¡r," (rr.18)

La introducción de 1as Ecs. II.18 y II.l-3 en 1a Ec. II.]-7,
conducen a:

Esta expresión explica por gué en Ia literatura eI trabajo

de inserción es denominado sinpleurente energla libre sin
especificar de qué tipo ni en gué condiciones.

Dado que e1 potencial quirnico, ¡r, se define cono 1a

derivada parcial- de Ia energla libre de Gibbs con respecto a1

nÍrmero de moles de1 sotuto en condiciones isotérmicas, isobáricas

y a co:nposición constante exceptuando Ia del soluto en cuestión,

reconocemos :

der,, = dw"1

Las Ecs, II.10 y II.l-9 denuestran que:

lé-o= 4Á-,,

4lrT,p = O"T,p

La entropfa de exceso se obtiene usando:

(Ir.1e)

(rr.2o)

(rr.2r-)
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La entalpfa (Ec. II .17) y la Ec. II.22, proporcionan:

(II .22')

(rr.23)

(tr.24)

Il .24 ,

(Ir.25)

(rr.26)

parcia Ies

T Y P):

_ f 6 Af¿r.p IAV-o= l------- |t't L ap J1

Esta ecuación, junto a 1as Ecs. II.18 , u.23 y

conducen a:

.6lu-^.t r6^u-^roúr,, = atta,p - L---;;.=-1, - L--;;..= l,
bien, de acuerdo a 1a relación de Gibbs-Hel¡nholtz:

T 6 aPr.p'l
T I -----:- |L er Jp

parcial de exceso es:

capacidades caloríf icas rnolares

óp, ". (omitiendo l-os subfndices
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4H.¡ o = AG,¡ D +

volumen molar

TrV =

EI cambio en las

presión constante, a

ú

aE- o : -¡ l-o-tr.r 1L 6r Jp



EI cambio en 1os coeficientes de

parciales, AE, es:

(fÍ .27 )

dilatación cúbicos molares

(rr.2e)

cP =, I
Pl- ln1-o-1.

6T

. 6 Álnv .-r"=l | «rr.2e)L 6P JT

La variación en l-os coeficientes de compresibilidad

isotérmica ¡nolares parciales, A?, es:

- 6^fnv "-ll1K=- l------ IL 6p J1

Todas estas identidades termodinámicas ta¡rbién pueden ser

referidas a rnagnitudes mol-a1es parciales, dependiendo de 1a

escala de actividades seleccionada para 1a tabulación de

resultados experimentaLes. A1 respecto, es posible recordar que

dentro de Las escalas referidas a disoluciones diluidas ideales

(ya que hay una referida a disoluciones ideales) existe fa escal-a

racional (con fracciones molares) y Ias escalas prácticas que

trabajan con molaridades, molalidades y normalidades /65/. Cada

una de estas escalas poseen sus propios coeficientes de actividad
y estados normales definidos de manera diferente. Por ejemplo, en
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Ia escala de molalidades, una de las más usadas, e1 estado normal

de1 solvente es el- sol,vente puro a l-a temperatura y presión total
de 1a disolución en eguitibrio con Ia fase gaseosa. El estado

normal del soluto (eon eoeficiente de actividad y actividad
unitaria) se refiere aI estado ficticio de ¡nolalidad unidad en la
que se mantienen las propiedades que presentarfa en eI limite de

dilución infinita en l-as mismas condj.ciones de temperatura y
presión anteriores. A pesar de estas complicaciones, es posible

Ia j-nterconver s ión de datos entre l-as distintas escaLas /65/.
Algunos e jeÍrp1os tendj-entes a relacionar resultados de

procedimientos electrostáticos con datos experimentales se

muestran en trabajos de Muirhead-cou1d y Laidler l96,LO7/. La

situación se complica para e1 caso de disoluciones de

electró1itos donde, además de1 uso de escal-as con distintas
unidades de concentraciónr deben introducirse convenciones para

la soLvatación de iones aislados (habitual-mente deL protón) , por

Io que estos valores pueden variar de un autor a otro (por

ejernplo, comparar referencias 70, 15 y 108). A1 respecto, es

interesante notar que Noyes ha proporcionado un gran número de

contribuciones electrostáticas extraidas de datos experimentales

que pueden ser confrontados directamente con los teóricos

/t5,tog/.
Si se reguieren datos de energías libres de solvataci.ón
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iónica en sol,ventes no acuosos, es posible conbinar 1os datos de

Noyes con energlas de transferencia /40/.
En La aplicación de 1as relaciones ter¡nodiná¡nicas

anteriores hemos supuesto que La dependencia con T y p de

cualquier función de estado, X, se encuentra irnplfcita en la o

l-as constantes dieléctricas, de modo que sé curoplen:

rdAX¡ .6AX-.áe.t--_-t:t____tt__lL sr lp L e. JpL51 Jp
(Tr.30)

(rr.31)

Estas ecuaciones (II.30 y II.31) suponen que el volunen

molecular (o bien, en términos de l-a teorfa de onsager, e1

volumen disponible de una ¡no1écuIa de soluto) no sufre
variaciones a1 cambiar las condiciones de temperatura y/o
presión. En caso de considerar estas dependencj-as, es posible

deducir 1as siguientes expresiones:

r6ÁX- .6¿X-.6€-t-_--t:t____tt__tL ¡p lr L e. -lrlop.lr

r 6aX. .6ÁXt____t:t____L or .l 
",. 

L ou

6V . - 6l X -ltt-- i = cvl -- | (rr.32)
6T JPr6 L 6V rPr€]",. I

donde a representa a1 coeficiente de dilatacj-ón cúbica del- soluto
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en Ia disolución. A su vez, esta última derivada puede expresarse

cono:

r 6ÁX i r 6^X. .6r^ " 1 .6.4X rl____l =l____l l__yl l_-__l (rr.::)
L 6v JP,e a 6.0 JP,eL 6v lP,e 4nro¿ L 6ro JP,e

dondé se ha considerado un soluto esférico de radio r0.

Introduciendo Ia Ec. IL33 en Ia Ec. fl .32, se obtiene:

.6AX 6^Xr -6V.1 ar^ r6^Xll____l =l____l l__l =__yl____l (rr.34)L or l",u L su Jp,sL51 Jp,6 ¡ L¡ro ln,.'*'

Entonces | 1a Ec. II.30 generalizada para considerar
variaciones en eI volumen de Ia cavidad de1 soluto por carnbios de

temperatura, es:

f 6ÁX.,1 Tdaxl T6€l ar6 ¡6f X¡
l----i=l----l l--l +-- l----l (rr.35)
L 6t Jp L 6e Jp,yL 51 Jp,y 3 L 6ro Jp,e

y, para varj-aciones de presión:

T6lXl f 6^x- .6€- KrO f 6aX-l
I ____ | = I ____ I I __ | ___: I ____ | 1rr.ro¡L 6p rT L 6e .rT,VL 6p lT,V 3 L 610 rT,€

donde K es ef coeficiente de cornpresibi l idad isobárica.

Estas últimas expresiones también pueden ser reescritas en
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términos de variaciones en 1a superficie de Ia cavidad. El

interés de esta dependencia radica en que 1a superficie accesibLe

aI solvente posee dLrecta relación con Ia energla de cavitación

existiendo expresiones analíticas de naturaleza semieurpfrica

entre ell-os /28,99,103, L09/.

Cuando se aplj.can campos etéctricos externos de intensidad

E, es conveniente considerar Ia siguiente dependencia de Ia

permitividad dieléctrica:

€ = € (T,V, E) (rr.37)

Entonces, pueden contribuir a un cambio en Ia constante

dieléctrica:

. 6€ , . 6€
Áe=l--l ^v+l--L 6v rT,E L 6T

ae = ¿€e + Á€a + a€r6

donde se ha definido:

"l

I \EI _,,
J V, E

r 6e+l--
L 6E

(rr.38)

(rr.3e)

Asi, una variación en e] campo e1éctrico da lugar a un

cambio en eI volumen ¡no1ar por electrostricción y a un cambio en

Ia temperatura debido aI efecto electrocalórico adiabático /110/.
Entonces, un cambio ¡nedido en Ia constante dieléctrica por 1a

aplicación de un campo eIéctrico, puede ser expresado como:
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A€e :
. 6e -l--l ^lL 6V JV,E

I o,
lT,E

I o"
I r,Í

(rr-40)

(rr.41)
r 6e

ae- = l--o L6r

. 6e
ae=u = | --L 6E

(rf.42)

donde Aee, 4€a y 4€sd son contribuciones debidas a1 efecto

electrostrictivo, electrocalórico adiabático y de saturación

dieléctrica, respectivamente.

Estas derivadas, además de poder ser identificadas de

manera precisa con efectos que nos interesan, poseen 1a

particularidad de ser susceptibles de evaluación experimental.

Adicionalmente, existen expresiones teóricas que permiten

modelarlos. Para una expresión def efecto electrocalórico
adiabático y de 1a saturación dieléctrica, vease la referencia

1-11. Para fenórnenos electrostrictivos, l-as referencias 1-11 a 113.
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APEIÍDICE III
AIATE}I,AS DE COORDENADAS

A} COORDENIDAA POI.,AREE ESFERICA8:

EI vector posición ?=(rrerO) y sus componentes se

relacionan con las coordenadas cartesianas a través de las

signrientes expresiones :

r= (*2+y2+ z2)t/2 o<r<@

e : arccos ( z/r)

0 = arctan (y/x)

0<e<Í

De acuerdo a Ia Fig. 21, un valor r constante define
superficies esféricas centradas en el origen. e constante define

conos circul-ares rectos centrados en eI eje z y con los vértices

en eJ- origen. O constante define semiplanos en e1 eje z.

En este sistema coord.enado, Ia ecuación de Laplace dada por

Ia Ec, I.18, toma l-a forna:

v2o(') = [i, i; [.' i; ] .;¡-];; i; [.""" i; ] .

:- 62* -:----:- --= ll o (r,e,O) : o (rrr.4)
r¿ sen¿e 54'¿ !

( rrr. r-)

(rrr.2)

o < o < 21t (III.3)
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Figura 21. superficies
esférico.

descritas por
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B ) COORDENADA8 PROI.ATO EAI'EROIDAIJES :

Un ovoide prolato esferoj.dal se define co¡rio el sólido de

revolución construido por Ia rotacj.ón de una elipse sobre su eje

mayor.

Sea un elipsoide prolato esferoidal con sus focos A y B

localizados sobre e1 e)e z y separados por una distancia 2d. Es

posibJ-e describir el- punto r definiendo l-as coordenadas 7,t! !
O de acuerdo a:

- rA*rB
.,t = ---------

2d
1 <,t< to (III.5)

donde r¡ y rg son las distancias que separan 1os focos

respectivos del punto ?=(, ,tr,ó). Debe especificarse que, para

nuestros propósitos prácticos, sienpre se curnple que 1<-,Lo. La

variabl-e ¡.1 se def ine corno:

y O es eI angulo azimutal sobre eI eje de rotación

en eI rango O<O<2Í .

De acuerdo a 1a Fig . 22, -\ constante define
prolato esferoidales, p constante hiperboloides de

constante seniplanos que incluyen el eje z.

2d
-1 < p < +1 (rrr.6)

con varlac].on

superficies
dos hojas y 4
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Fiqura 22. Superficies
prolato esferoidal.

descritas por e1
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E1 caso limite cuando "l tiende a Ia unidad, produce una

aguja infinitamente delgada localizada entre ]os focos.

La excentricidad, é, de un elipsoide proLato en términos de

sus semiejes es:

e= (1 - (bla¡z¡\lz b=
La ecuación de Lapl-ace

coordenado, toma

¡16 t ^ 6 12o 1.¡ = ll -- I r.\2-rl -- |lI 6,1 L 6iJ

72-ttz+-- (rrr.8)
(;12-L) (L-ttz)

c>a (IIl .7)

(Ec.L18) en este sistema

Ia forma:

+--l,1-pz)--l+
ólt . óP '

62
--= ll o(.t,p,o) = o
50¿ I

C ) COORDENADAA OBIJATO EEFEROIDAIJE§ :

Un ovoide oblato esferoidal se define como eI só1ido de

revolución construido por l-a rotación de una elipse sobre su eje

¡nenor .

Sea un elipsoj-de obfato esferoidal construido por rotación

en el ejé z de una elipse centrada en el- plano xz cor. focos A y B

sobre eI eje x separados por una distancia 2d. Entonces, es

posible describir eI punto Í=(p,"1,ó) definiendo 1as coordenadas

p, 
^ 

y O de acuerdo a:

(tr2 + ¡L/2
.A''B

o s.l< .o (rrr. e)
2d

¿6¿



donde rA y rB son las distancias que separan los focos
respectivos deI punto :*. oebe notarse que, para nuestros
propósitos prácticos, siempre se curnp 1e que -l >0. IJa variable ¡.r

se define por la ecuación:

G _ p2)L/2 _ 0sp<1 (rrr.10)

y ó, es el ángulo azimutal sobre e1 eje de rotación con variación

en e1 rango o<0<2Í.

La constancia de J" define superficies oblato esferoidales,
de p paraboloides de una hoja (es decir, un sólido de revolución

obtenido por rotación sobre un eje perpendicular af eje en e1

cual se centra Ia parábola y con este eje de rotación externo a

el-]a) y de g semiplanos que incl,uyen a1 eje z. E1 caso I1¡nite

cuando "l tiende a cero, genera un disco infinitarnente delgado de

diámetro 2d centrado en e1 plano xy.

La excentricidad, e, de un elipsoide prolato esferoidaL en

términos de sus semiejes es:

e= ((a/c)2 -\Ll2 a=b<c (III.I-1)

La ecuación de Laplace en este sistena coordenado toma la

f orma :

v2o(.):[*[rr*r'r 6-6.6l- I * "-- | ¡-rz, 1- 'l *
6J, J 6pL 6tt )
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**r' 62 rl* --=--;-----;- --; li o(¡r,}.,O) = o (rrr.12)
( 1- ') ( 1+i¡') 6o' tr
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APENDICE IV

POLINO}ÍIO8 DE LEGENDRE

Los Polinomios de Legendre de Primera C1ase, para cualquier

argumento z en eI plano complejo, se definen mediante Ia fórmula

de Rodr j-gues /97 / ;

mientras que 1os de segunda clase pueden ser def j-nidos usando La

forma de Morse-Feshbach /98/ z

KnIn(z) = (22 - r¡*zz llrx',rrl

(rv.1)

(rv.3)

1 dn r - r- ¿ 1'r 1
en(z) =:;:; l; lez-rt"r"l;-:-il- I ",,t,1r"[;-:-¡1 (rv.2)

n!2" dz" L L' L) 2

expresión aplicable a nuestro trabajo ya que sólo tratamos con

argumentos complejos que no incluyen el eje real- en eI intervalo

ab j.erto (-1, +1) .

Para argumentos conple)os z, exceptuando los puntos x sobre

e1 eje real -l-<x<+l-, usamos Ia siguiente definición para Ias

Funciones Asociadas de Legendre:

donde K representa tanto a P, cono a Q.
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Para los puntos reales x, comprendidos en el- intervalo

cerrado [-1,+1], es váIida Ia siguiente relación:

dm
Pnn(x) : (1 - x2)ml2 ---Pn(x)

dx"'

En las fórmulas usadas para el inverso

1os casos esferoidales, se ha hecho uso

definiciones para l-as funciones asociadas de

m negativo:

(rv.4)

de Ia distancia en

de 1as s iquientes
Legendre con índice

(IV.5)
(n-m) !-n:l---1-wm
(n+m) ! n

ecuación válida para todo argumento en e1 pJ-ano complejo. A este

respecto debe notarse que Ia expansión de Hobson en coordenadas

oblato esferoidales debe ser rnultiplicada por eI número complejo

i:v-1 con Ia finalidad de obtener valores reales /68/.
Por otra parte, es posible demostrar que 1os polinornios

asociados de Legendre de prirnera y segunda clase, consti.tuyen un

conjunto completo con di¡nensión infinita de funcj.ones linealrnente

independientes,

Para argumentos .4.^ > l- , o para argumentos imaginarios, se

usan para 1as derivadas de los polinomios asociados de Legendre
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evaluadas en ).0 las expresiones:

xr.,t {}.0 ) = ( 1-\2 ) 
-1 

[ 
« r',*:. ».oxr.,n {}.0 ) - ( n-n+1 ) Kn+r. flo I ] (rv.6)

*rrt {as ) = 1 r-).2 ) -t 
[ 
{r,*.) xr.,-rn {}s ) -rr¡oxrr' {Ao ) ]

(rv.7)

En particular, en este trabajo nos interesarán las
siguientes rel-aciones válidas para x reaf:

P9 (x) = eoo {x) = r

1
e6(x) = eoo{*) = ; r"[i-l-¡

óoor*r = [r*-,rrr"[i-]-i]]-'

(rv.8)

(rv.e)

(Iv.10)

(rv. r-r-)roo(€,x)
1 1-€

eoo{x) = : -:-r"li-:-il2eL^

donde las funciones rnm(€,x) han sido definidas en este trabajo
mediante la Ec. 3,44 /97-99/.

Para y reales, entre 0<y<@ se cumple:

^ 1 l-iv-1-1'lQ6'(iv) =-1"1i;-:-il (rv.r.2)
2

267



@ /-l')u+1
Q6o{ly¡ = i : --l-:------

u:o ( 2u+1) y2u+1

Qoo {iv) = -i.arccotg y

éoo{ir) = [riv-rrrr"[ii-.-i]] '

ros(iy) = 1-:-9.ooo(iy) = -i.1-i-5.u.""ots

(rv.13)

(rv.14)

(rv.15)

(rv.16)
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APENDICE V

RESOI/UCION DE LA ECI]ACION DE LAPI¡}CE PARA UNA DIETRIBUCION DE
CARGAS DISCRETA §ITUADI EI¡ UNA CAVIDAD ESFERICA RODEADA DE DO§
CAPAE DXEI.,ECTRICA8 CONCENTRICAA DE IGI'AIJ §IIIEERIA E I¡ÜAEREA EN ¡'¡¡
DIET,ECITRIeO CON'rfrNUO rlrSINrTO l7s-77 I .

Un corte esquemático de1 sistema en consideraci6n, junto a

los parámetros que 1o describen, se ¡nuestra en 1a Fi.g. 10. Estos

últimos se definen en la sección 16.

La solución general de 1a ecuación de Laplace en

coordenadas polares esféricas (Apéndice III), para eI potencial

electrostático O(?), en eI punto r=(r,e,O), es:

@+nTo
o(r,e,o) =E z lnrr.rn + Fr.,.rn + H,.,.rn+ :lit lprrn{cose¡einón=0 n=-n L r¡¡'r J

(v.1)

donde i={-1 y los Pnm(cose) son los polinornios asociados de

Legendre de primera clase con argunento cose (Apéndice fv). Los

coeficientes Brrr, Farro, Hrrnt y En¡n son factores constantes que

serán determinados aplicando las condiciones de borde del caso.

Las sumatorias sobre Bnm y Fnm se originan, respectivamente, en

la polarización de las capas dieLéctricas locales interna (a<r<b)

y externa (b<r<c). Los términos Hnn provienen de Ia polarización

del continuo exterior (c<r<o¡ . Final-nente, 1os asociados . r-n-1
pueden ser identificados con 1a expansión multipolar dé l-a
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distribución de cargas central. {g¡}¡:1,y, situada en OSr<a, de
acuerdo a La Ec. 2.11.

En esta ecuación, eL coeficiente Enm viene determinado por
Las características particulares de la distribucj-ón según la
expresión dada en 1a Ec. 2.12.

De 1a ecuación v.1 se desprer¡de gue e1 potencia]-
electrostático dentro de Ia cavidad, OO, es:

1o+nT_
é6(i) = -- E E

60 n=o ,=-,., l".,,ntn 
+ Fnmr' + H,rrr' . 

i;i¡r"t,cose)eirro
(v.2)

E1 potenciaL de reacción en e1 interior de Ia cavidad, 0p,
se reduce a:

1o+n
oR(i) =;; 

":. r=i, [""r* + F,.,rrn + Hn¡nrn 
]er.,n{co"o)eimó

(v.3)
E1 potencial en 1a región loca1 interna, 01, es:

-1co*ño1(i) =;;,:. ii_"[ r,.., * Hnmrn - i;io ]r,.,.{"o"e)"i,ó
(v.4)

El potencial en Ia región loca] externa, 02, es:

.; "i" .i " I 
Hn*rn + ]i. I P,,n{coso¡ein@

Lco+n
iD- lr) = -- t sz' I (v. s)
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El potencial electrostático en 1a región exterrra, §3:

1@+nM-*
o3«f¡ = i- ; ;'-]|; e,.,n{cose)eino

€3 n=o n=-n rn+a
(v.6)

En esta expresión se halla irnplfcita Ia condición de borde

que exige una apropiada convergencia a cero para e1 potencial en

eI infinito.
En general", para un dieléctrico deterrninado fuera de 1a

cavidad, 1as contribuciones a su potencial- provienen de Ia
polarización inducida en las regiones externas a é1, más e1

aporte de la distribución de cargas central apantallado por 1a

polarizaeión de todos 1os diel-éctricos que 1os separan,

incl-uyendo a1 de 1a regrión en cuestión.

Las condiciones de borde para asegurar Ia continuidad de1

potencial electrostático son:

oo(r,e,O) lr:. = é1(r,e,O) lr:a (v.7)

o1(r,e,O) lr=¡ = ér(r,4,ó) l¡=5 (v.8)

o2e,e,O) lr=. = o3(r,e,é) lr=c (v.9)

Las condiciones de borde tendientes a asegurar 1a

continuidad de l-a componente normal- del- vector desplazamiento
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dieléctrico:

Kt*
+ ----

bn+1

son 3

(v. r.0)

(v.11-)

(v. 14 )

(v. 15 )

[6o o (r, e 
' 
0) l f6o1 ( r, €,9) l

e^ l----------l = €. i ---------- |uL 6r l r=" 'L 6r I r=a

T6o1(r, e, O)..1
€r l---------- IL 6r r r=b ].=o

t6
= €^ l-¿L 6r

cn+1
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$2G,e 'o)

(v.12)

Dado que los polinonios de Legendre conforman un conjunto

de funciones linealmente independientes, las condiciones de borde

dadas por 1as Ecs. v.7 a Ia v.10, pueden ser aplicadas término a

término, proporcionando:

f6a2 (r,e,0)'l ¡603 (r,e,O)1
', f---;;----1.=" = ', L----;;----l,=.

uuf u,..,*u' * Fr,*ut + Hr.,*an " i:]t 1

G-.^m
- E, =¡¡ -r T{ árr -t- ----' nm* "n¡n- _ n+1

(v.13)

'oI

r - K.r. Ie.[ Hr,*c" - 
;;;, ]

M'-nn



nBrr an-1 -
En

(n+1) ----' an+2

G,,,
-ln+1) ----' 

an+2
(v.16)

(v. 17 )

(v. r.8)

nr*nbn-1 - (n+1) !H, = -tr,*rl 1!I-

nHrrrcn-1 - (n+1) H, = -,"*r, I;i;

En estas igualdades se han definido:

e. = e1/eg, eO= erlel y e"= et/e2 (v. r-e )

La resolución de este siste¡na de ecuaciones lineales (Ecs.

v.13 a v.18) pernite ha11ar 1os coeficientes deI potenci,al y, por

10 tanto, e1 potencial- de reacción. se cuenta con seis ecuaciones

y siete coeficientes, de Ios cuales es conocido Enm (Ec. 2.]-2).

Entonces eI trabajo se reduce a encontrar expresiones para Ios

coeficientes en términos de Enn. Dada La magnitud de1 problema

algebraico y a que este se cornplica enormemente para 1os casos

superiores, aguf sólo se mostrará e1 camino tendiente a 1a

derivación de los coeficientes deI potencial de reaeeión.

Despejando Mnm de 1a Ec. V.15, introduciendo e1 resultado

en Ia Ec. V.18 y despejando Hnm, sé obtiene:
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I¡..nm = 9l1l§:gl . -5s-
(n+1) €c + n c2n+1

(v.20)

(v.21)

Esta expresión inserta en 1a Ec. v.14 pernite lIegar a:

Knm: 6b'(arr.o"*' + Grr*)

con La definición:

T (n+1) (1-€b) (1-€c) f ¡ f 2n+1] -1€¡'=€¡l 1*---:--::---------l-;-l ) (v.22)
L (n+1) €c + n L ".J

(n+1) ( 1-€b t ) Gr,*
Fnm = ----- -;:i; (v'23)

(n+1) €br + n b'"'-

La Ec. V.23 inserta en Ia Ec. V.21 proporciona:

r n(1 -€hr) i
Knm = lr---------=---1".,, (v.24)

L (n+1)€6r*nr

Esta expresión introducida en 1a Ec. V.20, conduce a:

Despejando Knn de 1a Ec. V.17, igualando a 1a Ec. v.2f y

luego despej ando Frl, , se encuentra:
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1ñrl €"t
Gnm = €atBnmazn+1 + -3-(ea - 1)Hnna2n+1 + e ,'Err^

con La sigulente definición para eu':

Incorporando ]a Ec. V.23 en fa Ec. v.l-3 se hal1a:

(n+1) ( 1-6a) (1-e5,)
+ ---------

(n+l-) 6br + n

(v.26)

(v .27 )

(v.28)

(v.30)

ta' : aa[ , T a l2n+11 -1t---ttL¡.1 l

Insertando la Ec. V.25 en 1a Ec. v.26 y reordenando se

l-ogra :

II €a' (n+1) (1-€a) (1-€c) t n(1-6br)
a tt : . I ll 1-! --- I 1- ----------'a 'a [-' ¿ I -

-a (n+1)€c + n L (n+l)€br+n

donde e ari se define de acuerdo a:

Grr* : €u[Brraa2n+1 + aa"Erm

( n+1) (1-eurr)
P = ------nm (n+1) €arr+ n

Este resul,tado y Ia

l-g-l '"*tT 
-'

L"l ll

(v.2e)

iguala a 1aDe Ia Ec. V.16 se despeja Gnn, expresión que se

Ec. v.28, lograndose para Bnrn:

r''nm

a2n+1

Ec. V.28 conducen a:
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re=11-nm L-

La combinación

encontrar:

1
oR(i) = ---

€o

(n+1) €arr + n

de Ia Ec, V.31 con

(v.31)

Ia Ec. V.25, permite

n(1 - €.rr)

] "".

" = i:l1ll1::sir. - -:i1::!ll- I r."nm I L'(n+1) €c + n L (n+1) €br+n r

Procediendo anáIogamente, las Ecs.

encontrar eL coeficiente Fnm cuya forma es:

- -:1=3:l-
( n+1) €arr+n

V.31 y V.23

_t'| "nnt-----| ^zn+r

(v. 32 )
permiten

(v.33)

Las Ecs. V.30, v.32 y V.33 confornan e1 conjunto de

sol,uciones buscadas para Ios coeficientes de QR (Ec. V.3). Estas

soluciones, expresadas en términos de las caracterfsticas propias

de Ia distribución de cargas (ver Ec. 2.L2t I nos proporcionan Ia

sigruiente forma explfcj-ta para eL potencial de reacción en el,

interior de La cavidad:

;r
n:o lI

9l1il1-1ell
(n+1) €arr + n

1
----- +
-2rr+1¿L

(n+r) (t -e5r) ¡------------ I 1
(n+1¡ eo' + nL ( n+1 ) €ari + n
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(n+1) ( 1-€c) n ( 1-e5r )

(n+1) €c + n ( n+1) €br +n

+n (n-n) ! M
E :---:: * 

- E, q¡r¡npr.rm (cose¡) e-imé¡*rn"r.,n l cose¡ eimg
m=-n (n+n) ! K=].

(v.34)

La energla libre de Hel¡rholtz asociada a1, proceso de

inserción, AA, puede ser evaluada partiendo del potencial de

reacción en Ia cavidad utilizando Ia Ec. 2.8 con 1o que se

obtiene:

['-
l[,--:1=3:l-l--1--1.
J L (n+l-) €a.+n J 

"zn+r 
1¡

ñ2
----- +
a2n+1

(n+1) ( 1-€br )

(n+1) 6br + n

donde Qrr2 se ha identificado cono el cuad.rado

multipolares de orden n, definidos nediante 1a

usando eI teorema de adición de los polinomios

medio de la Ec. 2.25.
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L',- (;;il;.;-;-;J;;;;r
(n+1) (1-€c) T n1t-e ¡') I t n(1-e.r') .l Q.,2 llI 1- ---------- lr 1- ---------- I ----- ll

1n+t¡ e" + n L (n-r¡ eor+¡ J L (n+1) 6at'+n .J 
"2n+t 

11

de

E^

de

(v.3s)

1os momentos

2.24 o bler,,

Legendre, por



VERIFICACION DE REEULEADOS:

La verificación de estos resultados puede ser llevada a cabo

tomando l-os casos lf¡nites en Ios cuales dos dieléctricos aledaños

se f us j.onan, es decir, cuando se igualan sus propiedades

dieléctricas- En este caso, este procedimiento conducé a 1a

recuperación de 1as expresiones publicadas por Beveridge y

Schnuelle para eI mismo sistema, pero considerando una única capa

dieléctrica loca). /37/. Con 1a finalidad de evitar confusiones en

las notaciones, denotaremos por {a, {p, r¿, r5, etc., las

definiciones de permitividades dieléctricas relativas y radios

usadas por esos autores .

A modo de ejemplo, consideremos 1a situación en la cual, Ia

región locaI interna se funde con Ia cavidad. En éste caso €1-->

€o= li, b-->a=Ear c--)r¡r uz--, l'o" y €3--> fo. a partir de 1a

Ec. V.19, se obtienen:

fuo"€a-->1, €b--> ---- = 3a
9i

Estos resultados juntos

Ia 8c.35 de 1a referencia 37:

f
50c^--> ---- = ¿.U T Jb

51oc
(v.36)

. I (n+1) (1-la) (1-lb) r ra t 2n+11 -l-.b'--, §al r + ---;-l-.;--:----- l----l I = 3ur (v.37)
t (n+L) 3b + n . rb,

con Ia E'c. V.22 permiten recuperar
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Introduciendo las Ecs. V.36 y V.37 en Ia Ec. V.35, nuestro

resultado se reduce aI caso estudiado en la referencia 37.

Es fáciI comprobar gue las otras dos fusiones posibles

conducen al ¡nismo resultado.

Adicionalmente se verá más adelante que 1os distintos
sistemas aquf estudiados permiten recuperar variadas expresiones

de la literatura y que nuestros resultados, adernás de ser

internamente coherentes, son fisicamente razonables.
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APEITDICE VX

REAOI,UCIOIT DE IJA ECUACIOT DE IJAPIJECE PARE T'§A DIATRIBITCION DE
CAREEA DISCRET¡' SIEUAD} ETI gNA CAVIDAD E§FERICA RODEADA DE l[RE§
CAPAA DIEIJECERICAS COITCEITTRICAS DE IGUAIJ AIUETRIA E I}¡AERTA§ EN
IrN DIEXJEeIRICO eOlÍEIttUO I}¡FINITO 17-77 I .

Los parámetros que describen eI sistema en consideración,

se muestran en eI corte esquemático de Ia Figura 12 y se definen

en la sección 17.

I-,a solución general de La ecuación de Laplace en

coordenadas polares esféricas (Apéndice III) para eJ- potencial

electrostático 0, en el punto ?=(r,€,g), es:

o(r,o,o) = ;- 
.g 

["*n.r*.,r*rn+r*orn+J*,r". :Hi ]rr.,*{"o=e)"iron:0 m=-n
(VI.1)

donde i=V-1 y Pnm son los polinomios asociados de Legendre de

primera clase (Apéndice Iv) . Bnm, Frrr, H.r*, Jnm y Enm son

factores eonstantes que serán determinados aplicando las

condiciones de borde de1 caso. Sus significados físicos pueden

inducirse estudiando el caso anterior (Apéndice V). l,os términos
-ñ-1en r-¡¡-r pueden ser identificados con 1a expansión mul-tipolar de

Ia distribución de cargas central, {g¡}¡:1,Mr dad.a por Ia Ec.

2.11, con eI coeficiente Enm determinado por las caracteristicas
propias de La distribución de acuerdo a 1a Ec. 2.12.

Definiremos:
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1) oO: PotenciaL en el interior de Ia cavidad (O<r<a).

2) oR: Potencial de reacción én eI interior de 1a cavidad.

3) 01: Potencial en 1a capa interna (a<r<b) .

4\ ó22 Potencial en l-a capa intermedia (b<r<c).

5) O3: Potencial- en la capa externa (c<r<d) .

6) 04: Potencial en 1a región externa (d<r<o¡ .

Las condiciones de borde exigidas son:

1) Convergencia asintótica a cero en eI infinito:
Ii:n 0n( ) = 0 (vI .2)

->@,i

2) continuidad para eI potencial en las superficies que linitan
1os diferentes diel-éctricos:

oo (?) I r=a = o1(i) I r=a

a1(i) lr=b = Q2r?) lr=¡

02 G) lr=c = o. (i) | ¡=g

o3 (?) lr=d = é¿ (?) lr=a

(vr . 3 )

(vr.4)

(vr.s)

(vr.6)

3 ) Continuidad para 1a componente normal del vector

desplazamiento dieléctrico en 1as superficies divisorias:

r-60^ (r, e, O) r 160r (r,€,0)r' ., l--:------- I (vr.z)€ol----:-----l = ., - rL ór r r=a L ór J r=a
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1601(r, e, o) -l

€. I ---------- |¿L 6r lr=b

¡6o2 (r,eró)1
€z l---------- |L 6r J r=c

¡6 o, (r,0, ó) 1
€s l---------- |L 6r J r=d

Las expresiones para

oy3(i,orpJ.l
---------- I

Ar- I

-6

', L-

e2G ,e,o)
(vr.8)

6r

o3 (r, e rO)

r=b

t:

[1

€ Ĵ (vr.e)
6r

(vr . r.0 )

e1 potencial en 1as distintas regiones

o4 (r, €, ó) 1---;:----l
6r J r=d

están dadas por:

1 co +n ¡ E__.
oo(f) = :- I^ lI _ [r"*'"*Frrrrn+Hr,*rn+r,.,*rn+ ;:T¡""*,""se)eimo€o n=o m=-nL 

(vr.11)

1
oR(;) = --

1co
o1(?) = -- :

€1 n:o

o2 (i) =

.o +n
E'

n:0 n=-m

1co+n
'E€2 n=0 m=-n

[ar.r*r'*rr.rrn.n+Er.rrrn+Jrr*tt] 
err' { "o=e ) "i*@

(vr . 12 )

[H*'"*a,r*.' . i:i, ] 
e,.,ntcoso) "tllr. 

r*,
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o3 (i) =

. L-- ''l

eul r,.,.an . ;l';f J =
"nm

frr,rorn - }i., I e,.,*{.o"e¡.i.d (vr.1s)
a r^''t ..,

1a+n
E:

e, n=0 n=-rn

1@+n>x
€4 n=0 n=-m

oa (i) = (vr.16)

En 1a Ec. vI .16 ya se ha aplicado l-a condición de borde

dada por Ia Ec. VI .2. Las condiciones de borde dadas por las Ecs.

VI .3 a VI .10, después d.e ser aplicadas tér¡nino a término al
potencial aprovechando Ia independencj-a 1inea1 de los polinomios

de Legendre, conducen respectivamente al sj.guiente sistema de

ecuaciones Iineales para l-os coeficientes:

]iit ""t,""se) 
eirno

..[arr..t*r*oan+Hr., an+Jr.,*." * ::i, ] = rrr.an+Hrrroan+J-oan - 
ilit

.o[r^nr'*n,r.bn+rrrrbn - i:it ] = H,.,.rn+ r"rb" * ::Ti (vr.18)

."[rrr."t*rr.rr.'' * fu- I - rr.r. * lli;
L 

"rt'r 
¡ C.,'-

(vr. 17 )

(vr.1s)

(vr.20)
dn+1

283



nBrrran-1 - . Enm Gnn
ln+l) ---- = -(n+1) ----' an+z an+2

nFrr.bn-l - (n+1) if, = -r"*rl fH;

n'rr*cn-1 - (n+1) i:i, = -«.,*r¡ l!r,

nr,.,.dn-l - (n+1) i:i, = -r".rl lli;

(vr.21)

(vf .22)

(vr.23 )

(8.2 4)

con l-as siguientes definiciones:

eu=er/ eg , eo=er/e7 , e"=er/e2 y e6=e4/e3 (vr.2s)

A continuación se mostrarán Ias etapas más relevantes de Ia

resolución deI siste¡na de ecuaciones lineales dado por las Ecs.

VI .17 a VI .24. Por motivos de espacio, sóIo se mostrará eI
procedirniento seguido para Ia obtención de fos coeficientes del
potencial de reacción en función de Enm.

Despejando Rnm de la Ec. VI .20 se obtiene:

l4rr. = e¿ (Jrr.d2n+1 + Lrun) (vr.26)
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Introduciendo La Ec. vI .26 en la Ec. vI .24 y despejancto

Jrr., se logra :

(n+1) (1-€d) Lrr*
Jrr. = ----- (VI.27 )

(n+1) €^ + n d2n+1
Despejando f,i* ae Ia Ec. vI .19, introduciendo Ia Ec. vI .27

y reordenando se llega a:

Lnrr = €ct (n.r*"rr*, + Krrr)

donde eI coeficiente €"r se ha definido como:

(vr.28)

(vr.30)

¡ (n+1) (L-€c) (1-€d) f . l2n+l-t-1€c'=€cL 1.---?;il;;-;;=-Fa-l I (vr.ze)

Despejando Lnm desde Ia Ec. VI .23 e igualando a Ia Ee.

V1.29, se obtiene reordenando:

(n+1) ( 1-€cr ) Knm
I¡ = -----..nm

(n+1) €cr + n c''L' t

expresión gue, introducida en Ia Ec. VI .28, da:

r (n+1) ( 1-€.r ) lLnm=€c'lr.,;;;;..;-;-;l*" (vr.31)

o, equivalentemente:
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t n(1 _€(. | ) ..1

Ln = lr---------=---l*r,. (vr.32)
L (n+1)€cr+nr

Insertando Ia Ec. VI.32 en Ia Ec. vI .27 conduce a:

(n+1) (1-€d) f n(l - €.') I Knm
-nm I - + ¡ J ¿2n+:_(n+1)€d+n L (n+l)€cr

Si desde Ia Ec. vI .18 se despeja Hnm y se introduce en la
Ec. VI .30, es posible hal}ar:

É.. I

Knm = €b'Fr.rorb2'*1 * --!1ep - t) Jr.r*b2n+1 + eorcn (vr.34)
a.'.D

con la definición:

f (n+1) (1-€b) (1-€cr) f ¡ f 2n+h -1
€b' = €bl 1 * ---l---. --l------- l-;-l ] (vr'3s)

L (n+1)€cr +n Ler

Introduciendo la Ec. VI .33 en la Ec. VI .34 genera:

K.r* = €btt(tarro"*t * Grra)

donde e5't tiene la forma:

(vr.36)

ti' €b' (n+1) (1-€b) (1-e ¿) ¡ n(l-€cr) I T¡l 2n+h-1
.b" = 6b'll' . ;; ' ---i;il;;-;-;---L ,- i;;;;;.;;; lLál ll- (vr.37)
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Si desde Ia Ec. VI .22 despejarnos Krr¡, igualamos a 1a Ec.

VI .36 y reordenando, se obtiene:

_ (n+1) ( 1-e5rr ) Gnn
tnm = ----- (VI .3B)

(n+1) 6b" + n b2n+1

Insertando La Ec. Vf.38 en l-a Ec. VI.36 proporciona:

f (n+1) (1-e5rr)1 ¡- n(1, -e¡,r) IKnm: €b"Lr. 
,;il;;;-;-J",.,. = L'- i"ii¡.;;=;-i ln"* (vr.3e)

Introduciendo La Ec. VI .39 en Ia Ec. VI.33 conduce a:

_ _ (n+1) 1r-e6) ¡. n(1-e.r) 1¡- n(1-e5") I G.,rn
-nm - ----- l¿ - ----------llr -r -----

(n+1) €d + nL (n+1) €c'+nl L (n+l-) €b't+n..1 d2n+1

(vr.40)

Sustituyendo Ia Ec. VI .39 en l-a Ec. Vf.32 permite llegar a:

a n(L-e"r) lT n(1-€¡") ..1

L.,. = | 1- ------:--- ll 1- ------3--- | G.r, (vr.41)L (n+1) e.'+n J L 1n+f ) €br'+n I

La Ec. Vf.39 reemplazada en 1a Ec. vI .30 proporcj-ona:

(n+1) (1-e"r) ¡ n(1 - eSrr) I Gnm
Hnm = ---------:-- I i - --------:--- i --:3- (Yt.42)

(n+1)€c'+n L (n+1)€b" + nI c2n+1

Si desde Ia Ec. VI .17 despejamos Gr* e introducimos l-a Ec.
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VI .38, se puede encontrar:

Gnm = €a, [",.,*.rr*r* 
1le:11*r."r"*,.* 11e-1lrrr^a2n+1+r,.,*] (vr.43)

"a

con 1a definición:

r (n+1) ( L-€a) ( 1-Ébrr ) T a 't 2n+11 -1uu.'='.1 1*---;--:.----l-----I-;-| I (vr'44)
. (n+1) 6brr + n L Y r

Insertando Ia Ec. VI .42 en Ia Ec. VI .43 y reordenando da:

€-ll

Gn* = e"rrBnaa2n+1 + -S-(ea - l-) Jnna2n+1 + e""Err* (vr.45)
€a

donde eurt se define como¡

f €r' (n+1) (1-6a) ¡1-e"') f n(L-€b") I ful 2n+11 -1
€-rr = €-11 + --- 11 - ----------ll-l Ia aL .u (n+l)€c'+ n L 1n+r) €bt'+n..1 Lcl I

(vI .46)

La j-ntroducción de Ia Ec. VI .40 en 1a Ec. VI .45 genera3

Gnm = ua"tBn a2t*1 + €artrEnn (vr'47)

con la definición:

lf €a', (n+1) (1,-€a) (1-€d)
'a -a lL - €a (n+1) €d + n
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Si desde Ia Ec. VI .22 despejarnos Kn*r igualarnos a la Ec.

VI-36 y reordenando, se obtiene:

_ (n+1) ( 1- eg,, ) G.,.
Inm = ----- (VI .38)r¡nt (n+1) €btr + n b2n+1

Insertando 1a Ec. VI .38 en fa Ec. VI .36 proporciona:

t (n+1) (1-e5t')1 ¡ n(1 -€5t') .,1

Knn = €b"L'. 
,;;il";-;-;]o.,. = L'- (;;;;;;=;-; .1""* (vr'3e)

Introduciendo 1a Ec. Vf.39 en la Ec. VI .33 conduce a:

_ (n+1) 1:,-e¿) ¡- n(1-€c') I [- n(1-e 5") 1 Gr,^

'", = i;;;;;;-;-;L' - (;;;"t.,1 L' - i;;;;;;;;;l ;r;;i
(vr.40)

Sustituyendo Ia Ec. VI .39 en Ia Ec. VI .32 pernite llegar a:

I n11-e"') lT n(1-€5tr) Ir = | 1 - ------:--- ll 1- ------f----nm L (n+1)..,*"JL' - ?;;;t;o"*"1 
G"* (vr'41)

La Ec. VI .39 reemplazada en la Ec. VI .30 proporciona:

(n+1) (1-€cr) [ n(1 - eSrr) ..] Gnrn
Hnm = ----- ¡1------- | --.=- (V-i -42\

(n+l)e"' + n L (n+l)€btt + ¡ J 
"2n+1

Si desde Ia Ec. VI .l-7 despejamos Gr.r^ e introducimos Ia Ec.
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VI .38, se puede encontrar:

Gnm = €a, [Brr*urr*r* 
lle:11r"o."r"*r* 1le-1lu,.,r,a2n+1+n,.,*] (vr.43)

con Ia definición:

- T (n+1) (1-e 
") 

(1-e5") T a .t 2n+1] -1€a' = €al 1 * ---:-------------- r---r 
I (vI .44)L (.,+1)éb" + n LbJ

Insertando Ia Ec. VI .42 en Ia Ec. VI .43 y reordenando da:

€^ll

Gr.r. = e.rrBr.r*a2n+1 + -3- ( ea - L) Jnma2n+1 + e.rtEr,ra (vr.45)
€a

donde e 

"rr 
se define como:

r €-r (n+1) (L-e-) (1-e^') r n(1-€hr') 1 r.r 2n+1r -1
F n = t lr - -l- ---------:-----:-- lr - ------:---ll:l I"a 'a L- ea (n+1) €c, + n L- 1n+r¡ 6o"a¡J LcJ I

(vr.46)

La introducción de la Ec. VI .40 én Ia Ec, VI .45 genéra:

. Gn¡n = €a,t'Bn¡nd2n+1 + e.*tErr* (Vr.47)

con la definición:

€-r, = e-,,[ r * le] . 9I1l1I:I11::eI .-a ll -t .u (n+1) €d + n

288



T n(1-.ct) It n(l-eprr) -l fal 2n+1 T-LI 1 - ----------lt 1 - ---------- r-r ll (vr.48)
L 1n+1) €c ' +nl L 1n+r) 6.rr+¡ -l LdJ ll ' -

Si desde 1a Ec. vI .21 se despeja Gnm, se iguala con fa Ec.

vl .47 y se reordena, hallanos Ia siguiente expresión para Bnn:

(n+l-) ( 1-€ar, | )

(n+1) ( 1-€br )."* = (;;;t.";-;-;

Introduciendo Ia Ec.

(n+1) €artt + n a2n+1
-3ll-Brrm (vr.4e)

(vr.50)

Reemplazando esta ignraldad en fa Ec.

T n(1 _€",rt) .l
f: : r 1 _ __________--- r !r
"nm - I "nmL (n+1)€a[r + n J

VI .47 conduce a:

Insertando Ia Ec. vI .5o en 1a Ec. vI .38 se obtiene:

['-

n(l - e"trr)

+n(n+1) €atr I

vI .50 en 1a Ec.

(vr . s1)

vI .42 pernite hall-ar:

-F| "nm
I -----l-zn+r

Hnm
(n+1) (1-e.r) ¡- n(1-eprr)

--- | r -
(n+1) €c' + nL (n+1) €b'r+n

..1 T n(l-e"rr) I
I 11 - ----------- |

J L (n+1) €att ' +n .l

VI.40 proporciona:

-3ry-
c2n+1

(vr.52 )
Ec. VI .50 inserta en Ia Ec.
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(n+1) ( 1-€d)
-nm

( n+1) €brr+(n+1) 6d + n
(vr. s3 )

Con Ios coeficientes asf detérminados, e introduciendo

expllcitamente Ios Enm (Ec. 2.L2), se obtiene para e1 potencial

de reacción en eI interior de Ia cavidad 1a expresión:

f n(1-€c,).,l f
I 1- --------- I t1-
L 1n+r) €"r+nJ L

T n(1-€a', r)-l Er*
I .r 

- ---------- I -----L' 1n+r) e"rr r a¡J ¿2n*1

)1
-l
nl

n ( 1-€bil

-10p (r) = ---
2ro

(n+1-) ( 1-e5rr )

(n+1) €brr + n

(n+l-) ( l--€c

(n+l) €cr +
I
n (n+1) €bn+

1n+1) (1-e.rrr) 1

(n+l-) €arrr + n a2n+1

f n11 - eut") T 1
l1------- l-----+' I o"'*'L (n+1)a.t,t * ar -

ó-
-il

-tn=u r

'l T n(1-e""') 1 1
- 1 - | -----
nJ L (n+1) €arr r+nJ c2n+1

1:11111-:el r, - -lI1-isll-r T" - -:11-:!:l-t r. - -:i1:lelll-r --1--r.
1r,*r¡ .u * ., L- (n+1) €c ' *r,1 L- 1n+r¡ eo"+¡.J L- (n+1) €art ' *r',J ¿zn+tll

[.-
n(1-e¡rr)

+n (n-m) ! M
, ------ * I qkrknPnn ( cosek) .-imÓ¡*tn"r.,m 1co=o ¡ "itÓm=-n (n+n) ! k=1 

(vr.54)

La energia libre de Helmholtz en términos de 0R (Ec. 2.8),

y 1a definición de los cuadrados de los nomentos rnultÍpolares de

orden ry Qr.,2 , conducen a:
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I @ r (n+1) (1-€a'rr) Qr,,
aA = --- ' ll ------ . ----- +

2€ o n=o lL qn+r¡ .u" ' * n a2n+1

+
1

d

1
e

I
)

I
1

:l
n+

I
(

d
[,-

I
n

n(l-éc') lf n(1-e5") 1¡ n(1-€arr,) I Qrr' .I
¡ r 1- ---- I ! 1- -__________ | _____lt

(n+1) e 

"r+nJ 
L 1n+r) €btr+nl L (n+1) €arr I +n-l d2n+Ul

(vr.ss)
Es relativanente fáci1 verificar que la fusión de dos

dieléctricos adyacentes permite recuperar el caso inferior (un

ejemplo se presenta en e1 Apéndice v).
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APEIÍDICE VII

REEOI,UCION DE LA ECUACION DE I.APLACE PARA UNA DISTRIBUCION DE
CJARGAA DIACRETA AIET'ADA E}¡ I'NA CAVIDAD ESSERICA RODEADA DE CI¡AERO
CAPAA DIELECIERICAS CONCENTRICES DE IGUAI¡ EIIIEIRIA E INAEREAE EN
IrN DTET,ECTRICO COIIITnUO rNrrNrTO 175-77 /.

Los parámetros gue describen el sistema en consideración,

se muestran en el- corte esquemático de 1a Figura l-3 y se definen

en Ia sección 18.

La soluci-ón general de 1a ecuación de Laplace en

coordenadas polares esféricas (Apéndice III) para el potencial

eLectrostático o, en eI punto É(r,e,9), es:

.o +n
o(r,e,O) = x E I Bnmrn + Frrrrn + Hr.,*rn + Jnmrn +

n=0 m=-n L

N,.,.rn + i:io 1P,.,n{cose¡eind
(vrI . 1)

donde i=r-1 Y Prrm son 1os polinonios asociados de Legendre de

prirnera clase (Apéndice Iv). Bn*, Fnm, Hnn, Jrr*, Na,, y Enm son

factores constantes que serán determinados aplicando las

condiciones de borde deI caso. Sus significados ffsicos pueden

inducirse fác1l¡nente estudiando fos easos anteriores (Apéndices v

y vI). Los térrninos en r-ñ-1 pueden ser identificados con 1a

expansión multipolar de 1a d j.stribución de carqas central,

{9¡}¡:1 ,¡4, dada por Ia Ec. 2.ü-, con el coeficiente Er,*
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deterninado por las caracterfsticas propias de Ia distribución de

acuerdo a la Ec. 2.12.

Definiremos:

1) oo: Potencial en el- interior de Ia cavidad (O<r<a).

2) 0R: PotenciaL de reacción en eI interior de 1a cavidad.

3) 01: PotenciaL en Ia primera reg5.ón local (a<r<b) .

4) 02. Potencial en 1a segunda región local (b<r<c) .

5) 03: Potencial en Ia tercera región local (c<r<d).

6) 04: Potencial en Ia región Local- externa (d<r<e) .

7) a5: Potencial- en ]-a región externa (e<r<o¡ .

Las condiciones de borde exigtidas a1 sistema son:

1) Convergencia asintótica a cero en eI infinito:

J-irn ou til = o (vrr. 2 )
r-->co

2) continuidad para e1 potencial en las superficies que limitan
Ios diferentes dieléctricos:

oo (i) lr:a = o1(?) l.=.

o1(?) lr=b : o2ril lr=¡

a2(?) lr:c = e3G) lr="

o.{?) lr:d : Q¿G) lr=a

04(r) lr=e = os(r) lr=e

(vrr.3)

(vrr.4)

(vrr.5)

(vrr.6)

(vrr.7)
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3 ) Continuidad para 1a componente normal del- vector
desplazamiento dieléctrico en 1as superficies dj-vj.sorias:

T6§0(r,e,0)t T601(r,e,O)t
€o l----I----- | = €r l----l----- |L 6r Jr=a L 6r J r=a

¡6ar (r, o r g) 1 ¡6§ 2(r ,o ,Q) 1€rl----------l = ? t----------i
L 6r J r=b -2L 6r I r=¡

¡64, (r'6'd)1 f603 (r,e,0) I
'z l---- ------ | = .s l----:----- |L dr J r=c L ór J r=c

f6o3 (r,e'é)'t T604 (r,e,O)'l
€^ l----------l = É.1----------l
'L 6r i r=a +L 6r lr=a

¡6an (r,9, O) 1 f60s (r,e,O)l
É¿ l---------- |¡*L 6r i.=" -51 6r l.=.

(vrr.8)

(vrr.e)

(vrr.10)

(vrr.11)

(vrr . 12 )

Las expresiones

están dadas por:

ooti¡ = 1- ; .l 
i60 n=0 m=-n L

para eI potencial en las distintas regiiones

Br.rarn + F-nrn + Hrr*rn + Jrrarn +

N,r*rn + f:i¡ rr*,..se) elrno (vrr.13)
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(vrr . 14 )

@

,
n=0

0a (r) =

co +n
:¿

n=0 m=-n

1co+n
EE

€4 n=0 n=-m

1@+nF
ou{i¡ : l- : ; -'l}; rn*{"ose)eimo

€5 n=0 n=-m r¡¡¡¿ ' (vrr.1e)

En Ia Ec. VfI.Lg ya se ha aplicado 1a condición de borde

que exige convergencJ.a a cero para eI potencial en eI infinito.
Las condiciones de borde dadas por 1as Ecs. VII.3 a VII.L2

o1(?) = j; j. 
l!-"[r"*.'*H,.,,nrn+rn 

rn+N,.,,nrn+ ino Jn,.,n{cose)einó
(vrr . 15 )

o, {?)

o, {i)

l_

É^

=:_
€3

]!_- lr"r.".rnmrn+Nnmrn 
. 

i:T, ] 
e,.,*{"o=e)"i*ó

m=-n L 
(vrr,16)

[r*n..**n.'" . ]#, ] 
r,rn{cose) ";:r. 

r,

[*.,*.. . Y:Ia'le,.,m1co=e¡eimo (vrr.18)
L f¡¡'¡ J
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aplicadas término a término al potencial aprovechando 1a

independencia lineal de Los polinornios de Legendref conducen

respectivanente aI sj-guiente sistema de ecuaciones lineales para

los coeficientes:

..[ err,."t + Fr.rran + Er.r.an + Jr.r*an +Nrrran. j:tt 1 =

Frr*an + Hrro'an + Jrrran + Nrr..t + !lI- (vrr.2o)

."[rr.,."t + Jr.rrncn + Nr.,.cn - i:i1l =

.u[ ;*oa' * Nrrrd.n + j:i,' I

-MI - ^'nme.[ Nr,*e" * 
;;;t

-DI "nmj = .;;i
296

Lrr*
Jr.,rc" + Nnmc" +---- (VIr .22)

= Nrrrdn - j:it

.o[ rr.r*un + Hr.r*bn + Jrrrobn + Nnmbn. i:it J =

Hrr bn + Jrrabn + N*nbn
Kn¡o

+ ----
bn+1

(vrr.2r-)

(vrr.23)

(vrr . 24 )



I
I

nFnmbn-1 - (n+r.) i*, = -(".r) ::i, (vrr.26)

n,,r*cn-1 - (n+1) i:t, : -r',*rl 13,

nBr,ran-l - (n+1) iit, = -,r*r, !1i,

nN,,*en-l - (n+1) i:i, = -,,*r, l;i;

(vrT.2s)

(vrt .27 )

(vrr . 28 )

(vrr.2e)

con las sigmientes definiciones:

eu:er/ eg, ey:e2/ea, e"=e3/e2, e6:en/e3 y ee=€5/€4 (vrr.30)

Para resolver e1 sistema de ecuaciones lineales (Ecs.

vII .l-7 a vII.24) para los coeficientes de1 potencial de reacción,

procederemos como sigue:

Despej ando Rrull de Ia Ec. VIf.30 se obtiene.:

nr* = e . (Nrrre2n+1 + Mrr*) (v11 . 3 1)
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Introduciendo Ia Ec. VII.31 en la Ec. VlI.29 y despej ando

N¡¡, sé Logra:

(n+1) (1-€e) Mn¡r,
Nnm = ----- (VII.32 )

(n+1) €6 + n e2n+1
Insertando lá Ec. vII.32 en la Ec. VII .23 y despej ando Mnm,

encontramos:

Mnm = 6dt(r.,*u"*t + Lnn) (vrr. 3 3 )

En l-a Ec. VII.33, e1 coeficiente €dr se ha definido co¡no:

¡ (n+1) (1-€rr) (1-Éé) T.r.t2n+h-1€d'= udl t * -*-;-:l:-:-:---:- l-=-l t rvII.34)
(n+1)€e + n L e I l

Despejando Mrr* desde Ia Ec. VII.28 e igualando a Ia Ec.

VfI.33, permite encontrar:

(n+1) ( 1-6dr) L.,*
Jnm = ----- -;:i; (VIr.35)

(n+1) €dr + n d"" '

expresión que, introducida en 1a Ec. vII.33, da:

r (n+l-) ( 1-€^' ) .r

Mnm = €d.'i t----------:--1L.,. (vrr.36)
L (n+1)€dr+ nr

Insertando La Ec. VII.36 en Ia VII.32 proporciona:
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(vrr.37)
(n+1) €e + n (n+1) €dr + n

lntroduciendo Ia Ec. VII.35 en Ia Ec. VIt.22 conduce a Ia
siguiente ex¡rresión para Lnm:

"nm
(n+1) ( 1-€e) r-

L1-
n(1 - e¿r) I Ln¡n

J 
"2.,+t

Lrr, = e"rl!r.c2n+1 + -1s[.. - 1)Nrunc2n+1 + e"'Kr.r* (vrr.38)
€c

6ct definido d.e acuerdo a:

r
e^t = e^l 1 +
" "L

Tntroduciendo

hallamos:

1:1111=gl1=s:l
(n+1) €dr + n

la Ec. vfI.37 en Ia

(vrr.3e)

Ec. VII.38 y reordenando

r c I 2n+11 -1
¡ --- ¡ ILa.l l

Lnn: €c,'("rr*""*t + Krun) (Vrr.40)

donde e"tr se define corno sigue:

T €.' (n+1) (1-€c) (1-6e) ¡ n(1-e¿') -l T"-l 2n+L1 -l-€^r = 6_'11 + -:- ---------:-----:- lf - ------:---l l:l I., r; L .. (n+1)€e + n L 1n+r) eu'+¡J LeJ I

(vrl.41)
Si desdé 1a Ec. Vll.27 despejamos Lrr. e igrualamos a 1a Ec.

VII.40, se obtiene:
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(n+1) ( 1-€crr) Knn
--nm 

(n+1) €c" + n c2n+1
(vrr . 42 )

htroduciendo esta expresión en Ia Ec. vII.40, conduce a:

r n(1 -e^'r) r
L.,. = I 1- --------=--- I Kr,. (vrr.43 )L (n+1) €"rr + ¡ 'l

Introduciendo Ia Ec. VII.43 en la Ec. VII.37 genera:

(n+l-) (1-€e) |- n(1-e¿r) 1 ¡ n(1-e 
"rr) I 

Knm
l:r = ----- r1 - -------"nm ll- I ¡--¡-

1n+1¡ e" + nL (n+1) €d'+nJ L 1n+f) €c'r+nJ e2n+1

(vrr . 44 )

rnsertando Ia Ec. vrr.43 en la Ee. vII.36 obtene¡nos:

¡ n(l-e¡r) 'tr n(L-€^tr) 'l
M.,. = I 1- ------r--- ll 1- ------r--- | K.,. (vrr.45)

L (n+1) €dr+n r L (n+1) €c"+n .,

Introduciendo Ia Ec. vII.43 en 1a Ec. vII.35 produce:

(n+1) (1-€dr) T n(L - e"rr) I Knrn
J-- = ---------=-- | 1- --------:--- I -:-:: (VII.46)

(n+l)€dr + n L (n'1) €ctt + n i dzn+J'

Trabajando las Ecs. VIf .42 y VII.21 es posible obtener:

. [- . ?ñ+1 ( e¡-1) 
- -2n+1 , 

( €L -1 1

Knn = €b' 
[rr.,rnl2'+1* 

t-i;--',.,*o'"*'* --:;-tNnmb2n+1+cnm..] (vrr'47)

donde se ha definido, 
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- l- (n+1) (1-€b) (1-€crr) T b -l 2n+1] -1e¡'='¡Lt.---1".r;";-;-;---f;1 I ("rr'48)

Insertando Ia Ec. VII.46 en la Ec. Vfl.47 proporciona:

r. ll
KrrtrI = e6rF*nb2n+1 + i!- 1 eo-r ¡ wrr*b2n+1 + .b,,G.r* (vrr.49)

€b

donde se ha definido:

€b,, = eb,[ :!: . 9]1llT{11_:g:l[ ,_ _:11::e:l_ I pl'"*'l-'
o.b (n+1)6dr +n L' 1"*i¡u""a"JLáJ ll

(vrr.50)

Introdueiendo Ia Ec. VII.44 en 1a Ec. VII.49 conduce a:

Knm = €b"t lFrr*b2t+1 + G*n)

donde se ha definido:

(vrr.5r-)

[ €b" (n+1) (1-€b) 1r-e").b",=.b"ll 1 + -=- . ---------:-----=- *
€b (n+1) €e + n

T n(1-ud') It n(1-e"rr) lf b.l 2n+1 ll -1I L - ----------ti 1- ---------- il---t il (vfr.52)
L 1n+r¡ eU'+nJ L (n+1) €cn+n J L e .l ll

Despejando Kr.,, de la Ec. vII .26, igualando a Ia Ec. vII.52
y reordenando resuLta:
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1n+t) ( 1-e5,, , 
)

F : -----'nm (n+1) 6brtr + n

tz-nm

b2 n+1
(vrr.53 )

(vrr . s4 )

Sustituyendo la Ec. VII.53 en 1a Ec. vII.51 pennite ha1lar:

Knm = [r-
n(1, -€grr I 

)

(n+1) €brtr + n

La Ec. VII.54 reemplazada VII.46 proporciona:

] ""'

en la Ec.

La introducción de la Ec. VII.54 en Ia

(n+L) ( t--e¿, ) ¡T : ------------ l.! --nm
(n+1) €dr + nL

n(1-e"',) 1¡---------- I I 1
(n+t¡ e"u+nJ L

n(1-eprrr) 1 Grr,'
t-----

(n+1) €br' , *r',J ¿2n+1

(vrr . 55 )

Ec. VII.45 genera:

'l Gnm
| ----- tvrr.58 )J 

"2n+1

Insertando la Ec. VII.54

,, :1:i1l11::sllr._"nm L-( n+1) €crr + n

n(1-e¡rrr) 1

------I---- I a
(n+L) €btr'*nJ 

-t*
(vrr.56)

Ec. VII.44 conduce a:

(n+1) (l--€e) T n(1-e¿r)T ¡ n11-e"")T f- n(1-€bt" )l G.,,rr = ----- -,,1- -----.'nm 
(n+1) €e * ,, L- 1n+r¡e¿,+nJ L- 1n+r)e"u+nJ L- 1n+r) €bn r+nl e2n+1

t n(l--e¿r) 1¡ n(1-e"rr) 1¡
Mnm = l1- ----------l l1- ----------l l1-L (n+1) €dr+nl L (n+1) €cr+ L

La inserción de Ia Ec. VII.54 en Ia

(vII . 57 )

en la Ec. vIf -42 y reordenando da:

--:11-:-:!::i
( n+1) €brrr + n
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Reenplazando La Ec. VII.53 en Ia Ec. VIT.20 y despejando

Grr., permite encontrar Ia expresión:

Gnm : €a, [".,r.r.,*, . 11g-1i[Hr.,*.2r*1*r-0.2n+1+Nrr*.zn+r] 

LIIlr,
donde €ar se define como:

t (n+1) (l-eu) (1-e¡rrr) t a l2n+h-1.u' =.uL,.---i;;ii.";;-;-;--- L-;-l I (vrr.60)

La introducción de Hnm (Ec. vII.58) en Ia Ec. vII.59
produce :

Gnm = €a" [ur,..rr*r- 
* 11e-1lr"o,a2n+]- + lle-1l,o"r^rr',*, * r.,rl

a a (vrr,6r.)

En esta expresión, €urr se ha definido de acuerdo a:

T 6"' (n+1) (l--€a) 1L-e"") ¡ n(1-e5"') I T.'] 2n+Ll-1'
€.t¡ = €. r t1 + 11 - -----------t t-t lct ct L ." (n+l-) €c'r + n L 1n+1) 6,rr r +¡J LcJ

(vrr. 62 )

Si se sustituye Jnm (Ec. vII.55) en 1a Ec. VII.61 y se

reordena, halfamos Ia siguiente expresión para Gnm:

Gnm = €.,,,Bnma2n+1 * -3-- (€a-1)Nnna2n+1 + ea,,,Er.ra (vrr.63)
É-

c¡,
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r n(1-e^tt) I TI r - ------:---ll r -L 1n+f ¡ e"rr+¡J L

n(1-e5rr')
l[3]'".' l-' (vrr'64)

(n+1) €brr I +n

Si en Ia Ec. vII.63 inserta¡nos e1 coef icj-ente Hnm dado por

1a Ec. vrI.57 y despejamos Gr.r¡, e1 resultado puede expresarse

cono:
itBr.rr.2t*l * ..itErr, (vrr.65)

ha sido contraÍda usando Ia siguiente definición:

.uit = e."'[r +
(n+l-) ( 1-€a) 1r-e.) ¡._------- | 1-

I(n+1) €- + n L

f,- -:l1::sll-l l,- -:1l:!::l-l l-:-l2n+11-1 (vrr.66)
L- (n+L) €c"+nl L 1n+r) ebrr r1¡J L e J J

donde 6art I adoPta Ia forma:

tu"'= e.tt[ r +

-nm -a

ecuación que

1lil11::3l11::e:l
(n+L) €dr + n

n(1-e¿r)

(n+1) €dr+

'1

-I
,'r.l

Desde 1a Ec. vIr.25 se despeja Gnm y se iguala a Ia Ec'

vII.65 para encontrar Br,*, obteniendose:

( n+1) ( 1-€aiv) Err¡o
R = ------nm 

1n+1¡ e.iv + n a2n+1

Esta ecuación junto a 1a Ec. VII.55, nos

(vrr . 67 )

proporcionan 1a
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expresión buscada para Gnm en términos de Enm. Esta es:

r n(1 _ ."rr) .l

cnm=11--------Ti----lErr'o (vII.68)
L (n+1) €a'" +nr

Introduciendo Ia Ec. VII.68 en La Ec. VII .58 conduce a:

(n+t) (1-e"") ¡ n(1-e¡"') I f n(1-€aiv) -l Enm
rJ : ----- r 1 - -------"nm (n+t¡ e"n a ¡ L- (n+1) €b', ' +rrl L- (n+1) €aiv+nJ "zn+t

(vrr.6e)

Insertando la Ec,Vl 1.68 en 1a Ec.Vll.57 se obtiene:

" = 1:1111=el [, - --:11---:g:l I .-'''m ,l(n+1)€e + n L (n+L)€ar+ r

T n(1-€crr) -l f n(1-e5rt') ¡ ¡ n11-e^iv) 1 Er.r.
I1- ------ ---ll1- -----------l l1- ------:---- | ---=- (vrr.70)
L 1n+r) €c,+nl L 1n+r) €brr r +nJ L 1n+r) ""iv*rrJ "2n+1

Reemplazando cnn (Ec. vII .68) en la Ec. VII.55 1og:ramos:

, = 1::1i1=g:l r ,- -:11::e:l- I-nm 
I(n+1) €dr + n L (n+1) €c'r+n -

|- n(1-e5'tr) lI n(1-€aiv) ] Enm
I 1- ----------- I I 1- ----------- t-----
L ' (n+1)€b.'+n .l L (n+1).uit*r, J ¿zn+r

(vrr.71)
Las Ecs. vrr.68 y vrr.53, nos proporcionan 1a siguiente
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expresión para el último coeficiente buscado:

(n+1) (1-€btr') f n(1 -."t') I Enrn
Fn¡n = ------------- i 1 - ---------=--- r --Il- (VII.7Z)

(n+l)€brr' + n L 1n+1)e"1v+¡J¡2n+1

Introduciendo en eI potencial de reaccj-ón (Ec. VII.14) fos

coeficientes determinados por 1as Ecs. VIT.67, VII.69, VII.7O,

VII.71 y VII .72 y considerando explicitamente Enn (Ec. 2.L2) t se

logra finalmente:

1 o [ (n+1) 1r-e"iv) 1
aR(r,e,0) : -- : Ir ---------=---- ' ----- +

€o ,r=g ll ¡.,+t¡.uit * n a2n+1

(n+1) (l--€b"r) f n(1 - €aiv) I 1
-- ¡ i - -------;----- r

(n+1) eb',, + n L (n+r-)€alv + ¡ J p2n+1

(n+1) (l--€crt) t n(1-€b",) lT n1:,-e.iv¡ 1 t
I l' iv--l ^zn+t(n+1) €crr + n L (n+1) €brr I +nr L (n+l-) €a

(n+1) (1-e¿r) ¡ n(1-e 
"rr) 1 ¡ n(1-e5"') 1 ¡ n1r-e ,iv¡ 1 I

-r 1- ---------- ! ! 1- ---------- I | 1- ! -----
(n+1) e6' + nL (n+1)€cn+n.l L 1n+1) €5rr'+nJ L 1n+r) 6"ivarr.J ¿2n+1

(n+1) (1-€e) f (n+1) (1-e¿r)1 t (n+1) (1-6c") I+ ----------- t1 - -|1- -------------i.
(n+t)e" + nL (n+1¡ed'+ ¡JL (n-L)€crt+ n J
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l-" (n+1) (1-€br" ) l l- 1n+r¡ ( r-eurv) T 1 T
tl¡ - -------i----- t-----L (n+1)6b!rr + nlL 1n+1¡ e.1v + ¡ J.2n+11

+n (n-m) ! U
: ------ * t qkrknprm ( cos6¡) "-i*ék*r'prrn l cose ¡ eiroO (vrr.73)

m:-n (n+n) ! k=1 "

La energla libre de Helmholtz en térmínos de a* (Ec. 2.8)r
y 1a definición de los cuadrados de los momentos multipolares de

orden n Qr.,2, conducen a:

1 @ 6 (n+1) 1t-..it)
A a : --- s. ll ------aI

z€o n:o lL 1n+r) eulv + n

g:1li=!::l
(n+1) €brr | + n

d2xn

.t;;1-

n1t - e.iv¡
[,

ir1-
b2n+11W

f n+lt€ -' + n

(n+1) (1-e¿r) ¡ n(1-e"r') .1

- I i- ---------- I

(n+1) €dr + nL (n+1) €cr'+nl

rn
l'-,: ll l+

¡ n(l-e"tt) -, 0,.,,

L' 1n+t ¡ e"iv+nJ d2n+1

(n+1) (1-e"r') ¡ n(1-e¡," ) lf n(1-€aiv) I err2

(;;;t;";-;-;L' - i;;;t;;;;;J L' - i;;;;;-i;;;l ;r;;t *

(1-65rrr)

(n+1) (1-6e) f (n+1) (1-e¿r)T

1n+t¡e" + nL (n+t¡ eur + nJ
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f (n+1) 1r-e 5,', ) 1 f 1n+r¡ 1r-erit) I e,.,' T11- ------ l11- -------=----- l-----llL 1n+r)sou'+¡JL (n+L) €aiv + n I e2n+1.1J

(vrr . 74 )

La verificación de este resultado se ha llevado a cabo

fundiendo dieléctricos vecinos, 1o que pernite recuperar 1os

casos inferiores. Un ejernplo se da en e1 Apéndice v.
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La solución general- de Ia ecuación
coordenadas proLato esferoidales (Apéndice III)
electrostático !D, en eI punto r=( ,^r,O), es:

APEIIDICE VITI

REAOI.¡T¡CION DE IJA ECT¡ACION DE I.¡EPLACE PARA UNA DI8ITRIBUCION DE
CARGA§ DISCREIA §ItrUADA EN I'NA CAVIDAD E8trEROIDAI., RODE]ADA DE I'NA
CAPA DIEI.ECTRICA CONAOCAIJ DE IGUAIJ SII.TETRIA E IN§ERTA EN III§
DIEIJECIIRICO CONTIIIUO INFINITO 17A,79 l.

Un corte esquemático de 1os sistemas en consideración se

muestra en Ia Figura 15. La definición de 1os parámetros usados

se da en la sección 20.

A) CA§O PROIJATO EAFEROIDAIJ:

de Laplace en

para eL potencial

o (r,,r,o) = ; 
*l 

[É,.,*a'e,.,*{N+Frurdnpnm(}.¡* !-1;0.*tt)1e,.,*{r) 
"ir0n=0 n=-nL d¡¡'¿ J

(wrr.1)
donde i:v-1 y 1os Pr.,n y Qr.n son, respectivamente, 1os polinomios

de Legendre de primera y segunda clase (Apéndice IV). Los

coeficientes Ér.rr, Éa. y Ér* son factores constantes que serán

determinados aplicando las condiciones de borde del caso, y cuyos

significados físicos son aná1ogos a los deL caso esférico
correspondiente. En Ia Ec. VIII.1, 1as potencias de d se han

seleccionado de modo de igualar 1as dirnensiones de Las constantes

a las det caso esférico. Los tér¡ninos asociados a Érr* pueden ser

identificados como las contribuciones debidas a los momentos
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multj.polares elipsoidales de Ia distribución de cargas central,

{9¡}¡=1,y, de acuerdo a la Ec. 2.48 en 1a que se ha hecho uso de

la expansión de Hobson para e1 inverso de Ia distaneía /68/, y

donde Enn viene determinado por las caracterÍsticas particulares

de la distribución segf¡n Ia E'c. 2.49.

Definirenos variables que definen las superficies

divisorias corno:

\="la y n¡=b/d (vrrr.2 )

y los potenciales electrostáticos en 1as distintas regiones:

1) 0O: Potencial en el interior de Ia cavidad (I<-tr< I.).
2) É1: Potencial en 1a región loca1 ( Ia<tr< ab) .

3) §2. Potencial en Ia región externa ( I.. ]. <-) -

Las condiciones de borde deI problena son:

1) convergencia asintótiea a cero para e1 potencial en e1

infinito:
lirn o, (\,tt,0) = o (VIII.3)

^-->co2t Continuidad para e1 potencial en las superficies que limitan

Ios dieléctri-cos:

oo(].,p,0) h= ¡. = or().,r,é) lf: -la

o1().,p,é) h=,r¡ = o2()-,u,Q) lA:-l¡

(vrrr. 4 )

(vrrr . s )
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3) Continuidad para e1

1os

potencial en l-as superficies que Iirnitan
di-e1éctricos:

¡60o(),,t,é)1 ¡6or().,t,9)1
'or---;;---h=r" .,r---;;---h=L

tb2(\, tt,O)

6.¡.

Desde 1a Ec. VIII.1 pueden inferirse l-as

expresiones para e1 potencial- electrostático en

regiones:

¡601().,1,O)1 Td€rl----------l - €21- L 6]f l¡\=1¡ lr:oo

o
t

n=0

*; 
| É.,.anerr. {}.)

m=-n L

Érr^anena {r1.) QnmG.) er.,m {/.r¡eintÓ (vrrr . 8 )

oR (I, ¡r, o) = :- -!" *=i" [É"ru"enm {1) + F,.,.dnp,.,m {}.) ] r,.,* trrl .i*@
€o n=o n=-n L 

(vrrr.g)

'(J.) * llh o,*,^, ]e,,'{r).i'o
(vrrI . 10)

-!11 nn, tl.l or,* {},) r,.,
cl"'-
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oe(I,t,o) = --

6o

(vrrr . 6 )

(vrrr . 7 )

siguientes
Ias diversas

*(rr)"i'o
(vrrI. 1r_)

ñr,.
+ ----

dn+1

[F,',o,u""r,

1
01()., l,O) = --

€1

02 (1,p,ó)

@+n
>,

n=0 n=-m

1co

€^ n=0

+n
E

n=-m



Es necesario notar gue en 1a derivación de Ia Ec. VIII.11
se tra hecho uso de Ia condición de borde dada por la Ec. VIII.3,
que se reduce a exigir Ia excl,usión de Los armónicos elipsoidales
internos .

Con Ia finalidad de que las expresiones derivadas para este

sistema se reduzcan apropiadarnente a las de1 caso esférico, en eI

If¡nite cuando la excentricidad de 1os elipsoides tienda a cero,

es conveniente redef ini-r:

..nm
2nn ! (n-rn) !
---------- v

( 2n) ! "nn

l2n+l-) !
r-" r III ---------- .,\ ¿'l 

2nn! 1n+m¡ ! nm

(vrrr.12)

(vrrr. 13 )'nm

donde los coeficiente= irr* repr"sentan a Ios Ér.,rn y ñnm y l-os ynm

a los ór.r*, é.* y Ér.,*. análogamente para los coeficientes xnm

(=Bnn y Fnn) y 1os Yn¡' (=cnm, cnm y Enn) que corresponden a l-os

de1 caso esférico, ta¡nbién es necesario redefinir los Enn de

acuerdo a 1a Ec. 2.58.

Nótese gue las Ecs. VIII.I3 y 2.58 perniten recuperar Ia
Ec,2.49 y qué en eI If¡nite, cuando d tiende a cero, Ia Ec. 2.48

se reduce a Ia expansión de ¡nultipolos esféricos usual-.

La apl-icación de las condiciones de borde dadas por las
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Ecs. VIII .4 a VIII .7, puede ser llevada a cabo término a término

aprovechando 1a independencia lineal de los polinomios de

Legendre, procedimiento que conduce respectivamente a:

.. 
[Ér.,*ater.,*(.x.) 

+ ñrrraner.,n{tru)

;
F,r.dnPnm{tru, - ;ii, enm(J,'a)

d"

.é
.o [ ñ,.,.u.",.,'{15) * ;iiT o"^ trol ]

l:i, ó"',o., =

¡1

É,.,.dnr,rm{}.5) . ;;ti Q,.,*{}5) =

En¡rt
+ ----

dn+1
orr'«a"l ] =

err^a.er.,^ {}-u ) +
l:T, ó,',o",

l:i, ó"',^o,

(vrrr . 14 )

(vrrr . 15 )

(vrrr . r-6 )

(vrrr.17)

(vrrr . r-8 )

= i:t, Q''''{rp)

donde SE

€a

han definido:

= er/eg y ey = e2/eL

y donde 1os puntos sobre Ios polino:nios asociados de Legendre

denotan 1as prirneras derivadas parciales con respecto a Ia

variable 1, evaluadas en Ia superficie descrita por e). argumento

correspondiente.
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En 10 que sigue, se resolverá

1os coeficientes de1 potencial de

ocidos.coel l-clentes llnm con

Partiendo de las Ecs. VIII.15 y VIII.17, se obtiene:

el siste¡na de

reacción en

ecuaclones para

función de los

z.

ñr.,. = rr.*(eo}ol ;i#f
con la def inición:

(vIIr . 1e )

(vIfr. 2 0 )

VIII. 14 y despej ando

(vrrr . 21)

ro.(e¡,tr5) =

Introduciendo

c¡¡ r sé logra:

1::r
€b

1a

¡r,rn{}.o) r irrt{}o)

foo"«lol "5 éo'{.}¡)

Ec. VfII.19 en la Ec.

t.'

ér,* = tu.'[ É.,.u"*'

con €- I definido seqún:

(vrrr . 22 )

Despejando érr^ de Ia Ec. vIII.1-6, igualando a Ia Ec.

VIfI.21 y definíendo:

Pnm().a)
------- +
Qnm(¡a)

_'l

"'* -l

€u, = .u [, * tr-.u)?nn(€b,]b) ii}-]i I '



Insertando 1as Ecs. vflÍ-.24 y VIII.21 en 1a Ec. VIII .19, se

logra para eI coeficiente Fnm:

1-6 ' - l'P-m (tr. )
¡ tct ) \ = ----: l-:i---:, nm\! a,/ra/ .,. lorr.{}^)

obtiene con algo de álgebra:

Érr, = r',r,(e.,,],ul !P-=
d2n+ 1

-r
Fnm = €a,I r + rrr.{e.',r\.)

Reconociendo que:

T - Pnrn (}a ) .l

€a! 
| 
1+ r.,^ (.u ' ,¡") :-ñ7i-,' lL Qn \rra,

La Ec. VITI.2s se reduce a:

é,

Ér.,.{tr")l -1
-------t
Qn"'(\)l

(vrrr.23)

(vrrr.24)

(vrlI.2s)

(vrrI. 2 6 )

PnIn (),a) l rrr* ( e 5,15)t----------
enm (tra) J ¿zn+t

Ér,^

- "er.,* {}u)
:'tt r /¿ I \ \ -------¿¡ ¡nm\ra ,/ra/. ñ

Qn*(tra)

- t . i'rr* {tru ) ¡ rr.rr(ep,}5)
F"* = L 

1 + rnm(€a,,^a) 
I-ñ;1-=i J--=;Z;;;=- Er,, (vrrr.27)
vn (J\a, -

Usand.o estas ecuaciones f i.nales para los coeficientes É*n Y

É.rr, se encuentra para eI potencial de reacc j-ón:

1@+n
o¡(I,l,O) = --- E t I r,.,*{eu',}")

60 n=0 m=-n L
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' i, *ñ") -r . rÉr,,
lr + r,.,*{.u',r"1 ol6.i .l 

r,,,r.o,l.ol.l 
lffirnr'rtr) 

e,.,m{r¡ ein@

o bien, sustituyendo explÍcitamente 1os coef ici""a"" tu""-." 
iÍ31

2 .49) |

¡2¡+1) +n .ln-m) !- 2-:__:_: r (_1)m lt___:_l ll r,,o,(e",,1,) +
d m=-n L(n+m) !J tr

[ :. + r,, {e.,}.) ;:}r.I} ] ",,*r.5,,15r l

M

*lrn*"r.,t 
{l*¡ rr.,n {,rr¡) .-inÓ¡ ' rr.,rn,}) Pnn (¡/) eino

La énergfa libre de Helmhol-tz de polarización

de OR (Ec. 2.8) y 1a Ec. VrII.29 perniten obtener:

1@+n
AI = --- t 'L_! ñ - - z I ..,r(."',.tr") +

2éO n=0 m=-n L

I r * "*o{.."^", ,$rj^} I ,",,.o,).51 ] o,,.2 (vrrr.30)

1o
iDp(1, l,O) = --- ,

60 n=O

(vrrr. 2s )

en térrninos

donde se ha definido el cuadrado de las componentes de los
momentos multipolares prolato esferoidal-es de orden n del soluto,

Qrro,2 , de acuerdo a Ia Ec. 2 . 69 .
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VERIFICACION:

La verificación de estos resultados puede ser lograda de

dos maneras diferentes. La prirnera consiste en fundir
dieléctricos vecinos, en orden a recuperar Ia expresión para Ia
energfa libre de polarización, previamente publieada para e1 caso

de una distribuci.ón de cargas discreta en una cavidad proLato

esferoidal inmersa en un único dieléctrico continuo infinito (Ec.

26 de Ia Ref.25). La segunda toma el caso Il¡ni-te cuando d tiende

a cero es decir, cuando 1a excentricidad de l-os esferoides tiende

a cero transformandose en esferas. Este procedi¡niento permite

recuperar 1a expresión para Ia energía libre de Hel-nholtz para

una distribución de cargas discreta en una cavidad esférica
rodeada de rodeada de un dieléctrico Local de igual simetrfa
innerso en un dieléctrico continuo infinito (Ec. 30, Ref.37).

FU 8I ON DE DIELECTRICOA VECINO§:

Consideremos eI caso límite en e1 cual e, tiende a €2, es

decir, cuando Ias propiedades dieléctricas de Ia región local se

igualan a 1as del rnedio externo. En este caso, €b en 1a Ec.

vrrr.18 tiende a Ia unidad y rr.r*(e5,I5) de Ia Ec. vf II.20 tiende

a cero. Este resultado, introducido en ta Ec. VTLI .22, perrnite

apreciar que €at tiende a €u yr desde Ia Ec. VIII.18, que €a

tiende a er/eg. Introduciendo este lirnite en rnm(€ar, n.) (Ec,



VIII.23), logramos Ia 8c.23 de Ia referencia 37. Usando esta

tendencia, junto aI resuLtado cuando rr.r^(e ¡,a 5) tiende a cero,

1a Ec. VIIf.3o tiende a la Ec,26 del artÍculo de Beveridge y

Schnuelle /37l.
El- caso linite, cuando e, tiende a 60, conduce a idéntico

resultado .

LII,ÍITE CgAl[DO LO§ EEEEROIDEA TIETIDE¡¡

Las excentricidades de los elipsoides que

Lf¡nites de los dieléctricos vienen dadas por:

eu = ).-1 = ¿7. y eb =1o-1 = a7u

Entonces, eI paso al caso esférico puede ser

eI Ii¡nite cuando d tiende a cero. En este 1Ímite se

A EAFERAA !

definen los

(vrrr.31)

tomado usando

cunpl-e /25l:

\rlirn -A =
d-->o d a -'b

li¡n ,J : cose
d-->0

li* Pnm(p) = Pnm (cose)
d-->0

(2n) !
iia o IIlr-} r'n rzt¡
d-->0 2"n! (n-m) !

(vrrr . 32 )

(vrrI .33 )

(vIf r . 34 )

(vrrI . 3s )[+i"
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1i¡n Q-nO.)
d-->o "

lim 
"-t tlld-->0 "

= (-1) m
2nn! (n+m) !

( 2n+1) !

¡ 6 1n+1
I --- IL.l

- , ".m+1- (-r.l
2n(n+1) I (n+n) !

( 2n+1) !

estas relaciones podemos

1f¡oites

(2n) ! [ r -l n-1

znln-r¡ !(n-rn) ' Lal

(vrrr.36)

(vIrr . 37 )

(vrrr. 38 )1in
d-->0

Ap I i cando

situaciones

T d ln+2t---tL.l

obtener 1as

de

ó,.,^rll

s igu ientes

interés:
Pn¡n ()a ) ( 2n) I (2n+1) !

d-->o enltt (ia) (-1)n22n(n! ) 
21n-rn¡ !

I a I 2n+]-

L-a-] (vrrr.3s)
(n+m) !

i,'','{tru)
1am

d-->o ónm (la) [-:-r.'
(vrrr.4o)

(2n) ! (2n+1,) I T b t 2n+1
----- l-:-l (VIII.41)

(-1)m22n(n!)2(n-m) ! (n+m) ! L d I

(2n)! (2n+1)! r b .,1 2n+1
---l---l

1-1¡rn+122n1¡-1) ! (n+1) r (n-¡o) ! (n+n) ' LdJ
(vrrr.42)

= 1-l[:'-]l9t1l:9::I9l:l:11::!l r-s-t'"*'
(2n) ! (zn+l-) l[€b(n+1)+n] Lb-l

(vrlr.43 )
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(2n) ! ( 2n+1) !

(-t)m+122t(n-1) ! (n+L) ! (n-m) ! (n+m) !

1i¡n
d-->0

l- i¡n
d--> 0

ll11{
Qrrn{}5)

:oltl=i
ór.,t {tr.)

tim ?nm ( e5,I¡)
d-->0



- ( -1) In2 2nn !
1im rr.r.(e"r,i") =
d-->0- (2n) !

!:l1ll1:::l:1:illl11-iell ¡-e-1'"*'
(2n+1)! [{.'{n+r)+n¡ L a I

( n+1) ( 1-ep)

er.,^ {)u) (n+l-) €b + n [-il'".t (vrrr'44)

(n+1) ( 1-€b) r '^ 
1 2n+L -1l_3_l I =f, (vrrr.45)Lul i >a

(n+1) 6b + n

(vrrr.46)

:riilel = l:tlllriell
errn{tru) (n+1)¿a'! + n

expresión VIfI.45 corresponde a 1a

el caso esférico (8c.35, referencia

otra parte, sj- se define:

o = rr.,*(e.',tru) +..t[r

y reconociendo gue a puede expresarse como:

* 
[r 

* ?nm(€a,,].a)

- er.,n {} u )+ zrr^(e .',O", ;;;?i.;

def in ic ión

37).

Iin rnn( €b,trb)
d--> 0

:ri1}el =

lim e^t =
d--, o 

o 1r-e.)

lim rnm(€a',}a)
d-->0

." [r*

(vrrI . 47 )

de É'{ardonde Ia

dada para

o = rr.r^(eat ,),^)

se obtiene:

]r,',r(e p,15)

(vrrr . 48 )

i'r.,t {1.)

é;-á"t
rr'r*(e5rtr5)

(vrrr.49)
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1im c
d-->0

(-1)m22nn! (h+1) r (n-n) ! (n+m)

( 2n) ! (2n+1) !

If 1-1.' fdt2n+1
- [ ------------ I --- I

llln+t¡{", + ¡L a J

r (n+1) (1-¿- ' )rl)al

t (n+1) lu' * n

Adicional¡nente, es

]l1,oo,',,0' 
- ,-',''11;ll t;riili;;;, ]''

MM

*I r r:rn*nr.r*nPr',m 
{ cose¡) Prrn ( cose, ¡ "- 

im ( Ór-0 t )

Introduciendo las Ecs. VIII.SO y VIIÍ.51 en 1a Ec.

logra :

1 co r (n+1) (1-l^') Qn,limÁA = --- > 1l ------ . ----- +
d-->o- 2eo n=o tL 1n+r) {u' * r a2n+1

It
r-l¡ ¡ ¿ T 2n+11 1

t --- t t

L u I lll (vrrr.s0)

(vrrI.51)

VIII.3O,

(n+1)lb + n

posible lograr eJ. siguient,e llmite:

1ll1|f_Éo)[. n(l -la')t Qn'i¡..---
1n+r¡{o *-n L ' - i;;;;¡"'-.-" I ;;;;l ll 

(vrrr's2)

siendo Qr.,2 eI cuadrado de los monentos rnultipolares esféricos de

orden n de 1a distribución de cargas central. La Ec. vIlI.52,
correspondé efectivamente aI caso de dos esferas concéntricas, de

acuerdo a Ia referencia 75.
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B) cAso OBLATo ESFEROIDALs

La solución general de Ia ecuación de Laplace en

coordenadas oblato esferoidales (Apéndice El) para eI sistema en

consideración (ver Fig. L5), es:

o(p,I,o) =j. .!_"[ É",[-tl"n"'(i]) + É.*[-il"r,'(i]) +

E,,,
r r rn*1

L-á-l 
- o,,ntiall Pnn(¡')einÉ (vrrr . 53 )

La derivación y verificación compLeta de1 potencial de

reacción y Ia energía libre de Helmholtz es total-mente aná1oga a1

caso prolato esferoidal, con Ia única diferencia qué se requiere

trabajar en e1 plano co:nple j o reempl-azando en todo momento } por

i), y d por d/i. Tarnbién, eI uso de Ia expansión de Hobson para

eI inverso de Ia distancia en este sistema coordenado, requiere

multiplicar e1 resultado por e1 nrlmero imaginario i de modo de

obtener soLuciones reales 168/.

La expresión final para Ia energfa libre de }lelmholtz de

potarización es:

^A=-1- 
; .; 

Ir,.,,{e",,i}.¡ +
2€O n:0 m:-n L
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t_ _ Pnm(iL)
| 1+ rnn(€a',ila) ;:------

-l 'l

.l "',r('u, ilb) 
_l annz

(vrrf . 54 )

donde se ha definido eI cuadrado de Ias componentes de 1os

momentos multipolares oblato esferoidale=, en¡n2, de acuerdo a Ia
8c.2.79, y donde Las funciones rrrr(e,i). ) y €at, sol,o difieren
de Ias del caso prolato en la definición de las coordenadas y en

que los argunentos de 1os polinomios de Legendre son complejos

(reemplazando I por i), ).
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APENDICE IX

REEOI,UCION DE I,A ECUACION DE I,API,ACE PARA I'NE DIETRIBUCION DE
CIRGAS DIACRETA SITUADA EN IINA CAVIDAD ESFEROID}I. RODEADA DE DO8
CAPA8 DIEIJECIIRICA8 CONFOCALES DE IGUAL SIIIETRIA E INSERTA EN I'N
DTELEeTRTCO CON'TTNUO I!¡FINITO l?5,7 6 |

Un corte esguenático de los sistemas en consideración se

muestra en 1a Fig. 16. La definición de los parámetros puede

hallarse en 1a seccíón 19.

A) CAAO PROIJATO EAFEROIDAI':

La solución general de 1a ecuación de Laplace en

coordenadas prolato esferoidales (Apéndice TII) para e1 potencial

electrostático, o, en eI punto É=()"p,6¡, es:

a(A,tr,e) = 
"!. :i_r[ 

É,r.dnrrn{tr) + inndnpnno.) +

* Eara
d,.,*dner.,m{tr) . ;í;, Qnm(I) ] er,* { i, ) "i*ó (IX.1)

donde i:v-1 Y los Pr.rm Y Qrrt son 1os polinomios asociados de

Legendre de primera y segunda cl-ase, respectivamente (Apéndice

IV) . Los coefj-cientes B*n, Fnn, Gnm y Enm son factores constantes

que serán deter¡ninados aplicando Ias condiciones de borde de1

caso, y cuyos significados ffsicos pueden ser inducidos de 1os

casos anteriores. En Ia Ec. IX.1, 1as potencias de d. se han

seleccionado de modo de igualar las dimensiones de Las constantes
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a las del caso esférico. Los tér¡ninos asociados a Enn pueden ser

identificados con fas contribuciones debidas a l-os momentos

nultipoLares elipsoidales de la distribución de cargas central,

te¡)¡:1,y, de acuerdo a 1a Ec. 2.48, expresión en ]a gue sé ha

hecho uso de Ia expansión de llobson para é1 inverso de 1a

distancia /68 / , y donde ñrr. viene determinado por l-as

caracteristicas propias de Ia distribución, según La E.c. 2.49.

Definiremos las superficies divisorias co¡no:

).u=a/d, trU=b/il y lc=c/il (rx.2)

y los potencial-es en las distintas regiones:

1) OO: Potencial en eI interior de Ia cavidad (1<^<Ia).

2) 01: Potencial en Ia región loca1 interna (}-.<z\<n¡).

3) 02: Potencial en la región local externa ().b<¡.< 
^c).

4) 03: Potencial en J.a región externa ( .1,s<,.\<.) .

5) §R3 Potencial de reacción en eI interior de 1a cavidad.

Las condiciones de borde exigidas aI sistema son:

1) Convergencia asintótica a cero para ef potencial

electrostático en eI infinito:
Iim 4., (), p,0) = o

i\ -->o

2) Continuidad para e1 potencial en 1as superficies que

1os dieléctricos:

aoC^,,p,O) 1,1=1u = o1O.,lr,d) ll,=la
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lirnitan

(rx.4)



ó1(),,t,ó) l1=,1u

o, (|,p,ó) ltr=l,s

o2(),,¡r,0) l1=lb

o3 (7\,, t,ó) ltr=¡"

(rx.5)

(rx.6)

3 ) Continuidad para 1a componente normal de1 vector
desplazamiento dieléctrico en dichas superficies:

¡6os().,r,ó)¡ ¡6or(.L,r,O)1
'o f ---;l---lr=L ', f ---;;i--- j,r.=r" (rx.7)

¡.aor(1.,r,ó)1 ¡602 (),,lr,0)1
€" l----------l = e^ l----------l

J' L 6rl J.i-=l¡ ¿ L 6¡ ltr=tr¡
(rx.8)

¡0o, (.A,tr,C)1 ¡603 (J,,r,ó)1
É^ l---------- I = €^ i---------- |

" L 6), J,1+" r L 67 .J-tr.=,1.
(rx.e)

Desde 1a Ec. fx.1 pueden inferirse 1as siguientes
expresiones para e1 potencial electrostático en 1as diferentes

regiones:

oo(1,p,o) = :- -!" :!_" [É*nann,,n{}) 
+ i,,*ane,,^{,1.)

€o n:0 m

1
o¡(J1',l.r,é) = --

€o

d,r*a'e,r*{.r1) . j:}o enm(tr) ] en*{r).i'é (rx.10)

*=i, [ñ"runerrn{.i\) 
+ irr*ane,.,m{tr) +

ao

n=0
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(rx.11)

1
o1(1,lr,ó) = --

61

o
:

n:0

Gr.r*dner.,m {}.)
ñ*o

+ ----
dn+l-

a20L tt,Ol :
16+n

:E
€2 n=0 n=-m

t-
o3 ()., p, ó) = --

- 2nn! (n-n) !
Y = ---------- v'^nm (2n)! "nm

o
E

n:0
Qnm (,,\.) Pnm ( ¡r ) e imÉ-Ill

dn+1

Es necesario notar que, en l-a derivación de Ia Ec. IX.14,
se ha hecho uso de Ia condición de borde dada por 1a Ec. IX.3 que

prohibe Ia incfusión de los armónicos elipsoidales internos.
Con 1a finalidad de que Ias expresiones derivadas para este

sistema se reduzcan apropiadamente a 1as deI caso esférico
correspondiente en el 1f¡nite, cuando 1a excentricidad de1

elipsoide tiende a cero, es conveniente redefinir:

(rx.14)

(rx.1s)

tr.,.aner.,n{I) ] ,r.,*{r) "i.o

+n
-tLI

n=-m L
ñ*oa.er.rm{il +

en¡troo ]errt{r) "i*o (rx.12)

[ 8,.a'e,.,.6r., . lH; en*o.) ]e,.,.{r).i.o
(rx.13)

+n

n=-m
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(rx.16)

obtener respect ivamente :

(rx.17)

donae iroo representa a los coeficientes ñ.r*, ?.rrn y d.r. y los irr.
a ]os K*0, Lrrro, úrra y Enrn. Análoganente para l-os coeficientes xrun

(= Bnm, F.,* y Gn¡n) y Ios Yrr* (= Kr.r., L.r* M.r, y Enm) gue

corresponden a 1os de1 caso esférico (Apéndice v).

Adicionalmente, tanbién es necesario redefinir 1os Erur de acuerdo

a 1a Ec. 2.58. La conveniencia de este procedirniento puede

apreciarse combinando las Ecs. IX.16 y 2.58, 1o gue permite

recuperar 1a Ec. 2.49. Además, considerando e1 caso 1ímite,

cuand.o d tiende a cero en l-a expansión de multipolos elipsoidales

de Hobson dada por Ia F.c.2.48t se observa Ia tendencia esperada

a 1a expansión de nultipolos esféricos usua1.

La aplicación de l-as condiciones de borde término a término

(dada 1a independencia linea1 de los polinomios asociados de

Legendre),

.. 
[É,.,*a.err* 

{r1.)

permiten

+ inmdnpnm(./ia¡ + É,.,*dner.,*{r1.¡ + lii, o"*,r.,] =

ir.r.dter.rt{1"¡ + ér.,rdter.,t{}u) * lii; ort,^.,

.o[ ñ,.,,0u.r,.,,{i5) * é,.,,oannnn{}5) . ::ii 0,.,*rl5l]

'iro



€c[¿nndnpnm,o",. jH o,.,*«¡r] = i:i, o,,m{¡)

5=-
dn+1

t*oatnrrn{io) + err*{.[g) (rx.18)

( rx. ]-e )

B,r*a.e,r.{i., . l:i. é,.,*{t") : i:i, é,r*{t^)

(rx.22)

donde se han definido:

e. = e1/e6 , ey = e2/e1 y e": er/e2 (rx.23)

y donde los puntos sobre 1os polinomios asociados de Legendre

denotan 1as primeras derivadas con respecto a Ia variable ).,
eval-uadas en 1a superficie descrita por eI argunento
correspondiente.

A continuación, se resolverá este sistema de ecuaciones

lineales para los coeficientes de1 potenciaL de reacción en

8,.,*a.e,,*{}.) . ::i, ó,,r{tr") = ix, én.{}")

ñrr*a.er.,*{}o, - iH, é,.,*{ro) = ill, é,.,*{}o)

(rx.20)

( rx. 21)
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func ión

def inir
de

l-a

los ir.r* conocidos. Para este propós j,to, es

función r r.,, ( e ,7.) obtenida en este traba j o:

conveniente

(rx.2s)

Ix. 18 , permite

(rx.26)

(tx .27 )

a Ia Ec.

(IX.24)

y que puede ser considerada como una generalización de 1a

cantidad r introducida por Abbot y Bolton l2z/ y a¡npliada por

Beveridge y col- l25l -

De las Ecs. Ix.19 y Ix.22 elininano. ür.r* y despejamo= ér.,r,

con 10 que se logra:

1-€.
tor(e ,I) = -;- 

L

P¡D(),)

oan(l)

i,ont»

éottr

?
; =" tE.,,-i!I-_nm . nm \' C r,,C/ 

d2n+1

Esta expresión, introducida en 1a Ec.

hallar:

T-i,.,* = .b'1 i.,^u"*t

con 6br definido por:

Pnm (^b)
------- +
enm(^b)

-'l*r, 
_l

€b, = .b It * f r"-.o¡rr.,*(e",]s)

Si desde Ia Ec. IX.2l- despejarnos Lr.,^, igualannos
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LX.26 , reordenamos

ry ^ ñr,*
Fr.rrn = rrr*(e¡t ,1¡) :t;;ict-

Insertando esta expresión

Lnm = €b,Ir * rr.,r{.5,,n5)

IX.26 se logra:

obti-ene:

(rx.28)

(rx.2s)

(rx.30)

(rx.31)

en la Ec.

:riIbl
Qrrn(Á5)

1-
I *.,

Reconociendo que:

¡ P-*(^) .,

e[ r + r*n(e,tr) 
;;q;; ] =, * r*o(e,7\)

i'rr* {ñ)

é;-At

Ia Ec. Ix.29 puede ser expresada como:

"nm [,*
rnm(€b,,^", ;;}|*l

Reemplazando 1a Ec. IX.31 en la Ec. IX.25 se obtiene:

¿"* = [ 1 + rrun(6b,"", ;$ii:i ]l.-jr:;]gl ñ,,. (rx.32)

lx

Introduciendo Ia Ec. IX.28 en l-a Ec. IX.17 y despéjando

Kr.r*, llegamos a :
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- P-*(1.) €-t P-m(r\-)fi.,* = '.' ói;*;"'".'ñ,, * ;l-,."'-t,;;ta.;"2n+r'dnm . 
,:_l::,

con l-a definición:

r P mll ) --r.., = .u I r * {r-.")rnm(6b',^", ii;i;;; J 
- 

(rx.34)

Insertanos Ia Ec. IX.32 en Ia Ec. IX.33 y reordenando,

llegamos a:

fr.,* = .a,'[ É.,*ur.*' ;$i]"i * i,, ]

donde earr se define como:

€a,, : €a, [r. ;:,'-..,i;lri;][r-,. 
,",,,."',^",i=rjjiil . -1

rrr*(e",1").1

(rx.36)

despej ando ,ft.,.E l iminando

logramos:

Er.ro, = r*n(e.rt

La Ec. IX.37

perm ite

- Eara
,aa) u;ñIi-
inserta en la Ec. IX.35 y usando la

de Ias Ecs. fX.20 y IX.35 y

IX.32 se logra :

(rx.35)

(rx.37)

Ec. IX.30,

deduci-r:
(rx.38)i".= [1+r-n{e.,,,}.)

Érr*{}") 
1

é;^A"t l
F"nm

Reemplazando 1a Ec, fX.38 en 1a Ec.

114



^rGn* = L' +r,',,n(e5' ,I5

Réémplazando Ia Ec. Ix. 39 en Ia Ec. IX.31 se obtiene:

i", = [, + r,,*(e5,,^",;;}ii:]] [r * .,,.{..,,,r",:o;*.i*:,,

Reemplazando l_a Ec, IX.38 en Ia Ec. fX.28 se lLega a:

- l- . Érr*{a'u) I rnm(€br,.,1b)u". = L 
1 + rnm(€a",^", 

¿;tA"; J -.=;Zi;;-=- Eara (rx.41)

Las Ecs. IX.37, IX.39 y IX.41 conforman 1as solucÍones
buscadas para los coef icj-entes del potencial de reacción en eI
interior de ]a cavidad (Ec. IX.10). Estas soluciones, expresadas

en términos de las características propias de 1a distribución de

cargas (Ec. 2.49), nos proporciona 1a siguiente forma explícita
para 0R:

l-€
op(},r,O) = --- :

€O n=0

+n .l n-n) !- 2-

^=In(-')' L,;;;;;l l[ r,,,(e.",].) +

I r + rrr.{e",,,rlu) ;$-j"i I ",,'t'u"iu)

( 2n+1)

333



[r+ r,,*{e¡'^,;$fi:i] [, . r,..(eu,,,^.,;5*:i ]"rr*tt",r\"ll *

M

*jrn*"rrt*o¡ 
errm {r¡) "-iroÓ¡ 'rrrrn 1r) rrrt {r¡ "i'Ó

1@+n
aA = --- r : ll rr.,*(eu",\) +

2€O n=O .=-r, L

(rx.42)

La energia libre de polarización de Helmholtz, AA, se

obtiene desde Ia Ec. IX.42 y ]a Ec. 2.8 como:

irr'{i.)
Qn"'(Ia)Ir + 

"r.,*{..u,1u) ] rrrr, { e6' ,tr'5)

[r+ r,.,*{ep' 

^",i$,i:i] [, 
. r,,*(eu',^",|$-j;i ],,.,^r.",tr"llor,*2

(rx.43)

donde se ha def inido Qr.r*z según Ia Ec. 2 . 69 .

La verificación de estos resultados se logra de modo

análoqo a1 caso anterior, es decir, fundiendo diel-éclricos
aledaños y tomando eL caso Lf¡nite en eI cual 1os esferoides

tienden a esferas. Estos procedimientos permiten recuperar,

respectivamente, Ias Ecs. VIII .30 y v.35.



B) CAEO OBIJAIIO ESFEROIDAT:

La solución general de l-a ecuac j,ón de !aplace en

coordenadas oblato esferoidales (Apéndice fII) para eI potencial

electrostático, 0, en e1 punto ?=(p,jr,6), es:

o (p,,1,o) = Pnn ( i^) + Pnn(i,\) +
6 +n f - T d lnE > I B.r-l-;-l

n=0 m=-nL L ¡ J

- T d'lnF"' 
L- i-l

?,.[-t-]"",*(ir) + u"r[-ál'+1 q,,.qi].) ] ",.,.{r)"i.0 (rx.44)

La derivación y veriflcación completa del potencial de

reacción y Ia energfa libre de Hel¡ohoLtz es totalmente análoga a1

caso prolato esferoidal con Ia única diferenci.a que se requj-ere

trabajar en el plano complejo reenplazando en todo momento.tr por

i), y d por d/i. Por otra parte, eI uso de la expansión de Hobson

para eI inverso de Ia distancia en este sistema coordenado,

requiere rnultipJ-icar e1 resultado por i de manera de obtener

resultados reales /68/.
La expresión final para Ia energfa libre de Helnholtz de

polarización es:
1 co +n 

I,J.

AA = --- : ¡ ll rr.r.(e"",ila) +
2€O n=0 rn=-n r

f - ir,.,* 1 i}" ) 1

I r + r,.,r(e"u,i.\") 
a;q;;"; ] r,.,^(e5"i]5)

.tatr



donde se ha definido el- cuadrado de Las

monentos rnulti-polares oblato esferoidales
acuerdo a Ia Ec. 2.79 y donde 1as funciones
solo difieren de las de1 caso prolato en

los polinomios de Legendre son complejos.

componentes de Ios

de orden n, pr.rr2 , de

eatr, €br y rrrr(e,ifo),
que 1os argumentos de
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La Ec. V.22, evaluada en n=0, conduce a:

r (1-€h) (1-€^) b r -1e¡'l¡=e - €bL * ----=;"---:- . --- I rx.al

Introdueiendo expllcitamente €b y €c (Ec. v.19), para luego

reordenar

desde donde se obtiene:

1-ab'

produce:

(x.4)

(x.s)
-b

La Ec . Y.29, evaluada en n=0, perrnite hal]ar:

, f 1r-eu) (1-e5' 1,.,=9) a t-1€atn=o_.uLr_ ____;;;i;=;_____ . _;_l (x.6)

Introduciendo Ia Ec. X.4, La Ec. V.19 y reordenando se

obtiene:

u" 1.,:o lllzllll---a' r¡-\J 
e o€ 2€. 3bc + a ( e6-e1) * [ €3 ( €1-€2 ) c+ (e Le 2-e le 3- e 12 +e 2e 3)bJ(x.7 )

La Ec. V.29, evaLuada en n=0, produce:

61 b f €t €1 €2 I1+-i ---+1 I

n=o e2 " 
1.3 e2 e3 I
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APEiIDTCE X

RECUPENECIOII DE I,O8 ITERITINOs DE INITERACCION g}¡IPOI,AR PARA I.A
ENERGIA IIBRE DE POIARIZACION Y EIJ POTEI{CIAI' DE REACCION DE
araTEu.AE coN aruEtRrA EaFERTeA 175-77 l.

De acuerdo a la Ec. 3,62 r AA puede ser expandida en

términos de contribuciones provenientes de La interacción de1

medio con l-os distintos nultipolos permanentes deI soluto.

Evaluarenos l-os aportes unipolares,

desarrollados. Adicionalmente, se

expllcitas para 1as contribuciones

reacción en Ia cavidad, vR. con esta

Ia Ec. 3.42.

AAgr para los casos aqul

recuperarán las ecuaciones

unipolares a1 potencial de

finalidad, se usarán AAo y

A) DO§ CAPAS DIEI.BCTRICAS I,OCAf,ES (P=2):

Usaremos l-a notación de Ia Fig. 10 para los parámetros gue

describen este sistema. E1 término n:o de las Ec. v.35 permite

obtener:

q2 If 1-€at'

ll ,"
a =!:ub t il

donde €c, €gr y e 

"r' 
vienen dados, respectivarnente, por

V.19, V.22 y v.29, La barra con eI subÍndice n=0 indica

funciones se encuentran evaluadas en n=0.

La Ec. V.19 pernite hallar3
1-z- 'c -- - 1
€c 63
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AAo = --
2ro

1
-+

n=o a

1 1-€c
- + ----

n=o b 6c
(x.1)

las Ecs.

que estas

\x.¿)



1-€- r €o ''l

= l---11+L. l
n=0

€o €o €1 €1 €2
---+ +--+--

€2 €1 €3 €2 €3

V. l-9 se logra:

eo€2 I a
- 1 l---

ete3 J c
(x.8)

(x.e)

(x.10)

(x.11)

(x.r-2)

X.5 y X.l-2 en 1a Ec.

€a

lg
e3

y con Ia Ec.

,- e., I ¡=o
eu" l¡:O = .u' l"=O L 

, -',r- -l--'J-r ¡
"a

( 1-€a) (1-€c) a

€o

l-''c

€1€3c + e.tl¡=O(e\e|' e|e3 - eae2 + €1€3)a

1-€ - rr

'a

'a

f 1-€a'l a le1ezi-----i'r-r----L ¿ r -.1 I ^ L - .'a ln=o €1

€2 l-- +1 I

é^ .l
J

Introduc iendo

reordenando
1-au"

n=0

la Ec. X.8 en esta última expresión y

r toL;;-

se obti-ene:
.l T €o €o €1 -l a

r I 4 I I l---'l l', €1 'r'-)Y

f €O €O €1 €t I a
I -- - r -- l---I l^. €3 €2 €3 .2 - ,

Finahnente, insertando las Ecs. x.2,
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X.1, se obtiene la siguiente forma expllcita para J"a energfa

libre de pol-arizaclón unipolar:

q2

[t;; :J: . t;; rli . t;,aAo = --
2

jJ.l

Con este resuLtado y 1a Ec. 3.42, se obtiene para Ia
contribución unipolar aI potencial de reacción 1a siguiente
expresión:

(x. 1-3 )

obtener:
1 1-. I- - "c
- + -----

n=O b a"t

(x.15)

6arrr se definen, respectivanente, por las
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o I-1 119 T1 119 t1 1r 9v^=l l--- + i-- - --l---+ l-----l--- (x.14)
.a1 aO, á |eZ aL, b ta3 €2t "

B) TREA CAPA6 DIELECTRICIS LOCALES (P=3) !

Aún cuando los casos inferiores ya permiten 1a inducción a

un nú.mero arbitrarj.o de capas, se desarrollará e1 presente

sistema como una forma de verificación, y para ejemplificar 1a

cornplejidad matemática que presentan aún 1as soluciones más

triviales.
La evaluación de1 término unipolar de Ia Ec. VI .55, nos

permite

92 ¡ 1-errr I

AAo = ---ll ------
2ao * €a,tt

1 1-€d L u
-!-----ll'

n=O c €d d ll

1
-+

n=0 a
1::!:

-b

donde €d, €c t , ab,t y



8cs. VI .25, VI .29, VI.37 y VI .48.

Dé la Ec. VI .25 se obtiene:

1-:-:e=1:-1 (x.15)
€d e 4

Evaluando Ia Ec. Vf.29 en n=0, introduciéndo las Ecs.

X.16 y VI .25 y con algTo de áIgebra, es posible obtener:

1-t"'

t" t

Procediendo de manera anáIoga para €brl¡:g dado por 1a Ec.

vI .35, y usando Ia definición de e5 (Ec. VI .25), junto a] ú1timo

resultado, se l-ogra:

1-ab t

1- 6 bt'

t btt

tbt
f €t I [ €r €L e2 I b

= | -- - 1 I + I -- - + 1 l--- +

n=o '12 ' "a3 e2 €3 J c

[ €t €1 €t e2 e2 €3 €1€3 I b
| -- - -- + -- - -- + -- + -- -11--- (x.18)
t ,4 €3 ez e4 €3 e4 e2e4 J ¿

Evaluando e¡ttl¡=g desde Ia Ec. VI .37, usando 1a Ec. X.18 y

las definiciones de e5 y e6 (Ec. vI .25), es posible obtener:

f €z 1 f ez e2 €3 1 c=l---11+l--- +11--- (x.12)
n=o t.3 

' 
ta4 €3 e4 J d

r €:- I l- €r €1 e2 I b
: I -- - 1 ¡ -! I -- - -- - -- -!'t I ---t-tt'-ll.¿JlzJ^

n=0
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[€t et e2 ez1 b+ I -- -- + __ | ___ (x. r.9)
L e, 6. €, €^ J d+J1J

Desarrollando e"rl¡=6 desde la Ec. vI .44, introduciendo en

1a expresión resultante Ia Ec. X.19 y usando Ia definición de €a

(Ec. VI .25), es posibJ.e encontrar:

1-€^ I

"a

f €o I f €o €o €1 I a
= | -- - 1 I + | -- - + 1 l--- +

n=O ta1 
' t12 €1 e2 J b

i 6O €O €O €l- 61 eZ e!€z I a
- i r--- r'

L u, €2 €r. e3 e2 €3 e .-€3 I c

i- €o €o 61 e! €2 €2 €Oez €O€2 I a

| -- - + -- + _ _-__ l_-- (x.20), ,4 €3 e4 e3 €O €3 eLel €1€3 I d

Esta ecuación, incorporada a Ia expresión desarrollada de

e."l¡=g (Ec. VI .46), conduce a1 resul-tado:

1-€-rr

-a

t€o €o eL €1 .,1 a
I -- - + -- l--- +rl. a3 €2 €3 É2, c

t €O €O €1 €1 €O €3 €O€3 I a

, u4 €3 e4 e3 €1 e4 ele4 I d
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Finalrnente, un trataniento sinilar para €arl l¡=g (Ec.Vf .4g),conduce 
a

.r_¿,r,, 
o Ia expresión:

:_:e__i =[:e_rl+l_:e_:e €1 ra..," lr,=o 1.,'J " L;;-{-;-r.Jj-.
.f lg-lg-l-. ', ra T€n- L;, -;;-;;.;; J-:-. r;: ;: ;: . ;i I ;_ G.22)

fntroduciendo 1as Ecs. X.22, X.79, X.17 y X.16 en la Ec.X.Ls, ¿AO se reduce a:

aAo

La Ec. 3.42 pernite
unipolar Ia expresión:

Debido a

presenta en la

hallar para

gue el proceso de inducción
sección resultados.

- 
q' [r 1 1']1 r 1- ,- [t;- - ;;i; . [;

111- --l- *
.tJ b

¡ 1 111l-- - --l- *tu3 ,z) 
"

eI potencial

i--l - 1-r 1rL.o .r.J6ll

(x.23)

de reacción

1t q
- -- I ---I63' d

(x.24)

este se

.rR= [_] 1l s ¡1 1r q r1" - l:- - --l--- + l-- - --l-:- * l-: _'61 .0' a ,r, .fl b L;;
1r q r1-- l--- + l--
'2J " 

Lrn

es directo,
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APEIIDICE XI

RECT'PERACION DE LOA TERITINOA DE INTERACCION U¡IIPOLAR PARA IJA
ENERGIA LIBRE DE POTARIZACION Y EI, POTENCIAL DE REACCTON DE
sI sTE¡,f4s CON SI!ÍETRIA ESAEROIDAI,, /72,75,7A/.

A1 igual, que en eL caso esférico, es posibl-e descomponer ÁA

como una suma de contribuciones [An, debidas a los nultipolos
eJ-ipsoidales permanentes de orden n (Ec. 3.62). Con e1 término de

polarización unipolar AAo, y mediante Ia Ec. 2.8, es posible

obtener e1 término de orden cero al potencial de reacción en Ia

cavidad, o viceversa. Procederemos obteniendo prirneramente eI
térnino VR, y luego AAo.

1} IONE8 PROTATO E8FEROIDAI,ES:

1A) t ¡IA CAPA DIELECTRICA LOCAL (P=1) !

Evaluando en n:0 La Ec. VIII.3o, se obtiene:

1
vR : ---

€od

donde 1,.,
EcS. VIII.
obtiene :

15, e.'
2, Vfrr.

[roo{eu' ,tr.) + [ r *,00,.",o",i4i,]=f
"oo {.p,}5)] .

*lrnoroo 
(1¡) e6o (r¡) noo (1) Poo (p) (xr.1)

mediante las

8 a fV.11 se

y€b

22y
se definen, respectivamente,

VIII.18. Usando 1as Ecs. IV.
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vR = --q-
€od

f 1-t"'
L -;";

€a, In=o - ."[, + (1-e.) 1se1i!1{ 1'

Qoo {}"u) * 1::l Ooo r,rol ]n=o €b

l1ega a:

r l-€b e6o {}5) 1I 1+ ---- . ------- |L .o eoo {,\") l

XI.4 en la Ec. xI.2 y

(xr.2)

(xr.3)

(xr.4)

donde q es 1a carga neta de }a distribución. Evaluando en n=0 La

Ec. VIII .22t se logra:

y usando Ia Ec,fv.l-1 se

-a

Insertando l-a Ec.

-'l-¿ -| -.a l

L..ln=0 'a

vR = --q- [ 1-3 eoo{a..) .,. 1::l ooor.e.ol'l
6Od . €a €a€b r

l'"ti:---i I . [ ]; r; l'"tt --i ll
(xr.6)

reagrupando, da:

(xr.5)

fntroduciendo las formas expllcitas de €a y e5 junto a Ias

U" Ooo ()) produce:

- q rl- 1 1
vK = -- lll --- - --

2d ..L €1 .;

expresión que junto a 1a Ec. 3.63, permiten halIar:
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AAo = 1'_

4d

18) DoE CAPA8 DIELECTRICAA IJOCAIJES (P=2) !

Evaluando vR desde }a Ec. 7x.42, se Llega a:

[ ], j; l'"[i---i ] . ti; -i; J'"[::-] iff
(xr.7)

l-€-rl

con 6^r v 6\̂;

Evaluando Ia

ct

respectivamente.

:elgsl
eoo {}^)

ooo tI5)

;;'ii";

t. =;l; Iros{e.",\) + roo(e5',}5) + roo{e",,1s) ] (xr'8)

siendo q Ia cargia neta de la distribución, y donde las funciones

€arr, €5r y 6c se definen, respectivamente, por Ias Ecs. Ix.36,

1X.27 y IX.23. De acuerdo a 1a Ec. IV.11, Ia Ec. XI-8 se

transforma en:

o . 1-6-rl
vR=-i-l---3-

.od L €""
,.., 1-. b '

ao" (1a) * -:-;-
n=0

ooo {16)
n=0

te

'a
[ 1-€a't I 1::e ] f 1_:9 I

..,=o 
= L ;;-l 

',.,=o*L 

-;"- I L -;.- I

dados por Ias Ecs. IX.34 y IX.23,

Ec. IX.34 en n=0, se logra:

[1-€. I [1-'. ll1_:!:l=l_:__l*l_-__|_____|
- ca .a JL .bt J lr=o

346

La Ec. IX.36 evaluada en n=0, permi construir:

* 1-lsooo,^",1
€c J

(xr.e)

(xr. r-0)

(xr . 11)

n=O



Evaluando Ia Ec. Ix.27 en n=0, obtenemos:

1-€b'

6bt
_t--L

n=O

1-€b I----l
"l)

la Ec.

- 'a I

----t
I

r 1-€b
+ I ----L.o

xI.12 en

lIT'] :e1&t
ooo tf,5)

(xr. r-2 )

(xr.13)

Introduciendo

1-€ ^ |
é, _t_L

n=0

La Ec,

1-€ ^ rl

'a

Ia Ec. xI .11 se llega

.I 1-€ -

"a

I T 1-€b 1 ooo {,15)
I I ---- I ------- .l

I L €b J ooo {ru)-a

r r-€" I t- l-€b I t- 1-€. ., Oo0 {a")
I -------L ." lL €b .l L €c J oootlu)

xI .13 inserta en la Ec. xI .10 produce:

T1-€"1 f 1-€a lT 1-€¡1060(1g)

n=o= L;=1. L-;" lL;l;;'il;.
1 ¡ t-e . I t l-€. -., Qoo [4")
.. L €a lL cc I ooo{4.)

(xr.14)

Las Ecs. xL14 y XI.12 reemplazadas en l-a Ec. XI'9 y

reordenando, producen:

Introduciendo explicitamente las razones e¿r €5 Y €q (Ec'

". = ;;;[[ 
tr;' 

1'.'01"a) 
+ t i;: ]oootr¡r 

. t ;;!" ]""i:111,
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IX.23) y OO0(il) (Ec. IV.9), se l"ogra 3

AAo se obtiene de 1a Ec. XI .16 y Ia Ec. 3.62 como:

q2
AAo = --

4d It €1 €o

l- TAa+11 Ttrnt ------ t+ IJ L¡"-rJ L

vR = -q- ¡¡t -1- - -1- 1r"¡h_i_1 I . i _1_ _ _1_ 11"[1!_]_1_l *
zdlrL €1 .ol L¡u-r.J L r, .rJ L7¡o-tJ

-i; - i; l'"t::-i i lI

t l; -i, 1,"[]" - i ll
2 ) IONES OBIJATO E§FEROIDAI.'ES:

Antes de plantear estas soluciones se debe recordar que,

sin considerar las definiciones de las variables en ambos

sistemas coordenados, Ias finj-cas d.j-ferencias existentes entre
ellos son e1 factor rnultiplicativo complejo i que permanece aI
final de los desarrollos matemáticos en sistemas con simetrla
oblata debido al uso de 1a expansión de Hobson /68/ | y e!
factor i que acornpaña a y que es e1 responsable de las
diferentes formas ¡natemáticas en 1as ecuaciones explicitas de l-os

lr"f b_l_1_l
J L¡o-rJ

(xr.16)

(xr.17)
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Qrrn {Ecs. IV.9 y fV.14). con esta consideración, es posible
concluir que 1os desarrollos expuestos en esta sección son

generaLes para ambas sinetrfas, nientras no se incluyan Ios
polinomios de lJegendre de segunda c1ase. En ese punto,
introduciremos Ia Ec. fV.14 y multipticaremos por i para obtener

las soluciones oblatas correspondientes a cada caso- procediendo

acorde a 10 expuesto, se logran los siguientes resultados:
2A) U I¡A CEPA DIELECTRICA IJOCAI':

q2
AAo = --

4d

'.:l;[[ _1_ _ _1_
€1 €o

I
I

L

_1_ _ _1_
é2 €r-

11-

J¿

I "'""o.n¡^l..1 ".ll

q2 n, 1 l- ''r r 1 1 'r

AAo = -l ll I --- - --- | arccots,l" + | --- - --- I arccotg\ +
4d u-L €1 €O , , €2 €1 ,

349

(xr.18)

¡1 1 1.l :- - -:- | ..""ots),51
t ,2 €1 '

28) DOS CAPAS DIEIJECTRICAE I]OCAIJES:

-L -Lt t

ll | --- - --- I arccots,\.
u-L €1 €o'

] u.""ots}. * [ ] arccots].o +

(xr.1e)

(xr.20)



r-1 1.
| -:- - -i- | "=""otsl¡l (xr.21)t t3 '2 

)
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APE¡IDICE XII

DESARROI.,LO DE ECUACIONEA DE BORN I.TODIFICADAS CON sI}IETRIA
BSFERICA PARA VERIACIONEA COITTI¡¡IIA8 DE LA PERI,Í ITIVIDAD
DIELECIIRICA.

En este Anexo se presenta eI desarrollo de EBM con si¡netrfa

esférica que consideren 1os FDNL por integración con 1a Ec.

3.75, de funciones €(r) continuas.

A) RESPUESTA L¡INEAI., DE € CON t I AO , AL I .

consideremos Ia respuesta l-ineaL dada por las Ecs. 3,112a y

3.112b (Fig.18), donde ro corresponde a1 radio de1 ión, r, es un

parámetro que define eI If¡nite de alcance de los FDNL y €B denota

1a constante dieléctrica macroscópica de1 solvente puro. El

inverso de esta función es:

En esta función, J-a pendiente a y eI intercepto b se han

redefinido corno:

€B - 1

€-1(r) = 1ar + b)-1

€-1(r) - .B-1

Diferenciando xrr.1a

11 - 1068
b=1+

11 -ro

ro<r<r 1

r1<r<@

(XIT.1a)

(xlr.1b)

(xrr. 2 )

y XII.1b con resPecto a r, se loqra:

de-11r¡ = - a (ar+b) -2dr r o<r<r 1 (xrr . 3 )
351



En La región 11< r <@ no se generan aportes debido a que

esta no presenta variaciones del inverso de e con Ia distancia.

Incorporando esta diferencial en la Ec. 3.75, se logra:

r.) -tg-a I dr
AA^=---l-------¿¡-o 

z ) t(ar+¡)l
ro

Usando Ia identidad inteqrral / 7O1- / '.

(xrr. 4 )

(xII. 5 )

(xrr. 6)

I dx 1¡ 1 1| __________ : _* I ______ _ _In
j x(b + ax)2 b Lb+ax b

l."lr
" l.i

y la Ec. XII.2, se Ilega a:

'1 'O- ---------*ln
'0'B

q2f €g-1 lf r1-ro
AA^ = - --r --------- rr --------------u 2 L tr- to.BlL 1e"-1)r - ro€B

11 - ro€B €B - 1 lf t:.

(;;-:-;;t; . ;;---;; ll',
Su evaluación posterior produce 1a siguiente EBM:

aAn = - :1¡ -=:1-- I ¡.,- 1- . -ls:ll-r"[ Il." 11 (xrr.7)
' 2 L roer-rt JL €B ro€B-r1 tt1 'rJ

B) BCITACION DE SATITRACIOD¡ rON DIPOLO lA4,A5l.
352



La ecuación de saturación ión di.polo se presenta en la Ec.

3.118. Su inverso es:

.-1(.) = es-lIr - alro/r)4J-1

con Ia siguiente definición:

u4 = o (ro/r) 4

es posibl-e obtener:

a=]--t/eB

Diferenciando Ia Ec. xII.8, obtenemos:

Esta expresión incorporada a la Ec, 3.75, da:

@

zqza f (.n/t) 6

AAo=---;--l------:-----;-;dr (xII.11)- totrB J ir - alro/rl")"
ro

Usando la sustitución:

(xII. 8 )

(xrr.e)

(xrr.r.0)

(xrr. r-2 )

(xrr.13)
zq2o-t¡+ i .a

A A^ = | ------;-:du" ro." 
,.r)t nlt - u+1¿
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La identidad integral lLoL/ z

I xlax xm-n+l b[ n-n+]-l ¡ xn-n ax

.li;;ñ;# = ;i;:;;;ili;;;;;Fi - ;L;:;;;;l.l (;;;;;t;

proporciona, con m=n=4, p=2 a=-1 y b=l-:

I u4 du 1 u 1f du
i ------:-: ---l (xrr.15)
J (r-.ra)2 3 (r--u4) 3J (r-u4)2

La expresión integral / Lo]-/ .

I xndx xm+1 n+n-np+1 [ xn dx
| -------- : (XII.16)
j laxn+u¡n bn(p-1) (axn+b¡P-1 bn(p-1) J (axn+¡)p-1

con m=0, n:4 , p--2, a=-1 y b=1, réd.ucé la inteqral de Ia dérecha

de la Ec. XII.16 a:

I du 1 u 3[ du
I --------- - -! - I

j tr-,ral2 a (r-u4¡ 4J 1-u4

(xrr.14)

(xrr. 17 )

La integral de fa derecha en la Ec. XIf.17 puede

descomponerse como:

I d" 1rl du I a, -l

l------=- | l------ + l------ |

Jr-,rn 2 L jr-u2 Jr*,rzl
(xrr.18)

Esta for:na permite una integración directa, obteniéndose
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las sigmientes expresiones equivalentes /fOL/.

du 1"
-----; = -. ll arcts 1u¡
l- -u+ 2u-

1
+ --- fn i:;lr (xrr. 1e )

(xrr.21)

(xrr. 2 0 )

Ahora recorrere¡tros e1 camino inverso, es decir
introducirernos sucesivamente Las ú1ti¡nas integrales en las
previas de manera de obtener una for¡na explfcita de 1a expresión

XII.13. Insertando Ia Ec. XII.20 en Ia XII.17 y el resultado en

XII.15, que a su vez, incorporado en XII.13 nos proporciona Ia

forma expLfcita buscada. Evaluando esta integral o sustituyendo

la Ec. xII .9 en eI resultado, se obtiene:

I du 1-
I --::-, = 1.lf arcts(u) + arcrsh(u) lJ t-rr* 2l-

o2 . r --i-/4- . L -7/4
aAo = - --j--l'- --l ll."lr- --l '

2ro€B L €B, lL L €8,

1- ¡ ]. 1L/4\- -arctsh I 1- -- I 11, 'L .l ll
la

1 - I -L/4
- -arcts I t- -- |

2 L .AJ

Existe la posibilidad de hallar expresiones al-ternatavas

siguiendo caminos de integración diferentes. Por ejemplo, usando

Ia siguiente serie de Tayl-or /l-0l-/.



1a
de

( 1-x¡ -1

integral de
acuerdo a:

=:xk
k=o

Ia derecha

l* l.r

en 1a Ec. XII.16 puede ser

(xrt.22)

expandida

Id"1
J ;-:-;¡ = ;

Compactando

,2kdo *

esta expres j,ón:

u2k+l-

q2

@f
r (-1)klk=o J

r; ILr=oj ,r2ka, 
] (xrr. 23 )

lduoI ------ - s
J l-lr4 k:o

k = O, 2, 4,....., @ (xtt.24)
2k+1

Una posibilidad de simplificación, consiste en redefinir el-

subindice k de l_a sumatoria como k=2i, lográndose:

Introduciendo Ia Ec. XIf.25 en l_a Ec. XÍ.I .L7, 1a expresión
resultante en XII.15, esta en XII.13 y evaluando entre los
lirnites correspondientes, se logra sustituyendo Ia Ec. XII.9 y

reordenando:

I a" "o u4j+1
| ------ = t
J r - rrn j:o 4j+r-

q2 r 1'r
aAo = - ---11- --l +

2ro' uB'

c) EcüAcIoN DE ¡IEDIO DIFUSO

11:1fell
4k+1

(xr1.25 )

(xrr.26)E
21068 k=1

1 42 ,441 .
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Su ¡oina matenática se proporciona en Ia Ec. 3.L2L. Después

de tomar su inverso y diferenciar con respecto a r, 1a Ec. 3.75

se transforma en 1a siguiente expresi6n integral:

tq2a
AAo = - ---;--

2ro'€B

1re/r)5

l1 - a qr ol r)3 )2
(xtÍ .27 )

(xrr.2e )

@

r
I

J
r^

donde a se ha definido igual que en 1a Ec. XII.9. Definiremos:

,.r = q1l31r0/r) (xII.28 )

Integrando por sustitución con esta definición lograrnos:

o
zr2 o-t ¡t f ,r3

AAo = i ------=-=a," 2roe" ,J" tr - ,r3 12
aLl J

Usando Ia identidad integral mostrada en Ia Ec. XII.14 con

n=n=3, p=2, a=-1 y b=l-, es factible reducir esta integral a:

¡ u3 au 1 ¡ u I du -l

l------- l----- l------: I (xII.30)
J tt-,r'l' 2 L 1-u3 jtr-"'lz I

Procediendo de manera si¡nilar para 1a integral de 1a

derecha en Ia Ec. XII.30, con Ia identidad XII.16 y usando m=0,

n=3, p=2, a=-1 y b=1, hallamos:
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I du 1-¡t---------=-l
I tr - ,r3 12 3 L

Esta forma puede

ufdu
+ 2 I ------1-u3 lr-,r'

(xrr.31)

ser integrada de manera exacta dando

/]-o:-/:

I d" 1fr ¡2u+11l-----: ll {3.arctsl ------ | + In
Jr - r' 3 lt L -vg J

^/3 r2(r-tl eil/3 + t¡ 1
---arctg | -------:-------- | + -In
3L-^/3J3

u-1
- -: -----:;:
(uz +u+ 1¡ r / z

(xrr. 3 2 )

siguiendo el camino inverso ( Introduciendo la Ec. xII.32 en

Ia Ec. XII.31, incorporando este resultado a Ia Ec. XII.3O; a su

vez, Ia úItima expresión obtenida se reemplaza en la Ec. xII.29f
evaluando 1a inteqral final y usando Ia Ec. xII.9 en el
resultado), encontramos Ia nueva EBM:

2ro IJ
[.str-rl.rl1/3 +

------1I11:e1111-:-l-------- | r
i;--;-/;;;r7 r ; i ; : ; 7; ;, 7 , ; ; ; 1 7, 

I 
ll

(xrr.33)

Una ruta alternativa de integración considera que, como

0<u<1, es permisible usar 1a expansj.ón en series de Taylor de 1a

Ec. XII .22, con 10 que Ia integral de Ia derecha en XII.3I- se

transforma en:

q2 r:-t/ er¡-L/3
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(xrr . 34 )
3k+1

Nuevamente, siguiendo e1 camino inverso (introduciendo Ia

Ec. XII.34 en Ia Ec. XII.31, e1 resultado en l-a Ec. XII.3O y Ia
últi¡na expresión en Ia Ec. xII.29), es posible evaluar AAO.

Considerando La Ec. XTI.9, esta soLución puede expresarse cono:

lduof
I-----: = ¡ | u3kau
J 1- rr' k=o J

q2 rr 1¡ 1 .o (1 - L/€p)kr
AAo = - --- llr - --l - -- t --------:--l

2rO .. .8, €B k=1 3k + 1 .l

u3k+1oo

k=0

D) ECUACTON DE lfEDrO DENAO /{2,4{/:
Su forna mate¡nática se presenta en 1a Ec.

sinplicidad en el desarrollo definire¡nos o según:

¿ : ( er-l) 1er+r¡-1

2ro L+za. [1 - plro/r)"J-

En esta ecuación se ha usado la definición:

p : 2a ( 1+2o) '

Tomando eI inverso de Ia Ec. 3.124, diferencj-ando con

respecto a r, y con algo de trabajo algebraico se Logra Ia
siguiente identidad diferencial:

de-11r¡
9p ¡ro/r)4

dr

(xrr.35)

3.124. Por

(xrI.36)

(xrr.37)

(xrr. 38 )
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La Ec. XII.37, inserta en 1a Ec. da Ia siguiente

forma:

Aeo =
(ro/r) s

t1 - p lro/r) 312

Integrando por sustitución con la definición:

gqz
AAo = ---'

4ro

0

I ,r3
| --------- du

,l¡51 
- "3:2

(xrr.39)

(xrr.40)

(xrr.4r.)

@

I

j
ro

dr

t: rt / 31r0lr)

Ia Ec. Xf1.39 se reduce a:

,,-L / 3

1+2a

Esta integral fue resuelta en e1 desarrollo anterior

mediante dos carninos diferentes (Ecs. XII.30, XII.3l-, XII.32 y

XII.34). Usando aqui esos resultados, evaluando 1a integral entre

1os lí¡nites correspondientes y considerando las formas explicj.tas

de o (Ec. XII.36) y p (Ec. XII.38), podernos presentar 1as

siguientes formas equivalentes de esta nueva EBM:

_2

aAo = - -"--fqrlrl [t
4ro t L

1 ---1/3 r €- - - 3¿-
_ __| t__:_ilI ___f 1t1- ;Jl L.;;' [;;;t (2/3) (L-7/ €3) ]t/" 'l
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1
-In
3

./3 PtG/3) (t-7/eB) i1l3 * h
---af C-r..![ ¡ ------------ t -r-

3L-v3J

{(z/3) (1-1l€B) }t/z - 1 ll
- -- --;;; - --

ItG/3)(1-rl€B) 12/3*IG/3) (t-L/B)i1l3*111/2lll \¡*r'=¿/

¡q2 r T €B+2 .t o {(z/31 1r - 1/eg) }k1AAo=---- lr- l--:--- | : ------ .-------:--- | 1xn.+:¡4rO. L 368 rk=o 3k+1 J

E) ECUACION DE SATURACION EXPONENCIAL INVERSA /43l:
Su forma explfcita se da en l-a Ec. 3.116, Diferenciando su

inverso con respecto a r e introduciendo de-1 en función de dr en

la Ec. 3.75, se obtiene Ia siguiente forma integral de esta EBM:

aAo = :1e.lTe
2 éB

ñ)-q- In€E IAAo=- ---: I2 ,B J
ro

Su integración

o2.
aAo=--j-1,

2.0 '

e ( ln€B) rolr
-----;----- dr

t'

, . (1neg) w ¿*
-1

es directa /tOLl .

11 .',-------l,I
lneu e"Ine" r

J b.t

@

I'
I

I
ro

(xrr.44 )

(xrr.45)

(xrr. 46 )

Con l-a sustitución w=r ', toma Ia forma:

El resultado final es:



Esta EBI{ es Ia ecuación de Lbe /47t36/ guien la dedujo con

un procedimiento bastante nás cornplicado /82,83/, mostrando 1as

ventajas comparativas de nuestra netodologfa.

NOTA:

En este Anexo se han presentado sólo aquellas rutas de

integración más directas y que conducen a las expresiones más

sinples. Sin embargo, en general, existen alternativas diferentes
que cambian las fornas ¡natemáticas del resultado como es el- caso

de 1a Ec. XII.18 donde, de acuerdo a l-as Ecs. XII.19 y XII.2o, es

posible reemplazar eI tér¡nino hiperbólico por uno logaritmico
equivalente. La verificación de aquellos resul-tados que no

involucran series de Taylor se ha realizado derivando 1a

expresión previa a 1a evaluación, recuperándose 1a integral
inicial.

La rnultiplicidad de resultados es particularmente cierta

cuando se expande en series de Taylor. Sin embargo, redefiniendo

apropiadamente 1os indices de 1as su¡natorias, es pos j.b1e

demostrar su equivalencia sugiriendonos una correcta integración.
AI respecto, só)-o se tra presentado Ia serie más simple y que

permita visuaLizar nás rápidarrente su relación con la EB (por

ejenplo, ver Los términos k=o de las Ecs. xII.26 y XII.35).

Adicionalmente, dado que se ha demostrado sin lugar a dudas gue
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las soluciones exactas (por ejenplo un logaritmo) son correctas,

estas se han expandido usando series de Taylor adecuadas,

recuperándose alguna de las series obtenidas por otro camino de

integrac ión.
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APETTDICE XIII

DEAARROIJI,'O DE EC¡'ACIOI¡EA DE BOR¡¡ ITODIPIqIDAA CON AIIiETRIA PROIJAIEO
ESFEROID}I¡ PARE VARIACIONES COI¡TINSAS DE I,} PERI,ÍITIVIDAD
DIEIJECTRICA.

En este Anexo se presenta eI desarrollo de EBM con simetrfa
prolato esferoidal, EBI{PE, usando Ia Ec. 3.94. Esta expresión

constituye una nueva metodol-ogfa para su obtención, y reguiere eI

conocimiento de funciones explfcitas de e con el acerca¡niento aI

ión. oe acuerdo a lo expuesto en 1a sección 25, consideraremos

lfci.to eI obtenerl-as a partir de las e (r) existentes cambiando r
por ),. lplicaremos este procedirniento a cuatro expresiones

radiales bien comportadas (ver Ia sección 25) que intentan

describir de modo aproximado los FDNL en las cercanlas de l-os

iones .

A) EBITPE DA AAT¡'RACIOD¡ EXPOITENCIAIJ INVERSA:

La función de Block y Wa1ker /431, tradíf icada para

incorporar anisotropfa esferoidal (ver Ia sección 25), se muestra

en la Ec. 3.12'7. En esta ecuación, 68 representa la constante

dieléctrica de1 solvente puro y }'O 1a superficie que descr.ibe

los l-lmites del ión de carga neta q, Diferenciando eI inverso de

€ ( 1) con respecto a Ia variable a , se obti,ene Ia relación

dif erencial:

In€-
ae-1(1) = ---: " 

( lnes)Is/Iao (xrrr.1)
^2
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La Ec. XIII.1, inserta en la Ec. 3.94, nos proporciona Ia
siguiente forma integral de esta EBMPE:

(f)

92X6rr,." @ 1 ¡e(lnea)ítoll'
AAo = , ----- i ----::::--- di (xIir.2)- 2d €B t=0 2t+1 

^ 
J ^ a¿ "--,

^ =ro

Iniciaremos Ia integración por sustitución definiendo:

w = (J_nes)'tro/} (xrrr.3)

Definire¡nos esta integtral como:

u = frr.*t.rou,
J

Procederemos a 1a reducción de la Ec. XIII.5 integrando por

partes según:

rr
I uv' = uv - | u'v (XIII.6)ttJJ

q2 o (1,,.,,1ne¡)-2t-1 ? ,+rr r.,
AAo = -j-- ¡ i-Y---:------ I w2t+leh'dü¡ (xTIr.4)

2de" t=o 2t'+J_ 
rl.u

(xrrr. 5 )

con 10 cual Ia Ec. XIII.2 se transforma en:
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Definiendo :

¡ = *2t+1 u,= (zt+1¡¡^r2t (XrII.Z)

v = eu v, = ew (xrrr.g)

encontranos:

v = hr2t+1ev¡ - (2t+r,) | r,rzt"r¿,' -, j (xrrr. s)

Identificando los v como en 1a Ec. XfII.8 y los u como:

¡¡ = ,2t qr = 2¡r2t-, ,xrrr.l-o)
e integrando por partes obtene¡nos:

y = ,2t+1"w - lzt*r¡,u2tew + ¡zt+t¡ 1zt¡ | w2t-1ewar^, (xrrr.11)
J

Una nueva reducción de Ia potencia de ,2t-1 integrando por
partes , conduce a:y = ,2t+1"w - (2t+r¡¡,2tew + ¡zt+t¡ (2t)w2t-ler,r _

t'(2t+l) (2t) (2r-1) | r¡2t-2ewd!,¡._ _ _, j .. E \¿w (xrrr. 12 )

Usando factor.iales, 1a Ec. xIfI.12 puede conprimirse a:

v = i::l1l:,2t+1.y - l3llli:,rt", * j3ll1ll,r.-,.", 
_(2t+1) ! (2t) ! (2t_1) !
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(2t+1) ! f
_______ I !r2t-2 

"wd*( 2r-2 ) rJ
(xrrr. 13 )

Continuando Ia integración por partes hasta anular la
potencia t de Ia integrat, obtenemos:

(2t+1) ! (2t+1) ! (2t+1) !y = -_-_--- w2t+l-ew _ _____:_ hr2tew + :____:_ \^¡2t-1ehr _
(2t+1) ! (2r) ! (2r-1) !

( 2r+1) ! (2t+1) !
.a _____l_ ,1ew _ i____l_ *o"w (xrrr.14)

1! 0!

Expresando V como una sunatoria, podemos reducirl-a a 1a

siguiente forna compacta:

z|L+t ( 2t+1) !
V=ew I 1-1¡k+r1------

k=0 k!
(xrrr.15)

La introducción de este resultado en l"a Ec. xIII.5,
expresión que a su vez, se incorpora en Ia Ec. XIII.4, permite

eval-uar J.a integral requerida. Retornando a las variables
originales con La Ec. XIII.3, La EIIBPE encontrada es /72,73/r

q2 o (2t) ! r 1 2t+l- (-r¡ k+r 
,_l

AAn=--- E ---------::-- i --- x (Ineo)^i (xrrr.16)
2d t=o (}o1n€B) 2t+11 €B k=o k! r" J
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B) EBIIPE DE AETI'RACION ION DIPOI,O!

La ecuación de saturación ión dipolo l8lt82/ ex¡rresada con

sinetrla esferoidal se presenta en Ia Ec. 3.130.

Usando Ia definición:
o=1-1leB (xrrr.17)

y derivando e1 inverso con respecto a 1,, resultado que se

introduce en Ia Ec. 3.94, proporciona:

zq2', o fn-2t-1 T tful^., "*uAAn = X -:----- I -----:------;-: d¡ (xIIr.18)- .1.6a." t=o 2t+1 J tr - a(}'o/L)")'
0

Es conveniente definir 1a nueva variable w como:

u¡ = q!/4(Ao/.1¡) (xrrr.1e)

La sustitución de XIII.19 en XIfI .18 produce:

o
zq2 * z¡,^ -2t-1o- (L / 2) (zlc+L) ¡" r,f2t + 4

AAn = --- ¡ -r------- I ------;-: d, (xrrr.2o)- de" r=o 2r+1 
oI¡f,L 

- *").

Util-izando la identidad integraL de Ia Ec. xII.14 con

m=2t+4, t=4, p=2, a=-1 y b=1, Ia integral de1 la Ee. XIII.20
puede ser expresada como:
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y b=1

logra

Observando en Ia Ec. XIII . 19 que o<r,i¡< 1 '
expansión en serie de Taylor de Ia Ec. Xff .22

Ec. XIII .22. E,si-e procedirniento conduce a:

w4k+2 t+ 1

_-2t+L

(2t-3) (1 - w4)

Ahora r usand.o Ia identidad

para Ia integral de Ia

XII .16 con m=2t, n=4, p=2, a=-1

derecha en Ia Ec. xfIr.21, se

(xrrI.22 )

se concluye que la

es aplicable a 1a

Id,¿ L-i-¿+ d$l

a---;{,
+ ----

2L-3

ao

,4k+2t6,¿ = :
k=0

w' "dw

ü---;-;,

4k+2t+ 1

(xrrr. 21)

(xrrr . 23 )

(xrrr. 24 )

l

I w2t.a*

.l ;-r-;¡ 
= ;t

k=o J

Siguiendo el camino de integración inverso (Ec. XIII.23 en

fa Ec. xalÍ.22; eI resultado en Ia Ec. XIII.21 y a su vez, esta

solución en la Ec. xIII.2o) es posible integrar AAo. La

introducción de la definición xIIr.17, proporciona finalmente La

siguiente nueva EBMPE:

q2 o ¡-2t-r,AAn=---'E -------i1- 2d t=0 2t+1 L

1r-r/ es) k1
___------t
4k+2r+1 .l

@

,
k=0
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c) EBl.tPE DE IIEDIO DIEusos

La ecuación de ¡nedio difuso 142,44/ con sinetrla esferoidal
se muestra en La Ec. 3.132. con 1a finalidad de simp]-if icar 1as

expresiones que aparecen en e1 presente desarrollo, adoptaremos

Ia definición de o dada en la Ec. XIII .17. Con esta definición, y

l-a ecuación de medio difuso, se deriva la siguiente relación
dif erencial:

3a
ae-1N)

lots
(\o/5)4

[1 - o (io/)-)312
(xrrr. 25 )

(xrrr .2 6 )

(xrrr.27 )

d¡,

Introduciendo 1a Ec. XIII.25 en Ia Ec. 3.94, eL problema se

traduce en la siguiente integración:

3q2a @ ?)vo-2t-2 [ (aolr") 2t+5d¡
Aán = E ------- r ----------;--- v 2de" t=o 2t+1 _ J^tr-"(l.o/^)312

"L 
=¡t

Integraremos por sustitución definiendo:

u¡ = q!/3 (1.0/).)

Dicha sustitución perrnite expresar XIII.26 de acuerdo a:

o
tqz o ?uo-2t-1o- (L/3) (2t+1) | wzt+s

AAo = ---- E --------- | ------;-: dw (XIII.28)- 2d€B t=o 2r+1 
orl, t, 

- w, l,

Las integrales de la derecha en Ia Ec. XIII.28 pueden ser
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tratadas utilizando Ia identidad integral de Ia Ec. XII.I-6 con

m=2t+3, ñ=3, p=2, a=-1 y b=1. Se encuentra:

v¡2t+ 3

AnáIogamentef tratando 1a integral de Ia derecha en Ia Ec.

XIII.29 con l-a identidad de ta Ec. XII.14 y con n=2t+3, n=3, p=1,

a=-1 y b:1, se obtiene:

1Fa*=- 
|

3L

!¡2t+4
-----; - (2t+1)
1-lrr'

--2t¡-+3l----- u,o 
'l

t-*3 l
(xrrr.29)

(xrrr. 31)

(xrrr. 3 2 )

[r - *3]2

VJ¿ L r- J d\^J

l- -w3
¡ w2t. aw

+ l------
lr-r'2t+1

AI igual que en eI caso anterior, Ia
Ec. XfII.30 puede expandirse en términos

dada por La Ec. Xfl .23, lográndose:

(xrrr.30)

segunda integral de Ia

de Ia serie de Taylor

lwI ----dw =
J 1-w'

oi
:l

k=o j
ao

w2t+3kd¡¡¡ = :
rd2 t+3k+1

2t+3k+L

E1 camino inverso pasa por las ecuacj-ones XIII.3l-, xfIf.30,

XIII.29 y xI1I.28, a1 final deI cual podemos evaluar para luego

eLi¡ninar c con Ia Ec. XIII.17. EI resultado final es:

q2 o ¡o-2t-rt ------- t'
1r - :./ es) k1

--;;;;;;;-lAAo
2d t=0 2t+t

_ 13::11
€B

@

:
k:0



D) EBUPE DE ttEDIO DENSO:

Esta ecuacj.6n /42,44/ con simetrla esferoidaf se presenta

en Ia Ec. 3.134. con la finalidad de simplificar fas ecuacíones

en esta derivación, adoptarernos 1as convenciones de las Ecs.

XII.36 y XII.38 para a y tt, respectivamente, Estas, junto a l-a

Ec. 3.134, por sustitución y diferenciación generan:

9tt (^o^)4
ae-1 (}) : d ),, (xrrr.33)

2?'o L+2d tr - p(,10/I) 3l2

Esta igiualdad, introducida en 1a 8c.3.94, LJ-eva a 1a

siguiente EBMPE én su forma inteqral:

gq2 /, o 1,0-2|--z
AAo = E -------

4d 1+20 t:0 2t+1

(4^/N) 2t+5
----:--------- dl,
f.t - p(?uo/fu)3)z

co

(xrrr. 34 )

(xrrr.35)

0

Es conveniente integrar esta ecuación usando e1 nétodo de

sustitución, def iniendo :

AAo=9

w = ¡1L/3 (10/N)

Este método conduce a:

q2 p-t/3 I )o-zt-r
t:0 2t-+!

o
¡ ,2t+3

,,-(1/3) (2t+1) | _____.P | ^-:dw (XIII.36)
-J^[1-oo']'

!!/ s

'1. 1 )

4d 1+20



La integral que aparece en La Ec. XIII.36 ya fue resuel-ta

en eI desarrollo del sistena esferoidal de medio difuso (ver Ec.

XIII.28). Entonces, usando las Ecs. XIII.31, XIII.30 y XLII .29,
se frace posible lograr una forma explfcita para la Ec. XIII-36.
Evaluando esta integral entre los lÍmites correspondientes, y

usando Ias definiciones de l-as Ecs. XII.36 y XII.38, se obti.ene

Ia nueva EBMPE:

aAo : - ;::.!^h;llrl[,-,,..,r f-le1t-1_; 
1131111]-:-1f4ii

4d t=0 2t+1 L L 3€B .lk=o 3k + 2t + L

(xrrr.36)
I{OTA:

En 1a presentb sección mantienen su validez 1as

observacj-ones hechas en el caso esférico. Adicionalmente, es

interesante destacar que los términos t=0 de todas Ias EBI{PE

tratadas acá, se reducen a1 casó esférico respectivo.
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APEITDICE XTV

OBTEI¡CION DE I,O8 TERüINOS DE INTER,ACCIO}¡ DIPOIJEB PARA LOA CASOS
EAFERICOs.

En eL presente anexo se muestra eI procedimiento de

recuperación de l-as contribuciones dipolares a Ia energia de

interacción AA1, para 1os casos esféricos. Esta contribución aI
potencial de reacción en 1a cavidad se obtiene directa¡nente

usando AA1 y la Ec. 2.8.

En Ios desarrollos que siguen, se usarán las notaciones
dadas en los apéndices correspondientes a 1a resolución de Ia
ecuación de Laplace. Además, para sirnplif icar Ia notación,
cualquier pará¡netro que dependa de n se subentenderá evaluado en

n=1.

A) I,NA CAPA DIELECTRICA LOCAI, (P=1):

EI caso general de una distribución de cargas discreta no

pofarizabLe en una cavidad esférica rodeada de una reqión IocaI

inserta en un dieléctrico infinito, fue tratado por Beveridge y

Schnuell-e /37/. Sin embargo¡ en su trabajo no recuperaron Ia

contribución que acá nos interesa, notivo por el- cual será

desarrol lada .

El térnino n=0 de Ia expresión correspondiente para AA,es:

1-€^ |
cl

,..;;;

L 1-€b ¡ L-e"r1 1 1. -- + -----t1 - ------t---l
a3 zeg+t L ze"'+1J 53J
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€o

(xrv.1)



r z (1_6a) (1_€b)
_t.'a - "u L'' ---;;; ;-;---'

que, a su vez, permite obtener:

donde las expresiones para €arr €g

expresiones 2.43 y 2.44. En la Ec.

magnitud de1 vector momento dipolar
distribución.

Evaluando aa t

y e" están dadas por 1as

XIv.1, p representa 1a

total o permanente de la

(xrv.2)

(xrv. 3 )

(xrv.4)

en n=1

2 (1-€a) ( 1-€b) a3

en l-a Ec. xfv.1

+ 1eo-e1) (€1+2€2)b3

, encontramos:

a3-, -l-
__t.,1
b'-l

da:

a"r. = [

y considerando explfcitamente €¿ y €5:

2 6at+1 (2€a+1) (2€b+1)b3 +

Introduciendo Ia Ec, XIV.5

^ i _ f (2ro*rt¡ 1er-er)a3
¿-\ A1 - L ;;.-:.-;;--_.-;^tz 1eo-e1) 1er-e, )a3 + (eO+2e1) (er+2e2)b3
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(€a+2) (r.-€b¡a3 + 1r-eu) (1+26b)b3

2(1-€a) (r-e¡)a3 + (1+2€a) (r+2éb)b ,]

(xrv.5)

y reordenando,

(xrv.6)

(xrv.7)

p2';;J

', tt2t.----t^J e oa"



Esta expresión puede ser fácilmente verificada tomando 1os

casos linites en los cuales dos dieléctricos vecinos se igualan
en sus propiedades dietéctricas, situación en Ia que se recupera

eI Campo de Reacción de Onsager (Ec. 2.27') /5/.
B) DOs CAPA§ DIELECTRICAS TJoCAI,ES (P=2):

Considerando únicamente e1 término de interacción dipolar
en la expresión dada por La Ec. v.35, obtenemos:

1 1-€b r ¡ J.-€."1 1. -- + 11 - ------ t--- +
a3 2€br+1 L 26"t'a1J 53

1-.bt .l ¡ 1-e"rr 1 1 11 - ----- tt I - _____ t_--¡t- rr- ,a1J 
"rlJ

2€br+1J, 2ru'
t
L

con €ar¡, €bl

V.22 y V.19.

construir l-as

-a

é,

1-€ - rl

a;;;
1-t" I r
;;";,1 L

v1
6o

(xrv.8)

Ecs. V.29,

es pos ible

y e" definidas respectivamente, por Ias

Considerando €arr evaluada en n=1,

siguientes expresiones:

€a€at (2€bt +1) (2€c+1-) c3

6eur egr 1r-eu) 1r-e")a5
(xrv.9)

.,--a

+ €a(2€b'+1) (26c+1) c3

6e-re5r ( l--€ a) (1-€c) a3+eu (1-eu' ) (2€b'+1) (26c+l-) c3

6e.te5t(1-€a) (1-€c)a3 + e.(2eg'+1) (2€c+l-) c3
(xrv.10)

! 3 I r{l I 13 I 1 I : :¿i 1l e i 3 I : ll 1 i I 3 1{11 I !',- is:1: 1
6€ar€br (1-€a) (1-€c)a3 + e.(2e¡r+1) (2€c+1)c3

(xrv.11)
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1-E ll

2 €arr+1

Introduciendo ]as Ecs. XfV.12 y XIV.13
reordenando, se

_!lglj{11:::ijI:I]_l_le1'-..' ) ( 2 eo, +1 (2 e"+1) c3
6e. I e5r tr-..i 1i-..;;f-;;;;;;;;;;E;;;ii|r;;;;;,

(xrv.12)

(xrv.13)

en Ia Ec. XfV.B y

obti-ene:

"3 /t3

2ec)c(1+

ll[...'.o,
..2

"u p
-l --j .o

func i ónsi
logra:

tb t

en la Ec. V.22 se evalúa Ia

1-eO I =

2 ( 1-€b) ( 1-e.) b3 + ( 2 €c+1) c3

€b I en

(xrv.15)

(xrv. 16 )

(xrv. 17 )

377

Ar = {[ ,..'€bt(2+€a) (1-€c) + €a(1-€ar) (1+2€br¡ 1t+zu"¡"3/a3

3sa€ar 1r-e5') qr+ze.) 1r-eu) 1t-e 
") 

a3

6a(1+2€a'¡ 1t+ze¡') (xfv.l-4)

n=1, se

2(L-e5) 1r-e.)b3 + (l--e 5) (26c+1)c3

2 (1-eg) (1-€c) b3 +(2€c+1)c3

2 ( 1-e5) (1-e.)b3 + ( 2 eb+1) ( 2 €c+1) c3l-+2 6b I =

1-- ll
- * 'a
-t - ----- =

2€ ^tt+l



Procediendo para €ar (Ec. .29), anál-ogamente a €bt, da:

€a(2€b'+1)b3
'a

( 1-e5t )a3 + 12eo'+r¡b3
(xrv.1,8)

2 ( 1-€a) ( t-e5' ) a3 + (1-€a) ( 2 eg'+1) b3
1-e - | = (xrv.1e)

2 ( 1-€a) 11-e¡, ) a3

2 (1-€a) (1-e¡') a3 +

+ (2e5t+1)b3

(2€a+1) ( 2 e¡'+t) b3
l-+2€ar =

2 (1-€a) (1-€br)a3 + (26b'+1)c3
(xrv.20)

Introduciendo fas Ecs.

XIV.14 y reordenando

Introduciendo l-as Ecs.

xrv. 21,

AAr = tI r.o,(2+€a) (1-€b)b3 + z(1-€a) (1-€b,¡ 1r*2."¡"3

(1-€a) (2€b'+1) (2€c+1)53.3¡¿3 + 3€a(1-€br ) (L+2€c)

[oeo,{r-eu) 1r-e"¡a3b3 + 2 (1-€a) (1-ept) (2€c+1).3"3 +

p,2

)--

XIV.18, XIV.19 y XIV.20 en Ia Ec.

se 11ega a1 resuLtado:

(1+2€a) (1,+2€b' ) ( 1+2 €c) (xrv.21)

.r],

o'"'I

xIV.15, XIV.16 y XIV.17 en 1a Ec.

se loqra:

AAr = tI tz*..1 (2+€b) (1-€c) a3b3 + 2(1-€a) (1-6b) (1-€c)b6 +
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(2+6a) (1-€b) (2€c+1)a3c3 + (1-ea) (1+2e5) (1+2€c) b3c3l /

2 (2 é a+r) ( r-ep) ( 1-e") b6

Finalmente, en Ia Ec.

eonstantes dieLéctricas

AAr :

1as

1o

[zfr-eut (2+€b) (1-€c¡a3b3 + 2(1-€a) (1-e5) (2€c+1)a3c3 +

..2
+ (1+2€a) 1r+ze5) 1r+ze") 13"31 it- .

' € oa"

(xrv.22 )

XfY. 22 introducimos explfcitamente

relativas €a, €b y 6c (Ec. V.19) con

que se obtiene:

Itlf {zeo+er) (2eL+e2) qer-e 1.3b3+2 (e o-e1) (er-e) (er-e.)b6+

(2€o+€1) ¡er-e) (€2+2ei.3"3 + (€o-61) (er+2e2)

-et) (2€!+e2) (€.2-€il.3b3 + z 1eo-e1) 1er-e) (er+2e3)"3.3 *

2(eo+2er)1 er-e2) 1er-er)b6 + (€o+2€1) (eL+ze2) (ez+ze3)'"'l ,lj 
".

(xrv.23)

Es posibl-e verificar gue cualguier fusión de dieléctricos
vecinos reduce esta expresión a1 caso inferior (Ec. XfV.7).

C) TRES CAPAS DIELECTRICAS I.,OCAIJE§ (P=3):

Evaluando para n=1 la Ec. vI .55, esta toma Ia forma:
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. .'11
(e j+2 € 1) b'c' ll /
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If 1-€at, 1 1-€Ért ¡ 1-eu,¡r'-' 1
AAr = ll ----=- . -; * ----:-lr - ----:- l--: +- lL 2€rn+1 ar 2€ü'+l- L 2€rn+1J br

T 1-.3 I f 1-.¡" ''l f 1-E rr' - 1

| ---- tt 1 - ----- t, t - ---3- l-l- *
L Z.t*rJ L z.É,'*:..1 L 2e;rr+1J 

"3

T1-€dlT 1-."t .lT 1-€b,t I T 1-€a,tt I1T lr2
I ---- tt 1- 1- 1- t--- --L Z.d+rl L 25"r.'-1J L 2e'ir+1J l- 2..,"a1J ¿3JI 6o

(xrv. 24 )

Las funciones 6arrt, €att, €a,, 6btt, €br, €cr, €ut €6r eg y €¿r se

definen, respectivamente, por 1as Ecs. VI .48, vT.46, YL.44,

vI .37, VI .35, \'If .29 y VI.25.

Pri¡neramente evaluaremos estas funciones y Ias
combinaciones de interés para n=1. ElIo producé:

6^€art (2ebrt+1) (2€c' +1) (2e¿+1) d3
r rr : 1----------o 18€."ub"u"'(1-€a) (1-€d1 a3 + e"(2€b'r+L) (2€c'+1) (2€d+t)d3

(xrv.25)

13reli{!s111-jellIgi:l:cg:::1113:{11l131sll1l13:el1I:1
18€art €brt €c r (1-€a) ( 1-€d¡ a3+e. 12 e5"+1) (2€c I +1) (ze¿+:-) d3

(xrv.26)
1_!-)8 trt :

18€arr6btr€cr (1-6a) (1-€d¡a3 + eu(1-€a't) (2€brr+l-) (26ct+1) (zeu+r)d3

18€arr sbrt €c I ( 1-eu) ( 1-e6) a3 +reu {zebrt+1) (26c' +r) {2.a*1)1ilv. 
zz I



_1_:{: =
2€arr r+1

lllelldlgl1Tel11-:ef l:cf :::1i13:{llI3:g111lIel1l!1
18€ar¡ €brr €c I ( 1-€a) ( 1-€d¡ a3+eu ( 2 e."+1) ( 2 €b'!+1) ( 2€c' +1) (z e¿+1) d3

( xrv. 28 )

a€a 
I (2€brr+1) (2e" t+1) c3

€a. - ----- -----;----- ------; (Xiv.29)
6€ar€brr(1-€a) (1-Écr) a' + €a(2€brr+L) (2€cr+1) cJ

6€ar€b" ( 1-€a) ( 1-€c '¡ a3+e" (1-€a') (2€brr+1) ( 2 e"r+1) c3
* -a

6€at€btr (1-€a) (1-€cr¡a3 + eu(2eo"+1¡ 12e"'+1¡c3

(xrv.3o)

6€ar €brr ( 1-€a) (1-€c')a3+eu(2€ar+l-) (2€btr+1) (2€ct+1)c3

6€ar6brr(1-€a) (1-€ct¡a3 + €a(2€brr+1) (2€cr+1) c3

(xrv.31)

-------1e13:!l::t1-;i;:;Ji;:;;il;5-;-i;;;;il;r (xrv.32)

(xrv.34)

2 (l--€a) (1--e 5t') a3 + 11-e.) (2€b"+l-)b3
(xIV.33)

é.

l+2e-t :
ct

z 1r-eu) ( 1-€b,') a3

2 ( 1-€a) (1-e5[)a3 +

+ (2eOrr+1)b3

(2€a+1) (2egrt+t) b3

2 ( 1-€a) (1-e5")a3 + (2€b"+1)b3
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€b" =

1- ubtt

€5ég' (2e"' +1) (2€d+1) d3

6€br€cr (1-€b) ( 1-6d¡ b3 + eo(zec I +1) (2€d+1)d3
(xrv.35)

: !lplls-11::!11=ei:1-:-:{:::rll (2€ct+1) ( Z eU+:. ) d3

5€bt€cr (1-€b) (1-€d)b3 + .O{2e 
"'+:.) 

(2eU+r)d3
(xrv. 3 6 )

!l{lsl11:l!111-:sI1}f 3lt1I3:slt1lt3:et1il
66br €cr (1-€b) (1-€d¡b3 + eo(zec'+1) (2€d+1)d3

1+2 6 bir =

€b t =

(2€d+1) d3

(xrv.37)

(xrv.38)

(xTv.3e)

(xrv.40)

(xrv.4l_)

(xfv .42)

(xrv.43)

2(1-€c) 1r-e¿)c3 + (1-€c) (2eu+t)d3
'-"c" z(1-€c) (1-€d¡c3 + lzeu+r¡a3

1i1::sll1::ef 1-l-11et1li1et13l------;-
2 ( 1-€c) ( 1-€d) c',

3a2
+ 1z e.+r ) d3

€b(2€c'+1)c3

(2€c'+1) 
"3 + 2 (1-e5) (1-e"')b3



Introduciendo Ia Ec. XIv.28 en la Ec. XIV.24 y reordenando

se obtiene:

AAr={[9eut'eO,,e.,(2+6a) (1-€d)+€a(1-€a't) (2€b'r+]-) (L+2€ct) (26d+L)d3/a3

^, lt2
6a (26a'¡+r-) (26b"+1) (2€c'+1) (2€d+L)U'll 

'.- 
(XIV.44)

En esta expresión insertanos Ias Ecs. XIV.29, XIV.30 y

XIv.31. Procediendo algebraicarnente se Ileqa a:

[.,?'¡r

llree.' 6b"€"' (1-€a) (1-€d¡ a3c3+6e"' €bt' ( 1-€a) (1-6c' ) (2€d+t-) u3d3 *

,,2

€a(1+2€a,¡ 1r+2e5,,) (1+2€cr) (2€d+l-) 
":¿al iI- (xrv.45)

Reemplazando las Ecs. XW.32, XIV.33 y XIV.34 en Ia XfV.45

permite llegar a:
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+3€a€arr (1-e5',) (2€c'+1) (2€d+1)d3/b3+9e.e.,,eoÍ (1-€c,) (1+2€d)d3/c3l /

ll18e.,,eo,,e"' 1t-e.) (t-e¿) a3+

Aa, : tI s."'.b"€"'(2+e") (1-e¿¡c3 + 3e.,epi,(2+e.) (1-€c,) (]-+2€d)d3

€a(1-€a' ) (2€b't+1) (2€c'+l-) (2€d+1)c3d3¡.3 +

3€a€a, (1-e¡,') (1+2€c' ) (2€d+1) "3a3lr3ll



AAr={[r.O,,.", 1z+e") (r-e¿)b3c3 * 365,,(2+Éa) (1-€c, ) (2€d+1)b3d3

+12+e.) (1-eg") (2€c'+1) lzeU+1¡ c3d3+

(1-€a) (2€b"+1) (2€c'+1) (1+2e¿)u3"3a3/.31 /

[taeO"e"'(1-€a) (1-€d)a3b3c3 + 6€b,, (1-€a) (1-€cr) (26d,+]-) a3b3d3 +

2(1-6a) (1-ep") (2€cr+L) (2€d+1).3"3d3 +

..2
(2€a+1) (2€b,'+1) (z€cr+1) (2€d+1)13"3a3lf-1;5 (xrv.46)

Ahora, trabajando con 1as expresiones que involucran €b[
(Ecs. XIV.35, XIV.36 y XIV.37), se obtiene:

€b(2+6a) (1-€b') (2€cr+1) (26d+l) a3c3d6 +

6€bt6ct (1-€a) (1-€b¡ 1r-e¿¡u6c3d3 +

rAe, =11[leo'e"' (2+€a) (2+€b¡ 1r-e¿).3b3c3d3 +

3epe5r(2+6a) (1-€c' ) (1+2€d).3b3d6 *

[eeo,e", 
(1-€a) (2+€b¡ 1r-e6).3b3"3d3 +

6€b€b' (1-€a) (1-€c'lj1.u*tla3b3d6 +

€b(1-€a) (26b,+1) (t+2€c') (2€d+1)t3"3a61 
U



2e¡(1-e.) (1-€b' ) (26ct+1) (2€d+l-) a3c3d6 +

6egre"r(2€a+1) ( 1-€b) (1-6d¡b6c3d3 +

€b(1+2€a) (1+2eb,) (1+2€cr) (2eu+1)b3c'utlr"ll1 (xrv.47)
too

Desarrollando 1os términos éD €gr con las Ecs. xIv.38,

XIV.39 y XIV.40 llega:nos a:

[oe"' {r-e.) (2+€b) (1-€d¡a3b3c6d3 +

2(1-6a) (2+€b) (1-€ct) (2€d+1) a3b3c3d6 +

2 ( 1-€a) (1-€b) (2€ct+1) (2€d+1) u3"6d6 +

5€ct(2€a+1) (1-€b) ( 1-€d¡ b6c6d3 +
385

fr
Aa, =1[ae.' {z+e.) (2+€b) (1-€d) a3b3c6d3 +

(2+€a) (2+€b) (1-€c') (1+2e¿) a3b3"3d6 +

(2+€a) (1-€b) (2€cr+1) (2€d+1) a3c6d6 +

6e"r(1-e.) (1-€b) ( 1-€d¡ 16c6d3 +

2(1-€a) (1-6b) (1-6cr) (2€d+1) b6c3d6 +

(1-€a) (26b+1) (2€ct+1) lzeu+r¡t3c6a6l /



(xrv.48)

2Qe a+r) (1-€b) (1-€cr) (2€d+1) b6c3d6 +

-L2
(1+2€a) (1+2€b) (1+2€c, ) ( 2 €d+1) u3.6a6ll l-l--J' .ou3

Incorporando Las Ecs. XfV.41, XIV.42 y XIV,43 en La Ec.
XIV.48, produce:

AAr

11-e¿¡ a3b3c6d6 +

z1r-e") (2+€b) (1-6c) (2€d+l-) a3b3c3d9 +

386
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={ 

ff 
(z+eu) Q+eb:r (2+ec¡ 1r-e6) a3b3c6d6

(2+6a) ( 2+€b¡ 1:--e") 1r+ze¿)a3b3c3d9

2 (2+ea) (1-€b) (1-€c¡ qr-e¿) u3"9d6 +

(2+€a) (1-€b) (2€c+1) (2€d+1)-3"6d9 +

2(1-6a) (1-€b) (2+€c¡ 1r-e¿)b6c6d6 +

z 1:.-eu) (1-€b) (1-6c) (2€d+1)b6c3d9 +

2 (1-€a) (2€b+1) (1-€c) (1-€d)13c9¿6 a

(1-€a) (2€b+1) (1+2€c) (2€d+1)u3.6ael I

[z tr-u.l (2+€b) (2+6c)



4(1-€a) (1-€b) (1-€c) (1-€d).3"9d6 +

2(1-€a) (1-€b) (2€c+r-) (2€d+1).3"6d9 +

2(2ea+L) (1-€b) (2+6c) (t-e¿)b6c6d6 +

2(2€a+1\ (1-€b) (1-€c) (26d+1) b6c3d9 +

2(2€a+1) (2€b+1) (1-€c) (1-€d)b3c9d6 +

-u2
1r+ze.) (l-+2€b) 1r+ze.) (2€d+1)54"e¿rll i---- (xrv.4e)

" € oa-
Final¡nente, insertand.o l-a forma éxp1Ícita de las constantes

dieléctricas relativas, produce:

AA1 = tI tz.o*.rl (z€!+€2) e€z+el (e3-e4)-3b3"6d6 +

zleo-er) (er-e) (€2-€3) (er+2elb6c3d9 +

lzeo+e1) ler-e) (e2+z€,¡ (er+2elu3c6d9 +

(eo-e1) (er+2e2) (er+2e31 1er+2en¡b3c6d9 +

(2€o+€1) qzer+e) 1er-e3) ( e ,+2 e 4).3 b3 c3 d9 +

2(2€o+€t) 1er-e2) (€2-€3\ 1er-e4).3"9d6 +

2 (€0-€1) (er-e2) lzer+e3) (er-e4)b5c6d6 +

2 (€o-€1) (er+2e2) ler-e) {er-en)u3c9a6l /
387



[z t.o-.rl Q€L+e2) ¡er-el (e3+2eda3b3c3de +

2 (€0-€x) ler-e2) (e 2+2e3') 
(€3+2€4) u3t6¿9 +

2(€o+2€1) 1er-e2) 1er-e3) {ea+zen)b6c3d9 +

z 1eo-e1) (2€.r+€2\ lzer+e3) 1er-e4) u3¡3"6¿6 +

2(eo+2eLl ¡er-e) lzer+er) {er-en)b6c6d6 +

2(eo+2et) (er+le21 1er- e3l (€3-€4)b3c9d6 +

4(€0-61) 1er-e2) 1er-e3) (er-e4) t3t9¿6 +

(eo+2e1) (et+ze2\ (ez+ze3) (er+ze4)b3c6de n';j;U 
(xrv' 50)
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