
0óu +c
l4Aq - n
Nq»n(\

Construcción de Códigos Lineales Proyectivos
que alcanzan la cota de Griesrner.

Tesis

entregada a la
Universidad de Cl'rilc

en cumplimient,o parcial de Ios requisitos
para oplar al grado de

Magíster en Ciencias con mención cn Malernáticas

Facultad de Ciencias
por

Vania R.anrírez B r rs i, ¿r,nr ¡.n t e

trncro,2010

Director de Tesis: Dr. Antonio Behn



UCH -TC
hNq- 14

t( 1]3
c,1_

FACULTAD DE CIENCIAS

UNIVERSIDAD DE CHILE

INFoRME oo ¡.pRosacróN

TESIS DE MAGISTER

Se informa a Ia Escuela de Postgrado de la Facultad de Ciencias que la Tesis
de Magíster presentada por el candidato

Vania Ramírez Bustamante

Ha sido aprobada por La Cornisión cle Evalu¿rcirin de Ia tesis corno requisito
para optar aJ grado dc N,lagíster en Ciencias con rnención en \{a t em¿it irr¿,1s.

en el examen de l)i:fr:nsa clc Ti:sis rcndido el día 27 de enero de 201[) .

Director de Tesis:

Dr. Antonio Behn

Comisión de Evaluación de la Tesis

Dr. Anita Rojas

Dr. Víctor González-Aguilera

M



A mt Mamt.



Agradecimientos

Agradezco a mis padres y hermanos por todo el amor que desde siempre
me han brindado, por esa fe ciega que tiene en mi, y ese apoyo incondicional.

También quero agra.d.ecer a mi esposo, que ha estado en las buenas y las

malas siempre a mi lado, que ha sabido sostenerne y aguantarme en esos

momentos en que todo sale mal y lo más importante que ha llenado mi co-

razón de alegrías y amor.

No puedo dejar de agradecer a los profesores que han estado presentes

en todo este proceso de aprendizaje. Muy especialmente, quiero agradecer a
Renato Lewin y Angel Carocca que estuvieron siempre guiándome y apoyan-
dome en mi etapa de licenciatura, y también a mi tutor Antonio Behn que

supo guiarme en este largo trabajo.

Quero agradecer a todos mis amigos, del colegio, de Ia iglesia, de Ia univer-
sidad, que a pesar de que en este largo proceso aveces me hc "desaparecido"
me han hecho sentir que siempre van a estar a mi lado.

Y sobre todo quero dar gracias a Dios que me ha dado Ia oportunidad de
conocer lo que son las Matemáticas.

u



Indice general

Resumen

Summary v

Introducción 3

1. Conceptos Básicos 4

1.1. Codiflcación 4

1.2. Decodificación . . . 6

2. IsometrÍas Lineales L4

2.1. Caracterización 14

2.2. Clases de Isometría Lineal . . . . 18

2.3. Enumeración de Clases de Isometría
Lineal.

3. Códigos con distancia mínima prescrita. 39

3.1. Caracterización de matrices generadoras de Códigos lineales

con distancia mirima prescrita.

3.1.1. Minihypers, T-Bloques y Grafos
3.1.2. Con Grupo de Automorflsmos fijo

Códigos que alcanzan la Cota de Griesmer

Anexo

24

39

43
49

63

4.

5.

III



Resumen

Uno de los ob.jetivos que se busca en la teorí¿r de códigos es encontr¿lr

un ln, k, d]r-código tal que ia longitud de éste sea niíni¡na con respecto tr Ios

parátletros fijos A,,d y q.

En esta tósis estucliaremos aigoritmos para la construcción de ln,k,dln-
c<idigos donde k, d y q están fijos. Esto con el fin de encontrar todos los

irosibles rz, de modo que dicho código exista. Procedcrernos relaciolt¿r,nclo Ia

brisqueda cle matrices genertrdoras de ltt,k,,d)r- códigos con estructur¿rs defini-

clas en la gcometría proyectiva fitrita. En particular cstudiaretlos los llam¿rdos

rninihvpers.

Nuestro objetivo es Lrtilizar estos algoritmos p¿rr¿r nostrar [n,l';., d)r-códi-

gos quc alcanzen Ia cota de Griesmcr.
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Summary

One of the goals in the theorv of codes is t,o find [n, k, d]r-codes with rrti-

nimal Length r¿ fbr fixed values of the pararlleters .k, d and q.

In this tesis u'e stucly a)gorithnrs to construcl t)rc [n, k, d],,-codcs, rvhere

k,d, ancl q are fixcd. Ti'ris has thc purposc of linding every possible rr', sucir

that this code exist. We rvill proceecl rel::,ting |he searcLl of tlatrix gererator

of ln,k,rJ]r-codes rvith chfined structurcs, in the finite projcctive geotrctry'

In particuiar, n'e will study what it ¿rre called minihypers.

Our objelive is to usc these algorilhrns for shorving [n, k, d],r-codcs l"hat

re¿lch Grcisrner's bound.
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Introducción

Uno de los objetivos de Ia teoría de códigos es la construcción de códigos
para:

o La transmisión de información.

o Detectar errores en Ia transmisión.

. Corregir el mayor número posible de éstos.

En este trabajo nos centrarentos en estudiar cuál es Ia mejor manera de

codificar para poder detectar Ia mayor cantidad de errores que se producen
en Ia transmisión) y para poder corregir el mayor número posible de éstos.

Con el objetivo de corregir o detectar errores er Ia transmisión, a los códigos
se les añade redundancia con Io que se pierde eficiencia. Pero esta es la mane-
¡a natu¡al de conseguir este fin. Por ejen'rplo, Ios lenguajes traturales t,ienen

una gran cantidacl de redundancia, Io que permite entcnder rLna conversación
tclefónica a pesar de que haya errores en Ia t¡ansmisión.
Dsta fo¡ma de codiflcación se usa cuando se realiza una transnisión por
un canal ruidoso, es decir un canal que está sujeto a perturbaciones y que
genera alteraciones en el mensaie (ejemplos de canales: atmósfera, Iínea te-
lefónica,etc.), y funcionan de tal forma que cuando se produzca un error, Ia
palabra resultante no sea una palabra del código y que la palabra real sea Ia
más próxima a la palabra recibida.

I-Emtso.l -- Teodificad*l I-Dñ"d-iffid-ór l-* J Receptol

En particular, nos restringiremos al estudio de códigos lineales. Un códi-
go lineal C corresponde a un subespacio de lF[ sobre F, y es denotado por

[n, fr]r-código, donde ft es Ia dimensión de C sobre lFr. A los elementos de C

fruiA;l
I
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CAPÍTULO O, INiIRODUCCIÓN

los llamaremos palabras.

Debido a que estos códigos son subespacios de dimensión finita, los pode-
mos caracteriza¡ a través de cualquiera de sus bases. De este modo, un código
Iineal C se puede representar por medio de una matriz I'tal que el conjunto
de filas de ésta, sea una base sobre F, del subsepacio C. A esta matriz Ia
Ilamamos matriz generadora de C. Si Ia rnatriz generadora de un código
no posee columnas de ceros, a este código se le llarna código proyectivo.

Dota¡emos al espacio lF[ de una distancia llamada distancia de
Hamming. Se define como el níimero de coordenadas en que dos elementos
r, A € ry difieren. Una característica importante a destacar es la distancia
más pequeña entre dos palabras distintas de C, la cual es muy importante
para la detección de errores. A esta distancia la llamamos distancia míni-
ma de C. Si d es la distancia mínima de C, lo llamamos [n,,k, d]r-código.

Como ya mencionamos al comienzo de la introducción, la forma que ocu-
paremos para decodificar una palabra es escoger la palabrac € C más cercan&

a la palabra recibida, con respecto a la métrica de ÍIamming, es decir, y es

decodificado en una palabra c € C, si

d(c,y) < d(C,y) V CeC

EI problema se produce cuando la palabra rnás cercana a y no es la palabra
enviada. Es por este motivo que estudiaremos cuantos son los errores que se

pueden cometer en la transmisión de un rrensaje para poder detecta¡ o co-

rregir éstos; es aquí donde nos ayuda el conocimiento cle Ia distancia mínina
del código.
Debido ¿r. quc Ias bolas centradas en cada palabra c € C con radio /
son disjuntas, si el vector g €
decodificarlo sin dificultades.

Este es el problema que nos motiva, ya que si la distancia mínima de
un código lineal es mayor, podremos detectar o corregir mayor cantidad de
errores en Ios mensajes recibidos.

Es por esto que nosostros estamos en búsqueda de códigos optimales,
donde C es un [rz, k, d]r- código optimal si no existe un [n, k, d¡]r-código con
df > d. Existen resultados teóricos que dan cotas a los dife¡entes parámetros

das en cada palabra c e C con radio ¿ : ?
.F| recibido tiene a Io más f errores, poclemos



CAPíTULO O. LNTRODLIC(IIÓN

de un [rz, k, d]r-código, como lo cs Ia cota de Gricsmer clacla por

n>

donde frl denota Ia función que asigna a :l el rnayor entero más ccrcano a

Tal como su nombre Io dice, este trabajo representa un estudio sobrc l¿

construcción cle códigos lincales proyectivos, siendo nuestro priucipal objeti-
vo est,udiar la construcción de códigos que zrlcanzeti l¿r coLa de Griesrner, rlue

poderlos encontrar cn [i]].

Los párrafos siguicntes describen los principales lcmas a tratan cn estc

trabajo.

Comenzamos en c[ capítulo 1 mostrando los conceptos básicos uti]izaclos

en Ia teoría cle códigos [1], y Ias diferelrtes cotas que existen para los paráme-

tros de un [n, k, d]r-código [2].

Jln el capítuio 2 estudiamos Ias isomctías lineales entre códigos lineales v

mostramos como contar Ias clases de isornetría Lineal para n, k y q l¡os [2]'

Dn cl capítulo 3 ana.lizamos las caractcrísticas qLIe posee la nlatriz
generad.ora de un código lineal cle distancia mínim¿l d fi.ja e introclucimos los

conceptos dc mini}rvpers, f-bloques y grafos qlle son nccesarios para

construirlas 12].

Finalmentc en el capítulo 4, con Ia ayuda de la Geotnet,ría proyectiva

finita estudiaremos algunos teotemas It0] quc nos servirán para demostrar

la existencia cle códigos lineaies que alcanzen la cota de Clriesmer, ¡' Ia no

exjstencia cn cierlos c¿lsos de códigos que la ¿rlcanzcn.

a 1r-¡l
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CapÍtulo 1

Conceptos Básicos

1.1. Codiflcación
Dcffnición 1.1.1. Un alfábeto es r.rn cotrjunto finito ,4 - {n,, ..., a.r}. Una

palaL-,ra cle longitud r¿ sobre ,,1 es una sucesióu de n elenentos de,4, que

denotaremos por
Q.: AirAi2...Tin COII {t¡, e A

Al conjuni,o dc tales palabras lo dcnotareu¡os por,4" y por 11. nl conjunto

de tocl¿rs las palabras sol¡rc l.

Definición 1.1.2. Si A - {at,...,ar} es un alfabeto, un código q-ario sobre

.4 cs un srLbcoujuuto Cl dc ,4- . Si el t¿r¡n¿ño de C cs I C l- 1'I y todas las

pa.iabras dc C tieueu longit,ud fij tr rz clecirlos que C es un (n, M)-código.

Nosotros sal¡t:tltc-rs que en realidad cu¿rndo envi¿lnos utl tnt:usa.]e a tra;r'és

de un canal, es casi iniposiblc que este no posea ruidos, cs decir qrre no

se produzcan errores dc transmisión, en estos casos ltay que utilizar alguua

técnica para poder sabcr cuál fuc cl meusaje cnviado. Coll este oLrjciivo,

va].nos a definir una dislancia para ,4".

Deffnición 1.1.3. (Distancia clc llanrning) Sean c c '!/ e A" r la distancia

de l1:rrnming entre ¿ c y, denotadri por d(;1, y), se delinc rtotno el tlÍrtllc:ro cle

coordenada,s cn que ¿' e y clifieren, cs clecir

4



C:APÍ'TULO 1. CONCEPTOS RASIC}OS

Proposición 1.L.4. La función d es una d,i,stancia cn A'.

Ds\aosrRA,cróN: Es claro que d(e,g) )0yd(t,y) -0siysólosi¿:y,
también que d(o,y) - d(A,*) para todo rey€A'. Lo que nos falta demos-
trar es d(2,9) ( d(o, z) 1- d(z,y) para todo x, z e y e A-.

Sean ?, : {ilr¡l?t.;},,Tr: {il"r* z¡} ,Ta: {il r, I a,},
V : {i l r.t * An y r¿ : z¡} y V2 - {i l rn * A, y Íi + zi} notemos que
d(x ,17) :l T1 l, d(x , z) :l T, I y r)(z , s) :l 7a | , además
T1 -V1UV2, V2CT2yV1 CTs, por lo cual V1UV2 e T2UT3lo que implica

I Vt 1- Vz l: d(*, y) <l 7, u 78 l<l ri I I I T, l: d@, z) + d(z,y)

n

Deffnición 1.1.5. Dado un código C se define la distancia mínima de C,
denotada por d(C),como Ia menor distancia no-nula entre sus palabras.
Ur (n, M , d)-código es un código de longitud n, tamaño M y distancia mínima
d..

Para codificar y decodificar de manera mrís práctica y eficiente es útil
dotar al alfabeto ,4 de cierta estructura algebraica. Es común considerar a ,4
como un cuerpo finito aunque también se lo puede considerar como un anillo.
De ahora en adelante, fljamos ,4 :lFq , el cuerpo flnil,o de q elementos.

Deffnición 1.1.6. Un código lineal g-ario de longitud n y rango k es un
subespacio C < F| de dimensión &. En este caso decirnos que C es un

[n, k]n -código. Si C tiene distancia mínima d(C) - d, entonces decimos que
C es un [n,k,d\, -código.

Definición 1.1.7. Dado r € IFo se define el peso de r, denotado por u(z),
como el número de coordenadas no-nulas de ¿:. Se define el peso mínimo de
C denotado por tu(C), como el rnínimo de los pesos de las palabra no-nulas
de C,

Proposición 1.L.8. Si C es un código li.neal entonces d(C) - rt(C).

Do¡r,tostneclóN: Como C es lineal, terlcnlos

d(C) - mín..d(r,y) - ntín-.u(* - U): r:rín^u.,(r') - w(C)¡ly<C tleec ¡,/O<C

tr



CAF'ITULO 1, CONCI'PTOS BASICOS

Proposición 1,.1.9. il codificarlor de un [n,lt:], códi,go, e.s u,na f'unci,ón li-
neaL e inuecli,ua 1 : FÁ ------- F". Esta función pued,e ser represen,tada por

un,a malriz I rle rango k, la cuaL no está tín,tcamcnte detcntti,narLrt', ya, qtt,e

d,epende tlc la base en la qu'c trabajemos.

Definición 1.1.10. Sca C un lrz,l,]r-código, Il:rm¿'lmos rnatriz getreradora cle

C a una (A x n)-matriz l. tal que

C:{oI'luelFa}

Teorcma l.7.ll. Dl conju,nt,o de todas Las matri ces generacloras dr: un'

[n, k)r-código, con matriz gen,cradora I cs

{BflBeGLk(d}
rlontle GL¡(q) as el conjurt"Lo de {'o¡Jn's La k x k-mo,t,rices i,nt¡erl,i,bk:s sobre F,,.

Otra m¿ncra dc ca,racl,criz¿r un [rt, k],r-código (.'cs ¿r t'rar'ós dc l¿l matriz
dc control, que se clefinc cr¡mo la tlaf¡iz asociada a l¿l i;ran sfornración lirrcal,
quc llosec conro núclcc¡ trl cticligo C. Al igual c¡Lc ll lltit.l,riz gctI t:r'itt lott, la

(n - A) x r¿ - matriz de control no esta únicamcnte delernlinad¿r.

Deffnición 1.1.12. Sea C un lrr., klr-có<1igo, llarnzrtuos nr¿rt,riz de control de

C a una matriz 1/, t,ai que

6-{:r€['il//z¿:0]
Definición 1.1.13. Al conjunlo de tocios los [rz, A]r- códigos lo denol;aromos

por
L)[rt,.,k),- {U <Fi Iditn(t]) A}, con I ( k( r¿

Al espacio métrico (F[, d) Io llamaremc¡s espacio rnétrico cle Hanrming clc

dimensión n sobre Fn y lo denotaremos por IHI[rz, q].

Observación 1.1.14. ll.ccorclelnos que i¿r Grassmanniana sc defitlc coll.to

cl conjuttto que contiene toclos los subespacios lineales, dc un espacio veclorial

l/ de una dirnensión lija ft, y se deuota por Gr¡(V). En particular el coujttttto

t/ln, kl, coincide con Ia grassuattniana Grr(FI).

L.2. Decodiflcación
Al enviar uner pnltrbra de un código a través de utl canai, csta ptrlabra

puede pert,rrrbarse, lo ctri'r) trae como cotlsecuellci¿r que Jn paiabra recibida



CAPÍTULO 1. CONCEP'TOS BASICOS

pose¿r algún error. NJuestro ol.tjctivo es dclcctar o corrcgir estos errores) es

por esla razón que en esta sección cstudiarernos de c1ué factores clepende eL

que poda,rnos cletec|¿rr que se produjo ¿rlgíul error o cl qrre podamos corregir

cstos errores.

Si, q F.} es uu conjunt,o de palabras de un código linc¿rl C enviadc's ¿r

tr¿¡vés de un canal, podernos encontrar alguuas palabras que sufricron per-

turb:rción, ocupando Ia m¿rt¡iz de control cle C. Es inlportante notar que con

oste procedimiento no encoDtratlros l,od¿rs ltrs palzrbras qtte tuvieron trlgtLtltr

perturbación al enviarlas, ya quc Ia palabra recibida, aunlitre posca errorcs,

pucrj.c peri;cnocer al código C.

Dcfinición 1.2.1. Se¿r C un [rr., k],r-cí-,digo, J' se¿.! e Fi cl vcctor recihido al

cnviar una palabra c e C a tr¿u,és de un canal, dccilnos quc y Lrosee ?'error€s

si d(c,y) - v.

La lortla más nat,ural de corregir errores) es rluc si y € F| es d vector

rccibido buscamos uu¿1, de las p:rlabras c e C rn¿is cercan¿rs a y) coll resPccto

¿r l¿l métrica de llatttn'ring, cs decir, y es clecodificado cn Llll¿r paL:lbra c € (,1,

si
d(c,u) 3 d(C,u) Y c'e C

A esta fornia cle decodificar se le llama decodificación por distancia
mínima. Los problemas se prodtlcct) cuando hay nás de una palabra c € C
que cumple con que d(",y) < d.(C .,y) para todo c/ € C ¡' cuando Ja palabrn

n¿is cercana ¿r gi no es la palabra en'iad¡,.

Es por este motivo que estudia¡emos cuantos son los errores que sc pue-

den co¡teter en ia transmisión de un tnensaje para podcr detecl,ar o corrr:gir

éstos; es aqrií dondc nos ayuda el cottooinliento de la distancia mínima del

código.

Definición 1.2.2. Dado r; €,4", con l.4l - q y r )- 0, sc define l¿r eslera dc

radio r cent¡ada cn :t como

,9,(2, r) - \a e ,t l d(t,y) - r)

y la bola dc radio r ccntratl¡r on ¿ col.l.lo

8,,(r.,r) - {y e A" :l d,(:r,'y) q 
"} - U Sr(",,i)
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Se cleli¡c cl volumcl.r Vo(n.r) como el cardina.l de ut¡a bola cle radio r en
zl" . Lrrego

Iz,(r, r) -l 8,,(n.,r) l- ! | S,{",, z)

i:0

)1
Vcauros que las bolas tlc raclio I . 1=-1 | ccrrtradas en pa[üras del

l'2 1

códigos son clisj Luitas.

'fcorema 7.2.3. S¡'a C un lrr. ,''.t)lr-r'ódigo 
'¡ ",n t l+ I rntartt-'; t¡'

I L,
boLas Br(c,r) son cli sjuntasY c €. C, don(l,e lt: ) d,r:nota la función, parte er"úern.

de r.

DprtosrR¡.clóN: Sea z e J3,r(c1,t) n Br(c2,1,) con ú1 )¡ c2 € C, Iuego

r1(c1, c2) < d,(c1, z) I d(c2, z) < 2t < d

pero como d es la clistancia mínima entre dos palabras de C, podenros conc]uir

erro cl : c2, y así Br(c1,1) - B,t@z,t).

tr

Como Las bolas -,9r(c, f) son disjunta-s parn todo c e C, tenetnos qr.re si el

\¡cctor y e {i recibido tiene a lo más t errorcs. podernos rlecorlific¿rrlo sit'l

problema.

Corolario 7.2.4. Si C es ttrt ln., k,,, d,], cód,i,go :

(i,) Podemos detectar si. una po"labra c e C aL enui.arla a l,raué.s de un, t:ano,l

tu,uo perturLtaciones si, La paLabra rccibida posee a, Lo rn,ás d 7 r.:rtore-s.

(ii) Si ttna palabra c € C r¡,1 e¡nti,arla a l,raué.g dc. u¡'t can,aL Ltt,uo pcrturlncio-

nes ytorlctnos conegi,rla si. t:sla, yosec a, Lo m,ás, - l+ | ,,rr,rr.". ll,
LL1

por esta razón, qu,e rtn cód,igo a eces es llatn,o,d,o cód,i,go t-con'ector d,e

erYoTes.

-if1')tr-,r'
-,.a 
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BASICOS

D¡;uos'rn.¡.cróN:

(i) Sca c € C el nrcns:rje cnr.i¿rdo e 17 € IFlj cl mcnsaje rr:cibido, si sttpottcr-

mos quc ¿¡ Io más se produjeron d- 1 erro¡es tcncmos que d(c, y) < d, lo
qrre irnplica que y S. C., por Io tanl,o podenos detecl,ar que se produje-
ron crrores en La transmisióü. N'Iientras si sltponemos que se produjcron
más de d- I errores tcnemos clue d(c, g) ) d, Lo que implica que y puedc

perlenecer al código C y en estc caso no podríantos siempre cletectar
qLrc se prodnjeron errores cn la transmisión.

(ii) Sea c e C al mensaje enviado e, € Fi. el mensaje recibido, si supo-

nernos que a Io más se prodrLjeron, - l+ | ,'..or"r, tenemos por
lzl

el tcorema anterior quc las bolas de r¿rdio I cenlraclas cr:r palabras clel

cócligos son disjuntas, lo que implica que Ia palabra. del código más cer-

cana ¿r g es c, por Io cual poclernos corrcrgir los errores qtle se produjeron
en la tr¿nsmisión. X'liclttras si supottentos que se produjeron m¿is cle 1

crrores tenemos <1Ltt y ( Br(c.,t), lo quc irr-rplica que L:L pzrlt'r.bra dt:l códi-
go más ccrcantr a g no cs c, por Io crral si corrigiéranlos lc¡s errorcs que

se proclujicron en [a tratrsnrisión, no clccodificaríamos correcl¿urlcl'ite.

n

Ils importantc notar que (¿) y (¿r) no se pueden hacer sin-rult áneamente. sino

que tenenros que decidir si vamos a delectar crrores o los \';Lmos a corrL'gir.

Ejcmplo 1.2,5. Sco, C - {000000, 111111} cl códi,go littao,l sol¡reF2 Qcl1'c-

. /t t ' \
rldo por ta tnotnz l" ": ' :: ). E¡1r ,s ttn 16.2.51'-"Jrtigo. ¡,s7 1¡' \u u 0 0 u u/
proposición anterior el puede deteclar ,/¡ crYores o pucdc corregir 2 c¡rores.

1 . Si al ent¡i,ar rtrta palabra tle C recibimos la pa,ktbra (1 1 1000), corno

d(111000,000000) : d(111000, 111111) - 3

sólo podemos de\ectar que esl,a paLabro, posee 3 r:rrores.

2. Si at enuiar una paLabra d,e C recibimos la palabra (110000),corlo

ri(110000.000000) :2< .J(110000, lllll1)- 1

podernos d,el,ccl,ar que eslo' paktbrn, poscr: 2 o f errores. Tatnbi,én podemos

dc.cidir corregirla, pero en este co,so asutnitnos qu'e sor"t' 2 Los erores que

sc c.om,etíeron, corrigi,ért rlola, cotno ltt palaürz (000000).
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3. Si, al enui,u,r' u'na ¡n'Lctbra de C reci,bitn'os la palabro' (t00000)., como

d(100000,000000) - 1 < rl(100000, 1i1ii1):5)

podemos detecf,ar que estu ytalabrcL ytosee 1 o 5 errores. Taln,bién' ytorLetn,os

dc-cidir conr:gi,rLa, paro cn csl,c ctt,so aswni,llt'os qlt'c es I cL cn'or quc sr,

co?net'ió j corngiéndola co¡no la p¿¿oüro (000000).

Estos sor-l los problemas quc nos motivan, ya rlue si Ia distancia nrínim¿ de

un código es lr¿ryor podremos detectar o corregir nlayor ctrnticlad cle eLrortls.

Ds por eslo quc trosotros estamos cn bírsqucda de cridigos quc poseau la mayor

distancia mínima posible, para parámetros fijos rz, k, q.

La siguient,c proposición uos ayudarií a definir 1o que cs un cócligo otrri'ilriai'

Proposición 1.2.6. Si eristc un ln ' 
k, d,lr-cótligo con, 1 < d', entont:es '¡tara

tor,lo 1 < d' < d enste rm ln., lr, d),,-códi,go.

Dpuosrneclól¡: Sea C un [n, /c, d]n-código con 1 < rJ y sea I' uua l¡t¿triz
generaclora de C de Ia forma, f - (1r l"i I .. 1"i,-o) donde 1¡ es la rn¿¡triz

iclcntidad,fe orden k y u,¡ e Ff , si rcemPlazanros cualcluier colurnna uj Por

una column¿r cle ceros, tenemos que ei código gcnerado por es|a nuel'a lnaLriz

cs rLn [n, Ar, d]r-código o ur [n, k, d - 1]r-código. Si ramos rccmplazando unir

por Lul¿r cacla colurnna de I por columna.s de ceros, paso a paso ia dist¿ruci¿r

mínitna se conscrva o ilismittuye en 1, hasta llegar :r obtetlcr una matriz cle

la lbrma f' : (10 ] 0), la cLral gener¿I r-rn fru, k, i]o-código.

il

Así Jleganros a la ciefinición de códigc, opl,irnal

Dcfinición 1.2.7. Sc¿r Cl rLtt [r¿, /r;, ¿].,- ciitligo, ilcr:itllos <1r«r (l cs rrll ct'rrligrr

opt,irnal si no cxiste un [n, A, d I 1l,r-crlLligo.

Exist,en rcs¡lltados tcóricos que dan cotas parzr

r)',,,,,.]n, k:' q) - rrr¿íx{d cxista trtt In, '(', d]r- código]

n*;.1k, d, ql - nrir{r¿ | exista un [n, ii, d]r- cócligo]

En general sc }¡usca maxirtnr l¿r distanci¿r clel código, es r-lecir se busc¿r

d,,,,""1n., k, ql, pero trn¡i cc¡ndiciiin tll¿is fuert c cs tninirniz¿rr la Lrngitrrrl t1r: ílsle'

Proposición 1.2.8. ,S2 Ci cs un' [n , k' d),,-códi.go con n - n,,,i,,1k, tl, q) ert"ton'-

ces d : d.,,,",In, l;, q).

10
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Dpr,tosrn¡.cIóN: Sea C un [n, k, d].,-cócligo con n : n -¡.1*:, d,, q) y sr4)on-

gan'ros quc d. I d,,,",|t,Á;, q], es decir cxiste ut'r ln,,k,d.i 1]r-cótligo C/.

Sca f': (7j) con í e {i...n}, l¿ rnatriz genertrdora cle (,". sin perdicla de

generaiidad podemos slrponer qtte ?1 es un vcctr¡r con coorclenadas distintas

cle ccro, luego si fortlarnos Ia tnatriz t'- (fÍ) con i e {2...n} ósta gcnera un

ln - 1,,k, dl.,-código 1o que contraclice, que ?¿ - tt,"¡,,1k, d. q].

tr

I1s por cst,e molivo que en este trabajo sietnpre l¡uscatertos nl n",¡,,[k', d, q).

L¿ls cot,a.s c1tttl t:s1 udi¿rtlttlos sot:

Tcorenra 1..2.9. (Col,a d,c Sin,gk:ton,)[2] Si Cl es un [n , k:, d)r-código ) sc clttn'

¡tk:
d<?¿*,k 11

Los [rr,, k, d],,-códigos quc alcattzatr cst¿r cr¡ta se les ll¿ltnan códigos MD5'

Tcorcma L.2.1O. (Cot,a de Pbtkin)[2] SiC cs u,tt, [n., k, d,),, t:tirliqo, sc ctnn'pk:

, - tlq' '\q- r)
(!l§.É..-..--:-_

qr -l

Tcorema 1.2.11. (CoLa de Ham,mi,ng)[2] Si C es un [n, k, d]r-cór]igo v sea

l¿,-11t: l.............._l entonces12 )

qot (

A esta col,a t,ambién se le ll¿rma Cota de cmpaquetamiento de esferas'

Cuando un [n. ft, d]o-código alcanza esta cc¡ta se Ie llam¿r código perfecto.

Teorema 1.2.L2. (Cota d,e Griesrner)[2] Todo ln,k,dlr*código, satisfacc

q1t"e:
h 7 r ,'t

,, > \- l1l'filq'
donrl,e lr] tlenola, La, ftntci.ón, qtt,c a"si r¡no' a ¡ el m,a:!or enlcrn tn,rí,s ccr(o,llr (1,

J],

1l

I),r-1)'(q"
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Ilxisteu algunos casos en que se ha demost¡aclo que uo existcn cócligos

qrre erlcancen cstas cot,tts, colllo por ejenlplo en [5] sc dentucstra qtre no existc

Lru [116,5,S5]a-cócligo, es clecir para 4 : 4, l¡: 5 y d - 85 no se alcanz¿l Ia

cota cle Gricsn'rer dnda por

= 85 t2216 I 2+ 1- I16.

Tan'rbién existen casos en que aún no se colloce algún código que Jas :rlcatrcc,

que podemos enconlr¿rr en [3]. Ils por este motivo que cstudiareinos las m¿¡-

neras rlt¡ construir [n, k, d]r-códigos con A y q fijos, para luego fijar tlLrustro

objetivo en encontrar ln",;-lk:, 11, ql, k., d,]r-códigos.

Si comparamos Ia cota de Singleton cou l¿r cota de Gricsner ttotantos que

>-d.-t k-l

la cota de Singleton está por abaio de la cota Grieslner. Al igual que Ia cota

de Piotkin, ya quc

Ahora Io que nos falta, cs ver cotno se coÍtporta Ia cola de Ilarrttlling cr:rl

rcspccto ¿r la clc (lriesrncr, y csto lo irari:trtos a l,rar,ós rle gráficos.

; rrl - *.l?l . 
[ffi] 

. lffi]-' l;*l

,,rFlllrr,1r r;lI' - 1_i_o (l, l- 
,,1,

a r - ,- k 1 ,,,)\-l9l>r1'¿rlot zr ot
r:0 rr I i:0 '

g)
g

q :2., k :3 q:2, k:6

860

20 25 30 35 5i

Sa_,(q _ 1)

35 t¡ 45 50
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.E

11 --3,, k:5

510 15 20 25 30 35 n¡ Aa aa

dhranca(¿)

q-5) lt-l)

t r0 152025 10

.rrsrsñcB(d)

En estos gráficos poclemos llotilr que Ia cot¿l de Ilamrning también etl l¿r

nayoría de los casos l,a por debajo qllc la cotla de Griesmcr. I1s por estc tuotivo

que la cota que tnayorrnente nos servirá para encontrar este rl,,;,,11;, d, q] cs

la cota de Griesnter, y ésta será con ia que trabajarctr:ros.



Capítulo 2

Isometrías Lineales

2.L. Caracterizacíón
Antés de conlenzar con la construcción de [rz, k]r-códigos, nos centr&re-

mos en estudiar cuando dos códigos liteales son csenciair¡cnt,c cl nrismo, para,

que en el proceso de conslruir códigos vearnos si poderlos descartar alguttos
códigos quc poscan 1as nrisnras caractcrísi,icas, o bicn dislinguir cua.ndr¡ colls-
truir.nos códi gos nr.revos.

Con estc propósito cstridi¿lrcmos isornorlismos de espacios vectoriaies, pe-

ro no olvidemos que los espacios vectoriales cn los cuales esl¿mos t,rabajando
ya los clotamos dc u¡r¿ métrica, dándoles una estmctura de espacio rnótrico,
por lo cual tanüién debemos respetar la distancia cn cste espacio. Ds por
esto qlre Ias funciones que vamos a estuciia¡ son las isornr:trías lineales en el

cspacio mótrico (F|, d), denotado por JI{[rz, q].

Definición 2.1.1. Dos [n, i,l,r- códigos lirreales C, C/ c Hi[n, q] son isourritri-
cos si existe una lunción r : H[n, q] --'-* HIln, q] tal qLre r(C) - (l/ y

d(u,a) - d(r(u'),r('u)) V u,u e H[rr,q]

esta firnción ¡ Ia llamarnos isometría en HI{rz, ql.

Un tipo cle ison'rctría en [1][rr., q], son las isometrí¿s iineales.

Deffnición 2.1.2. Dos fn, Á,]r-códigos C,Ot C Íil[tt.,q] son Iineahnente isorrrélri-
cos, si exist,e una jsomctría line¿rl r : HI[n, ql ----* H[2, r7] tat que r(C) - 6/.

Ur ejemplo rle éstas son las llamadas isometrías permutacionakrs, las cr.ra-

les sól.o pcrmutatr l¿¡,s coorclenad¿rs de cada palabra c € C, ¡'se definen contcr

sigue.

l4
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Dcffnición 2.1.3. Dos [n,&]r-códigos C,C' g
r¡ente isométricos, si existe una permutación o
donde

15

IHIIn, g] son permutacional-
€ ^9,, tat qrc Ct : P"(C)

P"(C)- {p"(.) :(co-r1o¡,....,co-rr" rl) lce C}

esta función P" : nn[n, ql ---* Hi[n, q] es llamada isometría permutacional.

Observación 2.1.4. Como l¿s isometrías a las quc dedicaremos nuestra
atención son las isometrías lincales en IHI[rz, q], sicmpre que en nuestro traba-
jo, digamos que dos [n,,k]o-códigos son isométricos, nos referimos a que son
Iinealmente isométricos en HI[n, q]

Así como las isometrías permutacionales Ias pudin-ros caracterizar) ahora
intenta¡emos caracterizar las isometrías lineales en [JI[n, q] en general .

Para caracterizar estas isometrías, tenemos que estudia,r las funciones lineales
del espacio vectorial IFI y analizar sus efectos en la distancia de I'Iamming,
es decir estudiar las funciones lineales en Ifll[n, q].

Observación 2.1.5. Si r : IHI[n, g] -----.., IHIIr¿, q] es una isometría lineal, tene-
mos que

w(u) : all',s¡ - d(z(o), r(0)) : d(r(u),0) : *(r(u)) V t, e IHI[n, q]

es decir Ia isometría lineal r preserva el peso.

De la observación anterior se desprende:

Si e¡ es un vector unitario entonces

r(e;): K¡a con I{¡ € r; : ['q\i0i y I e {1,2,...,n}

Más aún, como la suma de dos vectores unitarios diferentes tiene peso dos,
tenemos que

2 : u(e¿ + e¡) - 6111" + e¡)) : w(r(e") + r(ei)) : w(Kp * K*e,,)

luego si e¿ f e7 entonces et * e*.

Con estos resultados podemos concluir que dada una isornetría lineal r:
HI[n, q] 

-' 
lHl[rr,, q], esta tiene asociada un único vector g € (F'i)", y una.

única permutación a e ,S- tal que

r(c¡) : p.q¡ c"1¡¡ Vde {1,2,...,n}
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Recíprocamente, cualquier función Iineal que se pueda expresar como

r(e¡):9,¡¡¡eo6¡ con p€(f|)" y oe S"

es una isometría lineal en HI[n, q]. Es por esto que en general denotaremos

, : (p,")

fis claro que el conjunto de isometrías lineales sobre el espacio IIII[rz, q] forma
un grupo. Donde el producto de este grupo es la composición, denotada por

g!,5)(e,o)(e¿) : (ú,6)(p"ot e"o¡)
: go(i)1b6o7) e6'()
: pó-r60(üú6d(i e6oe)
:91,96,6o)(e¿)

Ocupando la notación antes definida, sigue que.

Corolario 2.1.6. Las isom,elrías lin,eales en Ín[n,, q] fonnan el grrupo

r : {(e,o) | e e (r'})",a e s,}

Dond,e eL producto esta datlo por

(rlr,6)(p,o): (t!96,6o) con rlt96(i): th;pd r¡¿¡ V i e {1,2,...,n}

el eLe¡nento neutro es

1r : (e,id) d.onde {¡: 1 Vz € {1,2,..n}

y el inaerso es

(v,o)-, :19-1,,o-1)

A continuación recordamos la deflnición del producto trenzado pues el
grupo 1 corresponde al producto trenzado de dos grupos conocidos. Esta
caracte¡ización nos será de mucha utitidad para la próxima sección.

Deffnición 2,1.7. Sea 11 un grupo y sea G un subgrupo de ^9,. Se define cl
producto trenzado (wreath product) de H y G , denotado por 11 l, G, como
el producto semidirecto de los grupos lI" y G

H l"G: H" x G: {(p,")lp € H",o e. G}

con Ia multiplicación definida por

klt,6)(p,o) : 0bp¡,6o) donde tl.'96,(i,) : tL¡9¡ t@ V i e {1,2,...,n}

t6



CAPÍTULO 2. ISOMETRÍAS LI]VEA¿ES t7

l)or lo cual el t-,len-iento neutro

lt¿.c .. ((, 16) donde (, : I V i e {1,2,...,n}

y el inverso

(p,")-'- (vr;l,,"-1; dondc ,/r;1,(r) - p;¿) V¿ e {1,2,...,?ri

Observación 2.7,8. l2l Tomenros 11 couo el grupr: rr:nltiplicat,ivo F| y G el
gnrpo de pernutaciones S',,, entonces

H úG - F; ¿,, s;, - {{p,") | rp e (Fi)",o e s.}

Con [o cual obtenen'ros que I t F; ¿,, 5',,

Otra caractcrizncirin que yerernos clcl grupo de isotnet,rías lineales, es sLt

represent,ación cn forma m¿tricial. Dsta caractcrización Ia ulilizaret.:tos en el

si.guicnte capítulo.

Observaciórr 2.1,9. Si z es un¿r isornr:iría, tenemos quc:

r(e;) - p,(¡¡ e,¡¡ - e,M[","¡

donde Ia (n, n)-matriz l4*," '- (a;,i) os de la fbrm¿r.

( p",,, si .l : 6.1¡¡

ot.j I
I t) en otro caso

Y al igual que Ia foruta anleriormeute descrita, pata esla.s isotnetrí¿rs.

Corolario 2,1,10. Las tnalrices rcTtrr:scn,l,o,nles d,e los clemcntos de,l qru.pct

rle i,s ornelrías, lorrnart, el gruyto

\v[-(,i - {NIs,"1le e (r'})",o e 5',.}

D onrl,e eL producto matrit:ia,l coi,n,ci,dc con

h[ q¡,t¡NI1e,"¡ : N[1,1,*o do¡

Obscrvación 2.1.l.1..'¡il lrouxrllc¡rfist:to

0'. [ -'--+ M,,kt)

@,") r* M(v,,)

corresponrle ¿ rrn isomorfismo ortrc cstos rlos grnpos.
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2.2. Clases de Isometría Lineal

Como nuestrr.¡ propósito es saber cuaudo dos [rz, A]o-códigos son isométri-

cos) v¿luros il definir uua ¿r,cción del grupo lF] 1,,,9,, en cl conjuttt.o dc loclr¡s los

[n, /Nr-códigos denotado en 1.1.13 por t/frz, k]n.

Con este motivo primero di:finiremos una acción dcl grupo t¡:cnzado Hl,,G
sobre un conjunto Y",

Dcfinición 2.2.1. Sea H un grupo que actún en un conjunLo )' y G un

subgrupo de .9,,. Se define ruta funciótt e , como sigue

c-: H t,, G x Y" '-'+ \'"

((e, ") , /) r-, (P'")Í

dondc ((9, o)/) ¡ - p¡f,-'(¡)

Dado que el grupo 1{ act,úa ctt el conjunto }'y el grupo G es un subgnrpo

de §,, tenemos que

Lerna 2.2.2. kt fun,ctón e de/i,ni'da a,n|erionnen,Le, as u'na acción rLel qr-upo

Lren zatJ,o H l. G sobre un conjunto Y"

DpuosrReclóN: Tenemos que 1¡1¿.c : (€,ul) donde (n - 1 'd 'i e
{1 ,2..n} y id es Ia pcrmutación identidacl. Sea / e }"' luego

((€,¿d)/), -- 1f¿ r(i) '' ii V'i € {1'2, "'n}

Sea (r/, d) y (p,o) e 11 ¿,, úJ, luego

((d', d)((e, ")/)); - d',((P, o).I)¿ 't¡r

_,f,;rp¡_, 
1;¡ /,,, ¡»_, 1;1;

: t\¡p¡ ,i¡)f@") ,O

: ((q,p¡,,t")"f ),

- ((ú,6)(.P,o)Í); v, € {1,2...ni

18
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Observación 2.2.3. Ahora con'io el grupo F| aciria en ei conjunto IFn, tene-

rlos por eL lema anterior una ¿cción dc F| 1",,S', err Fi rlefinidtr por

F| t,, S,, x Fi --") r;
((P,") ,u) r-..- (so,')'

donde ((rp, o)'u) - piüo-t(;).

Teorema 2.2.4. Et .qrtqn de isomctrío"s li,n,eales Fi 1,, 5,. acttía en [l[tt.' k),
como sique

r; ¿,, 5'" x U[n,k), -----+ tiln.k),

((p, ") , C) (v,") 'C : {(p, "). I c e C}

Llo,m.aremos clu,se rl.e isotnctría rLeL ln., k'1,,-código C a La ó¡ bt,ta

r; ¿,, s"(C) : {(p, ") ' C I (e,a) e F} 1", 5',,}

Luego el conjttnto de clases de isometría de ln, k)r-t:órlioos es

uln,kl,lFit,, S"

el conjunto de Lodas las F| i" S,..-órbi.tas en U[n,,k)r.

DpttosraectóN: Queremos demostrar que Ia función dcf,nida corrcspon-

de a una acción del grupo IF| l, S. en ei conjuut,o Uln, A], .Para esto pritlcrr,r
clcn¡ostraremos quc si (rp, o) € F| 1,, ,9,,,enlonces (9, o) ' C e U[n, A]o p:ra
todo C e Uln,klr.
Sca (g, o) € F; ¿,, ,9,,, como (,p, o) represcttl,a trtra isotletría cn particul:rr
rlcline rrn isomorfismo r:n cJ cspacio tri., clarlo por

7,,,1 " F; '--+ F;
.u + (p, o)u

Sea C e Llln,k)r, iuego como C ( F| de dimensión k, la irtr:lgeu dc C baio

el isomorfismo antes definido es un subcsp:r,cio de Fi dc climensiótl A, es docir
que

Ttrn¡(C)- (p,") C eLllrz,k),, ! f/ 6 l-l[rr,/rN,

Ahora nos falta demostr¿rr las dos propiedat1es qrre debe cutlplir esta lirncirill
para delinir un¿r acción . Ds claro que si (€,zd) represcnt:r la iden{,iclacl clel

grupo F] 1,, 5,,, luego

(É,id)'C -C Y 6 6t/[rz,Á]'.

19
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Sca (i/, d) y(p,o) e F| 1,, ,9", lucgo

(qr, r) ((,r, o) . C) : (i,,,t) . ({(e, o)c I c e ci)
- {('/,ri)((e, a) c) \ c e C}

- {(rl, rr)(,p, o)c I c e C}

: ({,6)(p,o)'c

ú

En lérrninos de matrices

Teorema 2.2.ú. Dt qntpo de isometrío's I\'\,,(q) actúu en Uln,lt), cotno sigue

M-(q) x Uln.,kl, -----+ tJln,k)o

(A,I(e,4, C) r..-- Atlqrq C : {cLllr,;t l c e C}

Así la r:lase rl,e isometr'ía deL lrt., k),,'código C, t,rtrrtbién, Ttuede scr descrítrt'

colno
NL"(q)(C) - {tut(,p,,¡' C | tut 6o¡ e NI,"(q)\

u cL conjunto rla cLases d,c'isomettía d'e lr-t, klr- cód'igos como

Uln,kl,lM,,(q)

el conjunl,o tle todas las It[ 
"(q) 

- órbitas en tJ ln., k]n.

DnIr¡oslneclóN: Es claro que si 1 represenla ia isometría identiclad en

,Ll.(q), luego
I.C: -C V C€Lr(t.¿,k,q).

Sea M1¿,"¡ y lvl¡*,,¡ e 1r1,, (r7), luego

Itl¡r,a' (NI¡¡,"¡'C) -- L[(*")' ({cltl.,,¡ | c e Ci)

_ {cM lr,"rl,lt1r,,¡ I c e C.:}

: {c(M¡r'1Mq,,¡)L l,: e C}

- Iv[O,ANI0t,oy C

20
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(.lo¡no cn cl próximo crpítulo querelrlos construir cócligos linezr,les, y estos

se conslruyen ¿l trar,és cle sus matriccs generadoras, \¡crelros como ac1úa cl

gru¡ro clc isornctrías en el coniunlo dc mat,rices generadoras.

Dcfinición 2.2.6. Denotarnos por IFf*"'r a) conjunlo de li: x t¿-m¿rtriccs r.le

rango l: sobrc IF* es dccir el coujutlLo tle ll¿rtriccs gcnoracloras dc [rr, [],r-

códigos.

Obscrvación 2.2.7, DeL teorcma 2.2.5 se desprcrrde Ia accióri rlel glr4lo clt:

isomelrías lineaLes M,.(q) en el cotrjuuto IFf '"'A , como sigue

21

M"(q) x F!""'h

(,1rr"t , f)

__ -+ F Axn,A.

t-- f 
^II\tP,o )

donde es importante notat queEf;"*'k f M.(q) hace una partición en el conjun-

to de matrices generadoras, pero no en Uln,k)r. Si dos matrices cualesquiera

petenecen a distintas órbitas no quiere decir que generen distintos códigos

lineales, pero si dos matrices pertenecen a la misma órbita tenemos que estas

generan códigos lineales isométricos.

Ejemplo 2.2.8. S e,t Q:3, le :2 y n:3, luego el conjunto F!"3'2 de todot

las matri,ces generadoras de [3,2)s-cód,i,gos t'iene cardinalid,ad 621, mienl,ras

que el conjunto Ul3,2ls de tod,os los -[3-,2]r-cód,i,gos 
t'iene cardinali'd,ad 13. Al

io"", o"tio, al gÁpo' M 3(3) s obre F!'3'2,' nota*o s que I F!"3'2 I M3(3) l- 22.

Con sólo esta i,nformación ga sabemos que etisten matrices generu'doras que

generan al mismo cód.igo lineal y pertenecen a di,stintas órbitas, Un ejemplo

de estas son las matrices

l) ! ''2.-(s!¿)
Lo"s que clararn,ente g e.rreran el nt,istn,o códi,go Li,neal ¡tero If¡(3)(I'r) I I13(3)(lr)

EsLo ocurre por lo descrito cn el t,corema 1.1.11, r'a que antes cle actuar
cr.,n c) grupo ,41,,(r7), clr:bcrnos acttr¿rr con cJ grt4ro G/,¡,(q) sobrc el conjuttto

.,-(33
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Corolario 2.2.9. n¿ pror)ucl.o direcLo GI'¡(q) x lu,l"(q) acttia en el c:onj'u,nto

Ff;*",k como sigue

22

(Gk(q) x 1t1,,(q)) x xlAx¿"t

((ts,lulr,p,"¡), f)
- 

¡¡'kxn,k

u'"..* BlMtp,,)

Así el con,junto rle clases d,e iso¡netría rle ln ,ltlr-córli,oos pueclc sr,r identi,/icado

FI""'k l(cLk(d x ¡4,(q))

cl, r:onjrrlt,l,o d,e l,od,o,s kts C,l Lt (q) x fu|,,(q)-órbi l,o,s en,W!""'h.

Ejemplo 2.2.10. Sea k - 2, n, - 3, q - 2. [,uego el conju,nto

,3.":{(s ? á) (s ? 1) (? s á) (? s 1) (? ? ¿)
(s á ?)(s 1 ?)(? ¿ s)(? ; ?)(? i s)(l I l)
(s i t) (? á á) (? á i) (? I ;) (? I i) (¿ s ?)
(á ? ?) (t 3 ?) (i ? s) (1 ? ?) (á 3 1) (á ? ¿)
(1 sá)(1 ?á)(l ?1)(á¿?)(á1s)(; r r)
(i¿?)(1 1 ?)(¿á1)(á 1 á)(; i 1)(1 á¿)
(1i¿))
y el r¡rupo

c;t.2(2):{(á ?)(? á)(1 ¿)(¿ 1)(t :)(? 1)}
Por tíll,i,rno tlebe¡nos conocer el con junto

(r;)3 - {(111)} llatne.mos 9-(111)

11 el qrLtpo de s'im,e tría,

53 - {o1 - id.,o,¿: (72),q = (13), o,r - (23),os - (1211), o6 - (132)}

)

)

)

)

)

)

00l
111
01r
001
10i)
il 10
101
011
110
1 0 {)

111
l01

(

(

(

(

(

(



CAP Í,IUI,O 2. ] S)METRíA S LINEA LES

Para fonnar el grapo,

M,(2):{,,,,.,,= (i : l) *,,,,=(: i i),*,*,- (l l i)
Ap.^,'(s i :),'*..,-(r á i)',.^,=(i i i))

Primero mosl,raremos las órb'itas f onnatlas por la acci,ón rle el grupo
C L2(2) en el conjunto Ff,"3'2:

c,.,12¡1(00 ? á),={(3 ? ¿)(31i)(3 á?),(3 i?)(3 ái)(S i¿}
c¿,rzx(! 3 á),=(l 3l)(? 3 l)(; 3l)(1 S ?)(á 3 i)(1 3 ¿)
c¿,rzx(!? á),=(? I ¿),(l I i)(i I ?)(¿ á 1)(i i á)(i 3 ü)
c,.<z*(l ¡ 3),=(l¿ S)(: i3)'(¿ ?3)(ll3)(¿ l3)(iá ¿)
."x,x(l; ?),=i(l á l),(? 1l),(á ? á),( ili),(; i¿)'(l¿ l)
"".q,¡1(\ ál),=(l á ¿)(? 1l)(;? ?),( 1? ?),(; li),( iá ¿)i
curz¡((\ á l),=(i¿ l)(i iá)(¿? i)(l ? l)(; ll)(i¿ ?)

As't 18f,"3'2 ¡GLz(2)l: 7, lo que signifi,ca que eristen 7 13,212-cód,igos d,i-

ferentes. Ahora mostraremos las órbi,tas prod,ucid,as por la acción deL grupo
(GL2(2) x Ms(z)) en el conjunto Fl's'2.

(cr"2(2)xMs(2))((? á 1))={(: ¿ i)(l I á)(¡ : 1)(1 ? ;)(; I ?)
/11o\l
\r o r/l

Así l(GL2(2) x Ms(2))lEl"3'' l: 3, to que signifi,cn que ecisten 3 cLases

(cL2e\x,3(2,,((l : ¿))={(y : ;)(? : l)(l ¿ ?)(: I ?)(? ¿ J)
/o 1t \/r o o\/r o o\/r o r\/r o r\/r r o\/r r o\/r I r\
Ir r r/'[o r r/'[r r r/'\o r o/'(r r r/'\o o ,/'\.r r r/(o o r/'
(á r¡)(; ii),( i¿á)(1¿1)(i 1á))

(GL2(2)XM3(2))((3 : á))={(3 I i)(3 I l)(l 3 á)(l 3 l)(3 á l)
(3 i?)(: ¿s)(? 13)(s¿1)(3 iá)(¿ s?)(¿l:)(ist)
(1 ? 3)(á s 1)(l : ¿)(¿ I s)(t ¿ 3))

d,e isometría li,neal de 13,212-códigos .
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2.3. Enumeración de Clases de Isometría
Lineal.

Ya habiendo particionado el conjunto de todos los [n, &]r-códigos, denota-

do por U[n, k], en órbitas producidas por Ia acción del grupo de isometrías,

nuestro estudio se enfocará en contar estas órbitas y así saber cuantos [n, k]r-
códigos lineales no isométricos existen.

Con este fin estudiaremos como actúa el grupo t¡enzado lF| t". S, en el

conjunto de G,L¡(q)-órbitas en IFf"''b, el cual representa al conjunto U[n,k]r,
y ocuparemos elementos del álgebra abstracta, en particular de Ia teoría de

grupos, para poder contar las órbitas producidas por esta acción, que como
ya vimos en el teorema 2.2.4 corresponden a las clases de isometría de [n, k]r-
códigos.

Debido a Ia condición en el rango, el conjunto Ff""'o ,o es fácil de mane-
jar, es por esto que preferiremos trabajar con el conjunto de (,k x ru )-matrices
sobre lFn, que es denotado por IFf" . Es claro que este conjunto contiene
al conjr-rnto de matrices generadoras de [n, l]r-códigos lineales sobre IF, con

r<&.
Así también las matrices que contienen columnas de ceros no son de nues-

tro interés, así que sólo estudiaremos códigos lineales generados por matrices
que no contengan columnas de ceros, estos códigos son llamados códigos
lineales no redundantes.

Observación 2.3.1. Si r: (ri I 1i I .l 1f;) conl €Ff,i€ {1.,2.,...,n\
es una matriz gcneradora de de un [n, k]r-código no redundante, esta puede

ser identificada con el vector "y: ("n,y...t) € (['f \ {0})".

Teniendo en cuenta que [a acción del grupo GL¡(q) en el conjunto

G} \ {o})" está dada por:

GL¡(q)x(n',\{0})"

(A, Í)

------, (rf \ {o})"

r''- A.f
donde (A . f), : f;A', podemos reescribir nuestro problema para códigos
lineales no redundantes, de la siguiente manera

24
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. Lema 2,3,2. Sea la acción d,el gr-upo f; ¿" S" en el coniunto d,e órbitas
((Ff \ {o})"/G¿¡(q)) como sisue

F; r,' s,, x ((Ff \ {o}) lcr-,*@)) -} (r'f \ {oi)"/G¿r(q)

((e,,o) , G¡,*(q)(Í)) r..-+ (e,o).GL¡(q)(i): GL¡(q)((p,o)f)

Luego el conjunto
((r'i \ {o})"/G¿ k(d) lN;t" s"

es el conjunto d,e clases d,e isometría de fn,l]r-códigos no red,undantes, para
tod.o I 1 k.

Dnuosrnnc¡óN: Prime¡o queremos demostrar que esta función está bien
definida. Sean / y e € (Ff\{0})", tales que Ct Áq)(f) : GLx(q)(g), entonces

fA' : S paraalgún A e GL¡(q)

lo que implica

f;A':g, paraalgún AeGL¡(q) y Vie {1,2..n,}

luego para todo (p, o) € lF; t" S"

((p,o)dn: p¿9"-r(¿): tp¿f o-t¡¿¡At : p¡(Af)" q¡: ((9,o)Af)¡

para algún A e GL¡(q) y V i e {1,2..n} y así demostramos que para todo
(p,") e F; ¿" S"

G L ¡(fi (@, o) f ) : c L,(k) ((e, o) s)

Ahora demostraremos que esta función deflne una acción por la izquierda.
Claramente si ({, id) representa la identidad de lF} l- &

((, id) . G L ¡(q)(Í) : c t *(q) ((€, id) Í) - G Lr@) ff) v / € (Fá \ {0})"

Ahora si (p,o) y (r/, á) € f'; l, .9,, tenemos que

(p, o) . ((4,, 6) . G L x(il U)) : (p, o) . G L ¡(q) ((th, 6) . f ): G L*(d«p,, o) . ((,i, 0 . /))
: G L¡(q)((p, 

")U1,, 
6) . Í)

: (p,o)(r1,,6).CL*(q)(Í) !
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Lema 2.3.3. ((Ff \{0})"/G¿.(q))/Fi¿"s,. - ((r'f \{0})"/F; t"s,,)lGLx(q)

DoirrosrRecróN: Sca / e (Ff \ {0})",lucgo
r';t".e"(cri,(«))(/)) : {F;¡" s,,(A'f)l Ae GL¡(q)}

: {r'; ¡" s,,(f ,A".,., f ".t'l I A e GL*,(q)}

- {(p,").(hA',...,Í-A')l@,") €F;¿"s,. y Ae GL*(q)}

- {(qf,-r¡1At,...,e.f,-,6¡At) I (e,") € F; ¿,,s',, y Ae CL¡(q)}

: {A. (e1f,-r1t),...,e.i"-,t ¡) I @,") e r; ¿,,,5;, y A e GL¡(r)}

: {l . ((e, o) f) I le,o) e F} r, S, y A e GL¡(q)}

- c¿¡(q)(FI ¡,, s,,(/))

n

Y así por los lemas 2.3.2 y 2.3.3, podemos concluir clue el conjunto
((Ff \ {0})"/F; 1,, S")lGLx(q) corresponde con el conjunto de clases de iso-

metría de In,l]r-códigos no redundantcs, para todo I ( &.

Ahora definiremos un espacio, que nos facilitará nuestro estudio.

Definición 2.3.4. trl espacio proyectivo correspondiente a IFf se define como

sigue
qP*-t : (r'f\{o})i -

donde Ia relación - esta definida por: ?/ ru'u., si y sólo si exisle ) e IF| tal que

u : Á'w. También dcnotado por

xlPr-r:(Ff\{o})/F;

El orden O*t(q) de este grupo es

o*-,(q):lqP*-, l: 1+: qk-' 1 qk + ... + q + 1q- |

EI sigrriente lem¿¡ nos será de mucha utilirlacl, ya que muestra tlna bivcc-

ción cntre la^s órbitas de L¡ acción del grqro t¡enzado 11 l. C cn el corrjuuto

Y" y las órbitas de otra acción más fácil de manejar'
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Lema 2.3.5, Sea II un grupo que acltia en un conjunto Y y sea (] tt'n sub'

grupo d,e 5,,. Si, rlertni¡nos la acción dcl gr-upo H l- G en )'n como en La

obscruación 2.2.1, kr fitnción $: Y' "---+ (YlH)", tlond.e ($(J))¡ - flÍ; ' v

lr¡, acción d,e el gr-upo G cn el conjunto (Y I H)" como

G x (Y lH)" --"'+ (''l H)"
(r,.[) r----+ oJ

donrle (of)¡: .f, t(¡) tenernos que

(i) La función,

Ú, Y"lÜtt"c:) (YIII)"lG

H t,,C(f) r.....- G(d,(/))

es br,yt:cttua,.

(ii) H t,,G(f):,b-'$b@ ¿" G(/))) - Ó-(G(d,u)))v f e Y"

DBlrrosrRlctóN:

(i) Primero quercmos demostrar que Ia función t/,' cstá bien ciofiuicla y es

inycctiva. Sean / y 9 € Y", tales que

4)@ t-G(f)) -tp@ t"G(t))

e G(ó(Í» : G(,bk))

<+ ó(Í) e G(,bk))

++ ,|,ff) : orl(9) Para algú, o € G

++ ftfi- fl g,-r1¡¡ para algún oe G yV'i e {1',2..'n)

<+ fi € H(t, r(, paraalgún a € G yVi e {1,2..,n}

++ f¡- hg, 1(, para algún lz e 11 algún o e G yY i' e {1,2",n}

++ .f - S(p,o) para algírn (9,o) e H l-G

<+feHü,G(s)

<+ rI t,, G(f): H ¿,, G(.q)
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Ahora pa.ra demostrar que la función zy' es sobreyectiva, primero de-
mostraremos que la función / es sobreyectiva.
Se¿n F € (YlH)" V iF e Y" tal que /,F € {, Iuego

(d(/F))n : Hf! : F,

lo que demuestra que / es una función sobreyectiva. Así para todo
F € (YlH)" tenemos que existe /F € Y" tal que

ú(H I"GUF» : G(ó$F» : G(F) por lo tanro ty' es sobreyectiva.

(ii) Primero notemos que, si F e (YlH)" existe / eY" tal que /(/) : F,,
ya que / es una función sobreyectiva. Entonces

ó-'(F) : d-',({d(/)}): {r ey" lr¡e Hf¡ y i e {t,2..n}}

- {r €Y" I r¡ : rlr¿i, con t! e Í1" y Y i e {t,2..n}}

: {(,b,r)f l,l, e H"}

: r¡ ¡" {r}(/)
y (ó("f))¿- H(of); - Hf,-,(ü: ("(d(/))), v ¿ e {t,2..n}

Luego Ht"G(Í) :{(p,o)f lse H",,oeG}

. {i I ir: p;io-l(¡) con g € II',o e G}

: U {i I i¡: p¿f ,-,(¡¡ con g €. H"}

: Vu t" ir)("/)

U d-'({d("/)})
.reG

: U ó_,({o4,U)})
oeG

ó-'(U {oó(Í)})
rreG

- ó-,({"ó(f)lo € G})
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: ó-(c(4,(f)))

: <[_t(!er ¡" c(/))

tr

Si aplicamos el ierna anterior parte (i), al gmpo trenzado f; ¿,, S" actu¿rudo

"" (FÍ \ {0})", podrcmos recscribir las órbitas cstudiadas, tal quc esla uueva

lorrra de construir estas órbitas, nos facilitará cI cálculo de ellas.

4,, (Ff\io))" -+ ((F|\{o})/F;)"

f - ó(f)

donde (/(/));: F;(¿), entonces Ia función

tt, : (r'f \ {0})"/F; ¿" s" -----+ ((Ff \ {0})/r;)"/s,.

r; ¿" s,,(/) -- s"(,á(/))

es una biyección.
Por Io cu¿l

((F',Í \ {o})"/r; L, s,.)lGL¡(q)

Io podemos reesc¡ibir de Ia siguiente mancra.

(((Ff \ {o})/r;)" ls") lcLk(q)

Más aún como el espacio proyectivo IFqlPr-1 eu (f'f \ {0})/f';, como Io vin'ros

en Ia delinición 2.3.4,tcnemos que

Corolario 2.9.6. El conjunto de clases d,a isometría li'neal de (n,l)-cód"i7os

linealcs rto reth.r,ntlantes, para Lodo I < k puetle ser descrito

((FqPk- 1 ) l 5,,) I G L A,(q)

Donrle la acción d'el grupo 5,, en cl espacio FrPk-l , esta dada 'por

S,, * (FoP*-')' --- ) (qrr-l,"

(", f) r--.* o'f
rl.ond,e (o . f), - " Ír: [u.-,1¡] cntend,iendo que' f; - lu¡].

29
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Y la acc,¿ón d,el grupo GL¡(q) en el conjunto ((qPr'-l)"/S") sc r)esprentle

d.el letna 2.3.3, de la siguiente manera

GL¡(q)x([',Pk-')")/s,. ((F,P'-')")/s"

(A, o ' J\ r---+ A' ("' f)

d.ond,e (A' (o' /)), : la,-'p¡At\ entendiendo que J; - lu¡l

La definición que sigue a continuación, nos servirá para reducir tienipo al

momento de calcular esta¡ órbitas'

Definición 2.3.7. Sea / € (FrF*-1)', definimos el contenido de f como Ia

siguiente función

c(/): QfÑ-1 ------+ N

1! -, l{¿l"t-s}l
Teorema 2.3.8. SeanJ y g e (lFoll*-1)' ,entonces S'("f) : S'(g) si g sólo si

c(/) : 
"(s)

DpltosrRnclóN: Sean / v 9 e (Frfú-l)' tal que c(J) - c(9)' luego

I {¿ I I' : e} l:l {z I s¡ = a}l ve e Fntri-l

Io qrre implica que existe una permutación d € S' tai que

fo(¡)- 9¡ V ie {l'2"n}

y así o-1. /: g, por Io cual / € '9,(9) concluyendo que S"(/) - S"(9)

Recíprocamente, sean / y I € (FqPe-1)'tal que s"("f) : s"(s), eutonces

Í € S,,(9), es decir

fo4¡i): gi Pate algún o € '5'

Luego

c(s):l {¿ I s;:a} l-l {¿ I /,-'to : s} l:l {il Ío:a} l- "ff)
tr
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Corolario 2.3,9, Et conjunto de órbi.tas (FrPn-')"/S. pued,e ser representa-

d,o por un sistema completo de n-tuplas,¡ e (FnPÑ-')" con conteniilos d,ife-

rentes.

Ejemplo 2.3,10. (1) En el espíritu d,el corolario anterior, buscaremos quie-

nes son los representantes de las órbi,tas (F2P1)3 f $. Dond,e

FrPl - {fo, il, J1, ol, [1, i]]
Así | (FzlPl)3 l:27. Luego aplicondo la función contenido a cttda ele-

mento de (F2P1)3 encontmmos los representantes buscados, escogiendo

los elementos que tienen diferentes contenid,os

c(([0, 1], [0, 1], t0, 1l)) - [3, 0,0], c(([0, t], [0, r], lt, 0l)) : [2, r, 0],

c(([0, r], [0, 1], t1, 1l)) : [2,0, 1], c(([0, r], [r, o], [r, 0])) : [1, 2, 0],

c(([0, t], [t, o], [r, 1])) : [1, 1, 1], c(([0, t], [t, 1], t1, 1l)) : [1, 0, 2],

c(([t, o], [l,o], [1, 0])) : [0, 3, 0], c(([r, 0], [1, 0], [1, r])) - [0, 2, 1],

c(([t, o], [t, t], [t, 1])) : [0, 1,21, c(([t, t], [r, r], [t, 1])) : [0,0, 3].

Con esto redujimos el problema de aplicar la acción a 27 elernentos, a
apLicarLa a sólo 10 elementos.

(2) Ahom buscaremos quienes son los representantes de las órbitas (ElP')'/S..
Donde

FáP1 = {[0, 1], 11, 01, [1, 1], [1, 2]]

,4sí | (lt'3P1)3 l: 64. Luego aplicand.o la funci'ón contenid,o a cad,a ele-

mento de (FsP1)3 encontmtnos los representantes buscad,os, escogiendo

los elementos que tiene d,iferentes contenitlos, cudles son

c(([0, t], [0, t], t0, U)) : [3, 0, 0, 0], c(([0, t], [0, t], tl, 0l)) : [2, 1, 0, 0],

c(([0, t], [0, t], 11,11)) : [2,0, 1,0], c(([0, t], [0, 1], tl,21)) : [2,0,0, 1],

c(([0, t], [t, o], 11, 0l)) : [1, 2, 0, 0], c(([0, t], [t, o], [1, 1])) : [1, 1, 1, 0],

c(([0, t], [t, o], [t,2])) : [1, 1, 0, 1], c(([0, t], [i, tj, [t, 1])) - [1, 0, 2, 0],

c(([0, t], [1,1], [1,2])) : [1,0,1, 1], c(([0, t], [t, z], [1,2])) : [1,0,0,2],
c(([t, o], [t, 0], {t, 0l)) : [0, 3, 0,0], c(([t, o], [t, o], [t, 1])) : 10, 2, 1, 01,

c(([r,o], [r,0], [r,2])) : [0,2, 0, 1], c(([1, 0], [1, 1], [i, 1])) : [0, 1, 2, 01,

c(([t, o], [t, t], 11, 2l)) : [0, 1, 1, 1], c(([t, o], [t, z], [1,2])) : [0' 1, 0, 2],

c(([t, t], [t, r], t1, 1l)) : [0, 0, 3, 0], c(([i, t], [t, 1], t1, 2l)) - [0, 0, 2, 1],
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c(([1, 1], [1, 2j, [1, 2l)) - [0,0, 1, 2], ¿(([1, 2], [1, 2], t1, 2l)) : [0, 0, 0, 3].

Con esto reduji,mos el probletna de apli,car la acc'ión a 6l elementos, a

aplicarla a sóLo 20 elementos.

(3) Para casos en que n y k son mayores corno por ejemplo:

(i) El conjunto (lF'3tr2)5 el que tiene card,inalid,ad, 371.293, los elemen-
tos que representan la órbi.ta (F3P')5/S5 son sóIo 6.188.

(ii) El conjunto (FaFl)3 el que tiene card,inalid.ad. 125, los elementos
que representan la órbi.ta (&F')'/S, son sólo 35.

(iii) El conjunto (FuP')3 el que tiene card,inali.d,ad 216, los elementos
que representan la orbita (&P')t/S, son sólo 56.

Aho¡a del lema 2.3.5 parte (ii) aplicado al grupo trenzado [']1,S,, actuando en
(Ff \ {0}f , se desprende el siguiente lema,el cual nos proporcionara la última
forma que mostr&remos de ¡eescribir Ia.s órbitas que estamos estudiando. Esta
nueva forma de construir estas órbitas nos servirá para contarlas.

Lema 2.3.11. Sean A e GL*(il A $ como en el lema 2.3.5

ó: (Ff \ {o})" -, (F,F*-')"
f * ,tff)

donde (g(f))¡ - lf,l. Entonces

ó(F;t" s"(AÍ)) - .t(sn(ó(f))) v / € (r'f \ {0})"

DpuosrReclóN: Del lema 2.3.5,ii obtenemos que

q ¿,, s,,(A/) - ó-«'@;t. s"(Al»): ó-16"@(Af)))

es decir

d(q ¿" s"(.4/)) : s"(ó(AÍ)
por otro lado tenemos que

(ó(A f)) ¿ : If¡A'l : AIf,l = A(ó(f )), v i e {r,2..n}

por lo cual ó(AÍ) :,4/(/), entonees

dG'; ¡" ,s"(.4/)) : s"(ó(AÍ» - s"(Aó(f»: /(,s.(d(/)))
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De esta ma,ncra acabamos de sustitr'rir la acción del grupo G'a(q) x F'; ¿- 5"

en el coniunto G'f \ {0})" por Ia t'lcción de el grupo G Le.(q) x S" en el conjunto

(FrPt-r ¡', dada por

(GL*(q) x S,)x (Qrr-t;" ------) (qrt-t,"
(21)

((A,"), f) r--* (A,o)f

doncle ((A,o)/) i- Af,-,(¡)-IÍ" t(rAt)

Y así llegamos a nuestro teorema principal.

Teorema 2,3.L2. Et conju'nto d,e clases de i'sometría de ltt,l)r-cód"igos no

redundantes, para todo l1 k pucd'e ser descrito com,o

(qP¿-1)"/(G¿a(q) x S")

con La acc'ión d,cscri\a en (2.1), o bi,en'

(@,tPk-l) l s") lGLk(q)

d,ond,e eL conju'nto dc órbi,l,as (F,P¡-')"/S" puede ser represenlarlo por cual-

qu'ier sisterna completo d.e n-tuplas / € (lFrlP*-')" con cor¡.tenidos rli{erentes '

Eiemplo 2.3.'13. Sea q - 2, k - 1 g n - 3, tenemosqze (lF2Fo)3 : {Ur1l},
cs ¡lec'ir tene?nos uno' sola clase da 13,7lz-códigos linett'Les no red'un'danles so-

bre Fz. Ahora si tomamos Q : 2, l¡ : 2 a n -'= 3, como ga uitnos en' el

ejem,plo 2.3.10 los represenl,an tes de La órbiLa

F2lP1/S3: {(to, rl, t0, 11, Io, 1l), (10, 11, t0, 11, tl, 0l), (10, 11, [0, 1], 11, 1l), (10, r l, [1,0]' 11' 0l),

([0, 1], t1,01, t1, 1l), (t0, I l, 11, ll,11, 1l), (tr,0l, t1,01, [1,0]), ([1,0],11,01, t1,1l), ([1,0], [1, 1]' lr, 1l)'

([1, i], t1,11, [1,1])]

Así si le a7 'icarnos a esl,os rcpresenlantes kt acción, de G I'2(2) x S;1 t'ene-

rrlos que las órbilas que se forrnan son

GL,(2)xfi(([0,1],[0,1],[0,1]))-{(t0,11,i0,11,[0,1]),(11,01,t1,01,U,01),([1,1],t1,1l,U,rl)]

G Lz(2) x Sz (([0, 1], t0, 11, t1, 0l)) = i(t0, 11, t0, 11, t1, 0l), (i0, 11, 10, 11, [1, r]), ([0, 1], It, 0], [0, I ]),
(t0, 11, 11, 01, 11,01), (t0, 11, [1, 1], [0, r]), (10, 11, {1, 11, t1, 1l), (11,01, [0, 1], [0,1]), (11,01, [0, 1], [1,0]),
([1, 0], u, 01, t0, 1l), (11, 01, [r , 0], t1, 1l), (tl, 01, 11, 11, t1, 0l), (11, 01, [1, 1], [1, 1]), (J1, 11, [0, 1], [0, 1]),
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([1,1], [0,1], [1,1]), fl1,11, [1,0], [1,0]), ([1,1], [1,0], u,1l), (1, 11, Ir, 1],10, rl), ([1,1], [1, r], [1,0])]

GLr(2)xfi((fo,ll, Ir,0],11,11)) = {(10, 11, lr,0l,11,1l), (10, rl, [r, r], [i,0]), (lr,0l, [0, r], [r, 1]),

(1,01,11,11,10,11), fi1, rl,10, 11,11,01), (1,11, tl,0l, [0,1])]

Inlcllo son 3 los l;J.,1,)2- código no rerhntd,a,ntc,s no isométricos, para L { 2,

.Jtt,n,l,a,nd,o nuesl,ros tLr¡s resultados Lene.mr.¡s q'ue san 2los 13,212-códi.oos n,o

retTunrlanlcs no isorn.étrir:os, esle rcsultad,o coi,ncide con, el tleL ejemplo 2.2.10
ya que la pritnera órbita, que sc ¡n.u,esLra en este ejem,plo 'posee soLó códigos
rerht"rLdo,ntcs.

Para facilitar uuestro trabaio, vamos a usar una not¿lcióu m¿rs abrcviada
para los coniuntos y valores que utilizarenros.

Deffnición 2.3.14. Denotanlos por

(i) V[rz, Á1, al conjunto r-le toclos los [n, /r:]r-códigos rto rr:dundantcs

(ii) I/¡,,r1, al conjunto de clases de isometría en Uln,l';)r, cs decir U¡,,r¡n -
Uln,k)rlM,,(q)

(iii) 1,i",r1, al conjunto de clases cle isomelría cn V[n, Á:]r, es decir (,,,r,1, -
v[n, k)o1tuL"(q)

(iv) 7¡.,*¡" aJ conjunto de clases c-lu isomeLría de [n, l]r-cridigos tro redtrncl¿ru-

tes para todo I ( A, cs decir f¡,t¡ - p!",tt,

Corolario 2.3.L5. Veamos relacioncs enLre los nún¿eros I To,*1, l, | l,i",rt, l,

I U¡"*r, I

ft) |T ¡",*1, l-l (F,P*-')"/(G 1'Áq) x 5,,)

(ii,) | V¡,,xl, l-l Tv,,*t, I - |7j",r-:1, | ¡nra t'- k 1rt

(iii) l t.1¡,,.t1,,l D ¡,1,,,,r, l
Á!t<¿
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Así tenemos cxpresado l (,,r1" I y l tty,,x;,l en tórminos de 1 71,,*¡, , luegc'

lo qne nos resta es calcular el valor de | 4",t1, l, y para esto utilizaremos

algunas definicioncs y tcoretllas qrre nos clar¿rn Ltn¿l función gcneradora Para

cste número.

Definición 2.3.16. Sean X urt conjurtto finit'o y (i tln grupo finito <lrLc actúa

sobre X.Denotamos por a;(9) con i e \1,2,..,1 X l) y g € C al número ile

órbitas cn X bqio la acción del grupo (9), de largo r., es decir

a,'(s) -l {u e (xl\s)) I l'¿l; l- ¿} 
I

Y a la secuencia
(a, (g), ..., ¿lxr(g))

la IIama«:mos t,ipo de ciclos clc a (cycle type o[ 9)

Dcfinición 2.3.17. Sean X un conjunto finilo y G un grupo finito qLrc actria

sobre X. Se define el índice de ciclos de la acción del grupo G en el conjunto

X, denotado por C(G, X), como el polinomio

l\l
ctc.x), +Ifl,l'"'l" ltec 

':t
Teorema 2.3.1g. Sea H un grupo finito actuando en el conjunto fi'ni'to Y '

La función generadom para el ruimero d,e órbi,tas genemd,as por la acción del

grupo (H x Sn) en el conjunto Y* es

llv"tw, s") l,' :c(il,\')
t€¡¡

rlonde el ln,lo dcrcclto lo r ualuamos en:, fr"
j:0

Corolario 2.3.L9. La firnción qen eradora paro, el ual,or I fr",^1, I cs obtcnida

como siguc

f l"r,*r, lrá: c(GLk(q),FnÉ-') l"¡=¡.eoaii
teN

Ejcmplo 2.3.20. (i) Sea q - k :2, entonces como GL2(2) con'sta dc

estas seis malrices

/o r\ lt l\ (o l\ (t o\e, (; ór r,=(', á1,, (r i) '' \o t)
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.-(i ?).:(¿ i)
y estas actúan de la siguiente rnanera en el conjun,to

r,P1 - F; \ {o} : {1 : (0, 1),2 : (1,0),3 : (1, 1)}

1.9--2, 2.h-1, 3.9r:3 luego §l:(12)(3)
7.gz:2, 2.gz:3, 3.gz:l luego g;:(123)
7 ' gt:3, 3. ga - 2., 2. g¡ - 7 luego h - O32)
1.9¿:1, 2.9¿:2, 3 g¿,-3 luego !f,: (1)(2)(3)
1.9s=3, 3.9s:1, 2.gs:2 luego fi:(13)(2)
1 90:1, 2.ga:3, 3.ga:2 luego jf,: (32)(f )
Tenemos que

GL2(2) : {(12)(3), (t23),(132), (1X2)(3), (13)(2), (32X1)} : 53

Lu,ego el Lipo de ciclos rle g¡ es ( 1, 1,0 ), de 92 es ( 0, 0, 1 ),
d,e gs es ( 0, 0, 1),d,egaes (3,0,0), de gs es (1, 1,0 ),
de 96 es ( 1, 1, 0 ). Por lo que

c (G L2Q)'F2P]" : t 
..»-r, I ";'{n) 

: 
}'i{" zz* zs* z¡* zl + zú2)- zt z2)

= ü,rt 
t3z1z2t24)

luego

\ I rv,rt, I r" : c (G Lr(2) , F'2rPr ) ¡,,=r=o :rii
¿€N

Y ahora reemplazando 21 :l{r ** *f ....: l-l¿

- -t 
t -2, -4, ^,6z2 1 r.r, -t- .1, -1- r, .,.. - l-12

zs : | +r3 + ¿6 + ¿e.... : -f-.-=1-13
Obtenemos que

f I 4.,a, | * : 7 + x + 2u2 + 3r3 + 4ü4 * 5u5 1 7x6 + 8x¡ * 10¿,8.....

r¿€N
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(luc rlotatr-os correspond'e a La etpansiórt de TagLor ct:ntrado ert 0 dc la

función racional; Lueqo

t// I \3 // 1 \/ I \\ ./ I \\
á ((.,) ' ,((,-,) h-.r), z (,. - r)/

Y así

Ahora para saber el ualor tle | \",rn I ncces'itamos el uaLor tle | 71",11, l'
DsLc si ytuede calcuLar !áci,lrnente ya qtr,e I 

"r",rl, 
l- 1 V n € N Lrr'cao

T¡2,t1,1- 2, lT1s,t¡ l: 3, | 71+,11, l: 4, ] 71s,r1, l: 5'

Ts,4, l- 8, | 7p,1¡, l: 10

V¡z,zh l- 7, l!\'¡pt, l- 2' l\'lz¡ 1- 3, I l"i5,a, l- 4'

Vtz,z),1- 7, | (e,21,, l: I

?tr,rl, l:1,
T¡a,v, l:7,

Yt,zl, l:0,
vp,z¡, l- 6,

Y o,sí qu,e

luuzt,l-0, ILI¡2,21,l:1, lU1a,z1, l:3, lUla,z¡, l:6' lUts'zl' l:10'
Uto,r,t" l: 16, I U7',2¡ l:23,1U¡a,z¡ l- 32

(ii) Sea q - 2 y k :3, al h'acer actuar el qnt[to G L3(2) sobre el conju'nl'o

F'2P'? : F, \ {0}, obter"tetnos que

df@ : ((4sX67), (46)(57), (23)(67), (24)(35), (12)(56))

Lo que necesitamos encontrar es el ti,po d'e ci'clo de u'tJ'a elemento de

Gfu(2), es d,eclr necesitamos saber la estructura cícli'ca d'e cada elemen-

tu d;el@. Para esto utilizaremos el hecho, de que los elementos tle

las clasei 
'd,á 

conjungación de un subgr"upo d,e permutaciones tienen la

misma esLnt ctura cíclica.

Por lo tanto, si conocemos las clases de coniugaci'ón de G Ls(2) < Sz y

Ia contid,ad, d,e elementos Eue posee cada una cle estas, pod'remos obtener

c(G4(2),F2P2).

Así las clases d,e conjugación d'e G 4(2) son

{(1x2x3x4x5)(6xo;(1x2x3x45x67), (1x23x4657), (1x246)(357),(1243675)'(1245736)}

y-tai canti*iaaes d,e elementos por cad,a clase de conjugación son 1, 21,

42, 56, 24, 2/ resPecliuamente. Así

C(G4(2),FrP2l - frfrl ) 2lzlzl't 42ztzzz.t t 56ztz3 1 482?)
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por lo cu,o,l

3B

I lrr"rl, l:r": I l:¡: +2r2 * 4r3 *7iú4 + l1r5 + 19:,.6-l 2{)r7 l-44¡r.8..'..

r¿€N

Y así
7rr,rl, l: 1,lTp,z¡l:2, lTp,sy l- 4, l4¿,sh l:7, l?t¡,¡t, l- 11,

?to,rt, l- 19, l?12,:¡, l-29,1?]$,tl, l:44

Ahora para saber el ualor de I V6,zt, I n'eccsi,tamos el ualor de I T6,zn 
I

eL aml ya tenetnos. Luego

I4.,rt, l: O, lV1z,s12l:0, I l'Ía,et, l:1, I V1a,:¡, l:3, lI'ts,sl, l:6,
I4u,rt, l: 12, lW,st, l: 21,1 I'ie,at, l: 34

Y así qu"c

ur,,rt, l: 0, i [/¡2,s1, l: 0, I urr,E, l: 1, I u¡a.31, i: 4, I I/p':¡, l: 10,

Utu,rl, l: 22,, I U1t,s1, l: 43, I t/ta,¡t, l: 77



Capítulo 3

Construcción de Códigos
lineales con distancia mínima
prescrita.

3.1-. Caracterizaciónde matrices generadoras
de Códigos lineales con distancia mínima
prescrita.

, El .propósito en este capítulo es mostra¡ un métoclo para construir un
ln,k,d)o- código lijando una distancia mínima d. Tenienclo en cuenta que que-
remos de alguna manera encont¡ar códigos que alcanzen la Cota de G.i"r-",
1 0 1.)

Como Io que queremos en pa.rticular es costruir códigos lineales, y sa_
bemos que estos parten de una matriz generad.ora, comenzaremos con un
exa,men mrís detallado de ésta, para poder relacionarla con Ia distancia míni-
ma del código lineal generado por ella.

Sea C un [n., k, d]r- código, generado por la matriz I : (7,r), nuestro pri-
mer objetivo es encontra¡ relaciones entre el conjunto de las columna,g de
esta matriz 1 : {.h,12,...,.1n} y la distancia mínima d de C. paraencontrar
estas relaciones, como estamos restringiendo nuestro estudio a códigos linca_
les, donde la distancia mínima coincide con el peso mínimo, 

"o-"nru,..*o,buscando relaciones entre el peso de una palabra c e C y las columnas de l.
Observación 3.1.1. Recordemos que tr,(c), clenota las coorclenadas de Ia
palabra c distintas de cero, por lo tanto n - w(c) corresponde a la cantidad

39
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de coorclenadas igua.les a cero de c.

Así tarnbién si ¿ la escribimos en t,érminos cle Ia forma bilineal estan<]ar

(< u,', s- l!=rr,;rr,¡ para todo o, a., e Ff )

c:af : (< r,,.1, >,< u,12).,... ,4 u,-ln t>,<.ü,,^1,, >) ,e ry
podemos observar, quc si c, - 0 , implica que ?i es ortogonal al vector men-

saje u.

Uniendo nuestros dos resultados podemos concluir c¡rc hay rz 'u(c) colum-
nas de la matriz gcneradora quc soll ortogonzrles con el vcctor tlensajc tr. Es

decir que el hiperplano

H(u): {w e ( l< o,ur >- 0}

contielre exactamente n - u(c) colutlnas de la matriz gcneradora l.

De estas observaciones se desprende el siguiente teorema que relaciona a

Ia n'ratriz generadora cle un código lineal co¡t Ia dislanci¿ tnítlima de cste.

Teorema 3.1.2. Una m,al¡iz I de (k x rt) as una tnalriz generad'ora de u,n,

ln,k,dlo- cód.igo si y sólo si, satisface las siguientes co¡tdiciones

i) Todo h.ipet-plan'o H (u) conu € ry\{O} cont'icnc a lo más r¿-d col'u¡n,nas

tLe l' .

i,i,) Dai,ste al menos u,n h,iperplano fI (u) que conl,iene et:ac\am,cnte ¡'¿ - d

columnas rLe l.

D¡uosrR¡,ctóN: Supongat.nos que I cs una malriz generadora de tlrt

[n, k, d]o-código C, tal que f no cumple la condición z). Entonccs existc un

vcctor ¿r € ry\{O} tal que 11('u) contiene más de n - d coLumnas de f , }o qur:

implica que ia palabra c - ul e C posee más de r¿ - rJ ceros) por Io cual u(c)
es menor que d, lo que produce una contradición.
Así también como C posee distancia mínima d, tenemos que existe Lrlla pa-

Iabra c - ul e C con ur(c) : d y r¡'- d coorden¿rdas igual :r cero, 1o que

equivale a decir que el hiperplano 11(u) contiene exactamente r¿- d columnas

de I', lo que demuestra ii)
Abora supongamos que I'cumple con las condiciones z) y zz).Por [a condición
ii) tenemos que e[ código lineal C generado por I- poscc solo palabras con pcso

nlcnor o igual a d y por los condición riri) tcncrnos que cxistt: una palilLrra en

C con peso d, Io que implica que C posee distancia rlínima d.

Lo qrLc nos f¿lt,a dcnrost,rar, cs qrrc C cotno sttbcspa.cio do I(| sobrc F,, lcnga
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dirnensión ,k, para esto procederemos por contradicción.
Supongamos que el rango de I- es menor que k, así las fllas de I son lineai-
mente dependicntes, luego existe un vector o e S\{0} tal que

c--ul:0

llsto implica que 11(a) conliene lodas las colutlnas de l, Ic, que contradice
la condición z).

n

Este teorema, nos da una idea de como generar códigos Iineales con una
distancia mínima prcscrita, ya que teniendo un multiconjunto de vectores,
cs decir un coujunto en el cual se pueden repetir los elementos (denotado
por {{}}), que cumpla con las condiciones dadas en el teoren-ra eurterior, po-
demos crcar una matriz I en que todos los vectores dc cstc conjunto seart

columnas de esta. matriz, de este modo I es una matriz generador¿r rle un

[n, k, d]r-código.
En el cápitulo antc¡io¡ estudiamos cuando dos códigos sorr isotttétricos, ahora
queremos ver qué condiciones cumplen las columnas de Ia matrices genera-
doras de estos códigos para así en el proceso cle construcción poder descartar
la rnayor canticlad de códigos isomélricos.

Si recordamos Ia observación 2.2.7, dondc se dcflnc l¿r acción del grupo dc

isometrías lineales ,{4,,(q) en el conjunto Ff*"'4, de la siguiente manera

M-(q) x F["",k

(Moa , r)
donde la (n, n)-matriz M*,, : (a¿,¡) es de la forma,

?o(i) si j - o(z)

0 en otro caso

Tenemos que

I x'tted- (Pr"y!,-,ttlPrl',-,rr¡l ' lv,'lt" ,¡,1) con ?i € Ef. i e {t,2....,ri1

De aquí podcmos deducir que una sucesión de las siguientes operaciones en

Ias columnas de una matriz l, produccn una rnalriz I" l¿ cLral gcner¿r ul.l

código lincal isomótrico al córligo gcncrado por I':

a¡,i 
{
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1. La ponderación de columnas por elementos d" S : (Fr\iOi)

2. La pcrmutación de columna"s.

Es inrportante recordar qoc F!""'k lM"(q) es una partición en cl coniun-

to de ¡¡ratrices generadoras, pero no represenla una partic:ión en el cotrjunto
Ulrt, kl, de todos los ln, k]r-códigos.

También si f : (fÍ) con í e {1,2,..., rz} es una m¿¡triz generadortr de un
código lineal no rcdundante, esta se puede rcpresentar por la función

1 : {1.,2,..., n} ----- q\{0}

i t"""+ 1,

Y luego por la condición i., Ia función ] representa a una malriz generadora

de un código isométrico al generado por l.

l : {1,2,..., n} -----* SIPA-1

¿ - [r']

De Ia siguiente manera; colocando como columna t-ésima Je Ia matriz i un
represent,ante cual<luiera de I¿r órbita lf,] . Ue" aún, debido a Ia condición
2.ia función l., represcnta a una matriz generadora de un código isométrico
al generado por l-.

l':tl 2 //) 
-IqiPt-li t---,+ 11" ,61

utilizando el mismo método anteriormente descrito.

Deffnición 3.1.3. Sea [o] e QFa-1 denotamos por fI{'u] al subconjunto de

IF,IF&-1 que se define, en analogía con .I{(z), por

flfu] : {lur] € FrP* ' l< o, ur >- 0}

Observación 3.L.4. w e 11(u) e [rrr] e fl[u] <+ [u] e l/[rr;]

Ahora estamos en condiciones de reescribi¡ el teorema 3..1 .2 cn térnittos
de rnulticonj untos.

Tcorcrna 3.7.5. llxi.stc u.n lt'L,li,, dl,,-r:ótLi qo n.o rcrhtn'¡l,o'¡t.l,t: si tt srilo si r::t:isl r:'

rnr, nulti,cortjunto y de FrPk-t tl,e orden n Lal Et'c

-,4"{lx n Ir[t,]l | ['u] e qna-l] : n - d,



CAPfTULO 3. CÓDIG)S CoN DIS,IANCIA MÍNIMA PHESCR]TA. 43

DBltos'rn,qctóN: Sea C un [n, k, d]r-código no rcdundatrte, y sca f - (rl)
la malriz generadora de C, luego el multicorrjunto ? - {{hr],..., [n,]]] es un
multiconjunto de FolPa-1 de orden n. Ahora como C ¡rosee distatrcia mínima
d, tenemos por teorema 3.1.2, que todo liiperplano fl(u) con u € S conticne

a lo más n - d columnas de l, io que implica que cl

rnáx{lr fl Hlull ue F1 }<i, d

y que existe a lo mcnos un hiperplano 11(o) que contiene ex¿rctamenle r¿ - d

columnas de f , es decir que estc lláximo se alcanza.

Sca ¡ : {{[xrl,...,lX.l]] "n rnulticoltj unto de FrPb-r de ordcn n tal qLrc

máx{l¡n lllu)l I u € ry} : n - d, esto implica que si x : {{xr,...,r,.}}
entonces mríx{lXn H(u)l I u € ry} : n * d, luego por cl teorema 3.1.2

tcnemos que Ia matriz f : (Xl) genera un [n.,k,d]r- código no redundante.

tr

Deffnición 3.1.6. Un [n, k]o-código es llarnado proyectivo si Las columnas de

cualquier matriz generadora de éste son a pares linealmente indepcndientes.

Ahora nos vamos a restringir a coqjr.rntos, y así generar códigos lineales
proyectivos

Corolario 3.L.7. Eti,ste un ln,k,d)r-código proyecliuo si y sólo si etiste u¡"¿

conjunto X deErPk-l d,e orden n tal que

mríx{lX n 11[u]l I u €F:] : n - d

Así nuestro estudio se restringe a Ia busqueda de conjuntos X c nlnrr-t
que cumplan ciert,as condiciones.

3.1.1. Minihypers, T-Bloques y Grafos

Con el propósito de facilitar nuestro trabajo, buscaremos los complemen-
tos de estos conjuntos, que ya han sido estudiados en el aréa de la Geometría
Proyectiva Finita, donde hay resultados que nos serán de mucha utilidad . A
tales conjuntos se les llama minihyper.

Definición 3.1.8. Un (b, ¿)-minihyper en lFrP#-l, es un conjunto B de QIFt-t
tal que

lBl :b v mín{lB n a[o]l llol e IF,Fa-r] -¿
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Corolario 3.1.9. (Hamada)ft| fuiste un fn, k,dlr-códi,go progect'iuo si' g sólo

si, existe un (b, t) -minihyper en BrPk'l con

(b,t) - (0n-t(q) - n,,O*r(q) - (" - d))

-ll
recordontlo que 0¡.. -(q) | FrFo-' I 

-
q- t

DBti¿os'ra¡,ctól¡: Sea C rn ln, k, dln-código lineal proyectivo, y sea f una

matriz generadora de C, Ilamemos 1al subconjunto de QIPa-1 definido por

I : {1,Á I ú es una columna de f } este conjunto cumple con

I. 'y q trnPá-l, l"'tl: ,, yu que C es un código proyectivo de largo n'

rr. mríx{l7nl1['u]l I lu] e iFont-t, -- n-d, ya que C posee distancia mínima
d.

Luego e[ conjunto 1" cumple con

1' C F,FA-1, l"y"l: ?r-r(q) - ?¿! por r.

mín{11'n ¡I[u]l | [o] e QiFa-1] - 0 *r(q) - (" - d), por II., donclc

0¡-2(q) es la cardinalidad de 11[t-,] pa,ra cualquier ['u] e FolFÁ- 1

y así 1' es un (ú¡-1(q) - n.,?pz(q) - (n - d))-rninihyper.

Ahora demostremos el recíproco. Sea B un (0¡-1(Q-n,?¡-r(q)-("-d))-
minilryper, Iuego el coniunto B' cumple cot.t

1. B. c n1n»*-t, lB'l - "
2. mdx{JB' I H[u]¡ I lul e QPr-i\ - rr - d

Luego si formarros la matriz f, tal que b es un¿r columna de l para cada

[ül e B, tenemos quc f por l¿ condiciórt 1 es la nratriz gcneradora dc un código
proyectivo de Iargo n, y por Ia condicjón 2, este poscc clistauci¿ trí¡rilua d.

n

Tambier¡. dentro del a¡ea de la Ceometría proycctiva finita, se defiuen

otros conjuntos llamados f-bloque qrre poseen menos car¿cterístic:rs que los

minihypers, pcro que han sido tnuy estudiados y hay rcsultados sobre l¿r

existencil de estos conjuntos, que lambién nos serán dc mucha utilidad.
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Deffnición 3.1.10. Un f-bloque en ILP¿-1 es un conjunto B q qPá-1 tal

mín{lB n fl[u] | lal € qPÁ-li > ¿

Ahora introduciremos el concepto de grafo y luego matriz de adyacencia,
para poder facilitar la forma de encontrar estos conjuntos de qn}¿-1

Dcfinición 3.1.11. Un grafo G es un par G - (V, E), doncle V es L1n con-
jLrnto finito y E es un multicoljullo de pares no ordenados de V. Llarnan'ros
a cada elemento u € V vértice y cada par no ordenado {o,,ur} e -E arista.
Denotamos por V(G) aL conjunto de vértices y E(G) al conjunto de aristas
de G.

Definición 3.1.12. Dos vórLiccs r.,y rr; clc un gra[o G sc clicen adyaccntcs si

{u,'u} e D(G).

Definición 3.1.13. Sea G un grafo con Iz(G) - {'u1,,...,u,} y E(G) -
{"r, ..., r.}, definimos la matriz de adyacencia de G como la u x u-matriz
A(G) - (4.1¡) donde aij - 1 es eL número de aristas {ui,u¡} e E(G).

Ahora reescribiremos lo estudiado en términos de estas definiciones.

Observación 3.1.14. Formemos el grafo G, clonde

V(G): IFP¡-1 : {P,,...,&o_,(r)} donde 0¿-1(q) -
qk -1
11 -l

E(G) - {{P¡ P¡} I P¡ e H(P¡)}

l,uego la matriz de adyacencia de C, puede ser descrita de l:r. siguiente
fo¡rna:

A(G) : (a;¡) donde a;j : 1 si cl par no ordenado {P,., P¡} € E(C), lo que

irnplica que si P¡ e H (P¡) y a¡j:0 en otro caso, es decir;

si P, e H(P¡)

en otro caso

¿li :



1APÍTULO 3. cÓDIGos coN DI1TANCIA uíNttt¡ PITESCRITA. 46

Luego cono un t-bloquc es una selccción convcnicnte de puntos de [rPk-1,
óstc puede ser descrito por Ia matriz de adyacencia del grafo G, de la siguicnte

n}¿[IrcI¿:

llt 
\

. I 
dond. u, e {t . ....0k 2(q} (3.I l

lJor,rtt¡ )

(Á(c)l-r,(;):,

Si f " ) cutn,pLc con (3.2) entonces eL corresponrliartte t-bloque dc IFrlPa-r es

\a )
B - {P¡ l";: 1}

Lucgo reuuiendo todos los resultados expuestos, tenemos qtrc

Observación 3,1.15. Si B es un ú-bloque de lFolFL-1, le asociamos el vector

,- - (rr,..., u0¡- 
r (q) )

( t PieB
talquc r¡: {

I o 
"n 

ol ro ccso

así obtenemos [a propiedad:

A(G)r - |

Luego el recíproco también se cumple, es decir, si tenemos un vect,or

¿ : (zr, ...,,:reo-r(q)) con r, € {0, 1} tal que cumpla con (3.1), podemos

asociarle un ú-bloque B tal quc

B-{P¡1";-1}

De aquí se desprende el siguientc corolario

Corolario 3.1.16. Eti,ste una biyecciór"t en|re r:L conj'unlo d'e todos los

t-bloque rJe QFk-1 .r1 el conj unto d"e uectorcs ( :.\ *"r; - (¿,,...,rr¡ r(q))\u )
rLondcr¿ € {0, 1} eU - (h,...,tJ0* ,k)) d,on.dc g; e {t,...,0k-2(q)} q'ue resuel-

ue el s'isterno"

(3.2)
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Lema 3.1.17. Eráste una biyección entre el conjunto de todos los [rt, k, d.],,'

códigos pro'yectiuos, con n < 0 *t(q) lJ d > t, y el conju'nto d,c ttec:tores

/,\
l, ) 

,* r : (r'r,..,ror r(q)) donde t; € {0,1} e'Y - (:h,."','!lo,-,G})

d,on,r1.e. 11; € {t,...,0h ,Q)} qr" resu,eLue cl sistetna 3.2

S, f 1. ) cunrytle con (3.2) enionces el corres1tond'i,en,teit, k, tl)r-cód'igos
\a /

li,nealcs proyecl,iuos sobreE, es el generado por la, nnt'riz | - (1ti) tal quc

lri e ¡r', t¡ - 7)c Vá e {t' 2" rr'}

conll¿)lf$ Vi+j.

Ahora veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.1.18. 5e¿ k:3 y Q:3, n'uestro Ttropósi'to es encottttar u¡t

uector r taL que cumpla con (3.1). El grafo con eL que trabajaremos es

G: (F3lP2, E(G)) d.ond,e Lenetnos que la cardinal'id,atl del conjttnto IF3iP2 cs

Ar(¡) - tH - 13 y es/e conjunto es

F3lP2 : {P1 - [(0,0, 1)], P, : [(0, 1,0)], P3 : [(0, 1,0)], P4 : [(0, 1,2)], P5 : [(1,0,0)]'
p6 : [(1,0, 1)], P? - [(1,0,2)], P8 : (1,1,0)l' P, - [(1' 1' 1)]' Ao : [(1' 1' 2)]'

P11 : (1, 2, 0)1, &, : (1,2, 1)1, P13 : (1' 2' 2)l)

H : {H(P\) - {P2,Ps,P8,P¡¡},1'I(P2): {n,P5,P6,P7},tt(h) : {P4,Ps'Pñ'P:':.}'
H (P)' : {h, P¡,Prr, Pr¡ }, rl(Ps) : {P1, P2, h, P4}, H (Pu) : {P2' P7. P1o, P13}'

H iP) : ¡Pr, P6, Po , Pnl , H (PB) : {P1, P.| 
, 
PD, Pt },I1(P.) : {P4,P7'Ps,Plt},

1/i&;) :-{P3, P6, P,o, Pi,}, 11(P,,) : {P1, Ps, Ps, &o}' I t (P12) : {Pr, Pz, Ps, &:i'
¡r(&s) - {P¿, Po, Ps, P1¡}}

E(G) - {\Pt,Pr},{R, Ps}, {Pr, pe}, {& ,P1}, {P2' P5},1P2, P6},\P2, P7},{h, P4}' {h' P5} '\P:-'ho)' [P"' Pt2]

{P4, Ps}, {P4, Pr,,},1P1, rr3}, {P6, P7 }, {Pa, &o}, {Pu, &:}, {Pz, &} , {P7, P\2}, {P8, Pt, }, {Ps' P'u }'

U'e,&¡), {&, &i, i&, &r, }, {&0,R,:}, {&0,&r}, {P'z'hz\'{Prt'I\t}'
Y así kt matri,z de adyacencia d'e G es:
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,4(G)-

Lueg o el uector r : ( 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) al multipli.carLo por la ma-
triz cle adyacencia

A(G)t= (1, 1,1,1,4, 1, 1,1,1,1,1,1,1) € {1,2,...,13}13

con lo cual r cumple la condi.ci,ón 3. I con t : 27.

De aquí sigue que este uector x esta en comespontlencia con un l-blorlue
el cual es

B: {h,P2'h,P4}
Notemos que este 1-bloque B es un (4,1) -minihgper el que esta en correspon'
dencio. con un ln,3,d)3-código proyectiuo d,ond,e

(4, 1) : (13 - n,4 - n-t d)

de clond,e se desprende que n : I 'y d: 6, el cuaL cs un códi,qo que aLcan'za

la co\a d,e Criesrne'r ga que,

Este códi,go li,neal tiene como matriz generad,ora l, a Ia matri'z cuyas colum'
nas son los representantes de cad,a cLase perleneciente a

B" -- {P5, P6, P7, Ps, Ps,, P1s, P11, Prr, Prr}, como por ejemplo;

0i00r00100100
1000111000000
0001100001010
0010100010001
11r 1000000000
0100001001001
0100010010010
10000000001r1
0001001010100
0010010001100
1000000111000
001000i100010
00010i0100001

iTgl :6.F2+1:e
Á li+' I

.-(i?Bi1ii+)
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3.'L.2. Con Grupo de Automorfismos fijo
Ili lnétl¡clo aquí tnosLrado nos sirvc para cottstruir cócligos lirlealcs proyec-

tivos con una distancia mínima mayor o igual a un I fijo,el probicrna cou cl

cual nos encontramos es que el tamaño de Ia matriz de adyacencia pucde ile-
gar a ser n'ruy grande, que ni siquiera contputacionalmeute se puede resoh'cr

el problema expuesto en la observación 3.1..15, es por esto que buscaret.l'tos

otro rnétodo que reduzca eI tamaño de esta n¡atriz .

Para ei proceclin-riento utilizaremos ia acción del grupo Gtra(q) en FrFa-1,

delinida por

(') ,: Gtr¿(q) x QIF&-1 ------ FolPk-1

( M, [r] ) r"---+ IrM')

así tambión se deflne ia acción de GI'xk) en el conjunLo
H: {Hfal | [r.r] e r',F¿]

(x) :: GL¡(Q x H -""+ H

( M, fllul ) L --+ HluM-11

Itl,rllntr1tu,lll: ll[,]llnnhllll v M e Ii
es decir no depende del representante de Ia clase [I1[tu]] escogido.

DrMosrn.qctólr: Sea 1{[ar1] e [I/fu]], tenernos que I/ltu1] - I"I lrn lvt - t)

para algírn M e I{. Luego tenemos que: [o1] e ([ta]] n H[trr])

e [o1] e II[to1] y [o1] e l[tr]l

<+ [r1] € HlwM-|) y lt,1l e [[o]l

1)1u1,utM-1 >:0 y [u1] e [[u]]

<+< u1(lVf-1)¿,ur >:0 y [o1(M-1)ú] e [lo]]

<+ lo1(n4-1)¿l e 11[ur] y [o1(M-1)¿] e Ilt']l

e [o1(M-1)¿] e (Hltul n [[o]l) 
¡

Observación 3.1.19. Si [o], [tr.,] e IFeP't-r , K < G L¡"(q) tenemos que
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Deffnición 3.1.20. Sean M e GL¡(q) y -B un ú-bloque de IF'IP*-1, decimos
que M es un automorfismo de B, si M permuta los puntos de B, es decir;

NtB::{M.PlP€B}-B

Observación 3.1.21, Sean.B un ú-bloque de FrlP*-ly K 1 G L¡(q),entonces
K es un grupo de automorfismos de B, si y sólo si, B es una unión de 1(-
órbitas de Qtrk-1.

Enunciadas estas acciones y propiedades \¡amos a crear un nuevo grafo quc

posee una matriz dc adyacencia, de tnenor tamaño que Ia ya mencionacla, la
cual utilizaremos para encontrar tl-bloques de IF,FÉ-1, con la car¿rcteríst,ica de

lencr lrn grupo de automorfismos delinido.

Obscrvación 3.1.22. Sea K < GL¡(q)., for¡¡ramos el gralo C/( donde

v(Go) -FqPk-l lK: {¿1,..../,,}

do¡der:lqPr-l/(l y

E(C") : {{{¿,, ¿¡i I Ln Hltjl + a}}

Iuego Ia r x r-n'ratriz de aclyacencia definida por este grafo es A(Gr{): (aij)
donde a;¡: l¿j n 17[¿r]l .

/,\
I | .on ui e \t.....ak-2ld\

[,,/

(3 3)

Observación 3.1.23. Si B es un f-bloque de QIF&-1, y K < G-L¡(q) donde

K es un grupo de automorfismos de B , a este ú-bloque le podemos asociar

ei vector r : (¿r, ...,2,) con r : lF,Pk-1 lKl
( t tP,lcB

talqne r¡ - {
I o 

"n 
olro caso

así obtenemos Ia propiedacl:

A(Gk)t:
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Luego ei recíproco también se cumple, cs dccir, si tenemos un vector
r - (rt,...,r.) con r; € {0, 1} tal que curnpla con (3.3), podemos asociarle

un f-bloque B de QtrÁ-1 con grupo de automorfisno 1( tal que

R u{lP,l lr:, rJ
j

De aquí se desprende el siguiente teorema

Teorema 3.L.24. Erisle una b'iyeccrón entre eL conjunto de todos los t-bloque
de BrPk-1 con el subgrupo Ii < Cl L¡-lci comn gruf)o de antomorfsrnos 'y

/ "\cl conjunto dc solucioncs | -, 
1,,'on.r'¡ € {0. ll y a, e I t . . . . . 0 ¡ -2(q) | , quc

\v,/
cunplan el siguiente si,stema de ecuar:'iones Lineales

(3 4)(A(Gn)t-r)(;):,

rlontle r: (21,..., r,), y : (h,....,11,) con, : lQP* 1lKl. Si (;) * ,""
soLución,, enlonces eL correspond,i,ente t-bloryte B es:

B: U{tl,jl l"; - 1}
j

Lcma 3.1.25. Etiste una biyecci.ón entre cl conjunto de todos los [n,k,d)r-
córligos proy ecti.u os, con n < ?x-r(q) U d, > t qlr,e posee al subgru.po I{ !
GL*t(d corno grupo rle autom,orfism,os, y el conjunto a" ,""1or", ( '\\a )
con r: (rr,,...,¿,) d,ond,e xi € {0, 1} ea - (!h,...,!t,) con r: lqPa-1//{1,
donde yi € {t)...,0k-2k)} que resuelac el si,stema (3.1).

S, f : ) curn,ple crtrL (3.1) entonces el corres¡tond,i,ente lt., k, r))r-código
\a )

progectiao es eL generad,o por la (n x k)-matriz I : (1) tal que

/ \"
l),1€ (u{lPill,, lil vre{r.2...,r}

\; /

con l¡;l I l1l V i -l j.
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Ejemplo 3.L.26. Sn k :3 g q:3, Y sea

Nueslro objetiuo es encontra,r t-bLoqnes d,e FsP2 con gntpo dc automorl-ts-

mos a K.
El grafo con el que lrabajaremos es GK : (F BP2 lK, E(GK)) donde le» con-

juntos

lFrtr2 - {& : (0,0, 1)1, p, : [(0, 1,0)],r,3: [(0, 1,1)],P4 : t(0, 1,2)1, & : l(1,0,0)1,

-P6 : [(1,0, 1)], P? : [(1,0,2)], P8 : [(1,1,0)1, P' : [(1,1,1)], P10 - l(1,1' 2)l'

1-'11 : [(1,2,0)1, P1':,0,2,1)1, R.: [(1,2,2)]]

H - {H (p) - {p2, p5, ps, p]}, il (Pr) : {Pt, P6, P6, P7}, H (h) : {P4, P5, P:,o' P 12}'

H (p4) : {h, ps, Pn, &s }, I1(P5) - {h, P2, h, P4}, H (Pu) -- {Pz' Pz' ha' P.'3},

ÍI (p7) - {p2, P6, Pe, /D12}, I-I (P8) : {P|, Pr, P12, P13}, II (Ps) : {P4, P7' Ps' P:1}'
11(&o) : { P3j P6. Pn, Pú}\ 1{(&r) - {&, Pe, Ps, Pro}, fl (n2) : {Pi, P7, P8, Plz}'
H(ai) : {P4, P6, PB' 1\}}

Luego eL conj urt Ltt ¡J'a Ii - ór'bi.k¡'s cnF3P2 t:s

F3tp2 lK: {h: {P1,P2,P5},t2: {h,P6,P8},h: {P4,t'7,&1},¿o: {&}'
tb -- {P1o, P12, P13}}

7¡ cl conjunto rl,e I{ -órbi,tas en H es

H I r{ : {IrrlPll : {HIP.I, ilIPr), H IPsl}, [IrlP3]l - {ulh), HlP6l, trlPsl}.

lalpn]l - {H lp|), rrlpT), u l& 1l }, llrlP.Jll : {fl [Prl ],
lnl&oll - {H :hol, H LPD), IÍ lP13l}}

Por lo cual, el conjunto rJe aristas del grafo Gk es

Y así la rnatriz d,e de G es:

((¿i?)(l:i)(:ls))

D(GK): {{{¿1,¿1},{¿1,¿1}, {tl,12},\h,h},{t2,tt},{t2,h},{t2,t5},{t2,tb},{t3,t1}'
Íh, t2\, {h,t4},{¿3, ¿4}, {¿3, ¿4}, {¿3, ¿s}, {¿.r, ¿3}, {t4, t4}, Iti, t2},

{¿s, ¿, }, {¿5, ¿3}, {¿5, ¿b }} }

ad,gacencia

i:í)(¡;
A(GN)
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Y así por ejem.plo el uector r - (0,0, 1, L,0) al multi,pLi,carlo por la matriz
de adyacencia
A(Gk)x - (1,1,3,2, 1) € {1,2,3...,13}13 con lo cual t cun,ple La' conrl,ici,ón'

(3.1 con I - 7. Lu,ego este uector r est,o, en correspondencia de un l-bloque

eL cu,aL es

B - {h, t 4} - {P4, P7, Pt1, Ps}

este l-bloque B es u,n (4,1) -minihUper el que estd en corrcspondenc'ia con un

1n,3, dls-código proyectiuo con, gru?o de au"tomorfisrno K dondc
(4,1) : (13 - n,4-n I d) de. donde se dcsp'rcnde quc'11 -9 yd-tt. llsla
córli.go li.n,caL aLcanza La, c.ota de (lriestt¡.er y0' qlle

:6-1 2l1=9

y tiene como malriz generadoral, a la ma|riz cuyas columnas son los repre-

sentantes cle catla clase perleneci.cnte a B" - {Pt,, P2' P5, P3, P6, P¿, P1¡, Pp, P3},
co?no por cjemplo;

Mientras si escojemos c: (1,0,i,1,0) al ntullipLicarlo por la mn'triz de

ad,y acencia
A(Gk)r - (2,3,5, 1, 1) € {1,2,3..., 13}13 con Lo cual r cum,ple la con(l'¿ción

(3./) cont - 1. L,uego este ueclor r esta, e17 corrcspond,en'cia de tr,n' l-bLoq'u,c

el cuo,l es

B - fh,h,tlj - {h, Pz, P5, P4, P7, Pt, Ps}

este 1-bloque B es un (7.,7) -mi,nihypcr el que esta en correspon,dertcia cr.trt un

1n,,3., dfu- córtigo proyect'iuo con grltpo de o"ul,ont orJixnn a Ii don'd,c

(7, 1) : (13-n, 4-ú-d) de d'oncle se desprenrle que n : 6 'y cl: 3. Este cócli,'

go li.nml tt ene como matriz generadora P, a la matriz cuyas coLumnas son, los

representantes tle cacl,a clase pertenecicn|e a B' : {P2,, P6,, PB., Pn, Ptz., P¡¡},

cotno por ejemplo;

t3:

E l*l

(?:lii¿ii;)

/o t t 1 I 1\
lrorr22l
\i r o 212)



Capítulo 4

Construcción de códigos
Iineales proyectivos que
alcanzan la Cota de Griesmer

Con la ayuda de la Geometría proyectiva finita en este capítulo, cstu-

dia¡ernos algunos tcorcmas que nos servirán para construir códigos lincalcs
optimales, y dcmostrar Ia no cxistencia en algunos casos de códigos que ai-

canzcn Ia cota de Griesmcr. Cabe destacar que para qrre un código lineal sc¿t

optimal no es necesario que alcanze la cota de Griesmer.

Ejemplo 4.0.27. Para k:4, q-3 y d-3la cota de Griesmer es

3 trrtl:l -sr-r rr 6? t3'i:o I

g sr, eristi,eru, un 16,4,31-código, debería sati,sfacer la cota de llarntni'ng,

1 z-r
3-t ( ] ) (s- r)o -34(1 + 14) - 12s7 2 36 :72e

¿--2 \ 'l I
':n \

la cuaL no satisface.

Teorema 4.0.28. (Innatnorati y Maturo)[6] EnFrP2, t12 4, eriste un

(b,7)-minih,yper para todo b tal que 2q - ). { 8' ( 3q - 3.

Corolario 4,0.29. Siq) 4 ert ste un 1n,,3, dlr-cód,igo proyectiuo que aLcanza

Ia cot,a d,e Griesmer paran: q2 - q*2 'y n:q2 -qll.
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DBIr,tosrR¡.ctóN: Del teorema anterior sabemos que existe un (á, 1)-minihyper
en JF,F2 para todo b tal que 2q- 1 ( b ( 3q-3, y por corolario 3.1.9 te-
ncnros qrre esle mini}ryper cstá cn correspondencia con un [n,3,d]r-código
proyect;ivo, donde

(b,t) - (?r(q) - n,01(q) n + d)

y de aquí se desprencle que n- q2+(1 +l-b y d:q2'1 1-b.

Luego si calculamos ia cota de Griesme¡ para un Íq' + q + 1 - ü ,3, q2 +
1 - á]r-código con 2q - 1 ( ó ( 3q- 3, tenemos que

$¡¿+r-¡1ur:o I s' I

f-lq'+I-ollJl o, I¡:0 1

: q2 + 1 _ u +lq' + ] - t'l . [r+"-]
y así caemos en dos casos

1. Si ü: 2q - 7 ó b - 29 tenemos que:

: q2 + 1 * b -r q - | 1- t - q2 I q i 1 - b : t¡,

2. Si2q+ 1 ( b ( 3q - 3 tenemos que:

: q2 + I - b + q *2 + 1 - q2 * q - b < n,

!

Teorema 4.0.30. (Hamada and, Ilelleseth)f8] Sean k, q, y eo, q en,teros

tales que k)3, q > (e¡*e1 - 7)2. Entonces F es u.n (.0 +.t(g 1 1),c1)-
mi,nihyper en FrlPe-1 si y sóLo st F es la un,ión, disju,nta de un con,juntn de e¡

puntos y el Lineas.

Corolario 4.0.31, S ean k, q, y co) (t enteros posi.tiuos tales q'u,e k ) 3,

q > (es'l-e1 - 1)2. Entonces eriste u¡'¡ (.0 + e r (q + i ), . r)-mini,h.yper en lFrll)*-1,

s'i y sólos st eaiste un l0 ¡a(q) - (.0 +.r(q + 1)), k]u-códi,go proyectiuo que

alcanza la cota d,e Griestner .Además si I' - (f,l) es la mal,riz gencradora

rlc un l0 ¡ , (q) - (.0 1- e1(q * l)), k]r-código progect'iuo que aLcan,za la coto de

Crtcsm,er eL conjurtto {[fr], .,ll-l\' "t la uni,ón, disytnta de un conju,nto de.

eo puntos y e1 lineas en, FrlPk-l
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DBl.tosrneclóN: Supongamos que existe un (es f e 1(q* 1), e 1)-minihvper,
por el corolario 3.1.9, tenemos que existe un lrz, k, dlo-código, tal que

(eo -l- cr (q t- 1), e1) - (0*-r(q) - n, 0 ¡-2(q) - n I d)

Iuego,

,r: 0¡ ,(q) - es - ei(q * 1)

d - 0*t(d - ?x-r(q) - €o- qe1

- qk-' - ,o * qr,

Luego la cota dc Cricsmcr est,a dada por:

*-1 rr.¡
¡- lQ" -ro-Qrr _-.J-)
¿_l _ 1 .t -co-qLl L

j:0 | , L

I ^o-n qel * e6l
T tt - ---------l

Ls'I

l,/-r-, -:gl ,l,*-r-e'I 'o-l
l,/ -,r--l ]e - q, 

I

t. q, 1-l- c¡)

I q"-' 
I

Ahora utiliz¿nrlo cl hccho quc [a - ól: o- [ó] para loclo a,b € Q donde

lz.] corresponde a[ menor número e¡rtero ¡nás cercano a z (part,c cntera),
obtcncmos quc

ASI

qk-1
k-1 r
»l
j=o I

&-1

»

- .-o-qr,'l 
-qk-t _És_{t¡ I qr-2_,t_ ]gl so-r- l(t,t -',,1I LS.l L q- l

t^l,v+_r_,q() r-(o I ,... ,_ q,¡rrel
L q' Ll'-' ]

Luego por Ia condición rl > (eo *.r - 1)2, tcnemos que

.o Iq.r -l-.0 I ^ ,,.
L;]-l1t-] -o vi €123 k-1)

f ^k-1 _ .^ _ ^.-1|+lq*-'_(o_q(|ll1A_z_l|ql'-3tq}_'|....llq'l
:0n-ld-e¡-e1(qt1)
:n,
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Ahora supongamos existe un lá¿-1 (q) - (.0 I .1(q l' 1)), A.]r-código pro-
yeclivo que alcanza Ia cota de Griesmer, luego Ia distanci¿r rnínima cle estc

código es d - qk-1 - eo- ee't, Luego por el corolario 3.1.9 tenemos que existe
un (b, t) - minihyper dotde

(ü, r) : (0¿*1(q) -0¡a(q)*es'let@+t),0¡-r(q)-0¡-1(q)+eo 1 c1(q-l 1) t qk 1-e,) qc1)

: (60 t- 6r (q + 1), e1).

Además de Ia demostración del corolario 3.1.9 tenemos que si l: (7{)
es Ia matriz generadora de esté código el conjunto B : \Il,l,llr)...11,)j"
corrcsponcle a un (e¡ t er(g * 1), e1)-minihyper, y por el teorema anterior
tenemos que B es Ia unión disjunta dc un conjunto de e6 putttos y €1 lineas.

tr

Ejemplo 4.0.32. Seana-5,k:3,e0:2ye1 -1, l'uego como

5 > (2+ 1- 1)'? : 4, tenemos que para consttru.ir un In .,3, dl:,-cód,igo proyecliuo
conn- 52-F5-l- 1-(2+ 1(5+1)) :23 'y d:52 -2- 5 1:18 tenernos rlue

fonnar la unión tlisjun,ta d,e 2 puntos y 1 Linea enF5P2.Totnunos Los 1tun,t'os

Po : [1, 0, 0], h : 11,1,11 y la li,nea

1/l[1, 0, 0]l : {10, 1, 01, [0, 0, 1], [0, 1, 1]. 10, 1, 21, [0, 1, 3], [0, 1, 4]] a.sí por eL tco-

rern,a y'.0.30 fonn,arn,os el (b,7) -minihg'pr con b - 2 + l(5 I l) - 8 dado
por:

1: {[t,0,0], [1,1,1], [0,1,0], [0,0,1], [0,1,1],10,1,21, [0,1,3], [0,1,4]]

que por el corolario 3.1.9 esl,á en correspondenc'ia con el 123,3,1815-códi go

proy ecttuo que alcanza la cota d,e Criesmer ya que

-18-l-4-1 1:23

d,ond,e la matri,z generadom d,e este códi,go como ya sabemos se constntye
con los representantes d,e cada elemento del conjunt o 1c como columnas de

estd matriz. Así una m,atri,z generad,ora para esté códi.go es

E t#l

/t t t i 1I111111r i r I I I i I 1 I 1\
r: I o o o o r l 1 i 2 2 2 2 2 3 3 3 3 s 4 4 4 4 4 |

\r z r 4o2z 4o t2s4o I 2J 4o 1 2J 4)
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Lema 4.0.33. Sea k, 11, lt,) !! 
^i 

con á - {1.,2...h), números n,attt'rales l,aLes

que,7 { k, 0<}, ( )2...( )r, < k-1ll a, lo ¡t¿tís ha11 q - 7 t¡o,lorcs

repeLidos,.le Á,. Lucao t-tiote un (»l ,a^,t«t.¡f:,0^,-,1qr)-miniltypor,;7t
IF'IFA-1 si y sólo si et;tste u,n l0o-r(q) - l!:r0¡Jrl,klucótliqo '¡troyecliuo que

alcanza La col,a d,e Griesrner .

De ;r,rosrn ¡clóN: Supungamos r-xisr.e un (»1'-,a^,tvt. L', ,0^, r(c))-nrinilr¡¡or.
por el corolario 3.1.9, tencrnos que existe rin [rz, k, d]r-cócligo, tai qrtc

(I1' , a^,tcl.I1' ,a^,-,(q)) '- Q¡ 1lr¡) - n l¡t\q) - tt ')¡

luego,

n - 0*-t(d - L',=t U¡,lq)

¿ :D']=r0>.,-r(q) tT¡-t(d -D']:r0^,(q) - 0r-zk)

: |x-t(q) - 0¡-z(q) + Dl=,' 0^,-r(q) - 0>,,(q)

qk-l qk-l-1 ,.-¡ q^'-7 glrt-1 -1
,i-1- q-1 ¡z-¡tj--T- ,t-l

- qA'-' - Dl' ,q''

Lrrego utilizando el hecho que que, l" - b) - a- lól para todo a, b e Q donde

fz] corresponde al melor número entero más cercano a o (parte entcra),la
cota de Griesmer corresponde a:

A-r l- r. , ' ''l t-t / I /, a\, l\
tlq'-'-2"-;_ q''l_rf q--,_ lt- Iíil qj I ió\' L?E))

Observemos que si tornamos un j fijo, sin perdida de generalidad podemos

suponer que )¿ ) j > Ár-t.Airora como a los más hay q - 1. valores rcpetidos
de )¿ y )¡ - j < 0 para todo ti ( f, tenemos que

f-1 " I

f q^,', < ftq r)- para rlgún r ( /r

zi1 q'

tt"ll -o t<(s-l)Ar,_É -t--
<1
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Ademrís como A¿ - j > O para todo zi ) I tenemos que q),-i e Zparu
todoi)ú,vasí

Por lo cual

Et=*l =E(,.-,-,-átsl)
k-l ¿-r ,i, . ,

: \-'r"-r-¡ - \-'\- l4l
<_< 

, 2..¿ /---¿ | oj I1:U j=0 i:l L a -)

É-1 á Á-1 ,,
, )-qo_,_; _ t5- lC' I

j=O i=l j:O L Y- I
l»: o*_t(q) _Do^,{d _ 

".

. Supo.ngamos existe un ldo_, (s) - Il,=, 0¡,(q), k,, d,lr_código proyectivo que
alcanza Ia cota de Griesmer, entonces tenemos que:'-

o*-tk) -Di!ie^,k¡: » lgl
-Éo 

I q' 
I

luego como ya demostramos que d : qk-, - D!=rqr, cumple con esta con-
dición, esta es la distancia mínima para este 

"o.l"ió, 
y así por corolario 3.1.g

tenemos que existe un (ó,1)-minihyper tal que

(b, ¿) : (»L, 0^,(q),Lt"-r(q) - 0t -lq) + D'l:r¡^,(q) I, qr-r - Dl:, e^,)

(ó,¿) : (»1:, o^,(q),D!:,0^,(e) - e!)
(b, ¿) : (»L, o^,(q),D?:,, e^,_,Q))

tr
Observación 4.0.34. Si 1 < d < gk-l este se puede escribir de manera
única como d : nx-t - !i'=, qr, tal qoe:

lls] -fo,'':;L+l
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(b)

(")
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0()r()2...<)i,<k 1

¿r Io rnás hoy q - 1 v¿lores repetidos dc );.

1<r¿<(k-t)(q-t)

Corolario 4.0.35. Si 1 < d < qk-1 erisle una correspond,enc'ia uno a uno
enlre el conjunto tle todos los ln, k, dlo-córligos proyectiuos, donde
' l-- I 

-,|)tl : nt"-t - Di:, qo', que alcnnzan, La coLa d,e Griestner y eL conjunto de tod,os

1os (»l r 0^,(d.D!- ,0¡,-1\q1)-minihvpr en FrPA-t .

Teorema 4.0.36. (Hatnada and HelLeseth [8], Ilatnada antl Maekaua [9])
Sea k, q, h,, y Á¡ con i - {1,2...h,}, núm.eros naturales tales que, k )- 1, lt, ) 7

y q>(h 1)' y0()r()2...<)/. < tu-1

(ü Sik-1 ( )¿-r*)¿.|1, entorrces no eri,steu, (D'i:r0^,,D']=r0^,-r)-
minihyper en F nPh-1

(ii) Si.A:-l) )¡-t.l')r,t'1, entonces F es un (»l=,r^,,»l:rp^,-,)-
mini,h,gper en FrPk-r si y sólo si F es la unión a pares d,isjunta de un
subespacio isomorfo a IFrlPlr-r ,un subespaci.o isomorf o aF rP^'-| ,...,un
subespaci,o isomorfo ¿ IFqIP)ñ-r

Corolario 4.0.37. Sn k, q I 2, 11., g ).¡ con i : {7,2...h} , números naturales
tales que, k> l, h> | , q> (h-l)'90 ( )r ( 12... ( ),, < k - 1

(ü Si k -1 < )7.-1 * )¿ -l- l, entonces no eris Le rn 
lrl 

n-r1q1 - »'::, o 

^,, 
k) 

r-
cód,igo progectiuo que alcanze la cota de Griesmer.

Sik-1> )¿-1*.\¿-r1, entonces C es un [r*-r(r) -l!=rr^,,n)-caal-
go proyectiuo que alcanza la cota de Griesmer con matriz generad,ora

f : (fj) si y sólo s, {[fr], ...,W"|]t ! FrF*-' es la unión a pares

disjunta de un subespacio isomorfo aErP^t ,un subespac'io 'isomorfo a

F rP^, ,...,un subespacio i,somorf o a IFrIP)o.

(i.ü
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Ejemplo 4.0.38. 1. Seak:4,q- 7,0 < 1< 1< 2 < 3, luego

toman¡.os /¿ : 3, )r - ).2 : 1, )B : 2, 7 > (3 - 1)' - 4 y com,o

4 7:3< 112i7:4, entonces colno

3

ao-,t7)-ia^,12t -=-(r(=\ 1.f) r2l
r, 7-t \ \i-t) 7-t)

no erisle un 1327.,4)7-cór)'igo proyectiuo qu,e alcanze lu co l,rt, de Griesma'r,
es decir corft,o ya conocenLos csla cola

rt: 7a 1 ir^' : 343- (14+4e) - 280

no eriste un 1327 ,4,28017 -códi,go proyecliuo .

2. Seak:4,q:3, 0 < 1( 1< 3, lu'ego tomamos h:2, \:7,Áz-7,
3> (2 - 1)':1ll como 4 - 1:3> l -l- i 1 i:3, en'tonces cotn,o

2 oq 1 /e2 r\
oo_,(3) rr^,(rr 

=-r(-) 
-40-8-32

i-1

eriste un 132,4h-código proyecl;iuo que alcanza la cota de Criesmer es

decir:

(r :34-t- l¡^, : zlu,:,

eristc un [32,4.,21)z-códi,go proyecti.uo .

Luego el (8,2) -minihyper sobre IF3F3 que corresponde al com,pLcmen,to

d,eL conjunto formado por las clases de las fi,las d,e una matriz generado-

ra rJc cste cód,i,go es la uni,ón a pares disjttnta de un su,bespacio isotn,orftt

a F31Pr ,un subespac'io i,somorf o a F3P1 .

B : { I0, 0, 0, 11, I0, 0, 1, 01, 10, 0, 1, 11, [0, o, 1, 2], [0, 1, 0, 0], [1, 0, 0, 0], [1, 1, 0, 0], f1, 2, 0, 0l]

Y u,na mal.riz generadora que representa a r:ste código es

/0 0 0 0 0 0 0 0 I I ¡ I I I I I I I I I I I i I I I I I I I I l\
lr l i 111r 10 0 0 0 o 0 0 0 i I I I I I I | 22 222 2 22 |

loo r 1122 20011122 200 t1122 200ll t 222i¡
\r z o r z 0 l 2 r 2 o I 2 0 I 2 | 2 o I 2 0 I 2 t 2 o t 2 \J | 2l
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3. Seak-7,q- 5,0< l. (2 < 6, luego tomamos h - 2, )r-1,\z-2,
5> (2-1)':1y como 7 - 1-6 > 1 +2+1-4, entonces como

2

o¡-,(5) - Ir^, :
i:7

t7(, -1
5-1

/52-r 53-1\
\5-1 s-1l

eriste un 119494,71s-código proyectiuo que aLcanza la cota rle Gri,enner,
es d,eci,r 

.¿

(l s7-t-It^,-15595

ex'iste u,n [19494,7, 75595)5-códi,oo proyectr.uo .

Es cLaro que La matriz generadora de esLe cód,igo es m,uy grande.por
lo cual no la podemos mostrar, pero lo que si, podcmos mostrar es el

(37,7)- m,tnihyper sobre BsPc que cotresponde al comy.,Lemento d,el con-
ju,nto fortnado por las filas tle es{,a malriz g,:n,:rad,ora.Y t¡te como rlice.

el coroLario ar¡,terior esta es la rle un su,bcspaci,o i,somorfo a F5lPl ,ti,n
su.besy.ncio isomorfo a F 5P2 .

rJ : {[0,0,0,0,0,0, 1], [0,0,0,0,0, 1, 0], I0, 0, 0, 0, 0, 1,11, [0,0,0,0,0, 1, 11, [0,0,0,0,0, 1,3],

[0, 0, 0, 0, 0, 1, 4], [0, 0, 1, 0, 0, 0, 0], [0, 1, 0, 0, 0, 0, 0], I0, 1, 1, 0, 0, 0, 01, [0, 1, 1, 0, 0, 0, 0],

I0, 1,3,0,0,0,01,10, 1,4,0,0,0,01,11,0,0,0,0,0,01, [1,0, 1,0,0,0,0], [1,0, 1,0,0,0,0],

[1,0,3,0,0,0,0], [1,0,4,0,0,0,0], [1, 1,0,0,0,0,0], [1,1,1,0,0,0,0], [1, 1,1,0,0,0,0],

[1, 1, 3, 0, 0, 0, 0], u, 1, 4, 0, 0, 0, 01, [1, ] , 0, 0, 0, 0, 01, 11, 1, 1, 0, 0, 0, 01, [1, 1, 1, 0, 0, 0, 0],

[i,1,3,0,0,0,01,11, i,4,0,0,0,01, [1,3,0,0,0,0,0], [1,3, 1,0,0,0,0], [1,3, 1,0,0,0,0],

u,3,3,0,0,0,01, [1,3,4,0,0,0,0], [1,4,0,0,0,0,0], [1,4, 1,0,0,0,0], 11,4, 1,0,0,0,01,

[1, 4, 3, 0, 0, o, 0], [] , 4, 4, 0, 0, 0, 0l]
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Anexo

En este anexo, mostra¡emos como fueron generados a través del programa
gap algunos ejemplos vistos en los distintitos cápitulos de la tesis.

Ejemplo 2.3.20(ii)

Primero constrairemos eI conjunto F2P2

gap> N:=Elenents(cF(2) -3) ;
gap> i:=1;j1:=1;f23:=[];for j1 j.n h..Length(K)J do if

DiEension (vectorspace (GF (2) , [Klj 1] I ) )<>o ti¡en
f23 [i] : =Basisvectors (Basis (Vectorspace (cF (2) , IK tj 1l I ) ) ) t1l ;
í.=i+1; j 1 :=j 1+1 ;f i;od;f2p3:=Set(f 23) ;

también construieremos el grapo d,e matri,ces G Ls(2)

gap> c:=Eler¡€nts (cL(3,2) );

y así construir el gr"upo de permutaciones CLs(2)

gap> i:=1;j1:=1;p:=[J;for j1 in [1. .Length(c)J ao pliJ:- Pernutatj.on(G [j 1] ,f2p3);
j1 :=j 1+1 ; i:=i+1 ;od;P:=Set(p) ;

para luego encontar sus genemd,ores

gap> AsGroup(P);
croup([ (4,5)(6,7), (4,6)(5,7), e3)G,7>, (2,4)(3,s), (1,2)(5,6) ])

sus clases de conjugación

gap> Pe:= Group((4,5)(6,7), (4,6)(5,7), (2,3)(6,7), (2,4)(3,5), (1,2)(5,6));
gap> c: =Coujutacyclasses (Pe) ;

y el largo de éstas.

gap> i:=1;j1:=1;1:=[] ;for j1 in h..Length(Elenents(c))l ao
1 [i] : = Length(Elenents (c [Í] ) ) ; j 1 : =j 1+1 ; i : =i+1 ; odi

63
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Ejemplo 2.2.L0

Primero construiremos el espacio d,e n-mtrices F1"q2

gap> N:=Elenents(cF(2) -3) 
;

gap> f232:=[];it=7ij1t=7;j2t=7; for j1 in [1..Leugth(K)] do for j2 in [1..Length(K))
do if Dinension(vectorspace (GF (2) , tl( tj 1l ,Ktj2lI))=2 then f232[i]:=[K[jr],xtj2ll;
ít=i+1,;fíi j2:=j2+1; od; j 1:=j 1+1;od;

también constn)'i,erernos el gru,po d,e matri,ces G L2(2)

gap> EL22i= ELeroe¡ts (cL (2 ,2) ) ;

luego el conjunto (Fi)Z

gap> f23:=[];i:=1;j1:=1;for j1 i.n [1..rength(K)J do if. O*Z(2) in Kljl] then j1:=j1+1;
else f23[i] :=K[j1] ;i:=i+1 ;J 1 :=j1+1;f i ;od;

A el gru,po Ss

gap> s3 : =El€roents (croup( (1,2), (1,2,3) ) ) ;

y así foranar el grulto M3(2)

gap> M23:=[J;n23:=[];n:=[];i:=1;r:=1;j1:=1;j2:=1;j3:=1;for j1 in h..Length(f23)l do

for j2 in [1..Length(s3)]do for i in [1. ' Lergth(f23 h] )l doJor j3 in [1 . . Length(f23 hJ ) J

do if j3=i-s3[j2] theu ro[j3]:=f23[j1] [j3]: else ¡Dtj3l :=o*z(2);fi;j3:=j3+1;od;n23[i] :=n;
n:=tl ;j3:=1;ir=i+1;od;M23[w] :{023;w:=!¡+1;1023'=[];j2:=j2+1;od;j1:=j1+1;od;

Ahom teni.end,o estos coniuntos y grapos, podemos d,efi,nir la acción de GL2(2)

en F7*3'2 , para luego rnostrar las órbi'tas formada por estd.

gap> orbj.tasg122; = [] ; orbitagl22: = Ll ; i : =1 ; w: =1 i j 1 : =1 ; j 2 : =1 ; for j1 in [1. . Length(f232) ] do for
j2 in [1..Lergth(g].22)l do orbitagl22[i'l:=gl22lj2')+r'%2[j1];i:=i+1;j2:=j2+1;od;
orbitasgL22 [w] : =Set (orbitagL22) : w: =!r+1; j.: =1i j 1: =j 1+1; od; orbitasgl22: =Set (orbj.tasg122) ;

Y tuego d,efini,mos lo, o,cci,ón que rnuestra las clases d,e isometrta

gap> M23t:=List (M23, x->TransposedMat (x) ) ;

gap> orbitasiso:=U;orbitaj.so:=[];i:=1;w:=1;j1t=7ij2:=fii3].=1;for j1 in [1..Length(f232)l
do for j2 it¡ [1. . Length (gr22)7 do for i3 iD h..Length(u23)] do

orbitaiso [i] t=g7221j27*Í,232tj11*M23ü[j3];i:=i+1;j3:=j3+1;od;j2:=j2+1;od;
orbitasiso[v]:=Set(orbitaiso);wi=w+1;i:=1;j1;=j1+1;od;orbita§iso:=Set(orbita§iso);
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Ejemplo 2.3.10 (2)

Pri,mero construiremos el conjunto FsPr

gap> K:=EleEents (cF(3) ^2);

gap> i:=1;j1:=1 it32=17;for j1 iu [1..Length(K)] do if
Dineusiotr(vectorspace (GF (3), [K [j 1] I ) ) <>0 then
f31[i] : =Basisvectors (Basis (Vectorspace (GF (3) , tK tj 1ll )) ) hl ;i:=i+1;j 1:=j 1+1; f i; od;
f3p1:=Set(f31);

luego el conjunto (f'aPr)3.

gap> i ; =1 ; j 1 : =1 ; j 2 : =1 ; j 3: =1 ; f3 ' - [] ; for j1 in [1 . . LeDgth(f3p1) ] do for
j2 in [1..Length(f3p1)1 do for j3 in [1. . Length(f3P1) ] do
f3p13 [i] ; = [f3p1 [j 1] , f3p1[j2l ,tep1[j3]l;i:=i+1;j3:=j3+1;od;j2:=j2+1;od;j1:=j1+1iod;

Ahora d,efiniremos la función contenid,o

gap> conte¡¡j.do: =function(z) locaL f; f:= Ju[ction(z,x) loca1 v; v:-function(2, x, y)
if f3p1[x]=f3p13 [z] [y] then return 1;else return o;fi;end;return
Sun(List(J3p13[z],t-> v(z,x,Positj.on(f3p13[z],t)))) ;end; return
List(f3p1,x-> f (z,Position(f3p1,x))) ;end;

y así encontroÍnos los representantes de las órbitas d,e la acci,ón del grupo 53
en el conjunto (F 3Pt)l

gap> j:=1;j.:=1;valores:=[];representantes:=[];for j in h..Le¡gth(f3)l do if contenido(j)
in valores then j:=j+1; else vaLores [i] : =coatenido (j ) ; representa¡tes[i]:=f3[j];
i:=i+1ifi;j:=j+1;od;

Ejemplo 3.1.18

Primero construi,renxo s el conjunto F3P2

gap> K: =Eleloents (cF (3) -3) ;

gap> Í:=1;j1:=1;f32:=[];for j1 t¡l h..Length(()l do if
DiEensl-on (vectorspace (cF(3) , [K [j 1] I ) )<>0 theu
f32 [i] : =Basisvectors (Basis (vectorspace (cF (3) , il( tj 1ll ) ) ) t1l ; i: =i+1;j 1: =j 1+1; fi; od;
f3p2:=Set(f32);

Iuego los hiperplanos LIlu) para torlo u €F3P2

gap> H:=[];h:=[];Í:=1;!¡:=1;j1:=7ij2t=7;for j1 in h . . Length(f3P2) I do for
j2 in [1..Length(f3p2)] <lo if f3p2[j1J+f3p2[j2]=o*z(3) then hlil:=f3p2[j2];i:=i+1;fi;
j2 : =j 2+1 ; od; H [¡¡] : =Set (h) ; !¡ : =u+1 ; h : = [] ; i : =1 ; j 1 : =j 1+1 ; od ;
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gap> Ag;=[];ag:=[];j.:E1;w:=1;J1:-1;j2:=1;for j1 iD h..Lengih(f3p2)l do for
j2 in [1..Length(f3p2)] do if f3p2[j1J in Hlj2] then ag[i]:=1; else ag[í]:=0;
f i; i: =j.+1; j2:=j2+1;od;Ag[¡¡];-ag;r':=r+1;€:=[]; j.: -1; j 1: =j 1+1; od;

Ahom nos darnos un ueclor que represente un t-bloque

gap> x;=[t,t,t,1,o,o,o,o,o,o,o,o] ;

para luego multiplicarlo por la rnatri,z de ad'¡¡acencia del grafo y saber quien
e§ t.

gaP> A8+x;

Y por úlLimo escribir la matriz generadora deL código encontrado

gap> ca¡rla:=TransposedMat([f3p2t5],r3pz[o],r3p2Í71,f3p2[8],f3p2[9],f3p2[1ol ,

f3p2 [11],f 3p2[12],f 3p2 [13]l ) ;

Ejemplo 3.1.18

Pri.mero construiren'Los el conjunto F3P2

gap> K: =Eleoents (CF (3) -3) ;

gap> i:=1;j1:=1;f32:=[J;for j1 in [1..Length(K)] do if
DiEension (vectorSpace (GF (3) , [K[j 1] I ) )<>o then
f32 [i] : =Basisvectors (Basis(VectorSpace (GF (3) , tK[j1]l ))) t1l ; j.: =i+1; j 1:=j 1+1; Ji; od;
f3p2: =Set (f32) ;

luego los hiperplanos Hlul para todo u e F3F2.

tap> H:=[];h¡=[];i:=1;w:=lij7=fij2t=7#or j1 in [1 , . Length(f3p2) ] do for
j2 in [1. . rength(f3p2)J do if f3p2[J1) rf3p2lj27=o*Z(3) the¡¡ h[i]:=f3p2[j2];i:=i+1;fi;
j2 : =j2t1 ; od;H [w] : =Set(h) ;w: -w+1 ;h : = [] ; i : =1 ; j 1 : =j 1 r-1 i od ;

Ahora escri,bimos el grupo de automorfismos que querernos que posea nuestro
t-bloque

gap> c: =Etenents (croup ( [ [o+z (3) , z(3)'o,o]rz(3)1 , [z(3)-o,o*z(3),0*z(3)] ,

fo4z(3),o+z(3),2(3)-oll,[[0+z(3),0*z(3),2(3)^0],[o*z(3),2(3)-0,0'¡z(3)],
[z(3)^0,0+z(3),0+z(3)]l,[[orz(3),0+z(3),2(3)-0],[z(3)-0,0*z(3),o*z(3)j,
[o*z(3),2(3) -o,0*z(3)]l )) ;

y definimos la acción d.e esle grupo en los puntos de FsP2

gap> GT:=List(c, x->TraasposedMat (x) ) ;

gap> i:=1;j1:=1;j2:=1;¡r:=1;orbitapunto:=[];Orbltaspu¡¡tos:=[];for j1 in [1..Length(f3p2)]
do for j2 in [1..Length(CT)]do
orbitapu¡to [i] : =Basisvectors (Basis (vectorspace (GF (3) , [fpk [j 1] *cT [j 2] I ) ) ) [1] ; i: =i+1 ;
j 2: -j 2r-1; od;orbitaspuntos [!r] : =Set (orbitapunto) ; orbitapt¡¡to: = [] ; i;=1;w:=wr-1;j 1: =j 1+1i
od; orbitaspuntos; -Set (orbitaspuntos) ;
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y defi,nimos la acci.ón de este grupo en los hiperplanos Hlul po,ra todo u eF3P2

gap> cI:=List(c, x->Iuverse(x) );

gap> i:=1;j1;=1;j2:=1;u:=1;orbitaplano:=[];Orbitasplanos:=[];for j1 in h..Length(fpk)l
do for j2 i! [1..Lengt]¡(cl)ldo
orbitapla¡o til : =Basisvectors (Basis (vectorspace (cF (3) , [fpk [j 1] *cr tj 2l I ) ) ) [1] ; i | =i+1 ;
j2: =j2+1; od; Orbitasplanos [v] : =Set (orbitapla¡o) ; orbitapla¡o:= [] ; i:=1;!¡:=u+1;j 1:=j 1+1;
od i orbitasplanos: =Set (orbltasplanos) ;

y así podemos construir la matriz de adyacenc'ia ilel grafo (IF3P'z, ¿(G)).

gap> AgK:=[J;agr:=[];i:=1;v:=1'j1;=1'j2:-1;for j1 in [1. . Leugth(orbitaspuntos) ] do for
j2 in h . . Length(orbitasplanos) J do
agK [iJ : =Length (Intersectioa(orbitaspuntos [j 1] ,H [Position (fpk, orbitaspla¡los [j 2] hl ) I ) ) ;

i-tlí+Li j2:=j2+t ;od;AgKlvl :=agKin:=w+1 ;agK:=[] ; i :=1 ; j 1 :-j 1+1 ;od;

Ahora nos darnos un uector que represente un t-bloque

gap> x: = [0,0,1,1,0] ;

para luego multiplicarlo por la matriz de adyacencia del Enfo y saber quien
es t.

gaP> Ag*x;

Y por últi.mo escri,bir la matri.z generad,ora d,el cód;igo encontrado

gap> B: =Uniou (orbitaspuntos [3] , orbitaspuntos [4] ) ;

gap> caEEaT: =Difference (fpk, B) ;

gap> GaE¡¡a: =Tra¡sposedMat (ca¡rEaT) ;
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