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Resumen

Uno de los objetivos que se busca en la teorfa de cédigos es encontrar
un [n, k, d)~cédigo tal que la longitud de éste sea minima con respecto a los
parametros fijos k,d y q.

En esta tésis estudiaremos algoritmos para la construccién de [n,k, d],-
~ cédigos donde k, d y ¢ estdn fijos. Esto con el fin de encontrar todos los
posibles n, de modo que dicho cddigo exista. Procederemos relacionando la
biisqueda de matrices generadoras de [n, k, d],- cédigos con estructuras defini-
das en la geometria proyectiva finita. En particular estudiaremos los llamados
minihypers.

Nuestro objetivo es utilizar estos algoritmos para mostrar [, k, d],-cédi-
gos que alcanzen la cota de Griesmer.

v



Summary

One of the goals in the theory of codes is to find [n, &, d],-codes with mi-
nimal length n for fixed values of the parameters k&, d and g.

In this tesis we study algorithms to construct the [n, k, d;-codes, where
k.d, and q are fixed. This has the purpose of finding every possible n, such
that this code exist. We will proceed relating the search of matrix generator
of [n,k,d],~codes with defined structures, in the finite projective geometry.
In particular, we will study what it are called minihypers.

Our objetive is to use these algorithms for showing [n,k,d]-codes that
reach Greismer’s bound.




Introduccion

Uno de los objetivos de la teoria de cédigos es la construccién de cédigos
para:

e La transmisién de informacién.
e Detectar errores en la transmision.
e Corregir el mayor nimero posible de éstos.

En este trabajo nos centraremos en estudiar cudl es la mejor manera de

codificar para poder detectar la mayor cantidad de errores que se producen
en la transmisién, y para poder corregir el mayor numero posible de éstos.
Con el objetivo de corregir o detectar errores en la transmisién, a los cédigos
se les anade redundancia con lo que se pierde eficiencia. Pero esta es la mane-
ra natural de conseguir este fin. Por ejemplo, los lenguajes naturales tienen
una gran cantidad de redundancia, lo que permite entender una conversacién
telefénica a pesar de que haya errores en la transmision.
Esta forma de codificacién se usa cuando se realiza una transmisién por
un canal ruidoso, es decir un canal que estd sujeto a perturbaciones y que
genera alteraciones en el mensaje (ejemplos de canales: atmésfera, linea te-
lefénica,ete.), y funcionan de tal forma que cuando se produzca un error, la
palabra resultante no sea una palabra del cddigo y que la palabra real sea la
mds préxima a la palabra recibida.

l

| Emisor | — [ Codificador | — | Canal | — | Decodificador | — | Receptor |

En particular, nos restringiremos al estudio de cédigos lineales. Un cédi-
go lineal C' corresponde a un subespacio de Fy sobre F,, y es denotado por
[n, k],-cédigo, donde k es la dimensién de C' sobre F,,. A los elementos de C
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los llamaremos palabras.

Debido a que estos cédigos son subespacios de dimensién finita, los pode-
mos caracterizar a través de cualquiera de sus bases. De este modo, un cédigo
lineal C' se puede representar por medio de una matriz I' tal que el conjunto
de filas de ésta, sea una base sobre F, del subsepacio C. A esta matriz la
llamamos matriz generadora de C'. Si la matriz generadora de un cédigo
no posee columnas de ceros, a este cidigo se le llama cédigo proyectivo.

Dotaremos al espacio Iy de una distancia llamada distancia de
Hamming. Se define como el niimero de coordenadas en que dos elementos
x, y € Fy difieren. Una caracteristica importante a destacar es la distancia
més pequefia entre dos palabras distintas de C, la cual es muy importante
para la deteccién de errores. A esta distancia la llamamos distancia mini-
ma de C. Si d es la distancia minima de C, lo llamamos [n, k, d],~cédigo.

Como ya mencionamos al comienzo de la introduccién, la forma que ocu-
paremos para decodificar una palabra es escoger la palabra ¢ € C' més cercana
a la palabra recibida, con respecto a la métrica de Hamming, es decir, y es
decodificado en una palabra ¢ € C, si

d(e,y) < d(c,y) V deC

El problema se produce cuando la palabra més cercana a y no es la palabra
enviada. Es por este motivo que estudiaremos cuantos son los errores que se
pueden cometer en la transmisién de un mensaje para poder detectar o co-
rregir éstos; es aqui donde nos ayuda el conocimiento de la distancia minima
del cédigo.

Debido a que las bolas centradas en cada palabra ¢ € C con radio t = 41
son disjuntas, si el vector y € F} recibido tiene a lo més ¢ errores, podemos
decodificarlo sin dificultades.

Este es el problema que nos motiva, ya que si la distancia minima de
un cédigo lineal es mayor, podremos detectar o corregir mayor cantidad de
errores en los mensajes recibidos.

Es por esto que nosostros estamos en busqueda de cédigos optimales,
donde C es un [n, k, d|,- cédigo optimal si no existe un [n, k, d'],-cédigo con
d' > d. Existen resultados tedricos que dan cotas a los diferentes pardmetros
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de un [n, k, d],-cédigo, como lo es la cota de Griesmer dada por

k—1

d

n = E —
qil.
i=0

donde [z] denota la funcién que asigna a « el mayor entero més cercano a
Tal como su nombre lo dice, este trabajo representa un estudio sobre la
construccién de cédigos lineales proyectivos, siendo nuestro principal objeti-
vo estudiar la construccién de cédigos que alcanzen la cota de Griesmer, que
podemos encontrar en [3].

Los parrafos siguientes describen los principales temas a tratar en este
trabajo.

Comenzamos en el capitulo 1 mostrando los conceptos basicos utilizados
en la teorfa de cédigos [1], y las diferentes cotas que existen para los pardme-
tros de un [n, k, d],-cédigo [2].

En el capitulo 2 estudiamos las isometias lineales entre cédigos lineales y
mostramos como contar las clases de isometria lineal para n, k y g fijos [2].

En el capitulo 3 analizamos las caracteristicas que posee la matriz
generadora de un cédigo lineal de distancia minima d fija e introducimos los
conceptos de minihypers, ¢-bloques y grafos que son necesarios para
construirlas [2].

Finalmente en el capitulo 4, con la ayuda de la Geometria proyectiva
finita estudiaremos algunos teoremas [10] que nos servirdn para demostrar
la existencia de cédigos lineales que alcanzen la cota de Griesmer, y la no
existencia en ciertos casos de cédigos que la alcanzen.



Capitulo 1

Conceptos Basicos

1.1. Codificacion

Definicién 1.1.1. Un alfabeto es un conjunto finito A = {ai,...,a5}. Una
palabra de longitud n sobre A es una sucesién de n elementos de A, que
denotaremos por

a = Gy Giy...Q5, CON G € A

T

Al conjunto de tales palabras lo denotaremos por A™ y por A* al conjunto
de todas las palabras sobre A.

Definicién 1.1.2. Si A = {ay,...,a,} es un alfabeto, un cédigo g-ario sobre
A es un subconjunto C' de A* . Si el tamaifio de C es | C' |= M y todas las
palabras de C tienen longitud fija n decimos que C' es un (n, M)-cédigo.

Nosotros sabemos que en realidad cuando enviamos un mensaje a traves
de un canal, es casi imposible que este no posea ruidos, es decir que no
se produzcan errores de transmision, en estos casos hay que utilizar alguna
técnica para poder saber cudl fue el mensaje enviado. Con este objetivo,
vamos a definir una distancia para A™.

Definicién 1.1.3. (Distancia de Hamming) Sean z e y € A", la distancia
de Hamming entre z e y, denotada por d(z,y), se define como el nimero de
coordenadas en que x e y difieren, es decir

d: A"x A" — {1,2,...,n}

(z,y) — i e {1,2,..,n} |z # v}
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Proposicién 1.1.4. La funcién d es una distancia en A™.

DEMOSTRACION: Es claro que d(z,y) > 0y d(z,y) = 0si y sélosiz =y,
también que d(z,y) = d(y, ) para todo x e y € A™. Lo que nos falta demos-
trar es d(z,y) < d(z, z) + d(2,y) para todo z, ze y € A™.

Sean Ty = {i|2; Ay}, o= {i|zi # 2}, Ts = {i | z # wi},
i={ilmi#yuyzi=2z}yVa={i|z #uya # 2z} notemos que
dlz,y) =|T1 |, d(z,z) =| T» | y d(z,y) =| T3 |, ademés
Ty =ViuVe, Vo C Ty Vi CTs, porlocual ViUV, C ToUT3 lo que implica

Vit Val=d(z, ) SITLUTS S| To | + | T |= d(, 2) + d(z, )
d

Definicién 1.1.5. Dado un cédigo C se define la distancia minima de C,
denotada por d(C'),como la menor distancia no-nula entre sus palabras.

Un (n, M, d)-cédigo es un cédigo de longitud n, tamafio M y distancia minima
d.

Para codificar y decodificar de manera més practica y eficiente es ttil
dotar al alfabeto A de cierta estructura algebraica. Es comiin considerar a A
como un cuerpo finito aunque también se lo puede considerar como un anillo.
De ahora en adelante, fijamos A = F, , el cuerpo finito de ¢ elementos.

Definicién 1.1.6. Un cédigo lineal g-ario de longitud n y rango k es un
subespacio C' < IF;‘ de dimensién k. En este caso decimos que C es un

[n, k], -cédigo. Si C' tiene distancia minima d(C) = d, entonces decimos que
C'es un [n, k, d], -cédigo.

Definicién 1.1.7. Dado = € I, se define el peso de z, denotado por w(z),
como el nimero de coordenadas no-nulas de z. Se define el peso minimo de
C' denotado por w(C'), como el minimo de los pesos de las palabra no-nulas

de C.
Proposicién 1.1.8. §i C' es un cddigo lineal entonces d(C) = w(C').

DEMOSTRACION: Como C es lineal, tenemos

d(C) = min d(z,y) = min w(z-y)= mn w(z)=w(C
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Proposicién 1.1.9. El codificador de un |n, k|,—cddigo, es una funcién li-
neal e inyectiva v : F¥ — ™. Esta funcién puede ser representada por
una matriz I' de rango k, la cual no estd inicamente determinada, ya que
depende de la base en la que trabajemos.

Definicién 1.1.10. Sea C un [n, k|,-cédigo, llamamos matriz generadora de
C a una (k x n)-matriz I, tal que

C = {ol' | v € F¥}

Teorema 1.1.11. El conjunto de todas las matrices generadoras de un
[n, k]4-cddigo, con matriz generadora ' es

{BI' | B € GL(q)}

donde GLi(q) es el conjunto de todas la k x k-malrices invertibles sobre F,.

Otra manera de caracterizar un [n, k],~cédigo C es a través de la matriz
de control, que se define como la matriz asociada a la transformacién lineal,
que posee como nicleo al cédigo C. Al igual que la matriz generadora, la
(n — k) x n - matriz de control no esta tinicamente determinada.

Definicién 1.1.12. Sea C un [n, k],-cédigo, llamamos matriz de control de
(' a una matriz H, tal que

C={zel; | Hz'=0}

Definicién 1.1.13. Al conjunto de todos los [n, k],- cddigos lo denotaremos
por
Uln,klg = {U < Fy | dim(U) =k}, con 1<k<n

Al espacio métrico (Fy,d) lo llamaremos espacio métrico de Hamming de
dimensién n sobre F, y lo denotaremos por Hin, g].

Observacién 1.1.14. Recordemos que la Grassmanniana se define como
el conjunto que contiene todos los subespacios lineales, de un espacio vectorial
V de una dimensién fija k, y se denota por Gri(V). En particular el conjunto
Uln, k], coincide con la grassmanniana Gry (7).

1.2. Decodificacion

Al enviar una palabra de un cédigo a través de un canal, esta palabra
puede perturbarse, lo cual trae como consecuencia que la palabra recibida
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posea algiin error. Nuestro objetivo es detectar o corregir estos errores, es
por esta razén que en esta seccién estudiaremos de qué factores depende el
que podamos detectar que se produjo algin error o el que podamos corregir
estos errores.

Si D C F7 es un conjunto de palabras de un cédigo lineal C' enviados a
través de un canal, podemos encontrar algunas palabras que sufrieron per-
turbacién, ocupando la matriz de control de C. Es importante notar que con
este procedimiento no encontramos todas las palabras que tuvieron alguna
perturbacién al enviarlas, ya que la palabra recibida, aunque posea errores,
puede pertenecer al cédigo C'.

Definicién 1.2.1. Sea C un [n, k],-cédigo, y sea y € F el vector recibido al
enviar una palabra ¢ € C' a través de un canal, decimos que y posee r errores
8l dlesy) =m

La forma més natural de corregir errores, es que si y € Iy es el vector
recibido buscamos una de las palabras ¢ € C' més cercanas a y, con respecto
a la métrica de Hamming, es decir, ¥ es decodificado en una palabra c € C,
si

dley) <d(dy) ¥ deC

A esta forma de decodificar se le llama decodificacién por distancia
minima. Los problemas se producen cuando hay més de una palabra c € C
que cumple con que d(c,y) < d(¢,y) para todo ¢ € C' y cuando la palabra
més cercana a  no es la palabra enviada.

Es por este motivo que estudiaremos cuantos son los errores que se pue-
den cometer en la transmisién de un mensaje para poder detectar o corregir
éstos; es aqui donde nos ayuda el conocimiento de la distancia minima del
codigo.

Definicién 1.2.2. Dado z € A, con |A| = g y 7 = 0, se define la esfera de
radio r centrada en x como

Sylw,r) = {y € A" | d(z,y) = 1}

y la bola de radio r centrada en x como

By(z,r) = {y € A™ | d(z,y) < r} =] Sal, 1)
=0




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 8

Se define el volumen V,(n,r) como el cardinal de una bola de radio 7 en
A™ . Luego

Vnr) =1 Bylor) 1= 3 18 = 3 (7 ) =

i=0 i=0

-1
Veamos que las bolas de radio ¢ = [TJ centradas en palabras del

codigos son disjuntas.

Teorema 1.2.3. Sea C un [n, k,d],-cddigo y sea t = [T , entonces las
bolas By(c, ) son disjuntasV ¢ € C, donde |x] denota la funcién parte entera
de x.

DEMOSTRACION: Sea 2z € By(c1,t) N By(cs, t) con ¢y y ¢ € C, luego
d(cr,e) < d(e1,2) +d(eg,2) <2t < d

pero como d es la distancia minima entre dos palabras de C, podemos concluir
que ¢; = ¢y, y asi By(er,t) = By(ca, t).

O

Como las bolas By(e,t) son disjuntas para todo ¢ € C, tenemos que si el
vector y € I recibido tiene a lo mds ¢ errores, podemos decodificarlo sin
problema.

Corolario 1.2.4. Si C es un [n, k,d], cddigo :

(i) Podemos detectar si una palabra ¢ € C al enviarla a iravés de un canal
tuvo perturbaciones si la palabra recibida posee a lo mds d — 1 errores.

(ii) Si una palabra c € C al enviarla a través de un canal tuvo perturbacio-
d—1

nes podemos corregirla si esta posee a lo mds | — —5— | errores. Es

por esta razén que un cddigo a veces es llamado cédigo t-corrector de
errores.
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DEMOSTRACION:

(i)

Sea ¢ € C' el mensaje enviado e y € Fy el mensaje recibido, si supone-
mos que a lo més se produjeron d—1 errores tenemos que d(c,y) < d, lo
que implica que y ¢ C, por lo tanto podemos detectar que se produje-
ron errores en la transmisién. Mientras si suponemos que se produjeron
més de d— 1 errores tenemos que d(c,y) = d, lo que implica que y puede
pertenecer al cédigo C' y en este caso no podriamos siempre detectar
que se produjeron errores en la transmisién.

Sea ¢ € C' el mensaje enviado e ¢ € Fy el mensaje recibido, si supo-

d-1

nemos que a lo mas se produjeron t = errores, tenemos por

el teorema anterior que las bolas de radio ¢ centradas en palabras del
cédigos son disjuntas, lo que implica que la palabra del cédigo mas cer-
cana a y es c, por lo cual podemos corregir los errores que se produjeron
en la transmisién. Mientras si suponemos que se produjeron més de ¢

errores tenemos que y ¢ B,(c,t), lo que implica que la palabra del cédi-
g0 més cercana a y no es ¢, por lo cual si corrigiéramos los errores que
se produjieron en la transmisién, no decodificarfamos correctamente.

d

Bs importante notar que (¢) y (i¢) no se pueden hacer simultaneamente, sino
que tenemos que decidir si vamos a detectar errores o los vamos a corregir.

Ejemplo 1.2.5. Sea C = {000000, 111111} el cédigo lineal sobre Fy gene-

rado por la matriz

L 1 1L L 1L i

0O 00000 ) Este es un [6:255]2'60@90, por la

proposicién anterior el puede detectar 4 errores o puede corregir 2 errores.

1.

Si al enviar una palabra de C recibimos la palabra (111000),como
d(111000,000000) = d(111000,111111) =3
sélo podemos detectar que esta palabra posee 3 errores.
Si al enviar una palabra de C recibimos la palabra (110000),como
d(110000,000000) = 2 < d(110000, 111111) =1

podemos detectar que esta palabra posce 2 o 4 errores. También podemos
decidir corregirla, pero en este caso asumimos que son 2 los errores que
se cometieron, corrigiéndola como la palabra (000000).
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9. i al enviar una palabra de C recibimos la palabra (100000), como

I

d(100000,000000) = 1 £ d(100000,111111) =5

podemos detectar que esta palabra posee 1 0 5 errores. También podemos
decidir corregirla, pero en este caso asumimos que es 1 el error que se
cometid, corrigiéndola como la palabra (000000).

Estos son los problemas que nos motivan, ya que si la distancia minima de
un cédigo es mayor podremos detectar o corregir mayor cantidad de errores.
Es por esto que nosotros estamos en buisqueda de cédigos que posean la mayor
distancia minima posible, para pardmetros fijos n, k,q.

La siguiente proposicién nos ayudard a definir lo que es un cédigo optimal.

Proposicién 1.2.6. Si existe un [n,k,d],-cddigo con 1 < d, entonces para
todo 1 < d' < d exziste un [n, k,d'],-cédigo.

DEMOSTRACION: Sea C un [n, k,d],-cédigo con 1 < d y sea I una matriz
generadora de C de la forma, T’ = (I | uf | ... | uj,_;) donde I es la matriz
identidad de orden k y u; € IF";, si reemplazamos cualquier columna uj por
una columna de ceros, tenemos que el cédigo generado por esta nueva matriz
es un [n, k, d]-cédigo o un [n, k,d — 1]g-cédigo. Si vamos reemplazando una
por una cada columna de I' por columnas de ceros, paso a paso la distancia
minima se conserva o disminuye en 1, hasta llegar a obtener una matriz de
la forma I' = (I | 0), la cual genera un [n, k, 1]-cddigo.

O
Asf llegamos a la definicién de cédigo optimal

Definicién 1.2.7. Sca C un [n,k,d],- cédigo, decimos que C' es un codigo
optimal si no existe un |n, k,d + 1],-cédigo.

Existen resultados tedricos que dan cotas para
dinaz |, b, q) = méx{d | exista un [n,k,d]s- cédigo}

Nminlk, d, ] = min{n | exista un [n, k,d],- cédigo}

En general se busca maximar la distancia del cédigo, es decir se busca
ez, k. q], pero una condicidn més fuerte es minimizar la longitud de éste.

Proposicién 1.2.8. Si C es un [n, k, d|,-cédigo con n = Nomin|k, d, q] enton-
ces d = diai |1s ks g}
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DEMOSTRACION: Sea C un [n, k, d],-cédigo con n = nminlk, d, g] y supon-
gamos que d # dmaz[n, k, q], es decir existe un [n, k, d + 1]-cédigo C".

Sea I" = (4!) con 4 € {1...n}, la matriz generadora de ", sin perdida de
generalidad podemos suponer que 7; es un vector con coordenadas distintas
de cero, luego si formamos la matriz I' = (4¢) con ¢ € {2..n} ésta genera un
[n — 1,k, d],-cédigo lo que contradice, que n = nminlk, d, gl.

d

Es por este motivo que en este trabajo siempre buscaremos al el gl

Las cotas que estudiaremos son

Teorema 1.2.9. (Cota de Singleton)[2] Si C es un [n, k, d],-cddigo, se cum-
ple
d<n—k+1

Los [n, k, d],-cédigos que alcanzan esta cota se les llaman cédigos M 118,

Teorema 1.2.10. (Cota de Plotkin)[2] Si C es un [n, k,d], cddigo, se cumple

ng* g - 1)

d <

Teorema 1.2.11. (Cota de Hamming)[2] Si C es un [n, k, d|s-cddigo y sea
d—1
L= { 2 } entonces

¢
n 1 n
A (i )(q—l) <gq
)

A esta cota también se le llama Cota de empaquetamiento de esferas.
Cuando un [n, k, d],-cédigo alcanza esta cota se le llama cédigo perfecto.

Teorema 1.2.12. (Cota de Griesmer)[2] Todo [n,k,d],—cddigo, satisface

que:
k—1 ’—d—l
1=0 4

donde [x] denota la funcion que asigna a x el mayor entero mds cercano a
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Existen algunos casos en que se ha demostrado que no existen codigos
que alcancen estas cotas, como por ejemplo en [5] se demuestra que no existe
un [116, 5, 85]4-cédigo, es decir para g =4, k =5y d=85n0se alcanza la
4

cota de Griesmer dada por

85 85 |

= | =gl | =] & |+

h‘} { 4 1
0

También existen casos en que ain no se conoce algin cédigo que las alcance,
que podemos encontrar en [3]. s por este motivo que estudiaremos las ma-
neras de construir [n, k, d],-cédigos con k y q fijos, para luego fijar nuestro

objetivo en encontrar [n.|k, d, ql, k, d]-cédigos.
Si comparamos la cota de Singleton con la cota de Griesmer notamos que

2]50e)

la cota de Singleton estd por abajo de la cota Griesmer. Al igual que la cota
de Plotkin, ya que

89

51

64

—8,—5 =85+224+6+241= 116
256

2=l

k-1

n;Z

1=0

d

A

q

k-1 —
d d(¢* — 1)
ﬂa;b} Z_f ¢ q—1)

Ahora lo que nos falta, es ver como se comporta la cota de Hamming con
respecto a la de Griesmer, y esto lo haremos a través de graficos.

=2 k=3 gesd el
T 1Mo Cu
Homming Hemming . »
20 Grlesmer o | Cilesmar ¢
o 100 i
e @a“c’ ,o?
Q0" 90 i
@ o’
70 b a9 a0 ad
P ot
L= E 29
B0 num 70 an”
a? e ]
€ 50 52 o E %0 0o® X
=1 a® & on -
e . =] . P
= a0 " 2 50 o
0 a2 T h L
; 2o 40 .o et
30 08 . a .
Oﬂo". 2 30 0000--00
i I O - P X
20 egc ‘-'I 20 oo -
6Pua Luete
> 8%
10 2. 10 al
gev :
le 4%
4
P _ - . 0 N s . .
5 10 1% 20 25 30 3% 40 45 50 & 10 1 20 25 30 b 40 45
distancia(d) digtanda(d)

50
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e ¥ 70

Hamming e i T ! Hamming |«
Grlgsmar o _© Grlesmar .0
. a
7 a.
or oo 50 5°
e ,:oo
. 5 a®
60 oo? N
50 &
oaﬂ 00
50 00 . 08®
u“ £ as a® -
L g ST .w . 40+ o
ey hi 't g aoF st
5 40 L eate & ti st
a > . . L3 LA
a .5° et = 30 0?? o
OO L] a LA
30 5 caat® Bao ant®"®
e® et . T YA
g0 s 20 -aeﬂ as
2 P aa 9% ea®"
7 o X ﬂ\qil.-.
RO wl
10 .230 ’??v
9 4
o X . . : 5§ & : ; . .
5 10 15 20 25 30 =3 40 45 50 5 10 15 20 25 30 kL] 40 45
distanciald) distancla(d)

En estos gréficos podemos notar que la cota de Hamming también en la
mayoria de los casos va por debajo que la cota de Griesmer. Es por este motivo
que la cota que mayormente nos servird para encontrar este Timin|k,d, q] es
la cota de Griesmer, y ésta serd con la que trabajaremos.



Capitulo 2

Isometrias Lineales

2.1. Caracterizacion

Antés de comenzar con la construccién de [n, k],-céddigos, nos centrare-
mos en estudiar cuando dos cddigos lineales son esencialmente el mismo, para
que en el proceso de construir cédigos veamos si podemos descartar algunos
cédigos que posean las mismas caracteristicas, o bien distinguir cuando cons-
truimos cédigos nuevos.

Con este propédsito estudiaremos isomorfismos de espacios vectoriales, pe-
ro no olvidemos que los espacios vectoriales en los cuales estamos trabajando
ya los dotamos de una métrica, dandoles una estructura de espacio métrico,
por lo cual también debemos respetar la distancia en este espacio. Es por
esto que las funciones que vamos a estudiar son las isometrias lineales en el
espacio métrico (F7, d), denotado por Hin, ql.

Definicién 2.1.1. Dos [n, k|,- cédigos lineales C,C" C Hn, ¢| son isométri-
cos si existe una funcién 7 : Hjn, q] — Hin, q] tal que 7(C) =C"y

d(u,v) = d(7(u), 7(v)) Y u,v € Hin,q|
esta funcién 7 la llamamos isometria en Hn, g].
Un tipo de isometr{a en Hin, ¢, son las isometrias lineales.

Definicién 2.1.2. Dos [n, k|,-cédigos C, C" C Hn, ¢ son linealmente isométri-
cos, si existe una isometrfa lineal 7 : Hn, ¢] — H[n, q] tal que 7(C) = C".

Un ejemplo de éstas son las llamadas isometrias permutacionales, las cua-
les sélo permutan las coordenadas de cada palabra ¢ € C, y se definen como
sigue.

14
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Definicién 2.1.3. Dos [n, k],-cédigos C,C" C Hin,q] son permutacional-
mente isométricos, si existe una permutacién o € S, tal que C" = P,(C)
donde

PU(C) = {PU(C) = (Cg—l(o), ....,Cg—l(n_l)) \ GE O}

esta funcién P, : Hn,q] — Hi|n, q] es llamada isometria permutacional.

Observacién 2.1.4. Como las isometrias a las que dedicaremos nuestra
atencién son las isometrias lineales en Hin, g], siempre que en nuestro traba-
jo, digamos que dos [n, k|,-cédigos son isométricos, nos referimos a que son
linealmente isométricos en Hn, g|

Asl como las isometrias permutacionales las pudimos caracterizar, ahora
intentaremos caracterizar las isometrias lineales en H|n, g] en general .
Para caracterizar estas isometrias, tenemos que estudiar las funciones lineales
del espacio vectorial F y analizar sus efectos en la distancia de Hamming,
es decir estudiar las funciones lineales en Hn, g|.

Observacién 2.1.5. Si 7 : H|n,q] — Hi|n, g es una isometria lineal, tene-
mos que _

w(v) = d(v,0) = d(r(v), 7(0)) = d(7(v),0) = w(r(v)) Vv € Hln,q
es decir la isometria lineal T preserva el peso.

De la observacién anterior se desprende:

Si e; es un vector unitario entonces

7(e:) = Kiey con KieF,=F\{0} y l€{1,2,..,n}

Més ain, como la suma de dos vectores unitarios diferentes tiene peso dos,
tenemos que

2 =w(e; +¢e;) = w(r(e; + ¢;)) = wlr(e:) + 7(e;)) = w(Kier + Kmem)
luego si e; # e; entonces e; # e,.

Con estos resultados podemos concluir que dada una isometria lineal 7 :
Hin,q] — Hln, q], esta tiene asociada un tnico vector ¢ € (F;)", y una
Unica permutacién o € 5, tal que

T(€:) = Yoli) Cols) Vi & {1,2, wum}
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Reciprocamente, cualquier funcién lineal que se pueda expresar como
T(€) = Po(i) €oiy con € (F)* y o€,
es una isometria lineal en Hin, g]. Es por esto que en general denotaremos

T = (p,0)

Es claro que el conjunto de isometrfas lineales sobre el espacio H[n,g] forma
un grupo. Donde el producto de este grupo es la composicién, denotada por

(TL‘; 5)(‘93 0’)(6,;) = (va 6)(990(17) e”(f))
= Po(i)Yso(i) Esali)
= P5-150(i)¥so(i) Es0i)
= (1,1’906-, 60)(613)

Ocupando la notacién antes definida, sigue que.

Corolario 2.1.6. Las isometrias lineales en Hln, q] forman el grupo

I= {((Pao—) l pE (F;)nsa € Sn}

Donde el producto esta dado por
(%,0)(p,0) = (bs,00) con Ps(i) = Yips-14) Vi€ {1,2,...,n}
el elemento neutro es
1;=(&,id) donde & =1 Vie{l,2,.n}

y el inverso es

({P! U)MI = (‘70;}1 ) 0'_1)

A continuacién recordamos la definicién del producto trenzado pues el
grupo [ corresponde al producto trenzado de dos grupos conocidos. Esta
caracterizacién nos serd de mucha utilidad para la préxima seccién.

Definicién 2.1.7. Sea H un grupo y sea G un subgrupo de S,. Se define el
producto trenzado (wreath product) de H y G , denotado por H 1, (i, como
el producto semidirecto de los grupos H™ y G

Hi,G=H"xG={(p,0)/¢ € H",c € G}
con la multiplicacién definida por

(%, 0)(p,0) = (Yps,00) donde ps(i) = Yips—1y YV i € {1,2,...,n}
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por lo cual el elemento neutro
.= (1g) donde &=1Vie{l,2,..,n}

y el inverso

(p,0)"t = (p;,07") donde go;}l(z) = (,0;(17:) Vie{l,2,..,n}

Observacién 2.1.8. 2| Tomemos / como el grupo multiplicativo F} y G el
grupo de permutaciones S, entonces

H, G=F, 1 Sn = {(p,0) | p € (F;)",(f € S, }

Con lo cual obtenemos que I >~ F} 3, S,,.

Otra caracterizacién que veremos del grupo de isometrias lineales, es su
- representacién en forma matricial. Esta caracterizacién la utilizaremos en el
siguiente capitulo.

Observacién 2.1.9. Si 7 es una isometria, tenemos que:
T(Ei) = (i) Co(i) = e‘iM(t(p,o')
donde la (n,n)-matriz M, , = (ai;) es de la forma,

Poiy sij = ofi)

aq,j

0 en otro caso
Y al igual que la forma anteriormente descrita, para estas isometrias.

Corolario 2.1.10. Las matrices representantes de los elementos del grupo
de isometrias, forman el grupo

My(q) = { M) /v € (F})", 0 € 5.}
Donde el producto matricial coincide con
My.5)Mip0) = Mipips,00)
Obsecrvacién 2.1.11. Tl homomorfismo

g5 I —  M,(q)

(p0) = Mipo)

corresponde a un isomorfismo entre estos dos grupos.
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2.2. Clases de Isometria Lineal

Como nuestro propésito es saber cuando dos |n, k|,-cédigos son isométri-
cos, vamos a definir una accién del grupo Fy 1, S, en el conjunto de todos los
[n, k] -cédigos denotado en 1.1.13 por U[n, kl,.

Con este motivo primero definiremos una accién del grupo trenzado H 1, G
sobre un conjunto Y™,

Definicién 2.2.1. Sea H un grupo que actda en un conjunto ¥ y G un
subgrupo de S,,. Se define una funcién ¢, como sigue

e HL,GxY" — Y7

(((Pa U) ) f) = ((P, O')f
donde ((¢, o) f)i = vifo-1()

Dado que el grupo H actia en el conjunto Y y el grupo G es un subgrupo
de S,, tenemos que

Lema 2.2.2. La funcidn ¢ definida anteriormente, es una accién del grupo
trenzado H 1, G- sobre un conjunto Y™

DEMOSTRACION: Tenemos que ly,,.c = (§,id) donde § = 1 ¥V i €
{1,2..n} y id es la permutacién identidad. Sea f € Y™ luego

((&id) )i = 1fur = F Yie{1,2,..,n}
Sea (¢,0) y (¢,0) € H, G, luego
(4, 0)((2,0) 1)) =i, 0) )62
= Yips-1(i) fo-15-1(0))
= Yips-1() f6o)10)
= ((Ps,60) 1)
= ((,0)(p,0)f)i Yie{1,2..n}
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Observacién 2.2.3. Ahora como el grupo F; actia en el conjunto Fy, tene-
mos por el lema anterior una accién de F; 8, S, en F definida por

B by SRy ~= 7

((p,a), v) = (po)v
donde ((ip, 0)v); = ViVs~1(i)-

Teorema 2.2.4. El grupo de isometrias lineales IF; b Sn actita en Uln, k],
COMO SLGUE

]F; b 9n X U[ﬂ,k]q —  Uln, k|,

((p,0), C) — (p,0)-C={(p,0)c|ceC}

Llamaremos clase de isomelria del [n,k]q-cddigo C' a la drbita
F; l Sa(C) = {(¢,0) - C | (¢, 0) € Fy 1n Su}
Luego el conjunto de clases de isomelria de [n, klg-cddigos es
Uln, kg /Fy 1 Sy
el conjunto de todas las F} 1, S,-drbitas en Uln, k|-

DEMOSTRACION: Queremos demostrar que la funcién definida correspon-
de a una accién del grupo F} 1, S, en el conjunto U[n, k], .Para esto primero
demostraremos que si (p,0) € F} 1, Sy.entonces (p,0) - C € Uln, k]; para
todo C € Uln, kl,.

Sea (@,0) € F} 1, S, como (p,0) representa una isometria on particular
define un isomorfismo en el espacio Fy, dado por
T(%a) : o — F:;

9

v — (p,o)
Sea C € Uln, klg, luego como C < F} de dimensién k, la imagen de ¢ bajo
el isomorfismo antes definido es un subespacio de F}; de dimensidn k, es decir
que

Ty (C) = (p,0) - C € Uln, k|, ¥ C e Uln,kl,

Ahora nos falta demostrar las dos propiedades que debe cumplir esta funcién
para definir una accién . BEs claro que si (§,id) representa la identidad del
grupo IF; In Sn,y luego

&,id)-C=C Y CeUln,k,
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- Sea (¥, 0) y(p,0) € F, tn Sn, luego

(9,8) - ((¢,0) - C) = (,9) - ({{¢,0)c|ceC})
{(#,8)((w,0)c) | c € C}

{(W,0)(p,0)c| ce C}

= (¥, 0)(p,0) - C

En términos de matrices
Teorema 2.2.5. El grupo de isometrias M,(q) actiéa en Uln, k|, como sigue

M,(q) x Un, k], — Uln, k],

(M(‘Paf’) ! O) b 'pd'((ﬂs(’) ’ C = {Cjwf(t(p,a) [ ce C}

Ast la clase de isometria del [n,k],-cddigo C, también puede ser descrita
como
M(@)(C) = {Mip) - C | Migo) € Ma(9)}

y el conjunto de_clases de isometria de [n, kl,-cddigos como
Uln, kly/Mn(q)
el conjunto de todas las M,(q)-drbitas en Uln, kl,.

DEMOSTRACION: Es claro que si I representa la isometria identidad en
M,(q), luego
Todll = 0 v CelU(n,k,q).

Sea M) YM(p0) € Mn(q), luego
Moy (M) - C) = Mpay- ({cM{y | c€C})

= {eM{

t 1]
s Mipa) | € € Cl

= {( M) M) | c € C}

= M o)yMyr - C
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Como en el préximo capitulo queremos construir cédigos linecales, y estos
se construyen a lravés de sus matrices generadoras, veremos como actia el
grupo de isometrias en el conjunto de matrices generadoras.

Definicién 2.2.6. Denotamos por F,’;x”‘k al conjunto de k x n-matrices de
rango k sobre F,, es decir el conjunto de matrices generadoras de [n, k]g-
codigos.

Observacién 2.2.7. Del teorema 2.2.5 se desprende la accién del grupo de
isometrias lineales M,(q) en el conjunto IF';X”"*' , COMo sigue

kxn,k | kxn,k
M,(q) x F* ; Iﬁ‘qx

(M((p,a) N F) — I M}

(2yo)

donde es importante notar que Fijm’k /M, (q) hace una particién en el conjun-
to de matrices generadoras, pero no en Uln, kl;. Si dos matrices cualesquiera
petenecen a distintas érbitas no quiere decir que generen distintos cédigos
lineales, pero si dos matrices pertenecen a la misma érbita tenemos que estas
generan c6digos lineales isomeétricos.

Ejemplo 2.2.8. Sea q =3, k=2 yn = 3, luego el conjunto }nge,,z de todas
las matrices generadoras de [3,2|3-cddigos tiene cardinalidad 624, mientras
que el conjunto U[3,2]s de todos los [3,2]-cédigos tiene cardinalidad 13. Al
hacer actuar al grupo Ms(3) sobre F2*%2 notamos que | F2*%2  My(3) |= 22.
Con sélo esta informacion ya sabemos que existen matrices generadoras que
generan al mismo cddigo lineal y pertenecen a distintas drbitas. Un ejemplo
de estas son las matrices

00 1 . (001
Fl(o 2 1) ¥ 19""(0 2 o)

las que claramente generan el mismo cddigo lineal pero Ma(3)(T'1) # M3(3)(T'2)

Esto ocurre por lo descrito en el teorema 1.1.11, ya que antes de actuar

con ¢l grupo M,,(q), debemos actuar con el grupo G Ly (g) sobre el conjunto
Fkxn,k.
q
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Corolario 2.2.9. El producto directo GLi(q) x Mn(q) actia en el conjunto
ng“’k oMo SLQue

(GLi(g) x My(q)) x Fexnk ., phxnk

((B N ﬂ/f(%g)) y F) b=y BPﬂ/f(tw,a_)
Ast el conjunto de clases de isometria de [n, k],-cddigos puede ser identificado
Fg*™* /(G Li(g) x Ma(q))

el conjunto de todas las GLi(q) X My, (q)-drbitas en FE*mF.

Ejemplo 2.2.10. Sea k =2, n =3, g = 2. Luego el conjunto

R T T T T TN

]szs,z_{(001)(001)(001)(001)(001)
2 7"q\o0o 10/ 01 1)Vt 0oo0/’V1 0 1,°\1 10
0 1 0 0 1°0 01 0 0 1 0 01 0 6 10
(00 1)’(0 11 ’(1 00)’(1 0 1)’(] 1 0)*(1 1 1)
0 11 011 0 11 011 0 1 1 1 0 0
(010)’(100)’(101)’(110)’(11 1)’(001)
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 01 1 0 1
(011)’(101)’(110)*(111)?(001)(010)
1 0 1 1 01 1 01 1 1 0 1 1 0 1 1 0
(100)’(110)’(111)’(001)’(010)’(011)
1 1 0 1 1 0 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1
(101)’(111)’(001)’(010)’(011)'(100)
(110}
1 1 0
y el grupo

10 01 L 1 11 1 0 01
62 {5 1)(10) (1 0) (o 1) (1 1)(3 1))
Por tltimo debemos conocer el conjunto

(F3)? = {(111)} lamemos = (111)
y el grupo de simetria,

Sy = {Ul =1id.,09 = (12)363 = (13)704 == (23)a0-5 = (123)106 = (]-32)}

—_ e O = O = OO = O
o PO, O — O
[N o I o i B e

e N R N NG

o
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Para formar el grupo,

1
=10
0

{M(w,m
‘rv‘{(%f’t&) = (

M3(2)

(

100
0 0 1 |, My
010

Primero mostraremos las orbitas formadas por la

2x3,2 ,
2 .

GL3(2) en el conjunto F

o =

0
0

oo

0
1

GLa@((

2x3,2

7, lo que significa que exzisten 7 [3,2|5-cddigos di-
2

Ast |F2*32 /G Ly(2) |
ferentes. Ahora mostraremos las orbitas producidas por la accidn del grupo

(GL2(2) x M3(2)) en el conjunto F
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(CLa(D)x M3 (2)) ((

(151))

3, lo que significa que existen 3 clases

2x3,2
2

Asi | (GL2(2) x M5(2))/F
de isometria lineal de [3,2]s-cddigos .
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2.3. Enumeracién de Clases de Isometria
Lineal.

Ya habiendo particionado el conjunto de todos los [n, k|,-cédigos, denota-
do por U[n, k], en érbitas producidas por la accién del grupo de isometrias,
nuestro estudio se enfocard en contar estas érbitas y asf saber cuantos [n, k]q-
cédigos lineales no isométricos existen.

Con este fin estudiaremos como actia el grupo trenzado F} 3, S, en el
conjunto de G Ly (g)-érbitas en ]F’;"""‘, el cual representa al conjunto U|n, kj,,
y ocuparemos elementos del dlgebra abstracta, en particular de la teorfa de
grupos, para poder contar las érbitas producidas por esta accién, que como
ya vimos en el teorema 2.2.4 corresponden a las clases de isometria de [n, k],-
cédigos .

Debido a la condicién en el rango, el conjunto F£*™* no es facil de mane-
jar, es por esto que preferiremos trabajar con el conjunto de (k x n)—matrices
sobre Iy, que es denotado por Ff;"“ . Es claro que este conjunto contiene
al conjunto de matrices generadoras de [n,l],-~cédigos lineales sobre F,, con
{ £ b

Asi también las matrices que contienen columnas de ceros no son de nues-
tro interés, asi que sélo estudiaremos cddigos lineales generados por matrices
que no contengan columnas de ceros, estos cédigos son llamados cédigos
lineales no redundantes.

Observacién 2.3.1. SiT'= (v | 7 |...]| 7%) con v € EF, i e {1,2,.,n}
es una matriz generadora de de un [n, k|;-cédigo no redundante, esta puede
ser identificada con el vector v = (711,72...7) € (F&\ {0})™.

Teniendo en cuenta que la accién del grupo G'Li(g) en el conjunto
(FE\ {0})" estd dada por:

GLi(q) x (FE\ {0})» — (FE\{0})"

donde (A - f); = f;A', podemos reescribir nuestro problema para cédigos
lineales no redundantes, de la siguiente manera
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Lema 2.3.2. Sea la accién del grupo Fy i, Sn en el conjunto de drbitas
((F£\ {0})"/GLi(q)) como sigue

Fyta Sn % (Fg \ {0})"/GLi(q)) — (Fg\{0})"/GLi(q)

((p, o), GLe(9)(F)) — (p,0) - GLe(9)(f) = GL(9)((, ) f)

Luego el conjunto
((F5 \ {01)"/GLi(9))/Fy ta Sn

es el conjunto de clases de isometria de [n,l|,-cddigos no redundantes, para
todo I < k.

DEMOSTRACION: Primero queremos demostrar que esta funcién estd bien
definida. Sean fy g € (F¥\{0}), tales que GLk(q)(f) = G Lk(g)(g), entonces

fA =g para algin A € GLk(q)
lo que implica
fiA' =g, paraalgin A€ GLi(q) y Vie {1,2.n}
luego para todo (p,0) € F; 1, S,
((0,0)9): ‘: Pifo-1(i) = %‘fa—l(i)At = ‘Pi(Af)rfl(i) = ((p,0)Af);

para algin A € GLx(q) y Vi € {1,2..n} y asi demostramos que para todo
(p,0) €F; 14 S

GLk(q)((0,0)f) = GLq(k)((, 9)g)

Ahora demostraremos que esta funcion define una accién por la izquierda.
Claramente si (€, id) representa la identidad de F; 1, S,

(€,7d) - GLe(@)(f) = GLe(a)((&, id) f) = GLi(q)(f) ¥ f € (Fg \ {0O})"

Ahora si (¢, ) y (¥,8) € F}; ln S,, tenemos que

(#,0) - (#,0) - GLe(9)(f) = (9,0) - GLi(9)((¥,0) - )
= GL(a)((¢,) - (@) - )
= GLk(9)((,0)(¥,0) - )

:((P?O')(";b: ) GLk( )( )
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Loma 2.3.3. ((F5\ {0})"/GLe())/F} tn Su = ((FE\ {O)"/F; 10 51)/CLi(q)
DEMOSTRAGION: Sea f € (F; \ {0})",luego
Fi 1 Sn(GLL(@)(f) = {Fj % Su(A- ) | A€ GLi(q)}

= B2 2o Sa(fil oy ) | A € OLil0))
- {(9010‘) : (flAta C ant) | ((,0,0’) & ]F; ln Sh, Y Ae GLA;(C])}
= {(‘Plfcr-l(l)At: ---aﬁonfdfl(n)At) \ ((10)0-) € IF; {n Sn y A€ GLK(Q)}
- {A (‘Plfo‘l(l):'"a ana‘l(n)) | ((,D,O’) = IF; b Oy ¥ Ac GLA(Q)}
={4-((p,0) )| (¢,0) €F; 1 Sn y A€ GLk(q)}

— GL(Q)(F 1 Sa(f))

Y asf por los lemas 2.3.2 y 2.3.3, podemos concluir que el conjunto
((F&\ {0})"/F} tn Su)/GLi(q) corresponde con el conjunto de clases de iso-
metria de [n, [],-c6digos no redundantes, para todo I < k.

Ahora definiremos un espacio, que nos facilitard nuestro estudio.

Definicién 2.3.4. El espacio proyectivo correspondiente a ]F’; se define como
sigue

FP*! = (F\{0})/ ~

donde la relacién ~ esta definida por: v ~ w si y sélo si existe A € Iy tal que
v = Aw. También denotado por

FP* = (Fg \ {0})/F;

El orden 8;_1(q) de este grupo es

k

-1
Ouma(@) =| BPF |= =g = a7 4 gt

1

El siguiente lema nos serd de mucha utilidad, ya que muestra una biyec-
cién entre las érbitas de la accién del grupo trenzado H @, G en el conjunto
Y™ y las érbitas de otra accién més facil de manejar.
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Lema 2.3.5. Sea H un grupo que aclia en un conjunto Y y sea G un sub-
grupo de Sn. Si definimos la accion del grupo H )\, G en Y™ como en la
observacién 2.2.1, la funcién ¢ : Y™ — (Y/H)", donde (¢(f)): = Hfi , y
la accidn de el grupo G en el conjunto (Y/H)" como

Cx (Y/H" — (Y/H)"
@.)) = — of

donde (o f); = fo10) tenemos que
(i) La funcién

$: Y/(HWG) — (Y/H)'/G

Hu,G(f) +— G((/))
es biyectiva.

() HwG(f) = 67 ($(H W G(F) =GOV feYT

DEMOSTRACION:

(i) Primero queremos demostrar que la funcién 1 estd bien definida y es
inyectiva. Sean fy g € Y", tales que

Y(H 4, G(f)) = ¥(H 1, G(9))

& G((f)) = G(¢(9))

< o(f) € G(#(g))

& ¢(f) = od(g) para algin o € G

& Hf, = Hgy-1; paraalgin o € Gy Vi€ {1,2..,n}

& fi € Hgy—py paraslgino € Gy Vi€ {1,2.,n}

& fi=hg,-15 paraalginh € Halgino e Gy Vi€ {1:8m3
& f=g(p,0) paraalgin (p,0) € H1, G

& fe HiuG(g)

& H, G(f) = H ., G(g)
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Ahora para demostrar que la funcién 1 es sobreyectiva, primero de-
mostraremos que la funcién ¢ es sobreyectiva.
Sean F' € (Y/H)"y f¥ € Y™ tal que fF € F;, luego

@(F))i=Hff =F,

lo que demuestra que ¢ es una funcién sobreyectiva. Asi para todo
F e (Y/H)" tenemos que existe f¥ € Y™ tal que

Y(H W G(fT)) = G(¢(fT)) = G(F) por lo tanto 1 es sobreyectiva.

(ii) Primero notemos que, si F € (Y/H)" existe f € Y™ tal que ¢(f) = F,
ya que ¢ es una funcién sobreyectiva. Entonces

¢o~I(F) =¢({o(NH})
={reY"|neHfi YVie{l,2.n}}

={reY"|n=tificony € H*y ¥Yie {1,2.n}}
={(,1)f ¢ e H"}

= H % {1}(f)
y (@(af))i=H(of)i = Hfp1 = (c(d(f))): Vi€ {1,2.n}

Luego H U G(f) ={(p,0)f | ¢ € H" € G}

= {JEI i = Qifo-1(3) con p € H", 0 € G}

I

{fl i = wife-1) con p € H"*}
oeC

= U Hi {1}of)

geCG

= U ¢ '({oleNH})
ie
= U ¢ '({oo(N)})
oeG
= ¢~ (U {oe(N)})
geG

= ¢~ ({od(f) /o € G})
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O

Si aplicamos el lema anterior parte (i), al grupo trenzado F} 1, S, actuando
en (F&\ {0})", podremos reescribir las érbitas estudiadas, ta] que esta nueva
forma de construir estas érbitas, nos facilitaré el calculo de ellas.

¢: (FE\{Op" — (Fg\{0})/F)"

i — &(f)
donde (¢(f)); = F;(f:), entonces la funcién

Y (FE\{O})/FytaSa —  ((FG\{O})/F)"/Sn
F2 1 Su(f) — Sa(é(f))

es una biyeccion.
Por lo cual

(5 \ {0} /F5 ta Su) /G Li(q)
lo podemos reescribir de la siguiente manera.

((Fs \ {0})/F5)"/Sn) /G L)

Més atin como el espacio proyectivo F;P*~! es (IF§ \ {0})/F}, como lo vimos
en la definicién 2.3.4,tenemos que

Corolario 2.3.6. El conjunto de clases de isometria lineal de (n,l)-cddigos
lineales no redundantes, para todo I < k puede ser descrito

(B P*)"/5n)/GLx(q)

Donde la accidn del grupo S, en el espacio F,P*~1, esta dada por

S, x (BPF1)m  —  (F,PH1)

(U: f) _ o f
donde (o - f)i = o fi = [Us-1(3)] entendiendo que fi = [vi].
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Y la accidn del grupo GLi(q) en el conjunto ((F,P*=1)"/Sn) se desprende
del lema 2.3.3, de la siguienle manera

GLk(g) X (F PN /S — ((F,P*=1)")/Sn
(A, - ) e A )
donde (A (o - f))i = [vo-1(A’] entendiendo que fi = [l
La definicién que sigue a continuacion, nos servird para reducir tiempo al

momento de calcular estar érbitas.

Definicién 2.3.7. Sea f € (FP*~1)?, definimos el contenido de f como la
siguiente funcién

e(f): IE‘q}i’”“‘1 — N
Y — |{i1f~i:y}\

Teorema 2.3.8. Sean f y g € (F,P*~")" entonces Sa(f) = Sa(g) siy sdlo si
c(f) = c(g)

DEMOSTRACION: Sean fy g€ (F,P*~1)" tal que e(f) = c(g), luego
| il fi=y} =l {ilai=v}] Vy e Fp?
lo que implica que existe una permutacién o € S, tal que
foy=9i Vi€ {l,2.n}

y asf ¢~ - f =g, por lo cual f € S.(g) concluyendo que 8. ()= Bulg)-

Reciprocamente, sean fy g € (F,PE=1)" tal que S.(f) = Sa(g) , entonces
f € S,(g), es decir

fo-1G) = gi para algiin o € S,
Luego
og) =| i | g = v} I=1 G | fom =} IF1 i1 fi = y} |= c(f)
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Corolario 2.3.9. El conjunto de drbitas (F,P*=*)"/S, puede ser representa-
do por un sistema completo de n-tuplas f € (F,P*~1)" con contenidos dife-
rentes.

Ejemplo 2.3.10. (1) En el espiritu del corolario anterior, buscaremos quie-
nes son los representantes de las drbitas (F,P')%/S;. Donde

FP' = {[0,1],[1,0], [1,1]}

Ast | (FBP')? |= 27. Luego aplicando la funcién contenido a cada ele-
mento de (F,P)? encontramos los representantes buscados, escogiendo
los elementos que tienen diferentes conlenidos

«(([0,1],10,1], [0, 1])) = [3,0,0], e(([0,1],[0,1],[1,0])) = [2,1,0],
e(((0,1],[0,1],[1,1])) = [2,0,1],  <(([0, 1], [1,0],[1,00)) = [1,2,0],
c(([0= 1]? [11 O]‘l [11 1])) - [1! L, 1]’ C(([O: 1]’ [11 1]: [11 1])) = [1: 0, 2]3
c(([1,0], 1,0}, [1,0])) = [0,3,0], «(([1,0],[1,0],[1,1])) = [0,2,1],
C(([lv 0]: []-r 1]7 [17 1])) = [O: 1, 2]: C(([l, 1]1 [1) 1], [1: 1])) = [010’ 3]

Con esto redujimos el problema de aplicar la accidn a 27 elementos, a
aplicarla a solo 10 elementos.

(2) Ahora buscaremos quienes son los representantes de las drbitas (FsP')?/Ss.
Donde

BP! = {[0,1],[1,0],[1,1],[1,2]}

Ast | (FsP')3 |= 64. Luego aplicando la funcidn contenido a cada ele-
mento de (FsP')? encontramos los representantes buscados, escogiendo
los elementos que tiene diferentes contenidos, cudles son

e(([0,1], [0,1],[0,1])) = 3,0,0,0], (([0,1],[0,1],[1,0])) = [2,1,0,0],
(0,11, 0,1), (1. 1)) = [2,0,1,0], ~e(([0,1], [0, 1], [1,2])) = [2,0,0,1),
C(([O,l],[l,O],[l,O])) = [1,2,0,0], ¢(([0, 1]![11[)]:[1:1])) = [1,1,1,0],
C(([O, 1]) [1a0]5 [112])) = [11 1,0, 1]: e(([0, 1]7 [lr 1]1 [1: 1])) = [1 0,2, 0]:
e(([0,1), (1,1, [1,2])) = [1,0, 1,1}, <(([0,1],[1,2],[1,2])) =[1,0,0,2],
C(([l,O], [110])[110])) = [0!3!0)017 C( [1 D] [1 0] [1 1])) {O 2,1 O]
e(([1,0), [1,0], 1,2])) = [0,2,0, 1}, c( 11,0, 1,1}, [1,1])) = [0, 1,2,0],

e(([1,0,(1,1], {1,2])) = [0,1,1,1], (([1,0], [1, 2] [1,2])) = [0,1,0,2],

e(([1,1),1,1],[1,1])) = [0,0,3,0], (([1 1],(1,1],[1,2])) = [0,0,2,1],
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C(([I: 1]1 [13 2]: [1: 2])) = [0: 0,1, 2]: C(([l, 2}= “: 21: [11 2])) = [0! 0,0, 3]'
Con esto redujimos el problema de aplicar la accién a 64 elementos, a
aplicarla a sélo 20 elementos.

(3) Para casos en que n y k son mayores como por ejemplo:

(i) El conjunto (FsP?)° el que tiene cardinalidad 371.293, los elemen-
tos que representan la drbita (F3P?)°/Ss son sélo 6.188.

(it) El conjunto (F4P')* el que tiene cardinalidad 125, los elementos
que representan la orbita (FyP1)3/S; son sélo 35.

(iii) El conjunto (FsP')? el que tiene cardinalidad 216, los elementos
que representan la drbita (FyP1)?/S; son sélo 56.

Ahora del lema 2.3.5 parte (ii) aplicado al grupo trenzado F;, S, actuando en
(FE\{0})", se desprende el siguiente lema,el cual nos proporcionara la iiltima
forma que mostraremos de reescribir las érbitas que estamos estudiando. Esta
nueva forma de construir estas érbitas nos servird para contarlas.

Lema 2.3.11. Sean A € GLi(q) y ¢ como en el lema 2.3.5

¢: (F\{Oh" — (FP1)"
f — ¢(f)

donde (¢(f)):; = |fi]- Entonces

Oy b Su(AS)) = A(Sn(¢(f))) Y fe (Fy\{0})"

DEMOSTRACION: Del lema 2.3.5,ii obtenemos que
F; 4 Su(Af) = 67 (W (F; 1 Sa(AS))) = 67 (Sa(¢(Af)))

es decir
por otro lado tenemos que

(B(Af): = [f: AT = Alfi] = A((f))i Vi€ {1,2.n}
por lo cual ¢(Af) = A¢(f), entonces

D(FG & Su(AS)) = SalB(AS)) = Sa(Ad(f)) = A(Sa(¢(f)))
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" De esta manera acabamos de sustituir la accién del grupo GLi(g) X Fg 1n Sy
en el conjunto (F%\ {0})" por la accién de el grupo G Li(q) % Sy, en el conjunto
(F,P*-1)" dada por

(GLx(g) x Su) x (B —  (FP*H)"

((4,9), f) — (4,0)f
donde ((4,0)f)i = Afo10) = [for0A']
Y asf llegamos a nuestro teorema principal.

Teorema 2.3.12. El conjunto de clases de isometria de [n,l] -cédigos no
redundantes, para todo | < k puede ser descrito como

(EP*1)"/(GLr(g) X Sn)
con la accién descrita en (2.1), o bien
((EP1)"/50)/GLi(g)

donde el congunto de érbitas (F, P*=1)" /S, puede ser representado por cual-
quier sistema completo de n-tuplas f € (E,P*~1)™ con contenidos diferentes.

Ejemplo 2.3.13. Sea g =2,k = 1 y n= 3, tenemos que (F,P°)* = {[111]},
es decir tenemos una sola clase de [3, 1]2-cddigos lineales no redundantes so-
bre Fy. Ahora si tomamos q = 2,k =2 y n = 3, como ya vimos en el
ejemplo 2.3.10 los representantes de la drbita

IF2IP1/S3: {([O, 1]: [0’ 1]= [O! ]-D! ([01 1]1 [Or 1]7 [la DD! ([0, 1]) [Oz 1]’ [12 l])! ([01 1]1 [er]a [1! OD,
([0,1],[1,0], [1, 1)), (10, 1}, [1, 1], 1, 1]), ([1, 0, [1, 0], [1, 0), ([1, 0], [1, 0, [1, 11), ([1, 0, [1, 1], [1, 1),
(L2} [1, 1], [, 1)}

Ast si le aplicamos a estos representantes la accion de GLg(2) X Sy tene-
mos que las drbitas que se forman son

GL2(2)x S5(([0,1],[0, 1], [0, 11)) = {([0, 1], [0, 1], [0, 11), ([1, 01, [1, 0], [1, 01), ({1, 11, [L, 21, [1, 1)}

GLx(2)% S5 (([0,1], [0, 1], [1,01)) = {([0, 1}, [0, 1}, 1, 00), ([0, 1], 0, 11, [1, 1]), ([0, 1],
(10,11, [1, 01, [1,00), ({0, 1], {1, 1], [0, 11), ([0, 1}, {1, 11, [1, 1]}, ([, 0], [0, 1], [0, 1]), ([1, O, [0, 1] [1,0]),
[1 o], (1,01, [0, 1]), (1, 0}, [1, 0}, [1, 1)), ({1, 0, {1, 1], [1, 0, ([1, 0], [1 ,1],[1,1]),([1,1],[0, 1],{0,1]),
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([1,1], [0, 2], [1,2]), ([, 1], [1, 0}, [1, 0]), ([1, 1], [1, 0], [1, 1)), ([1, 1], [, 1], [0, 1]), ([1, 1, {1, 1}, [1, O]) }

GL2(2)><S3(([O= 1]? [1: 0]) [11 1])) = {([01 1]: [l-: O]a [lr 1])7 ([Oa :]-L [17 -]]: [170]): ([1: O}a [Oa 1]: [1: 1}):
(H!O]a [1: 1]5 [Os 1”3 ([1! 1]1 [Oa 1.]5 [13 OD: ([l: 1]1 [11 O]’ [Ov 1])}

Luega son 3 los [3,1]a-cddigo no redundantes no isométricos, paral < 2.
Juntando nuestros dos resultados tenemos que son 2 los [3,2]2-cédigos no
redundantes no isométricos, este resultado coincide con el del ejemplo 2.2.10
ya que la primera érbita que se muestra en este ejemplo posee sold cddigos
redundantes.

Para facilitar nuestro trabajo, vamos a usar una notacién mas abreviada
para los conjuntos y valores que utilizaremos.

Definicién 2.3.14. Denotamos por

(i) V[n, k], al conjunto de todos los [n, k]-cédigos no redundantes

(ii) Up,k, al conjunto de clases de isometria en U[n, kl;, es decir Upp, =
Uln, klg/Mn(q)

(iil) Vink, 8l conjunto de clases de isometria en Vn,klg, es decir Vipu, =
Vin, klq/Mn(q)

(iv) Tk, al conjunto de clases de isometria de [n, [];-cddigos no redundan-
tes para todo [ < k, es decir Tj, ), = tL{JkV!n,”q

Corolario 2.3.15. Veamos relaciones entre los nidmeros | T, |5 | Vi, |,
| U[n,k:]q 1

(1) | Tinai, |=] (EP* 1"/ (GLi(q) % Sh) |

() | Vin,

:l T[n;k]q I - | T‘[n,k—l]q | para l<k<n

(‘ﬂf’:) | [[En,k:]q |T E i "/[n,'i]q
k<i<n
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Asf tenemos expresado | Vipw, | ¥ | Upnky, | en términos de | Tin 4, |, luego
lo que nos resta es calcular el valor de | Ti,u, |, ¥ para esto utilizaremos
algunas definiciones y teoremas que nos daran una funcién generadora para
este numero.

Definicién 2.3.16. Sean X un conjunto finito y (¢ un grupo finito que actia
sobre X .Denotamos por a;(g) con i € {1,2,...,] X [} y g € G al ndmero de
érbitas en X bajo la accién del grupo (g), de largo 4, es decir

ai(g) =| {w e (X/{g)) | | w|=i} |

Y a la secuencia
(a1(g), - a1x1(9))
la llamaremos tipo de ciclos de g (cycle type of g)

Definicién 2.3.17. Sean X un conjunto finito y G' un grupo finito que actia
sobre X. Se define el indice de ciclos de la accién del grupo G en el conjunto
X, denotado por C(G, X ), como el polinomio

|X|

C(G, X) = l—é,—| SO

gei i=1

Teorema 2.3.18. Sea H un grupo finito actuando en el conjunto finito Y.
La funcidén generadora para el nimero de érbitas generadas por la accién del
grupo (H x S,) en el conjunto Y™ es

STIY™/(H x 8a) | &* = C(H,Y)

ieN
oo
donde el lado derecho lo evaluamos en z; = E zH
7=0

Corolario 2.3.19. La funcidn generadora para el valor | Tin, | €s obtenida
como sigue

Z | T[‘i.,k]q | af = C(GLk(q)quPkwl) |Zi:Z?;D a
ieN -

Ejemplo 2.3.20. (i) Sea ¢ = k = 2, entonces como GLy(2) consta de
estas seis matrices

/(01 (11 (01 (10
g1 = 10 y g2 = 1 0 » g3 — 1 1 y 4 — 0 1



CAPITULO 2. ISOMETRIAS LINEALES 36

(10 (11
g5_ 11 '.‘gﬁ_“ 01

y estas actian de la siguiente manera en el conjunto

FP'=F;\ {0} = {1=(0,1),2= (1,0),3 = (1,1)}

lgi=2, 2-g¢1=1, 3-¢1=3 luego g1=(12)(3)
1: =2, 2y =3, 3:-92=1 luego 7z = (123)
1-g3 =3, 3-93=2, 2-9g3=1 luego 7z= (132)
l-gs=1, 2-94=2, 3-91=3 luego ga= (1)(2)(3)
1-g5=23, 3-95=1, 2-95=2 luego Ts5=(13)(2)
1:g5=1, 2-gs =3, 3-96 =2 luego T = (32)(1)

Tenemos que

GL2(2) = {(12)(3), (123), (132), (1)(2)(3), (13)(2), (32)(1)} = S;
Luego el tipo de ciclos de gy es (1, 1,0 ), dege es (0, 0, 1 ),

degses (0,0,1) degges (3 0,0) degses(1,1,0),
de gs es (1, 1, 0 ). Por lo que

C(GL3(2), FP')) = Z H a4(9) — 2122+23+43+21+4122—| 2122)
: QEGLQ(Z) i=1

1
= (% + 32122 + 223)

|6
luego
Y| Ttz | 2" = C(GLa(2), BoP) |smyee, 37
nEN
Y ahora reemplazando z=14+z4+z2+23.. = : =
-
29=1++ z? o z8 1 —3
z=1+2+2°%+2° 1
3 I

Obtenemos que

Z | Tin,2p, | 2" =1+ T+ 222 4 32® + 42* + 52% + 725 + 827 + 1045.....

neN
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que notamos corresponde a la expansion de Taylor centrada en 0 de la
funcion racional; luego

() () () 2 (59)

Y as?
| T['l,llz i: Ly ] T[2,1]2 l: 2, l T[3,1]2 |: 3, | T[4,1}2 |: 4, ' T[5,1]2 !: 9,
| T, |= 7, | Tz 1= 8,1 Tig, [= 10

Ahora para saber el valor de | Vina), | necesitamos el valor de | T 1z |-
FEste se puede calcular facilmente ya que | Ty, |= 1 V n € N. Luego

1 V[1,2]2 I: 0, | 1V[2,2]2 |: 1, | 1i/13,2]2 |: 2, I V[flﬁlz k: 3, 1 V{5.2]2 |: 4,
| Visgia |= 6, | Viraa 1= 7| Vis2 I= 9

Y ast que
| Una 1= 0, | Uzt I= 1, | Ul 1= 3, | Ul 1= 6, [ Us21: |= 10,
| Upzs |= 16, | Uz 1= 23, | U2 |= 32

(it) Sea q =2y k =3, al hacer actuar el grupo G L3(2) sobre el conjunto
F,P? =3\ {0}, obtenemos que

GL3(2) = ((45)(67), (46)(57), (23)(67), (24)(35), (12)(56))

Lo que necesitamos encontrar es el tipo de ciclo de cada elemento de
G L3(2), es decir necesitamos saber la estructura ciclica de cada elemen-
to de GL3(2). Para esto utilizaremos el hecho, de que los elementos de
las clases de conjungacidn de un subgrupo de permutaciones tienen la
misma estructura ciclica.

Por lo tanto, si conocemos las clases de conjugacion de GLs3(2) £ 57y
la cantidad de elementos que posee cada una de estas, podremos oblener

C(GL3(2), FoP?).

Ast las clases de conjugacidn de GLz(2) son

({(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7), (1)(2)(3)(45)(67), (1) (23)(4657), (1)(246) (357), (1243675), (1245736) }
y las cantitades de elementos por cada clase de conjugacion son 1, 21,

42, 56, 24, 24 respectivamente.Asi

1
C(GL3(2),F,P?) = i_G_I(ZI + 212322 + 42212024 + 56225 + 4827)
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por lo cual

S| Tingp | 2" = 1+a+20” +42° + 72" + 112° +192° 4 2927 +44a®.....
neN

Y asi
| T =1, | Tog, 1= 2, | Tagi 1= 4 | T 1= 7, | Tisa 1= 11,
| Tisaa 1= 19, | Tirapa 1= 29, | Tigp, |= 44

Ahora para saber el valor de | Vi, qp, | necesitamos el valor de | Tjnz), |
el cual ya tenemos. Luego

| Via 1= 0, | Vieae 1= 0, | Vizap, 1= 1, | Viaap [= 3, | Visa [= 6,
| Visar, |= 12, | Viap, |= 21| Vg, |= 34

Y asi que
| Unae 1= 0, | Ul =0, | Upap, 1= 1, | Uy, = 45 | U3y, [= 10,
| Uis a1, 1= 22, | Uap, 1= 43, | Uy |= 77



Capitulo 3

Construccion de Cédigos
lineales con distancia minima
prescrita.

3.1. Caracterizacién de matrices generadoras
de Cdédigos lineales con distancia minima
prescrita.

El propésito en este capitulo es mostrar un método para construir un
[, &, d] - cédigo Ajando una distancia minima d. Teniendo en cuenta que que-
remos de alguna manera encontrar cédigos que alcanzen la Cota de Griesmer
1242,

Como lo que queremos en particular es costruir cédigos lineales, y sa-
bemos que estos parten de una matriz generadora, comenzaremos con un
examen més detallado de ésta, para poder relacionarla con la distancia mini-
ma del cédigo lineal generado por ella.

Sea C un [n,k,d|,- cédigo, generado por la matriz " = (7#), nuestro pri-
mer objetivo es encontrar relaciones entre el conjunto de las columnas de
esta matriz ¥ = {7v1,%, ..., 7.} ¥ la distancia minima d de C'. Para encontrar
estas relaciones, como estamos restringiendo nuestro estudio a cédi gos linea-
les, donde la distancia minima coincide con el peso minimo, comenzaremos
buscando relaciones entre el peso de una palabra ¢ € C' y las columnas de I,

Observacién 3.1.1. Recordemos que w(c), denota las coordenadas de la
palabra c distintas de cero, por lo tanto n — w(c) corresponde a la cantidad

39
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de coordenadas iguales a cero de c.

Asf también si ¢ la escribimos en términos de la forma bilineal estandar
- k i k

(<v,w>= 37 vyw,; para todo v,w € F{)

p= gl = (< v, >, < U, Y >, < Uy Y1 < U e >) v GIF;

podemos observar, que si ¢; = 0 , implica que +y; es ortogonal al vector men-
saje v.

Uniendo nuestros dos resultados podemos concluir que hay n — w(c) colum-
nas de la matriz generadora que son ortogonales con el vector mensaje v. Es
decir que el hiperplano

H(v) = {wEIF; |< v,w >= 0}

contiene exactamente n — w(c) columnas de la matriz generadora I'.

De estas observaciones se desprende el siguiente teorema que relaciona a
la. matriz generadora de un cdédigo lineal con la distancia minima de este.

Teorema 3.1.2. Una matriz I' de (k x n) es una matriz generadora de un
[n, k,d],- cddigo sty sélo si satisface las siguientes condiciones

i) Todo hiperplano H(v) conv € F\{0} contiene a lo mds n—d columnas
deI.

ii) Existe al menos un hiperplano H(v) que contiene evactamente n — d
columnas de I'.

DEMOSTRACION: Supongamos que I' es una matriz generadora de un
[, k, d],-cédigo C, tal que I' no cumple la condicién ). Entonces existe un
vector v € B\ {0} tal que H(v) contiene mas de n— d columnas de I, lo que
implica que la palabra ¢ = oI’ € C posee més de n—d ceros, por lo cual w(c)
es menor que d, lo que produce una contradicién.
Asf también como C posee distancia minima d, tenemos que existe una pa-
labra ¢ = vI' € C con w(c) = d y n — d coordenadas igual a cero, lo que
equivale a decir que el hiperplano H(v) contiene exactamente n— d columnas
de T, lo que demuestra i)
Ahora supongamos que I" cumple con las condiciones 7) y iz).Por la condicién
i) tenemos que el cédigo lineal C' generado por I' posee solo palabras con peso
menor o igual a d y por los condicién 4¢) tenemos que existe una palabra en
C' con peso d, lo que implica que C' posee distancia minima d.
Lo que nos falta demostrar, es que C' como subespacio de Ff sobre F, tenga
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dimensién k, para esto procederemos por contradiccién.
Supongamos que el rango de I' es menor que k, asi las filas de I" son lineal-
mente dependientes, luego existe un vector v € FF\{0} tal que

c=vl=0

Esto implica que H(v) contiene todas las columnas de I, lo que contradice
la condicidn 7).

d

Este teorema, nos da una idea de como generar cddigos lineales con una

distancia minima prescrita, ya que teniendo un multiconjunto de vectores,
es decir un conjunto en el cual se pueden repetir los elementos (denotado
por {{}}), que cumpla con las condiciones dadas en el teorema anterior, po-
demos crear una matriz I' en que todos los vectores de este conjunto sean
columnas de esta matriz, de este modo I' es una matriz generadora de un
[n, k, d],~cddigo.
En el capitulo anterior estudiamos cuando dos cédigos son isométricos, ahora
queremos ver qué condiciones cumplen las columnas de la matrices genera-
doras de estos codigos para asi en el proceso de construccién poder descartar
la mayor cantidad de cddigos isométricos.

Si recordamos la observacién 2.2.7, donde se define la accién del grupo de
isometrfas lineales M,(q) en el conjunto F¥*™*  de la siguiente manera

Mn(q)ngXn,k _ Fl;xn,k

Mgy » T) = T M,
donde la (n,n)-matriz M, , = (a;;) es de la forma,
Vo) sij = ofi)
Qi j
0 en otro caso

Tenemos que

I' M{,y = (e1ve-1y | 02Yo-1iy |+ | 0nVom1(ny) con v € Ff,d € {1,2,...,n}

De aqui podemos deducir que una sucesién de las siguientes operaciones en
. " /

las columnas de una matriz I', producen una matriz [' la cual genera un

cédigo lineal isométrico al cédigo generado por I™:
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1. La ponderacién de columnas por elementos de F; = (IF;\{0})

2. La permutacién de columnas.

Es importante recordar que F5*™*/M, (q) es una particién en el conjun-
to de matrices generadoras, pero no representa una particién en el conjunto
Uln, k], de todos los [n, k],-c6digos.

También si ' = (4}) con i € {1,2,...,n} es una matriz generadora de un
cédigo lineal no redundante, esta se puede representar por la funcién

7 {1,2,yn} — FA{0)
1y

Y luego por la condicién 1., la funcién 7 representa a una matriz generadora
de un cédigo isométrico al generado por I'.

5:1{1,2,..,n} — F,P**

i— [
De la siguiente manera; colocando como columna i-ésima de la matriz I' un
representante cualquiera de la érbita [y;] . Més adn, debido a la condicién
2.]a funcién %, representa a una matriz generadora de un cédigo isométrico

al generado por I.
% :{1,2,...,n} — F,P!

i [Yo100)
utilizando el mismo método anteriormente descrito.

Definicién 3.1.3. Sea [v] € F,P*~! denotamos por H[v] al subconjunto de
IF,P*~1 que se define, en analogia con H(v), por

Hv] = {[w] € FP*! |< v,w >= 0}
Observacién 3.1.4. w € H(v) & [w] € H[v] < [v] € H[w]

Ahora estamos en condiciones de reescribir el teorema 3.1.2 en términos
de multiconjuntos.

Teorema 3.1.5. Lziste un |n, k,d|,-cddigo no redundante si y sdlo si ewiste
un multiconjunto x de F,P*! de orden n tal que

méx{|[x N Hv]| | [v] € EP*'} =n—d
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DEMOSTRACION: Sea C un [n, k, d],-cédigo no redundante, y sea I’ = ()
la matriz generadora de C, luego el multiconjunto v = {{[m], ..., [y=]}} es un
multiconjunto de F,P*~! de orden n. Ahora como C posee distancia minima
d, tenemos por teorema 3.1.2, que todo hiperplano H(v) con v € FF contiene
a lo mas n — d columnas de I, lo que implica que el

méx{|x N H[v]| |vEF} <n—d

y que existe a lo menos un hiperplano H(v) que contiene exactamente n —d
columnas de I, es decir que este maximo se alcanza.

Sea x = {{[x1]; - [Xn]}} un multiconjunto de F,P*~* de orden n tal que
max{|x N H{v)| | v € F¥} = n —d , esto implica que si x = {{x1,---, Xn}}
entonces max{|x N H(v)| | v € Ff} = n —d , luego por el teorema 3.1.2
tenemos que la matriz I' = (x!) genera un [n, k, d|,- cédigo no redundante.

O

Definicién 3.1.6. Un [n, k],-cédigo es llamado proyectivo si las columnas de
cualquier matriz generadora de éste son a pares linealmente independientes.

Ahora nos vamos a restringir a conjuntos, y asi generar cédigos lineales
proyectivos

Corolario 3.1.7. Eziste un [n,k,d|,-cddigo proyectivo si y sdlo si existe un
conjunto X de F,P*~! de orden n tal que

méx{|X N H[]| |[veF}=n—d

Asf nuestro estudio se restringe a la busqueda de conjuntos X C F,P*!
que cumplan ciertas condiciones.

3.1.1. Minihypers, T-Bloques y Grafos

Con el propésito de facilitar nuestro trabajo, buscaremos los complemen-
tos de estos conjuntos, que ya han sido estudiados en el aréa de la Geometria
Proyectiva Finita, donde hay resultados que nos serdn de mucha utilidad . A
tales conjuntos se les llama minihyper.

Definicién 3.1.8. Un (b, t)-minihyper en F,P*~!, es un conjunto B de FP*~!
tal que
|Bl=b y m{|BNH]|| v]€EP'}=t
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Corolario 3.1.9. (Hamada)[7] Existe un [n, k, d],-cddigo proyectivo siy sélo
si ezxiste un (b, t)-minihyper en F,P*~1 con

(b,1) = (Ok-1(q) — 1, B—2(q) — (n — d))
¢ -1
recordando que 0y_1(q) =| F,P*! |= —é_—l

DEMOSTRACION: Sea C' un [n, k, d],-cédigo lineal proyectivo, y sea I' una
matriz generadora de C, llamemos v al subconjunto de F,P*~! definido por
v={[v] |7 esuna columna de I} este conjunto cumple con

1. v CEP*1  |y]=n, ya que C es un cédigo proyectivo de largo n.

1. méax{|yNH[v]| | [v] € F,P¥!} = n—d, ya que C posee distancia minima
d.

Luego el conjunto ¢ cumple con
v° C P, |y = 0k-1(g) — m, por L

min{|y¢ N H[v]| | [v] € FP*1} = 6,_2(q) — (n — d), por 11, donde
0_2(q) es la cardinalidad de H[v] para cualquier [v] € F,P**

y asf 4¢ es un (6x_1(q) — n,8k—2(q) — (n — d))-minihyper.

Ahora demostremos el reciproco. Sea B un (fx_1(q) —n, Or-2(q) — (n—d))-
minihyper, luego el conjunto B¢ cumple con

1. BECFP-!, |B|=n
2. méx{|B°N H[)| | [v] e E,P¥ 1} =n—d

Luego si formamos la matriz ', tal que b es una columna de < para cada
[b] € B, tenemos que I por la condicién 1 es la matriz generadora de un cédigo
proyectivo de largo n, y por la condicién 2, este posee distancia minima d.

O

Tambien dentro del area de la Geometria proyectiva finita, se definen
otros conjuntos llamados t-bloque que poseen menos caracteristicas que los
minihypers, pero que han sido muy estudiados y hay resultados sobre la
existencia de estos conjuntos, que también nos serdn de mucha utilidad.
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Definicién 3.1.10. Un t-bloque en F,P*~! es un conjunto B C F,P*! tal
que
' min{|B N Hv| | [v] € FP*1} > ¢

Ahora introduciremos el concepto de grafo y luego matriz de adyacencia,
para poder facilitar la forma de encontrar estos conjuntos de F, P

Definicién 3.1.11. Un grafo G es un par G = (V, E), donde V es un con-
junto finito y I es un multiconjunto de pares no ordenados de V. Llamamos
a cada elemento v € V vértice y cada par no ordenado {v,w} € FE arista.
Denotamos por V(G) al conjunto de vértices y E(G) al conjunto de aristas

de G.

Definicién 3.1.12. Dos vértices v y w de un grafo (& se dicen adyacentes si

- A{v,w} € E(G).

Definicién 3.1.13. Sea G un grafo con V(G) = {v1,..,v.} y E(G) =
{e1,..., e}, definimos la matriz de adyacencia de G' como la v x v-matriz
A(G) = (aij) donde a;; =1 es el ndmero de aristas {v;,v;} € E(G).

Ahora reescribiremos lo estudiado en términos de estas definiciones.
Observacion 3.1.14. Formemos el grafo G, donde

g*—1

V(G) = Fq]pk—l = {PI; ceey PBk—l(Q)} donde Gk—l(Q) ot — 7

E(G) = {{Pu By} | P € H(F;)}

Luego la matriz de adyacencia de G, puede ser descrita de la siguiente
forma:

A(G) = (ay;) donde a;; = 1 si el par no ordenado {F;, P;} € E(G), lo que
implica que si P, € H(F;) y a;; = 0 en otro caso, es decir;

1 st HEH(PJ)

0 en otro caso
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Luego como un t-bloque es una seleccién conveniente de puntos de F Pt
éste puede ser descrito por la matriz de adyacencia del grafo G, de la siguiente
manera:

Observacién 3.1.15. Si B es un t-bloque de F,P*~!, le asociamos el vector
T = (1, vy Toy_1(q)) .

1 P, eB
talque z; =
0 en otro caso
asi obtenemos la propiedad:

h
AG)z=| . donde 1 € {2, ..., Buald)} (3.1)

Yor_1(9)

Luego el reciproco también se cumple, es decir, si tenemos un vector
T = (T1,...,%0,_,()) con x; € {0,1} tal que cumpla con (3.1), podemos
asociarle un t-bloque B tal que

B={F;|z;=1}
De aquf se desprende el siguiente corolario

Corolario 3.1.16. FEziste una biyeccidn entre el conjunto de todos los
t-bloque de F,P =1 y el conjunto de vectores ; eon ' = (L5 505 B8y la))

donde z; € {0,1} ey = (Y1, .-, Yo, _1(q)) donde y; € {t,....0c_2(q)} que resuel-
ve el sistema

en-n (%) -o (32)

Si ( ; ) cumple con (3.2) entonces el correspondiente t-blogue de F,P*~! es
B={P|z;=1}

Luego reuniendo todos los resultados expuestos, tenemos que
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Lema 3.1.17. Eziste una biyeccidn entre el conjunto de todos los [n, k,d],-
cédigos proyectivos, con n < O,_1(q) y d = t, y el conjunto de vectores

con & = (Z1,.,To,_,(q) donde z; € {0,1} ey = (Y1, Yor_1(a)
donde y; € {1,...,0,_2(q)} que resuelve el sistema 3.2
Si z ) cumple con (3.2) entonces el correspondienteln, k,d],-cédigos

lineales proyectivos sobre F, es el generado por la matriz I' = (7f) tal que
[v] € {P; | z; =1} Vie {l,2.n}
con [v] # [vi] Vi#J.
Ahora veamos Qn ejemplo.

Ejemplo 3.1.18. Sea k = 3 y ¢ = 3, nuestro propdsito es enconlrar un
vector x tal que cumpla con (8.1). El grafo con el que trabajaremos es
G = (FP?, E(Q)) donde tenemos que la cardinalidad del conjunto F3P? es

02(3) = % = 13 y este conjunto es

IE?3]?2 = {Pl = [(0: 0?1)11132 = [(0?110)11133 = [(01 110)}71:)4 = [(0,],2)],135 = [(15030)11
Py = [ (1101 1)],]37 = [(1,0,2)],138 = [(17110)]: Py = [(L 1, 1)]7PIO = [(1: 1,2)1,
Py = [(Lza U)]! Pip = [(1727 1)]1 Pia = [(1!272)1}

H = {H(P,) = {Py, Ps, P3, Pu}, H(P2) = {P1, Ps, P, Py}, H(P3) = {Py, Ps, Pro, P12},
H(P,) = {Ps, Ps, P11, P13}, H(Ps) = {Py1, P, P3, Pa}, H(Ps) = {P,, P:, Pyo, P12},
H(P;) = {P2, Ps, Po, P12}, H(Ps) = {P1, P11, P12, P13}, H(Ps) = {Pa, P;, Py, P11},
H(Pyo) = {Ps, Ps, Pio, P11}, H(P11) = {P1, Ps, Py, Pro}, H(Pr2) = {Ps, P;, Pg, P1a},
H(Pi3) = {Py, Ps, Ps, P1a}}

E(G) = {{P1, P2}, {P1, P5), {P1, Ps}, {P1, P}, {Pa, Ps}, {P2, Po}, {P2, Pr}, {Ps, Pal, {Fs, P}, {P3, Pro}, {P3, Pra}
{P4,P5},{P4,Pn,},{sz,Pls},{PG,P7},{PG,P10},{Pﬁ,Pm},{P?,PQ}: {Pr, P12}, {Ps, P1}, { s, P12},
{Ps,Pm},{PQ;Pg}a{PQ,Pn,},{Plo,Pm},{Pm.Pn},{Pm,Plz},{P13,P13}1

Y as? la matriz de adyacencia de G es:
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Luego el vector x = (1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0, 0] al multiplicarlo por la ma-
" triz de adyacencia
A(@)z =(1,1,1,1,4,1,1,1,1,1,1,1,1) € {1,2,...,13}**

con lo cual x cumple la condicion 3.1 con t = 21.

De aquf sigue que este vector © esta en correspondencia con un I-blogue

el cual es
B: {P11P23P33P4}

Notemos que este 1-blogue B es un (4, 1)-minthyper el que esta en correspon-
dencia con un [n,3,d]s-cddigo proyectivo donde

(4,1) = (13 — n,4 — n.+ d)

de donde se desprende que n =9 y d = 6, el cual es un cddigo que alcanza
la cota de Griesmer ya que,

.76
Z[FJW —6+2+1=0.

i=0

Este cédigo lineal tiene como matriz generadora I', a la matriz cuyas colum-
nas son los representantes de cada clase perteneciente a
B¢ = {Ps, Ps, P1, Ps, Py, Pyo, P11, P12, P13}, como por ejemplo;

111111111
'=| 0001112273
012012012
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3.1.2. Con Grupo de Automorfismos fijo

El método aqui mostrado nos sirve para construir cédigos lineales proyec-
tivos con una distancia minima mayor o igual a un ¢ fijo,el problema con el
cual nos encontramos es que el tamafio de la matriz de adyacencia puede lle-
gar a ser muy grande, que ni siquiera computacionalmente se puede resolver
el problema expuesto en la observacién 3.1.15, es por esto que buscaremos
otro método que reduzca el tamatio de esta matriz .

Para. el procedimiento utilizaremos la accién del grupo GL,(q) en F, P+,
definida por

()= GLi(q) x EPFt — FP+!

( M, Pl ) +— [pM]

asi también se define la accién de GLk(g) en el conjunto
H = {H]] | [v] € F;P*)

()= CL@xH  — H

( M, H{p] ) — HpM™

Observacién 3.1.19. Si [v], [w] € F,P*!y K < GLi(q) tenemos que
([l N [Hw]]| = |[[]] N Hlw]| VMeK

es decir no depende del representante de la clase [H[w]] escogido.

DEMOSTRACION: Sea H|w;] € [H[w]], tenemos que H[w;] = H[wM™
para algin M € K. Luego tenemos que: [v] € ([[v]] N Hlwi])

@[] € Hlwi] y [o] € [l

& [v] € HwM™] vy [v] € [[]]

<, wM1>=0 y [v] €[]
e<u(M N w>=0 y (M) e
&MY eHw] y (M7 €[]

@ [vi(M7Y)] € (Hw] N [[v]])
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Definicién 3.1.20. Sean M € GL(q) y B un t-bloque de F,P*~1 decimos
que M es un automorfismo de B, si M permuta los puntos de B, es decir;

MB:={M-P|PeB}=8B

Observacién 3.1.21. Sean B un t-bloque de F,P*~'y K < G'L.(qg),entonces
K es un grupo de automorfismos de B, si y sélo si, B es una unién de K-
érbitas de ]Fq]P’k_l.

Enunciadas estas acciones y propiedades vamos a crear un nuevo grafo que
posee una matriz de adyacencia, de menor tamafo que la ya mencionada, la
cual utilizaremos para encontrar ¢-bloques de F,P*~!, con la caracteristica de
tener un grupo de automorfismos definido.

Observacién 3.1.22. Sea K < GL(q), formamos el grafo G donde
V(GK) =F,PYK = {t;, .., 1, }
donde r = |F,P*~1 /K| y
E(G*) = {{{ts,t;} | a0 HI[E;] # 2}}
luego la 7 x r-matriz de adyacencia definida por este grafo es A(G*) = (a;;)

donde a;; = [t; N H[E]| .

Observacién 3.1.23. Si B es un t-bloque de F,P*~!, y K < GL,(g) donde
K es un grupo de automorfismos de B , a este ¢-bloque le podemos asociar
el vector z = (x1,...,2,} con r = |[EP*1/K|

1 [P]CB

talque x; =
0 en otro caso

asi obtenemos la propiedad:

151
A(GMz=| . con y; € {t,...,0k—2(q)} (3.3)

Yr
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Luego el reciproco también se cumple, es decir, si tenemos un vector
z = (z1,...,x,) con z; € {0;1} tal que cumpla con (3.3), podemos asociarle
un t-bloque B de E,P*~1 con grupo de automorfismo K tal que

B:U{[Pj] | z; =1}

De aqui se desprende el siguiente teorema

Teorema 3.1.24. Existe una biyeccidn entre el conjunto de todos los t-bloque
de F,P*~1 con el subgrupo K < GLk_1(q) como grupo de automorfismos y

el conjunto de soluciones Z ), con z; € {0,1} vy € {¢,...,0k—2(q) }, que

cumplan el sigutente sistema de ecuactones lineales

( AGH) -TI) ( ; ) =0 (3.4)

donde T = (Z1,...s Tr), ¥ = (41, -, Ur) con 7 = |F,P*1/K|. S ( z ) €s una

solucidn, entonces el correspondiente t-blogue B es:

B =Bl =1)

Lema 3.1.25. Eziste una biyeccidn entre el conjunto de todos los [n, k,d],-
cddigos proyectivos, con n < Oy_1(q) v d = t que posee al subgrupo K <

GLr-1(q) como grupo de automorfismos, y el conjunto de vectores ( ;j )

con x = (x1,...,%,) donde z; € {0,1} ey = (y1,...,y-) conr = |EP~1/K]|,
donde y; € {t,...,0c_2(q)} que resuelve el sistema (3.4).

Si ( ; ) cumple con (3.4) entonces el correspondiente [n, k, d],-cédigo

proyectivo es el generado por la (n x k)-matriz T = (v}) tal que

c
[vi] € (U{[Pﬂ | 5 = 1}) Vie {1,2..n}

con [ # 1] Vi# s
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Ejemplo 3.1.26. Sea k=3 yq=3, y sea

010 0 01 0 01
K_< 1 o00],l0o10],[][1 0O >
0 0 1 1 00 010

Nuestro objetivo es encontrar t-bloques de F3lP? con grupo de automorfis-
mos a K.
El grafo con el que trabajaremos es G¥ = (F3P?/K, E(G¥)) donde los con-
juntos

F3P? = {P1 = [(0,0,1)], P, = [(0,1,0)], Ps = [(0,1,1)}, Py = [(0,1,2)], P5 = [(1,0,0)],
Py = E(Los 1)],P7 = KLO: 2)]aP8 = [(15110)15 Fy = [(1, 1, 1)]: Py = {(11 112)]:
P = [(1: 210)]: Py = [(1127 1)]3 Pz = [(1!212)}}

H = {H(P)) = {Ps, Ps, Ps, P}, H(P2) = { P\, Ps, Ps, P}, H(P3) = { P4, P5, P1o, P12},
H(Py) = {Ps, Ps, P11, P13}, H(Ps) = {P1, Py, P3, Ps}, H(Ps) = { P2, Py, Pro, Pa3},
H(P;) = {Py, Ps, Py, Pia}, H(Ps) = {P1, P11, P12, Pas}, H(Py) = { P4, Pr, Py, P11 },
H(Pyo) = {P3, Ps, Pio, P11}, H(P11) = {P1, Ps, Py, Pio}, H(P12) = { P, Pr, Ps, P12},
H(Py3) = {P4, Ps, P, Piz}}

Luego el conjunto de K-érbitas en F3P? es

FsP?/K = {t; = {P1, P, Ps},t2 = {P3, Bs, Ps}, ts = { Py, P, Pu}, ta = { Po},
ts = {Pio, Pi2, P13}}

y el conjunto de K -érbitas en H es

H/K = {[H[P\]] = {H[P:1), H[P2), H[Ps]}, [H|Ps]] = {H[Ps], H[Ps}, H[Ps]}.
(H[Py]] = {H[P), H[P;), H[Pul}, [H|P]] = {H[P]},
(H [Pro)] = {H[Pro|, H[Pi2|, H[P13]}}

Por lo cual, el conjunto de aristas del grafo G* es
E(GH) = {{{t1, 1}, {1, 1}, {t1, 82}, {t2, s}, {ta, ta}, {t2, ta}, {ta, ts }, {t2, Es} {ts,t1},
{ta, 2}, {ta, ta}, {t3, ta}, {ta, ta}, {ta, 5}, {ta,ta}, {ta, ta}, {ts, L2},
{ts,t2}, {ts,8}, {ts, ts}}}

Y asf la matriz de adyacencia de G es:

21100
1010 2
AGKY=]1110 31
00110
02101
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Y as? por ejemplo el vector z = (0,0,1,1,0) al multiplicarlo por la matriz
de adyacencia
A(GR)z = (1,1,3,2,1) € {1,2,3...,13}* con lo cual = cumple la condicidn
(8.4) con t = 1. Luego este vector x esta en correspondencia de un I-blogue
el cual es
B = {t3,t4} = { Py, Pr, P11, Po}

este 1-bloque B es un (4, 1)-minihyper el que estd en correspondencia con un
In, 8, d]s-cddigo proyectivo con grupo de automorfismo K donde

(4,1) = (13 = n,4 ~ n +d) de donde se desprende que n =9 y d = 6. Lsle
cédigo lineal alcanza la cota de Griesmer ya que

P—W —6+2+1=09
37

2
j=0
~ y tiene como matriz generadora I', a la matriz cuyas columnas son los repre-
sentantes de cada clase perteneciente a B¢ = { Py, P, Ps, P3, Fs, P, Pro, P12, Pis},
como por ejemplo;
0
FPe] 4
1

0 L1 13
1 g1 12
i 1 02 41

oD
O O =
N DO —

Mientras si escojemos x = (1,0,1,1,0) al multiplicarlo por la matriz de
adyacencia
A(GH)z = (2,3,5,1,1) € {1,2,3...,13}*® con lo cual z cumple la condicidn
(8.4) cont = 1. Luego este vector x esta en correspondencia de un I-blogue
el cual es
B = {t1,t3,t4} = { P, P3, Ps, P4, Pr, P11, By}

este I-bloque B es un (7,1)-minihyper el que esta en correspondencia con un
[n, 3, d]3-cédigo proyectivo con grupo de automorfismo a K donde

(7,1) = (13—n,4—n+d) de donde se desprende quen = 6 yd = 3. Este cidi-
go lineal tiene como matriz generadora 3, a la matriz cuyas columnas son los
representantes de cada clase perteneciente a B® = {Ps, Py, Py, Pro, P12, P13},
como por ejemplo;

011111
g=11011 2 2
110212



Capitulo 4

Construccion de cédigos
lineales proyectivos que
alcanzan la Cota de Griesmer

Con la ayuda de la Geometria proyectiva finita en este capitulo, estu-
diaremos algunos teoremas que nos servirdn para construir cédigos lineales
optimales, y demostrar la no existencia en algunos casos de cédigos que al-
canzen la cota de Griesmer. Cabe destacar que para que un cddigo lineal sea
optimal no es necesario que alcanze la cota de Griesmer.

Ejemplo 4.0.27. Para k=4, ¢ =3 yd =3 la cota de Griesmer es

[%}:34—1+1+1—6

3
1=0

y si existiera un [6,4, 3]3-cddigo, deberia satisfacer la cota de Hamming,

1
342 ( Z ) (3—1) =31+ 14) = 1297 > 3° =729
i=0

la cual no satisface.

Teorema 4.0.28. (Innamorati y Maturo)[6] En FP?, q > 4, existe un
(b, 1)-minihyper para todo b tal que 2 — 1 < b < 3¢ — 3.

Corolario 4.0.29. Si g > 4 eziste un [n, 3, d],-cddigo proyectivo que alcanza
la cota de Griesmer paran=q*—q+2 y n=¢>—q+ L.

o4
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DEMOSTRACION: Del teorema anterior sabemos que existe un (b, 1)-minihyper
en F,P? para todo b tal que 29 — 1 < b € 3¢ — 3, y por corolario 3.1.9 te-
nemos que este minihyper estd en correspondencia con un [n, 3, d|,-cédigo
proyectivo, donde

(8,1) = (62(q) — m,61(q) = + d)

y de aquf se desprende quen=¢*+q+1—b y d=¢*+1-b.

Luego si calculamos la cota de Griesmer para un [¢° + g+ 1—5,3, ¢* +
1 — b],~cddigo con 2¢ — 1 < b < 3¢ — 3, tenemos que

2 2 2 2
1-5 +1-5 +1-0b
S [ o [Tt [

2
i=0 q
y asi caemos en dos casos

1. Sib=2q—1 6 b= 2q tenemos que:

2 2
T e
S PJF,—b]:q2+1ub+q—1-|-1:q2+q+1—b—n
: q'

=0

2. Si2¢+1<b< 3g— 3 tenemos que:

2 2
1—b
Z[q +qi - ]—q2+1—b+q—2+1—q?+q—b<“
i=0

O

Teorema 4.0.30. (Hamada and Helleseth)[8] Sean k, q, y €, €1 enteros
tales que k > 3, g > (eg + ¢ — 1), Entonces F es un (g + €1(q + 1), ¢1)-
minihyper en F,P*1 si y sdlo si F es la unidn disjunta de un conjunto de e
puntos y € lineas.

Corolario 4.0.31. Sean k, q, y ¢, €1 enteros positivos tales que k = 3,

q > (o +¢;—1)%. Entonces existe un (g +e1(g+1), &1)-minihyper en F P*~1,
st y sdlos si eziste un [0x—1(q) — (eo + e1(g + 1)), k]g-cddigo proyectivo que
alcanza la cota de Griesmer .Ademds si I' = () es la matriz gencradora
de un [Ox_1(q) — (eo + €1(q + 1)), kl,-cddigo proyectivo que alcanza la cota de
Griesmer el conjunto {[y1], ..., [7a]}° es la unién disjunta de un conjunto de
€g puntos y ¢; lineas en F P*1 .
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, DEMOSTRACION: Supongamos que existe un (ep+¢€1(g+1), €1)-minihyper,
por el corolario 3.1.9, tenemos que existe un [n, k, d];-cédigo, tal que

(o +e(g+1),e) = (Ok-1(q) — 1, Ok—2(q) =1+ d)
luego,

n=~0k1(q) —eo—e(g+1)

d = 0k1(q) — Ok—2(q) — 0 — ge1
= ¢~ ¢ — g

Luego la cota de Griesmer esta dada por:

A — e — qe € gey + e
— ey — _ B B .
Z{ j 11 :qklfﬁo—qﬁlJr[qkz—fl——q‘l-F{qk3~1—2W
2 q q
k—a 9€1 T €0 ge1 + <o
+ [q - 7 -l F e F {1 — St 1

Ahora utilizando el hecho que [a — b] = a — |b] para todo a,b € Q donde
|z] corresponde al menor nimero entero méas cercano a x (parte entera),

obtenemos que

- €y — g€ € € +¢€
Z FI 09 1] — bl ey —qe P — e — 1‘_(}QJ e F_}H_B__EJ

g.?
k—4 ge1 + o ge1 + €g

o,

i=0

Luego por la condicién g > (e + €1 — 1)?, tenemos que

F_OJ = {MJ =0 Vie{2,3.k—1}
q ¢

k=1l r k1
— €9 — g€
[q > - 1_‘ =¢"l—g—qa+ad" -+ P L+

= 0k-1(q) —c0o —ca(g + 1)
=n
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Ahora supongamos existe un [0x_1(q) — (€0 + €1(q + 1)), k|,-cddigo pro-
yectivo que alcanza la cota de Griesmer, luego la distancia minima de este
cédigo es d = ¢F 1 —ep — gey. Luego por el corolario 3.1.9 tenemos que existe
un (b, t) — minthyper donde

(b,1) = (0k—1(9)—0k—1(q) +eot€1(q+1), Oh—2(q)—0Ok—1(q) +eote1(g+1)+¢" " —eg—ge1)
= (o +elg+1),€).

Ademés de la demostracién del corolario 3.1.9 tenemos que si I' = ()
es la matriz generadora de esté cédigo el conjunto B = {[vi], [ve]--.[7a]}¢
corresponde a un (e + €1(¢ + 1), €1)-minihyper, y por el teorema anterior
tenemos que B es la unién disjunta de un conjunto de ¢, puntos y ¢ lineas.

O

Ejemplo 4.0.32. Sean =05, k=3, g =2 y ¢; = 1, luego como

5> (2+1—1)? = 4, tenemos que para construir un [n, 3, d5-cédigo proyectivo
conn=5"+5+1—(24+1(5+1)) =23 yd=5"—2-5-1=18 tenemos que
formar la unidn disjunta de 2 puntos y 1 linea en FsP2. Tomemos los puntos
Py, =1[1,0,0], P, =[1,1,1] y la linea

H]|[1,0,0]] = {[0,1,0],[0,0,1],[0,1,1],[0,1,2],[0,1,3],[0,1,4]} ast por el teo-
rema 4.0.30 formamos el (b,1)-minihyper con b = 2+ 1(5 + 1) = 8 dado
por:

’Y = {[I’O’Ol? [17 13 1]7 [O, ]‘7011 [07 O! 1}? [0? 1" 1]3 [07 1?2]3 [O? 173]’ [07 ]‘1 4‘}}
que por el corolario 3.1.9 estd en correspondencia con el [23,3,18]5-cédigo
proyectivo que alcanza la cota de Griesmer ya que

2

Zr—ﬂzl&i-4+1:23
L |5 |

=0

donde la matriz generadora de este codigo como ya sabemos se construye
con los representantes de cada elemento del conjunto v¢ como columnas de
estd matriz. Ast una matriz generadora para esté cddigo es

1111111111111 11 11111111
r={o0oo0oo0011112222233333444414
1234023401234 012340123414
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Lema 4.0.33. Sea k, q, h, y N con i = {1,2...h}, nimeros nalurales tales
que, 1 <k, 0€ A\ € Ao €A < k=1 1y alomds hay q— 1 valores

repetidos de A;. Luego emiste un (Zf:l 9)\,-((1):2:1:1 OAi_l(q))-mém'hyper en

F,P*=1 si y s6lo si existe un [Ox_1(q) — Z:;l 05,(q), k|,-cddigo proyectivo que
alcanza la cota de Griesmer .

DEMOSTRACION: Supongamos existe un (Zle 5. (q), Z:Ll Piiscd (q)) -minihyper,
por el corolario 3.1.9, tenemos que existe un [n, k, d];-cédigo, tal que

(Z?:l MO aAiml(Q)) = (Ok-1(q) — n,0k-2(q) —n + d)
luego,

n = Ok_1(Q) = Z?:l 9/\;:(9)

d =" 00-1(q) + 0ho1(@) — on 03, (q) — Ora(q)

= gk—l(Q) — 9&-2(@) + E?:l Oz\i—l(Q) - gAs(q)

A+l 1

:qk_l_qkml_l_l_zh q/‘\,-_l—q

g-—1 qg—1 =l g=1 g—1
sk h ;

=gl

Luego utilizando el hecho que que, [a — b] = a— |b] para todo a,b € Q donde
|z] corresponde al menor niimero entero més cercano a x (parte entera),la
cota de Griesmer corresponde a:

k=1 W h i k-1 h i
B e B M e e
qj' p q.?

7=0 =0

Observemos que si tomamos un 7 fijo, sin perdida de generalidad podemos
suponer que A, = j > A_;. Ahora como a los més hay g — 1 valores repetidos
de \; vy A; — 7 £ 0 para todo ¢ < ¢, tenemos que

) r
. 1
Z i1 g Z(q _ UE para algun r < h
=1 i=1
qn+1 —q B 1
g (qh ]‘)qn+2 _qn+1 = = E

<1



CAPITULO 4. CODIGOS QUE ALCANZAN LA COTA DE GRIESMER 59

Ademés como \; — j > 0 para todo 7 > ¢ tenemos que ¢%7 € Z para
todo i > ¢, y asi

R aibals

Por lo cual
k=1 f h Xi k—1 h A
D DY 1 g
e M (e L)
7=0 4 3=0 =1 L9
k-1 k=1 h oy
=3 -3 | S
7=0 3=0 i=1 '
k—1 b k-l oy
iR
=0 i=1 j=0 - ¥
h
=0e-1(9) = Y _ O (q) =n
i=1
Supongamos existe un [0,_(q) — Z 0x;(q), k, d];-cédigo proyectivo que
alcanza la cota de Griesmer, entonces tenemos que:
el
Or-1(q) — 11 0x,(q) = Z h;-‘
=0

luego como ya demostramos que d = ¢*~1 Zf_l ¢ cumple con esta con-
dicidn, esta es la distancia minima para este cédigo, y asi por corolario 3.1.9
tenemos que existe un (b,¢)-minihyper tal que

(bt) = (Ef;l 0.(), Ok-2(9) — Ok—1(q) + X0, 05, (a) + 1 = 1| qA‘)
(b,1) = (s O, (0), Ty 00, (0) — )
(ba t) = (Z?:] 0’\!1 (q)s Z?:l 9/\5,—1 (Q’))

d

Observacién 4.0.34. Si 1 < d < ¢*! este se puede escribir de manera
tinica. como d = gF~1 — Z?=1 g tal que:
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(El.) Oé)\l \{/\2...\{)\;; < k-1
(b) alo mds hay ¢ — 1 valores repetidos de A;.

() 1<h< (k—1)g—1)

Corolario 4.0.35. 511 £d < qk_l existe una correspondencia uno a uno
entre el conjunto de todos los [n, k,d),-cddigos proyectivos, donde
s gt Z?zl g, que alcanzan la cota de Griesmer y el conjunto de todos

los (fol 05, (q), Z?:I 9/\,-—1((])> -minihyper en F P,

Teorema 4.0.36. (Hamada and Helleseth [8], Hamada and Mackawa [9])
Sea k, q, h, y \; coni = {1,2...h}, ndmeros naturales tales que, k = 1, h > 1
yq>h—-—1)2y0< € . S, <k-1

(i) Sik—1 < A1+ Ay +1, entonces no existe un (Ele N HAiml) -

minthyper en ]Fq]P”“"l.

(1) Si k— 12 A1+ Ay + 1, entonces F es un (me1 3&:2?:1 9,“_1)-

minshyper en FP*1 si y sélo si F es la unidn a pares disjunta de un
subespacio isomorfo a F,PM=1 jun subespacio isomorfo a F P27, . un
subespacio isomorfo a FP*~1

Corolario 4.0.37. Sea k, g # 2, h, y A; cont = {1,2...h}, nimeros naturales
tales que, k2 1, h21,q¢>(h—-1)2y0< A € . €A, < k-1

(i) Sik—1 < Ap_1+An+1, entonces no existe un [Bk_l(q) —5 0,\‘.,;%} -
q

cddigo proyectivo que alcanze la cota de Griesmer.

(i) Sik—12 A1+ A, +1, entonces C es un [Qk_l(q) - Z?zl 0., k] -cddi-
go proyectivo que alcanza la cota de Griesmer con malriz generadora
I = (7}) si y sélo si {[n1],s[m]}¢ C F P! es la unidn a pares
disjunta de un subespacio isomorfo a F,PM un subespacio isomorfo a
F,P*2,...,un subespacio isomorfo a F P
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Ejemplo 4.0.38. 1. Seak =4,¢q=7,0<1<1<2 < 3, luego
tomamos h =3, M =X =1, 3 =2, 7> B3-12%=4y como
4—-1=3<1+2+1=4, entonces como

3

74— 1 Pe=ly Tl
94_1(7)_29)“_(7): 71 _(2(7—1>+ 7—1)_327

=l

no existe un [327, 4]7-cddigo proyectivo que alcanze la cota de Griesmer,
es decir como ya conocemos esta cota

3 ;
d="7""1-) 7 =343 — (14 + 49) = 280

i=1

no existe un [327,4, 280|7-cddigo proyectivo .

2. Seak=4,g=3,0<1<1< 3, luego tomamosh =2, A\ =1,Ay =1,
3>2-1)2=1ycomo 4—1=321+1+1=3, entonces como

0s_1(3) 539 @ ==l 2(32"1) 40— 8= 32
1-1(3) — u@B)=5—-— =40-8=
g 51 51

extste un [32,4]3—cédz'go proyectivo que alcanza la cota de Griesmer es
decir:

2
d= 341! —ZS"*’ =s B
i=1

existe un (32,4, 21]s-¢ddigo proyectivo .
Luego el (8,2)-minihyper sobre F3P? que corresponde al complemento
del conjunto formado por las clases de las filas de una matriz generado-
ra de este cédigo es la unién a pares disjunta de un subespacio isomorfo
a FsP' ,un subespacio isomorfo a F3P'.

B = {[0? U’ 01 1]) [0! Ol 1)0]1 [0!' 01 i? 1]1 [0’ Ol 1’ 2]) [O) ]‘IOFO]) [110}01 U]! [1! 1)0? 0}1 {1723 D’ O]}

Y una matriz generadora que representa a este cédigo es

ooo0o0oo00O0O0O111111111t111111111111111
111111110000000011111111222222272
00111222001112220011122200111222
1201201212012012120120121201229132
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3. Seak=17,4q=5 0<1<2< 6, luegotomamosh =2, A1 =1,A =2,
5>2—-1)2=1ycomo T—1=6>1+2+1=4, entonces como

2

B =] B2—1 BE—1
97_1(5)—§9Ai— =7 -(5_1 + 5_1)49494

extste un (19494, 7|5-cddigo proyectivo que alcanza la cota de Griesmer,
es decir

2
d=5§~1 — Z 5% = 15595
i=1

existe un (19494, 7, 15595]5-cddigo proyectivo .

Es claro que la matriz generadora de este codigo es muy grande.por
lo cual no la podemos mostrar, pero lo que si podemos mostrar es el
(37, 7)- minihyper sobre FsP® que corresponde al complemento del con-
junto formado por las filas de esta matriz generadora.Y que como dice
el corolario anterior esta es la de un subespacio isomorfo a FsP' jun
subespacio isomorfo a FsP?.

B=4{[0,0,0,0,0,0.1]; [0,0,0;0,0, 1,0}, [0,0,0,0,0; 1, 1},10, 0,0,0; 0 1, 1], [0, 0, 0,0, 0,1, 3],
[0,0,0,0, 0, 1,4]; [0,0,1,0,0,0,0], [0, 1,6,0,0, 6,0]:10, 1, 1,0,0,0,0}; [0,1, 1,0,0,0, 0],

[0, 1, 8,0,0,0,00; [0, 1:4,0,0,0:0], [1;0,0,0,0: 0,9, [1, 0;1,0,0,0, 0], 11,0, 1,0, 60,0,
[1,0,3,0,0,0,0],1,0,4,0,0,0,9],[1,1,0,0,0,0,0],[1,1,1,0,0,0,0],(1,1,1,0,0,0,0],
[1,1,3,0,0,0,0],[1,1,4,0,0,0,0],1,1,0,0,0,0,0,[1,1,1,0,0,0,0],[1,1,1,0,0,0,0],
1,1,3,0,0,0,0,[1,1,4,0,0,0,0,[1,3,0,0,0,0,0],[,3,1,0,0,0,0], [1,3,1,0,0,0,0],
[1,3,3,0,0,0,0],[1,3,4,0,0,0,0],[1,4,0,0,0,0,0,[,4,1,0,0,0,0], 1,4, 1,0,0,0,0],
[1,4,3,0,0,0,0],[1,4,4,0,0,0,0]}



Capitulo 5

Anexo

En este anexo, mostraremos como fueron generados a través del programa
gap algunos ejemplos vistos en los distintitos capitulos de la tesis.
Ejemplo 2.3.20(ii)
Primero construiremos el conjunto FyP?

gap> K:=Elements(GF(2)73);

gap> i:=1;j1:=1;f23:=[];for j1 in [1..Length(K)] do if
Dimension{VectorSpace(GF(2),[K[j1]1]))<>0 then
£23[i] :=BasisVectors(Basis(VectorSpace(GF(2),[K[j1]1)))[1];
ir=i+1;jl:=j1+1;fi;od;f2p3:=Set (£23);

también construieremos el grupo de matrices GL3(2)

gap> G:=Elements(GL(3,2));

y asi construir el grupo de permutaciones GL3(2)

gap> i:=1;j1:=1;p:=[];for j1 in [1..Length(G)] do pli]:= Permutation(G[j1],f2p3);
jli=ji+1;i:=1i+1;0d;P:=Set (p);

para luego encontar sus generadores

gap> AsGroup(P)};
Group([ (4,5)(6,7), (4,6)(5,7), (2,3)(6,7), (2,4)(3,5), (1,2)(5,6) 1)

sus clases de conjugacion

gap> Pe:= Group((4,5)(6,7), (4,6)(5,7), (2,3)(6,7), (2,4)(3,5), (1,2)(5,6));
gap> c:=ConjugacyClasses(Pe);

y el largo de éstas.
gap> i:=1;j1:=1;1:=[];for j1 in [1..Length(Elements{c))] do
1[i]:= Length(Elements(c[i]));jl:=j1+1;i:=i+1;0d;
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Ejemplo 2.2.10

; ; 3 ; 2x3,
Primero construiremos el espacio de matrices IFQX‘?2

gap> K:=Elements(GF(2)°3);

gap> £232:=[];i:=1;j1:=1;j2:=1; for jl in [1..Length(K)] do for j2 in [1..Length(K)]
do if Dimension(VectorSpace(GF(2), [K[j11,K[j2]]))=2 then f232[i]:=[K[j1],K[j2]];
ir=i+1;fi;j2:=j2+1;0d;jl:=j1+1;04d;

también construieremos el grupo de malrices GLz(2)

gap> gl22:= Elements(GL(2,2));

luego el conjunto (F3)?

gap> £23:=[];i:=1;jl:=1;for j1 in [1..Length(K)] do if 0*Z(2) in K[ji] then jl:=jl+1;
else £23[i]:=K[j1];i:=i+1;jl:=j1+1;fi;0d;

y el grupo S3

gap> s3:=Elements(Group((1,2),(1,2,3)));

y ast formar el grupo M;(2)

gap> M23:=[1;m23:=[];m:=[];i:=1;w:=1;j1:=1;j2:=1;j3:=1;for j1 in [1..Length(£23)] do
for j2 in [1..Length(s3)]do for i in [1..Length(£23[1])]dofor j3 in [1..Length(£23[1]1)]
do if j3=i"s3[j2] then m[j3]:=£23[j1]1[j3]; else m[j3]:=0%Z(2);£fi;j3:=j3+1;0d;m23[i]:=m;
m:=[];j3:=1;i:=i+1;od;M23[w]:=m23;w:=w+1;m23:=[];j2:=j2+1;od;j1:=j1+1;od;

Ahora teniendo estos conjuntos y grupos, podemos definir la accidén de GLo(2)
en ]ngs‘zj para luego mostrar las drbitas formada por estd.

gap> orbitasgl22:=[];orbitagl22:=[];i:=1;w:=1;j1:=1;j2:=1;for ji in [1..Length(£232)]do for
j2 in [1..Length(gl22)] do orbitagl22[i]l:=gl22[j2]*f232[j1];1i:=i+1;j2:=j2+1;0d;
orbitasgl22[w] :=Set (orbitagl22) ;w:=w+l;i:=1;j1:=j1+1;0d;0rbitasgl22:=Set (orbitasgl22);

Y luego definimos la accion que muestra las clases de isomelria

gap> M23t:=List(M23, x->TransposedMat(x));

gap> orbitasiso:=[];orbitaiso:=[];i:=1;w:=1;j1:=1;j2:=1;j3:=1;for ji in [1..Length(£232)]
do for j2 in [1..Length(gl22)] do for j3 in [1..Length(M23)] do

orbitaiso[i] :=gl22[j2]*£232[j1]*M23t[j3] ;i:=1+1;]3:=j3+1;0d;j2:=]2+1;0d;
orbitasiso[w] :=Set(orbitaiso);w:=w+l;i:=1;jl:=j1+1;0d;0rbitasiso:=Set(orbitasiso);
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Ejemplo 2.3.10 (2)
Primero construiremos el conjunto Fs P!
gap> K:=Elements(GF(3)"~2);

gap> i:=1;j1:=1;£32:=[1;for ji1 in [1..Length(K)] do if
Dimension(VectorSpace(GF(3),[K[j111))<>0 then
£31[i]:=BasisVectors(Basis(VectorSpace(GF(3),[K[j111)))[1];i:=i+1;j1l:=j1+1;f1i;0d;
£3p1:=Set(£31);

luego el congunto (FaP')?.

gap> i:=1;j1:=1;j2:=1;3j3:=1;£3:=[];for j1 in [1..Length(f3p1)] do for
j2 in [1..Length{f3p1)] do for j3 in [1..Length(f3p1)] do
£3p13[i]:=[£3p1[j1],£3p1[j2],£3p1[j3]];i:=i+1;j3:=]3+1 0d; j2:=j2+1j0d;j1:=]1+1;0d;

Ahora definiremos la funcion contenido

gap> contenido:=function(z) local f; f:= function(z,x) local v ; v:=function(z, x, y)
if £3pl[x]=f3p13[z] [y] then return 1;else return 0;fi;end;return
Sum(List (£3p13[z] ,t-> v(z,x,Position(£3p13[z],t})));end; return
List(f3pl,x-> f(z,Position(£f3pl,x)));end;

y asi encontramos los representantes de las drbitas de la accidn del grupo Sy
en el conjunto (F3P*)*

gap> j:=1;i:=1;vélores:=[];representantes:=[];for j in [i..Length(£3)] do if contenido(j)
in valores then j:=j+1; else valores[i]:=contenido(j); representantes[i]:=£3[j];
ir=i+1;fi;j:=j+1;0d;
Ejemplo 3.1.18

Primero construiremos el conjunto FsP?

gap> K:=Elements(GF(3)"3);

gap> i:=1;j1:=1;£32:=[];for ji1 in [1..Length(K)] do if
Dimension{VectorSpace(GF(3), [K[j1]1]))<>0 then
£32[i] :=BasisVectors(Basis(VectorSpace (GF(3),[K[j1]11)))[1];i:=i+1;jl:=j1+1;fi;od;
£3p2:=8et (£32);

luego los hiperplanos I1[v] para todo v € F3P?

gap> H:=[];h:=[];i:=1;w:=1;j1:=1;j2:=1;for jl in [1..Length(£3p2)] do for
j2 in [1..Length(f3p2)] do if £3p2[j1]*f3p2[j2]1=0%Z(3) then h[i]:=£f3p2[j2];i:=i+1;fi;
j2:=j2+1;0d;H[w]:=Set(h) ;wi=w+l;h:=[];i:=1;jl:=j1+1;0d;

y asi podemos construir la matriz de adyacencia del grafo (FsP?% E(G))
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gap> Ag:=[1;ag:=[];i:=1;w:=1;j1:=1;j2:=1;for j1 in [1..Length(£3p2)] do for
j2 in [1..Length(£3p2)] do if £3p2[j1] in H[j2] then ag[i]:=1; else ag[i]:=0;
fij;ir=i+1;j2:=j2+1;0d;Aglw] :=ag;w:=w+l;ag:=[];i:=1;j1:=j1+1;0d;

Ahora nos damos un vector que represente un t-blogque

gap> x:=[1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0];

para luego multiplicarlo por la matriz de adyacencia del grafo y saber quien
est.

gap> Ag*x;
Y por wltimo escribir la matriz generadora del cédigo encontrado

gap> Gamma:=TransposedMat([f3p2[5],£3p2[6],f3p2[7],£3p2[8],£3p2[9],£3p2[10],
£3p2[11],£3p2[12] ,£3p2[1311);

Ejemplo 3.1.18
Primero construiremos el conjunto FyP?
gap> K:=Elements(GF(3)"3);

gap> i:=1;j1:=1;£32:=[];for j1 in [1..Length(K)] do if
Dimension(VectorSpace(GF(3),[K[j1]]1))<>0 then
£32[i]:=BasisVectors(Basis(VectorSpace(GF(3),[K[j1]11))) [1];i:=i+1;j1:=j1+1;fi;od;
£3p2:=Set (£32);

luego los hiperplanos H(v| para todo v € F3P2.

gap> H:=[l;h:=[];i:=1;w:=1;j1:=1;j2:=1;for j1 in [1..Length(£3p2)] do for
j2 in [1..Length(£3p2)] do if £3p2[j1]1*£3p2[j2]=0*Z(3) then h[i]:=f3p2[j2];i:=i+1;fi;
j2:=j2+1;0d;H[w] :=Set(h) ;wi=w+l;h:=[];i:=1;j1:=j1+1;0d;

Ahora escribimos el grupo de automorfismos que queremos que posea nuestro
t-bloque

gap> G:=Elements(Group([[0*Z(3), Z(3)~0,0%Z(3)], [2(3)70,0%Z(3),0*Z(3)],
[0xZ(3),0%Z(3),Z(3)-0]], [[0%Z(3), 0%Z(3),Z(3)~0],[0%Z(3),Z(3)"0,0%Z(3)],
[2(3)~0,0%Z(3),0%Z(3)]1], [[0*Z(3), 0*Z(3),Z(3)-0],[Z(3)70,0%Z(3),0%Z(3)],
[0%2(3),2(3)70,0*Z(3)11));

y definimos la accidén de este grupo en los puntos de F3P?

gap> GT:=List(G, x->TransposedMat(x));

gap> i:=1;j1:=1;j2:=1;w:=1;orbitapunto:=[];0rbitaspuntos:=[];for j1 in [1..Length(£3p2)]
do for j2 in [1..Length(GT)]do
orbitapunto[i] :=BasisVectors(Basis(VectorSpace(GF(3), [fpk[j1]*GT[j211))) [1];i:=i+1;
j2:=j2+1;0d;0rbitaspuntos[w] :=Set (orbitapunto) ;orbitapunto:=[];i:=1;w:=w+1;j1:=j1+1;
od;orbitaspuntos:=Set(0Orbitaspuntos);
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y definimos la accidn de este grupo en los hiperplanos Hv] para todo v € F3P?
gap> GI:=List(G, x->Inverse(x));

gap> i:=1;j1:=1;j2:=1;w:=1;orbitaplano:=[];0rbitasplanos:=[];for j1 in [1..Length(fpk)]
do for j2 in [1..Length(GI)]do _
orbitaplano[i] :=BasisVectors(Basis(VectorSpace(GF(3), [fpk[j11*GI[j2]11))) [1];1i:=i+1;
j2:=j2+1;0d;0rbitasplanos [w] :=Set (orbitaplano) ;orbitaplano:=[];i:=1;w:=w+l;jl:=j1+1;
od;orbitasplanos:=Set(0rbitasplanos);

y asi podemos construir la matriz de adyacencia del grafo (F3P?, E(G)).

gap> AgK:=[];agK:=[];i:=1;w:=1;j1:=1;j2:=1;for j1 in [1..Length(orbitaspuntos)] do for
j2 in [1..Length(orbitasplanos)] do

agK[i] :=Length(Intersection(orbitaspuntos[ji],H[Position(fpk,orbitasplanos[j2][1]1)]1));
ir=i+l;j2:=j2+1;0d;AgK[w] :=agK;w:=w+l;agK:=[];i:=1;j1:=j1+1;0d;

Ahora nos damos un vector que represente un t-blogque
gap> x:=[0,0,1,1,0];

para luego multiplicarlo por la matriz de adyacencia del grafo y saber quien
es t.

gap> Agkx;

Y por iiltimo escribir la matriz generadora del cédigo encontrado
gap> B:=Union(orbitaspuntos[3],orbitaspuntos[4]);

gap> GammaT:=Difference(fpk,B);

gap> Gamma:=TransposedMat (GammaT);
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