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Resumen

Mediante e1 uso de la información entregada por el vector generador
asociado a la acción de url grupo G sobre una Superficie de Riemann S, es
posible clasificar topológica,mente dichas acciones de ma,nera algebraica [3].
Mostra¡emos las condiciones que deben satisfacer los vectores generadores
de forma que determinen acciones topológicamente equivalentes 126].
Implementando dichas acciones en eI programa SAGE, fue posible dar una
clasificación de las acciones de grupos en superficies de género cinco, cuya
superficie cuociente es de género cero.
Por otro lado, usando que en ciertos casos equivalencia topológica y analítica
coinciden [7] se reobtienen resuitados para familias de ejemplos l2l], 1251.



Abstract

Using the info¡mation given by the generating vector associated to an
action of a group G on a Riemann surface S, it is possible to classify these
actions topologically with algebraic tools l3].
We will sholt¡ the conditions on the generating vectors needed to determine
the topological equivalence of the actions [26].
Implementing these actions in the SAGE prograrn, it was possible to give a
classification of group actions on surfaces of genus five with total quotient
of genus zero.
Moreover, using that the topological and analvtical equiralence coincide in
some cases [7], we reobtain a part of the results in l2t], [25].
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Introducción

En eI estudio de las Superflcies de Riem¿nn compactas, es interesan-
te saber cuando dos acciones de un grupo G sobre una superficie son to-
po1ógicamente equivalentes, pues esta clasificación nos permite entender,
por ejemplo, propiedades del espacio de moduli Ms, donde g es eI género de
la superficie.

Existen diferentes objetos que se pueden asociar a una acción de un grupo
frnito G en una Superficie de Riema¡rn ^9. Una de ellas es la firma ( t9], t2l)
asociada a la acción. Se sabe que acciones topológicamente dlferentes pue.
den corresponder a firmas iguales. Es decir, si bien este concepto captura
información geométrica, no sirve pata clasifi,car acciones.

En este trabajo utilizaremos eI concepto de uector generad,or correspon-
diente a la acción. Tal vector es una tupla de elementos de G que 1o generan
y satisfacen ciertas condiciones que dependen de la firma, detallamos estas
condiciones en la sección 1.1. Éstos han sido utilizados para distinguir clases
de acciones topológicamente diferentes [3], [16], 1261, l4l. Una forma de ha-
cerlo es estudiando el equir,,alente F)¡chsiano de G, esto es, ia acción de G en
,9 determina un homomorfisrro epiyectivo S : I -+ G donde f es un grupo
fuchsiano y su kernel no tiene torsión.

Nos concentraremos en el caso en que el género de Ia superfrcie cuociente
,S/G es cero, donde mostraremos que la acción de1 grupo de trenzas y Ia
acción de los automorfismos de G, en eI conjunto de vectores generadores,
determina equilalencia topológica, de este modo, basta ver si dos vectores
generadores estiín en la misma órbita por 1a acción de1 grupo de trenzas
para saber si son equivalentes (módulo automorfismos de G), pasando de un
problema topológico a uno algebraico.

Ei hecho que arabamos de mencionar nos permite además implementar



las acciones expuestas en eI programa computacional SAGE.

Esta tesis se organiza de la siguiente manera:

En eI Capítulo 1 se da,n las defrniciones necesarias pará entender e1 proble-
ma. Sin embargo, esta tesis va dirigida a personas que ya cuenten con conoci-
mientos básicos de la teoría de Superficies de Riemann, por Io que su defini-
ción no se da. Ésta y otras definiciones se pueden encontiar en h8], l9], [11],
entre otros.

En ei Capítulo 2 se desarrolla la acción del grupo de trenzas en los vec-
tores generadores, que está dada por Ia acción deI grupo de trenzas esférico
en el espacio de Hurwitz asociado, pues este grupo es e1 grupo fundamental
de1 espacio de configr:ración, es decir, es el mapp,ing class group de la esfera
con una cantidad fija de puntos ma¡cados.

En eI Capítu1o 4 se describe cómo es posible impiemetrtar Io anterior
usando el programa SAGE, en donde se encuentran ejemplos de los coman-
dos básicos desarrollados.

Como aplicación de1 método se recuperan parte de 1os resuitados de [21]
y [25] respecto a.l número de acciones topológicamente no equivalentes de
grupos de orden p actuando con 3 y 4 puntos 6jos (ver Capítu1o 3). Además,
como aplicación de la rutina en SAGE, se responde a una pregunta plantea-
da en [12] respecto a las superficies de Riemann de género 10, automorñsmos
v la séxt ica de Wiman.

Finalmente, en [3] Broughton clasifrcó todos los grupos, módu1o equiva-
lencia topológica, actuando en género 2 y 3, mientras que en [14] se hace la
ciasificación pa^ra género 4. En esta línea, la última aplicación que desarrolla-
mos es un listado de todos los grupos que actúa[ en género 5 con cuociente
de género cero y la ca¡rtidad de acciones topológicamente no equivalentes
para Ias fi¡mas encontradas.



Capítulo 1

Definiciones y Teoremas
Básicos.

En este capítulo definiremos algunos de los conceptos, propiedades y
¡esultados brísicos que nos permitirán plantear el problema en cuestión.
Además se incluyen ejemplos corcretos que ayudan a entender la teoría
expuesta.

1.1. Vector Generador
Sean S una superficie de Riemann de género g > 2 y G un grupo. defi-

nimos 1o siguiente:

Definición 1.1. Diremos que un grupo G actia en ,S, si existe un mono-
morfrsmo de grupos

s:G-+Aut(.9),
donde Aut(^9) es el grupo de automorfrsmos holomorfos de Ia superfrcie.

Observación 1.1. La cardinalidad de G es finita para g > 2, de hecho se

conoce Ia cota de Hurwitz para el orden de Aut(S)

lAut(^s)l<8a(s-1).
Definición 1.2. [t1] Un grupo Fuchsiano es un subgrupo discreto de
PS¿(2,R.).

Proposición 1.L. Sea G un grupo actua¡do en una superficie de Riemann
,S y p un punto en ^9. Si Gp es finito, entonces Gr, e1 estabilizador de1 punto
p, es un grupo cíclico.
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Proposición 1.2. [18, Cor.B.5] Sea G un grupo flnito actuando sobre una
superficie de Riemann compacta ,9. Sea p € ,g un punto con estabilizador
no trivial de orden m. Sea g € G, un generador del estabilizador. Entonces
existe una coordenada local z e ^9 cent¡ada en p til cltle g(z): )2, donde) es una raíz primitiva de la unidad. para aIgún Si e- C, tenemos que),: exp(%rilm) -

Sea ,9 una superficie de Riemann compacta y eI grupo G actuando en ella.
Denotamos por {P1,..., P.} C ,S/G al conjunto discréto de puntos ra:na de
1a proyección r .. S -+ S/G. Para cada ri, fijamos pt € n-l(f¡. Tenemos la
siguiente definición:

Definición 1.3. Sea G grupo actua¡rdo sobre una superficie compacta .9,
definimos \a fi,rrna o s,ignatura como 1a tupia (^y;*r,,.. . ,m,), conT ál gérr"ro
de la. superflcie cociente S I G y m¡ : lG¡ l, "l 

orden del estábilizador áe p¡.
En ei caso de que 7 : 0 escribiremo s (m1,.. . ,m,).

Con la notación anterior, y lla,r:nando g al género de ,S, tenemos una
presentación adecuada a este contexto de la fórmula de Riema,nn-Hurwitz
118, Thm.4.161,

2g-2-t)^-)¡-r-/ I \
el : t^ _t) _!\, ;)

1=t
(1.1)

Definiciórr 1.4- 118, Def .2.2) Una (2.y+r)-tupLa (ay,b1, . . . , a1,b1, ct, .. . , c,) €
G'1 t" es llamada un (1;m ¡. . . . .m,)-uector si

fr[o,,b,)II",:,
i=1 j=t

V"l: ^¡,

(1.2)

v

cs decir. el orden de ri es rnr.
Adenrás diremos que es un (^i,*,,,. . ..m,)-uector generar\or si ei conjunto
{a,¡..b¡, c¡} genera G.

L.2. Acciones Equivalentes
Como en 13, Def. 2.1] definimos 1o siguiente:

(13)
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Definición 1.5, Diremos que Ias acciones á1, 12 de G en ,S son topológi.ca-
mente equiualeniles si existe O e Aut(G) y h en el grupo de homeomorfismos
que preservan orientación Homeo+(^9) de S, tal que eI siguiente diagrama es
conmutativo

^ etG) ^J+D,l l,¡-I
e¡(o(s))

Si h e Aut(S), entonces diremos que 61, e2 son conforrnemente equ,iualentes.

Observación 1.2. Se puede dar una definición completamente análoga pa-
ra acciones topológicamente equivalentes considerando acciones de G sobre
distintas superficies, pero de1 mismo género.

Proposición 1.3. [4, Coro]ario 2] Dos acciones e1 ] €2 en,9 son conforme-
mente equivalentes si y sóIo si e1(G) y 62(G) son conjugados en Aut(,9).

Existen acciones que son topológicamente equivalentes, pero no confor-
memente equivalertes.

Ejemplo 1.1. [8, Observación 1 pág. 283] Tenemos la siguiente familia de
curvas de género 3

xs : a2 : I(i - t)(rz * \2)(r2 - \-2),

con .\ € C, 
^4 

+ 0,1. y ), I tl +tD. fu clausura proyectiva de X¡, es decir,

tiene una singularidad en P- : l0 : 1 : 0]. La curva, en una carta de P-,
tiene una expresión de la forma 17 : 25, por lo tanto es una singula^ridad de
tipo (5,7) monomial. En consecuencia, (ver [18, Lema III.2.8]) se resuelve
agregando un punto P* con carta (U.,g : U -+ I/, para un abierto U de P*)
dada por p(", r) : rBz-2, con inversa ry'(s) : (s5, s7).
Para j e {1,2} consideremos las acciones

t¡ : Zf 4Z + Aut(X¡)
I r+..j,
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donde rr(z.u) : (-r,i,a') :- r2(a,A) : Qlr,ialra). En P*. las funciorres
Tr -Y r-2 se extienden de manera que rr fX : Y : Z) : [-X , iY : Z) y
z2fI : )' : Z) - pXr : iY Z3 : Ia]. Obteniendo

a(P*) : P*.
ir(0,0) - P.",

rr(P-) : (0 0)

Calcularemos en detalle el segundo caso.
Como la cxpresión dada para a 1)o está bien definida err l0:0: 1] debemos
es¡udiar como es la curva cerca de (0.0) ¡'representar 12 en dicha vecindad.
Como la derivada parcial de ./ con respecto a r no se anula. tenemos que
r - h(a), con h función analítica. con h(0) : 0 l' adenás. por el teorema de
la función implícita podenos calcula¡ ñ'(g). que en 0 se anula. luego tiene
ordetr l. es d,,cjr. l,tg)- u'l,l!)'. con l, 1u 7 0.
Así. en una vecindad de 10.0. 1]

nlh(y), u. tl : llr(s)' : íe : tr(y)ai : lhl.u )3 l,ui : t : h(y)4 I yi)

Luego r-210:0: 1] - [0: 1 :0]. Para ;-1 los pulltos p : (0,0), P* tienen
estabilizadores de orderr 4. N,Iieutras que (t1. 0), (+). 0). (-1/). 0) tienen
estabilizador de onclen 2. pero (2.0) :- (-, 0) están en la r¡risma (r1)-órbi
ta. por 1o tanto (¡) actúa con firma (0: 2.2.2. 4.4)
Para 12. los puntos (1. 0) l. (-1, tl) tienen cstabilizadol de orden 41'no están
en la misma (¡)-órbita. Así obtenemos hasta ahora. dos puntos rama erl
X ¡l Í) . Diremos que estos pun¡os son de tipo ,1.

Para cncontral los puntos con estabilizador de orden 2. queremos que
rN(.z.'!J) : G,-E) : (r,g), luego y : 0 t.z : 0. :l).*) 1, pero (),0)
está en la misma (r2)-órbita de (1i4.0), así mismo (-I. 0) está en Ia misma
órbita de (-1/.\,0). Además es fácil r'er que el pulto oo tiene estal¡ilizador
de orden 2. de heciro rr2 es la involución hiperelíptica. y P.o está en la órbita
de (0.0) por ,-:. obteDjendo así el ú1timo punto rama de tipo 2. Por lo tanto
(r2) actúa con fima (0:2.2.2,4,4).
Si escribimos V,l1Z > (,n , n^ : 1) 1os \¡ectores generadores so¡
(r¡2 , 'r72 , r¡2 , r¡, r¡-') y (q",n'.n'.4.4). respectivanente (para más detalles ver
Observación 1.3). pero más adelante \¡eremos que 1as acciones asociadas a di-
chos vectores son topológicamente equivalentes (r'er Proposición 2.1). mier-
tras que en 15, Teorema 1] se mue-stra qlre 5t ]' 52 no son confo¡memente
equivalentes. pues corresponden a subglupos lto conjugados en los Aut(X¡),
artículo rlorrde además se obtiene ia equiralencia topológica de estas acciones
por otros medios.

9
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Observe que en [3, Tabla 5], Zf 42 aparcce con una sola acción para esta
firma en género 3.

Ejemplo 1.2, 15, pag. 956] Considere ta familia de curr,as de género 3

X¡ u2:(r4-t)(r4-^4),
con ) € C, 

^4 
* 0,1. La clausura proyectiva de X¡ tiene una singularidad de

tipo (6, 8), por Io tanto se resuelve agregando dos puntos, que llamBxerlos oo1
e oo2. Omitiremos deta11es, pues eI procedimiento es aniflogo aJ de1 ejemplo
anterior.

Considere las siguientes funciones:

"(r, a)

'u(r. v)

s(,.r, y)

,r),

/1 ./\-\;F/
/ / ¡¡i¡,: (r"*, [;)
/ \ Y\'\-\; ri

Se tiene que Aut(-f¡) - (rt) r (r'2...\ = Zl2Z ' Dn. Luego 1a superficie
adnrite dos acciones de Zl2Z x Zl2Z. ésr,as son

. (.t. -il. er, a), e". -u')|,
l) t\2 I /^ -pi-\l,, v,[, 

") [;;)J
Donde la funcion s se extiende de manera que s(oo1) (0,,\'),
s(oor) : (0, -)'). Note que la órbita por .FI2 de oo1 tiene 4 elementos (es

decir oo1 no es punto fijo para H2).
Todos los subgrupos no trivia,les de a,¡nbos grupos son de orden 2. Para e1

primer caso, los puntos fijos de (2, -y) son tales que ? : 0, pero sólo 4 de
las 8 soluciones están en órbitas distintas por 1a acción de (-2, g). Si ahora
estudiamos el subgrupo generado por (-r,g), entonces hay dos soluciones
correspondientes a una órbita por Ia arción de (2, -g), mientras que e1 grupo
generado por (-2, -g) fija oo1 e oo2, que son equivalentes por 1a acción de
(r, -9). Por 1o tanto, hay seis puntos no equivaJentes con estabilizador de
orden 2. Luego Ia firma para H1 es (0;2,2.,2,2,2,2)
Ahora estudiando la acción de f/2, para (2, -g) hay sólo 4 puntos en órbitas
distintas, esta vez por Ia ac ciór- de (), f r, y \2 f ra). El generudo por () f r, y Á2 f ra)

H7 : l.u2 . .-a\¡ : {Q. U)

H2: (u2,1: 
{f, ,1,
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tiene 4 soluciones, pero en el cociente considerarnos sólo dos de elIas, pues
están en la misma órbita por la acción de (r,-y). Finalmente el subgrupo
generado pot Q,lr,,-u\2 lra) no tiene puntos frjos, dado que 

^4 
+0,7.

Usando que Ia superficie X¡ es de género 3, por Riemann-Hurwitz tenemos
que el género de ia superficie cociente es 0, además sus flrmas coinciden, es

decir, If1 y H2 actúa con firma (0;2,2,2,2,2,2).
Las acciones son topológicamente equivalentes, pues para arnbos casos la
situación general es G : \rl) x (p) ry Zl2Z x Zf 22, por 1o que e1 vector
generador es (n,n, p, ti, tt, tt), módu1o un automorflsmo de G.
Por otro lado, Ias acciones inducidas por los subgrupos Il1 y .H2 no son
conformemente equilalentes, pues sóIo .Iy'1 es normal en eI grupo de auto-
morfismos de Ia superficie, mientras que I12 no 1o es, luego no son conjugados
en Aut(X¡), por Prop. 1.2, éstas no son acciones analíticamente equivalentes.

Es interesante poder determinar cuándo existen ambos tipos de equi-
valencias, pues podemos pasar de un problema analítico de clasificación a
uno topológico queJ como veremos más adelante, se traduce en un problema
algebraico. En esa dirección se conoce el siguiente resultado:

Proposición 1.4. ( 17, Teorema 1])Si eI grupo de automorfismos de urra
superficie S, Aut(S), contiene dos automorfrsm os rr, 12 ambos de orden p,
primo, tal que 1as superficies cocientes Sl\r), i: 1,2, son isomorfas a la
esfera de Riemann, entonces (r) y \rr) son conjugados en Aut(S).

Esto ocurre pues Ios grupos generados por 
"1 

y 12 están contenidos en
un p-grupo de sylow, no necesariamente el mismo, pero dos grupos de sylow
siempre son conjugados. Existen dos posibilidades, ia primera de éstas es que
el elemento que conjuga a ios p-grupos eonjuga 1os subgrupos de orden p, en
cuyo caso tenemos un elemento que 1os conjuga, luego son analíticamente
equivalentes. De lo contrario, sabemos que exlste un elemento p e Aut(,S)
tal que pol op-1 : rl está en el p-Sylow que contiene a 12) pero (Ji) + (d,
pero por 17, Prop. 1.8] tenemos que rj y :-2 son conjugados, luego q y 12

también lo son.

Además, si las acciones son topológicamente equivalentes, tenemos dos
cubrimientos de lPl del mismo tipo, esto es, resultado 17, 2.3], obteniendo
Ias hipótesis de 17, Lemma 1.6]. Por 1o tanto, se cumplen 1as hipótesis de
Ia Proposición anterior, 1o que implica que son conjugadas en el grupo de
automorfrsmos. Luego tenemos el siguiente resultado:
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Corolario 1.1. Si el grupo de automorfrsmos de una superficie S, Aut(S),
contiene dos automorflsmos .r1, .r2 ambos de orden p primo, tal que 1as su-
perflcies cocientes Sl@,l,: 1,2, son isomorfas a la esfera de Riemann,
entonces. (1) y (r2) son analíticamente equivalentes si y sólo si son topológi-
camente equilalentes.

En la sección 2.'l se detalla la relación entre vecrores y acciones equiva-
lentes, 1o que fermite pasar, como se dijo, de un problema topoiógico a urro
algebraico.

1.3. Teorema de Existencia de Riemann
Existen varias versiones (ver [26] para más detalles) del siguiente teo-

rema, aquí lo presentaremos según la notación y deflrriciones vistas en este
trabajo.

Teorema 1.1. (Teorema de existencia de Riemaln) Sea G un grupo
fi:rito de orden n, g >2y r ) 0 número natural. Entonces eúste 

^9 
superficie

de Riemann de género g, donde G arfita en ,S con fitma (1;m1,,. . . , rn.) si
y sólo si la ecuación de Riemann-Hurwitz (1.1) se satisface y G tiene un
(1;*y. .. , m,)-vector generador (a1,.. .,a1,bt,. .. ,bt,ct,.. . ,c,).

Demostraciín. Supongamos que existe una superfrcie,S de género g, donde
G actúa con firma (7;rn1, . . . ,m,) entonces se satisface la ecuación (1.1) por
Teorema de Riemann-Hurwitz, para el cubrimiento r : S -+ SlG.
Si g > 1 por eI teorema de uniformización existe (A, p) cubrimiento universal
de 1a superficie, con p la proyección p: L -+ S, L: {z e C : lzl < 1}, e1

disco unitario, y 16 < Aut(A) tal que

1. S = A/fo.

2. fo = r1(,9), por 1o tanto es ur grupo sin torsión y actúa propiamente
discontinuamente en A.

Adem¿ís G act '¡a en ,S con firma (1; m1, . . . ,m,)., por 1o tanto e1 cubrimiento
asocia.do r : S -+ ,9/G le corresponde l, subgrupo de los automordsmos
del disco, conteniendo a 16 y tal que 16 { I y G = f/fs. Esto define un
isomorfismo erfie SIG y A/1, Iuego G actia discontinuamente en ,9, pues
I 1o hace en A.
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Se define p* : I -» G epimorflsmo tal que el siguiente diagrama es conmuta-
tivo

es decir, p o S: p.b) o p, con 9 € f y ker(p*) : fo.
El cubrimiento holomorfo A -+ A/l ramifica en eI conjunto {q1, . . . , g,} con
multipiicidad nL¡ eÍ e¿, i. e {7,. .. ,r}.
Luego I tiene una presentación

r: Ámt Aril"t

cor a¿,3¿. d, e Aut(A). ( 19. Teorema i\r.g.12]).
Ya que f6 es un grupo sin torsión. basta aplicar p* a los geuerarlores de I
para obtener ei vector generador (0,, . . . . r_.. ó1. . . . . b1, ct,. . . . c,').
Inversarnente.corsideramoselvectorgenerador(or,....o..,,bt....,b^,.ct....,c,).
Sea .lrl una superficie de Riemann de gónero '¡ r'B un conjunt,o de r puntos
dj.rj¡tos el, 1/ -r .ea ,1 € \/ B pu:,lr, base. etrl on, e.

11(,1,1 '. B. g) :

Si ciefrnimos p : r1(.Xl .. B. q) -+ 5., n : Gl. cle manera clue a¡ '-+ o(a¡),
3¿ -+ q)(ó,) 1'd-¡ ++ o(rr) con i e {1. ...1},.i € {1,....r} r'o }a representa-
c,ión de G en e} grupo de peruutaciones de n elementos. es deci¡. ó: G -+ S"
es Ia representación regular'.
Daclo que Ia rmagen de p es un subgrupo transitivo de ,9,.. pues ;ri (l,f '. B. q)

actúa transitivamente sobre las flbras. existe un cubrin'rierito / : S -+ -tl./. de
grado n. cu\.os puntos rama están en B.
Como

Gal(S/,11) ! lr1(M -. B, q) _ --,(lI B q\: 
Irrr(p; l §.

Iier(p)/.(",(s.. l-1(B),p))

G actúa sobre ,S y SIG =- M, con / cubrimiento que ramifica en B :
{q,. . .,q,} y como el género de M es 1 por la fórmula de Riemann-Hurwitz
tencmos que el géuero de S es g.

^9,lt1pl p
1{
S .'-S

p- ls)

úp,, ,l lI u,) ,(r, r', ...d^,.l^,d1.....ó, :

(",,r,, ...a,, i-,.dr....,d,, út.,,r,iürr)

tr

,a6r ctr\

i-,#3LY .t,
(-, otÜ
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Observación 1.3. Dada una accrón corrcreta de un grupo G de orden n en
una superficie ,S con firma ¡¡ : (0:n21. . . . .ff1,) se puede elrcontrar ur vector
generador de la siguiente manera (para rnás detalles ver ltO], ltO]):

. Primero fijanos nol,aciór para

Cm : c2"''* '

en particular nos interesan estas raíces primitiras para ??? - .rL !- m :
m¡: lG¡)

. Identificamos ios puntos rama P1. . . . P" € S lG de 1a aplicaciór
;: S-- S/G.

. Escogemos'rI1 pj e ,i-1(.Pi). cor j - 1.....r. Llanraremos G3 eI esta-
bilizador del punto 7:r. su orden es nt, (especiflcado en Ia finna).

. Construimos 1a represerrtación,\¡ .. G j -+ C. dada por la acción de G eu
ura r.ecindad de p;. Esto es. si g € Gr. tenemos que g-1 es localmente
z + l*L z. por Prop.1.2 para aigúl ertero s. Luego existe un !¡ € G,
tal que lrtg,,: ,("'' '" : q-

. Escogemos dicho 9i € Gr: es decir. un elemerto dc Gj tal que 4¡(g:) :
C^,'

. Finalmentc el \€ctor generaclor asociado a dicha acción es (gr, . . . , S,).

Expliquerlos brer.emente ia conexión entre vector generador v grupo fun-
da,mental. es decir aquella exphcada en la der¡ostración del Teorema 1.1.
(existencia de Riemann).

El grupo fundamental I de 1a superficie S/G\i¿ .... P,\, consideramos
S/G de género 0. tiene una presentación de la fbnna

t\f (0....0.: llo,:,)\\ ..,- t /
donde los elenentos d¡ corre-.ponden a pequeños lazos orientados positira-
nrente (contrarreloj) en torno a P;. j :7..r.

Segrirr 1a demostraclón del Teorema 1.1. el cubriente r : ,9 + S lG co-
rrespondc a un epimorfismo p* : I -+ G. r. ul sistema cle generadorcs de f
que satisfágan Ia presentación anterior, para 1os que terenos p.O) : S¡.
Esto explica por qué sc debe torlar para 4y la representación local de g, 1,
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pues Ia operación en I es la concatenación de cunas y para que el mo¡frsmo
p* determinado por d¡ r+ S; sea un homomorfismo, debemos considerar la
expresión local de 9, 

1.

Ejemplo 1.3, Considere la curva hiperelíptica

s:{(¡,y) e C2lf@,y):s2-15 +1:o}.
Vemos que ésta es un curva algebraica afín suave, cuya superfrcie compacta
asociada 3 es de género g : 2.

Sea G" : \ó(r,y) : Gsr, -A)) con @ automorfisuro de la superficie de
fuematrnSy(r:¿z"tls.
Es fácil ver que G. - Zll0Z - G : (s : E10 : i,d), G. es subgrupo
de los automorfismos de S, luego X : SIG es una superficie de Riemann
compacta.
Para saber donde la proyección r. : 3 -+ 3/G ramifica, buscaremos los
puntos de estabiiizador no trivial, considerando que lGol :2,5 o 10 pues el
estabilizador de un punto es un subgrupo cíclico de G.
Primero buscamos (ro,ao) e 5 taI que su estabilizador sea un subgrupo de
orden 2. generado por gE(r,g) : (r, -g), es decir 96 : -gs. luego 9o : 0 y
de ia definición de Ia curva es necesario que ri : 1. Por lo tanto, lGol : 2
para pr : ((¿,0), ¿ :7.2,3,4,5.
Para el subgrupo de orden 5 generado por Q2(r.g): «?"r,u), n0 satisface

-t -¿ -A -!
.¿0 - q5¿0 - q5r0 - q5 ¿0 - rrE¿0.

de aquÍ zo : 0, por 1o tanto 92 :
Po : (0, i), 'P7 : @, -i).
Es claro que lG-l : 19.

-1, obteniendo que lGrl :5 pa¡a

En cada caso no existen mrís puntos de S de estabilizado¡ no trivial, pues

con n el número de puntos en Ia fibra de un punto.
En el cociente p; cott i : 1,2,3,4,5 está,n en la misma clase, al igual que
p6 con pz) por Riemann-Hurv¿itz concluimos que e1 género de 1a superficie
cociente es 0 pues

p,l--+,

t /'\,/,-1\"fr-1)l
2 :10 

li2r - 
2)+ (1 - ,' \ 5/ \ 1olt

:20t + 2.



La firma de G en 3 es (0: 2" 5, 10).
Calcularemos un r¡ector generador asociado a esta acción siguienclo la Obser-
r'ación 1.3. para ello tomauros &: lt ,0: 1]. P, : [0: l: 1]. p3 : [0: 1:0]
purl.tos rama de función n tal que cada uno está en una órbita distinta porl
la acción del grupo. Calcula¡emos la ver.sión local de la acción en dichos
puntos.
Si G, es el estabilizador de alguna pleirnagen de P;. dirernos qre rn¡ : lGrl.
para.i : 1.2.3. Queremos cons¡ruir la representación

\¡ : Gi -+ C*.

clada pol1a accrón de G en una vecindad de la preimagen de Pj para cada
.i ¡' de cada una de e1la,s obrener un elemenr,o 9¡ ral que rt.jj) : ({-r). R"-
cuerde que l¡(g) se obtiene de la expresión local de g-1. según 1o explicado
en la Obserr,'ación 1.3.
Tonemos p € ñ-1(¿) \' roDsideramos cl abierto S n 1: ; 0). clolrde
0.f l)r(.qt') f 0. luego por el Teorema de ia función Il:plír:ita poclemos es-
cribir r : h(g). pues r¡:. 1a pror-ecciclrr en la segunda rooldenacla. es carta.
Como

^l 
-

9- L"Y' Y' !-- h,g1.*g1- A.

tenemos que 41(o5) : -1. Como buscarnos .9i € Gr rai que ?ir (g1) : (io aue
,'- igual a -,1. plrton.e¡ f i * rt.
Ilado que en g € r-'(P1l 1a pro¡'ección ,rl es carta. locahlente tenemos que

_-l
r i-r-+ (2, fr(r)) É_+ ((92.,1(r1¡ [5 <Í".

luego 42 (c,2) : (j. pues nz@') : (5. Ahora buscanos g: € G: tal que

nzbt) : (?o : (r, Por 1o tanto gz : qa .

\"lientras que para Q3. dado que co es un punto singular, es necesario lonna-
lizar. Para ello ocuparemos el método descrito en 118. Pag. 71]. Estudiaremos
el abie¡to Xz:3 ¡{A I O}.luego f:: {:3 ¡ó+ ru - O} escribimos
rz -:3(1 + :2) : 0 ]' definimos y, : 2-/1 -l-1. de manera que u.,3 : 15. por
el algoritno de la clivisión 1 :2.5+(-3) .3 r'¡-a que 3 ¡r 5 son relatiramenre
primos. definimos la función t(2. u) : r-3r,2 que es carta cn (0, 0). njiertras
que r(s) : (s3. só) es su irn.ersa.
En &, o se extiende dc manera que o([r :,g : :)) - lCr, , -U: ,:]. Con esto
locaimente tenetnos

s l- , ó3. s-' r - ['3 : I : ,*51 " .lcjr'. ],.rt].



pero en x

{-(js3' -ss)Á -6;tz'-s'tL' - -(j''
Luego a3(y',) : -(i: (ro. Como buscamos 9e € Gz ta1 que 43(93) : (16.
tenemos eue gr3 : q.

Finalmente como G.:< ( : §10 : i.d > , el orden de <ó es 2, el de qa es 5, el
o¡den de s es 10 y <uqnc : id tenemos q,r. (c', <n, <) es un vector generador
para esta firma,.

1. Definiciones y Teoremas Básicos.



Capítulo 2

Acciones Topológicamente
Equivalentes

2.L. Acción del grupo de trenzas en los Vec-
tores Generadores para 7: 0.

Sea G un grupo finito que actúa sobre una superficie S compacta de géne-
ro g > 2 y sean {pr,...,p,) 1os puntos de rama de ia aplicación
f : S -+ SIG = P1. Sin perdida de generalidad consideraremos p¡ I a
para todo rí. Por el teorema de existencia de Riemann 1.1, podemos encon-
trar un vector generador.
Si fijarnos el número r y hacemos va,riar los puntos de rama, es decir, con-
sidera¡nos todos ios subconjuntos de C de cardina,lidad r, se obtiene un
conjunto, definido en la sección 2.1.1, que llama¡emos O,. Lnego se constru-
ye un cubrimiento de dicho espacio y se obtendrá así un espacio de moduli
H,,llamado espacio de Hurwitz.
E1 conjunto (?" es un espacio topológico cuyo grupo fundamental, fl, es
isornorfo a un subgrupo de 8,, el grupo de trenzas, por lo tanto § acl.,3a
en e1 espacio de modu-li, induciendo una acción sobre Ios vectores genera-
dores( [26, Cap. 10 Parte Ii]). Las componentes conexas del espacio ?1,
corresponden a las órbitas de acciones topológicamente equivalentes.

18
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2.7.1,. El espacio de configuración
construiremos un cspacio de moduli. consicrerancro cleformaclones c1e la

esfera de Riemanrr. que lieven un conjunto de puntos rama er:i uno nuevo de
ia misma cardinalidad. Para ello corrsideraremos el coúunto (?. de todos 1os
subcor¡untos de C de cardinalidad r. Este conjulto es un cspacro topológico
prres se puede definir una vecindad de un punto p : {¡4....,1,} comá el
conjunto lÍ,(D,,...,D.) de roclos los puntos p, : Iir, ..tij'e O, at
que pj e D¿. para cada i. donde D¡ es vecindad de p¡'v-D¿ C C son cliscos
disjuntos.

Obserración 2.1. O, es un corrjuto correxo. primero considelemos el srrbes_
pacio tle C'

0i.,) : {(pr.....p,) r-C,, p¡ I pt si i * j}.
La función

¡ : Oi') --+ O,-,
tp......1-, - {p,. .t,- }

es un cubrimiento de Galois 126. Lemma 10.g] ¡'ademá,. se puecle demostrar
por inducción que O(') es cor)exo para rodo .. Lr"go (2, también lo es i26.
10.1.61.

Teorema 2.1. i1. Teorema. 1.11] Sea ps e O,. e1 grupo fundamental
T1(O,. Ps) es isomorfo a 8.. grupo generaclo por e;. i : 1.. . r. - 1 que
satirfalen las sigrlien'e- ¡elalion ps

7. Q¡C)¡*tQ.¡: Q¡qQ¡Q¡+t sii : 1. ....r _ 2.

2.QQ":Q,Q. si i. j > j.

3 QrQz...Q, rQ,-r...QzQt : t.

Observación 2.2. Et otras palabras. t3, es el Alapping Clo,ss Grou,p depl _
P6. conocido como el grupo dc trenzas esféri<:o o como grupo cle monodromía
de Huru-itz.

La demostraciól del teorena es básicamente la misma demostración de
[1. Teorenra. 1.8] que muestra que el grupo de trenzas. 6." es el mappin,g class
grr,,up del ciisco con r puntos narcados. Primero se fija p6 : {1,1,. r}
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como punto base de (2,. Para 1 ( i I r - 1. se define el camino cerrado
Q,(¿) : {p, (¿), . . . , p, (¿)}. donde p; es una función continua de C en C tal
que

i
i+7
+1

para f € 10, 1]. Es decir, Q¿(ú) lleva i a ri * 1 por el circulo de radio 1/2
centrado en (2i, + 1)12, de Ia misma forma Ileva .i -l 7 a i, mientras que aJ

resto de los punto los deja fijos. En 1a figura 2.1 se grafica Q¿(f).

pi*r (f )

,,-. -s.
,\i-7

a
p¡ r(l)

o
p¡+z(t)

Figura 2.1: Función Q¿(f)

Se puede ver que Q¿(ú) es un elemento de O, para cada ú. Se puede
mostrar que toda curva cerrada es homotópica aJ producto de Q¿ o sus
inversos haciendo inducción en r, luego ios Q¿ generan el grupo B, que se
obtiene como eI grupo fundament¿,I deI espacio de configuración del disco.
Pero en este caso al tratarse de la esfera se obtiene la relación adicional 3,
cuyo ca,mino asociado Q t * Q z x . . . * Q, -t * Q.-t . . . Q z * Q ¡(t) es homotópico
a Ia identidad.
Llamaremos Grupo de monodromía de Hurwitz at grupo 6,.

2.1.2. Cubrimiento del espacio de configuraciír: Or

Si el espacio ,S/G es una superficie de Riemann de género cero, entonces
j : S -+ lP1 es un cubrimiento ramifica.do, aJ que es posible asociarle un
cubrimiento no ramificado f : S - f -1(P¡) -+ Ft - P6. Por simplicidad en
los ciálculos y la exposición de ideas diremos que e1 conjunto de puntos rama
será Po : {1, . . . , "} € O,, pata cualquier otro conjunto es completamente

pi(t')



aná^1ogo.

Sea D¿ el conjunto de clases de conjugación de r1(1F1 - Po, m) de lazos que
encierran sólo aJ punto ri.

Definimos 1t,. . . ,"lr como los caminos cerrados. formados por 1a cóncatena-
ción de ur ravo que une el punto m con ei circulo de raüo 714 cent¡a.do en
z y que vuelve a oo por el mismo rayo (ver figura 2.2).
Claramente 7¡ € X¿ y el producto 1t. ....1 es homotópico a la identidad,
además {71, .. . ,1,} genera ur1(F1 - Ps, oo).

Figura 2.2: Generadores de n1(lF1 - Po, oo)

Definición 2.1. Diremos que

9 : r1(lPi - Po, oc) -+ G

1¡4 9¡

es admisible si p es un homomorfismo sobreyectivo tal que el orden lrp(7,)l
eS mi.

Observación 2.3. Notemos que aI ser g un homomorfismo se tiene que

III=, p(r,) : 1.

Consideramos el par (P, r,r), donde P € O, y g es admisible.

Definición 2.2. Sea A un subgrupo fijo de Ios automorfismos de G, diremos
que g y rp' admisibles son A-equivalentes si y sóIo si rpl : ,4!¡ para a,Igírn

,4 e A. Escribiremos [,p] a la clase de equiralencia de 9:. Ademrás. dos pares

Capítulo 2. Acciones Topológicamente Equivalentes 2t
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(P,p) V (P', rp') son A-equivalentes siy sóIo sigy e' 1o son y P: P'.De-
notaremos por ZÍ")1G¡ e1 conjunto de clases por esa equivalencia y lP, rph
a sus elementos( [26, Subsección 10.1.3.1]).

Además di¡emos q"" ZÍo)1G) es un espaci.o de Hurwitz.

Observación 2.4. Existe una única topología 
"r. 

flÍA)(G) tul que

' ú 
^:1114)(.G) 

-+ O,

fP. ,rla '; P

es un cubrimiento. Dicha topología será Ia inducida por 1a de 0" l. se define
a continuación.

2.7.3. Topología del espacio de Hurwitz 11.$ G)
Se define una base para la topología ( 126, Subsección 10.1.4]), dando

los abiertos básicos en cada punto. Para ca.da elemento lP,g]t de ?4q @)
definiremos dichos ¿biertos de ia siguiente forma. Si P : {pr.. . ,p,} e O,,
sea D¡ C C un disco alrededor de p¿, tal que D¿ t^t D¡ : A si i, I j.
Definimos eI conjunto ltÍ(Dr,. . . , D,; lpl) de todos los lP', rp']a, tal que
p' : {p\, , p|}, con p'o e D¡ para todo i. y rp' es Ia composición de un
rp admisible con el isomorfismo canónico (móduIo homotopía) dada por

,' (F' - P', cc) -+ n1(Fr -. (D, u... u D"). rc) -+;r1 (F1 ...P.cc)

que llela a Ia clase de ^i,j, e1 generador cle 11 (F1 .. P'. cc) que encierra a pj.
a la clase de n generador de ;i1(tr1 .. (D1 u . ..U D.), :o) que encierra a Dr..
el al¡ierto que cortiene a pj -\ pr, para luego llevarla a ia clase de 1¡ de la
sección anterior. Ver- figura 2.3.

Figura 2.3: Isomorfismos

Con dichas topológías 1á función V ¡ , tll^) 1C¡ -+ O,
cubrimiento, pues si -Al¡(D1,...,D,) : {{qr,...,q,}

es efectiramente
: qi € Dí) cs u11

,';rl i;i
_.-,;,1

§g
§,

'ii),';r.-?.

(ir
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abierto de (?., entonces üo'(¡/o(Dr, . . . , D,)) es el conjunto de los [p,,9]¡
tal que P/ : {p\,...,p',} con di e D, y rp admisible módulo equivalencia
por A (Definición 2.2), es decir,

{/;1(^;(r1, .. , D,)) : .AI(D," . . . , r,; [p]).

2.1.4. Acción del grupo de N¿Ionodromía de Hurwitz.
Como üa , T1|A') -- O,.lP,plt r+ P es un cribrimiento. 6. actüa el la

fibra del punto P¡ e O, ( 1126, Subsección 10.1.7]) que consiste de lP,¡]a.
dorrde e-' : ;r1(lPl - P, P6) --+ G, l]i:, al^ii) : 1 l. le(ro)l - m.i, módulo la
equir.alencia por A.
Pero,pestádeterminadaporsusralores91.,...g.enlosgeneradores14.....1;.
Si deflmnlos e1 coniunto de t.ectores generadorcs

n"(G) : {1gr.....g,) =G'lG- (sr,....9,1, gt...9r:7. 9¡ :m¡Yi.}.

clararrente el grupo A actria en dicho conjunto. pues Ia equi''"alerrcia por A
d" p I' p' irduce una equiralencia en (gt,. .. ,ll,) :' (.gr.. . .S',)
Por lo tanto existe una biye<c 'n entre {/;1(P0) l. el conjunto de órbitas por
A de 0,(G). clue clenotaremo. por OlAl(G). Definido por

): u/;r(ro) + oiAtlC;

lPn pla *+ (y(r,),...,p(r;)).

Con esta bilección. tenemos que la accion fl sobre ú"'(Po) induce una
acción en Ol")1C;. Dicha accióu está bien definida 5,es inr.ectir'a. pues 9 r. p/
corresponden al mismo elemerrto si ¡'só1o si'p' : nr. es decir. (51,. , gr') :
(-4(g,) . ,-a(g")) Es sobrevectiva pues dado un !-ector gcncrador. podemos
deñnir g ta1 que ,r¿ r+.qi para todo i. luego ,: es admisible. Por la bivección
anterior, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2. ( 126, Teorema 10.13]) En Ia acción de 6" en Ol")1C;, ui
elemento Qi. 7 < ¡ ( r - 1, ileva 1a clase dei vector (5r,...,5,) en ia clase
dn (gr, . .'9¡ t,9¡9;+tg¡1.9¡.9¡+2.. .9,)

Demostración. Fijemos l. con 1 I i I r - 1. Consideretros la función tal
que

( 2i+1 \ t. .,*) exp (h (]: _ t#l) rr/_tt) si z € C
á,i:¡-{ I ¡\' 2 ¡'¡^r-'''lr\l- ' l/"v

l. .xr s] z:oc

U
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para todo f € 10. 1]. con ñ : R-¡ -+ 1R-¡ una función cont,imra ta1 que h,l:) :1
para z € 10.3¡a] r'lz(:) :0 si: ) 1.

Figura 2.4: Función 01(-:)

Es decir. para f¡ € [0. 1] tenemos que sobre ei disco de centro (2i + 1)/2
v radio 3/4 es una rotación en fori v fuera del disco clel rlismo centro. pero
de ¡adio 1. es la identldad. es decir. para / en e1 conjunto Po vemos que á¿(7)

es lgual a p¡(t) e Q¡(.t).
Por 1o tanto obtenemos una familia de funclones continuas {á¡ }15¡6.1¡. cie

Irorneonorfismos de F1. Por [26. Lema 10.5] A¡ '. P\ -+ Fr induce un homeo-
morfismo definido por

0, 
' 
u;ü¡c! -+ 111 )(G)

[P p]a *+ l1t(,P).,iAt 
1lA.

dolde pá, I es la composición de p con 1a función canónica

r@t - 7lP) oo) -+ r(F1 - P -),
que es un isourorñsmo de grupos. luego pá-1 es admisiblc también. por 1o

t¿nto la funciól á¿ está bien definida.
Por !26. Letnnra 10.5] la famiiia {át}r=to.rl es tambjen una familia continua.
Luego I -+ Ar(,Bo) es el lerantamieDto cle Qo por Ú1a; co11 punto inicial
Bo € ü^-1(Po)

Cono á1 lleva

lD ^1 la D, ^11-'1 lD ^a-'1lJ0.¡lA - [v]lrú/.tu1 lA - lr0.rul lA

É
3

i,^'.\".
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enHf)G), ahora Qi lleva (g1, ....,g,) a (s'r,...,il, con g,j : e0r1("t),
^_1 ,pero á, (1;) : 1; si j # i.¡ -7. mientras que á;r(1¡_r) es homotópico a 13.

Dado que 91 ...g', - l. Lenemos que 9; : 9¡9¡. tg;1 .

n
Obserración 2.5. La relación QtQz. . .Q,tQr*t . . .QrQr.lleva un elemen-
to g: igr, ...,g,) a (9u gtgzgll , . . . , glg,g11) que es equivalente a Ia identi-
dad por la acción de los automorfismos de G, por 1o tanto, clasifica,l por Ia
acclón de Aut(G) xfl es 1o mismo que clasificar por la acción de Aut(G) xA,,
pues 1a relación adicional 3 (ver Teorema 2.1) no entrega más información.
En lo sucesivo toma,remos A como todo Aut(G).

Con esto tenemos que existe una acción dei grupo de trenzas en el con-
junto de vectores generadores, pero nuestro objetivo es clasificar acciones de
grupos, por 1o tanto falta ver que Ias acciones topológicamente equivalentes
corresponden a la misma clase por la acción de Aut(G) x 6". Para ello es
necesario hacer algunos comenta¡ios acerca de los espacios de Hurwitz.

2.2. Espacios de Hurwitz
Los espacios de Hurwitz más generales aparecieron como un espacio to-

pológico donde e1 grupo Homeo+(lP1) actúa de manera continua y transitila,
donde es claro que las componentes conexas del espacio ?llA) corresponden a
clases de equivalencia topológica. La construcción de ios espacios de Hurwitz
de la sección anterior corresponde a un método analítico donde 1a acción del
grupo de trenzas se da de forma natural.

Sea / : E -+ lF1 un cubrimiento ra.rnificado y sea P : {pt,. .. ,p,} el con-
junto de puntos rama. Escogemos un nuevo conjunto P' : {pi,. . . ,pt} tal
que cada rtn está cerca de r¿. Se puede deformar e1 primer cubrimiento en
un nuevo cubrimiento de manera que eI conjunto de puntos rama sea el con-
junto P'y que la estructura de P se mantenga sobre las vecindades de P'.
Sea G un grupo finito y ,S una superficie de Riemann. Un G-cubrimiento
de S es un cubrimiento de Galois f : D -+ ,S con un isomorflsmo entre G y
Aut(/) :{lz: 

^9 -+ S : f oh: Í} En tal caso construimos un espacio
de moduli ?1, tal que cada punto en é1 corresponde a una clase de equiva-
lencia de cubrimientos ramificados, es decir /1 : X1 -+ F1 es equivalente a

S2 : E2 -+ IP1 si y sólo si eúste un homeomorfi.smo ñ : D1 -+ !2 taI que

ót : óz " h y g o h : h o g patatodo g € G.
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En este contexto se define e1 cubrimiento de (7" como Ia aplicación

'ú, :'11, -+ O,,

que manda Ia clase de un cubrimiento @: D -+ lp1 al lugar de puntos ra.r:oa
de d.

2.3. Acciones sobre el sistema de Generado-
res.

En general se tiene que si ,9 es una superficie de Riemann compacta de
género g > 2 y G es un grupo finito de manera que exista una acción e de G
en 5 con firrria (1;m1,...,m,), entonces existe un epimorfismo 0,:l -+ G,
con I un subgrupo de 1os automorflsmos del disco unitario A, tal que
N : ker(E,) es grupo Fuchsiano sin torsión y LfK es una superficie de
Riemann bi-holomorfa a S.
Dicho I tiene la siguiente presentación

T-- :ói':..:67'

Sean e1.:2 accioncs de G en 51. ^S2 respectir.amente \- sca[
á1 : f1 -+ ¿l.G).0z: f2 + s2(G) epimorfisrnos que resultan de compo
ner el epimorfismo anterior É cor, .r. püra J : 1.3. Baio estas cc¡rxiiciones
tcnemos el siguierite resultacilo

Teorema 2,3. 1,1, Tcolena. 9] Sean i1. e2 dos acciones cle G en ,91 . 52
respecti\,arnen¡e. Estas son topológkamente equir,-alentes si 1.sírlo si existc
un isomorfisrno 1: 11 + 12 y un isomorfismo (l : s1(G) + l2(G) ta} que el
siguiente diagrama es conmutati\¡o

l, -i! E,(G)

'1 l"
fr--;--u (G)

Denotarc¡nos E al subgrupo de Aut(f) constituido por todos los isomor-
fismos 1 del ter¡rema anterior. Eltonces tenemos el siguielte resultado

:ilf*,U1¡1r,: r)(", ', 
" ' a1. a^,'d-r, " 

"i,



Capítulo 2. Acciones Topológicamente Equivalentes 27

Proposición 2.1. [3, Prop. 2.2) Dos vectores generadores de un grupo finito
G definen Ia misma clase de equivalencia de acciones de G si y só1o si los
vectores generadores están en la misma órbita por Ia acción de Aut(G) x E.

Los elementos de !B se pueden identificar con los elementos del subgrupo
fl del grupo de trenzas, 1os que, como vimos en la sección anterior, son
isomor los.

Corolario 2.1. [3, Prop.2.6] Si G es grupo abeliano y 7, eI género de la
superficie cuociente, es cero, entonces E actúa en los vectores generadores
permutando los cj, preservando los ordenes de los elementos.

Demostraci,ón. Según el Teorema 2.2, si el grupo G es abeliano, entonces
Ios generadores de Ia acción, es decir, los Q¿ llevan el vector (5r,...,5,)
en (9r,. ..,9¡-t¡9¡+t.,9¡,...9,), que son 1as transposiciones (i,i * 1) de ]os

índices. tr

Ejemplo 2.1. Conside¡e G : Zl2Z x Zl4Z actuando en género 3 con
firma (2,2.,4,4) por Riemann-Hurwi\2. En G hay 4 elementos de orden 4 y
3 elementos de orden 2.

Consideremos (a,b,c,d) un elemento en Ga, ta1 que o y b tienen orden dos
y c,d tienen orden cuatro. Si a: b tenemos que hay 12 elementos tales que
el producto sea 1a identidad, pero si queremos que sea un vector generador
debemos descoutar los 4 elementos que cumplen a: c2 o a: d2, los cuales no
corresponden a vectores generadores. Mientras que son 24 elementos si a f b.

Tenemos que Ia cardinalidad de Q, e1 conjunto de vectores generadores, es

de 32 elementos.
Como el género de la superficie cuociente es 0, por Corolario 2.1 tenemos
que Ia acción de Aut(G) x 32x 52 en 0 determina acciones topológicamente
equivalentes. Hay 3 órbita por esta acción, 1o que concuerda con [3]lTab]a
51.
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Ejemplos

En este capítulo desarrolla¡emos algunos ejemplos y reobtendremos al-
gunos resuitados.

3.1. Algunos resultados para ZlpZ y 7 : 0

3.1.1. Firma (p,p,p)

Conside¡¿remos G =Z,lpZ y estudiaremos el caso en que eI grupo actúa
con flrma (O;p,p,p), p primo.
Por 1a Ecuación 1.1 y e1 Teorema 1.1. G actúa sobre una superficie de género
S : (p - 1)12,, de donde concluimos qte p I 2,
Para p:3, actúa sobre una superficie de género 1 y existe sóIo una acción,
pues existen sólo dos vectores generadores en Zl3Z., estos son (1,1, 1) y
(2,2,2), pero están en Ia rrisma órbita por la acción de Aur(G) x 6. Ader¡ás
es un hecho conocido que salvo isomorfismo existe una única superficie de
género 1 que tiene un automorfismo (que fija e1 cero), de orden 3.
Pa¡a el resto de los casos tenemos la siguiente proposición:

Proposición 3,1. Sea S una superficie de Riemann <le género g y
G = ZlpZ, con p prirno y p > 3, actuando con fi.rma (O;p,p,p). Si m es
el número de acciotes topológicamente no equivalentes, entonces

*_Í+ sip=1 (mód3)
"' 

: t + si P:2 (,ód 3i

Demostraci,ón. G actúa con firma (0;p,p,p), es decir, existen 3 puntos en Ia
superficie con estabilizador de orden p que estan en distintas órbitas por la
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acción de G.
Al ser la superficie cocierrte de género cero. el conjunto \¡ectores generadores
ES

(.---l
Ct._., l.- .. -\ - at\?:1r,r.,'2.,-' c L,t , ,, --p », =0. ,-.,:.,t :Glt_)

Es fácil ver que para c1 ha],p - 1 elementos de G de orden p, de entre los
cuaies se puede escoger uno. Para c2 hal'p - 2. 1os mismos p - 1 descon-
tando el inverso de.r1: como el producto de los tres elementos debe ser uno.
cz,: r:trcll .La cardinalidad de A es fu - 1)(p 2).
Pero además queremos saber cuántas acciones topológicamente no equir,a-
lentes ha¡', sabiendo que dos vectores definen 1a misma acción si v sólo si

están en 1a misr¡a órbita por la acción del grupo

T:.{ut(G) ' 6.

Como el género de la superficie cociente es cero r el grupo es abeliano,
6 actúa permutando las coorclenadas de los \¡ectores (Proposición 2.1).
Además, dado que Aut(G) ! (ZlpZ). : {1.2... .,p - 1}

T=(Zl¡tZ). xfi.
Donde a e (Z lfil). actúa llevandc¡ un vector generador (c1. c2.ca) a
(o.c.1.o.c2.a.ca). donde a.c1 denota el producto enZlpZ.
Para saber cuántas acciones topológicamente no equivalentes hal' utilizare-
mos 1a fórmula de conteo de órbitas

0 r:+f ri'..l',7'
donde Fix < es e1 conjunto de elemertos de Q, que quedan fijos bajo la acción
de <.

Si o € 53 
":, 

a e (Zl¡il). .la acción se define como

(a.o)(.cy,c'2. ca) : (a co(r).o'c"121.a c,131) € Q

Luego. separando 1a demostración en casos sc tiene:

. Si a: id la acción cs:

(a, o)(.c1. ,r' ct) : (a ' c1. a ' c:2. a ' ca).

quedando fijo sólo si a:1, pero clarameute todos los elemeutos de O
quedau fijos ¡tor (id. i,cl). es clecir (p - l)(p - 2) elernentos.
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. Si o : (1,2), Ia acción es:

(a, o)(q, c2, cr) : (a.c2,a.q,a. cs),

para que (q,, c2, ca) quede fljo, a debe ser 1, luego q : c2) pot lo tanto
hay p - 1 elementos de O fijos por (1, (1,2)).
Anáiogamente para los demás elementos de orden 2 de 53. Luego Ia
contibución total de estos elementos es 3(p - 1).

. Si o : (1.3,2) se tiene:

(a, o)(c1, c2., ca) : (a -ca,a.e,a.c2),

entonces q : a' ca : a2 'cz.: a3 ' ct. Si elegimos c1 e1 vector queda
totalmente determinado. En este caso (a, o) tiene puntos fijos sólo si
¿3 : 1, pero dicha ecuación tiene solución no trlvial si y sólo si p: 1

(mód 3). Hay 3 soluciones, si a = l tenemos eue c1 : c2 : ca, entonces
3 ' c, : ¡ (mód p). pero 3 no divide a p. por 1o que hay dos elementos
del tipo (a, o), con a e (Z lpz). - {1} que tienen puntos fijos en fl.
El a¡áIisis anterior en análogo para (1.2.3) € Ss, entonces para cada
una de estos 4 elementos hu,v (p - 1) puntos fijos de Q, pues c1 f 0.

Por 1o que

tO/rl:f f i'=1 (mód3)

\ S si p:2 (mód 3)

Po¡ Io tanto hay (p+5)/6 acciones topológicamente no equir,'alentes si p = 1

(mód p) y hay (p + 1)/6 en caso de que p :2 (mód p). tr

Este resultado es paxte de [21], donde fue obtenido mediante otros méto-
dos.

Corola¡io 3.1, Si G = ZlpZ actúa con flrma (O;p,p,p), entonces ha¡,
(p + 5)16 acciones no conformemente equivalentes si p = 1 (mód 3) y hay
(r+t¡¡A en caso de que p = 2 (mód 3).

Demostración. Usamos el Corola¡io 1.1 para concluir la equivalencia analíti-
ca. tr
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3.1.2. Firma (p,p,p,p)

Proposición 3.2. Sea S una superficie de Rietlann de género g t
G = Zl'pZ. con p primo ma.\ror que 3. actualdo con flrma (.0;p,p,l¡.p').
entonces el número dc accioncs topológicamente no equir'aldntcs es

,',,* - I 't+t si P:1 (mód a)
"'-l c#- sino

mientras que para p : 3, ha)' sólo uua acción.

Dcmostraci,rín. De la ecuación de Riemann-Hurt'itz tenemos que g : (p-1).
Pa¡a el caso p:3. T : (.2l3Z)- x ^9a. \'emos que el conjurrto de vectores
generadores es

C : {1,r l.?.1,. t.2. 1.27. 11.l.2. 1). r2.2. t. I r.,2. I. 1.2\. 2.1.2. Ir}.

pero claranente están en 1a misma clase. por la acción de T. Es decir-. para
p : 3 hal' una sola acción.
Para p.> 3 el coniunto de vectores generadores es

o: 
{{",,"r."r,ca) 

e Ga :
' ^l

" t: l,.L.r, :0. rr,. .2."3.t'r . G ).
.-r )

La cardinalidad de 0 cs (p - t)(p - 2)2 + lp - 1)2. pues páx& c1. c2 tenemos
p - 1 opciones. es decir. dadas las restricciones. es posible que estos sean

elenrentos oralesquiera de ZlyZ - {rd}. nientras que para c3 teuemos dos

casos. Primero si c1 * c2 no es la identidad tenenos p - 2 opciones. pues

ca e ZlTtZ - {id, -(c1 + .r2)}. pucs de lo contlario c4 sería Ia identidad.
Entonces ller-amos hasta ahora (p - t)(p - 2)2. Eu el segundo caso c2 : -cl
hal p - 1 posibilidades, miertras que ha¡'p - 1 r'alores que puede tonal ca

\' ca queda cletermiuado por dicho r.alor.
Como esta vez

T : Aut(G) x B = lzf pZ'). x. Sa

por la proposlción 2.1. Donde a e (.2lpZ). act,í14 llevarldo un vector qcnera-

dor (c1. c2. ca. ca) a (a .i. a ' c2. a ' ca. a ' ca).

Nuevamente utilizaretnos 1a fórmula

l0/rl: #Dtr*.1.
' '<€T

69 D! »\7r- 9\
g":-ELú;; ir iErüs¿i: t

(,.
\o¡ cut9
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Si o € ,9a y a e (Z,lpZ)- ,Ia acción se deflne como

(a. o) (.ct. t :2. C3, Ca ) : (a, . c"t.t). a . (:o(2.). o. . (:o(i). o. r:"1a1 ) e O.

Luego. separando cn (.asos se r io¡p.

. Si a : id la accion es:

(a. o)(c1. c2.r.".cl: (a . 11. a.c2.a.ca.o.ca).

quedando fijo sóIo si a: 1. pcro claramente todos 1os elementos de e
quedan fijos por (i,d. id'). es decir (p - t)(p - 2)2 + (p - l)2.

. Si o : (1.2) se tiene:

(a,. o)(c1. c2, ca. ca) : (a. c2. a. q.a. ca. a. ca).

para que quede fijo. a debe ser 1. luego c1 : c2 J' c3 I -c, - c2. por 1o
tanto har. (p - l)(p - 2) elementos de 0 fijos por (1. (1.2)).
Análogamente para los denrás elerneutos tle orden 2 de ^ga. Lucgo 1a
contribución de 1os eleurentos de la forma (1. o). rron o un 2-ciclo. es
a@-t')(p-2).

' Si o : (1.3.2) tenemos que:

(a. o)(c1. c2. e. ca) : (a. c4. a. (r. a. c2,a. c.1),

eutolces para un punto fijo. se tie[e q : a. c.¿ : cL2 . cz : a3 .ct ].
a. cq : c4. luego rl : 1. Si elegimos c1. el vector queda totalmente
determinado. pues c4 : -3c1. Por lo tanto hay (p - 1) elementos que
quedan fijos por }a acción de (1, o).
Corno ha-r'8 elcmentos de ^91 de orden 3. la contribución cle los elemen-
tos c1e ia forma (a, o). con ]o - 3 es E(p - 1).

' Si o : (1 2.3.4) querelros que:

(a. o)(c1, c2.ca. r:.a) : (a.c2,a.ca,a.ca.o.c1)- (c1, c2,ca,ca),

luego c1 : a. c2: a2 . c3: a3 . c4:0,4 .c1, po1. 1o tanto (a.o) clei a
fijos los elementos de Q si v sólo si o,4 : 7. a € Zly.,Z. cs decir. tietre -l
soluciones si p: 1 (mód 4), de 1o contrario tiene só1o clos.
Si a : 1. ettonces 4.c1 : Q. pero ni c1 ni .1 dir.iden a p. por 1o ta¡to
¿z : 1 no hav puntos frjos. \,Iientras clue sl a : -1 el vector es de la
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forma (c1. -.r. cr. -cr). por Io tanto ha,\. p - 1 eiemertos fiios.
Ahora contemos cuántos \¡ectores quedan fijos por los elemento-s tales
que a1 - 1. a I .11. Értnr.on cie la forma (ct.a.q.a2.c1.a3.c1). por
1o ¡anto (1 + o + a2 + a3) cr : 0. Como el r,.ector queda totaimen¡e
determinado por cr. entonces ha¡- (p - 1) elementos de Q. por cada a.
cpe quedan fijos por la. acción de (a. o). Análogamerrte para todos los
elemenlo de ^9a de orden 4. es decir. har' 18(p- 1) elementos (contando
lepeticiones) de 0 frios por dichos elementos. si p : 1 r'r.r 'O a) t' 0(l -
1) (contando repeticiones) en caso contrario.

¡ Si r¡ : /tr)l3-Ll

(.a. o)(cy. (:2. ca. cl) : (a.c2.a -(\.a.c4.a.q'): (c1.c2.ca.ca)

entonces ct: a'cz: a2 ' ¿11, por 1o quc 02 dcbc Ser igual a 1. luego
a : t1. Si a: 1 el vector debe ser de la forma (c1.c1.ca. ca) por lo
tanto hal' p - 1 posibilidades para cr. mientras que .r3 : -c1. Err eI

caso de a:1 el vector de Ia fbrrna (c1. t:7.c2,-c2) por io tanto ha¡.
p - 1 posibilidades para e -\, p - 1 para c2.

Además hav 3 elenlentos de esta forma. Luego Ia cc¡ltribució¡r es 3(p -
1)+ 3fu - i)2.

Por lo tanto para p > 3

/
o/.. _ j +T! sip-1 (mód4)., , 

I ".,"í. sino

Es decir. ha¡. sólo una acción nóc1u1o equiralencia topológica si p : 3. .i
p : 1 (mód a) ha1, ú1ff! acciorles ropológicar:rente no equiralentes. uricn-

tras que t ul.' C*É en otro caso. n

Ai igual que en eI caso anterior, tenentos que

Corolario 3.2. Si G o ZipZ actúa con firma (0:p,p,p,p). entonce,s ha¡'
(p2 + 6rt + 17)/24 acciones no confo¡ntentente equivalentes si p = 1 (móc1 4)

)' hat' (p2 +6yt+5)12.a en caso de que p = 3 (mód 1). p > 3. )'ha,r' sólo una
sip:3.

Este resultado es parte de 1o obtenido en 125], pero por medios diferentes.
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Rutina

4.L. Rutina
Se han implementado las acciones del grupo de trenzas y los automor-

fismos mostrados en e1 Capítulo 2 en el sistema algebraico computacional
de código abierto SAGE, donde el paquete necesa.rio se encuentra disponible
en https://sites.google.com/a/u.uchi1e.c1/pol1'gons/ que ha sido desa¡roila-
do por e1 cotutor de esta tesis, Profesor A. Behn.
Esta rutina nos permite saber cuántas acciones topológicamente distintas
hay para un grupo y una firma dados. Alternativamente se pueden dar e1

grupo y el género sobre el que actúa, obteniendo una lista de las firmas
posibles, dadas por la ecuación de Riemann-Hurwitz (1.1) y poder trabajar
con dicha lista. Primero encuentra los vectores generadores, Iuego calcula las
órbitas por los automorfismos del grupo y luego las órbitas por la acción del
grupo de trenzas. Adem¿1s escoge un representante de cada clase.

Ejemplo 4.1. En este ejemplo se muestran algulros de los comandos imple-
mentados en SAGE para e1 Ejemplo 1.3, donde se ca.lcula un vector genera-
dor.
Primero definiremos eI objeto G como el subgrupo de,5ro isomorfo al grupo
cíclico de 10 eler¡entos. Adem¿ís buscamos Ia lista de firmas posibles para Ia
acción del grupo G en superficies de género 2. Esto se obtiene de Ia siguiente
manera:
sage: G=Cycli cPermutat ioncroup ( 10)
sage: A=sugge st-s ignatures (G,2)
§d.Be . rl
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cuyo resultado es la lista:
sage: [ [10, 5, 2JJ

es decir, existe só1o una firma para dicha acción en superficies de género 2.
Esta rutina ordena la frrma de mayor a menor paxa evitar repeticiones.
Pero queremos conocer las órbitas del conjunto de vectores generadores por
Ia acción de Aut(G) x 6, lo cual se encuentra mediante el comando:
sage: L=f ind-generator-representat ives (G, A [0] )

Para sabe¡ cuántas acciones topológicamente distintas hay y más arh, cuáIes
son representartes para cada una de 1as órbitas, basta con escribir:
sage: print 1en (L)
§d.Bc. ¡J

donde el prograJna tros entrega
sage:1
sage : [ [(1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 10), (1,5, 9, 3,7) (2,6,70,4,8),
o ,6) Q ,7) (3,8) (4, s) (s , 10) I l

Recordemos que SAGE nos entrega Ia representación permutacional de los
elementos del grupo cíclico de orden 10.

Ejemplo 4.2. .\hora mostramos el ejemplo 2.1 de la sección 2.3.
sage: H=Cyc1i. cPermutat ioncroup (2)
sage : K=CyclicPeroutatiooGroup (4)
sage : D=direct*product_permgroups ( [H, KJ )
sage : L=f ind-a1l-generators(D, 12,2,4, 47)

Este último comando encuentra todos los posibles vectores generadores para
un grupo y una frrma dados.
sage: print len (L)
sage: print len (Represent at Íves (L) )

mientras que de este último conseguimos 1os representantes de las órbitas
por la acciór de Aut(G) x 6, pero esta vez dependiendo de 1a lista de vec-
tores generadores. Obtenemos

sage: 3

Luego el número de acciones topológicamente no equivalentes es 3.
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4.2. Aplicaciones

4.2.1. Séxtica de Wiman
Segrin el grado, se sabe que la curva de Fermat r" + y" + z' : 0 es

la curva algebrica no singular más simétrica 120] excepto para grados 4 y
6 donde 1o son 1a cu¿í¡tica de Klein r3g + gaz I z3r :0, de género 3 y Ia
séxtica de Wiman

]]rz 93 + 9(r5 + g5)z - 45r2g2 z2 - 1,35ry za * 2T z6 : O,

de género 10, respectivamente.
trn 112] queda abierta la siguiente pregunta: ¡.Ia superficie de Riemann com-
pacta de género 10 más simétrica, es isomorfa a la séxtica de Wiman? Para
contestar dicha pregunta primero vemos que e1 orden de G, grupo que actúa
en género 10, está acotado por:

lcl<Ba(e*t),
es decir, el orden de G es menor o igual a 756.
Hacemos un l-ista con el orden de los grupos que actúan en género g: 1Q,

verificando si existe una firma para Ia cual la ecuación de Riemann-Hurwitz
1.1 se satisface con ?:0. Luego vemos cuales son los ordenes de los grupos
que actúan:
sage: L= []
sage: for k in ralge(1,757):
sage : t=riemann-hurr^ritz-given-gamrna (ZZ (k) , 10 ,0)
sage: if t!=[]:
sage: L. append(k)

de donde obtenemos la lista L
sage: f2, 3,4,5,6, 8, 9, 10, 11, 72, L4, 15, 16, L8,20, 21,,
22, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 33, 35, 36, 38, 40, 42, 44, 45, 48,
50, 52, 54, 56, 57, 60, 63, 70, 72, 76, 80, 81, 84, 88, 90, 96,
104, 108, 174,720, t26,732, 135,744,762, 168, 180,2L6,270,
324, 360, 432, 756)

Sabemos que eI grupo de automorfrsmos de la séxtica es ,46, que tiene orden
360, pero la lista nos entrega dos ordenes mayores que 360, estos son 432
con fi¡ma (8,3,2) y 756 con firma (7,3, 2) actuando en género 10.
Pero además queremos saber cuales son los grupos que actúan, para eIIo
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usamos el identificador del grupo (ID), uiilizado para organizar los todos
grupos de un cierto orden (SmallGroup). En este caso h.ay ZZS grupos de
orden 432 (esto se puede obtener de un comando en GAP, otro sistema
compuracional)
sage: for k in range(1,776):
sage: if k 7.1==0:
sage: if suggest_s ígnatures (SnallGroup (432, k) , 10) !=ll:
sage: print k, suggest_s ignature s (SmallGroup (432, k) , 10 )

obtenemos 7341[8,3,2]], por 1o tanto el SmallGrou,p(412,T94) actúa en géne-
ro 10 con firma (8,3,2). Mientras que para orden 756 no hay ningún grupo
que actúe. Luego Ia respuesta a la pregunta planteada es NO, en género 10
hay otras superficies compactas con más automorfismos que la séxtica de
Wiman.
Más aún, e1 grupo de orden 432 actú,ade 6 formas topológicamente no equi-
valentes, 1o que se obtiene al escribir:
sage : f=f ind-ger.erator_representat ives (SnaltGroup (432 ,7Z4) , @ ,Z ,21)
sage: 1en (f )

4.2.2. Tabla de Acciones en género 5

En esta sección encontra"mos los grupos que actúa[ en género b con co-
ciente total de género 0 y cantidad de acciones topológicamente no equiva-
lentes en cada caso, 1o que agrupamos en la siguiente tabla.

SmallGroup ID Firma No de accioires
topológicamenle no equir.alentes

(2, 1)

(3, 1)

(4, 1)

(4, 1)
(.4,2)
(6, 1)

(6,2)
(6,2)
(o. z)
(6,2)
(8. 1)
(8 2)

(.2")
(3')

(41, 2. 2)
1-1 I ?5 1

(2')

(6')
(6. 3. 3, 3. 2)
(6, 6, 3. 2 2)

rRR4?)
(1')

1

1

2

1

4

1

1

1

1

1

2

4
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SmallGroup ID Firma No de acciones
topoiógicamente rro equiYalentes

(E.3)
(8,3)
(8.4)
(d bl
(10, 1)
(10.2)
(11 1)
(12, 1)
(1t )\
(12,3)
(12,4)
(1) t\
(12,5)
(15.1)
(16. 3)
(16.5)
(i6.6)
(16. 7)
(16.8)
(16, 10)

(16,11)
(16, 1i)
(16. 13)
(16. 14)

(20. 1)
lrn 9\

(20.1)
()) )\
lj+. i I
(24. s)
/r¿ o)

(21.12')
(24. 13)

(24. 13)

(24, 11)
(30, 2)
(32.2)
(32.5)

(t I ) ) 
'\/.1 r o o o\' ' 

(2u)

(4')
(2u)

(5, 2')
(10, 10, 2, 2)
( 11. 1 i. 11)

(4, 1. 3, 2)
(12, 12, 6)

(3')
(6 6. 2, 2)

(3 24)

(6, 6, 2, 2)
(15, 15 3)
(t I ) )\
(s 8, 4)
(8. 8 1)

() , , ) )\
(4. 4.2.2)
/r ¿ ) ,)
(t I ) )\

( 2')

( 2u)

(10,4.4)
r2n ,n ,\
/rnr)r\
(22. tt,2)
(6. 1, 4)

ta,),,\
/1, r, ?\

(3,3,2,2)
(6.6. s)

(G)))\

(15. 6. 2)
(4.1, 4)
(8,8. 2)

5

1

5

1J

1

1

2

1

1

3

1

2

.)

1

8

3

2

3

3

72

5

10

E

26

1

1

1

1

2

1

1

3

4

2

3

1

1

3

Z-.rxo oi\
i'ü'o;:- ?)
'Í lfut¡6 7
* I 14 ¡rtr; -¡x/\q -. .,i
S.r'tej
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SmallGroup ID Firma No de acciones
topológicamente no equivalentes

(32.7)

\JZ. tt)
(32, 28)
(32, 43)
(40, 5)
(4E. 14)

(48. 30)
(48.18)
(4E. 4e)
(60, 5)
(64, E)

(64, 32)
(80, 4s)
(e6,3)

(e6, ie5)
(120. 35)
(160,234)
(1e2, 181)

(4. 4. 1)
/lRrl

lt , ) )\
(t ) ) )\
1,1 , ) )\
l)^ t )\
lt) 1 )\

fcrr9\
(6,6.2)

/R¿')
¡R 4 ?)

(5.5.2)

(6 1.2)
(10. 3. 2)

15 ,1 2)

(8. 3. 2)

1

4

8

I
5

1

1

4
4

1

1

1

1

1

.)

1

1

1
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