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Resumen

Mediante el uso de la informacién entregada por el vector generador
asociado a la accion de un grupo G sobre una Superficie de Riemann S, es
posible clasificar topolégicamente dichas acciones de manera algebraica [3].
Mostraremos las condiciones que deben satisfacer los vectores generadores
de forma que determinen acciones topolégicamente equivalentes [26].
Implementando dichas acciones en el programa SAGE, fue posible dar una
clasificacién de las acciones de grupos en superficies de género cinco, cuya
superficie cuociente es de género cero.

Por otro lado, usando que en ciertos casos equivalencia topolégica v analitica
coinciden {7] se reobtienen resultados para familias de ejemplos [21], [25].
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Abstract

Using the information given by the generating vector associated to an
action of a group G on a Riemann surface S, it is possible to classify these
actions topologically with algebraic tools [3].

We will show the conditions on the generating vectors needed to determine
the topological equivalence of the actions [26].

Implementing these actions in the SAGE program, it was possible to give a
classification of group actions on surfaces of genus five with total quotient
of genus zero.

Moreover, using that the topological and analytical equivalence coincide in
some cases [7], we reobtain a part of the results in [21], [25].



Introduccion

En el estudio de las Superficies de Riemann compactas, es interesan-
te saber cuando dos acciones de un grupo G sobre una superficie son to-
polégicamente equivalentes, pues esta clasificacién nos permite entender,
por gjemplo, propiedades del espacio de moduli M,, donde g es €l género de
la superficie.

Existen diferentes objetos que se pueden asociar a una accién de un grupo
finito G en una Superficie de Riemann S. Una de ellas es la firma ( [9], [2])
asociada a la accién. Se sabe que acciones topoldgicamente diferentes pue-
den corresponder a firmas iguales. Es decir, si bien este concepto captura
informacién geométrica, no sirve para clasificar acciones.

En este trabajo utilizaremos el concepto de vector generador correspon-
diente a la accién. Tal vector es una tupla de elementos de G que lo generan
y satisfacen ciertas condiciones que dependen de la firma, detallamos estas
condiciones en la seccién 1.1. Estos han sido utilizados para distinguir clases
de acciones topolégicamente diferentes [3], [16], [26], [4]. Una forma de ha-
cerlo es estudiando el equivalente Fuchsiano de G, esto es, la accién de G en
S determina un homomorfismo epiyectivo ¢ : I' = G donde T es un grupo

fuchsiano y su kernel no tiene torsién.

Nos concentraremos en el caso en que el género de la superficie cuociente
S/G es cero, donde mostraremos que la accién del grupo de trenzas y la
accion de los automorfismos de GG, en el conjunto de vectores generadores,
determina equivalencia topoldgica, de este modo, basta ver si dos vectores
generadores estan en la misma drbita por la accién del grupo de trenzas
para saber si son equivalentes (médulo automorfismos de @), pasando de un
problema topolégico a uno algebraico.

El hecho que acabamos de mencionar nos permite ademés implementar




las acciones expuestas en el programa computacional SAGE.
Esta tesis se organiza de la siguiente manera:

En el Capftulo 1 se dan las definiciones necesarias para entender el proble-
ma. Sin embargo, esta tesis va dirigida a personas que ya cuenten con conoci-
mientos basicos de la teorfa de Superficies de Riemann, por lo que su defini-
cién no se da. Esta y otras definiciones se pueden encontrar en [18], [9], [11],
entre otros.

En el Capitulo 2 se desarrolla la accién del grupo de trenzas en los vec-
tores generadores, que estda dada por la accién del grupo de trenzas esférico
en el espacio de Hurwitz asociado, pues este grupo es el grupo fundamental
del espacio de configuracién, es decir, es el mapping class group de la esfera
con una cantidad fija de puntos marcados.

En el Capitulo 4 se describe como es posible implementar lo anterior
usando el programa SAGE, en donde se encuentran ejemplos de los coman-
dos basicos desarrollados.

Como aplicacion del método se recuperan parte de los resultados de [21]
v [25] respecto al nimero de acciones topolégicamente no equivalentes de
grupos de orden p actuando con 3 y 4 puntos fijos (ver Capitulo 3). Ademass,
como aplicacién de la rutina en SAGE, se responde a una pregunta plantea-
da en [12] respecto a las superficies de Riemann de género 10, automorfismos
y la séxtica de Wiman.

Finalmente, en [3] Broughton clasificé todos los grupos, médulo equiva-
lencia topoldgica, actuando en género 2 y 3, mientras que en [14] se hace la
clasificacién para género 4. En esta linea, la tiltima aplicacién que desarrolla-
mos es un listado de todos los grupos que actiian en género 5 con cuociente
de género cero y la cantidad de acciones topoldgicamente no equivalentes
para las firmas encontradas.



Capitulo 1

Definiciones y Teoremas
Basicos.

En este capitulo definiremos algunos de los conceptos, propiedades y
resultados bésicos que nos permitiran plantear el problema en cuestién.
Ademaés se incluyen ejemplos concretos que ayudan a entender la teoria
expuesta.

1.1. Vector Generador

Sean S una superficie de Riemann de género g > 2 v G un grupo, defi-
nimos lo siguiente:

Definicién 1.1. Diremos que un grupo G actia en S, si existe un mono-
morfismo de grupos
£: G — Aut(S),

donde Aut(S) es el grupo de automorfismos holomorfos de la superficie.

Observacion 1.1. La cardinalidad de G es finita para g > 2, de hecho se
conoce la cota de Hurwitz para el orden de Aut(S5)

JAut(S)| < 84(g —1).

Definicién 1.2. [11] Un grupo Fuchsiano es un subgrupo discreto de
PSL(2,R).

Proposiciéon 1.1. Sea G un grupo actuando en una superficie de Riemann
Sy p un punto en S. Si G, es finito, entonces G, el estabilizador del punto
P, es un grupo ciclico.
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Proposicién 1.2. [18, Cor.3.5] Sea G un grupo finito actuando sobre una
superficie de Riemann compacta S. Sea p € § un punto con estabilizador
no trivial de orden m. Sea g € G, un generador del estabilizador. Entonces
existe una coordenada local z € S centrada en p tal que g(z) = Az, donde
A es una rafz primitiva de la unidad. Para algin gy € G, tenemos que
A = exp(27i/m)

Sea S una superficie de Riemann compacta v el grupo G actuando en ella.
Denotamos por {Py, ..., P,} C §/G al conjunto discreto de puntos rama de
la proyeccién 7 : § — S/G. Para cada i, fijamos p; € 7 Y P;). Tenemos la
siguiente definicién:

Definicién 1.3. Sea G grupo actuando sobre una superficie compacta S,

definimos la firma o signatura como la tupla (v;m,, . . . s M), con 7 el género
de la superficie cociente S/G y m; = |G|, el orden del estabilizador de pj-
En el caso de que v = 0 escribiremos (my, . . ., my).

Con la notacién anterior, y llamando ¢ al género de S, tenemos una
presentacion adecuada a este contexto de la férmula de Riemann-Hurwitz
[18, Thm. 4.16],

g ® | i 1
W_(zf 2)+§1(1 mj). (1.1)

Definici6én 1.4. [18, Def. 2.2] Una (2y+4r)-tupla (ai. by, . . ., s Dy Oy 2 5 sq B3] €
G?7*7 eg llamada un (v;ma, ..., m,)-vector si

-

I Tie:. 5] ch =1 (1.2)

g=1

&5l = my;, (1.3)
es decir, el orden de ¢; es W
Ademds diremos que es un (y;my,....m,)-vector generador si el conjunto
{a;. b;, ¢;} genera G.

1.2.  Acciones Equivalentes

Como en [3, Def. 2.1] definimos lo siguiente:
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Definicién 1.5. Diremos que las acciones €1,z de G en S son topoldgica-
mente equivalentes si existe € Aut(G) y h en el grupo de homeomorfismos
que preservan orientacién Homeo™(S) de S, tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

El{g) S

A

)S

S
a
5

ea(P(g)

|

Sih € Aut(S), entonces diremos que =y, €5 son conformemente equivalentes.

Observacién 1.2. Se puede dar una definicién completamente andloga pa-
ra acciones topologicamente equivalentes considerando acciones de G sobre
distintas superficies, pero del mismo género.

Proposicién 1.3. [4, Corolario 2] Dos acciones £; v &2 en S son conforme-
mente equivalentes si y sélo si £1(G) v £2(G) son conjugados en Aut(S).

Existen acciones que son topoldgicamente equivalentes, pero no confor-
memente equivalentes.

Ejemplo 1.1. [8, Observacién 1 pag. 283] Tenemos la siguiente familia de
curvas de género 3

Xy i P =z(2® = D)(2® - X)) (2? — 172,
con A€ C, \+#0,1y \# +1++2. La clausura provectiva de X, es decir,
V?Z° = X(X? - Z°)(X? - N Z%)(X? — 27227,

tiene una singularidad en Py, = [0 : 1 : 0]. La curva, en una carta de P,
tiene una expresién de la forma z” = 2°, por lo tanto es una singularidad de
tipo (5,7) monomial. En consecuencia, (ver [18, Lema II1.2.8]) se resuelve
agregando un punto P, con carta (U, : U — V, para un abierto U de P.)
dada por @(z, 2) = %272, con inversa 1(s) = (s°,57).
Para j € {1,2} consideremos las acciones

g5t Z/AZ — Aut(X))
1!—)-’7':,:,
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donde 7 (z,y) = (—z,%y) y m(z,y) = (1/z,iy/x*). En P, las funciones
T1 ¥ T2 se extienden de manera que n[X 1 YV : Z] = [-X : Y : Z] ¥
(X Y : Z]=[ZX?:iY Z? : X*]. Obteniendo

TP} = Psy
PQ(O'- 0) = Poo
T9(Poo) = (0, 0).

Calcularemos en detalle el segundo caso.

Como la expresién dada para 7o no estd bien definida en [0: 0 : 1] debemos
estudiar como es la curva cerca de (0,0) v representar 7, en dicha vecindad.
Como la derivada parcial de f con respecto a x no se anula, tenemos que
z = h(y), con h funcién analitica, con h(0) = 0 v ademas, por el teorema de
la funcién implicita podemos calcular h/(y), que en 0 se anula, luego tiene
orden 2, es decir, h(y) = y*k(y), con k(0) # 0.

Asf, en una vecindad de [0, 0, 1]

k() y, 1] = [2(®)® iy : h(y)*] = [h(y)%/yi: 1 : R(y)*/yi]

Luego 5[0 : 0 : 1] = [0 : 1 : 0]. Para 7y los puntos p = (0,0), P, tienen
estabilizadores de orden 4. Mientras que (+1,0), (£A,0), (£1/,0) tienen
estabilizador de onden 2, pero (z,0) y (—z,0) estdn en la misma {r;)—6rbi-
ta, por lo tanto (r1) actda con firma (0;2,2,2,4,4)

Para 75, los puntos (1,0) y (—1,0) tienen estabilizador de orden 4 y no estén
en la misma (75)—drbita. Asi obtenemos hasta ahora, dos puntos rama en
X,/ {m). Diremos que estos puntos son de tipo 4.

Para encontrar los puntos con estabilizador de orden 2, queremos que
(z,y) = (z,—y) = (z,9), luego y = 0y z = 0, £, £}, pero (), 0)
estd en la misma {r,)—orbita de (1/X,0), as{ mismo (—A, 0) estd en la misma
érbita de (—1/A,0). Ademas es ficil ver que el punto oo tiene estabilizador
de orden 2, de hecho 7 es la involucién hipereliptica, y Py esté en la érbita
de (0,0) por 79, obteniendo asf el 1iltimo punto rama de tipo 2. Por lo tanto
(T2} actia con firma (0;2,2,2,4,4).

Si escribimos Z/4Z = (np : n* = 1) los vectores generadores son
A3t nnY) y (0%, %, 1%, n,m), respectivamente (para més detalles ver
Observacién 1.3), pero més adelante veremos que las acciones asociadas a di-
chos vectores son topolégicamente equivalentes (ver Proposicién 2.1), mien-
tras que en [5, Teorema 1] se muestra que £1 y £; no son conformemente
equivalentes, pues corresponden a subgrupos no conjugados en los Aut(X}),
articulo donde ademas se obtiene la equivalencia topoldgica de estas acciones
por otros medios.
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Observe que en [3, Tabla 5], Z/47 aparece con una sola accién para esta
firma en género 3.

Ejemplo 1.2. [5, pag. 956] Considere la familia de curvas de género 3
Xyt ¥ =(z* - Dt - 1Y,

con A € C, M #£ 0, 1. La clausura proyectiva de X, tiene una singularidad de
tipo (6, 8), por lo tanto se resuelve agregando dos puntos, que llamaremos 00,
e 00p. Omitiremos detalles, pues el procedimiento es anélogo al del ejemplo
anterior.

Considere las siguientes funciones:

1 2y
’UJ(ﬂf-’y) = EEZ 3

v(z,y) = (:z:exp (%) ,y) ;

s(z,y) = (é y_/\z) :

r' x4

Se tiene que Aut(X,) = (u?) x (v?s) & Z/2Z x D4. Luego la superficie
admite dos acciones de Z/27 x Z/27Z, éstas son

Hy = (20" = {(2,), (@, —9), (~2,9), (2, ~)},
= o) = {0, (250) (2 225) )

Donde la funcion s se extiende de manera que s(oo;) = (0,A?),
s(oog) = (0,—A?). Note que la érbita por Hy de oo, tiene 4 elementos (es
decir 0o; no es punto fijo para H,).

Todos los subgrupos no triviales de ambos grupos son de orden 2. Para el
primer caso, los puntos fijos de (z, —y) son tales que y = 0, pero sélo 4 de
las 8 soluciones estdn en orbitas distintas por la accién de (—z,y). Si ahora
estudiamos el subgrupo generado por (—z,y), entonces hay dos soluciones
correspondientes a una érbita por la accién de (z, —y), mientras que el grupo
generado por (—z, —y) fija 0oy e 009, que son equivalentes por la accién de
(z,—y). Por lo tanto, hay seis puntos no equivalentes con estabilizador de
orden 2. Luego la firma para H; es (0;2,2,2,2,2,2)

Ahora estudiando la accién de Hs, para (z, —y) hay sélo 4 puntos en érbitas

distintas, esta vez por la accién de (A/z, yA?/z*). El generado por (A /z, yA%/z?)
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tiene 4 soluciones, pero en el cociente consideramos sélo dos de ellas, pues
estan en la misma dérbita por la accién de (z, —y). Finalmente el subgrupo
generado par (A/z, —yA?/z*) no tiene puntos fijos, dado que A* # 0, 1.
Usando que la superficie X, es de género 3, por Riemann-Hurwitz tenemos
que el género de la superficie cociente es (0, ademads sus firmas coinciden, es
decir, H, y H, actia con firma (0;2,2.2,2,2,2).

Las acciones son topolégicamente equivalentes, pues para ambos casos la
situacién general es G = (n) x {(u) = Z/2Z x Z/2Z, por lo que el vector
generador es (1,7, t, i, i, 1), médulo un automorfismo de G.

Por otro lado, las acciones inducidas por los subgrupos H; v H> no son
conformemente equivalentes, pues sélo H; es normal en el grupo de auto-
morfismos de la superficie, mientras que Hs no lo es, luego no son conjugados
en Aut(X,), por Prop. 1.2, éstas no son acciones analiticamente equivalentes.

Es interesante poder determinar cudndo existen ambos tipos de equi-
valencias, pues podemos pasar de un problema analitico de clasificacién a
uno topoldgico que, como veremos mas adelante, se traduce en un problema
algebraico. En esa direccién se conoce el siguiente resultado:

Proposicién 1.4. ( [7, Teorema 1])Si el grupo de automorfismos de una
superficie S, Aut(S), contiene dos automorfismos 71, 75 ambos de orden p,
primo, tal que las superficies cocientes S/(7;), ¢ = 1,2, son isomorfas a la
esfera de Riemann, entonces (r1) v (r2) son conjugados en Aut(S).

Esto ocurre pues los grupos generados por 71 y 7 estdn contenidos en
un p-grupo de sylow, no necesariamente el mismo, pero dos grupos de sylow
siempre son conjugados. Existen dos posibilidades, la primera de éstas es que
el elemento que conjuga a los p-grupos conjuga los subgrupos de orden p, en
cuyo caso tenemos un elemento que los conjuga, luego son analiticamente
equivalentes. De lo contrario, sabemos que existe un elemento p € Aut(S)
tal que pom op~! = 7] estd en el p-Sylow que contiene a 73, pero {1]) # (7)),
pero por [7, Prop. 1.8] tenemos que 7§ y 72 son conjugados, luego 71 y 7
también lo son.

Ademds, si las acciones son topoldgicamente equivalentes, tenemos dos
cubrimientos de P! del mismo tipo, esto es, resultado [7, 2.3], obteniendo
las hipétesis de [7, Lemma 1.6]. Por lo tanto, se cumplen las hipétesis de
la Proposicién anterior, lo que implica que son conjugadas en el grupo de
automorfismos. Luego tenemos el siguiente resultado:
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Corolario 1.1. Si el grupo de automorfismos de una superficie S, Aut(S),
contiene dos automorfismos 71, 75 ambos de orden p primo, tal que las su-
perficies cocientes S/(r;), ¢ = 1,2, son isomorfas a la esfera de Riemann,
entonces. (11) y (r2) son analiticamente equivalentes si y sélo si son topoldgi-
camente equivalentes.

En la seccién 2.1 se detalla la relacién entre vectores v acciones equiva-
lentes, lo que permite pasar, como se dijo, de un problema topoldgico a uno

algebraico.

1.3. Teorema de Existencia de Riemann

Existen varias versiones (ver [26] para mds detalles) del siguiente teo-
rema, aqui lo presentaremos segin la notacién vy definiciones vistas en este
trabajo.

Teorema 1.1. (Teorema de existencia de Riemann) Sea G un grupo
finito de orden n, g > 2 y r > 0 nimero natural. Entonces existe S superficie

de Riemann de género g, donde G actia en S con firma (v;my,...,m,) si
y sblo si la ecuacién de Riemann-Hurwitz (1.1) se satisface y G tiene un
(y;m1, ..., my)-vector generador (ag, ..., Gy, b1,... by, Cryeet o)

Demostracién. Supongamos que existe una superficie S de género ¢, donde
G actia con firma (y;my,...,m,) entonces se satisface la ecuacién (1.1) por
Teorema de Riemann-Hurwitz, para el cubrimiento 7 : § — S/G.

Si g > 1 por el teorema de uniformizacién existe (A, p) cubrimiento universal
de la superficie, con p la proyeccién p: A - S, A={z€ C : |z] < 1}, €
disco unitario, y I'p < Aut(A) tal que

1. §= A/T,.

2. To = m(5), por lo tanto es un grupo sin torsién y actiia propiamente
discontinuamente en A.

Ademés G actia en S con firma (v; mq,...,m,), por lo tanto el cubrimiento
asociado w : § — S/G le corresponde I, subgrupo de los automorfismos
del disco, conteniendo a I'g v tal que ['( ATy G = I'/T. Esto define un
isomorfismo entre S/G y A/T', luego G actia discontinuamente en S, pues

I" lo hace en A.
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Se define p* : I' — G epimorfismo tal que el siguiente diagrama es conmuta-
tivo
A—2 A

|
s P (g) S
es decir, pog = p*(g) o p, con g € T y ker(p*) = T.
El cubrimiento holomorfo A — A/I" ramifica en el conjunto {gi, ....g} con
multiplicidad m; en g;, 2 € {1,...,7}.
Luego I' tiene una presentacion

i %
I'= <O‘{11511"'O£'Y1'6’)‘761:"'151” : 5?[”1)""6:1711 H[a7*gﬁ]H5‘7>a
1 =1

=

con a;, 3;, 6; € Aut(A), (|9, Teorema IV.9.12]).

Ya que I'y es un grupo sin torsién, basta aplicar p* a los generadores de I’
para obtener el vector generador (ay, ..., Gy, b1, ., by, C1y0nnyC0).
Inversamente, consideramos el vector generador (a1, ..., @y, b1, ..., by c1 .0 c0).

Sea M una superficie de Riemann de género v y B un conjunto de r Ipuntos
distintos en M y sea ¢ € M \ B punto base, entonces

Trl(ﬂd' ~ B.q) = <O!1,_/31, # .(17,/37,611 ¥ g 57" p H[Q'Lﬁt] H55> .

Si definimos p : @ (M ~ B,q) — Sp, n = |G|, de manera que o; — ¢(a;),
Bir o(b;) y ;= dle;) coni e {l,...,v}, 7€ {1l....,r} v ¢ la representa-
cién de GG en el grupo de permutaciones de n elementos, es decir, ¢ : G — S,
es la representacién regular.

Dado que la imagen de p es un subgrupo transitivo de S, pues m (M ~ B, g)
actlia transitivamente sobre las fibras, existe un cubrimiento f : § — M, de
grado n, cuyos puntos rama estian en B.

Como

w1 (M ~ B, q) _m(M~ B,q)
fu(m (S~ f~1(B).p)) ker(p)
G actia sobre S y S/G = M, con f cubrimiento que ramifica en B =

{q1,...,q+} v como €l género de M es y por la férmula de Riemann-Hurwitz
tenemos que el género de S es g. O

Gal(S/M) =

>~ Im(p) = G,
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Observacién 1.3. Dada una accién concreta de un grupo G de orden n en
una superficie S con firma o = (0; my, ..., m,) se puede encontrar un vector
generador de la siguiente manera (para més detalles ver [19], [10]):

= Primero fijamos notacién para

2mi/m

Cm=f°

]

en particular nos interesan estas raices primitivas param =ny m =

m; = |G;].

» Identificamos los puntos rama Pi,...,P. € S/G de la aplicacién
7:8—=5/G.

= Escogemos un p; € 771(P;), con j = 1,...,r. Llamaremos G; el esta-

bilizador del punto p;, su orden es m; (especificado en la firma).

= Construimos la representacién n; : G; — C* dada por la accién de G en
una vecindad de p;. Esto es, si g € G, tenemos que g~! es localmente
z = (%, por Prop.1.2 para algiin entero s. Luego existe un g; € G,

tal que 7;(g;) = ()™ = (i,

= Escogemos dicho g; € Gj; es decir, un elemento de G; tal que n;{g;) =

G-
» Finalmente el vector generador asociado a dicha accién es (g1,...,g,).

Expliquemos brevemente la conexién entre vector generador y grupo fun-
damental, es decir aquella explicada en la demostracién del Teorema 1.1.
(existencia de Riemann).

El grupo fundamental I' de la superficie S/G\{Fy,. .., B}, consideramos
S/G de género 0, tiene una presentacién de la forma

P*<61,....’6T : ﬁ53=1>,

Jj=1

donde los elementos §; corresponden a pequefios lazos orientados positiva-
mente (contrarreloj) en torno a P;, j = 1..r.

Segiin la demostracién del Teorema 1.1, el cubriente 7 : § — S/G co-
rresponde a un epimorfismo p* : I' — G, v un sistema de generadores de T
que satisfagan la presentacion anterior, para los que tenemos p*(d;) = gy
Fisto explica por qué se debe tomar para 7); la representacién local de 95 %
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pues la operacion en I es la concatenacién de curvas v para que el morfismo
p* determinado por d; — g; sea un homomorfismo, debemos considerar la
expresion local de g;° L,

Ejemplo 1.3. Considere la curva hipereliptica
S={(z,y) € C?®/f(z,y) =y* —z°+1=0}.

Vemos que ésta es un curva algebraica afin suave, cuya superficie compacta
asociada S es de género g = 2.

Sea G, = (¢(z,y) = ((sz,—y)) con ¢ automorfismo de la superficie de
Rlemann Sy (5 = e?™/b,

Es facil ver que G, ~ Z/10Z ~ G = (¢ : ¢! = id), G. es subgrupo
de los automorfismos de S, luego X = S/G es una superficie de Riemann
compacta.

Para saber donde la proyeccién 7 : S — S/G ramifica, buscaremos los
puntos de estabilizador no trivial, considerando que |G,| = 2,5 o 10 pues el
estabilizador de un punto es un subgrupo ciclico de G.

Primero buscamos (20,%0) € S tal que su estabilizador sea un subgrupo de
orden 2, generado por ¢°(z,y) = (z,—y), es decir yo = —yo, luego yo =0y
de la definicién de la curva es necesario que =3 = 1. Por lo tanto, |G,| = 2
para pp= (€5, 0), 1 = 1,2, 8,4, 5.

Para el subgrupo de orden 5 generado por ¢*(z,y) = ((3x,y), zo satisface

zo = (30 = (3T0 = (§%0 = (5%,
de aqui zo = 0, por lo tanto y> = —1, obteniendo que |G,| = 5 para
Pe = (011')7 Pr = (0 —7/)
Es claro que |G| = 10. _
En cada caso no existen mas puntos de S de estabilizador no trivial, pues

G
6,1 = ",

con n el nimero de puntos en la fibra de un punto.

En el cociente p; con i = 1,2,3,4,5 estdn en la misma clase, al igual que
Pe con py, por Riemann-Hurwitz concluimos que el género de la superficie
cociente es 0 pues

2:10[(27—2&(1”%)+(1";§)+<l“%)}

=20y + 2.
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La firma de G en § es (0;2, 5, 10).

Calcularemos un vector generador asociado a esta accién siguiendo la Obser-
vacion 1.3, para ello tomamos P = [1:0: 1), P =[0:4:1,P,=1[0:1:0]
puntos rama de funcién 7 tal que cada uno estd en una érbita distinta por
la accién del grupo. Calcularemos la versién local de la accién en dichos
puntos. ‘

Si G; es el estabilizador de alguna preimagen de P;, diremos que m; = |Gy,
para j = 1,2, 3. Queremos construir la representacién

n; ZGj —>C*,

dada por la accién de G en una vecindad de la preimagen de P; para cada
J v de cada una de ellas obtener un elemento g; tal que n35(9;5) = (Gm;)- Re-
cuerde que 7;(g) se obtiene de la expresién local de g7, segin lo explicado
en la Observacion 1.3.

Tomemos p € 77'(P,) y consideramos el abierto S N {z # 0}, donde
Of/0z(q) # 0, luego por el Teorema de la funcién Implicita podemos es-
cribir z = h(y), pues 72, la proyeccién en la segunda coordenada, es carta.
Como

y s (hy), ) 25 (h(y), —y) &= —y,

tenemos que 7;(¢°) = —1. Como buscamos ¢; € G; tal que 1, (g1) = ¢3,, que
es igual a —1, entonces g; = ¢°.
Dado que en ¢ € 7~'(P%) la proyeccién m; es carta, localmente tenemos que

2T (o, k(2)) > (3a, b)) ™ B,

luego mo(¢*) = (2, pues ma(¢*) = (5. Ahora buscamos g» € G, tal que
12(92) = (fy = (s, por lo tanto go = ¢*.

Mientras que para (3, dado que oo es un punto singular, es necesario norma-
lizar. Para ello ocuparemos el método descrito en [18, Pag. 71]. Estudiaremos
el abierto X, = 5N {y # 0}, luego X, = {2® — 2° + 25 = 0}, escribimos
z® — 2%(1+ 2%) = 0 y definimos w = 2T + 22, de manera que w® = z°. Por
el algoritmo de la divisién 1 = 2-5+(—3)-3 y ya que 3 y 5 son relativamente
primos, definimos la funcién ¢(z, w) = 27w? que es carta en (0,0), mientras
que r(s) = (s, s°) es su inversa.

En X, ¢ se extiende de manera que ¢([z : y : 2]) = [(sz : —y : 2]. Con esto
localmente tenemos

e .
s (8%,8%) o [8¥:1: 6% 2o [¢ds® s -1 6%,
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pero en X

(2, —&F) 5 — (T %0 = —(3s.

Luego 73(¢) = —¢3 = (1o Como buscamos g3 € G tal que 73(g3) = (o,
tenemos que gz = .

Finalmente como G =< ¢ : ¢!% = id >, el orden de ¢° es 2, el de ¢* es 5, el
orden de ¢ es 10 y ¢°¢*¢c = id tenemos que (%, ¢* <) es un vector generador
para esta firma.,.



Capitulo 2

Acciones Topolégicamente
Equivalentes

2.1. Accion del grupo de trenzas en los Vec-
tores Generadores para v = (.

Sea GG un grupo finito que actia sobre una superficie S compacta de géne-
ro g > 2y sean {pi,....p,} los puntos de rama de la aplicacién
f 8 — §/G = P! Sin perdida de generalidad consideraremos p; # oo
para todo . Por el teorema de existencia de Riemann 1.1, podemos encon-
trar un vector generador. .

Si fijamos el nimero r y hacemos variar los puntos de rama, es decir, con-
sideramos todos los subconjuntos de C de cardinalidad r, se obtiene un
conjunto, definido en la seccién 2.1.1, que llamaremos O,. Luego se constru-
ve un cubrimiento de dicho espacio y se obtendra asi un espacio de moduli
H,, lamado espacio de Hurwitz.

El conjunto O, es un espacio topolégico cuyo grupo fundamental, B,, es
isomorfo a un subgrupo de B,, el grupo de trenzas, por lo tanto B, actda
en el espacio de moduli, induciendo una accién sobre los vectores genera-
dores{ [26, Cap. 10 Parte II]). Las componentes conexas del espacio .,
corresponden a las érbitas de acciones topoldgicamente equivalentes.

18
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2.1.1. El espacio de configuracién

Construiremos un espacio de moduli, considerando deformaciones de la
esfera de Riemann, que lleven un conjunto de puntos rama en uno nuevo de
la misma cardinalidad. Para ello consideraremos el conjunto O, de todos los
subconjuntos de C de cardinalidad r. Este conjunto es un espacio topologico
pues se puede definir una vecindad de un punto P = 1P1,--.,pr} como el
conjunto Ao(Dy,..., D,) de todos los puntos P’ = {p/, P} € O, tal
que p; € D;, para cada i, donde D; es vecindad de p; v D; € C son discos
disjuntos.

Observacién 2.1. O, es un conjuto conexo. Primero consideremos el subes-
pacio de C”

O(T) — {(plﬂ v >p1") = CT C Di #pj 81 ¢ %j}

La funcion

f:o" 50,

es un cubrimiento de Galois [26, Lemma 10.9] y ademds se puede demostrar
por induccién que O es conexo para todo r. Luego O, también lo es [26,
10.1.6].

Teorema 2.1. |1, Teorema. 1.11] Sea Py € O,, el grupo fundamental
71(Or, By) es isomorfo a B,, grupo generado por @Q;, ¢ = 1,...,7 — 1 que
satisfacen las siguientes relaciones

L QiQinQi = QiuQiQiyr sii=1,....r—2
3. Qs . Qr1Qrr...Q2Q; = 1.

Observacién 2.2. En otras palabras, B, es el M apping Class Group de P —
Py, conocido como el grupo de trenzas esférico o como grupo de monodromia
de Hurwitz.

La demostracién del teorema es basicamente la misma demostracién de
[1, Teorema. 1.8] que muestra que el grupo de trenzas, BB,, es el mapping class
group del disco con r puntos marcados. Primero se fija Py = S . 3
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como punto base de 0,. Para 1 < i < r — 1, se define el camino cerrado
Qi(t) = {p(t),...,p(1)}, donde p; es una funcién continua de C en C tal
que

{2i41)—exp(my/—1¢)

- slj=+¢
pi(t) = ¢ QHlrenmV=T) ;4
j J# i+

4

centrado en (2¢ + 1)/2, de la misma forma lleva 7 + 1 a 4, mientras que al
resto de los punto los deja fijos. En la figura 2.1 se grafica Q;(t).

para t € [0,1]. Es decir, Q;(t) lleva i a i + 1 por el circulo de radio 1/2

Pit1(t)
//,’—H*\
1 —1 7 { \\ .
74+ 1 i+ 2
@
pi_1(t) Diya(t)
pi(t)

Figura 2.1: Funcion Q;(t)

Se puede ver que ();(t) es un elemento de O, para cada t. Se puede
mostrar que toda curva cerrada es homotépica al producto de @; o sus
inversos haciendo inducciéon en r, luego los (); generan el grupo B, que se
obtiene como el grupo fundamental del espacio de configuracién del disco.
Pero en este caso al tratarse de la esfera se obtiene la relacién adicional 3,
cuyo camino asociado Q1 Qo - * Q1 x Q1 ... Q2% Q1 (t) es homotdpico
a la identidad.

Llamaremos Grupo de monodromia de Hurwitz al grupo B,.

2.1.2. Cubrimiento del espacio de configuracién O,

Si el espacio S/G es una superficie de Riemann de género cero, entonces
f : § = P! es un cubrimiento ramificado, al que es posible asociarle un
cubrimiento no ramificado f : S — f~1{F) — P! — P,. Por simplicidad en
los célculos y la exposicién de ideas diremos que el conjunto de puntos rama

serd Py = {1,...,7} € O,, para cualquier otro conjunto es completamente
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analogo.

Sea X; el conjunto de clases de conjugacion de 7, (P* — Py, 00) de lazos que
encierran solo al punto .

Definimos 71, ...,, como los caminos cerrados.formados por la concatena-
cién de un rayo que une el punto oo con el circulo de radio 1/4 centrado en
i v que vuelve a oo por el mismo rayo (ver figura 2.2).

Claramente ; € %; v el producto 7; - - - - - 9, es homotdpico a la identidad,
ademds {71,...,7,} genera m; (P! — Pg, oo).
il 2 r
[ ® ®
i Y2 G

Figura 2.2: Generadores de (P! — Py, 00)

Definiciéon 2.1. Diremos que
@ :m (P = Py,o0) = G
Yi 7 Gi

es admisible si ¢ es un homomorfismo sobreyectivo tal que el orden [¢(7;)]
€5 m,;.

Observacion 2.3. Notemos que al ser ¢ un homomorfismo se tiene que
Consideramos el par (P, ), donde P € O, y ¢ es admisible.
Definicién 2.2. Sea A un subgrupo fijo de los automorﬁsmos de G, diremos

que ¢ y ' admisibles son A-equivalentes si y sélo si ¢’ = Ay para algin
A € A. Escribiremos [¢] a la clase de equivalencia de ¢. Ademés, dos pares
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(P.p)y (P ¢') son A-equivalentes si y sélo si ¢ v ¢’ losony P = P'. De-
notaremos por HﬁA)(G ) el conjunto de clases por esa equivalencia y [P, ¢]a
a sus elementos( [26, Subseccion 10.1.3.1]).

Ademés diremos que H (G) es un espacio de Hurwitz.
Observacién 2.4. Existe una tnica topologfa en Hi™ (G) tal que

’ ‘I’A : ‘H,.,(»A)(G) — OT
[P, ¢la > P

es un cubrimiento. Dicha topologia sera la inducida por la de O, y se define
a continuacion.

2.1.3. Topologia del espacio de Hurwitz HﬁgA)(G)

Se define una base para la topologia ( [26, Subseccién 10.1.4]), dando

los abiertos basicos en cada punto. Para cada elemento [P, ¢]a de HIM(G)
definiremos dichos abiertos de la siguiente forma. Si P = {p;,...,p,} € O,,
sea D; C C un disco alrededor de p;, tal que D; N D; =0 si i +# j.
Definimos el conjunto N(Ds,...,Dy;[p]) de todos los [P, ¢']a, tal que

= {p|,...,p.}. con p, € D; para todo i y ¢’ es la composicién de un
¢ admisible con el isomorfismo canénico (médulo homotopia) dada por

(P = P o) = (P~ (DL U+~ UD,),00) = m (P P,oo)

que lleva a la clase de 7;, el generador de m (ED1 ~ P',00) que encierra a pf,
a la clase de 75 generador de ul(IF’ N (D Us--U D), 00) que encierra a Dy,
el abierto que contiene a p; y pj para luego llevarla a la clase de v; de la
seccién anterior. Ver figura 2.3.

Figura 2.3: Isomorfismos

Con dichas topologias la funcién U, : (A)(C) — O, es efectivamente
un cubrimiento, pues si No(D1, .. .,D,.) = {{q1,---,0} : € D;} es un
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abierto de Oy, entonces ¥ (ANo(Dy, ..., D,)) es el conjunto de los [P, ¢]a

tal que P' = {p},...,pl} con p} € D; y ¢ admisible médulo equivalencia
por A (Definicién 2.2), es decir,
U No(Dyy .., D))= | N(Dy,...,Delel).

i admisible

2.1.4. Accién del grupo de Monodromia de Hurwitz.

Como T : HA o O,, [P,¢]a — P es un cubrimiento, B, actta en la

fibra del punto Fy € O, ( [26, Subseccién 10.1.7]), que consiste de [P, ¢]a,
donde ¢ : m(P' — P, Py) — G, [Ii_ (%) = 1 v |o(%)| = m;, médulo la
equivalencia por A.

Pero ¢ estd determinada por sus valores gy, . . ., g, en los generadores 71, .. ., Y.

Si definimos el conjunto de vectores generadores

Qr(G) {(91 ----- Q‘r) S Gr/ G= <C)1,»--=Qr>a g1 gr =1, |fh| =m; V’i},

claramente el grupo A actia en dicho conjunto, pues la equivalencia por A
de ¢ v ¢’ induce una equivalencia en (gy,. .., 9) ¥ (95,---.9.)
Por lo tanto existe una biyeccién entre ¥y (PU) v el conjunto de érbitas por

A de Q.(G), que denotaremos por QM) (@). Definido por
XU (P) = OM(G)
[Powla = (0(v1)s - 0()-

Con esta biyeccién, tenemos que la accién B, sobre ¥;'(F,) induce una
accién en QM (@). Dicha accién estd bien definida y es inyectiva, pues ¢ v ¢’
corresponden al mismo elemento si v sélo si ¢’ = Ay, es decir, (¢,...,g.) =
(A(g1)....,A(gr)). Es sobreyectiva pues dado un vector generador, podemos
definir ¢ tal que ; — g; para todo ¢, luego  es admisible. Por la biyeccién
anterior, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2. ( [26, Teorema 10.13]) En la accién de B, en Qq(nA)(G), el
elemento ¢}, 1 < i < r —1, lleva la clase del vector (g1,...,¢,) en la clase
de (gla s a.g’i—lagigi-f-lgi_l:giv Gi+2-.. g’r‘)

Demostracion. Fijemos i, con 1 < i < r — 1. Consideremos la funcién tal
que

M@={%#+( ~ ) exp (b (|2 - B|) wv/~Tt) sizeC

o0 sl 2 =00
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para todo ¢ € [0, 1], con h : Ry — R, una funcién continua tal que h(z) =1
para z € [0,3/4] y h(2) =0si 2 > 1.

Figura 2.4: Funcién 6,(z)

Es decir, para ty € [0,1] tenemos que sobre el disco de centro (2i + 1)/2
v radio 3/4 es una rotacién en tor v fuera del disco del mismo centro, pero
de radio 1, es la identidad, es decir, para j en el conjunto Py vemos que &;(7)
es igual a p;(t) € Qu(t).
Por lo tanto obtenemos una familia de funciones continuas {f;}cjo 1. de
homeomorfismos de P!. Por [26, Lema 10.5] ; : P! — P! induce un homeo-
morfismo definido por

by : HM(Q) = HA(G)
[P.ola = [0:(P), 007 "] a
donde ;" es la composicién de ¢ con la funcién candnica
7(P! — 6,(P),00) = 7(P' — P,o0),

que es un isomorfismo de grupos, luego ©f~! es admisible también, por lo
tanto la funcién ¢; estd bien definida.

Por [26, Lemma 10.5] la familia {6;}:c(0.1) es también una familia continua.
Luego t — 9f(BO) es el levantamiento de @; por ¥(a) con punto inicial
By € U B).

Como 8, lleva

[P01 (fC}A — [GI(PO): "foal_I]A = {PO’ @GIE}A
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en 'H»,EA)(G). ahora @); lleva (g1.....0.) a (g],...,¢g.), con g; = 007 (v5),

pero 07 (v;) = si j # i,9+ 1, mientras que 61" (7j+1) es homotépico a ;.
-

Dado que g} --- g, = 1, tenemos que g} = g;gi119; -
U

Observacién 2.5. La relacién Q,Qs ... Qr—1Q,_1 ... Q2@ lleva un elemen-
tog=(g91,....0,) a(g1.919297 ", .., 910,97 ) que es equivalente a la identi-
dad por la accién de los automorfismos de G, por lo tanto, clasificar por la
accién de Aut(G) x B, es lo mismo que clasificar por la accién de Aut(G) x B,
pues la relacién adicional 3 (ver Teorema 2.1) no entrega més informacion.
En lo sucesivo tomaremos A como todo Aut(G).

Con esto tenemos que existe una accién del grupo de trenzas en el con-
junto de vectores generadores, pero nuestro objetivo es clasificar acciones de
grupos, por lo tanto falta ver que las acciones topolégicamente equivalentes
corresponden a la misma clase por la accién de Aut(G) x B,. Para ello es
necesario hacer algunos comentarios acerca de los espacios de Hurwitz.

2.2. Espacios de Hurwitz

Los espacios de Hurwitz més generales aparecieron como un espacio to-
polégico donde el grupo Homeo™ (P!) actiia de manera continua y transitiva,
: (A)
donde es claro que las componentes conexas del espacio Hy ’ corresponden a
clases de equivalencia topolégica. La construccién de los espacios de Hurwitz
de la seccién anterior corresponde a un método analitico donde la accién del
grupo de trenzas se da de forma natural.

Sea ¢ : ¥ — P* un cubrimiento ramificado y sea P = {p,...,p,} el con-
junto de puntos rama. Escogemos un nuevo conjunto P’ = {p},...,p.} tal
que cada z; estd cerca de z;. Se puede deformar el primer cubrimiento en
un nuevo cubrimiento de manera que el conjunto de puntos rama sea el con-
junto P’ v que la estructura de P se mantenga sobre las vecindades de P’.
Sea G un grupo finito y S una superficie de Riemann. Un G—cubrimiento
de S es un cubrimiento de Galois f: ¥ — S con un isomorfismo entre G y
Aut(f) ={h:S =S : foh= f} En tal caso construimos un espacio
de moduli H, tal que cada punto en él corresponde a una clase de equiva-
lencia de cubrimientos ramificados, es decir ¢; : £; — P! es equivalente a
¢o : Yo — P si y sélo si existe un homeomorfismo h : £; = ¥, tal que
¢1=¢a0hygoh=hogparatodo g € G.
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En este contexto se define el cubrimiento de @, como la aplicacién
v, :H,. - O,,

que manda la clase de un cubrimiento ¢ : ¥ — P! al lugar de puntos rama
de ¢.

2.3. Acciones sobre el sistema de Generado-
res.

En general se tiene que si S es una superficie de Riemann compacta de
género g > 2y G es un grupo finito de manera que exista una accién € de G
en S con firma (y;ms,...,m,), entonces existe un epimorfismo 8. : I' — G,
con I' un subgrupo de los automorfismos del disco unitario A, tal que
K = ker(f.) es grupo Fuchsiano sin torsién v A/K es una superficie de
Riemann bi-holomorfa a S.

Dicho I' tiene la siguiente presentacién

P T
T <a1,51‘...aﬂf,ﬁwal,...,ar o == g = [ s 81 65 = 1>.
i=1

i=1

Sean £1,e2 acciones de G en 5,8, respectivamente v sean
01 : T1 — £1(G), B : Ty — £2(G) epimorfismos que resultan de compo-
ner el epimorfismo anterior @ con £, para j = 1,2. Bajo estas condiciones
tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.3. [4, Teorema. 9] Sean ¢;,¢, dos acciones de G en S;, S,
respectivamente. Estas son topologicamente equivalentes si v sdlo si existe
un isomorfismo x : I'y — Iy y un isomorfismo @ : £,(G) — £,(G) tal que el
siguiente diagrama es conmutativo

Fl ——eﬁ?-El(G)

d

Fg —é—*fg(G)

2

¢

Denotaremos B al subgrupo de Aut(T") constituido por todos los isomor-
fismos y del teorema anterior. Entonces tenemos el siguiente resultado
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Proposicién 2.1. [3, Prop. 2.2] Dos vectores generadores de un grupo finito
GG definen la misma clase de equivalencia de acciones de G si v sélo si los
vectores generadores estdn en la misma drbita por la accién de Aut(G) x B.

Los elementos de B se pueden identificar con los elementos del subgrupo
B, del grupo de trenzas, los que, como vimos en la seccién anterior, son
isomorfos.

Corolario 2.1. [3, Prop.2.6] Si G es grupo abeliano y +, el género de la
superficie cuociente, es cero, entonces B actia en los vectores generadores
permutando los ¢;, preservando los ordenes de los elementos.

Demostracion. Segun el Teorema 2.2, si el grupo G es abeliano, entonces

los generadores de la accion, es decir, los ¢); llevan el vector (gi,...,g:)
en (gry. .-+ Gie1,Gitls G - - - Gr )y que son las transposiciones (i,i + 1) de los
indices. [

Ejemplo 2.1. Considere G = Z/2Z x Z/4Z actuando en género 3 con
firma (2,2, 4,4) por Riemann-Hurwitz. En G hay 4 elementos de orden 4 v
3 elementos de orden 2.

Consideremos (a, b, ¢, d) un elemento en G*, tal que a v b tienen orden dos
v ¢,d tienen orden cuatro. Si @ = b tenemos que hay 12 elementos tales que
el producto sea la identidad, pero si queremos que sea un vector generador
debemos descontar los 4 elementos que cumplen a = ¢ 0 a = d”, los cuales no
corresponden a vectores generadores. Mientras que son 24 elementos si a # b.
Tenemos que la cardinalidad de €2, el conjunto de vectores generadores, es
de 32 elementos.

Como el género de la superficie cuociente es 0, por Corolario 2.1 tenemos
que la accién de Aut(G) x Sy x Sy en () determina acciones topoldgicamente

equivalentes. Hay 3 érbita por esta accién, lo que concuerda con [3][Tabla
5].



Capitulo 3
Ejemplos

En este capitulo desarrollaremos algunos ejemplos y reobtendremos al-
gunos resultados.

3.1. Algunos resultados para Z/pZ y v =0

3.1.1. Firma (p,p,p)

Consideraremos G = Z/pZ y estudiaremos el caso en que el grupo actia
con firma (0;p, p,p), p primo.
Por la Ecuacién 1.1 y el Teorema 1.1, G actiia sobre una superficie de género
g = (p—1)/2, de donde concluimos que p # 2.
Para p = 3, actiia sobre una superficie de género 1 y existe sélo una accién,
pues existen sélo dos vectores generadores en Z/3Z, estos son (1,1,1) y
(2,2,2), pero estdn en la misma érbita por la accién de Aut(G) x B. Ademds
es un hecho conocido que salvo isomorfismo existe una tnica superficie de
género 1 que tiene un automorfismo (que fija el cero), de orden 3.
Para el resto de los casos tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 3.1. Sea S una superficie de Riemann de género g y
G = Z/pZ, con p primo y p > 3, actuando con firma (0;p,p,p). Si m es
el niimero de acciones topoldgicamente no equivalentes, entonces

pt+3 i = 3
m={p sip=1 (méd 3)

[y

B2 sip=2 (mdd 3)

Demostracién. G actda con firma (0; p, p, p), es decir, existen 3 puntos en la
superficie con estabilizador de orden p que estan en distintas érbitas por la

28
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accion de G.
Al ser la superficie cociente de género cero, el conjunto vectores generadores
es

3
0= {(CI:CQ,CS) = G? : Ict‘ =D, ZCZ: 07 (C1,C2,(53) :G}

L =1

Es facil ver que para ¢; hay p — 1 elementos de G de orden p, de entre los
cuales se puede escoger uno. Para ¢, hay p — 2, los mismos p — 1 descon-
tando el inverso de ¢;, como el producto de los tres elementos debe ser uno,
c3 = ¢ tcyt. La cardinalidad de Q es (p — 1)(p — 2).

Pero ademas queremos saber cuantas acciones topolégicamente no equiva-
lentes hay, sabiendo que dos vectores definen la misma accién si y sélo si
estan en la misma orbita por la accion del grupo

T = Aut(G) x B.

Como el género de la superficie cociente es cero v el grupo es abeliano,
B actia permutando las coordenadas de los vectores (Proposicién 2.1).
Ademads, dado que Aut(G) = (Z/pZ)" = {1,2,...,p— 1}

Y = (Z/pZ)* x S;.

Donde a & (Z/pZ)" actia llevando un vector generador (cj,cz,c3) a
(a-cy,a-cy,a-c3), donde a- ¢ denota el producto en Z/pZ.

Para saber cudntas acciones topolégicamente no equivalentes hay utilizare-
mos la férmula de conteo de érbitas

1 i
Q/Y| = mDqul,

seT

donde Fix ¢ es el conjunto de elementos de 2, que quedan fijos bajo la accién
de <.
Siocc S;yac(Z/pZ), la accién se define como

(a,0)(c1, . 03) = (@ Cop1), @ - Co(2), @ - Corzy) € S
Luego, separando la demostracién en casos se tiene:
» Si o =id la accidn es:
(a,0)(cy,c2,¢3) = (a-c1,a-ca,a-c3),

quedando fijo sélo si @ = 1, pero claramente todos los elementos de {2
quedan fijos por (id, id), es decir (p — 1)(p — 2) elementos.
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= Sio=(1,2), la accién es:
(a,0)(c1,c0,03) = (a-co.a-¢1,a- cy),

para que (cy, ¢q, c3) quede fijo, a debe ser 1, luego ¢; = ¢s, por lo tanto
hay p — 1 elementos de  fijos por (1, (1,2)).

Andlogamente para los demas elementos de orden 2 de S3. Luego la
contibucion total de estos elementos es 3(p — 1).

» Sio=(1,3,2) se tiene:

(a,0)(c1,c0,c3) = (a-c3,a-cr,a- ),
entonces ¢; = a - c3 = a’ - ¢y = a° - ¢;. Si elegimos ¢; el vector queda
totalmente determinado. En este caso (a,o) tiene puntos fijos sélo si
a® = 1. pero dicha ecuacién tiene solucién no trivial si y sélo si p = 1
(mdéd 3). Hay 3 soluciones, si a = 1 tenemos que ¢; = ¢; = ¢3, entonces
3-¢; =0 (mdd p), pero 3 no divide a p, por lo que hay dos elementos
del tipo (a,0), con a € (Z/pZ)" — {1} que tienen puntos fijos en 2.
El anédlisis anterior en andlago para (1,2,3) € Ss, entonces para cada
una de estos 4 elementos hay (p — 1) puntos fijos de 2, pues ¢; # 0.

Por lo que
B2 gip=1 (méd 3)
T G
[T { el sip=2 (méd 3)
Por lo tanto hay (p+5)/6 acciones topoldgicamente no equivalentes si p = 1
(méd p) y hay (p+ 1)/6 en caso de que p = 2 (méd p). O

Este resultado es parte de [21], donde fue obtenido mediante otros méto-
dos.

Corolario 3.1. Si G = Z/pZ actia con firma (0;p,p,p), entonces hay
(p + 5)/6 acciones no conformemente equivalentes si p = 1 (méd 3) y hay
(p+1)/6 en caso de que p = 2 (méd 3).

Demostracion. Usamos el Corolario 1.1 para concluir la equivalencia analiti-
ca. O
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3.1.2. Firma (p,p,p,p)

Proposicién 3.2. Sea S una superficie de Riemann de género g y
G = Z/pZ, con p primo mayor que 3, actuando con firma (0;p,p,p.p),
entonces el numero de acciones topologicamente no equivaléntes es

24

2+6p+17 u - »
10| = *”—2% . 1.7 = 1 (méd 4)
p——zﬁP si no

mientras que para p = 3, hay sélo una accién.

Demostracion. De la ecuacién de Riemann-Hurwitz tenemos que g = (p—1).
Para el caso p = 3, T = (Z/3Z)" x S;. Vemos que el conjunto de vectores
generadores es

0=1{(1,1.2,2),(1,2,1,2),(1,2,2,1),(2,2,1,1),(2,1,1,2), (2, 1,2, 1)},

pero claramente estdn en la misma clase, por la accién de T. Es decir, para
p = 3 hay una sola accion.
Para p.> 3 el conjunto de vectores generadores es

4
Q= {(61762503104) € &5 | |Cii =D Zci =0, <Clyc?703304> :G} .

i=1

La cardinalidad de Q es (p — 1)(p — 2)? + (p — 1), pues para ¢y, ¢; tenemos
p — 1 opciones, es decir, dadas las restricciones, es posible que estos sean
elementos cualesquiera de Z/pZ — {id}, mientras que para cz tenemos dos
casos. Primero si ¢; + c2 no es la identidad tenemos p — 2 opciones, pues
¢y € Z/pZ — {id,—(c1 + ¢2)}, pues de lo contrario ¢4 serfa la identidad.
Entonces llevamos hasta ahora (p — 1)(p —2)*. En el segundo caso ¢; = —¢;
hay p — 1 posibilidades, mientras que hay p — 1 valores que puede tomar cs
v ¢4 queda determinado por dicho valor.

Como esta vez

T = Aut(G) x B= (Z/pZ)* x S4

por la proposicién 2.1. Donde a € (Z/pZ)* actia llevando un vector genera-
dor (¢, ¢y, c3,c4) @ (@-c1,a- 2,0 3,0+ Cq)-
Nuevamente utilizaremos la férmula

Q/7| = ﬁz{qu.

ceT
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Sio € Syyae(Z/pZ)*, la accién se define como

(@, 0)(c1, 02,63, ¢0) = (8- Coa), O~ Co(2), @+ Cop), @ Copay) € Q.

Luego, separando en casos se tiene:

® Si 0 = id la accién es:

(CL,J)(Ch C2,C3,C4) = (G €, C2,G-C3,Q C4):

quedando fijo sélo si @ = 1, pero claramente todos los elementos de
quedan fijos por (id, id), es decir (p — 1)(p — 2)% + (p — 1)%

Si o= (1,2) se tiene:
(a': O')(Cl, Ca, C3, 64.) = ((2. "€, G- C,a C3,0 64)1

para que quede fijo, a debe ser 1, luego ¢; = ¢y v ¢3 # —c; — ¢o, por lo
tanto hay (p — 1)(p — 2) elementos de  fijos por (1, (1,2)).

Andlogamente para los demds elementos de orden 2 de 4. Luego la
contribucién de los elementos de la forma (1, 0), con ¢ un 2—ciclo, es

6(p —1)(p - 2).
Sio=(1,3,2) tenemos que:
(a,o’)(C1,C2, C3, C4) = (a' *C3,4°C1,Q-C,0 04)7

entonces para un punto fijo, se tiene ¢; =a-cs =a?> ¢y =a® -1 y
a-cy = ¢4, luego a = 1. Si elegimos ¢;, el vector queda totalmente
determinado, pues ¢4 = —3¢;. Por lo tanto hay (p — 1) elementos que
quedan fijos por la accién de (1, 7).

Como hay 8 elementos de S; de orden 3, la contribucién de los elemen-

tos de la forma (a,0), con |o| = 3 es 8(p — 1).
St o = (1,2,3,4) queremos que:

(a,0)(c1,c,¢3,¢4) = (a-c2,a- 3,0 cava-c1) = (e1,ca,C3,¢4),

luego ey = a-c;=a%-¢c3=0a% ¢4 = at- c1, por lo tanto (a,o) deja

fijos los elementos de ©Q si y sélo si at = 1, a € Z/pZ, es decir, tiene 4
soluciones si p =1 (mdd 4), de lo contrario tiene sélo dos.

Sia =1, entonces 4 - ¢; = 0, pero ni ¢; ni 4 dividen a p, por lo tanto
a = 1 no hay puntos fijos. Mientras que si a = —1 el vector es de la
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forma (e1, —cy, €1, —c1), por lo tanto hay p — 1 elementos fijos.

Ahora contemos cudntos vectores quedan fijos por los elementos tales
que a* = 1, a # +1. Estos son de la forma (c1,a-c1,a?-¢1,a% - ¢1), por
lo tanto (1 +a+ a?+ a®) - ¢; = 0. Como el vector queda totalmente
determinado por c;, entonces hay (p — 1) elementos de {2, por cada a,
que quedan fijos por la accién de (a, o). Andlogamente para todos los
elemento de S, de orden 4, es decir, hay 18(p— 1) elementos (contando
repeticiones) de Q fijos por dichos elementos, sip =1 (méd 4) y 6(p—
1) (contando repeticiones) en caso contrario.

x Sio=(12)(34)

(a,0)(e1,69,¢3,¢4) = (a-co,a-cr,a-cy,a-c3) = (c1,C,C3,04)
entonces ¢; = a - ¢y = a® - ¢y, por lo que a® debe ser igual a 1, luego
a = =+1. Si a =1 el vector debe ser de la forma (c;, ¢y, 3, c3) por lo
tanto hay p — 1 posibilidades para c;, mientras que ¢z = —c¢;. En el
caso de a = 1 el vector de la forma (cy, —¢p, ¢, —¢2) por lo tanto hay
p — 1 posibilidades para ¢; y p — 1 para cs.

Ademads hay 3 elementos de esta forma. Luego la contribucién es 3(p —
1)+ 3(p—1)%

Por lo tanto para p > 3

2
p2+6p-+5 om0

IQ/Tl_{ M—T” sip=1 (mdd 4)
24

Es decir, hay sélo una accién médulo equivalencia topolégica si p = 3, si
2 i AL i i
p=1 (mdd 4) hay ZH%HT 5ceciones topoldgicamente no equivalentes, mien-

24
p24-6p+5
24

tras que hay en otro caso. O

Al igual que en el caso anterior, tenemos que

Corolario 3.2. Si G = Z/pZ actia con firma (0;p, p,p,p), entonces hay
(p? + 6p + 17)/24 acciones no conformemente equivalentes si p = 1 (méd 4)
y hay (p? + 6p+ 5)/24 en caso de que p = 3 (méd 4), p > 3, y hay sélo una
sip=3.

Este resultado es parte de lo obtenido en [25], pero por medios diferentes.
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Rutina

4.1. Rutina

Se han implementado las acciones del grupo de trenzas y los automor-

fismos mostrados en el Capitulo 2 en el sistema algebraico computacional
de cddigo abierto SAGE, donde el paquete necesario se encuentra disponible
en https://sites.google.com/a/u.uchile.cl/polygons/ que ha sido desarrolla-
do por el cotutor de esta tesis, Profesor A. Behn.
Esta rutina nos permite saber cuantas acciones topolégicamente distintas
hay para un grupo y una firma dados. Alternativamente se pueden dar el
grupo y el género sobre el que actia, obteniendo una lista de las firmas
posibles, dadas por la ecuacién de Riemann-Hurwitz (1.1) v poder trabajar
con dicha lista. Primero encuentra los vectores generadores, luego calcula las
orbitas por los automorfismos del grupo y luego las érbitas por la accion del
grupo de trenzas. Ademads escoge un representante de cada clase.

Ejemplo 4.1. En este ejemplo se muestran algunos de los comandos imple-
mentados en SAGE para el Ejemplo 1.3, donde se calcula un vector genera-
dor.

Primero definiremos el objeto G como el subgrupo de 53y isomorfo al grupo
ciclico de 10 elementos. Ademéds buscamos la lista de firmas posibles para la
accién del grupo G en superficies de género 2. Esto se obtiene de la siguiente
manera:

sage: G=CyclicPermutationGroup(10)

sage: A=suggest_signatures(G,2)

sage: A

34
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cuyo resultado es la lista:
sage: [[10, 5, 2]]

es decir, existe sélo una firma para dicha accién en superficies de género 2.
Esta rutina ordena la firma de mayor a menor para evitar repeticiones.
Pero queremos conocer las 6rbitas del conjunto de vectores generadores por
la accién de Aut(G) x B, lo cual se encuentra mediante el comando:

sage: L=find generator_representatives(G,A[0])

Para saber cudntas acciones topolégicamente distintas hay y més atin, cuéles
son representantes para cada una de las dérbitas, basta con escribir:

sage: print len(L)

sage: L

donde el programa nos entrega

sage: 1

sager [[{1,2,8.4.56,6.7.8,8,10),01.8.8,8,7)0(4,6,.10.4.8),
(1,6)(2,7)(3,8)(4,9)(5,10)]1]

Recordemos que SAGE nos entrega la fepresentacién permutacional de los
elementos del grupo ciclico de orden 10.

Ejemplo 4.2. Ahora mostramos el ejemplo 2.1 de la seccién 2.3.
sage: H=CyclicPermutationGroup(2)
-sage: K=CyclicPermutationGroup(4)
sage: D=direct_product_permgroups([H,K])
sage: L=find_all_generators(D,[2,2,4,4])

Este ltimo comando encuentra todos los posibles vectores generadores para
un grupo y una firma dados.

sage: print len(L)

sage: print len(Representatives(L))

mientras que de este Gltimo conseguimos los representantes de las drbitas
por la accidon de Aut(G) x B, pero esta vez dependiendo de la lista de vec-
tores generadores. Obtenemos

sage: 32

sage: 3

Luego el ntimero de acciones topoldgicamente no equivalentes es 3.
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4.2. Aplicaciones

4.2.1. Séxtica de Wiman

- Segtin el grado, se sabe que la curva de Fermat z" + y" 4+ 2" = 0 es
la curva algebrica no singular mds simétrica [20] excepto para grados 4 y
6 donde lo son la cudrtica de Klein 2%y + y*z + 2%z = 0, de género 3 y la
séxtica de Wiman "

102%° + 9(z® + %)z — 452%y%2% — 135zy2" + 2725 = 0,

de género 10, respectivamente.
En [12] queda abierta la siguiente pregunta: ;jla superficie de Riemann com-
pacta de género 10 més simétrica, es isomorfa a la séxtica de Wiman? Para
contestar dicha pregunta primero vemos que el orden de G, grupo que actia
en género 10, esta acotado por:

|G| < 84(g — 1),

es decir, el orden de G es menor o igual a 756.

Hacemos un lista con el orden de los grupos que actiian en género g = 10,
verificando si existe una firma para la cual la ecuacién de Riemann-Hurwitz
1.1 se satisface con v = 0. Luego vemos cuales son los ordenes de los grupos
que actuan:

sage: L=[]

sage: for k in range(1,757):

sage: t=riemann_hurwitz_given_gamma(ZZ(k),10,0)

sage: if t!=[]:

sage: L.append(k)

de donde obtenemos la lista L

sage: [2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21,
22, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 33, 35, 36, 38, 40, 42, 44, 45, 48,
50, b2, b4, b6, 57, 60, 63, 70, 72, 76, 80, 81, 84, 88, 90, 96,
104, 108, 114, 120, 126, 132, 135, 144, 182, 168, 180, 2186, 270,
324, 360, 432, 756]

Sabemos que el grupo de automorfismos de la séxtica es Ag, que tiene orden
360, pero la lista nos entrega dos ordenes mayores que 360, estos son 432
con firma (8, 3, 2) y 756 con firma (7, 3, 2) actuando en género 10.

Pero ademds queremos saber cuales son los grupos que actian, para ello
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usamos el identificador del grupo (ID), utilizado para organizar los todos
grupos de un cierto orden (SmallGroup). En este caso hay 775 grupos de
orden 432 (esto se puede obtener de un comando en GAP, otro sistema
computacional )

sage: for k in range(1,776):

sage: if kJ1==0:

sage: if suggest_signatures(SmallGroup(432,k),10)!=[]:

sage: print k,suggest_signatures(SmallGroup(432,k),10)

obtenemos 734[[8, 3, 2]], por lo tanto el SmallGroup(432,734) actia en géne-
ro 10 con firma (8,3, 2). Mientras que para orden 756 no hay ningin grupo
que acttie. Luego la respuesta a la pregunta planteada es NO, en género 10
hay otras superficies compactas con més automorfismos que la séxtica de
Wiman.

Mas atin, el grupo de orden 432 actiia de 6 formas topolégicamente no equi-
valentes, lo que se obtiene al escribir:

sage: f=find generator representatives(SmallGroup(432,734),[8,3,2])

sage: len(f)

4.2.2. Tabla de Acciones en género 5

En esta seccién encontramos los grupos que actian en género 5 con co-
ciente total de género 0 y cantidad de acciones topolégicamente no equiva-
lentes en cada caso, lo que agrupamos en la siguiente tabla.

SmallGroup ID Firma N° de acciones
topolégicamente no equivalentes
2 1) ") i
(3,1) (37) 1
(4, 1) (44, 2, 2) 2
(4, 1) (4, 4, 2%) 1
(4, 2) (2%) 4
(6, 1) (3, 3, 29 1
(6, 2) (6") 1
(6, 2) (6, 3, 3, 3, 2) 1
(6, 2) (6, 6, 3, 2, 2) 1
(6, 2) (3,38, 2%) 1
(8, 1) (8, 8, 4, 2) 2
(8, 2) (4%) 4
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SmallGroup 1D Firma N° de acciones
topologicamente no equivalentes

(8, 2) (4, 4, 2, 2, 2) o}
(8,.3) (4, 4, 2, 2, 2) 1
(8,3) (2°) 5
(8, 4) (4) 3
(8,5) . (2%) 13
(10, L) (5, 2%} 1
(10, 2) (10, 10, 2, 2) 1
(11, 1) (11, 11, 11) i
(12, 1) (4, 4, 3, 2) 1
(12, 2) (12, 12, 6) 1
(12, 3) (3%) 3
(12, 4) (6,6, 2, 2) 1
(12, 4) (3, 24) 2
(12, 5) (655, 2,2) 3
(15, 1) (15, 15, 3) 1
(16, 3) (4, 4, 2, 2) 8
(16, 5) (8, 8, 4) 3
(16, 6) (8, 8, 4) 2
(16, 7) (2,2,3, 9,9 3
(16, 8) (4,4, 2, 2) 3
(16, 10) (4; 4, 2, 2) 12
(16, 11) (4,4, 2,2) 3
(16, 11) [ 27) 10
(16, 13) (4, 4, 2, 2) 8
(16, 14) (27) 26
(20, 1) (10, 4, 4) 1
(20, 2) (20,20, 2) 1
(20, 4) (10, 2,2, 2 1
(22, 2) (22, 11, 2) 1
(24, 7) (6, 4, 4) 2
(24, 8) (6; 2: 2: 2) 1
(24, 9) (12, 12, 2) 1
(24, 12) (3; 3; 2, 2) 3
(24, 13) (4322 4
(24, 13) (6, 6, 3) 2
(24, 14) (6;:2,2, 2) 3
(30, 2) (15, 6, 2) 1
(32, 2} (4, 4, 4) 1
(32, 5) (8, 8, 2) 3




Capitulo 4. Rutina

SmallGroup ID Firma N°® de acciones
topoldgicamente no equivalentes
(32, 6) (4, 4, 4) 1
(32, 7) (8, 8, 2) 4
(32, 27) (4,2,2,9) 8
(32, 28) (4, 2, 2, 2) 8.
(32, 43) (4,2, 2, 2) g
(40, 5) (20, 4, 2) 1
(48, 14) (12, 4, 2) 1
(48, 30) (4, 4, 3) 3
(48, 48) (3,2, 2, 2) 4
(48, 49) (6, 6, 2) 4
(60, 5) (5, 3, 3) 1
(64, 8) (8, 4, 2) 1
(64, 32) (8, 4, 2) 1
(80, 49) (5, 5, 2) 1
(96, 3) (4, 3, 3) 1
(96, 195) (6, 4, 2) 3
(120, 35) (10, 3, 2) 1
(160, 234) (5,4, 2) 1
(192, 181) (8, 3, 2) 1
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