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Resumen

Dado un cspacio vcctorial .lv1 y un rílgebra,,1, ambos dc dimensión finita y sobrc un mismo
cuerpoF,juntoconaplicaciorrcsbilirc¿rlcs,\.AxM-)Myp:MxA-)fuldonotadas
por )(r,u) : r.uy p(u, x:) = u.n, quoremos cncontrar ]as funciones /: M x M --+ F t¿lcs
quc J(r.r,,c) = f(u,x.t), para todo r,1, e M;r e A. Para tal objctil.o nos apoyarcmos cn
un algoritmo que rcsuelve cl mismo problemo para álgcbras y lo acl¿ptaremos para nuestro
propósito. Una vez hecho esto, aplic remos ese procedimicnto para cl caso en que ,4 soa sl2(C)
y sl3(C), tas rílgcbras dc Lie de mal ices cornplejas dc traza ccro de tamaño 2 por 2 y 3 por 3,
rcspectivamcntc.



Abstract

Giveo a vcctor space M and an algebra.4, both finite-dimensional and ovcr a samc licld F,
together with biline¿r maps,l: á x M -+ llt ar,d p: M x A ---+ M daloled by ),(o,r):¿-¿
and p(tr,c):?¿.e, we wa¡rt find the functions f: M xM -+ F such that /(u.t,o) : f (u,a.o),
for ¿l] u, t, e M;r e A. For thdt goal we will support on an alBorithm th¿t solvcs the problcm
for a,lgebras and wc wiil adapt to our purpos.. Once l,his is donc, we will apply this p¡occdure
fo¡ the casc that á be ll2(C) and tl3(C), the complex mat¡ix Lie algcb¡as with trace ze¡o of
size 2 times 2 ¿od 3 timrs 3, rcspectivcly.
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Introducción

Existe una amplla gama de rofere[cias pár¿ dar el puntapié inicial cn el cstudio de Ia teo¡ía
de Lic, ya sea en álgel)ra.s o en g¡upos. Para el caso de tíJgcbras el libro por excclcncia dcsde mi
punto de vista es [6j de Jamcs Humphreys ya que su forma dc explicar e introducir cad¿ §ección
hace que sea fácil dc abo¡dar. Otro libro basta,nte interes¿ntc pero ol pareccr mcnos conocido es

[3] de Luiz Barrerar, San Martin, ya quc solo so vcrlde en Brasil (de hecho lo busqué cn libgen y
no apareció). Ambos libros los utilicé cuando hice un tutorial de Algcbras dc Lie con cl profesor
lVlonuel A¡enas cl segundo semestrc del 2013. Ese mismo semcstre tuve el curso de Grupo6 dc
Lie, dict¿do tañ'9ién por cl profesor Manuel. Los libros usados fueron [5] y [9] de Brian HaJl
y Alexandcr Kiriliov, respcctivamcnte, siendo el primcro muy bueno para comcnzar a cstudiar
grupos dc Lic m,er¡tras que el scgundo cs algo m¡ís denso. De hecho, el libro quc me dio la Il¿vc
macstra pam consegui! uno dc los resultados más importaütes dc esta tesis es justaocnte [5]
porquc ademiís lp grupos dc Lie trabaja mucho con Ia portc de álgcbras.

El capítulo t¡:.o comicnza coÍ d¿tos históricos con respccto aI surgimicnto de las álgebras no
asociatil¿s y dc I¿ teoría de representaciones. Lucgo se dan les dclinicioncs hisicas de la tco¡ía dc
álgeb¡as, los ejernplos más importantes, los subconjuntos imprescindlbles de un álgcbra (como
las subrí,lgebrus ,l' los idcales), homomorfismos entre ellas y const¡ucciones como la de cxtendcr
cl cuerpo dc cs.:ala¡es. Tambión se da la definición de v¿riedad dc álgebras y se mencionan las
más conocidas yestudiadas que son las asociativas, las alternativas, las de Jordan y las de Lie.
Lucgo, dado un éspacio vcctorial .VI y un álgcbra,4, a¡nbos sob¡e tln mismo cuerpo, sc dcñnen
bimódulos y biireprcsentaciones de .4 cn M, para finalmcnte dar sus propicdades L'n las cuatro
catcgorías antcs mencionadas-

En el capftri'Lo dos sc de6ne.el concepto esencial de cstc trabajo, cl de forma bili¡rcal iÍva-
riantc. Primcro se hd¿e p¿ra álgebras de dimcnsión 6nit¿ en gcne¡al y se menciona un método
hccho en [1] pa¡s encontra.rlas. Enscguida sc generaliza la deflnición antc¡ior para birnódul<x
sobre url álgcbra para dcspués exlcnder el método descrito a este caso y que viene seguido de
una seric de cjernplos cn las varicdades más conocidas. En la última sccciórr nos centrarcmos
en cl caso en que el álgebra sea dc Lie. Ahí sc dcfi¡e módulo simplc y se prucba quc cl cspacio
dc for¡nas inva¡iarites dc un m&ulo simplc ticne uIIa propiedad muy importante, resultado que
se¡á clar.c cn Io que vicnc.

En el c¿pítülc t¡es nos reducircmos a uD cuso bien p$ticular: cl álgebra de Lie de matrices
complcjas de 2 por 2 con traza cclo denotada por sf2(C). Al principio se menciona (tal como
se hacc en [6]) la forma que ticnen los módulos simples sobrc sf2(C). Tambiérr se delne peso de
un módulo y pcso maximal, y sc muestra quo los pesos son núÍrcros enteros, mieÍt¡us que el
pcso maximal cs un entcro no neg&tivo. Una vcz hecho csto, aplicamos el algoritmo demostrado
en la sección antüior p6xa los casos cn que el pcso m¿xirnal es menor o igual quc 3 y gracias a
eso pudimos encontrar un patrón dc 1as form¿Ls invariantos cuando cl pcso maximal cs arbitrario.

En el capítulo cuatro se ad¿ptan Iaá dcfinicioncs dcl capitulo trcs para e) caso del :ilgeb¡a de
Lie de m¿triccs complejr» de 3 por 3 con traza cero, sl3(C). Aquí, ¿ difercncia de lo que ocure
en sl2(C), I<-rs pesos de un módulo rcsultan scr pares ordcnados con coo¡denadas cor¡rplcjas pero
como sl3(C) conticnc subálgcbras isomorfas a rf2(C) sc ñuestra (la demostración está cn l5l)
quc las coordenadas dc cualquicr peso son números cntcros v quc las del pcso maximal son



ertcros no neg¿tivos- Adcmás los pcrsos dc un módulo simple gencron ün rcticulado cn 22 quc
nos permitió s¿i:cr en qué casos los módulos simples poseiaD fo¡mas ilvaxiantes ro nulas, a la
postrc uno de l::s rcsultados principalcs de estc trabaio.

En cl capíttJo cinco ec dan a conocer los p¡oblemas que qtedaron pcndientes o bion que

surgicron á pa¡tir de esta l.esis.

Finalmentc, §c lista una seric de rcfcre¡ci¿s que fucron utilizadas p¿¡,ra extracr ejemplos, teo
remas y ejercicios propuostos (quc por supucsto aquí luoron resuoltos) eue pcrni':ieron dcscm
boc¿r cn los ¡csu,tados conseguidos.



Capítulo 1

Preliminares
I

1.1. Historia
Il¿r.rsta morliados dc1 siglo XIX se trabajaba con :ilgcbras qu(r s¿1lislácíirn la lcy asoci¿ti\-a v

quc tuyicran clcnlcnto ncutro- En 1t'15. rl lrl¿1tcn]¿ilico británico Arthur Ca¡-lcy coDst ryó c1

hlgebra dc oct)rlio rs (también ll:rmnclos nilmcros rle Ca¡'l§ ), hlgtrhra dc.lirncnsión 8 sobrc

lR y quc rcsultó scr no ¡sociativ¿,r, sicndo la princra apalición c1c cslc tipo dc álgcbr:rs Sin

crnbalgo, Ca¡ I :y no ltuscaba un ejclnplo cle rur álgcbr-a dondc la asociativid¿d f:r'1lara, slno tluc

queria cncontrlrr rrn¿ lorrns c1e ruprcscntar d producto dc dos ck{nqttos quc sorr suma do oc}ro

cuadrados (quc linalmcnto rcsultd sel Lttt¿ sLIrIil dc ocho cladrados), dc l¿ misn a lrrrllrl'1 rllrt

cl álgcbra rle cultcrnioDcs rcsolr'ía tl prohlcrna parn dos elclIlcnlos quc sor srrm': il. crratro

cuadrados, <:111o producto tairbión cs sum¿r r]c cuatro cu¿dr¿dos.

\h cn 1E7 r', d matcnr:ii,ico nor_ucgo I{arius Sophus Lic. r:studlanclo los grupos dr: translbrrna

cioncs (aLor¿. llamarlos grupos dc Litr, dcscubre una cstrr'rctura dc ¿ilgebr¿ cn cl plano tangcltLc

dcl clclncrfo i lclti.lad dc] grupo visto co[to r,a¡icd¡rd dilc¡clrci¿]¡lc. De est¡r mane¡a a¡rarccen 1os

grupos inlirir.,simalcs, actuálÍ1cntc q) ocidos como álgcbras dc Lic. y que lo sirvieron a Lic para

abo¡dar las clr¡¿rcir»rcs dif(rrcncialcs l-ía slls grupos dc simctría, dcl misnro modo que l¿ tco a dc

Galois h¿cr: cctr Ias ccuacitxrcs algebraicas. Esta rla-sc dc álgcbr¡-: soD. en gcn':'ral, no á_soci¿rtiva!

y aclcrnris no ticncx clcmcnto rcutro ,,-¿r. r¡rlr c[mplen 1a rc]¿ción ¿2 : 0' para todo ¿. Desckr

oltonccs cst¿s állicbras han sido rnu¡ csturliadas ¡, tiencr tlivr:rsas apllcacioncs cn rrruch¿s irrr:¿r-s.

En 1934. c1 fisico alcmán Pa-scua} Jorclan, con cl objetivo dc cl¿rr fbrnL¿llisnros rnat(rl!áticos

a ]a física cuántic¿r, crcó un¿r cl¡se clc álgcbra.s connutatjv¿¡ pcro no asoci¿rliYas que satisfaccn

l:r iclcnticl¿cl (iy)x = .t2(yr), para todo r,y Estas álgcbras sc conr{rnzarott a ilarnar álgcbr»s

d¡r Jorclan v fricron oLrjet() dc cstudio dc muchos xratcmáticos. Cabc dcstaca¡ cl trdbajo dc

,{b¡¿rham Adri¡ür Albcrt, qrricrr lormuló rr¡¡rlrcrosos teorqnas r_cspccto dc l¿ cstnrctura dc ál3e-

bras clc Jo¡dar,.

Lucgo de toalas cst¿r.s c(»rsLruccioncs sc hizo uccrcs¿rria una tcor-í¿ 8()lcral solrl(: álgobras no

asociativiLs. donde las álgcbras dr: Lic y la-s dc Jord¿rn soll, qrlizás, l:rs más estudi¿das.

Un rir(:a rnuy inportanto dcntr..o de l¡ tcor_ía de álgcbras no a.§l)ciáLivas cs Ja cle rcprcscDt:r

cio¡cs, clue tuvo su apogeo durantc l¿ primcra rnitad rlt:l siglo XX. EIl un comierlzo so lrabajaba

solo corl rcprcscntacionts dc áIgr:bri1.s ¿tsociativa-s, ll¿sta quc crr 19'15 ci matcmiiti(io Polaco Sa-

nrrcl Eilcrrbcrg gcncralizó Ia nociól dr: rcprcscutatrión pala un álgcbra cualqrri"ra.



1.2. Conceptr:si básicos

Definición1.lS¿oF¿r,arcrpo[intF-álgcltrr,es'uttcspaciot:ectorialAsat)rcFprot¡sk)de
'uta aplicacirht btlmeol p: A x '1 + .1, denattúa pa|p(¡.!]) - x!1, g l¡arnada miLlt|L¡r ción o

produ,r:to dcl álgeLra.

DlrcmLrs quc rrna 1F-ii):.,rbra ,4 c¡ asociativa si (¡:q)z = r(g.z), para todo ¿.9, z € A; sc dico

conr¡utatir,¿ si ,9 y1j. |¿,I¿ lodo 1l.1/ € Á; sr C]ict) qüL] ti(]nf] clol¡c]lto uCLLt].o si cxiste I¡ € A

t¿l qu{r 1l-.1 :7^r,=,r. Dal¿ l.(rdo:r e ,4. EIr cl ú]l,i¡ro caso sc ticne quc lE sc in}1ct¿ cn '4 v¿

quc si o É F ento¡ccs o1-r € -4 v l¡ i\urción o r+ aL/l cs inyectivA'

Defiuición 7,2 Sca ,1 .L'naE'ríLgcbra. El asociador 1.. ) : .1 x ,4 x '1 + A cslú defin¡¿a caTno

lx.y,z1 :: Q1.)z -:t:lyz), t:l (:.)nrtuttttlt)t l, ,t .4 ' A '€. ¿Llin' rotut ¡x'y):: xl: lr
i "i 

p,i,¿"rto sutltr¡cc *. tl ,'. A t 'l ', d'.lttt' 11 't I 9:: )¡rv + 1'r1 si carl?) l2 v por

tt. *,!l :: .tu + U:t: si .orl!) : 2.

Notarnos que t¿1dto c1 (onmutador como {rl producto sinrétrico ,-lcfinc¡ n;r r rcva rmrlti

plicación cn !. Arlc r.¿i.s r:s clalo quo ,{ scrá asociativa si y 
"o1u "t 

sl¡ ¿1sociárl()r cs 1ir lirnción

idó tic¿rncntc ccto r- scrá col nutati\'¿t si v solo si su colmutarlor'cs ccro'

Sca ,4 ul1 álgcbr¿ y sc¡ ¿ É 1. Dcfi imos rccuÉivanllxLtLr ]as pot(xrcias prirLcipalcs izqticldirs

dc o rrrnro sigucr:

.,," . ! xj. n: l
' \ 2,,rr n>l

Notcmos quc s:i cl álgcbla á lo cs asor:i¿rtir'a erltonccs plrcdc ocurrir quc palr algirn:r e '4
las potcnci¿1s ¿2 ¡:r : (rr)(rer) y tr - rr3r: (c'!r):r : ((l:r)r)c scalr clcnortos distintos-

Definición 7.3 9aa A 'tL¡t álgcbra t! a € ,\ 'url elerlcrtto artilrario t1 fijo DcJininut el opttt'dor
(lc rnlLltxf)hcoc'¡ó, a la izrltrÍerda por a cotno la aplicación L" : A 

-t 
A darlu por I'"(t) : s1

y eL optrarlor d'. tttuLLiplic(L(:tóh a la tlerecln par a conn la apliutt:ión R" : A ¡ A dadtL por

R,lt'¡ : 1¡r, .

obscrvrrnos rlur: rrl scl d prorlLlcto dcl á]gcbra una:rplicaciórr bi]ilLca1. ]oS dos opcr¿dolcs dc

la clefirrición ¿rn;crrior soD linc¿rks. Not{)mos quc si cl álgobra cs conüItltati\.a arnbos opcrado(rs

coiDcid(! puestc, quc no h¿l}' distin(rióIr cntre xnütiplictu.r la izquir:rda o a l¡ ¡]olcr*ra'

Definición L,a Sut,l unaF-álgebra. De'.finúnos las sigtLi{:ntes subcslrlLclt¡n¡ rle 4:

1. Seu¡t i:,1 .; N rlos stLbr:tnjtLntos t¡o ucLcíos añitrar'¡as dc A. Ettlonces tlcrLotarnos por ll\r
al xLbr:s¡ttt:io gettcrar)o 7.'or cl con.itnto {rg :r e '1r1. y e II}

2. [ir). *LL)es)acio B t1c A es lLno stlbtilgcl¡ra si 82 :- DD e B ' es decir-, si x7l € B, paraladt)

¡)ll € B.

3. [J¡t sttbeslrrtt,io C r]c A es tar idaal izqtticrdo si AC I C' es tlc(:ir, si 'r! € C' plrz toda

t a AtU. C.

.1. Lln sllbespacio D tLa A cs lLn ideal derecha si DA a D, cs decir' si Íy € L), para lL'¿a

tÉD;.g€4.

5. L,n *tbcspacio E rLc .¿\ es u¡¡ tdeal l¡iLríLero si rts iLaol ízquiardo y deretho o la rta':'

En aclclantc, a los i(l(r¿lcs bilá:lcros los llam¿rcrno§ simplcmentc idc¡¡'k:s' Con crsto poclcmos

dar lil si8uiclrtc defilicióD.



Dcffnición 1.5

1. DireÍú)s ttrt: Ln álrtcl i A es s'irrqle si ,\ | {0} I sts únicos ideales son l0} y A (lLamatLos

't dcalcs trixtaLes).

2 Diremas que un. LíLgebra A cs semishnple si,4:,410 ()'4", dandc?o¿'Lt\j,J:1,---,tt'
cs una subálgebru strnple tLe A IJ La slor¡, ¿¡t ccto cs ?ri el scntilo dc ílgebras'

Notcmos quc tocla álgcbra simplc cs sonisilnplc (cs sulicitntc consirlt:ra¡ l'r strnu di¡cct¿ cIt

1.1).2 con un úrrico s¡.r¡lrandol.

Definición 1.6 .9c¡rn l g B .las? átgcbras. Lttla.lunctti¡t p A*tBcsLtLlLana¡narfittnade
áLgebras si cuÍtple:

1. ,?(r + !)): p(¡) + p(l), lara tarlo ¡,v e A'

2. 9(or;) : oP(r:), ?ora tada Q € F. 3i a /'

3. q(:r1t) : plL:),?(.g), Paro, to¡la Í.! € A.

l ado un homomo¡fismo p : -'1 '-J ,B de álgcbras. dcfinnnos ler(p) :: {' € -4 l f(:r) : 111 
"

Im(r:f :: {p(z) i f € .1} : {y € ¿i I cxistc r E '1 con V : p(t)} Es f¿icil ve'..ific¿r' quc I'er(p)

cs rlI idc¿] dc A c 1rr(,p) cs una subálgcbra dc B. Pol otr¿I pirrtc. dircinlos quc P es un Ú)onomor_

fisrrro si, aclcmás. cs inl.ectiv¿1: un epiÍrorlisrno si cs sobre,vcctiva y un isomorlisn1o si es bil'ectiv¿.

Si;1 cs ura F álgcbla dcfinimos ri :: lF x;1 : {(^,,) I 1 € lF,r € 
"1} 

La suma, la

ponr]cración v cl pro.ltL(rto cn .i sc dcfinc]l corno si8uc. par¿r toclo '\, o, É € Fi ir' g € A:

(o,r) + (l,l) :: (o+,i, r r!)

.\(a. t) :: (,\o. )r)

(4,¿)(r3,y) :: (o1.9¡ + oY + ::Y)

Así ,4 cs una F-álgcbra .orl clcmcnto Dcutro 1/i : (1, 0) . r:1 conjunto {(0, c) :r e á} es urL

iclc¿1 dc .i isomo.lb a ,4. U.a propic¿acl ¡nporl¿ntc es quc si,4 es ¡-sociativa o connutátiv¿r cl1

tonccs ,li tambión hered¿ csa (ondición, dc csLa ¡ranera. Loda álgebrzr asociativa o conrnul¿tivá

sc ¡)ucdc supont:r con 1. ¿Qué succdc si ,4 tjc c 11. ED cstc ca-so cl 1 clc ,4 picrdr: su condición

", " ,,',- ¡' ,'s s ¡.'iluin ¡.,r, . I d i.

Otr¡ constrLrcción cstánd¿r on l¿ tr:oría dc álgcbras cs 1¿ siguictrtc: si ,'1 es Lma lE álgd»¿r

y K una cxtcnsión do lF dcfinirrros ;11¡ :: K 8r,4. L¿ sunril sc dcfine dtr rn¿lera n¿rtur¿l. la

pondcraciórt y cl producto sc dcfincn, para todo d, 13 € K; r. !i € l1, así:

o(¡'i 8 r) :: ot3 8 u

(r a t)(il o s) :- aS E tY

Dc csta rrancra ,{¡ es un¿ K álgr*)ra con la p¡opicdad de c¡rc r:l subcspacio {l 8.iú ,t € A}
dc,4K cs) colno F álgetrra. isomorlb a,4 Estc mótoclo cs muy usddo cuando 5e ¡rc(rsita tlabaiar
con cucryos alScbraiaramcntc corrallos ] asegurar I¿ cxistencia dc v¿lorcs pl'"J'ins.



1.3, Principales clases de álgebras

Eu csta secciórr \,alcnos la-s clcli iciones, cjemplos 
"v 

propir:dadr:-* Ilás impot.-taüLcs dc álScbras

asociiltil,as. altcrn¿tivas. Lir: r'Jor_clarL. las más colocid¿u clcntro dc Las álgcbr,:s no asocialivas

1.3.1. Álgebras asociativas

Los (jtnlplos más sitrrpli:s de lr,lgcbrrL-: asociilti\'¿ls sorr cl álg<üril dc rrratrircs c¡¡¡dr¡d¡s' rt
á1gcb,_a dc cudornorfismos dc,.ur r:spa.r;io \'cctolitl v el áigcbr'¿r dc polironrlos

Otro cjr:rrrplo l_ mu!'impoll¿ullc cs rl álgcLra rlc cuatelniorrs Sca F urt o«:rpo dc carac-

tcrística di-.tinta clc 2 r-sean o.b € lI anrbos no nulos. Sea 1rrna 1F álgcbra con basc {1,i, i,Á}.
Dcflr¡irnos i2 : a, i2 : b.i..j : -jt : l:. Errt(nnls tcncnlos c¡rc L2 - oó, ir -i.k : aj, Jk :
-kj: bi,1,¡: il: i.lj: j1 :.l.tl - k1 : A si -v solo si;1 cs asociativ¿l. con elcürrlrto
,r<,ritro 1-1 - 1 1- rro conmutati\,a. llcnot¿ut1os a t p,,,r (t') ¡ se llalna álgcbra dc cuato¡nioncs

sobrc ii'. En cl ca^so r]n quc 1F: R¡'a - Ü: L sr: obticncn los cuaternioncs (]ue H:lmilton
rlcsr:¡.rb¡ió cl 18.13 y sc dcnotan por iL

PrlId cl siguicnt. cjeirplo considt:rolnos ul1 cu{,-po lF l'un 8¡upo C- Dcllnirnr¡s d .xxliunto

IFIG] :: {¿ : f,' + F luncii¡r r ticlrc soportc finito}, rlurdc cl soporl. dc ? se dcfirrc por

sop(u) :: {r € af I ,r(r) I 0}. Dcllnirnos crr F[G] las opcraciorcs dc srula. pc»rck:racitin v
producto, p;ira todo ?, t e I[G]rr, rr, r: € G: a € F:

(t + ¡)0') :: l¿(r ) + ¿(r)

(ou)(r) :: crtr(r)

(tr')lr') ;: ! z(r'r )r(r: )

Así lF'G] rs una If álgcbra rr-sociativa llarrraclzr álgc'bra dc gnqro con basc {ó, r e G}, dolrrltr

d,.: (l --+ I!'cs l¿ lurciórr d,(s) :1.1 s: r )'d,(s) :0 si s I r- \l)lemos quc 1F[G] t:sun
álgcbr¿ crornLui,¿1liva si v solo si C cs un grupo abcli¡r¡o- Pr¡¡ otrl partc. si I : G + GL(V)
cs un hornornolfisrno de grupos. con I/ rrlr csptrcio vc(rtorlal. Lxltonccs sr: prrerk: cxtcnder a lrna

apli(la.llón linc¿l I, f'C] + Enrl(V). Eu cfccto, si u € lF[G] cntonces u: !,.¡4,d,. cor
ú, € lF. NL'is aún. si s e (l se tiqrc cluc tr(s) : !,."o,ó,(s) : r¡3, por lo quc z: !,.,;r(r)d,.
Dc esta rr:urcr¡r clclininros f¡r) ,- L." "(r)l t ). 

quc cs clar-aÍrcnto lincal.

7.3.2. Álgebras alternativas
Un tilgr:br¿,,1 se llarrra ¿lllcrDati\,a si (.r:r1y - z(zy) v y(r.r) : (uc)r, purra todo r,y C ,4.

En trlrlLinos dc asociado¡cs la.lcfinición allcrior_ sc rccscrril¡e r:orno (c r.1q) :0 
"v 

(.v.¿,x) :0,
para todo ;r, y É ,'1. Por otra parte. usanclo opcradorcs dc rnultiplicaciórr Ia clcfinición c¡lr:rl:rr'ín

L.. - L,'2 y R,, : R,2. par.r Lorlo r € l. Es dccir. l.r,s irlgcbras altcr'¡l¿ti\trs sl,r rlra vcrsior,

nris clól¡it dc las rllgcbrirs asoci¿rtiyas. Por olra p¿tfic. cousidc¡unos cl álgcbr_a dc cu;iterlliorlcs
t : (+) Si :r: ar I orí - orj + rr1k e -4 clefinimos d conjugario .lc ri colno el cuatc¡njón

del produclo (¡t,Ar)l¡z,az):: (:¿r¿: r c1t211r.¡t!12 +¿2g1). LueSo todo dcmcnto !/ É B sc

cscdbc de la lbrn1a 3/ : ql + lq2, (lolrdc ql, q2 É,4 y i'::,:. Al álgcbra B sc lc llama áigcbra clc

octorriorr{rs¡,r:sclcjcnplonrásiüportantcdei:ilgt:}rra¡tltcrnativa.Sio:b:c:-Ii'1F:R
rrsultn cl álgcbra () dc los nilmclos dr: Cnylo¡.



1.3.3. Álgebras de Jordan

Definición 1..7 ScaF un urrF,o tle curactet isl.l.n d)st'i ta dLt 2. Di.runt¡s quc'ttrtLrE-tilgebro J
es deJordtLrt st tttntple:

1. ,L:t1 : ya, para totl, t:.!/ ¡ i (co¡tnúLltL!irLdad)

'2. 
Q:2 tt)t: : :t2l.yt'1 , pam toLI,.) t:.y €3 (idcnltdad de lotdon).

Ejemplo 1.E

-1. Sí A es ¿ra F l\Jqchra soc¡al¡1)a..,rrl¿ car (F) 12, y tlcJirlunos el prorLuclct sirní'ltico en A'
'restLlta un álqahra ir: J orclan tkttolada por A+.

2. 5'rr.¿ "9 :: {e e 11,,(R) / : tl el rnnjunto C"e rrnlr ia:s simétrims calt el vraducto
sinéLrica- ll fmces S es urt álgebrr' la .lordan-

3. .5ca R2 co¡¡ cl [)ro.lllcta (o.ó)(c,r]) : ld.+bd.aLl 1'bc). ltntottt:cs R'2 es ut tíLgabra tI':

Jardatl.

A partir .lc ilquí clcirotarcrtlos cl Pro(lllc1.o dcl álgd)ra con1o * sin qúr sc pl' ste a rr 'trlusinrL
con cl prorlur:to si[rótlico.

El prorluclo * no cs rr(r(r( sariamento ¿r'soci¡tivo. Considcranclo las mntriccs

/1 r)\ ,, /il 1r\

\u / " \r 0/

cr i12(R) co» ct producto , * y : !(,tx-¡1t,), scticncporr¡ l¿1do que (rxr)*g: ]ll' micntlns
qrrc :r * (c * 17) :]y..\sí(:r*:r.)*ui¡*(.r*t).

Unil obscr!'ación iÍrlúrt¿I1tc qrxr dcb.dos ha«:r sobrc las álgebr:1s.lc Jordan (rs quc sicmPre

sc pucclr: sr¡rolt:r' quc tiL{rcIr clcncnto rrcutro, y¿ que dada ulra lF iilgebra dc Jordan J podi:mos

construir-cl írlgcbrr J: p r J hccha cn 1¡ sqrción 1.2 l qur: rr:sulLa scr-ta rbión clc Jord¿n'

Dircrnos quc lnt álgebr.-a dc Jold¿n i cs <rspccial si cxist! ol1¿ F riJgr:lIa asociatila 1.
car(li) 12. tal quc i cs una sub:ilgcbra ck:,41. La ¡azrin dr¡ d¿r csta dcfini(ión cs que no

toda álgcbra de Jord¿rl sr: puedc vcr corrlo urra sub:ilgt$ra dc A+. L,Ls fgcbras dc ,Iorclan que

) saxr cspccialcs se lla¡lan cxccpci(x1¿rlcs.

1.3.4. Álgebras de Lie

Dcflnición 1.9 S¿o lE ¿r¿ t:uer?o lt g unaF-ir.lgabra. Diremtts r¡tLe g ?s .l!: Lie st stttisJocc:

l. t:2 : 0, para tado '¡ € g (an!.LLarútutatu;¡tLotl).

2. l,i:!)z+l.yzp+lz.)g:0, púra tt)tLa t.¡1,2 e g (identr'dttd dc JacoLtt).

E jemplo 1.10

1. S¡, A es tn álgebra aso(h.Lfua 1l dafirittns el (:anrtrTLtdtlar en A, se cottsigue un álgeb'ta de

Lir:riLiola¿dporA.l..)ntasapa|tlclLlorcs¡:-¡1,,(lN),cLtíLqcl¡radt:ntatr'¡ftscttldralas
dc n yt n, cott .ae|icie:úl cn el clterpo\:', tlmtLc A se dentttu por gl,,(F)- Por otrQ parLe,

d.ad.o un cspat:i.o 1)ccLorialV, t:otts¡tlI;rurt1,.)s A: Entll,\¡ ), tl álgcbra de artdornorfismos de

\i . etTtonc.:s .{ : gl(y).

2- El cspo.cio R3 con r:g :: :i :,. p', ¡tara todo i, li e F.tt , as tr'n álgehra rLe' Lie.

Dc ¿hor';r cn adclantc cl producto do un ál8cbr¿ dc T,ic 1o dcnotarcrllos por' l. ] 1'no por

vrrxtaposicióD. Cuanclo polg:rmos drcho co¡chctc no sr: rlclx: conñurdi¡ co¡ cl conmut¿dor_. t'a
c1üc csa opcr_ilciór cs solo un ('.jemplo dc álgcbla rlo Lic crcmo lo rrrucstra cl ejcmplo 1.10.1



Obsérvación 1.11

1- Notc'nas que silÍ-x:)-f). para tnlk) 7: e §: et¡tan.:et i-:t, ylt = ,y,t), pamta¿oJ:.lJe g.

ErL c¡r.(:t.a, t.ctlernas 0: [¿ +r.r'-l y] : [r:.r] + [r.y] + [y,¿] + iv,l] - it g)+lu.t), para

ta¿o:t,!l e g- El rccíprtut sc cum?lc sala sr.or'([) l') l]a qlLe \¡lt.y'1 - lt.r:) para

l.odaÍ.))ag, l.omamas ¡=:t- así 2lt:.t11: ll iltl|lit:a quL: .:t:'j ):l)' Nru do¿a re g'

2. EL cort:lrc1r es, ,:n qencral, na 0.so(:i(Ilil)o. Con.sitlercmos eI úlgebra de lie glr(R) jtnto con

t,,¡.,.t,--., l, ll , f: :) . t,.,.,,-t.r,,-a-pa,.,!.,)ndo,1,,, r r ,.-
\u 0./ \r u.i

l0!)):OPeft)

.". ir,lll : in,xy - yt:) : ,rl¡u tt:r) l.t:1¡ 1¡x)x : y 10.

Dc e sta rn.anca. Lanemos qltc ilr. r]. ¡71 I [.r. [r, y]1.

3. -1, tliJerencta tlel caso ,lorrlan, tLatLa ut ci.lgebra tle Lic g, siempre e:risLe un álqebro ütaúa
lLt).1 A tal qt,e g es u,na sulttílgt:L ro. de A , r'esuL!.adt¡ que es cortstcru:rtciu deL teoretna de

Pantaré Birkholl-I|tLtt (csLe teorer)o s..'p1rc(La e ún ar Ltt il fuág. 159)).

Los rjcuplos r1¿is irnportantcs dc álgcbrtrs rlc Lic solr las subrllgcbras do gl,,(K)- Por rnen

cionar.- algrrnos:

Ejemplo 1.12 S xlLgc:bras de g: gl,,(K):

7. ¡0,,(K) :- {t e g', t + :tt : l)}, llarnada ilgebra oTtogottul.

l. f!:: {z € 0 iri,i : ll.i > i}, ¡:n)jtnta de n¡atr')a:¡ IrianglLlares s1r!.rtares

5. 11 :: \x e ¡¡1,(R) :r;, : r:1. i > i] se llar a álgcbra de lleiserúarg'

o. ip,,(K) :: tr € 0t,,,,("<) ¡.1 - J.t1 : ttj, donttt J: f: ,1"), s¡:. tL¡¡.rna átltebra
\/,¿ t' )

st¡npl¿ctic!1.

'/. tt,, :: {x e gf,,(C) .t + r' : []], ionrLa t* es La tntpú¡:slú rttnjugada da x, se llanm
álqebra urtitar'ia.

E. su,,:: {ze gl,,(C) .r;+z. '{)g'frlt:):0}, sa llama ál,gclra csp.ctal unLtaria.

LTna obse¡r,¡cririr lcspccto ¿ las dos riltimas álgelrrns cs quc si bien son subconjuntos dc

¡f,,(C), no son un subcspacio sobrr: C pcro si soblr: R. P¿u¿1 not¿rlo es slrficicntc consiclctar

. l: 'I srr .',r. rll.',,r1 t",. ",rr.' rr"u., , l^ ?)f ,u,\u)
P.rr otra parte, ur iilgcbra dc T,ic ! .s simplc si a(l(xnás dr: cumplir la dclinición 15.1 se

Licnc dirn(g) ) 2. Corro cjernplr dc r'rl¡lcbr*s clc Llt'sirnplcs icncnros sl,,(K) con c¡r(K) I 2,

Ril con c1 producto cruz J¡ 5!1,. Un ejü[p]o dc á1gr:]l a dc Lic scnisinrplc qtlc no cs sirrrple cs

so1(C) ¡a quc eu ;51 (p¿iig. 271, cap. E) s. mrLcstra quo 5or(C) = sfr(C) eslr(C)

llna lunción ]nul. inrporl.antc cs la rL'prcseILl¿1ción adjunta. Si g os un álgr:br¡" ch Lio dcfinimos

od: g + gl(i¡) como att(ti):: ad,. doldr: arl, : g + ! cs la lunción ad,(g) ;: z,gl. Iista
¿plicación r:s 1inca1 gracias .r la bilirrcalid¡d dd co¡clletc l rlc hccho cs un lr¡¡nnm¡rlismo de

álgeblas corlo consccucDcia dc I¿r iricntid¡rl de ,Iacobi Algunas propicdadcs de la acljunta son.

por clcmplo, quc, rr.rl, ([y. zJ) : lad,.(¡1). 2)+ y.ad"(.2)l, para todo ¿, r, ? € g y si g cs scinisimplc

cntonccs ad r:s un ntonotnoLfisrno (lo quc diccr qrlc 0 cs ulra subrilgcbra dc gl(g)).



1,.4. Variedades de álgebras

1.4.1. Definiciones y ejernplos

§¡¡¿,f -{r1.r'2,...,:r.,¡,tt,.}Lrnconjltntotl1lrncral)lldr:símbolos Dcnotanos por )r'f al

corrjullo rle toda-s l¿rs succsionr:s finitas qur: sc puedcrr lbrrntrr con clcmcntos dc X v por {X}
ai subconjunio rnás pcqur:üo de lf co¡r l¡s siguicltos plopie.lades:

1. {X} corLicrrr: a X.

2. ñh € {X} si.r.ó€X.

3. ía)r€ {x} si o€ {x} \Lü € x
l. a(b) e {x} sio€ x.r. {-Y}\-Y

r. (o)(l) e {I} si o, ü c {x} \ L
Así tcrxrmos, pol qicrrrplo, qlrc xt)1i1i¡i: y :.1(;c2o3) r:stán cn {X} pero ilrrrr3 no lo astii.

Si lF cs ¡.r¡ crLcrpo. dr:firllrLos 1Fl,Y| conLo cl conju¡to dc todas las cornl)irlacioncs lincaks ric

clcmcntos dc {-Y} con cocficicntcs crL lF. En cstc corr.irl l.o sc dcfinc una slL1l1a. una pondcración

J url producto. Sca 1 un subconjunlo finito dc {)(J y scan u : !..-¡ o,z y r, : !,., ¡i,,r, con

..,,. iJ,, €lF' L*ego pdra)€lF: 

¿+r::r(o,+IJ,,)¡:

rr, ,: !(.\o,,,)1,

rrr:: !(o, til,,)rr:

donclc -/ cs ul1 sLlbconjunto rlc {l} que (olrLic]1{r ¿ toclos los pro(lllctos ckr clclncntos de 1'

Dc r:s1a malc¡a F{f} cs un álgrirltr no ¿sociatir'¡r ll¡mada álgcLra liblc sobrc IF r:on l¡asc Ji.
Los clcrncnlos dc F{X} sc tlcrrominan i.l.riidadcs polilromialcs o silnpkrln(rnlc idcntidadtrs.

Un¿ idcnti.l¿.i J sc llanra rnouomio si f :¡1r,,¡nt¿"o€tr.alUi g€ {L} Dado:r1 e X
v un nrr»rorrio / dcfinimos cl gra.lo .lc r. r:n l, ¡- Io dr:notamos por gr{t;, /}, couro r:l nrimcro
(lc vcccs cluc rr aparccc cn J. Por cjr:ruplo, r:1 grarlo tlc t1 cn ((r1t1)t2)r1 cs 3 ¡'cn r:2.23 cs

0. Es irn1cdidto dr: la clcfinicirin do {-Il qur: para r:ada rnonornio f {rxistc un¿ caDtidad llxit¿
.lc r, takrs quc su glado en / cs clisrinto dc ¡r¡¡o. Por csta raz(in cscribir(¡nos I : l(Í1,....:¡:k')
par-a dccil rluc k cs r:l mal'or'índicc ta1 qur: gr{¿a,l} > 0. T,Ltcgo dclinirnos cl grado clc J corrro

gr(/) ::!,,.rsr{¿¡,/}.Porotrap.rrtc,clad¿runaid(Irlidad/¿:ftr'il¡,,dondcloslson
."rnomios, priia tocl,) 1a l < A, clefinilnos cI grado dc /r corno gr(,i) ::Inrix{gr(l:¡) t <, < A}.

Dir(riros qtc /r cs hornogrinca si gr{2¡,/1J : :Sr{i¡i,r}. Par¿ todo i. En l,¿11 caso sc tierre
quc ar(ñj :9r(1,), p¿rra todo i.

Dad¿ ,4 una F álgcbra. llarnamos cr'¡lu¡criril cl ,4 a una fiución E : I + ,'1. Una propiedlcl

importantc dr 1F{X} con rcspr:r to a X cs 1a siguicntc: sca,4 
^una 

F-zilgcbla y -L r¡rra cv¿rlu¿ció¡r

cn A. Ento «rs cxistc u¡ ún1.ro ]rornomr¡r-fisrIro dc:ilgcbras E:F{X} ; á tal qln) E x : ¡1.

r\sí tcnonos 1a sigrricntc' dcfirlicirilr:

Definición 1.13 Sea:l 1naF-álqcl)rrl ':l/€F{X} tn..¡i.Lcrltidad f)irL:ntos quc A sdtis.Jlu. ¡,
a qtrc J cs táltr1a erL A, s, ,(/) = il, para Loda etnlt.ación E en A.

Sca / e F{X}. I : l(1r......rÉ) 1 ,4 un¿r lF-álgcbr¿. Dclinimos, para ali. ior € ,{, l:1

cv¿luación,0,,, ,,,:X -+,,1 cltrcl,r por D,,,....,,,,1.i):: ¿,.;, p¿r¿1 tocloi=1,...,i.Lucgoiclcn
tillcamos / con la firrrciól I :,1r '-1,1,'Lirrr,l¡ 1, r ?-(41. . ,.r¡1 :: E,, ."(J). Cl.rrarrrtrrtc

.,1 satislacc /'si v solo si a cs icléDticanrcrltc ccro, por 1o talrto A sdtisf¿r(ro f scr;i r:scrito r:omo

1\n . ,. .1,'d ''"1' 't .....a A.

10



Definicióü 1.14 sea S tltt slLbcanj n n!.a dc F{{}' ''ll coniunto tLc: lodas los lF rílgebrus qrc sa'

tisJot:cn tor ts las ¡dc¡tLtdttdes de S la lLdtr¡ü.mas 'caricdad de á¡qebras d.etern¡'¡:nada par 5 'l/ se

tler¡olaró. por VIS).

Los sigl¡icntes cjcmplos son l¿s \'¡r'i({ládcs nr¿is cstulli¡l(las cn la tcori¿ dc álgcbras no a,so-

ci¿rtiras:

1. L] conjunto S: {¿! li rr} dctcrmin¿l l:t \'§ricd}ld de lilgcbr¿s connutativas.

2. lil c.»riunlo S : \(,nt)z r(y.z)] tk:tcuuina lrr raricclacl dc ¿ilgcb¡¿s ¿sociaiiv¿s

3. El coniurrto 5: {1:, (rg1; + fyzft + (zt)a} dctcrnrilrd li1 varicdarl dc rilScbras rlr: Lic'

,1. El coiuDto S: \xy gt:, (,t:2 y)r z2(yr)] deterrrrinrr l,r varieddd dc ¿ilgcbr-as tlc Jordan'

5. El corjrrrio S: JrL:2y-t(:Lg),iyt:'¡t:-r¿2).letcrlrina la \,ali«lad dc álgcbrn-s trltcrnatil'a'5'

6. El colirLrllo S : I,s¡¡+i xii | 1.j e N| rl:lclmina la r-arictlad clc álgd)ra-s dc potclr(ii¿r

aso.ritrtiva.

7. Ei conjunto 5: {(rri)r - r(,t7n)} dol,crmina la rari¡rlad dc álgcLrns llcribles.

Algunas rr:14.r:iom:s cntrc .'stas varicdadcs solr' por ejenrplo quc t(xia ¿iIgcbr¿r conünrt¿tiva

\- ¿tsociativa cs ric Jordan. to(ld ál8cbr_a cn ja \'¿¡icclacl ¿rso(i.itiv¡. Lic¡. Jord¡n o altcrn'rl'iv¿ cs

dc potcn.ri¿ asociativ¿ ) quc las Y¡ric.l¿rdcs conltut¿ltiv¿. asoci¿liiv¿: altcrx¿1liva. Lic y Jordmr

cstán conlcnidas cn la varicdad dc álgobr:rs flcxiLlcs.

1.4.2. Birrródulos y birrepresentaciones

Sr:a I!'un cuer-po y scarl II ul lF cspacio r'«rtori¿l -r ,4 una 1F_ál¡¡cbra. Direnros que 11 r:s un

binrlduio sob¡e -4 si oxistcl un par dc aplicacioncs Lilinc¿lcs ,\ : ,'1 x 11 + rl1, rlonotada por

.\(¿.¡¿) : ¿-¡r v llarn¿da acción por la izqui.rd¿ dc 4 cn r11 r'p:'{'1 x,4 --t,1i', clcnotad¡r por

,(rn.¿) :7¡1-,_ l llamada accióü por'la dorcch¿ dc A en .11. Por otra par-te. .lclilimos cl cspacio

vcatorial C r: A a,11 l, lo dot¡lnos .lel siguicnte ploductol

(a + ml(ó + rr.) :: ab + 0.n + nr.l)

Eltorr{ics, al scr-cste producto bilin(]dl, C sc ccxn,iertr: cn LLD¿1 lF hlgebr¿ llamada crxtcrr§i(in nula
cscin¡lida dr: ,{ dclcrnlinada por ,\ v p. Idcmás ,4 cs rur:r subálgcbra d(r fl, icntras quc ,tI cs

un ideal rlc C tal quc ,11'? : {0].

Definición 1.15 ,9co S un srbtonjrnto dc lt'{)i}, A 'utltr T-tílgcbra en lj(S'), ,1I utl F espaúo

rcctorial 1l lus q)lÍcacioncs b¡t¡neates 
^'ll 

p d?-laLn¿das colttu at)|.Í:s Diremos qu: trI jutto tttrt

estas apl¡La¡'¡a .t:s biJ.incelcs es un S-hiÍtóduLo para -4 si,\A lI cs un tíLgútt en \ (51.

T¡¡¡rbií¡r. rlicho dc otra lbrrla, dilemos qrtc ,1'1 cs un A_bimtidulo cn l¿ varicd¿rd 1¡(,9).

Dcñnición 1.76 {:ansi.dercm.as tnuF ál(tebra A ! turLT estr)acio ücclarial LI Urt 1nr Lla aplt

caLiones lxncales p.u: A + End(,1'1) se llarnorr' ttirrc¡traseriactón de A er¡ ll

Vcanros quc hiw un irllporlanlc r1cxo crtro Lln blrn(idrl]o Y ü1la birr_oprescnlación.
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Observació 1.17

1. jea \I unF ct?t:tc¡o rccLor¡dl 1/ A urnE áLgebra. Suporúarnos qte lI es u¡¿ A-bi¡nódulo.
LTLega t¡.ncnas las accioncs urntiuda ) y den:L:lto. p leliut, u,s antes. Pa,ra úd.) i. €,1
tLeJirLtrnos p.:,11 - ¡t\1 cotrto p"Qn):: f(o., l») ¡u,,: ll +l'l canro ua(.nt') ;- p(nt,a).
A¡LLas son lirLr:aLes, lLLegct las ayLi«Ltiones ¡L,v: A + Erul( ivl) dollas lor ¡t(a):: p,, y
1t(¡) 1: tt. sorL tarnL)1éL J¡.r)cl.l.:s y pot-lo lonlo (Jd¡¡l.n Lna bimcprescntaL¡Litl tlc A u¡ i\l -

Rccíprocamente, suJ)anqamas que p.u : A - Eltdltrl) JornLart tnu l)¡trePr.se¡ttaciótt de

A t¡t itÍ Defi .¡rLos -\:,lxrt1 + \[ onb -\(a,m) := !"lnt) g p:iIx,{ +,\1
t:otna p(tn..t') :: ¡,,,(.ni). Al s¡-.r unbos L)il¡neales rt:sLrlta r¡u,L'. lv[ cs t¡t A-bimót]ulo. Dc csl.u

rnan.:ra. Los conrc?tas d. bunóduLo 11 l)irrept csLntac ¡ ó¡L san equit)aLentcs.

2. Si -L es rn álgt:l)ta onrnllLatil:a (respct:t¡ratncnle anticanmlltat¡ül ) y itl es un A-btrnódttltt
cn lú Nari?dad. aonxnú.atiL)a (r'esp..:tttamt nlr; t:at'LLLuLl utLttcotlttlLlLolLua) entotl :s tetrert)as
(luea.t :¡n.a (respecti,l)atnentc a.r)1 - rn.u): t)u.ra la)t1o a € -4, ?¡1 É ¡'f. Por lo tattta,

en csLos casos habLat os s¡r).'!lütu\tlc de ¡nódu,los'!l t'ta!tcsrrl.tnciones.

En virtud de la obscrva.i(irr 1.17.1. dc ¡hor¿ crlr ¿l(lcl¿r1,c us¿rr'.x11os los corcq)tos .kr binódulo

"v 
bir'rcprcscntación sin haccr nirgrln¿ disti¡cirin.

1.5. Representaciones de álgebras asociativas! alternati-
vas, Jordan y Lie

Erl est¿ sccción vcrcnlos las propirtiadcs cluc s¿riisllit-rxl l¿:ls birrcprcsentacionrs dr: las álgcbras

vist¿ts en 1.3 d(r ¿rcLrcrdo ¿ lo des¿r,.-oLl:rclo cr1 l¿r sección pr(rrxlclrlc. Sca ,4 un álgcbra cn alguna
Iaricdad V(S) ¡ sca -1.1 url , -binóclulo cn la nLisrna varicdad. Consick:rr¡los }as aplicaciones
lirroalcs p ¡' v dc la clefinicitir 1.16 conlo p, - ,\(:r. ') y u,,:p(.'.¡). (1ln ., e ,4.

1. Scl:1 rrsociativa ¡'scarl Jr.r:z €,4.\- ¿r.r.r1r e ,11. Como A t,,\'I ns i'rso.ri¿1iiv¿ tcllcl(rs:

(r + r)(y + t,)l(: + r,) : (r + u)l(g + t,)(z + u)l

Dcsarroll¡rrdo cad¿r lado tlc l¿ igrraldtrd sc corrsigucr:

Qu)z+(u."tt")(t:)+(v,ov,,)(r)'tp,.,ltt):rllt2)+\tt"ov,)tL)+r,r.(¿)+0r.oí")(¿¿r)

Ahorasi z: {l \,.r/: r:0crlorccs lL:t.1t: p¡c}11). Si¡ r,:0 v:¿r:0 cntonccs
uq.:v.a¡.11). Si ¿: ¿rr:0 J. l/: (l c¡torces u..I L: tta . v.

2. Sc¿ A altcrDati\-a- r.1i €,:l y u,1r € r'\'il. Colllo jl all if cs áltcrnativ¿ cntoD(es:

[(:r. + z)(r + Lr)](y - r) : (i + r¿)l(r + ¿)(] +,r)l

(e t L)(.lr u)l(z-r) :(y I¡) (.ic+¿)(r+¿)l

Drs¿rr¡ollando las dos igrl¿rldadcs rL'sul1a:

t:')y't p"."lt')+ (v.," (p, = ¡r,.))(t¿) : t:141) + (p. 
" 

p,)(.) +(p,au! t u'.')l')

(.ylt: - 11t.,. t v. c tl,))(.1i) ¡ 1,.u,. o v ,)l.x) : yx2 + (p.,o(p. + u,,,))(u) + r,,,,(L))

Ilacir-¡rrrlo a:0 -.c consigue !,., : ]1J a pj \ vr a vx: 2.,. \Iicntras qur: si 1,: (l cntonces

v,) c lp, + 4): ttt a v! + vtt) y pu¡ + r\. h: t, a (JL" + v.).

3. Sc¡¡ ,4 dc,IoIdaD. r.g € 1y r/ o € r11. Al srr,4G-¡1 dc Jorcla¡ tt:rx:rnos:

(¿ + t¿)(?/ + u) : (y+r)(¡,+¿)

l(e+r)(¿+¿)l[(s+u)(c+z)] : [((z + u)(s + ¿))(v + tr)](c + ¿)
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Eütorrces dc ls primcra igu¿ld¡d so obtienc:

r-y + 1r,,(r) + zr(a) :11:L + Ltllu) -i u, (.t))

Es dccir. si ¿ :0 o r,- 0 rrisLrlla que lr. r,,. 1o c¡rc dicr: quc las ¿rcciorles izquicrda

), dc¡(úll¡ coincidcn. r,clifir:ando k¡ clicho c¡ l¡ obscr'\'¿1ción 1-18-2. Usar(lo csto, do Ia
scgurda igualdad sr: liL:nc:

lltclt,:p,aut,
pt, a p,J !)t.,J" a tt : lta,1)'l 2p" o 1t u o p,.

Sea I de Lic. r:,y.z a A v ¿.u.¿r € rl1. Cono ,4 {] I./ cs rlc l,ie entonces:

[J,+¿.jt+¿] :(l

ii¡T¿,y+¿l.z+ a)+'i!+ r.. + !'), x: -l 1r] | l[: + ?r,, .l] +"i,y+¿'] :0
Dc 1a prirnr:rl igrrald:rcl r'csrLlta quc !r : r/rj quc r:s 1o qur sc ospcr¿lba .lc acucrdo ¿ la
obsarváci1xr 1.18.2. Col1 csto. clc ]¿ scgrnrl)r its.ua](lad rcsull.a:

11 ¡,\l - 11,: a P1) l-|.!t. llr

Esto cs. si r €,\'1 cs un vcctor cualquiera artor(xrs iL:.g)r: t:.ly.r) y.{t.t).
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Capítulo 2

Formas bilineales invariantes

Estc capítulo r:s por lcjos cl ]11as i pottallt! vá ql1c cs clr ]o quc sc cc ra cstc Lrilbajo. Por
csio. k» principalcs rcsrLltzrdos qur: sc prr)harán en est¡. tc!is son crr ¡clacitjrr a li» mas bilincalcs
invdri¿rntcs. Si I/ cs rn ¡-(ispacio \,cc1,ori¿1, un¿l Iornt¿ bilirrcal €n 1/ sc rlcfi¡c corno u¡:r aplicacirin
I:tr/x1,. + F bilincnl.

2.L. Formas bilineaies invariantes en un álgebra
Err csta sr:cción mcncionalcnlo-( los rrsullaclos nriis inportatltcs sol¡¡r: fo¡rra.s bilireales in-

v¿rri¿rl¡cs crL un álgebla cualquir:ra.

Deflnición 2.1 SLn A uno B'-rílgLbru. Direnrts c¡Le una.formt bi.Ln«l I :.,,1 x y' + F es

intdriantc o uso.ill¡u), st, Jlx,¡1.2'¡ : l(p,gz). parn toda t.u.z € A.

lln:r fornLa bi)incal I cn ,,1 sc clicc simól¡ir:.r si l(r. r) : I (g, z). para Lodo .ri, r/ € ,4. Una pro
pi«1arl irnportantc cs la siguicnla: d¿d¿ urr¿ for-tna bilincal invari¿lntc siruótlica f cn un álgcbra
¡, crtonccs p¿ua todo i.kr:1l 1r1(r,4. s1r or-togon¡l l- :: {¿ € tl Jlt,11):0. para todo, € 1}
cs t¡mtritir rur idcal dc /. En cfcclo, sc¿ a a Il \'¿ € ,,1. Es clnro c¡tc 1r es un subespacio
dc á. l,ucgo dcLcrrros prob.rr qrrc iro € / I o¡€ 1 . Erltonc.s, p¿ra todo y € J. sc ¡icnc qrc
J (.",, ry) : I(.u,r,.,1 : f (px.a): .l(a,y:t:.I:0 porqLro s:r € 1y l(ar.y) : lQ.tyJ:0 ya clue
rlr a 1- Así ,I' es un idcal dc ;1.

Ejempto 2.2

1. Patl LTt tíLgebra de Lte g sobrc un cr.rtlto F deJin).mos la.JLnción I{:g x g + 1F como
I{(L:.u) : f ¡ rr¡¿,6¡¿"r'1. Es tátiL rtrifLr:ar que I{ es una ItrnuL Lil¡ncol lntaricnte sinúLr;út
. ,. .,. , /: -no d. I( ll .9 d, ¡.

2. E¡t u¡úF-úlgelru de.lonlan j se de.Jirrc f : j x J --+ 1F corzo ;l(3,g'1 -'l'rl.f?",,1, donde
Il.,;, es cl tpt:'rarl,or ¿r. n¡litiplxcac,ión a la d.cn:.ha por ty' Así J .s 1ma fonna biLin.:al
inlarianlt sil¡ttil.rit¡. tLeJ cafiú se detnuestra e¡t 11 (D(tq. 32, cap. -l)-

3. Sea C co¡t¡:, Er, álgr:l»n con ódst: 11,ii g con cl prodrLt:l.o * dado por.*^ * z t- 1t)2. S.¡

cst:nbitnos Lr,- o1 *3j lJ 7-:11 +ii¡ entatrces la lunciir¡ /:C r C + ?, tLafinitLa ytor

J(u.z'1 :: a'y i §§ as u'n.a Jorrna b¡lnrLtrl Lnrariont.! sim(:l.r'Lct¡, tl.e C-

,1. El úlqr.l)ra de Suttles (lLarnaúL atí ?ot eL rüetheclsta csLa,:Lallni.¿er$e Dlurcan SlLttles qLi?n
la canstrlryó cn 1972) st dcf.ne como el álllebra út)TtrlttolLt¡a A sobre F" qc:-nt:rada ltor
{r:1.t2.e3.ea.e¡} con LabLu tle ) lLltiPlicatíó¡t d.arLa por cl : l), !)ara toda i:1.2.t1.,1,1)
ll ara2 = c2? : ctfs : ca.€leJ : e.4,a2al: CS. ES urL a.jetnpb de u,n álgcltA r1e

?atancia dsociatita r1'L«: no as Jord,an (cctnsidere:t: r'.t I e, e ll : et, así (x2!J)t:2cr
y x'(Ax) : f)). S,i t.t1 É .4 st: t:.s(:til)tt1 

"o-o 
r:li=,c.¡q e g: Il=r r.., .r¿o¡,.c, ln

Í1mción 1 : /x-,1 ---f r"1" dada por /(r:.¡) : (rr1 -r:r2)(9r +9,:) es una;forma bilúteo.l
i.nuar"iante sitnétricú dc A.
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r\ll(n'a rn{:rciorarcnlos a}g_u1l¿L-! propir{l¿dcs quc un álg!bra Licbc t{r]lor p¿rra que esLé llrorrista
alc una folrDll bllincal in\'¡r'i¡¡te sjmótIicá no nul¿1 I par-¡. cso Dcccsit¿1rnos irlgunas dcfi icioncs.

Deñnición 2.3 ,eo. A rt álgebro,. De.f imat ii1d,11.ctú,atnetie las sill,¿¡entes ?alerrcids de A:

1. :\1 : A.A": »i=f ,1r,,1' ¡ ¡i t¡.> r.

2 \<t> : f,.1.,>:1<,, r>i si, > 1.

J ,1(1r : _{, ti,r : (á(,, r)), si n > t.

'lod¿s csL¿s potcncias son srLb;í.lgñr¿s clc ,4 ¡ ¡ partir Lic ollas telrcrnos las siguicDlcs dcll

Definición 2,4 Saa,l u llgtbro.

1- Du-cnu¡s que .1 es nilpatcnle si ci:¡sla k € N fal qre,-ll {0}.

i¿. Dír.:.nas q1lt, I e.s n¡.lpatente a la deracha si c:r.¡slc k C N ¿Í¡l /111e .4<a> : {0}.

:1. Dircmas qu.c,4 es soluble s¿ eds¿. A € \ lal q¿.,1(a) : {0}-

T,uego, dc las dos dclinicion¿rs ¿nlcriores tcrrenros quc nilpotcntc irnplica ni\rolr:I]tr: a 1a rlc
lccha l tarrtbién solublc. El hccho dc hablar dc nilpolcrrcia ¿r la dcr«üa r-adico cn la lorm¿ e

rlur.' sc clcfinicron lás potlDci¿1s.lc u¡ clclncllto r € ,4 cn cl c¿pítulo ¿1r1tc¡ior. r»r lrr scc.irin 1.2.
donde so multipli(a por ¿ ¿r l¿r.lcrccha dc l¿ pol.cncia a tcrirn-p¿rr¡ obtcncr l¿ qrlc siguc.

Si ,4 cs un ¿ilgcbr¿1 s. dolirxi (1,!.n) r:onro d subcsp¿1cio dc ,l gcrl:r.rdo por cl conjunto
{l:r,11, z1 x,'g.z € -4]. cs dtr;ir, gcr](:rado por-todos ]os ¡socia,:lorcs. U¡L (:sult¡rdo irnportantc
es cl quc uparccc cn [2] (p:ig. 75) r' cs el siguicntr::

P roposición 2.5 Sru A 'tLn úlqebru .:onnr1ú0.ti1ta tal que A I (.n. \ tl'| - Ent ontes A tiene u,na

lormct biLirt.utl ttno,r'tente s¡r étr¡.o, na n1ia.

Corno corol¡:ui{rs (lc {rsla pr{rln)sición. quc tambión ap¿rcccn cn f2] (pzig. 75), tcncnos:

Corolario 2.6

1. St A es un áLgcbra otttnulul.it)rL lt soLul)Le entotrces posee una.fonna l)tl¡n(.aL L uuúttta
símétrica na túLLa.

l-. Si. A es Ln álgabra conmltLalil a ! osaa¡otií et¡.tances posee Lna .lornld b¡l¡teaL mNariante
sitn¿[ri.a no n.,ul,u,.

Otro rosultado relcvantc ,v quc aparccc cl [1] cs:

Teorelna 2.7 Si tur álgebra cormrúttllixa (le dinrctlsiók Jnt,xa posce u,no forma bihneal inut
rianLc, ctll.otú:t:s t¡r.rlr. L.no forma bílineal intnrianla siiilri:a.

lin 1l sc d¿ LLr alg()rjtrx) quc pcrlnit(. crcL»1tr¡r to.l¿rs las lbrrn¿rs bilirl(:alt:s inva¡iarr¡cs dc
ur iil3cbra dc clincnsión linit¿r. \lís pt:cistrrlurk:. si ,4 cs una F álgcbra dr: dimcnsión Iinila y
1i: {c1,...,c,,} cs r a birse rle,4, es posiblc cst¿iblcccr Lrrl isornorfisrno entre Bil(,{ x,{,F), cI
cspacio .lc aplicacir»rcs l¡ilirealcs c'lc¡ ,,1 x -4 cn lF. ) ,4 t /. En efecto, par-a todo í. j = 1, ...,¡t
dr:finimos la-s aplicacioncs bilincales D,,1 : Ar A + lF conltr ¡,.i(er, c1) :: ó,¡,ü1r. Notcmos quc
cstas lunciotlcs sou lirrcalrnortr: indcpendicDtcs 1'a quc si Llir € ll' s(rü l,alcs que I,,, o;7 E1,, : 0,
ontouccs Ii,r o,rE¡-iQ¡,ei¡ (1, p¿rr¿1 fodo *,1 : 1,...,n, 1ur:go !,,a.¡.;d;¡di¡ : 0. ¿rsí torc
lros ctnc o¡, - 0, p¿ira todo l:.1.:1...-,tt- Dc r:st¡ nr¡ucr-¿. cstas furrciones ti;r¡r¡n u[:r l¡¡-scr

dc Bil(,,I x ;1 F). AsÍ podr:rnos dcfirrir un isonolfismo Oe : BiL(.-4 x ;l F) + ,4 a; -4 co[rcr
,!B(E¡ i) ,- ciIcr. Luego po.le¡ros delirrir un prorlucto intoro <. >B: (-4At) x(,1s,4) rF
c(nlro<a¡4..r.¡:r¡.ile¡ >¡j : ri.,¡dit- Es clar(r quc E¡.tl.et,et):<..iEcj.et Eq )¿.Así.d¿do
un subcspacio y dc,4a,1 rlcjlnirnos 1./ Lr' r- {l¿ €,1 ta1 <r,!)>u:0. paratodoy e V}.
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Por oLril p¡ri(r. dcfinirnos (t su}cst)¿rcio fl.l) :: {.1 . B¡Ll.^ x 11,F) l cs ilr\'¿ni¡rrt{rJ rl(l

,Brl11 x /. [-).

Por otro Laclo. la aplicación q : -,1 r ,{ x 11 +,4 '1 clr:filida por qQ.y.::) | r,!82-1:8uz
cs trili¡1e¿1. Lucgo por propiodad univcrsal del proclucto tcnsori¡I. cxistc un¿ único ¿pli.¿r{ri(iD

lincalf:.1 a-Aaá + A¿ A dacla por ri(oÉyl:):,rlE, r8rlz qLrc lrace cr¡nrnut¿.r cl
sigui(xrtc di¡grama:

I x,1 x -.1-L-/a.4
,-r,/

I .,-
:ia,rt?.4

f,uego c1 rcsultaclo más imporlanlrl qrre aparecrc eu 1l cs:

Proposiciórr 2.8 Sc¿,1 1üt áLltelru .L( ¿unrlLsuitL fitLita u¡n l¡ase R. S¡ .onsidcranlos ltL a[)L¡ao-

tión linutL Q:44,1 tt,,1 + AanA daLd,por qlL:8;!JE z): !:,,.n,, .ta¿,Uz €)úonces:

pB (7(,1)l : (1r¡¿(r))' ¡

2.2. Formas bilineales invariantes de un bimódulo sobre
un áIgebra

L¿r cbljrrir-jrirr 2.1 sr: puedr: gc,ncralizar p:rla birnóclLLlos (lc lir. siguientc lnan.rra:

Delinición 2.9 SeaF un clLerpo, 11 rn Il espacio rcclnr¡ol ll A u.no, F álqebra. Stqorqatnos
qua lI es un -t\ btmódüLo. [jt\.u k)rn¡ú l.tiLtrted J : ]t x ],1 ) F se d,icc .tl inltarianle si. saf.¡s¡L¡t:e

J(n.r:.r) : f (.11.:t:-t). para ta(l,oL.t,a l,I;x a A.

En ausc¡rcia dc arl]bigiir:clad solo dirrnros irñariantc cn hrgar_ dc ,4 i]lvirri¿ln1c. Ln icL:¿ r:s

podcr gcncralizar la ploposición 2.8 a rrrl rosll]La.lo oquivakxrtc para bünóchüos sobrc un álgc
br¡. csrc rnotirado porquc toda i:,lgcbrn,4 cs LLn ,1 bimrirlulo.on la acción izquierda dada por
)(r,y) : ry y 1¿ dc«rüa dada por p(c.9) : ¿¿j cs.lccir, dadru po,.. 1os opr:radorr:s dc nuhi
plicaririrr a 1a izquir:rda J, ¡ la dcrcch¿. rcspccti\'¿rnlcnLci por 1o rlue se prcturde cxtcndcr p¿r'a
un Lirnridulo cualquiera. Si M cs un,,1 l¡irr ódulo clltotutcs tqtemos las aplicacioncs bilirxrnlcs
):.{xr'U + iI/}',:,Ux,{ f -i\'1. Dclln¿rmos las at ic¿cioncs i r : ,4 r r11 + áAr\1
como i1(a, nr) ,: a Z ¡1 :; i¡ : \,1 x .r\ -+ ,i18 -4 corno í2(m.a) :: rn a a. Lucgo por ¡ropiG
dad rrnivcrs¿rl dc1 pr-oclucto lcnsorial cxlst,,rl unl,.ü ¡l,lji1, rL,rrs lrrrr alcs .-\ | ,1 E r\,1 f ¡,1 y
i:J/t.1 +.\'1 t¿lcs qrc lcil - \y ioi¡:p. cs dr:cir. ).(o.!nt): ¡¡.¡¡¡ y i(,¡t1r¿rL): m.L,
parir todo a € A: t¡t É lú.

Dclirrarnos la apiicación q: \I x A x-11 + r11 8¡1 corno q(u.r,r) .: u.x3.1) .ttqr.t.
Not¿rnn)s quc q Lrs triliDc¿l, por'1o quc la propicdad rurivr:rsal dr:] producto tcnsorial ascglL
ra l¿ cxisicrr{ri¿ ¡, urrir:ittarl dc rrrra aplicación lincal 4 : ,11 I ,,1 !a 11 + ¡1 3 r1/ da.la por
,/\r l- i.,i\. /\t ¿ \.

Dcbr:nos hacc¡ un¿ lucrtc obser\,ación cn csta p¿rrt,e. Todo lo hc¡cho anter_iorn1eDte para
álgcbras ocupa solamcDtc su cslr'uctur'¿ corrro sJracio \.cctori¿], por 1() t¿rnto iantbión cs r.álido
para biDródulos. cs d¡r:ir. si ,1I rs ur A-birnódulo cle Llünc[si(in finit,a con b¿¡.scr B. cnlonccs
tencmo-. quc Bil(i/ x ,\1. 3) r:s isornollb a i.1!.11 bajo os dr:lil1ida corrro autes. Por.. otra parte,
prxl(llnos dcfinir cI conjul1lo 7('i1) :: {J C Erl(¡1 x ,11. ]F) / cs in\'¿r"ri¿rntc}. quc claramcntc .s
rLn stlrcspacio do Bil(.tr x i1,1F). T¿ruLión tcrclros rur producto intel.ro en r\18 -4.1 clcfiniclo clt:

l¿ misml rranc¡a quc para álgcbr¿si ur^sÍ quc sr: pucdc dcfinir cl or-tolion¿l dc un slrbespacio de
-¡1811. Adcnl,i: or ,li sr: rlcnrucstra quc si / r:s una forma bilincal dc urr áIgtüra ,4 tlc dimcnsión
Iirriiacrtorrrr:sl(n.9)-<aB(l).xalt>B.paratodo.r.yE,.1. Ilsta iliu¿l.Ia(l t¿ntbjó cs cicrta
par_¿ biü(id[los. po) l] quc podenlos cmrnci¿u c] sigüionto resultaclo:
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Proposición 2.10 Sdan F u,n cu,erpo, 11 ttn F t:spur:io x.ctoñal d. d,irnr,nsiótr, f,rtita utn, bo,st:

B g A unaE álqcbra tanúién tlc tliru:nsión finilu. SrLponqurrns qu: i\I cs uu A l¡irnótluk¡ u
cons'iderctnas f:,11 EAEr11 +,I1 a,:t )l tlefinírlt1 por 4fu8)xa¿.¿): ¿.rE. '¿r u r.¿,.
E¡úonrcs:

o B (.7 (.t:t )) : (.t rn (q))- r .

Dcmostración. Sca I C rrl(.¡1 x 11.F). Lucgo tcDcrllos qLLc l(".u) -< o¡(J),r8 u >6,
lr¿rr_a toclo tu,?,,,- 11/,r'de r:s],a rl¿rnc]ir sc consiguc, pitr¿1 1o(lar rr.r t l¡ 1: E A:

/('l r'r') - /(,'r r ) t 
:i:i,!,i!,:;,,i;,i;;,r,i;"1Y''"" 

'''"

Como cl co¡junto {¿.'r1¿?, a.r'€ l-l,r € -.1} gcnr:ra iIa,,1a,11 oltonccs cl conjLulo
{i(uacaL) ¿.¿r € I1.r e .l} gclcra ,lr¡¿14)..\sísc pluritr c¡rc / rs nrv.Lrlanir: si y soto si

at(f) e (tm(4))-". ¡

Esta últim¿r proposici{i1 nos cl¿r rrn ¿rlgoriinlo quc pcrllrito calcular tod¿rs l¿s fo¡¡ras ilva.
riantcs dc un birnódr¡]o. Cr¡¡¡sidc,¡ e¡rros un ,4-birnódulo ,11 dc dirncnsión finit¿.

1. Sc dcbc cscogcr ü¡¿1 btr-sc ordrrLadrr p:rra 11 v otr¿ para A. Supongarnos quc el conjunto
6:{r:,.....c,,}csr¡nabasecle ¡,rr.,^.1,,ir.din1(-11):n1 r'D:{r1 ...r-,,,} ¡:s un¿r basc
dc A (r:s rlcr:ir. din(.l) : nr).

2. Lucgo dcbcmos cscogcl ul1a basc orc]cl1ada par'a ,,18,\'rl v olra para ,11E,,1. L¿ ¡Il¿rrrcr¿ dc
I¿ccrlo scrá ljjanLlo los cl!ücntos .lo l¿ basc rkl.spaci() (rr d latlo izrluierdo y nroviendo 1os

dcl cspacio dcl lado dr:lccho. PoI rjcrnplo. ,.1E.\'1 :< rI8¿1.?r18.r....j1,¡,¡i&a,¡ r,1),,,8(:,,>
1.114-1 :< cl 8¿,1,c1 81.,2......r12..ñ r,e¡L3rn,>.

:1. Dcspuós h¿w qirc cnrcntrar la.s mdtri,,s r1,, \..1 ^,\I -,\l -\ d, i:r11 4,4 + ¡1,
1o qur: nos pcr- itc cncontr¿r- la lllatliz clc q I lúAAGM -+ 11 aM,.lc tanraño
rr2 x n2rrr, por lo qrc cl rango dc ,! cs rrclor o igLtrl a n2. Esta matriz sc consigr¡c h¿rcicntlo

.d : id,1,, 1, i li]. dorrdo i roprcsorlt¡r (l pro(lucto de Kron.'ckcr dc matriccs.

1- Si d rango c1c { cs lr2 cntonccs (1m(4))a'' : {0} ¡ por Ia proposición 2.11.1 corcluimos (1Lrc

la únjca lorma ilr.ariante cs la trivial. Si cl rango clc 4 cs m.[or qLrc rr.2 cntc»rces cxiste
una lblma invarialtc no trir.ial.

5- Suporrgarnos que e1 rango dc Q r:s A < n2. Sca {rli i : 1,....r¡2 - A} uua basc tlel
eslr¡cio ortogon¿l a1 cspacio gcncraclo pollas colurlnas dr: [rj]. Estos vectores los \-crcmos

cn F"' quc, corno iF cspacio vrrl,ori¿1. cs isorno¡fb a 1,1 ¡1, )' por cl punto 3 sLr Lrtt-s<t

ordcrrada si:r'á Br : IeL.8 eL. elt¿ e2..... €,, t c,,]. El isomorlls¡¡o i:sLá clatlo por 1a lunción
(o1..... o,,,) + or€r 8¿1+ +o,,"¿,, aic,,. Lucgo co¡rsirlt¡larros. p¿ra ca(la lr.i. su v.'ctor
corr_cspotldioltc cI1,\'1 8,\1 brjo csr: isorrLorlisrrro.

Ejemplo 2.11 Aquí aplicaremos eL algaribna sobn: l¡i¡¡íhkts ct, los tarie¡l.ad,es m,ancionadas
etr eL úryíh1,lo alúeríar.

-7. 5c¿ -I1 - lR' gc.ncrado por su l¡a.e carLó¡tica {e¡, e2} 9 A: slr(1R) gencra,lo'par {t.}t. y),

": (3 ¿) ': (¿

rir: (: ¿, I ,, ? ll)

.,,) ':(l D
Esta bos€ e., la estrind,ar dc sf1(a) - Errlorras lI ¡:s un A-rnódulo con la acción tLefinhlct
par o.i11,::..ofir) ts tlt:cir. lo, t llttpLraaai,ón uytal dc tL¡n núl.ria can urt tr,r:tor columna,
parla qua )latnr) : a1lt lJ ilttt a a) - eru. Entanccs s¡ cansidar¡imos Las espacbs (lc
o.tttanl.o al pu.nta 3 rasulta,.l a r\1 :< ,t 6a e1..¡ I a2,h li cr,h ia e2,U ai el,lJ I e2 > U

i\'/ ¡ -4 :< e1 aZ tL. t I I h. c 1 aa !1. c2 a j:. e2 a h, cz qt ll > g se ¡:on $ig ue:
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-1lsí terrelnos la siglLiet¡[¡: l|utr¡z:

-. /tt I u I r) o\
tel :\r o 1 t r t:))

/t l -2 u L, I u u r rr\
- fu L, 0 0 1 Lr 0 r, r, 0 0lI I u 0 0 i t, rJ I 0 u rr ,, I

\ r rl u 'r u u ': - )

':(i i s) ':(q I s) '-(l i :)

/t (J r)\
IELr- E,:*ltrrl : Iu r ir I

\r rr/

/(u,r,) : (u1 - *, (i i l) (ii) 
: u,,1+ 1,212+ u3,3

De orlttí tcnetnos qtLc L:l (tnjruttLt {(1 U,0.0),(f 1.r,0).(0,0,0,1)} genera cl aspacio co-
lumna rLc [r1), k: qu,e tLice qllc t.it-.r.c. ron!]a 3. L,r.lo el .Lccta,r u1 - (0,1. -1.0) qenero el
ortaqonal ( tst. t s?acia y Le carfi:spourle erat..e2 e2a¿e.t cr¡ i/ai:I1. Lamal.ñz Le Grant
de Et,2 E2¡ fu'u.c es la fornn b¡Lit1d aso..:¡a(lo. a a1 aa ?-2 - e2 t?,) er) as:

Par b ta¡tta, sÍtL- Lt\r:t+ r,2.2 glr: L,l.r l ,u2c2 ,t)tt.L)eclotcs tn l[, tna.fortnu bilnteal
ittlxu ¡.rnt.tr, rlígamos .1, ar¡ \I seró,:

t,, "(_ ,)i; ; ü, L

ll. S¿a .11 : R3 :< t.r.e.2.e3 ¡ y :1 : so3(iR) :< x.u.z >,dontl,r.:

La accÍó¡t tle Aenll seráo.nt- ntn., así\la1ntl:amtL i(¡nla): a¡n. Atle¡nás
tenemas AA f,l :<-:r'aleL.u: aa e2,:tí¿ ca, !! Z tr,ll ¿ e2.lt - e3.: , q,-it) c2,zE a3 > ll
l\:l n A:< ¿r 8 ¿..r1 i8 y, c1 3 z.e2r)t.¿,¿1,,r, t ztr\ t t j e.\'t !J: e3 L z >. Llego la.s

tttaLt-ix.s qlte las represatllü|1 st)¡r:

De esLa tnatú.n) la rnatri: ¡J,e q es .La tdmaña I lor 2'/ 1t al csytat:io ortogctnaL al dc stLs

callannas está qe¡rcrado porul: (1,0.0.0. 1.0,0.0.11. Su, ¡:acl.ar osoL:iLttLo en ]I X lI es

e1t) c\ + c28 c2 l aj B q. La matriz de Gram da Et.j + D22 + Es3 es:

L ago si u: u1.1 +u2c2 - t4L3 tt | :1r1cr + t:€2 + ü3¿3 t:sllht. tn llÍ. wt,a Jorma bilíneal
itlxariattlc .l eu lI serú:

l*yz - Ez.): (-', á)

/u I r, 0 LJ I l, I 0\

^ I oo (,,J .r, o ]

\ r rl , ,, t ")
/0 u t r' ,, 0 - 'r \r lr ', ', t, o ., 

I

\oru ¡1 )
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S.Seall-R3:(cr,r:2,.'¡>At1':'11:<x.1/,2>cLálgebradcHeistrlxrg.tlontlc

tit :

0\

,i,)

La ouión suá dada por a--rn : an1. ILL núrltipL¡ctLcitir usual, pare lado a a Att a 11.
Da asta mancra lcncrnos \l.a r¡ m) : o¡tt tl ijrt.¿ d) - eit. Por otra parte, scan los
capaaiog Ai!l\[ -< r]qe1.xec2,rSe3tltqettlta¿e2,lla!ca:zqc\,zge2.z&e3> !)
,VÉ,4:< c1 ür,crallt.(.r|lz.e,3:t.ct,3!1,e2A.,e3a¿)x,(:xftl!.4',z>.ht.cgo:

/tu\ /,tL l\ /,¡ rr\

(: ::) '(r; :;) [:;;J

:)

/a o (r\ /Lr u o\

(: I l,J ''r: [l I l)

r)(1,)

/o
tpl : lo

/ol0oo1oo
iu ,, u o o (r (r o

\,r r r, ,r u rr o u

00 1000 1

00 Ll 000 0

Ll 0 0 000 0

AEtí n.tetamente la matriz de Q es da I por 27, paro s1t to.rLtlo es 7 lJ las rectores qlte
gtnuun t:l artoganal aL espacio de Las colu.ntnas dc: [A) son u¡L : (0, 0,0,0,0, 1,0, 1. {)) g
rr, : (0.0.0,0.0.0.0.0.1), 1.tor Lo que eL espacio d.e Jarmas inua antes tiene tlirnensií¡r¡
do s. Los tn:l.or r:s u.sor:iuLos t|.r: u ¡ 11 r,2 en ill ¿ )\l san, n:spcr:Liüañanl t:, ar S ca c.trt2
tJ caa4 ca- f.ltcllo sus nlatriccs tlc Cra¡n sc¡n:

Parlotanto.siL:utet+u2c2+¿l]el]l/1r:r-'1¿'1 -l-1r2Ér2+rr3a3 lxttüEcen a ¡ll entonces
Las lorrnas'in¿arianlt:s J y g son:

5¡:r¿ n/ : ,11¡(R) - Sym¡(R) tl Stls(1), dorule S9m3(R") san hs rútltic¡:s :l ?ot' 3
si¡¡úLricds 3J SI¿,s(R) s¿rz Las ni.l|i'e$ 3 por 3 antísímétrícas. De esta manerd Lna basa

81 dc l,t está formad,a por las matrices:

(,i)
/uo \

,.r{o o ,)
\0 t0/

fu tt

,,, ü.) l0 U

\r) r)

/lll\,,: {u r ul
\lr lr u/
/lr 1\

,,.:ll l ll.
\ron//r {) L\,":f u ,r ,1.
\r o oi

r¡ :3)
\o r,,/
/rJ r r\
lr u ol.
\rr r l/
/o 1 o\(;:l)

J(u,o): (u1 u2

s(u,u): (u¡

/0 r) o\

[l :,)
/lt u u\

l: l,)
/t00\

(l ,¡)
tLottde tlt: a¡ hastn a6 satl sitníf.¡ ¡cot lJ t).i, as g o,x son urtisinétrk:as. S¿d,.1 : sl3(l¡l) con
base B2:
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h2: Yr: Y3:

/t a 0\

[l ;' l)
/r) o r\

l, lr ;)

(ll:)
/u Lr l\
(,11,,]

/u¡u\
(r I r)
/o o (J\

ir r¡

/rr t it\

lu r,]
/a I u\

ll ¿ t',)

/t tJ uI(J u\
(,, r, r O O t/
/r u il u 1 u\
\u r u u u r/

0 1\
lr I
t ll l

t n)
(J I \
, ,, ]n ula u)

l 0 0 0 0 -1 0 0 0
000u00100
0 0 -l -r 0 0 0 0 I
0 t 0 0 10 0 I0

/1 | o o o
1,, i ir Lr l

lu u 1 . rl

\,, u u -1 ir

/t t l r) u
lir I u {) -.r

lu r I i ir

\0 0 0 -1 ll

EsLal'ase es lo a.sral derl3(1R)- Lt uu:¿ón de .\ cn lI será rlelinida por t:t:= ¡ttt 1-¡i.rr,
parct totla 7- -..-1id É,\/. t)nl.arlcc\ \lrzo) -=.t:,ttt lt¡.r'.rt a p@Z¡i):: xut at:¡:t. Por otn¡
lado tenemas,.l A iI :< r3o ¿€ D2,o € Rt > !ll ,ZA:< ¿Br ¿¿€ B1,t e 82>-
Lutga lo.s rnal¡'tccs tle \'g i' son dp talnaño !) por 72 lpar sLr)r,esto, no kts 'ponrlrcmos),
por lo qua 1.8), tiene ta¡nat7o 81 l)or t6. [Jn cálctlo sitnple prtLeba l]uc csla ttlal.riz tietle
rungo 81, kt quc iicc que la únú:a, Íomn ¡t:.t ar'ianl.c es lú triLlal.

S¡:¡r,\.1 :Rr:<c1.e2> AA:{t: €,11r("{) rl:¿}:<a,ü,c> el áLgebra ¡lcL t:j¡:tnpLa

1.7.2. dande

La acción será r^ -n1 : !r¡t. ?an Lo.la '¡ € Aim € rU. Lntonces \(! a¿ u7) : x:ttt
p(rn a e) : ¡nt. Ade¡uis,4 a .l|'1 -'< o I er)a E e2.b E e1.L I L2.L:at el.c8 e2 >
r'll4:< er 8(¿,e1 8¡.¿1 8 c.e2 ¿ a,e2I b. e2 ú ( ;,. L11cAo

a
!)

.: (¡ i) ,: (? ¿) ": (3 l)

(¿l)

r(2 ,,): (rr1 ,,,,) (¿ ?) (;,;) :,,,,, *,,,,,,

-1 0 0 0 0 1 0 t)

0 {1 00001t)
0 0I I0{l {l 0

0 10 010 0 l

tit :

lBtt i Ez,zl :

Por b k¡nlo, ¡i r¿ : ¿ter + L2e2 lJ 1): r,rt,r + ¡,2c.,2 entaircr:s .ata la.¡\na intariante I e

,11 e.s

La matr¡z d,e i tierLt: ro,rLgo 3 y el espacio ortaganal esttí geÍterado portr:¡: (1,0,0.lJ. De

esta manera la corrasponda cl ttr:lor c1E a¡ i e2ll ez ett LI'Z lvI 'll la rna,tr')z ¡J.c Cnt¡¡ t:s

Sc¿,\1 :,4 : rI:< f.i.i,Ái > al ólg.br.t de üL(¡tenlianes dc llarn'iltot¡ con. las acck¡rteti
,l(". v) : "u 

y p(.t, t,,,, lt¡r¡tk: Lo Ltarra denata el clnterniólt conjugado. Lttr:go

tit --

ld:

-i
0

Un t:ák:¡tlo sirtple nt:.1ft:iltt1 tlrk lo tlnllb ¿e q, Llc tanúña 16 por 61, tiene ratt.go 16, por'

Lo que la úrtica Jormo itftdriante es kt tr'¡úLtL-
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"/. Sea lI : Cj l A: Cifi], tLontle 53 eN el !Jr\1.po de pet'rnlttacianes de , elcmentas.
llntonces i\,1 =<er)e2..3> y,,1 :<d;,¡,d(1r1,ri(rr1,d-1231,ri11:r1,ri(r:r1 >. Ahora deJinunos

i(¿, o.,) '- e,l,) ll ile¡ s d,) :- ¿. t¡.¡'), !)0.1-0. t.a.l.o ¡, € 53:i - r,2.:1. P.)r k) kint.a. las
rno,trices u:rt'csl.torLtl ientes * r t :

tit :

Ii) :

D(: csta m,anera La rnatrrz l8) e\ de 9 por 5)t lJ su ranao as 8- EL rcctar quc AetrcrtL el
orlagotlaL al cs¡ncio dc Las u¡lutnr¡,as de lQl as u1 : (1. 1, l. 1. 1 1. 1, 1.7), por lo quc su

correspandicntc en l,I 8ll cs c1 8¿1 +.r 8c2 +c1 aica + c28 e\+ a28e2+ e2tE4+
a3 8 ar + {r3 8 (j, + at Z tA. Dc i,sl.a tnott.e ra sL tnal.¡'iz. dc Gro.¡¡¡ t:s:

Así,d,ad,osu:u¡e¡*u2e2+usesy'ü:Dút+u2e2+'t)3e3enlvl,unaiol'matn1)ariante
J será:

[(u,u): (u1 u2 u3) = (q + u2 + u3)(,\ + 1]2 + r3).

(:

(r

000 r 000110r.r 00101
10 r 0 0 010 0 0110 00 0

01001100 0I0010 r 0

0 0 01000110001000
1010 0010 0010 0110
0100110001010001

(iri)

(iii)(ii)

:)

i)

2.3. Módulos simples sobre un áigcbra de Lic
Dcspuós dc h¿bcr visto ¡-. tr_abajado corr t¡irrrridulos sobrc ul iilgebra cualcluiera., cl rsia

sr:cción (¡ cn Ios próximos capítubs) nos rcducix:rnos ¿rl c¡.so dc,rilgcür-as clc Lir¡ r'rnódulos
simplcs sobrc cll¿Ls. conccpto quc dcfinircmos a continuacióD.

Deffnición 2.12 Sut lI Ln. g-fi\ódlla ! t\ tn stlbesptu:¡o l)ecl.a¡iLlL ¿e l\,L D¡rdnos q1u: N cs

un submódttlo dc l[ si ¡.¡t. € N, ?ara tado 7, € gin € N (cs d.cc'tr, si La acción rcstringirLa a N
cs aen dd ett N ).

Notcmos cluc todo nróclr1o iI tienc sir::rpre dos subrnódulos, a saber, {0} } r\1. quc son
ilarnados subrnódulos trivialcs.

Dcffnición 2.73 Sea lI un g-rrúdrlr.t- Direrrtos t1u,t: ill es sirnll,e o inqltt:ibkt si ll I \A| y

sus únrcos sul-¡¡nódulos salt hs trfu¡ala!.

Sr:a r'11 un g rnódulo. Considcrcmos su rcpr-csL,ntación p : 0 f 0f{i1) corrcspondicDte, cs

dccir, tcxrcx¡os p.(.t): 1.,.,,, clondc t.,. : Lt ) l¡ sc define como ¡r,,lm): t.rn Si -\'r:s un
submóLlulo dc -¡1 cütonccs pa¡¿ lo.lo n € N sc ticnc,:1uc ¿r,,(n) : ¿.t¿ € ¡,lo quc dicc quc,V cs

rrrL srrlx:spar:io 7r.,.-irrvirrialtc, p¿r¿r todo r; € ¡. Dirctros quc /r ('s lrna rcprcscntaci(ir irl()(llciblc
si los úrricos subcspacios de 11 que so¡ p, ir1\,eriantcs, p¿ra todo ¿ € g. son los trivialcs, lo quc
dicc que 11 cs simple si y solo si ! es i¡rcduciblo.

E1 objr:tivo de r:sta sccciórr es plob.u qrLo si ,\,1 cs un g rnóLlulo sirnpl. cnlonccs la di[cnsión
rlc 7(,11) es mr:ror o igüAl (1uo 1- Sea 7r : ¡t --+ g[(iir) rma reploscntacirin rlo 6 r:n 11. Dcfinimos
l¡ rcpÍcscnl,ac;ón duol r:lc p como h lunciLln ¡r* : ¡ + gf(.L/-) clclinicla por' 1l(.x):' 1t.,-,
para todo .r c g. dondc ¡t,," : LI' : 11* sc dcfirrc como p",t(/) ,: f " p,. Escribir-cmos
z.J crr hLgal dc p,.(/) para dcnol¿r la acción cle g en,\/'. por'kr que si rr € r'\1 cnton(rs
(l.l)(m) : -/(e.m). Lrt:go tcncnos l¿ siguicntc proposiciórr:

2t



Proposición 2.14 ,9ea s un álgcbra dc Lir:1¡ )\l 1Lt¡ i-nü|d1tla dr: d.)tLenúin f ,¡h,. E l.oti,t1:s

l/ . ' ,/,', -. , .. t" \[' " ..n t1'.

Demostraciórr. Supr»rgarros tluc ,11 rs slrrrplo. Sr:a P un submrnlul¡ no rrulo dc ,11*. Dc rst¿r

lranela dirn(P) : ,l > I y cnlorlcos P :< 11,.., >. ComplctaDdo csta basc ¿r una clc i/'
tcneü1os quc,l'1' :< fl.....1i,"ü+t,...,f " >- Lucgo oilstc,.ura basc {1,1.....t',,} .lc.U tal que

l,(rr) : ¿.i,, para toclo i,J : I..,.. r¡.

Dcfininos P :: lm e n/ /(rrr) : 0, prrrrr to.1o J' e I). Es claro-quc F 
"" 

,,, 
"'u',u 

. ,,,,
sub('spácio dc ¡'/. I'roh(]]nos qrxr cs ur1 subnlódul.r. Sea z € ¡ y r¡¿ € P. \'earxos LlL¡c r¿.r¿ € a
Scal e P, luego l(:.nr): (r.J)0n) :0]aquc (lr¡noI € Pcxtorucs-ü.J'€P porsclP un
subnródr¡lo- Por lo tanto, xr.r/¿ € P. Corinr 11 cs sirl¡rlc crtorlccs ¡: {0} o P - -i11. Corno P cs

no ruloj existe 9 € P tal qur: rl 10.-1o quL: (li.rc (¡rc cxislc ¡ro €,11 1¿l qur: g(m¡) / 0. es dccir,
n¿o É P. Por lo tanto. P + ,trI. 

"ti 
¡ : {01.

,\llrrn¿rnros r¡rc ?']:,11'. Si no lur:re así ertonccs tcDdríarnos & < n. por 1o quc f¡a1 e I-I'
pcro fr. r E P. Considcr-cmos ci r.cctor rr¡..¡ € 11, qltc ¿l-scr p¿rLo dc un¡ b¿rs.r cs dislinio
de cero- I-ucrgo l(r,¡+r) : 0. p:rra torlr / € /'. así'¡rrrr € 1r. lo quc no pucdc ocurrir polquc
P: {0}. Ln conclusión. P: r'lI'. Lr qrx: prudra qüc r11' cs si¡lplc.

Rccípr_ocamcntc. supdlll¿1t1os que .\1* os simplo. Soa lt un submrirhrk) rro nu]o dc r\1. Lucgo
dirll-\): r > 1, ¿LsÍ cscribimos N:< ¿,1....:rlr >. Completando a url¿. basc dc,I1 tcr(rnos
rlur:,I1 :¡ ¿r...-.¡,!1r,+i..-..1r¡ >. Sca {Ji,... 1"} su basc dual. cs clccir. ,\'1. :< l¡, ...,1, > :
"f¡(ri) : ,t,r. par¿ Lodo i.J : 1. .. s.

ALor¿ .l.llniinos N0 :- {/ € .\1" l(rr.) : u,paratodor. € ¡'}. Es iuucdialo quc cstc
colrjulto cs un sLLbcspacio dc .11". Pa¡a r¡ostr-al quc N! cs un sutrnrórlul:¡ LlLr i\,1', sc¡[:¿ € g

] l€¡0. Sca»cN, lLrcgo (z.J)(n) : Jl¿.n):0porqucr./¿€^¡d.bi(loaLtLLcrVcsur1
sub¡ródulo. Dc csla m 1cra, r.f € N0. Corno ,1/* cs sinrl)h erLtonccs No: {0} o -\r0:.tr1.. Si
N0 :,11* cntonccs para cada / € .11' se ticlc quc /(n) :0. par¿¡ to(lo n € N, 1o quc cs falso
prlcsto qu. 11 €.¡'1. ) ¡1 € ¡¡ pclo á("r) :f f 0. Por 1otanto. Ar0: {0}. Quercnro-. probzrr

rlur: N:11. Supongamos N l.\1. Asi r < s 1- tcncrnos quc, por c,.jr:rnplo, 1r,.+r 6 M pcro
r,*1 f -\. entorL«rs r:xistc /,.a1 € ,11- (qLLc Ior_ma partc clc la basc dc l1*, lucgo es u¡ lirncional
no nulo) r' s¿itisI¿cc l¡+r(n) : 0, par¿i to.lo ll. € N. lo {tLrc tlnr: qur: J, 1r € N0. contraclicción
porquc N0 - {0}. Por lo tanto. ¡' : rl1 l- cllionccs iI cs sirnplc. r

OLro corlccpto iülportantc cs cl de homorlorfisnLo dc g rrlidulos. Sr:rrn r'\1 y N dos g móclulos.
Una aplicación lilxral / : ¡1 + N cs rln houroruc¡rlislro dc 6 nódulos si /(¿.m) : ¿.1(r¡),
para todo n¿ € ¡1;r € 0. Notcrnos quc la ilc(i(i[.lo] ]nclo izclrLicrdo colrcsponclc a Ja clc ,\/,
nricIltr¿N quc la acción dcl lado de¡ccho cs l¿ do N. por lo quc rrn hoinornorfisnro dc módu-
los cs ur¿r ¿rplicación lircal quc cDtrclaza las ¿rccionr:s dc ,i\'/ y,\¡. Probernr,rs rlur: Árr'r(J) t:

Irn(l) son sulxnódul¡¡s rlc,11 y -\¡, rcspccliva¡1cr1tc. Sca ¿ € g. Si r e Acr(/) entonces
sc ticlrc J'(¿.u) : ¿./(¿) : r.0 : 0. lucso ¡.i1 € A:.rll). S; I e 7rn(l) cntonccs eris-
tc'¡¡ € 11 tiLl quc r - l(rn). luego :,:.t = t:.J(.¡rt') : l(e.rn), rrsí "c.t e lm(/). Dclinimos
I1omn(r'ltr, N) ::{l r-ü1 +N I es Lonronrorlisrno dc g-rxó.lulos}..1üc cs ün subcspacio dc
l(t1. N). c] r:spa.io dc aplicaciünrs lire¿1lcs .lc r\1 en N. Si además / es bivcctiva dirr:nros qur:

11 1' -l\: son nródulos isomorlos o cquivalorrtcs-

L¿ siguicDtc ploposicióD nos srrrviÍi l)¡rri rLirx)s1,r¿I ()1ros r.srtlL¿1.los más ¡.lcl¿ü1|c.

Proposición 2.15 S'co !t 1o1 álltebra de Lit: y XI m g nód,u,h de dhnttt,sión li.tril,u. Ertlortes
1I 11 \1"' sort núduLas iso¡rúr.los.

Demostración. Sabcmos quc ,rl/ r, i/*' sou isr¡ru»'fos coruo cs¡r.urios vrr:iorinls lrtrjo l:r
lunción r-::.11 +,11.- dada por [rl(m),(l) :- J(rl). para todo m e ,1/;l e ,'i/.. Afirnrarros
quc !¡ cs rl1l homomorfisrno dc mrldulos. E e1¡cto, si xi € 0.v rn € ,11 .r¡i(r¡ri1s l.nrrr()s
1t:(:r:. rrr)l(l ) : it\r.m) : (z.l)(rrr) = [ri(rr)l(z.J) : t,r.¡]r(/r¡)l(/), p¿1r¿i to.lo J € 11*. cs

dccir, u(z.rn) : z.!,(m).
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ScarL .'l.r ¡ N .los F-cspacios vccto¡ialcs dc ciinrcrriór frnita. Supongar:ros adcmás qrrc a cs
algebraicar¡cr1tc ccrrildo. T-ucgo lcncmos {rl sigui.nlc lc]na:

Lema 2,16 lStlrur) Su,pongurn,.tt r¡rLc i\[ g )i *ür dot g t¡tLiL]1l,Los stnt.plcs g J e ]1omo(i1,N).

1. D¡it)tL(:es J =l o J er lr)11r:r'1.)m.

2. Si arle¡¡ás ¡': ¡.1 .rlor.r,s f - atd, para olq¿i?¿ .r € lf.

J. Sz-qe 17omo(11.N,: y lf A entonce s g : ! J , para algún 3 e tf .

Demostración. Sca J e llonro(.1.1, nI)- Si I = il (rtonccs no hav noda quc probar. Si /10
clrtorccs .'xistc nr € r'\'1 t¡l que l(m) / 0. llsto ,:licc quc Acr(l) I \I ¡: Im(f ) I {0}. Como ,\'1

)' N stll1 sinlplcs sc collcluyc quc frcr(l) : {{l} a IntlJ) : N, 1o quc dicc quc J cs bircctiva.

Probcnros l¿ scguncla alirnrdción. Si l: : r'\1 cntonccs J e End(ll)- r\1 scr 1F aigcl-rlaictr
mcntc ccr':ado, sc¡ o € lF un valol propio dc f con vcctor propio ¿r € 11. cs clccir'. l(,,) :,,r..
Dcfinamos ¡ € lind(.U) como ñ :: I o¿d. Obse¡r,amos ctuc ñ es un hornorro¡fismo dc g-módu
Ios. rrr ofr¡cio. nl.t:.tn.): f (.:r.'¡¡)-c'(,.,,) :,,.1(,,)-,.(.r,,¿) :x,.(l(r¡¿)-orr) :;r'.7,1,,,1 ,,.u
lodo r € !;l?] €,\/. -,\dcrnás tcncnlos quc u € k¿?(l¿). cs dccil, eer(h) I {0} ) al scr -1,¡ simplc,
icr(/r) : ly a-si I = i) ¡, por lo tanto f : oid.

Ahora plobcnrcs la tcrccr¿r alin¿ción. Como / f 0 cntonccs por I sc ticnc quc cs biycctir.a.
Luego tcrrenros r¡rc 9ol l:.V + N cs Lrmbión urr ]ro¡1o¡rolfis¡lo .lc 0 r1ó.lulos. Err cl¡cto,
so¿rr n e -\¡..r € 0) rt: I t(") e ¡i¡. cntonccs )'(,t.rri| : '".¡¡,r,r¡: r.¿.v ¿ií sc ticnc
(q./ r)(¿.n) :qir.üi):t.sltn):11 ¡n.¡ 1)(r). I'or2rxistcBe italqucao/ 1:ird
-{síe:¡J/. ¡

-¡\hor¿ cstamos c11 condiciolcs dc probar cl siguicntc rcsultado:

Proposición 2.17 Sao lF \nL attr'pa algeLraicatnetlte ce¡-fttdo. g unaF áLgebra de Lie g lI urt
F espacio tectorial de dimenszón fr,nrta. St 1I es un g-rnótl'ulo s¡rLple antances dlrrl(.7(Nf)) < I -

Derrros¿ración. Si 7(¡f) : {0} cntolct:s.tnn(7(11)) -- 0. Supon¡¡amos quc 7(,ri1) I {0}.
Lrrcgo existc I e T(l.l) ta| rluo I10. Probcmos quc dim(7(,i\'1)) : 1. Dclinarnc¡s 1l¡ ::< J >,
así rcncmos quc ti,- cs un subcspacio dc 7(.1/) dr: dirncrs;(in 1. Sca g e 7(,\'/)- ll(xrostrenos
quc q e llr.

P¿rra cada r e .1-I dcllnirnr¡s f., : \l : [' dada por 1,,(u) :: /(rr. u). Esta funcirirL es clara-
mc»te ljneal. Lur:go 1,, e l/*. -Así porl,t,,,. ,ltfirLrr / : \/ 

- 
,1/' ,.r,r,, J'tr/) :: l;. De nl¿rlrera

simil¡r sc clcfincn g,,t-ll ) F,para cada r €,1/.).i:,1/ +.tI.. Notcnros adernír que a1

tr:rer / I 0 cntonccs I I 0.

\ica¡ros rlLr¡ t:rnlo f como ! son homomorfisnos dc g Irródulos. Scan r É g y 11 € .\/-
Ltcgo rlcbcnros proL¿lr qüo /(e.r) : r./(r). cs dccir, f,, : r.J,,. Si tr € ¡1 cntonccs tcuxnos
.f.,,,ir:): Jft.u.t): .f(u.x.t.): l"(r.¿:) : (¡,./,,)(.,1 por srlr f in\.iui¿rLc. I1)r Io i ¿1nto

ib.u): r.i(.11. Aná)ogarncrute sr: cLr plc r(/.!) : ¡.0(r¿). Adcmris por hipótcsis tc¡cmos quc
11 cs sirnplc 1'pol proposición 2.11 rosulta cluo -11" cs snnplc. Ltcgo por lcrrra 2.16.3, cxistc
(! € lF t¿l que g: rll l¡ (rrL cor$ocu(xrci¿. g: dÍ, \o qüL'.licc.luc A € ll/. Por lo tan1o.

Tl.\'l) a lri v crturc(:s lY : T(.M). Así, rtirl('I(,11)) : t. r

U]l I(sul1a<lo irrLeres¿llc scrí¿ sal¡or si cl rcciproco.lc csLa prlrposició[ cs cicrto. \'lás prcci
sa¡rcrrl.. lca,\1 un g-rnódulo tal rlLrc dnt(7(I1)) ! 1, ¿scrá posiblc alilnar quc r'\,1 cs sinrplc?
La rasprresla rs rLo. Par¿r nn)str¿r quc cs falso, corlsialclcrnos -i\,1 : R2 con la basc canóllic¿1

I /" r\ )
{.,,,,,} t ¡:{ (,, .) i¿.r€L{f . como sub:ilgcbrrr dc 6lr(R). con 1:r basc {r,y}. donclc:

i\u o./ )

3) ,:(l l)
/1

": (.o



La ¿cció¡ dc g crl .11 s-crri 1a rrnrltlplirre'iri¡ rrsrr¡l do i)ná nrrfriz rx)n rrlr \-c.rt(I .oluinlla. por'

lo tanto. lns m¿1iri(]es dr) I r- d,: p sonr

til : t)
00
00

00
0t)

(¡

/ 2 o o r.r (l Ll u rr\
I Lr u I 'lt{ n'\ n lfl I rrl
\,, o l r u u ,) .,)

rr: (? I
Dc a-qlA !1¿1Dara:

t,,l :

Isí cs cl¿lro quc c1 rango dc cst¡ rnnh-iz cs 1. Por kr l,¿rni,o, cl orlogonal zrl cspacio gcncrado
por')as co[Lmnas es {0}. 1ur:go 7(,11) : {01 )- clrlorrccs ,ltur(7(.l'1)) :0 < 1. Sir cmbargo. ,\1

r'ro cs un módrLlo sjmplc porqrx: el subcsprrcio gcncrado por cl cs in\'¿ri¡ntc b¿jo 0.
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Capítulo 3

Espacio de formas invariantes de
un módulo simple sobre st2(C)

Corno dijinlos cn l¿r sccción 2.3 lLos .rclri I arcrnos cn rnóclulos sirnphs sol;rc álgcbras dr: Lie.
Pcro r:so no ()s todo. v¡1 rlLrc clicha álgcbra clr: I-it: ;cr'¿i stlrnisi plc v cornple'ja dc dllo¡a crr aclc

lant¡.:. P¡imcro quc ntrrl:r. r:¡ [3] y 17] se prucba qut: to(l¿1 ¿il8cbra dc Lie g dc'dirlcltsitil finit¿:r

poscc un único ideal sohrblo B clc dimcnsión nráxirna, r-ah rlocir, cualquicr otlt¡ idcal sohri¡le clo

! cstá contenido eu 7?- Ll:r¡ramos a ,l- cl ¡¿rclic¿rl solrrtrlr dr g ), cs dcnot¿do por Rad(¡). El rol
prilcipal clcl radical solubk¡ sc dr crr cl Lcor'crua clc r:lcscumpr¡sir:itin tlt: Lcr.i, quc aliuna que si g

cs un á)gcbra dr: Lie Énito dirncnsional con r¡dical s()lul)l(r 7?, .[tonccs cxistc ura subá]gel)ra S
des (llarn¿rla rr»rrpolcnLc dc Lo,i de g) tal qu(: O: R+S y S =O/?. En [3] (pág 51 cap. 1)

sc dcnlucstla que §/7? cs -.c¡risirnplc. por-1o quc 5 os scn isirnplc. Ahora bitln, ol punto lucrtc
viene aquí. Sca g un rilgr:bra de Lie complc.ia corL radical solublc R 1' componrntr: dc Lcvi S. En

[a] (pág. 127, cap. 9) sc plucbtr quc si t, cs urr !-nródulr silrphr cllolccs l¡ = I,'¡ I{. dorLrlc li
cs un S módulo simplc (cs riccir'. un g mriclulo quc es tri\.jal crr R) y V1 trs LLI1 ? [ródu]o simple
dc di¡ncnsión uno. Por .'sta razór podrcmos conoccr-los rnóclulos sinrpks dcr un Iilgcbra dc Lie
arbitrüi¿1 cu¿Ilalo ]os conoccmos para irl ará-so scnlisirrplc.

Por otr¿r partc, sca g un iilgrüftr rle Lie rorrl, g¡ su couplc'.iizadcr y l¡ un C-csp¿1cio \,cctorial.
Sc?r /¿ Lrna rcprcscDtación dr: diuuLsión Ii11itá .1c g en f. En 5] (pt1g- 93. ctrp. .1) sc plueba quc

cxisLc u i1 únic¿r lcprcscntación ¡l dc clirncnsión finira c1c g¡ cn l¡ tal que 7r ¡ : 7r. -{dcrnris st:

dcrnucstrr¿ quc p cs iuccluciblc si y solo si 7i r:s irrccluciblc. Como. por cjcmplo, (5u2)c = 512(C)

trabajar con rnódulos simplcs sobr-c st2 t:s cqui\,¿lcntc a tlabajar con uródulos slIILlrkrs solrl:
sl2(C).1o quc es u¡a vorllaj¿¡ pucsto quc C cs un cucrpo algebraicarürnlc ccrrado.

Lo quc halcmos cn estc capítulo rs calcrü¡r'l¿rs lblrn¿rs bililcalcs invariantes dc un ¡rórhLlo
sirnplc lu sobrc sl2(C) (quc es semisimple ¡_a quc dc hccho cs sirnple) r notarcmos quc ticl(rr
una for-rn¡ rnul-plrtir:ular y cir:rlas propicdadcs dcpcndicndo de la dinrerrsióIr de V.

3.1. Módulos simples sobre st2(C)

Sc¿ \¡ ul F csp¿cio vcctoli¿l dc din¡cnsiri¡ firita. Ilirrnx)s quc / e -4nd(l/) cs scnisim
plt: si lrrs raícc-. dr: su polinornio miliural son todas distinlrn. Si IF cs :rlgcbrnicamcrtc cc[¿ido
rrrtonurs srrnisirnpk: y dingonalizablc son cquir-alentc,s. La siguiertc pr-oposición aparccc cn i6l
(pág. 17. cap. 2.1.2) se )lama rlescor4rosi<ririrr dr: .Jorctau Chcvallcy ] .licci sca L/ un lF cspacio
vectori¿l dc dimensión linita ¡- rr € Enl(V) - Entonccs cxistcn úDicos ¿., r,, € -End(I/) tales que

1: i:" + ):,- :r, cs srrflisinrl)]c. /,, cs l1ilpotcnlc r- anbas conmutan, donde r. y n,, sc llarnan Ia
p¿rtc scnisinplc l'nilpotcntr: dc r, respc!tivamcrrtc.

LIu rr:sultado qr¡c tarnbié¡ ¡parc'ce clr tir (pág- 3il, cap. 2.tj.1) cs cl siguicnl,c: sca g un á1gc

bra dc Lic scmisimplc l¡ sc¿r l¿ | 0 + gf(l/) una rcprcsort¿(iór (lo dirncnsión Iinit¿ cn l¡. Si



r e End(.V) ticnc dr:sco¡rposi<rión dc ,Iorrlau ¡ - ¿, + r,, c tonccs l¡ dcscomposicióu de Jordan
do /1(r) cs p(r) : p(r") * p(r:,,) (r:s d{{rjr, l¿ p¿ttc somisimplc dc /r(r) os p(:r,) 1' lu partc
rrilpotr:nte cs ¡r(2,,)).

Aho¡ir dr:lxrrros saber qué l¡rnr¿ ticrlcrt los J¡ódulos sjnrplars sobrc rl¡)(C)- Ciono sr: nx:l-
cionó ¿ntcs. l¿l l¡¿sc c¿nónic¿ dc sl, (C) cs:

/o,: 
\.o l) .,: (¿ -,,,) ,: (? 3)

Dc aquí sc ticnc iá. r] :2t.llt,,y - 2y .t' it:,U) t,,.

Sca l¡ urr ¡Ir(C)-n](nllrlo siúrt)]c rro Lrivial dc climcnsión finita )'/¿ l¿1acción corr-espondientc,
asi ñ.f : /¿,,(r),¿.t : p,lr') c U.t: ¡,(r). p;Lla trxto r e V. Cuno l¡ es uná rnátriz diagon¿
lizablc y sfr(C) cs un Jlgcbra sr:misinrplr: r:l ¡r:sultado nrrrxrn»Lado arltcriormcntc ilnplica quc
ñ actúa diagonalmcrltc or 1¡, .s .l{)cir. qüc l¿1 irnagcn dc /r btrjo ¡r. cs dccir. !r, es tambi¿n
rli.rgonatizabtr:. Lucgo. para a € C. dclinimos 11, :: {?, € V /r.r,. ru}. Si a ro r¡s un r-¿rl¡¡

propio dr: ¡rr, cntonccs l:, : {U}. Er caso cortrario s. tiorc 1,., I {il}. dondc o sc llarna pcso

clc ir ¡, [, sc llarna espacio dc pcso o- -{dunás 1,- : ii].ElV., l ¿11 scr l,' dc (lirncnsión linita.
los o quc son r,alox's propios son flnitos. lJrr lrrnn quc ¿rparccc cn 6] (páS.31, cap. 2.7.1) r:s cl

siguionto:

Lema 3.1 Sea L a U,- E¡tlo¡t,ttts ¡:.¡: a V,+2 c !tt-) e \',, 2.

Deffrrición 3.2 Dircrnos qlte a €C es 1n?esa maun.al dr:V s) r.t -0, potu Lo¿a I e V,.
a:tuo,lqit,ier rector tto nrlo qre ratlt.faga esld propiadad. se lL.Lnta ltector de peso rnatirn.al o.

Par¡ cr¡r¡cnzar. sca ¡o € Ii r¡n 1«:tor dc pcso rnaxirnal a (quc cxistc gr:rcias a c¡uc l/ cs dc
climcnsión linita ¡ con1o consccucnci¡ dcl hrna 3.1). Drlinirnos r¿ ,: fi1,,r*'(,,0), con,l un cntcro
no nlrg¿tivo. Lucgo tcrlcnlos cl siguientc krna:

Lema 3.3

l. h.ur : (¿r 2A)t¡

2. Y.r¡,: lk l' I)rt+1

Sr.lcnlostracióü.s pol inducción sobrc ft y sc encuflrtra er [6] (páC. 32, cap. 2.7.2). Usando
ll ccrraciót 2 dcl lona ¿ltc]ior sc ticnc quc los rrr que sou clitelcntcs dc c.r'o son ]inc¿lllrrcntc
irLdr:pcnrliuI]Lrs. Corno tr'cs dc dimcnsión linita cntonces cxistc r¡n entero no neg¿tivr rn 1¿rl qrLc

¡,,, f 0 ] u,,,+r : 0, cs dccir, !t.1tt¡t : 0 D(' hccho. poclemos suporrcr quc tal r¡r cs cl cnlclo
no ncgulivo mlis pcqueño que ti€no osta p,--o¡riccitrcl. Dc csl¿ nr¿trrcr_¿1 dcllnimos el sub-.spacio
li" ':< ra,l\....,1r7,, > dr: U. El ltrrra prccede¡te diric aluc cstc subospacio cs un submódulo
(no nrrlo porqrro r,0 É lir) ) ál scr I/- siinplc sc concluyc cluc Il/: y. Adcnrús. conLo T',.-.1 :0
crll,onccs Í.lrr¡¡+t : 0. I dcserroll¿Ddo cl laclo izquicrdo scil,iln la ecuación 3 del lenra anlcrior
resulta (o - rn)t:,,,:0. Conro rr,,, I 0 clllonccs .r m (], (is dccir. o : mj lo que dice ctue

cl pcso rn¿ximal do l/ cs un cnlcro no Dc€iati\o. Adcmris dim(I/) : rn + 1. Dc crsta rn¿ner¿ el

lr¡ma 3.3 se reescribe así:

1. I.r¡ : (rn 2k)r,¡

siAl0

^ lo srfr=o
' [("-l+1)u/.-1 si,tl0

2. e.u. : 
{(ft 

+ 1)'ot'

,.,.*={l__r*,),".
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p¿ira toilo A € {0, 1...., r¿}. Por- últirno. emucia¡emos lrn itxlrcrla (ir¡c rcsurnc Lodo k¡ rncl
cionado host¡ ahora Jr quc apároce cr1 :6j (pág. 33).

Teorema 3,4 Sca Ii zn sl2(C) tnódll.a si'n).lk: dc ¡¡¡).¡:isiin finito ! de pesa maii¡noL ¡n.

1. lintonces d;rm(.V ¡ : rn -1 9lt : .¡,jv,j) ¿otl¿c ¡1 c {nt.,nt. 2,.., (* 2), *} y
dim(.Vj) :1, paru lodo 3.

2. lll tctor de 'peso rnar,irnuL nt dt: V r:s ti¡¡io sal:to rrtúltipLo escalar-

3- La atción l¡:. sIt(C) en V cs La dada par cL lctna il.i] st la ltasc r:s cscogida ¡:n kt rrn¡tetu
pttyrúa. En parlirL¡ar, si i,¡ cs zn sfr(C) módtLLo simple d,e dimensión m + I entorú:et
LI y Y son módulos isomarfas.

En virtud dcl punto 3 dcl tcorrrna ¿ntcriori ¿11 módulo si¡rplc dc pcso m¿ximal r¡ lo clcno
L¿lrcrnos por V["'1. Corn,¡ coro]aiioj cluc también apal«: r:l [6] ts:

Corola¡io 3.5 Sco V .lLoLEncr il2(C) módtLlo .finito-d:irnensior¡,a1. Entontt:s Los ualon:s propios
d¡: lt son lodos ctlleros lJ cada ltno a?arece con s1t, nqatira. Por otra partc. Ltt LTLalqL¡:icr d.escom
posición dr:V er¡, su,rr¡,o diecta da rd)tn1ilnl1)\ sitn?les al nfitnero de sumandos es pr€c¡satrftnte
d n n I,f 11) + tli,r n (,Vy).

3.2. CáIculo del espacio de forrnas bilineales invariantes

U¡1a vcz coDocida l¿ lorma dc los módulrs sirnpbs V ploccdcrcrlos ¿t clrcofllr¿r c] .rsp¿cio dc
lonrirs irl\'ari¿rDtcs. Para cllo cmplcalcrros cl algr»it,rlro dr:scrilo cu Ir proposiciól 2.10. Sal¡ullos
p.)r' proposición 2-15 qtc dim(Ti\l)) :1 t. quc rlr lrcrriro r,-"rornos qLlc cs igu¿rl ¿i 1. Lo quc harcnros
prinLcro cs araliza¡ los ca-sos rl que cl pcso nlaxirrral 7n cs (1.1,2 y 3 par_a después plobar cl ca-so

gcncral.

3.2.7. Peso maximal n¿ I 3

1. Pcso maximal ?¡l - {l

Iqui d rcsullado cs tririal puesto clnc si d pcso ¡r¿xirnal cs «rr1) (llor1ccs su nódulo
simplc tienc dimensión urro. Sin crrrbar'go, rrplici:rlcrnos ltr proposición 2.10 para mostrar
como funcion¿r cl algoritno. Dr:¡ ar:uerclo á lo vjslo aI1 la soa:ción ¿rntc]ior tcncrnos quc

lriol :{ ¿o >. por lo tanto 1¡ acción dc ¡l:(C) cn Viol .s1,¿i d¿rda por:

.¿.ro:¡-t,o:ylro:0

Dc csla alcr¿ ]¿s marriccs de i y ¡ son:

)l :t/,-(0 0 0)

I.,r consocrcnci¿r. f4] - (f 0 0) .

PoI io tanto. el rango dc r,i] os 0 y cnlol1ccs sll orlogon»] ticnc clincnsión 1y Lrstá gcrlcrado
por 1. Dc csta nr¿u1cra, dirrr(7(I, tol)) : 1. Si t,¡ É l''[0] onlonccs ü: oil ¡ro v ¿, = Jooo: por
kr tarrto una forrl¿r l¡ilincal inr¿iriantc J r:n l¡l0l csdclalbnual(r,r) a¡ 1J¡:o¡J¡.
Peso maximal J7¿ : I
El1 cstc c&so sc ticnc qre yit. =.1 11¡. ¡1 >. así l¿r ¿cción violc dada por:

!.ro: r1
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LrLcgo clc csto l¡-s matriccs .lc i ), p son:

/. | )\l : l,'\"'0 a)

II|, ,\
t, ( ,, r t u)

Por lo tanLo. ld or¿11riz ('le 4 esi

lo r 20 o o 1o oo o o\
l, 0 r, I {l ( r, ,, I, I o ', r , u I J ,, ', ol
\ ' Lr Lr n .: I"/

Not¿n1os.tuc id] ticno r¿r"ngo 3 ) el cortjunto {(1.0,0,0),(0,1,1,0),(0,0.0,1)} gencra el

r:spircio rk: sus cohnln¿r-s. por 1o tanto, cl vcctor (0. 1, 1,0) gellrra el orlogonal dc cstc
r:spacio. Lucgo (0. 1. 1.0) está rcJrrcsclri¿d{) crL l/ l' I I/[r] por üo E t1 ur ¡ to ] su
n1¿rLriz cou'cspondicntc cs:

(-', ¿)

Por lo t¿nLo. si ¿ ¿ e lrirl cffonccs 1r : ¿lo¡¡ .+.!i1r1 J,t) . ,ú0¿,0:- 91r,¡. por 1o quc
lllahnorlc trlrlcmos cluc rrla lbrna l¡ilincal inviui¿nl,c / un V[1, cs'

ru -¡ t ')(.:) ,,0

3. Pcso maximal rn :2
Ln cstc cilso lcncnros I,'.'l :< r0.u1.?r2 > l lá ¿lccidrr cs:

¿.uo:O h.t¡:21,0 9.üo:1rr
ir.¡r:2Üc /r,r-1 :¡ Y.t)r:)'[2
:t::r2 - tt h..-2: '2r" Y.u2:0

Dc (isl¿ m?rr1or¿r l¿1s matriccs dc i ¡- dc p son:

/ - t' ) u u Lr 0 t\
'.1. u r O n I ,ll

\r, 'r rnr\ : )2ttf

t ' U rl r00.r\
, lu ,' r r I ,r r]

\ L, j tJ'¿ )

La nratriz dc f cs de 9 por 27. por Lr quu rro l.r pon.lrcmos. pcro un cá1culo sirnplc muestra
qrxr lirr(r rarLgo E. El\1r.rtor (0 0, 10, 2.01,0.0) gcncr¿r cl ortogor1.)l al cspacio grnr:rado
por 1a^s cllunrrrls dc l{] -vsu corrcspondicntc r:n I,-12 ¿ l/i21 csu¡[12 21,1 8¿\+¿r.28rr0,
:,:r .r.r.,,rriz ,':: 

[,r,, , ], \
\r , t\)
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Luc¡Jo si z: o¡?ro larr,1 + o2r,! e I,'21 \'1':.3010 i!1t1 i j2t,2 € V?1, rrna lornr¡
hilincal in\,ariantc f r:l l.'121 ticnc la ibrnra:

l(z,'u) : (a6 a1

'1. Peso maximal rr¡ : 3

En cstc caso tcncuros y[3] :< t0.1,,,1r2. i)3 > 
"v 

la dcción csl

/a u 1\ /r,,\
^ lo " ll | ^¡. :o, :

\r r o/ \'.,/

u.l,o : 0
¿.u1 :3u0

It.x2 : ,,
.!.1)1 : 2-2

Lucgo la-s m¿ltriccs dc I y dc f son:

Dc cst¿r x1¿rrcr¿r l¿ m¿rtriz rir: f es cL tarl¿iro 16 por.lE v su rango es 15. El v«ttor
(0 0 0, 1.0,0. 3,0. (1, 3. U.0. 1,0, 0, 0) gcncra d orlogonal ¿11 cspacio dc las colur¡rn¡s ck:

d -v s11 colrcspondicutL, cn yl:ll 8 l,' irl cs r,o 8 1,3 3r-1 ¡ r.r + 3¡r ur r¡ E ro- Su rrralriz

Luego si z -.r0r0 +o1r1 +o2?r2+at¡r3€ l,'l3l 1. ü - .6ouo t Jltrr * /1212 1¡3313€1r[3J,
un¿ i¡r..ma bilineal irivariantc ] dc I,'-[3] cs dc la lbrrna:

l(r,r) : (rr¡ a1 cr, : r1O 1l ,lar1rt + JA2pt OIJU,

3.2.2. Peso maximal tr¿ arbitrario
Err csto c¿so nrcst¡o ¡ró.llllo sinrplc c's l'[-'r :< r]oj ¡,1j -..j r.in >. Si f r:s Lura lorma bi]inc'.r]

irva,-lantc do y["'. r:rtonr:cs /(/r.t,¡.r-,;)rJ(L,.l.ar) 0, p.¡¡atr¡cb i r:0....,rn.Dcacuerdoa]
k{nil 3.3.1 tonomos /(t¿ 2¿)r¡.¿r)+.1(.r:¡,l.rn 2j)ri¡:0.r:sto¡s.(m-(¿+j))/(tlr,i,r) :0.
11¡r' lo t¿rrio, si i + J + nt cntonccs f(t7. r 1) : 0. Así dcl¡({Ilos :rr¿lliz¿rr lo quc ocune cuando
i+ j:n1, o bicn, i: m i. Si uotarlrcs 1a srtl¡s¡rtión ¿rrtcrior poclcmos vcr quc 1os surrarrdos
d{l cad¿ lou11¿l invari¿rntc posce los coeficirxrtcs dcl lriátlgulo dc I'ascal con signos alte¡¡ados de

acucrdo al pcso maxirnal asigna.lo. Dc es1,a xlalrcra c¡unci¿mos cl siguicntc rcsultado:

Proposición 3.6 Srt I/,"'l al sÍr([-) módtLlo s'imple tle peso rnox:¡rloJ nl. S¡ ]- es ltLna Íarma

ihrdtianr.. t1e v1,,,', en.tonces Jjtl.r:,,, ): t-,, f':) /(¡o r,, J. pilr,1 tol¿ i:a,r,...,¡t.

29

/J J u o J o tr tr 'r ,, 'r ',\lo n r: n u I u r, ,, ,, ,, l

'l l, ,, , tr | ,, , 
I

\000 rn n 30f :r u/

/tt :l 0 .,i 0 L, . 0 li U I L,\

l, I 0 .2 o , ', ., ,l
P L u rJ '.2 t, t 0 .r trl

\n L, u rr J u 3u)

/r o o t\
lt ,, : ,, ]

1,, il o ol
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l)emostració¡. Us¿¡r:r¡rr¡s inc[¡cción cr i. Si i 0 (xlton.rcs:

t0,.- (")ro,

Supongauros cluc la pr.-o¡rosiciórr r:s (icrta p¡rl todo i l probcruos quc lo cs p¿ra ; + l- El cfccto,
dr:sarroll¡nclo d lddo izquiordo sc ti(x1c:

J(¡;-r.r,, (;-r)) - -f 71v.,,,,,,,,, 1,+,t)
,l

, 
,1 , ./(ti, u t',,, L,,,,¡

:1" - l'

t,,r ,) /n,\ .' 1 l) I l/1¡,.,',,. I/+1 \r/'
llr i rnl- .( 1J'-' 

-/(ru.r,,)

r+r L)\tn- ¡)-

. tnl: ( r) j 
/(/o r'l,,)

tr rllrt/r¿ r 1ll

'.,-, / ,, \ ",L r r \, + r/ .r 1,'L'. ,", I

Por 1o tinto Li proposi.ió1r sc siguc. t

Adcnrás rlc lo n(Icion¡do (1rll rcspccto a los cocficicntcs dc las foruras ilr-¿ri¡.r tcs podcmos
h¿«rr otrd ol)scr.!.¿ciór1. Si i : m cntonccs Ji",,,,.,,¡il : ( 1)-l(¡h,1r,,,). Por Io Larlto, si m cs

par cnrorrccs l(1.,,r,,¡) : /(r.,¡, r.,,,,), lo que dice quc f es simótrica. Po¡ cl cr¡ntr¿uio. si r¡¡ cs

irnpar cIrLorccs l'fr.,,,,. r¡) : /'(r,¡, !,,,). cs clccir, I cs artisinLirtric¿.

3tl



Capítulo 4

N,tódulos simples sobre st3(C)

l]rra vcz cnco¡tradirs las lo n»s invariantcs clc un rnóclulo sinrplc sobre sl2(C) sería intcr(:-
siiDt.r sab.l lo quc sucede con los módulos sirnphs sobrr: rt rilgrtrra tf3(C)- P¡r¡ r's1o rlrtxr¡os
ad¡.pl¿r los corlcaplos qlxr f¡r|o¡r us¿rclos cr cl c¿ipítulo ¡l1tclior p¿ra cstc caso, Sabonos cluc
(5Íi)a: sl!(C), 1>or b rlLrc íl xisrno ¿I8ul1lcnlo mcncionado cn cl capítulo ¡ntcr-ior nos c]ic.l
qrlll lrnh¿jAr rrxr nxi(hrlos simplcs sobr.5rr3 cs cqni\'alrinr. ¿r 1,r¿rb¿r.jar con módr os simplcs sr,br_c

s13(C).

4.1. Definiciones básicas

l'rimcro rir:]¡cuos lijar rrrr¡ b¿rsc dc sl3(C). En gcncral l¡r dirncnsión clc sl,,(C) cs n2 1. por
1o quc ctin(s13(C)) : E. Dc cst¿r n¡ncr¿r. los siguir:rtcs nrlitriccs 1¡rn¿r urra bir.sc clc sf3(C):

0\
1)

Siguicnclo cl mismo orclcn dc l¿s rnatriccs cluc lor_man la basc canónica c1c sl2(C). la basc quc
clcsignarcmos como rrsüal parn s 13 (C) cs {n1,22. 13, ñ1. lr2. y1. !::, }¡}. ,{clcmás los conmut¿clorcs
{) tro (-'st¿Ls rn¿tric¿s sorr:

/too\/aa¡,:lrr r ll,¡,:l¡ r

\o a r) \ul
/. Il,\ /u r u\ /t' t \

(: : :) ' (:: : ,; (:, : ,)

, r u\ /u 0 u\ /rr rr 0r'(' ::) '(:;x) '(l l9

i¡.r.ñrl :0rl1 r1] :2¿,
[/r2. z1] - ¿,

¡h1,y1) = 2'¡¡1

l.ir¡, ur) - u,
[11.lr,2] : ,¡,
1.h.2.:t2'1 :2¡'

[rr,Y"): -E,
[Er, v.] : o

Ixz,atl: -xz

Iaz,ysj: v,
l'uz,vz): o

lxvyt) - rt

lh. , a,
[hr,E,
[/r1, z3

U¡r, ,s
IlLz,vz
kr,9r

: ll2 l¡2,112
lr'r, !tr,

l¿r, ¿:
lrr, y,
lvt,uz
ltr,'!t,
[rr,¡¡

\otcnros c¡rc 1a-s subálg,rbras dc 5(l¡(C) gcnoratlas por \¡:t.ht.ut]',1:r2.1),2,.,t2I "t {r.,1,.,y,,}.
rlonde á3 :: ¿1 + i2. son isomo,..fa-s a slr(C).
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Deñnición  .L S.g?V un sta(C)-mód.ulo U p la acción coffespondieite, es d.e.ir, p,(Ir) = r.tl,para tad,o z € sh(C);u € y.

1. Diremos quea = (o1,o2) eC2 esunpeso deV sieñste.u eV no ndo tcl quel¡. .u: c.tt)
A h2.i : a,¿1).

2. Al uector u de la parte anl,eriar se le llama uector d,c pcso a.

3. DI sübespdcio Vo := \o eV I h1., = a.o y h2.u = a2a| d,e V recil¡e el noñbre de espacio
d,e peso a, La multipl,icitlad, d,e a es la d,imcnsión d,ei..

. Notcmos quc si a cs un pcso de un módulo V dc dimcnsión finita entoiccs V. + {O} yadcmás V : @.V-.

En 15] (pág. 130) sc dcmuestr¿ que toda represcnt¿¿ión dc sl3(C) tiene a.l menos ¡rn peso oy quc todos cllos son de la forma a: (n¡rt2]t, corr nt,n2 €2,
Deñnición 4.2 Diremos qte a : (a¡, o,2) € C2 , a no nulo, es tLna míz d.e se(C) si eriste
e e tl3(C) no nllla tal qrc ih1,t) = qrs ! lh2,r) = c'ra. El uector a rec,ibe eL nombre d,e uector
d,e raíz a.

Notemos quc las raíces no son mrís que los pesos dc sl3(C) bajo la rcprcscnta.ción adjunt¿
ad : sf3(c) + gl(sf3(c)). Por otr¿ paxtc, ras reracio¡es ent¡e l.s coirmutadores clada mrís ar¡iba
nos permitcn calcular todas Ias raíces de sl3(C).

,D : ¿1 +a:(2,_1)
r = 12=+a=(_1,2)

: =::::=:'::),,- 9t+u_\-2,rl

r : í:lt=[t;,],,
. Yaqueel conjur'to {Ír,Í2,,'8, fu,h,2,y¡,g2,g} es una basc dcsl3(C), las únicas raíces so.
las seis ¡ccién calculadas. A las raíces 11 = (2,-1) y 12: (_7,2) ii ácno*ir.ra."-c» .aícos
sirnplcs positivas ya que cualquier otra raíz sc puede escribir clmo combinación lincal cnte¡a de
11 y 12 y ademrís todos los coeflcicntes dc csa combinación son mayores o iguales que ccro, o bicn
son menores o igu¿les quc ccro. En efecto, tenemos que (2, _t) = lr,11¡rr, (-1,2):O\+1r2,
(1,1):1rr+1r2, (-2,1) = (-t)r1+0r2, (1,-2) = ór1i( rjrry¡_r,,-t) :(_í).,+i_t),r.
Po! esta razón, & las raíces asociada.s a o1, c2 y o3 las ll.mi"io" ,.Ícc" pusitio*ns, p,r. el corrt.a_
rio, o las correspondiontes ¿ yI, U2 c a3 lus dcnominaremos raíccs legativas. El hcÁo dc escogerrr y 12 como ¡aíces simplcs positi!"s cs axbit¡ario; cualquier otro par de raíces que tcngan Ias
mismas propiedades que , r y r"2 pucdcn ser llamadas raíccs sirrples prsitivas. Adcmás dcfinimos
el conjunto 

_-R 
;: {a e 22 i o es raíz dc rl3(C)}. Si denotamos por B+ al conjunto dc r¿íccs

positil.?¡i y Á- al conjunto dc ¡¿íccs ncgativas resulta que _R = gl U R .

De a,ho¡a en adelante, 7 será un sl3(C),módul<_r simple no trivial dc dimensión finita.

Proposición 4.3 Sea 1) e W u,n oecLor d,e_peso a. Entonces x L.t e Vd+12,_ D, :82.! e Vu+l |,2),
"r3 r.r( V.¡rr.rr e gt.uCV,t-\ 2,t\,y2.¿( Vat.tL.-2t. gr.r,L y"_( t._r;
Demostración. Sco .r = (o1, o2)_ Luego:

ht. (r ¡.!) : [ñr, cr]. u + or. (ñr,o) : Za.t.,r + q.(a {t) : (o1 + 2)r1.r)

h2. (t 1.o) = [hz, x tl.¡t + x t. (hz.a) : - x) 1.1r + x: 1. (a2n) = (a2 - l\ x r.a
Pr:r lo tanto-, :rr.u € V@,rz,o2 t) = Vo+(2,_t).Dc igual mancra se prueban las demás

aseveraciones y la proposición se sigue.
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Deffnición 4.4 Dit'cl as quc rt -' Z) es ritt l)60 ¡nati¡n«l de V si t¡.a : :L')-1) - ¡rtl.ü : O llara
Lodo u € Vu- Crtalqui,er uector rla nLtlo (:an esta propiet)ad se lla'ma teaLü de peso nLauntal a-.

ErL 15] (pág. 138, cap. 5) se denltestra que el peso maximal o de un módulo simple es de 1a

lór'rrru o : (¡r¿t: ¡r¡?)j cou 7}rt v m2 cüiclos I1o xcgativos. IIn resrlltado iuport¿llte qur dpal'(]«)

eir '51 (pág- 13:1. cap. 5) cs el sjguiente teorcma- ll¡rnado feo¡erla rlel peso maximal.

Teorema 4,5

1. Cada t'c'ptcseotacLó¡t t¡ttthL:.ibLe p ú: sfi(C) es l.o \1lnra dil t(:[a th Iot csp¡:tci¡¡s asoti os

o los pesos. esto os, llt,t 1l lln) \ar s; ñ11\.ánram.€nl c rliaqorL1ll2ahlcs.

2. Catla repre.;r:n1,ttt:ión'trredttcibk: de sltlC) tiene ttn único peso n¡atitt¡(|l. y dos rtpresenlt¡-

cianrq irretl,lt.íbl.s isom,orfos ti ertart e,l rnrsmo peso matt,mal.

3. Dos representaciones irredtLcibl¡:s de sf3lC) cort el m.ismo peso ¡rLtnimt¡l son isornorJas'

4- 5t t1 c! ltrla reprtsarltaúón inctlucillc tl¡: s\ll) e¡úortces *t pasct nta:thrtul o c\ de ld

Iorrna rt: lnt¡.rn2'), con nt.¡ 9 rn2 entcl'os rLo negatiuos.

5. Si ntr ll m,2 san et¿te¡'ot no ne,gatiar.ts erttar¡.es e.):istc trta represerttat:ión irrc'tlLu:ibL¡: de

tl3 (C) ron pt.so ttotiTnal ,:'.= (.ntr.ñz).

4,2. Propiedades de los módulos simples

Iil1a vez tlefi]ririos los colrceptos vistos en el c¿rpítuLo allterior para estc caso plocederernos a

nloslr'¡x la.s propicrlades dc u i¡ó¡l¡¡lo sin4>}c sobro rf¡(C). Lln i5¡ (pág. L3'1, cap i) se ¡)rtrcba
que si l'es u¡ mórlulo sirnple crm Peso ¡lilximal (¡¡¿1,r¿2) e]llonccs su dirrensió¡ está d¡d¡
por rtim(12) ](rrr, + t)1rrr, 1)(r¡¿r + 7rr: I 2). Not.Inos quc sirr perdcr g¡ruelalidad pori'mos

suporemlt ¡ rlrz va que de la dir¡ensiórl se corclule que e1 ro1 rle ¡¡¿i .v ml es siméirico- cr el

seutido (xl qlre l¿ di1l]r:rrsi(irr ¡r¡ v¿r¡ia si lus j ütcrca rrlbi all1Lrs.

F'igura l: Pt:sos uraxitrlalcs corrsidelando la plirr]cra cootdr:rl:rrla t]rayor-o igual c¡rt:la segrtlrda

Arl'rrás dijimos qte sf3(C) eolr{iierre lics copiirs isornorf:rs a tf2(C). Más p}ecisarlrcntc- se¿rri

s1 :=< rr.ñ¡.11 >.52 ::< .x2,]/4.y2 ) ¡.5. ::a rr3-1t1,.q3 > esir.s su|rálgebras. Sca l/ un

rnódnlo si[rplc solrre sl3(C) de peso rnaxinrtll (mr,7¿r)- Re(x»llemos que Lodos los pesos dt:

un rrrrirLrlo (no necesariamonhe sinple) sobre ef;(C) son enleros Y llpaxecerr cor] su negatiro:

con esto y usardo l¡, p1.-oposiriión 4.3 es posiblc foLmar tln ¡eiiculado rle 22, comcnzanrlo con

(rl1 nr2). quc collsiste dc todos los p<'sos de V v lo dcnota¡eulos por f)1-, r,,z).



F'igula 2: 010 r,1 : { (0.0)}

Figulir l): f)¡1,, = {(1 0).( 1.1).(0. 1)}

t'is11, a .1: t](2.0r : i(2,0) (0.i),(-2.2).( r.0),(0.-'2).(1. 1))
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Si ri - (a,¡) c! un pcso d¡ I,¡. dircrnos qu.! a os ur s¡ pcso dc l/ r'ü os un t2 pcso ric l¡.
Erl otras pa]abras. o cs L¡n pcso .lc i/ \'isto corrro rnódulo sobrc ¡r ] ü cs un pcso dc V conrr¡

módulo sobrc c2. ldr:mís trurrl]os quo r¿ + b cs un pcso dc l/ tr¡nr¡ trórlülo sobre s3 (cs ck]cir,

urr s3-peso rlr V). Fln r:k:clo, i1l scr a un lrcso cnloliaics cxistc tr É L/ no mllo tal quc ht.u: otr
y /r2.r, : lttl. por lo quc hl) : ll¡t | )t¿|.'L : h..t: -- lt2.t;: orr r &': (a r ,)r'.

Pol otra partc, si (n.ó) cs ur pcso dc l'(]ntonccs ( D, a) talnbiin 1o cs Conro o cs urr

¡1 pcso dc I'cnto (es -rr L¿nüión. porlo quo (o.l)+o( Z,t): (o.¿+ü) csunpcsode
l/ gracias ¡ la proposit:irirr 4.3 (rrolemos quc a («,á) lt: surrr¿rurr¡s o veces (-2. L) porquc cs la
rrríz dc y1 que prrltonccc a r1). l,ucgo a * lt cs urr 52 pcso dc y. por'1o t¿nto ¡r Ü támbión
Así i a.o+ó) -r(i¿+¿)(I, 2).- (b, o l) cs u pcso .]c í (tlc igual rnanera a ( o.a+ü) lc
sum¡mos o + ¡ vo.rcs (1. 2) porc¡rc cs 1a rlíz dc y2 qLLc pcrtcrccc 

^ 
52). Ahora Ó cs un 51 pL'srl

dc li por 1o quc ü tambión. cntonccs (ü, ¡r ¡) 'l ó( 2,1) : ( l), o) cs un peso .lc l¡.

Dircrlros quc a € 22 cs ur pcso úinimal dc l¡ si 3,1.u : 'Ll¿.'r: t1.r: 0' para todo | € l,,..
Cuak¡rior vcctor no nulo quc s¡tisflga lo arll,oriol sc llama. \-cctor .le pcso Inininl¿l o. El siguiqrtc
lcrr¿1 rllLcsLr¿ I¿ cstrcch¿r r(l.r"ci(ir c Lrc un pcso maxjrnal y un nrirrirlral.

Lerna 4.6 SnV un nótlulo sim?L? ¿e ?r,ta rnútinal inrr\rn2). llntonces (-m2, mr) es Llrt

pt:so nLinirnal de \/ .

Demostración. Conro (rrr1.rr2) cs tu1 pcso dc U. dr: acuerdo a lo ¿lnLcrior ( m2, m1) r:s

tanlbión uD pcso dc V. Falt¿ vor quc cs rl1ininlal.

Sc¡¿ r¡ € v- rrn vcctor dc pcso ( rn2 - »r1). ,\filrn¿unos cn pr-irnLl hrgar qrlc d par or_dc

nado ( )n2,-r¡¿r) +( 2.1) :(?n, 2, rl1 +1) no cs L¡n pcso dt: Í ya quc si lo lircra
cntonccs nr2 2 r:s urr s1-pcso dc l,¡ l. así 7r¡2 + 2 t¿rl]bióI1. Dc ,::st¿r m¿rnt¡,.-a rcsulttr cluc

(-n4 2, r¿r I 1) + (,m) ='2)(.'). l) : (Dr2 + 2, inr 1n2 l) (:s rur pcso clc I,'. Er-
tonc-os -m.t - m2 1 cs url l2-pcso do l./. por Io qur: nr1 + rn! i I t¿rnbióD 1o cs. por lcr

t¿rnto (rr2+2, )rtL m2 1) + (?r¡1 lrrr+1)( 1,2) : ( rr1 * l,rn1 + rtt2 +1) cs ut1

pcso dc I/. Conlirman(lo. m1 + 1 es ulr 5r-pcso dc l', lo quc dice cluc rrtl - 1 l,¿rn1bióD.

Así(m1 + 7.n! +rn.,) -r 1) + tn¡ 1)(2 l) : (m.r 7.n1r+2): (7n1,rr2) +(-1.2) cs

rn pcso dc I/. 1o quc cs conlr¿r.licto1-io porquc (rnl,rnr) cs {rl Pcso rnaximal. Por lo Lanto.

(-rr2. nrl)+( 2,1) :(. m2-2. nt\ +1) no cs un pcso y rrsi 1/1 .¿ : 0.

Sinrilirrmcntc, ( rn2. m1) + (1. r.l : 1. ,,¡2 F 1, ,nr 2) n! , s rrn P(rso dc l,¡ porquc

dc lo corrtrarjo tcrdríarros quc 7nl 2 es urr s2 pcso.lc f J'cntlDces ?7rr + 2 t¿Irbió[ lo

scría. Do cstit nrarrcrr ( rr2+ I, rn1 2) I (rn1 + 2)l 7,2) -= | nL tu2 - l.t'lr+2)
{rs ur1 peso de 1". I-ucgo -rn1 m2 1 cs un 51-l)oso .lc y \' rni + m2 + 1 tatnbiéI] lo es.

así(-rn1 rn2 7..rLt+'2)+l.mt +r,, l-1)(2 1) : (tn1 1mr11, ir¡2 11) csLrnpcsodcy.
Ihtorccs -rr2-l-1csuns2 pcsodcf vr¡r2 l lalnbión, loqucdiccquc(?¡¿l-rl¡2+1.-rn2+1)+
(rr, 1)(-1,2) :lrrLlt2.no 1) :(nr1.nrr)+12, 1) csunpcsodel''. 1o quc no pucdc o.rurrir

¡xrr-qrro (nr¡. a;2) cs cl pcso üüxin]al. Por lo tállo ( »rr. rn1) + (1, 2) : l-rn2 + l. m1 2)

Lx) os un poso clc V v asi tr2.rr - 0.

Por liltnrlo, y.",-tL: .g2,1¡1)-u.: y2.l!1.1)') lt (y2.ü):0 - 0 - 0 l, cn conclusióIt'u cs Lu1

vcctor dc pcs() rLirrirl¿rl ( r¡l:, rr¿t ). I

P¿r¿ r.isualiz¿rr rrjor lo hccho observenos los sigtlicntcs dii:rgrallra.s corrcspondicntcs a los
pcsos maxinales (t. t) v (f.l) r.spccti\,¿nlcntci
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lrigur';r 5: o¡1 11 :{(1,1).( 1,2).( 21).(0,0),(2. 1).(1. 2).(-1. 1)}

Figura ti: f)12 z1 (Poscc 19 Puntos)

E1 lenir prrxctlcnte r¡ el rlrr: amrnciarct¡los á col1¡inLlaaió[ rlos servirál pi]'r-¿ da¡ lrr ncxo

Ciltre los pcsos rI1aximales tle un nrtidrrlo simple ['y su cillal V*.

Letna 4.7 Seo t/ rn st3(LC)-máduLo simpLe dc rl,tmen síón fintta- Si o es ün peso dc V entonces

ct c: nrt pcto de V'.

Demostración. Sc¿1 rr : (nl. r¿2) un pcso cLlalqlricr¡ cle tr/. Sabemos que l/ : -:. /. por 1o

quc cxiste r1r¡I bLrsc 1l rle l¡ r:l] que B - 1..B,,. donde -B^ es rura base rle V"' Sca u € B^ e l1"'

I-rrogolrl.r:ntt)!-h2.t):n22).Si'u*csclluncionaldr:labascthl¡ldcBtalc¡rt'1.(rr) "'1
y es.ero er los ol¡os cleure¡tos rlc B se tienc (/r1.t'")(t) = -ot(l¿1.¿) : !*(7¿r?r) : -n1 y

(rr.f.)(r') ... u.lh2.t:) u.(n1r') = ?¿:, cs .lecir. /71 ¡r" : rrr¡'* \'lt2 t- : rr2t'*' Así t 
t

es uLr vector de peso o = l-n , n,!) I

Noi.ernos que si J es un pcso tle l¡' trrtotrces d es un peso de l'*' pcrr el lr'üra plecr¡lerrle'

Así, por proposici(in 2-ll. rcsull¡ qrre Ú cs tln peso de l'. La siguien{e proposición nos da 1a

conexiór1 c¡tre 1os pesos maxinralcs cle l'. ¡ 1,'--.

Proposición 4.8 Si y ¿5 LrtL tód1Llo s¡tlplr it: pesa rna rnal (rrt1,tn2) er¡to¡x:es )" titne peso

ntotrnal lm2.rn1).

De¡nostración. Si (m1- rnz) es el peso m¡r¡.inla,l dc !' e¡tonccs (-m2. rr¿1) es ci peso mirimal
rlt: ¿cuerdo al lerra ].ti. Por le¡¡a .1.7 terrerrrtls qLle -1, ¡n¡, m.t) - lmz.m.t)cs url peso d€ l¡'.
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\tarnos quo os i,l pcsr¡ rrraxiru¡l dc t'--. Sca 9 É y' un vcctor .lc pcso (7¡?2,rn1). Por proposición
¡.3 t(xrcrnos i:r-ge V6,.,,,,)+12 r),.¡2.r€ IiDr",1lr( 1,2) t ..3.9 e tr'1",,,",,;+lr,rl.Alinnan1os
clllc cstos tlcs cspir,cios son nul;s. Srrptrlg¿lurs rluc (mr, nr1) + (2, 1) : (rn2 12. nr1 - 1) r:s Lrll

pcsodr: l'*. l.lrltonqrs (¡r2+2,rnr 1):( rn2 '2. rn\ l1)=( r¡r.2, r¡rt)+( 2.1)csun
pcsodcIi, lo quc contr¡clico l¡ nrininr¡rlirl¿rl tI: ( rn2. 7nt).Dccstamanera(mz.nr1) i(2, 1)

ro cs lln peso de i1' ¡ l'i,,,,.,,,,¡1 12, ,, : {0} por 1o quc .r1.g:0. Simil¿rmcntl so prucba quc

¿2.g: (l l'¿3.r:0. En corlsccue cia. g € y' cs uD \.cctor di: pcso nLaxirnal (rn2.m1). r

4.3. Forrnas invariantes de un rnódulo simple

Conro clijimos al cornir:nzo dcl (:rpítulo (l objctivo propucsto cs cajr:ula¡ el cspacio tltr lirr
m¿1s in!,ali¿tntcs dc un rl3(C)-rnóclulr sirrrplc Í. Lo Linico c|rc podcmos asegurar "n urL lrirL
cipio r:s quo 1¿r.liulLxsión dc 7(1,-) cs a lo miis ruro ru virtutl clc l¿1 proposición 2.17. Dc
la dr:flricirin.1.1.1 podc os clccir algo respccto a las fornr,r.s irrvari.rntcs. Scrrl t1,,,¡,1 € V y
t,¡,, a) € V Ycctorcs cle pr:so @,1) 1 (c.d). rcspcctivanr.rntc. Entonccs si / e 7(U1 rcsLrlta

J(/r1.t1,, r,¡. u1,,a)) r J(r'1.,¡1,ñr.r'r,,,a)) - $ ¡ l(á2.rr¡,.¡¡,rr1, ¿1) + /(r,1"¡1,/r:.t1.,al) : 0. Así s,,

colsigur: (o+c)Jir-i..¿),11".,/)) :0) (r+¿)/(¡r(,,,¡,üi"a1) : tl. En conclusión. si o+. f 0o
¿+d f 0 cntoncrcs l(r1".¡,¡,r1"a¡) :0. Por cl contralio. si o+(]:0 y á+d:0. es d(Itir, si

¡o,b) : (c. d). cntonces cs posiblc quc / (l¡,,r,1 , ri,, ,r1) sr:a no nulo. Notcmos que en l¿s figur¿s 2.

5l 6 cada pcso ilparcccr:on su ncgativo. no así con 1a.s Iigulus 3 ] ,1. Atlcm¿is podcrnos obscr_var

q[c la ligurn 5 cstir contenida err la ligura 6 ¡ son hcxágonos concóDtricos cn (0,0). \lás ariu,
cn gcncr¿tl tclrdr_cn1os quc el rcticulad() Q¡,.,,¡ csLá contcDido cn f)(,r+r.,¿+t), par.-a todo l{rt(rro
r1o rrc8ativo m .!- sorr llexiigolos (1uc licoc11 sLL ccDtro cl1 (0,0). Dc esta marlrra c n]ci¿lInos cl
siguicnto t(\rrcIrr¿:

Teorema ,1.9 .leaV un slt(..C)-rn.¡idLLLo sLrrL¡ia tla dÍrn.nsión f¡nitd can pcso rrut:nno.l (rn¡,rn2'1-
Dntt¡nces Tl,V ) l {0} s¿ :l soLo s¡ tnr : tn2.

Demostración. Supongamos c¡tc T(.V 1 I {0}- Entoncils cxisic / € 7(l/) no nula. Probe-
mos (tr. tal / cs no clcgcnc-r-ada. En la dcrnostra(i{i1 dc la proposicii»r 2.1ii sc dr:finñ la lirn-
cirin I: I¡ r I/* corxr Í1,4,: .t". clonclc 1,, :V + C cstá tlada por'/,,(r) :: /(tr.r-').
Lucgo como / cs iDvar-iartcr errtrxxr' /.s utL lLornoLnurhsnro d, 5lJ(C)-módulos ya quc si

/(.r:.rr. r-,) - J(r,r.r). para to.lo u.r € I,: r € 5lr(C), sc ticnc quc 1,,(t) : (r.1,,)(t'). cs

4'.t.J" .t.J .A1¡,r,l bm,'¡r,\, I,tr, /^,,/ .01.S,l,',,,s,,u ',.":,'rn
sr¡l»nódLLlo dc y. 

J¡ al scr V simpk: se tnrr]rr rlur lrr'(/) - {0} o bicn l;cr(.f') - V. CornLr I I t)

cutonccs f f 0, por lo Lanto sc conclnlr' qu,' ¡ ' ¡ r./) : 1lr| ' asl I 's rLo,lcgcDcracla.

PoI otra p¿r'tc, afirnr¿rmos quc y l y* solr l11ó(lulos isorllo os. En c1¡cto. (,rrrr,r / ,'\ rrl\üriiva
r,;rrlcrnris V y y' Licncn la misma dir¡,'rrriri¡. ,-r,t',r,"'. j ¡r rra biv¡r¡inn y, por lo tanto. cs

un lsornorfrsrno ck: ¡ródulos. -i\dcm¿is torcmos por hiprilcsis qtc Y cs sirnplc ,r por propuoi, i,'rr
2.1i su.lu¿l V' t¡mbión lo t¡s. Errtolccs por Lrl tcorcm,r 1.5.2 rcsult¿ quc V 1'Iz* tiorrcrr cI mis
rlcj pcsl) m¿rxirn¿rl 1. por I¿r proposición .1.E t.'nrnros quc (rr1. rl2) : (m2,'rr 1), cs dccir. rn1 : rn2.

Rcciprocamcntc. supoDgaruos clue rr¿r : /r¿2 : m, Entonccs l/ cs dc pcso rnaxirna] (rn,rn)

). por proposició 4-8 esc nlisno pcso Dlaxlmal tienc 1". Luego por Laorüna 4.5.3 ¿rübos cs_

p¿rcios son isomo¡lirs coüro lnódulos, dig¿n1os qlrc 9 i lr J V* cs tal isornorllsnro. Si ll € i/
cniolrccs.p(u) :: .¡¡, € f* y así rlcfinirnos Í :V vV J C como l(u,r,) r: rp,,(1,). Cor-no

f csu a bi1-e«ri¿D v dim(V') I l cntonc.'s p 10. por 1o r¡rc J'I lJ. Es in cdi¿¡oquc/cs
biliDcal. ,\fir¡ramos quc tanbión cs in\-ari rkr. ErL cfircl,o, -.cirn ¿ € y* y ¿ e sl¡(C). Entonccs
,¡(t.t): r:.,;(t). asi g,..:.r.p,,. t:s dr:r:iI. p¡ira todo ¡ a y sc ticnc quc r¡,,,(t') : (t.p,)(r).
Dosarrollanclo cl l¿do dcirccho dc l¡ rilfirrra igrraldacl sc colsigtc quc a,- "(u) - -p.(:¡i.u). esto
r:s, J(r.rr,r.) : ]1.,,,,..) .\si I e 7(f/) ) cr1 conclusión 7(I/) I t0]. ¡

Con csLo sclia iDl{rrcsantc coDoccr las f¡rmas in\,ari¿Dtcs cuanrlo, por supucsto, las coordc-
nadrr-s dci yso rn;rxirnal sorr iguales. Nuevamerrt.e la proposición 2.10 r,ienc a darnos una ü1ano.
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Si l¡rs ¡:oordru¿das rlcl pcso maximal sor i8u¿l{rs t rn € Z;¡ crrtolccs 1¿1 dii¡cnsió¡ dd mriclulr
simplc l,- corrcspon,:iier)tc cs dim(i¡) : ,1(,, + l)(m + l)(m +,n + 2) : (m + 1)3 de ¿lcucrclo

a la ccuaciórr dada ,:¡r el corri(lzo {Lr l¿r s¡r:ció¡ ¿ntc¡ior. Adcuás por tcolerna,1.5.3 cl rnódr¡lc¡

sirxplc Lic peso maxinl¡l .l¿do cs úr1i«) s¿lr.o isornorfía. por lo que si cs dc pcso ¡r¡xnnal (m. m)
lo (lolot¿ucmos por L'l(D rL)J.

1. Peso maximal (0.0)

Suslilurcrndo m - 0 cn l¿ (icuacióx Llc clir¡cusiórr rrt:rcionarla ¡rás ar¡iba ru-.ult¿l rltc l¿
climc»sió¡r clcl nódulo cs 1. pol lo quc l'r(o(])' -.' r,0¡t >. Dc acucrdo d la figura 2 cl
úrrico pcso dc cstc rrótlulo cs (t).0). por' 1o tdulo ¿i.u(¡.0) : 0. g,r.r(0,¡¡) : 0 ¡' /r,r'io,or : 0,

p¿r¿r to,:lo i : 1, 2 il: j : 1.2. Lucgo:

i:rrl :(o o o o o o o o) .

Por Io t¿Dro rcsrLlt¿ [,i] : (0 0 0 0 0 0 ll 0) .

Llonlo .l r¿ugo d. ii] (]s crro ()Dlol1ccs rl ori¡gon¿rl ¿11 csp¿rcio cohLnlnd cslá gcncr¿do por
1, Dc ost¿r nlancr¿1 si ¿: at)lo,or \'r : rJrlo,o) sotl vcctorcs cn l/l(0'0)] cntonccs una lbln¿
inlar-iante f cnI/i(00)l esJ(u.r) :o.l jJ:oil. llásaún.si 9€ Bt¿(yi(0'0)l xl'l(00)l.C)
cntoncc,s 9(r.2. r)+ r¡(u.¿.r) :0+ Lt : Ll. para t{)clo lti u 6 ytl0 0)l;e € 513(C),lo quc dicc
rlur toria fonna bilin("rl (.r li (0'!)l cs iir\,lrianto.

Si ¿lurra rr 10. «»rsirlcrurnos ¡ : st3(C) ¡11f17 cnnr',la 1,1,r,s,'Lri.L,rirr cst¿ind¿r'. Lrs

der:ir, ¡(r) ::.ri para todolr e sl3(C) ¡-7r' : s13(C) + gt((C3)') su rrlrcsrntacnin drral,
vak: dccrir'. trr*(r) :: xi'. para t(xlo j, É sl3(C). En [5] (pág. I39) so inÉstra que ¡,r, e2 ,y ¿3

son los l.cctorcs pr-opios dc ¡ tr»L r:1 c(n o \tcl,or (lc po:o ¡laxnlal (1,0) J l¿nlbiéu sol1 los
Ycctorcs propios dc /¿' con ca conlo r,cctor dc pcso m¿ximal (0.1). Lucgo si corlsidcr.alllos
l,' :: Cir8. Cir, 2rr vrtr:s, dclilimos la rcprcscnt¿ciór É:sf3(C) + gl(V) como

¡LQ) :: ¡ti'x) :¿ ¡¿ t¡ ¡r1. r.. .ia id - iL|.t p(ri) a id a. a td + + id a . & t. Q)).

Adcnriis si dcfirirnos J1 :: r:.1. f2 :: -e2 ;' fx :: cl o ton(xrs1r::er3 E¿r6JrE.-8/1,
cloncle r,1 ¡ 11 rr.palr:cr:rL 7r¿ y({rcs rada unoj.rs cl v.clor d. pcso rlr¿xi¡l¿} (rrr..rn) dc ¡r.
SiI1 cmbargo, ¡ ¡o cs LLna rcpr.esclrt¡ción irrec]uciblr:. Para ronserguir ura r-eprrs.nta(i(jl
irr(rhLciblo dc pcso maxiol¿i (m.rn) clcbcmos aplicar'A(g1) -v ¡(9r) a tr rcpetidarncnte
h¿-si¿1obl,ünrr ciro. Los \lrcior'cs aluc ¿1p¿1azc¿r1 Iolnlax¿ir1 rrl1¿1b¿-sc dcl módr o si]llplc quc
qucrcnlos v icnclrá climcnsión (m + 1)3.

Pcso maximal (I. I)
,{quí ?¡r:1y dc ¿cucrdo ¿ lo arltclior tcncrnos quc I,¡: C3 8C3 y rr = e1 !fl yaJ
aplic:rrlc f.r(g¡) : p(.yi) A i¿ + id A p.(3,¡). para i : 1.2, rcsulta

l'l(1'r) :<.:1r,h,e2l¿h,et\f2,q6Jt+.2¡J2.e2ltJ2+ertah,e)Efi,qt,.1.¿."¡g.1,¡>

quc, cs un submridulo clc11. Lucgo drtr,i,"s i1, 1,,¿ l))):: ¡t, lt e¡Ax¡J¡y
i(.r,,,s 1)ar'),: i(,, ú (c, s ¿)). rr¿ra todo ¿ 

= 
sf3(C); i, j:1,2,3. L¿rs matr-ir:cs dc

) y clc I son dc t¿nar1o 8 por 6.1 por 1o qur:1a rnatriz dc 4 cs dc tamaño 61 por 5t2 y su
r¿Dgo cs 63. Luc'go Ia rnatriz dr¡ G¡aru cs

0 0 0 00 0 01
0 0 0 0 0 0 -r 0

0 0 0 0u 10 L)

0 0 0 210 0 0

0 0 012 0 0 0

0 0 100 0 0 0

0 10 00 0 0 0

10 0 00 0 0 0
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Por 1o trnto. si 1r:1rr(€r ¡ /r) + t¿r(¿, ¡ ll) + ir3(cr ia l;) + ¿1(.r3 8 ll + ¿., {t ¿) +
u5Q28 f2+.t'u.ll) + rri(cr ¿ ii) I 1r7(caa/r)+t,¡t(carir) y | - u1(e1A11)+r,r(c:a/1)+
u3 (c1¿,12)+!.1(ca [a l t+ ?22 J2') +1)3(.¡t2E .f2 +e r a,¡) +ti6 (e, al3) +¿;(e¡ ¿ 12 ) -t ¡,¡(e¡ ¿ i¡)
§on vcctolcs c1r l'l(l'1)l cxloxces una lb¡ura l¡ilincal inv¿¡ia¡rLc / cn V (1'1)J qg

l(u.r) :z¡r1 27r,2 r6u3i{.!ua f u5)¡1+(ü1+!ui)ür, r/1.- u2r7+¿1os.

3. Peso maximal (2 2)

r\quí /n:2 y cntolccs t': CrtC¡3C3arC3 \'r: er .1 {!,Ir ai,/1. -{1 aplicarlc

tl(.x): tl(.x)aidq)id.f id+d.atLl!)I¡na + ¡¿a t¿z LL" (!) aid+ i¡la idúida tl (t) iI
conseguimos que l¿r dimr-:nsiór rk. I¡l(2,2)l r:s 27. l\quí no calcu1¿rcnlos LLna lorma iuv¿iriantc
¿,. y (:,:)i pucsto quc su dincnsión cs :nul grtndc v hacr: clue lus xralriccs sca¡ dc gro.n

t¿maño,
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Capítulo 5

Problemas abiertos

Finahnmtc, p¡ra c.nrcluir cst{) 1r:r})¿jo y rlcsptós clc todo 1o hccho hast¿ ah,la Ios problornas
quc qucclan pcndicntcs de csta tesis son los siguicrtcs:

5.1. Módulos simples sobre s[,, ¡1(C)

Repitien(lo h hccho con lt3(C) dcbcmos fijar uua basr: para s1,,.'1(C). Si E,j cs Ia natriz
de tauiiiro r¡ + I por 1¿ + 1 c{)n I cr1 l¿ intcrsccción de Ia í-ésilna fila con la j ¿rsirna collür 1¿1

] 0 en el resto. d<finimos h¡ :- !¡¡ ¿(r+tl(i+l], para Todo i : 1,...-r¿; ¿; son las matri
ccs triangularr:s suprr-iolts "v 

sa oral(rr1arárl tlc acuc¡do a lu diagonalcs. cs d«:ir, r1 :: !r2,
r:2,: E).1....,::,, :: E,,1,,,1¡. tt: L :: Lr. x,,¡2 -- l),4 hirsta c()nDl(rt:rr I¡-s 19! m¿rlriccs

colrcspondicntesi y¡ :: :r]. para r,,¡r1o i : 1, .... 4f!. Por lo tanto. la irase usual dc sl,, . 1(C)
r:s {.r1. .-...r., 1,.+ r. hr,..., ¡", yr....,gt=11 }.

Las ¡ocionr:s dr: pcso -v rtríz sc cxtic[dcn dc m¿nc¡¡ natu)-a] ;i r-upl¿s ] tarn])ión sc pucdc
probar quc sus cr¡ordcnarl¡rs son nrimc¡os cntcros. Tallrbión sc dclirrc pr:so nraximal y no sclia
(ljllcil dcrnostrar quc sus coorden¿cla.s son (xllcros r1o [c€iativos. Sea l¡ un ll,,a1(C) mótlulcr

sirrrplr: con pcso m:rxirnal 11n1.-.-:rntL)- Corljctuelnos quc l/'ticnc pcso nlaxiúLal (rn,,,...,rn1)

¡ r1uc arir:m:ls cxistiría una f'orma ilvari¿ntc no nuia dc l si ¡ solo si m¡ : m,¿ r1 ij para to(lo
i - l. .... ?¡.

5.2. Módulos simpies sobre un álgebra de Lie semisimple

En liL¡¡t¡s t¿1cs como :4] ) 15] ha,v xr:cionr:s rlorxlc sc trnta bdsLaulc l¡' rcli), srrt,rli¡inÉs
i¡r'cduciLlcs solli: un :ilgdrra dc Lic seDrisinpk: corupl{a uuaL¡ricr':r. Sc:r g un álgcbra de Lie

¡,! rura subiilgcbr.r de g. Dirtrnos quc I cs clc Cart¿rn si b cs nilpotcrrte v si ri € 0 salisfacc
'2,91 e f¡. pala todo 9 € L erLtoncos i c h. Et1 [5] (pág. 163, cap. {.i) sc prurt[r qrrr: ttxla á1gtüra
dr: Lic semisimplc conqrlrja poscc una subálgcbra cle Clartan. Postorior a cslo, I)rocc.lcrcmos ¿r

dcfinir_ 1¿ noción dc pcso I'raÍz a-soci¿rdo ¿ un móclulo sirnplt'-

Deñrrición 5.1

l. ,9ea g ur tíLqebra tle L¡ ::r:rntsunpla conrplejo, \ tna stúálgebra de Co.rton tk: g g V un

§-t ódulo. Un Jurtcional lineaL o € b' sc lLdtna pcso Lla V si rtiste t) E V tta t¡u.lo Ia.L

qtLc h-t: : a(.lt¡t:. para toda h a b. lll lr\lar 1) rccibr: al no¡nbre de 1)ectar d¡:. peso o y tl
conjlo .a \¡,,:: {¡r € l,- ¿¿.i : aUL)1.?ua lorJo }t e fi} C V se Llama espacia r)e pt:so tt.

2- Sca g ut álgcbra tle Ltc 'y h 'trLo, s tíLgtbra lc Carlart dc g- Lht. ftutcíonal littea.l. a e \* no

nt.la r,:¡ r.r¡u. ruíz la. g st .lr:isLe Í a I no nulo tal qut [h.:t): tt(]t):t:, pora lo(Lo lt € b. EL

l)rcl.ar Í. se llanla'Lactar rle raíz tt g g,, :: {t e g Lñ.:rl : alh)x. para todo h e \} recilr
ct n¡nhrc ¡l¡: ¡snori.a rle rtíz o.
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Al conjlDlto do todas las raiccs lo dc ot¡rcrnos por .t )' ta rbi¿n s(i (|l¡silican er1 rai'cs púsr-

tiv/Ls ) ncgati\,¿Ls. Notr:mos quc lLa.r- urra pequcira sutil:za r:ntrr-: la dcfiriciórr rr:ciórr hccla y las

dad¿s cn cl capitulo dntcrior nunn)r¿1dits por 1.1 v L.2. L¿,-lcli¡rición dc pcso v raíz qur: sc ditr
p¿r¿ el c¿so do sf3(C) sc hizo conl.r par.- or.lenado l rro colrro uIr¡ htn.,i(jn. L¿r lazó]1 cs que l¿t

subálgcbra dr: Carttu de sl3(C) ticnc dimcnsiól dos. tsu(radil por h1 y h2. Dc esta r¡ancra. si

sustituirns ¡ por ñ1 en la delinición 5-1 rcsdta quc ñ1.¿, : a(,i1)t,. asÍ tcnclnos .rr : o(ñl)-
Simil¡rmcnlc. e2: ol.h2)..\: ¿rsí irp¿lecen.rr y ¿r, ¡:lc la rlcfirriciórr.1.1. El r¡ris¡¡o crilcrio vale
p¿ra cl c¿so dc l¡s r¡icts. PaI¿ d rilgrñrn s13{C). collsiclrtar ]os posos dc ¡cucrc]o ¿ l dclinicirirr
,1.1 nr)-q pcrxritni daLor¿r ¡:1 leor¡¡ra.1.9.

En .41 (ptig. 326. cap. 21) sc closific¡n iodas las ,lgcbr¡s dc Lic sinlplcs complcjrt-s, las
11aÍLadas rilgcüra-s ri: Lirr r:]/rsic¡s quc sc diyi.{cn (]I1 cu¿tlo Ejlupos:

1.,4,, : sl,,¡1(C). con n > 1.

2. -B,, : s02,,11(C). con n > 2.

3. C,, :spr,,(C). .,on /¿ > 3.

1. D,, | Éo2,,lt:)..x» 7¿ > ,1.

.londe r¿ es l¿ dimcnsióu dc cuakluiora dt: sLrs subrilgcbras d{r Cart¿n (cn [5] (pr.rg. 164) sc
plucba quc todas las sublrl¡¡,cbras dc Cartan tic!xrrL l¿ mis a dilrcmión): r las llanradas álgcblas
dc Lic cxccpcionalcs dcnotadas por e6. 47. e8, i.r l.92.

lhora cnurlci¿r'cmos un tcorcma ccluir';r1r:nt(] a ,1.5 p¿rIa álgebras de Lie scrrlislrl]plcs la¡1bi&r
llamaclo teolerna clel peso rnaxiual. quc apiuc(ic cn [l] (prig. 197, ctrp. 7).

Tcorcma 5.2 Sea g ttn áktebra dr: I;u: setnis nplt: utrrr'pLcju.

1. Codo reprcstn.lo.r:iór¡ ir'rcdutihle de g tiene un lin¡co peso tnar'¡m.al.

2, Das representac¡anes ¡rre(L1Lc¡L)k ti dc g utrt cl ttt¡s¡no pcso tÍtatl:iJtldL san isa¡norfas.

ii. El peso rnazirnal d.e ütlo. ttlretet1.tu.t:¡ón ¡¡rahu.Lblc tlc g cs r'¡r clcmcttta ?tltera dominante.

J. Cada eLemento entera dor .¡noli.e cs tL ptso rrLarirrnl tla alglr¡1.:rcpresentacxótl irreducxble
tk: g.

l,a dcfinición de ehmr:nto ()rtr)ro doxrirrurlc sc pucdo cDcorlLrar cn f5l (pirg- 19{) l ac¡ri Lro

so ocup¿1ri1. Con csto sc pucclc dciDostrar c] siguiL,lrte tcorcriL¡:

l'eorema 5.3 Sea E un álq,:.b¡n dc Lu: scr,,isirnpLe .atnpleJa u V ut g mód1tLa simple de dímcn-
stón finúa. LrLtonces'f (.V) I {0} sr '¡l salo s1\' y V" ticrle¡t cl mistno peso maxírnoL

Demostr¿lción. Consecuencia (lel l,eore¡r¿r 5.2 \' análoga ¿1 c¡so tlc slr(C). t

Dc csta manc¡a scría intcrcsante describi,.- bs pcsos ¡- raiccs dc las álgcbras más arribu rnetl-
cioradas r:omo n-uplas ¡_ aplical cl tc.rrcua 5.3 para enconLral r(racioncs (rntrc I¿Ls trx¡rdtrtad¿us

drl pcso rrrxirral r¡rc pcrnlil¿r[ la cxistc[cia dc lbrnas iD\,¿ui¿lntes Do nu]as, de la rrisrla ruarrcr¿
rlur: st: hizo rrrrt sl¡(C).

5.3. Módulos sobre un grupo de Lie

Dcfinición 5.4 Seo,G Ln.antltnto no t:atío. La lartn I,C).*,4) .s un llrllpa de Lie si:

1. \G *'¡ r:s n snqo.

2. I,G.A) es tno un'tc¡lotl tLi;lt rcn c iabLc .

,J. LasJuncianes+:GxG -+ G cit11):C; +C;,rt)x r, sor¡ o¡frutat eiú.r tL¡.foen(:i.rrblcs.
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,\l¡rrs¿rrdo dc ia rrotacióu dircuos ctur: G cs ul grupo clc Lic.

Eicmplo 5.5 5¿¿ lK € {R, C}.

f. af¿,,(K) := {r e I/,,(lK) t: es itt r:Lt lil:le} se Llama grupo gttrtto,l lirca,l.

2. SI,,(K) :: {z e fll,,(K) d.rr(¿) : 1} se llarna grupo aspecial lineal.

3. al,,(K) :: {r É G/.,,(lra) ¡ t : ¡t} sc:.lLama srupo ortogornL

l. SO,,(K) :: {r: e GZ.(K) .r 1 tt 11 det(:,;): t} sc llam¡r erupo *peciul orloeonal.

Dcfinición 5.6 Lht gnLpo ic Lic (Le ¡tutir'Lces cs w sulgrrpo G r:crado tle {}L',(C), es du:ir,
sr{e,,,}.,! (: es Lúl que x -li¡,,--r¡,, r} onccs a €G o:¡ €5tto ir|ert¡b|..

Lcnn lcron b. /

1.SaanGgllclosrlruposrleL¡?-Una.[1Lncióttt:G:Hesu]7hotnannrJ:isnLadelJru?os
da Lie st t cs 7Ln hanlarrbrh;tna dr: gnqos diJerent:iable.

2. Sea G un gr"upo (lL: L¡c !) V tüL espacia wctoriel rnnplcjo. [.lnu rcprcscttlaciLit ¡le G ert

V cs urL lLornornorfismt¡ p: (] + GL(V) rle grltpas ¡1e l,re- Duerrns qua p da a)' la
estructura de (}-middo. S; p(s) :: p" entan.:es'tL:;t).Tettt,t)t La nolit¡ótt 3.1t: p"i,t:). poro

to¿ae€C;r€\¡.

Si:r e ,1,1,, (C) rlclini¡nos e' , !i oÉ Lucqu d¿clo un e,rrrf(,,1, I-r, rlc rnatriccs G dcfi-
nimos .Lr(G) :: {r e ,11,,(C) cr' € G, parii 1.(xlo ¿ € IE], llarn¿ida ri1¡¡cbla ck: Lie asociada
a G. Si (l t:s rrl gnrpo dr: Lic dc matlices corr átgr:lrltr rLc Lic asociada g -v 

y cs lrrr G nódulo
errtomcs y cs LrD g ódulo corno sr lnlnstra cn [9] (príg. 5,1).

Iln r-ts[ltacto iup.rrtantc ctu{, ¡p¿r-«x] (]1r [5 (pág. 51) cs e] siguientc: si (,'cs üII grupo dc

I-ic d{: matriccs concxo con j.lgcbra rlt, T,icr asocia.l¿r 0 cntonccs cada s € G sc pL¡odc (rscribir.lLl

l, lu-' ,., . - t,i- ' ., ¿ r ¡.- r......J ,. 0

Sea V un C nLórlulo ¡ /:y x 1,- + C urr¿r l¡,¡rlra ]¡ilincal. Dircmos qur: / t:s G invariantc
si /(s.r,s.r) : J(r,r), para iodo s € G;u,1i e I.. At i3u¿1 quc cn cl crso ck: álgcbras dcfinilnos
cl coDjunto'lly):: {f e Bill.V r U.C) I cs C ilvali,r¡t,r:} quc también es r¡rl subcspacio dc

Bil(\r x V.C). L,ur:go tcncmos (rl si8uicÍl.c tcorcnl¡.

Teorema 5.8 Sea C un grtqo de Lie C"e nútt ¡rcs conero con álgcbra dr: LÍr: asorioda g. Si V
es un C -ñ.ódLL¡o .n!.anú!s T(\;) : T(.V) -

Demostraciórr. Scan l'e I(I,'). Í É 0 y ¿,1., € I/. Lucgo l(c¿'.rr,r:¿".r) : /(t,t). para todo
¿ a R- Dcrivando ¿r anbos lados rcspc.rLo ¿1 ¿ y hacicnclo ¿:0 rcslrlia l(rj.¿,1r) + lfu.t.r,) :0.
cs.lccir, f e 7(f"). Po,.. 1o tanto. ?'([) ! 7(I.¡).

Si -q € 7(1,'). ¿ € g v nir € l,'rlcli¡1imos i¡:1R + C couro p(/.) ::9(.1"'.¿r,€r'.¿r). Lucso

?(¿¡: g(t:L/' .u.et"'.t) + !:ll,el" .u, rer' . r') y si h¿rcemos ilt) ,: er'.u y l(l) :: c¿'.1'trrtolcts
,it(.t) : q(.x.n(.t),\¡(.t))+g(¿(¿), r.r(l)) : 0 porqrrc a e 7(U). Lucgo tcr c]nlos que P cs constantej
por lo quL,g(e'.tr,c".r.,) : f(t) : e(O) : g(rr r;). Iln lirtucl dd resultado xxxrcion¿do rrrás

aniba. por .er G concxr-¡. lcncnlos ctu.r .g(s.?/, s.r) : 9(u, L,). para todo 5 É G, hxrSo g € 7'(I¡) Y

'r(\,) e T(v). r
En f5l (l¡ág. 15) sc nucstla por cjelnplo qrlc S¡,,(C) cs concxo. f.)c estit nlaner¿r si y cs

rur.§l,r(C) !1ódulo simpl.' c¡ntonces cl cspacio dc folmas inv¿u-i¿ntes dc V cs cl trismo c¡uc cl
alrcontraalo ()I1 cl c¿pítulo 3, Sería intcrcs¿llic (tncorltlar aplic¿ciorrcs dc cstc lcorcma conocic]lclo
los rcsultados que oxist(xr para álgcbr.s clc Lie.
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