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Resumen

Dado un espacio vectorial M y un élgebra A, ambos de dimensién finita y sobre un mismo
cuerpo F, junto con aplicaciones bilineales A : Ax M — M y p: M x A — M denotadas
por A(z,u) = z.u y p(u,z) = w.z, queremos encontrar las funciones f : M x M — F tales
que f(u.z,v) = f(u,z.v), para todo u,v € M;z € A. Para tal objetivo nos apoyaremos en
un algoritmo que resuelve el mismo problema para dlgebras y lo adaptaremos para nuestro
propésite. Una vez hecho esto, aplic.remos ese procedimiento para cl caso en que A sca sl (C)
y sl3(C), las dlgebras de Lie de mai-ices complejas de traza cero de tamafio 2 por 2 y 3 por 3,
respectivamente,
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Abstract

Given a veetor space M and an algebra 4, both finite-dimensional and over a same ficld F,
together with bilinear maps A: Ax M — M and p: M x A — M denoted by A(z,u) = z.u
and p(u, r) = u.z, we want find the functions f : M x M — F such that f(u.z,v) = f{u,z.v),
for all u,v € M:;x € A. For that goal we will support on an algorithm that solves the problem
for algebras and we will adapt to our purpose. Once this is done, we will apply this procedure
for the case that A be sly(C) and sl3(C), the complex matrix Lie algebras with trace zero of
size 2 times 2 and 3 times 3, respectively.
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Introduccion

Existe una amplia gama de referencias para dar el puntapié¢ inicial en el estudio de la teorfa
de Lie, ya sea en algebras o en grupos. Para el caso de dlgebras el libro por excelencia desde mi
punto de vista es [6] de James Humphreys ya que su forma de explicar ¢ introducir cada seccién
hace que sea fécil de abordar. Otro libro bastante interesante pero al parecer menos conocido es
[3] de Luiz Barrera San Martin, ya que solo sc vende en Brasil (de hecho lo busqué en libgen y
no aparecié). Ambos libros los utilicé cuando hice un tutorial de Algebras de Lie con el profesor
Manuel Arenas el segundo semestre del 2013. Ese mismo semestre tuve el curso de Grupos de
Lie, dictado también por el profesor Manuel. Los libros usados fueron [5] y [9] de Brian Hall
y Alexander Kirillov, respectivamente, siendo el primero muy bueno para comenzar a estudiar
grupos de Lic mientras que el segundo es algo méas denso. De hecho, el libro que me dio la llave
maestra para conseguir uno de los resultados més importantes de esta tesis es justamente [5]
porque ademés dg grupos de Lie trabaja mucho con la parte de dlgebras.

El capitulo uno comienza con datos histéricos con respecto al surgimiento de las dlgebras no
asociativas y de la teoria de representaciones. Luego se dan las definiciones bdsicas de la teorfa de
algebras, los ejemplos mds importantes, los subconjuntos imprescindibles de un 4lgebra (como
las subdlgebras v los ideales), homomorfismos entre ellas y construcciones como la de extender
el cuerpo de escalares. También se da la definicién de variedad de édlgebras y se mencionan las
mas conocidas y-estudiadas que son las asociativas, las alternativas, las de Jordan y las de Lie.
Luego, dado un espacio vectorial M y un dlgebra A, ambos sobre un mismo cuerpo, se definen
bimddulos y birrepresentaciones de A en M, para finalmente dar sus propiedades en las cuatro
categorias antes mencionadas.

En el capftulo dos se define.el concepto esencial de este trabajo, el de forma bilineal inva-
riante. Primero se hace para dlgebras de dimension finita en general y se menciona un método
hecho en (1] para encontrarlas. Enseguida se generaliza la definicién anterior para bimddulos
sobre un Algebra para después extender el método descrito a este caso y que viene seguido de
una serie de ejemplos en las variedades més conocidas. En la 1ltima seccidn nos centraremos
en ¢l caso en que el dlgebra sea de Lie. Ahf se define mddulo simple y se prueba que cl espacio
de formas invariantes de un médulo simple tiene una propiedad muy importante, resultado que
seré clave en lo que viene.

En el capitulo tres nos reduciremos a un caso bien particular: el dlgebra de Lie de matrices
complejas de 2 por 2 con traza cero denotada por slo(C). Al principio se menciona (tal como
se hace en [6]) la forma que tienen los médulos simples sobre sl (C). También se define peso de
un médulo y peso maximal, y se muestra que los pesos son nimeros enteros, mientras que el
peso maximal es un entero no negativo. Una vez hecho esto, aplicamos el algoritmo demostrado
en la scccidn anterior para los casos en que el peso maximal es menor o igual que 3 y gracias a
eso pudimos encontrar un patrdn de las formas invariantes cuando el peso maximal es arbitrario.

En el capitulo cuatro se adaptan las definiciones del capitulo tres para el caso del dlgebra de
Lie de matrices complejas de 3 por 3 con traza cero, sl3(C). Aqui, a diferencia de lo que ocurre
en 5l (C), los pesos de un mdédulo resultan ser pares ordenados con coordenadas complejas pero
como sl3(C) contiene subdlgebras isomorfas a sla(C) se muestra (la demostracion estd en [5])
que las coordenadas de cualquicr peso son nimeros enteros y que las del peso maximal son



enteros no negativos. Ademds los pesos de un médulo simple generan un reticulado en Z2 que
nos permitié saber en qué casos los médulos simples posefan formas invariantes no nulas, a la
postre uno de los resultados principales de este trabajo.

En el capitulo cinco se dan a conocer log problemas que quedaron pendientes o bien que
surgieron a paitir de esta tesis.

Finalmente, se lista una serie de referencias que fucron utilizadas para extraer ¢jemplos, teo-
remas y ejercicios propuestos {que por supuesto aqui fueron resueltos) que permitieron desem-
bocar en los resu:tados conseguidos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Historia

Hasta mediados del siglo XIX se trabajaba con algebras que satistacian la ley asociativa y
que tuvieran clemento neutro. En 1845, el matemético britdnico Arthur Cayley construyo cl
lgebra de octoniones (también llamados nimeros de Cayley), dlgebra de dimensién 8 sobre
R v que resulté ser no asociativa, siendo la primera aparicién de cste tipo de &lgebras. Sin
embargo, Cayley no buscaba un ejemplo de un dlgebra donde la asociatividad fallara, sino que
queria encontrar una forma de representar el producto de dos elementos que son suma de ocho
cuadrados (qué finalmente resulta ser una suma de ocho cuadrados), de la misma manera que
el dlgebra de cuaterniones resolvia el problema para dos elementos que son suma de cuatro
cuadrados, cuyo producto también es suma de cuatro cuadrados.

Ya en 1870, ¢l matemético noruego Marius Sophus Lie, estudiando los grupos de transforma-
ciones (ahore llamados grupos de Lie), descubre una cstructura de dlgebra en el plano tangente
del elemento identidad del grupo visto como variedad diferenciable. De esta manera aparecen los
grupos infinitesimales, actualmente conocidos como dlgebras de Lie, y que le sirvieron a Lie para
abordar las ecuaciones diferenciales via sus grupos de simetria, del mismo modo que la teorfa de
Galois hace con las ecuaciones algebraicas. Esta clase de dlgebras son, en general, no asociativas
y ademés no tienen elemento neutro ya que cumplen la relacion z2 = (), para todo z. Desde
entonces estas Algebras han sido muy estudiadas y tienen diversas aplicaciones en muchas dreas.

Tn 1934, ¢l Hsico alemén Pascual Jordan, con el objetivo de dar formalismos matemadticos
a la fisica cudntica, cred una clase de dlgebras conmutativas pero no asociativas que satisfacen
la identidad (2%y)z = 2%(yx), para todo z,y. Estas dlgebras se comenzaron a llamar dlgebras
de Jordan y fueron objeto de estudio de muchos mateméticos. Cabe destacar el trabajo de
Abraham Adrian Albert, quien formulé numerosos teoremas respecto de la estructura de alge-
bras de Jordar!.

Luego de todas estas construcciones se hizo necesaria una teorfa general sobre dlgebras no
asociativas, donde las dlgebras de Lie y las de Jordan son, quizds, las més estudiadas.

Un érea muy importante dentro de la teorfa de dlgebras no asociativas es la de representa-
ciones, que tuvo su apogeo durante la primera mitad del siglo XX. En un comienzo se trabajaba
solo con representaciones de algebras asociativas, hasta que en 1945 el matemdtico polaco Sa-
muel Eilenberg generalizé la nocién de representacién para un dlgebra cualquiera.



1.2. Conceptos basicos

Definicién 1.1 Sea F un cuerpo. Una F-dlgelra es un especio vectorial A sobre ¥ provisto de
una eplicacion bilineal p: A x A — A, denotada por p(z,y) = 2y, ¥ llamada multiplicacidn o
producto del dlgebra.

Diremos que una F-dlzebra A cs asociativa si (wy)z = x(yz), para todo x,y,z € A; sc dice
conmutativa si zy = yz, pera todo z,y € A; se dice que tienc elemento neutro si existe 14 € A
tal que 214 = 142 = 7, para todo = € A. En el dltimo case se tiene que I se inyecta en A ya
que si o € F entonces als € Ay la funcién a — aly es inyectiva,

Definicién 1.2 Seca A una F-dlgebra. El asociador (, , ) : Ax Ax A — A estd definido como
(z,y,2) = (zy)z — x(yz), el conmutador [,]: A x A — A se define como [z, = 2y —yx
y el producto simétrico * : A x A — A se define por x %y = i{zy + yz) sicar(F) # 2 y por
xxy =2y + yr sicar(F) =2

Notamos que tanto el conmutador como el producto simétrico definen una nueva multi-
plicacién en A. Ademés es claro que A serd asociativa si y solo si su asociador es la funcién
idénticamente cero y serd conmutativa si y solo si su conmutador es cero.

Sea A un dlgebra y sca = € A. Definimos recursivamente las potencias principales izquierdas

de x como sigue:
e z n=1
- 2"l n>1

Notemos que si el dlgebra A no es asociativa entonces puede ocurrir que para alginz € A
las potencias 2222 = (zz)(zz) y 2* = 2*z = (z%r)z = ((2z)z)z sean clementos distintos.
Definicién 1.3 Sea A un dlgebra y @ € A un elemento arbitrario y fijo. Definimos el operador
de multiplicacidén a lo izquierda por a como lo aplicocién L, : A — A dada por Lo(z) = az
y el operador de multiplicacidn a la derecha por a como la aplicacicn R, : A — A dada por
R.(z) = za.

Observemos que al ser el producto del 4lgebra una aplicacién bilineal, los dos operadores de
la definicién anserior son lincales. Notemos que si ¢l dlgebra es conmutativa ambos operadores
coinciden puesto que no hay distincién entre multiplicar a la izquierda o a la derecha.

Definicién 1.4 Sea A una F-dlgebra. Definimos las siguientes subestructuras de A:

1. Sean M y N dos subconjuntos no vacios arbitrarios de A. Entonces denotamoes por MN
al subespacio generado por el conjunto {zy |z € M,y € N}.

2. Un subespacio B de A es una subdlgebro st B? .= BB C B, es decir, si zy € B, para todo
z,y € B.

3. Un subespacio C de A es un ideal izquierdo si AC C ), es decir, st xy € C, para todo
red;yel.

4. Un subespecio D de A es un ideal derecho si DA C D, es decir, si xy € D, pare todo
xC Djye A

5. Un subespacio F de A es un ideal bildtero si es ideal izquierdo y derecho o la vez.

En adelante, a los ideales bildteros los llamaremos simplemente ideales. Con esto podemos
dar la siguiente definicién.

[}



Definicién 1.5

1. Diremos que un dlgebra A es simple si A # {0} y sus tnicos ideales son {0} y A (llamados
ideales friviales).

2. Diremos que un dlgebra A cs semisimple st A= A1 ®--©A,, donde coda A, i=1,..,m,
es una subdlgebra simple de A y la suma directa es en el sentido de dlgebras.

Notemos que toda dlgebra simple es semisimple {es suficiente considerar la suma directa en
1.5.2 con un tnico sumando).

Definicién 1.6 Sean A y B dos F-dlgebras. Una funcidn @ : A — B es un homomorfismo de
dlgebras si cumple:

1. plz +y) = p(z) + wly), pare todo z,y € A.
2. plaz) = ap(z), para todo ¢ €F, x € A.
3. plzy) = plz)ely), para todo ©,y € A.

Dado un homomorfismo ¢ : A — B de dlgebras, definimos ker(¢) == {z € A | p(z) = 0} e
Im{g) == {p(z) |z € A} = {y € B| existez € A con y = p(z)}. Es facil verificar que ker(y)
es un ideal de A e Im(¢) es una subdlgebra de B. Por otra parte, diremos que ¢ es un monomor-
fismo si, ademés, es inyectiva; un epimorfismo si es sobreyectiva y un isomorfismo si es biyectiva.

Si A es una FF-dlgebra definimos A:=Fx A= {{a,z)| aeFze A}. La suma, la
ponderacién y el producto en A se definen como sigue, para tode A, a, Belz,yc A

(@,2) + (B,y) = (a+ B,z +y)
Me,z) = (ha, Az)

(a,2)(8,y) = (aB, Bz + oy -+ zy)

Asf A es una F-dlgebra con clemento neutro 13 = (1,0) v el conjunto {(0,%) |z € A} esun
ideal de A isomorfo a A. Una propiedad importante es que si A es asociativa o conmutativa en-
tonces A también hereda esa condicidn, de esta manera, toda dlgebra asociativa o conmutativa
se puede suponer con 1. ;Qué sucede si A tiene 17. En este caso el 1 de A pierde su condicién

de neutro y es sustituido por el 1 de A.

Otra construccién estandar en la teorfa de dlgebras cs la siguiente: si A es una F-dlgebra
v K una cxtensién de F definimos Ag := K @ A. La suma sc define de manera natural, la
ponderacion y ¢l producto se definen, para todo o, B € K2,y € A, asi:

af@z):=af®@z

(apz){fey) =af@ry

De esta manera Ag es una K-dlgebra con la propiedad de que el subespacio {1®@z |z € A}
de Ak es, como F-dlgebra, isomorfo a A. Este método es muy usado cuando se necesita trabajar
con cuerpos algebraicamente cerrados y asegurar la existencia de valores propios.



1.3. Principales clases de algebras

En csta secein veremos las definiciones, ejemplos y propiedades mds importantes de dlgebras
asociativas, alternativas, Lic y Jordan, las mas conocidas dentro de las dlgebras no asociativas.

1.3.1. Algebras asociativas

Los ejemplos més simples de dlgebras asociativas son ¢l dlgebra de matrices cuadradas, el
dlgebra de endomorfismos de un espacio vectorial y el dlgebra de polinomios.

Otro ¢jemplo y muy importante es el dlgebra de cuaterniones. Sea I un cuerpo de carac-
teristica distinta de 2 y sean a,b € F ambos no nulos. Sea A una F-dlgebra con base {1,4, j, k}.
Definimos i* = a, j% = b,1j = —ji = k. Entonces tenemos que k% = —ab, ki = —ik = —aj, jk =
—kj = —bi,li =il =4,1j = jl = j,1k = k1l = k si y solo si A es asociativa, con elemento
neutro 14 = 1 y no conmutativa. Denotamaes a A por (”—%ﬁ) y se llama Algebra de cuaterniones
sobre F. En el caso en que F = R y @ = b = —1 se obticnen los cuaterniones que Hamilton
descubrié en 1843 y se denotan por H.

Para el siguiente ejemplo consideremos un cuerpo F y un grupo G. Definimos el conjunto
F[G) := {u: G — F funcién | u tienc soporte finito}, donde el soporte de u se define por
sop(u) == {r € G | u{r) # 0}. Definimos en F|G] las operaciones de suma, ponderacion y
producto, para todo u,v € F[G];r,r1,m2 € G € Fe

(w+v)(r) :=ulr) +u(r)
(cw)(r) = ou(r)
(wo)(r) = Y ulri)o(rs)

e

Asi F[G] es una F-dlgebra asociativa llamada slgebra de grupo con base {8, | r € G}, donde
6. 1 G —> F es la funcién 6,.(s) = 1 si s =7 y §,(s) = 0si s # r. Notemos que F[G] es un
dlgebra conmutativa si y solo si G es un grupoe abeliano. Por otra parte, si f : G — GL{V)
es un homomorfisme de grupos, con ¥V un espacio vecterial, entonces se puede extender a una
aplicacién lincal f : F[G] — End(V). En efecto, si v € F[G] entonces u = 3 g a0, con
a. € F. Més adn, si s € G se tiene que u(s) = ¥ ,.cq andr(s) = ag, por lo que u =3 g u(r)o.
De esta manera definimos f(u) := Y rec u(r)f(r), que es claramente lincal.

1.3.2. Algebras alternativas

Un 4lgebra A se llama alternativa si (zz)y = z{zy) v y(zx) = (yz)z, para todo z,y € A
En términos de asociadores la definicidn anterior se reescribe como (z,z,y) =0y (y,z.2) =0,
para todo x,y € A. Por otra parte, usando operadores de multiplicacién la definicién quedaria
Ly2 = L% y Ry» = R, para todo x € A. Es decir, las dlgebras alternativas son una versién
més débil de las algebras asociativas. Por otra parte, consideremos el dlgebra de cuaterniones
A= (‘%’) Siz = aq + aai + asj + auk € A definimos el conjugado de = como el cuaternidn
T 1= ay — o9l — 037 — agk. Luego, para ¢ € F no nulo, se define B := A x A = C(a,b,c) dotado
del producto (z1,y1)(z2,¥2) == (z1T2 + cyo2li. T1y2 + 2291). Luego todo clemento y € B se
escribe de la forma y = g1 +lgo, donde g1, g2 € A y 12 = c. Al dlgebra B se le llama algebra de
octoniones v os ¢l ejemplo mds importante de dlgebra alternativa. Sia=b=c=-1yF=R
resulta el dlgebra @ de los nimeros de Cayley.



1.3.3. Algebras de Jordan

Definicién 1.7 Sea F un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Diremos que una F-dlgebra J
es de Jordan si cumple:

1. zy = yz, para todo 2,y € J (conmutatividad).
2. (z2y)x = a?(yz), para todo =,y € J (identidad de Jordan).
Ejemplo 1.8

1. §i A es una F-dlgebra asociativa, con car(F) # 2, y definimos el producto simétrico en A,
resulta un dlgebra de Jordan denotada por AT,

2 Sea § = {z € My(R) | z* = z} el conjunto de matrices simétricas con el producto
siméirico. Entonces S es un dlgebra de Jordan.

3. Sea &2 con el producte (a,b)(c,d) = (ac + bd, ad + bc). Entonces R es un digebra de
Jordan.

A partir de aqui denotaremos ¢l producto del dlgebra como * sin que sc preste a confusion
con ¢l producto simétrico.

El producto * no es necesariamente asociativo. Considerando las matrices

/10y {00
=10 o/'Y7\1 0

en M>(R) con el producto z+y = ${xy +yx), sc tiene por un lado que (z*z)*y = Ly, mientras
que zx (T xy) = %y. Asi (z*xx) sy #z*(*y).

Una observacién importante que debemos hacer sobre las dlgebras de Jordan es que siempre
se puede suponcr que tienen clemento neutro, ya que dada una F-dlgebra de Jordan J podemos
construir el dlgebra J = F x J hecha en la seccién 1.2 ¥ que resulta ser también de Jordan.

Dircmos que un &lgebra de Jordan J es especial si existe una F-dlgebra asociativa A,
car(F) # 2, tal que J es una subdlgebra de AT, La razén de dar esta definicién cs que no
toda dlgebra de Jordan se puede ver como una subdlgebra de A*. Las dlgebras de Jordan que
no son especiales se laman excepcionales.

1.3.4. Algebras de Lie

Definicién 1.9 Sea F un cuerpo y g una F-dlgebra. Diremos que g es de Lie si satisface:
1. 22 =0, para todo = € g (anticonmutatividad).
2. (zy)z + (y2)z + (zz)y = 0, para todo x,y,z € g (identided de Jacobi).

Ejemplo 1.10

1. 5i A es un dlgebra vsociativa y definimos el conmutedor en A, se consigue un dlgebra de
Lie denotada por A—. Un caso particular es A = M, (F), el dlgebra de matrices cuadradas
de n porn con coeficientes en el cuerpo F, donde A~ se denota por gl (F). Por otra parte,
dade un espacio vectorial V', consideramos A = End(V), el dlgebra de endomorfismos de
V, entonces A~ = gl{V).

2. Fl espacio R® con zy == T x §, pera todo T,7 € R3, es un dlgebra de Lie.

De ahora en adelante ¢l producte de un dlgebra de Lie lo denotaremos por [, ] y no por
yuxtaposicién. Cuando pongamos dicho corchete no se debe confundir con el conmutador, ya
que esa operacién es solo un ejemplo de dlgebra de Lie como lo muestra el ejemplo 1.10.1.
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Observacién 1.11

1. Notemos que si [z,x) = 0, para todo x € g, entonces [z,y] = —[y,x], pore todo z,y € g.
En efecto, lenemos 0= [z +y,z + 1] = [z, o] + [z,9] + [v. 2] + [1,9] = [, 4] + [y, 2], para
todo =,y € g. Bl reciproco se cumple selo st car(F) # 2, ya que si [z,y] = —[y. =], para

todo =,y € g, tomamos y = z, ast 2[x,x] = 0 implica que [z,z] = 0, pare todo T € g.
2. EI corchete es, en general, no asocialivo. Consideremos el dlgebra de Lie ply(R) junto con
los matrices © = (:J g) ey = G 8) Entonces tenemos por un lado que [[z,z],y] =
[0,y] = 0 pero:
[z, [z,9]] = [z, 2y —yz| = 2(zy —yz) — (2y —yz)z =y # 0.
De esta manera, tenemos que [z, z),y] # [z, [z, y]].

3. A diferencia del caso Jordan, dada un dlgebra de Lie g, siempre eziste un dlgebra asocia-
tiva A tal que g es une subdlgebra de A~, resultado que es consecuencia del teorema de
Poincaré-Birkhoff- Witt (este teorema se puede encontrar en [7] (pdg. 159)).

Los ejemplos més importantes de lgebras de Lie son las subdlgebras de gl (K). Por men-
cionar algunos:

Ejemplo 1.12 Subdigebras de g = gl (K):

[y

.80, (K) := {z € g | z + 2t = 0}, Uamada dlgebra ortogonal.

2. s1,(K) = {z € g | Tr{z) = 0}, lamada digebra especial lineal.

3 Mi={xcglay=0,i> 7}, conjunto de matrices estrictamente triangulares superiores.
4. T:={zcg|zy=0,i>j} conjunto de matrices triangulares superiores.

. Hi={z e gly(R) | z;; = 0,4 > j} se llama dlgebra de Heisenberg.

6. 5p,,(K) := {z € gly,(K) | =J + Jz' = 0}, donde J = (19 7({"), se lama dlgebra
T
simpléctica.
7. up = {z € gl,(C) | =+ z* = 0}, donde z* es lo traspuesta eonjugada de z, se llama

dlgebra unitario.
8. su, :=={z€gl,(C)|z+z*=0yTr(z) =0}, sellama dlgebra especial unitaria.

Una observacién respecto a las dos ultimas &lgebras es que si bien son subconjuntos de

pl,.(C), no son un subespacio sobre C pero si sobre R. Para notarlo es suficiente considerar
it 0 S A ; : -1 0

0 ';) € su, v multiplicarla por ¢, lo que resulta iz = ( 0 1) & 5us.

T =

Por otra parte, un dlgebra de Lie g es simple si ademds de cumplir la definicién 1.5.1 se
tiene dim(g) > 2. Como cjemplo de dlgebras de Lie simples tenemos sl,(K) con car(K) # 2,
R? con el producto cruz y su,. Un ejemplo de dlgebra de Lie semisimple que no es simple es
504(C) ya que en [5] (pdg. 271, cap. 8) se muestra que 504(C) = s(C) & s1(C).

Una funcién muy importante es la representacién adjunta. Si g es un dlgebra de Lie definimos
ad : g — gl{g) como ad(z) = ed,, donde ad, : g — g es la funcién ad.(y) = [z,y]. Esta
aplicacién es lineal gracias a la bilinealidad del corchete y de hecho es un homomorfismo de
dlgebras como consccuencia de la identidad de Jacobi. Algunas propiedades de la adjunta som,
por ejemplo, que ad,([y, 2]) = [ad.(y), 2| + [y, ade(2)], para todo z,y,z € g y si g es semisimple
entonces ad es un monomorfismo (lo que dice que g cs una subalgebra de gi(g)).



1.4. Variedades de algebras

1.4.1. Definiciones y ejemplos

Sea X = {x],22, ..., Tn, Tny1,...} UN conjunto numerable de simbolos. Denotamos por W al
conjunto de todas las sucesiones finitas que se pueden formar con elementos de X y por {X}
al subconjunto més pequefio de W con las siguientes propiedades:

1. {X} conticne a X.

2. abe {X}siabe X.

3. (ape{X}tsiac{X}\ X, be X.
4. a(b) e {X}siae X, be {X}\ X.
5. (a)(b) e {X}siabe {X}\X.

Asf tenemos, por ejemplo, que 1,217z ¥ 21(maxs) estdn en {X} pero z1xpr3 no lo estd.
Si F es un cuerpo, definimos F{X} como el conjunto de todas las combinaciones lincales de
elementcs de {X} con coeficientes en F. En este conjunto se define una suma, una ponderacién
y un producto. Sea I un subconjunto finito de {X} y scanu =3,y aexy v =3, fuT, con
@, Az € F. Luego, para A € F:

u+vi= Z(am + Bz

xel

Napi= Z()\a;i;];!:
xel

Y = Z(a,,ﬁ,f)a‘.
xwEJ

donde J es un subconjunto de { X} que conticne a todos los productos de elementos de I.
De esta manera F{X} cs un dlgebra no asociativa llamada 4lgebra libre sobre F con base X.
Los elementos de F{X} se denominan identidades polinomiales o simplemente identidades.

Una identidad f se llama monomio si f = ag, dondea €F,a #0y g€ {X} Dadoz; € X
v un monomio f definimos el grado de z; en f, y lo denotamos por gr{z;, £}, como el ntimero
de veces que z; aparece en f. Por ejemplo, el grado de x; en ({miz1)@2)x, es 3 y en xoms o8
0. Es inmediato de la definicién de {X} que para cada monomio f existe una cantidad finita
de ; tales que su grado en f es distinto de cero. Por esta razén escribiremos f = f(z1, ..., Zx)
para decir que k es el mayor indice tal que gr{zy, f} > 0. Luego definimos el grado de f como
gr{f) :== 2., cx gr{z:, f}. Por otra parte, dada una identidad h = f1+-+ -+ fz, donde los f; son
monomios, para todo 1 < i < k, definimos el grado de A como gr(h) :=méx{gr(f;) | 1 <4 < k}.
Diremos que h es homogénea si gr{z;, f1} = - -+ =gr{a;, fr}, para todo i. En tal caso se tiene
que gr(h) = gr(f:), para todo i.

Dada A una F-dlgebra, llamamos evaluacién en A a una funcién E : X — A, Una propiedad
importante de F{X} con respecto a X es la siguiente: sea 4 una F-dlgebra y E' una evaluacién
en A. Entonces cxiste un tnico homomorfismo de dlgebras B : F{X} — A tal que Elx = B.
Asi tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.13 Sea A una F-dlgebra y f € F{X} una identidad. Diremos que A satisfuce [,
o que f es vdlida en A, si E(f) = 0, para toda evaluacién E en A.

Sea f € F{X}, f = f(z1,...,zx) ¥ A una F-dlgebra. Definimos, para e1,..,ax € 4, la
evaluacion Eq, 4. : X — A dada por By, ., (z;) = a;, para todo ¢ = 1,..., k. Luego iden-
tificamos f con la funcién F : A¥ —3 A definida por Fag, ..., ax) = Eal:,__,ﬂk(f). Claramente
A satisface [ siy sole si F es idénticamente cero, por lo tanto, A satisface [ serd escrito como
flay,..yag) =0, para todo a1, ...,ax € A.
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Definicién 1.14 Sea S un subconjunte de F{X}. Al conjunto de todas lus F-dlgebras que sa-
tisfacen todas las identidades de S lo llamaremos vartedad de dlgebras determinada por S y se
denotard por V(S).

Los siguientes ejemplos son las variedades mis estudiadas en la teorfa de dlgebras no aso-
ciativas:

1. El conjunto § = {zxy — yz} determina la variedad de dlgebras conmutativas.

2. El conjunto § = {(zy)z — z(yz)} determina la variedad de dlgebras asociativas,

3. El conjunto § = {z?, (zy)z + (y2)z + (2z)y} determina la variedad de dlgebras de Lie.

4. El conjunto § = {zy —yz, (z%y)z — z*(yz)} determina la variedad de dlgebras de Jordan.

. BElconjunto § = {z?y—«(zy), (yx)z—yz?} determina la variedad de dlgebras alternativas.

[

6. El conjunto § = {2t — z'z? | 4,j € N} determina la variedad de dlgebras de potencia
asociativa.

7. El conjunto § = {{zy)z — z(yz)} determina la varicdad de dlgebras flexibles.

Algunas relaciones entre estas variedades son, por ejemplo, que toda algebra conmutativa
y asociativa es de Jordan, toda dlgebra en la variedad asociativa, Lie, Jordan o alternativa es
de potencia asociativa y que las variedades conmutativa, asociativa, alternativa, Lie y Jordan
estdn contenidas en la variedad de dlgebras flexibles.

1.4.2. Bimddulos y birrepresentaciones

Sea F un cuerpo y scan M un F-espacio vectorial y A una F-dlgebra. Diremos que M es un
bimédulo sohre A si existen un par de aplicaciones hilincales A : 4 x M — M, denotada por
Mz, m) = z.m y llamada accién por la izquierda de A en M y p: M x A — M, denotada por
plm,z) = m.z y llamada accién por la derecha de A en M. Por otra parte, definimos el espacio
vectorial C := A @ M y lo dotamos del siguiente producto:

(a+m)(b+n):=ab+an+mb
Entonces, al ser este producto bilineal, C' se convierte en una F-dlgebra llamada extension nula
escindida de A determinada por A y p. Ademés A es una subdlgebra de C, mientras que M es
un ideal de C tal que M? = {0}.
Definicién 1.15 Sea S un subconjunto de F{X}, A una F-digebra en V(S), M un F-espacio
vectorial y los aplicaciones bilineales A y p definidas como antes. Diremos gue M junto con
estas aplicaciones bilincales es un S-bimddule para A si A® M es un digebro en V{(5).

También, dicho de otra forma, diremos que M es un A-bimédulo en la variedad V{3).

Definicién 1.16 Consideremos una F-dlgebra A y un F-espacio vectorial M. Un par de apli-
caciones lincales u,v: A — End(M) se llaman birrepresentacion de A en M.

Veamos que hay un importante nexo entre un bimédulo y una birrepresentacion.
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Observacioén 1.17

1. Sea M un F-espacic vectorial y A una F-dlgebra. Supongamos que M es un A-bimdédulo.
Luego tenemos las acciones izquierde A y derecha p definidas antes. Para cade o € A
definimos p, : M — M como p,(m) :== AMa,m) yva: M — M como vo(m) := p(m, a).
Ambas son lineales, luego las aplicaciones v : A — End(M) dodas por pla) == pe v
v(a) = v, son también lineales y por lo tanto definen una birrepresentacidn de A en M.

Reciprocamente, supongamos que p,v 1 A — End(M) forman una birrepresentacion de
A en M. Definimos A : Ax M — M como Aae,m) := po(m) yp: M x A — M
como p{m,a) = va(m). Al ser ambas bilineales resulta que M es un A-bimddulo. De esta
manera, los conceptos de bimddulo y birrepresentacion son equivalentes.

2. Si A es un dlgebra conmutativa (respectivamente anticonmutativa) y M es un A-bimddulo
en lo variedad conmutative (respectivamente variedad anticonmutative) entonces tenemos
que a.m = m.a (respectivamente a.m = —m.a), para todo a € A, m € M. Por lo tanto,
en estos casos hablamos simplemente de mddulos y representaciones.

En virtud de la observacién 1.17.1, de ahora en adelante usaremos los conceptos de bimédulo

v birrepresentacion sin hacer ninguna distincion.

1.5. Representaciones de dlgebras asociativas, alternati-
vas, Jordan y Lie
En esta seccién veremos las propiedades que satisfacen las birrepresentaciones de las dlgebras
vistas en 1.3 de acuerdo a lo desarrollado en la seccién precedente. Sea A un dlgebra en alguna
variedad V($) v sea M un A-bimédulo en la misma variedad. Consideremos las aplicaciones
lineales & y v de la definicién 1.16 como g, = Mz, ) y v, = p(-, ), con z € A,
1. Sea A asociativa y sean z,v,z € A y u,v,w € M. Como A& M es asocialiva tenemos:
(= +u)(y + o)z +w) = (z+u)[{y +v)(z + w)]
Desarrollando cada lado de la igualdad se consigue:
(zy)z + (v 0 ) (0) + (V2 0wy ) () + g (w) = (yz) + (e 0 2 ) (V) +vge (u) + (4o © ) ()

Ahorasiz =0y u =v =0 entonces Ly, = pa © by Si v = w = 0 y = = 0 entonces
Uy =V, 0u. Blu=w=10yy=0cntonces v; 0ty = iy © V5.

2. Sea A alternativa, z,y € A y u,v € M. Como A @ M es alternativa entonces:
o+ w)e + W)y +v) = (@ + Wz + )y + o)
[(y +v){z + w)l(z +u) = (v + o){(z + u)(z +u)]
Desarrollando las dos igualdades resulta:
2y + g2 (v) + (v 0 (pe + v2)) (1) = T(2y) + (Ba © ) (V) + (2 © vy + Yy ) (1)

(yz)2 + (pyz + Vo 0 py)(u) + (V2 0 vz )(v) = yz® + (py © (pz + v2)) (1) + 132 (2)
Haciendo w = 0 se consigue pg2 = iy © e ¥ Vg © ¥y = V2. Mientras que si v = 0 entonces
Yy © (.U'rn + pa:} = fg O Vy + Vgy Y Hyx + ¥y 0 fy = Hy © (,qu #* V:z.‘)~

3. Sea A de Jordan, z,y € Ay u,v € M. Al ser A @& M de Jordan tenemos:
(2 + u)(y+v) = (y+v)(w +u)

(= +w)(e + uw)lllw + o)z +w)] = [((z + )z + )y +v))(z + )
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Entonces de la primera igualdad se obtiene:

2y + 1 (0) + () =y + 1y () + ()
Es decir, si w = 0 0 v = 0 resulla que pr = vy, lo que dice que las acciones izquierda
y derecha coinciden, verificando lo dicho en la observacion 1.18.2. Usando esto, de la

segunda igualdad se tiene:

fha? O fiy = iy O fig

P2 © fy + 2phye © o = Py 2y © fly © [l

. Sea A de Lie, z,y,2€ Ay w,v,w € M. Como A @ M es de Lie entonces:
z+u,z+ul=0

[z+uy+v,z+w+[y+v,z+wl,z+ul+ [z +wc+uly+v]=0

De la primera igualdad resulta que p, = —w,, que es lo que se esperaba de acuerdo a la
observacién 1.18.2. Con esto, de la segunda igualdad resulta:

Hlz,y] = Bz © Hy — Uy © fz

Esto es, sl u € M es un vector cualquiera entonces [z, y].v = z.(y.v) — y.(z.v).
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Capitulo 2

Formas bilineales invariantes

Este capitulo es por lejos ¢l mds importante ya que es en lo que se centra este trabajo. Por
esto, los principales resultados que se probardn en esta tesis son en relacién a formas bilineales
invariantes. 81 V" es un F-espacio vectorial, una forma bilineal en V' se define como una aplicacién
f:V xV — F bilineal.

2.1. Formas bilineales invariantes en un algebra

En esta seccidén mencionarcmos los resultados mas importantes sobre formas bilineales in-
variantes en un dlgebra cualquicra.

Definicién 2.1 Sea A una F-dlgebra. Diremos que una forma bilineal f : A x A — F es
invariante o asociative si f{zy, z) = f(z,yz), pare fodo x,y,z € A.

Una forma bilineal f en A se dice simétrica s1 f{z,y) = f(y, z), para todo z,% € A. Una pro-
piedad importante es la siguiente: dada una forma bilineal invariante simétrica f en un dlgcbra
A, entonces para todo ideal I de A, su ortogonal I+ := {z € A| f(z,y) = 0, para todo y € I}
es también un ideal de A. En cfecto, sca ¢ € I+ v = € A. Es claro que I+ es un subespacio
de A. Luego debemos probar que za € I+ y az € I+, Entonces, para tode y € I, se tiene que
Jlza,y) = fly,za) = flyz,a) = f(a,yz) = 0 porque yz € I y flaz,y) = f(a,zy) = 0 ya que
xy € I. Asi T* es un ideal de A.

Ejemplo 2.2

1. Para un dlgebra de Lic g sobre un cuerpo F definimos la funcién K : gx g — F como
K(z,y) = Tr{adsoed,). Es fdeil verificar gue K es una forma bilineal invariante simétrica
y se llama forma de Killing de g.

2. En una F-digebra de Jordan J se define f : J x J — I como flz,y) = Tr(R,,), donde
Ry es el operador de multiplicacion a la derecha por xy: Asi f es una forma bilineal
invarianie simélrica de J como se demuestra en [11] (pdyg. 32, cap. 4).

3. Sea C como R-dlgebra con base {1,i} y con el producto * dado por w * z := Wz. Si
eseribimos w = «l + Bi y z = 1 + &i entonces la funcion f : C x C — R definida por
flw,z) == ay+ 85 es una forma bilineal invariante simétrica de C.

4. Bl dlgebra de Suitles (llamade asi por el ajedrecista estadounidense Duncan Suttles quien
la construyd en 1972) se define como el dlgebra conmutativa A sobre R generada por
{e1,en,e3,e4,e5} con tabla de multiplicacién dada por e = 0, para todo 1 = 1,2,3,4,5
Y €183 = €4 = —C€1€5 = €3,€1€3 = €4,€2€3 = €5. s un ejemplo de un dlgebra de
potencia asociativa que no es Jordan (considere x = e1 + ez e y = ey, asi (z%y)z = 2Zes
yx2(yz) =0). Si 2,y € A se escriben como z = E,‘;] e, ey = Ele B:e; entonces la
funcidn [+ Ax A — R dada por f(z,y) = (en + @2)(1 + Bo) es una forma bilineal
invariante simétrica de A.
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Ahora mencionarcmos algunas propiedades que un dlgebra debe tener para que esté provista
de una forma bilineal invariante simétrica no nula y para eso nceesitames algunas definiciones.

Definicién 2.3 Sea A un dlgebra. Definimos inductivamente las siguientes potencias de A:

1 Al = A AR = TR AART s,

i
2. A2 = A AT = AP A gin > 1.
8 AW = A AN = (4012 gin > 1.

Todas cstas potencias son subdlgebras de A y a partir de ellas tenemos las siguientes defi-
niciones:

Definicion 2.4 Sea A un dlgebra.
1. Diremos que A es nilpotente si eriste k € N tal qgue A® = {0}.
2. Diremos que A es nilpotente a la derecha si existe k € N tal que A<F> = {0}.
3. Diremos que A es soluble si existe k € N tal que A® = {0}.

Luego, de las dos definiciones anteriores tenemos que nilpotente implica nilpotente a la de-
recha y también soluble. El hecho de hablar de nilpotencia a la derecha radica en la forma en
que se definieron las potencias de un elemento x € A en ¢l capitulo anterior, en la seccién 1.2,
donde se multiplica por = a la derecha de la potencia anterior para obtener la que sigue.

Si A es un dlgebra se define (A, A, A) como el subespacio de A generado por el conjunto
{(z,y,2) | z,y,2 € A}, es decir, generado por todos los asociadores. Un resultado importante
es ¢l que aparcce en [2] (pdg. 75) y es el siguiente:

Proposicién 2.5 Sea A un digebra conmutativa tal que A # (A, A, A). Entonces A tiene una
forma bilineal invariante simétrica no nula.

Como corolarios de esta proposicidn, que también aparccen en [2] (pdg. 75), tenemas:
Corolario 2.6

1. 5t A es un dlgebra conmutativa y soluble entonces posee una forma bilineal invariante
simétrica no nula.

2. 8i A es un dlgebro conmutativa y asociative entonces posee una forma bilineal invariante
stméirica no nula.

Otro resultado relevante y que aparece en [1] es:

Teorema 2.7 5i un dlgebra conmutaliva de dimensidn finite posee una forma bilineal inva-
riante, entoneces tiene una forma bilineal invariante simdiriea.

En [1] se da un algoritmo que permite encontrar todas las formas bilineales invariantes de
un édlgebra de dimensién finita. Mds precisamente, si A es una F-slgebra de dimensién finita y
B ={e1,...,e,} es una base de A, es posible establecer un isomorfismo entre Bil{A x A,F), el
espacio de aplicaciones bilineales de A x A en F, vy A ® A. En efecto, para todo 1,5 = 1,...,n
definimos las aplicaciones bilineales £; ; : A x A — F como E, ;(ey, e;) := 6;10;. Notemos que
estas funciones son linealmente independientes ya que si a;; € IF son tales que 3, ; ay By ; = 0,
entonces Zm i By s(er,er) = 0, para todo k,1 = 1,...,n, luego Z{‘j ;80,0 = 0, as tene-
mos que ay; = 0, para todo k,I = 1,...,n. De esta manera, estas funciones forman una base
de Bil(A x A, F). Asi podemos definir un isomorfismo ¢g : Bil{A x A,F) — A® A como
¢p(E; ;) == e; ®e;. Luego podemos definir un producto interno <, >p: (A@A)x (AgA) — F
como < ¢; @ e;,ex @ep >p:= ;05 Es claro que F; ;(ex, €)) =< e; @ ¢, 6x @ ¢; >p. Asi, dado
un subespacio V de A ® A definimos V44 = {r € A@ A |< z,y >p= 0, para todoy € V}.



Por otra parte, definimos el subespacio T(A) := {f € Bil(A x A,F) | f es invariante} de
Bil(A » A,F).

Por otro lado, la aplicacién g : Ax Ax A — A® A definida por g(z,y,2) == syRz—z@yz
es trilineal. Luego por propiedad universal del producto tensorial, existe una tnica aplicacién
lincal : A® A9 A— A® A dada por j(z ®y® 2) = zy ® 2 — 2 @ ¥z que hace conmutar cl
siguiente diagramas:

AxAxA2 > A®A

e

AR A®A
Luego el resultado més importante que aparece en [1] es:

Proposicién 2.8 Sea A un digebra de dimension finita con base B. Si consideramos la aplica-
cidn lineal  : AQA® A — A® A dado por §(z @y @ z) =1y ® 2 — T @ yz entonces:

35(T(4)) = (Im(§)*>

2.2. Formas bilineales invariantes de un bimddulo sobre
un algebra

La definicién 2.1 se puede generalizar para bimddulos de la siguiente manera:

Definicién 2.9 Sea F un cuerpo, M un F-espacio vectorial y A una F-dlgebra. Supongamos
que M es un A-bimddulo. Una forma bilineal f : M x M — T se dice A-invariante si satisface
Juz,v) = flu,z.v), pare todo u,v € M;z € A,

En ausencia de ambigiiedad solo diremos invariante en lugar de A-invariante. La idea es
poder gencralizar la proposicién 2.8 a un resultado equivalente para bimédulos sobre un alge-
bra, esto motivado porque toda dlgebra A es un A-bimédulo con la accidn izquierda dada por
Alz,y) = 2y y la derecha dada por p{z,y) = yz, es decir, dadas por los operadores de multi-
plicacién a la izquierda y a la derecha, respectivamente, por lo que se pretende extender para
un bimédulo cualquiera. Si M es un A-bimddulo entonces tenemos las aplicaciones hilincales
AiAxXM — Myp: MxA— M. Definamos las aplicaciones iy : Ax M — AQ@ M
como iy{a,m) :=a@myiz: M x A — M&A como iz(m,a) := m & a. Luego por propie-
dad universal del producto tensorial existen tinicas aplicaciones lineales SiAeM — M v
pM®A— M tales que Aoy = Ay pois = p, es decir, Aa ® m) =a.my plm®a) =m.a,
para todoa € A;m e M.

Definamos la aplicacién ¢ : M x A x M — M @ M como ¢(u,z,2) (= urz@v —u® z.0.
Notamos que ¢ es trilineal, por lo que la propiedad universal del producto tensorial ascgu-
ra la existencia y unicidad de una aplicacidn lineal § : M @ A ® M — M @ M dada por
fuRr@v)=ur®@v - u®ruv, es decir, § = @ idny — idy @ A

Debemos hacer una fuerte observacién en esta parte. Todo lo hecho anteriormente para
algebras ocupa solamente su estructura como espacio vectorial, por lo tanto, también es valido
para biméduloes, es decir, si M es un A-bimddulo de dimensién finita con base B, entonces
tenemos que Bil(M x M, F) es isomorfo a M ® M bajo ¢g definida como antes. Por otra parte,
podemos definir ¢l conjunto 7 (M) := {f € Bil(M x M,F) | f es invariantc}, que claramente es
un subespacio de Bil(M x M, F). También tenemos un producto interno en M @ M definido de
la misma manera que para dlgebras, asf que se puede definir el ortogonal de un subespacio de
M@ M. Ademds en [1] se demuestra que si f es una forma bilineal de un 4lgebra A de dimensién
finita entonces f{z,y) =< ¢p(f), 2@y >p, para todo z,y € A. Esta igualdad también es cierta
para bimdédulos, por lo que podemos enunciar el siguiente resultado:
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Proposicién 2.10 Sean F un cuerpo, M un F-espacio vectorial de dimension finita con base
B y A una F-dlgebra también de dimensidn finita. Supongamos que M es un A-bimddulo y
consideremos ¢ : M @ A@ M — M @ M definide por (u@®@z @v) = vz Qv — u @ z.0.
Entonees:

¢p(T(M)) = (Im{§)=*.

Demostracién., Sea f € Bil(M x M,F). Luego tenemos que f{u,v) =< dg(f),u®@v >p,
para todo v, v € M y de esta manera se consigue, para todo u,v € M;xz € A:

fluz,v) — flu,z.0) < op(flhur®@v>p — <o¢p(f),u@zv>p5
< ¢p(fliuz@v—u@zv>p

= <¢s(f)iu®@z®v)>pH

It

Como el conjunto {u @z @ v | u,v € M,z € A} genera M ® A ® M entonces el conjunto
{fle@z®v) | n,ve Mzxze A} genera I'm(§). Asi se prueba que f es invariante si ¥ solo si
¢8(f) € Im(@)=. L

Esta 1ltima proposicién nos da un algoritmo que permite calcular todas las formas inva-
riantes de un bimddulo. Consideremos un A-biméddulo M de dimensién finita.

1. Se debe escoger una base ordenada para M y ofra para A. Supongamos que €l conjunto
B ={e;,...,en} es una base de M (es decir, dim(M) =n) y B = {v1,..., Um} cs una base
de A (es decir, dim(A) = m).

2. Luego debemos escoger una base ordenada para A @ M y otra para M ® A. La manera de
hacerlo serd fijando los elementos de 1a base del espacio en el lado izquierdo y moviendo los
del espacio del lado derecho. Por ejemplo, ARM =< 11@e1, 11 ®es, ..., Vi ®Cp_1, V@€, >
vM@A=<e @uv,e1 @V, ...,ln @ Um—1,Cn & U, >.

3. Después hay que encontrar las matrices de A : A@ M — M yde p: M@ A — M,
lo que nos permite encontrar la matriz de § : M @ A@ M — M ® M, de tamano
n% xn?m, por lo que ¢l rango de § es menor o igual a n?. Esta matriz se consigue haciendo

(] = [p] %I — Inx[A], donde x representa el producto de Kronecker de matrices.

4. Si el rango de § es n? entonces (Im(§))*# = {0} y por la proposicién 2.10 concluimos que
la vinica forma invariante es la trivial. Si el rango de § es menor que n® entonces existe
una forma invariante no trivial.

5. Supongamos que el rango de § es & < n°. Sea {wy | # = 1,..,n° — k} una base del
espacio ortogonal al espacio generado por las columnas de [§]. Estos vectores los veremos
en F*° que, como F-espacio vectorial, es isomorfo a M ® M, y por el punto 3 su base
ordenada serd B’ = {e1 ®e1,e1 ®ea,...,e, ® e, }. El isomorfismo estd dado por la funcién
{1, .., an2) = cne1 ®@ey + -+ + ay2e,, @ ey, Luego consideramos, para cada w;, su vector
correspondiente en M ® M bajo ese isomorfismo,

Ejemplo 2.11 Agud aeplicaremos el algoritmo sobre bimddulos en las variedades mencionadas
en el capitulo anterior.

1. Sea M =TR? generado por su base candnica {e1,es} y A = slz(R) generada por {z,h,y},

donde:
Lo (0 1y, _ (1 0 {00
=0 57T e =1JHT Y )¢

FEsta base es la estdndar de sl3(R). Entonces M es un A-mddulo con lo accidn definida
por a.m = am, es decir, la multiplicacion usual de una matriz con un vector columna,
por lo que AMa ®m) = am y p(m ® a) = —am. Entonces si consideramos los espacios de
acuerdo ol punto 5 resulta A@ M =< z2@e,2@e,h®e,h®e,y®@e,y®Re >y
M@A=<e @z,e10he1 Ry, @, @h, 0@y > y se consigue:

G_f01 1 0 00
[’\]*(0007110)
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0 -1 -2 0 0 0 -1 0 00 0 @
~ loo 0 0 -1 0 0 -100 0 0
4] 00 0 0 -1 0 0 -1 00 0 0

00 0 0 0 -1 0 0 02 =1 0

De aqui tenemos que el conjunto {(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)} genera el espacio co-
lumna de [g], lo que dice que tiene rango 3. Luego el vector uy = (0,1,—1,0) genera el
ortogonal de este espacio y le corresponde ey @ ey —ex®ey en M @M. Lo matriz de Gram
de By 3 — Ey; (que es lo forma bilineal asociada a e) ® es — ea @ ey ) es:

S G_f(0 1
[Elz EQ,l]*(il O)

Por lo tanto, si v = uje| +useq y v = v1e; + vaez son veclores en M, una forma bilineal
mvariante, digamos f, en M serd:

: 0 1\ /v
flu,v) = (“1 “2) (_1 0) (;2) = U1¥2 — Ualy

. Sea M =R% =< ¢1,e9,e5 >y A =s503(R) =< z,y, z >,donde:

0 10 0 0 1 0 0 0
z=(-1 0 0, y=1 0 0 0),z=1(0 0 1
0 0 0 -1 0 0 0 -1 0
Lo accion de A en M serd a.m = am, asf 5\(& @m)=am y jm®a) = —am. Ademds

tenemos A M =< z@e.2@e,2Re3,y@e1,yDes,yRe3,2@e1,2R@e0,2RD ez > y
M@A=<e1®@z,6181y,61 @26 RT,63 DY, E2 Rz,ea@T,e3 XY, e5 @ z >. Luego las
maotrices que las representan son:

0 10 0 010 0 O
A={(-100 0 000 0 1
0 00 -1 000 -1 0
000 -1 000 -1 0
Pl=(100 0 000 0 -1
010 0 010 0 0

De esta manere la matriz de § es de tamafio 9 por 27 y el espacio ortogonal ol de sus

columnas estd generado por wy = (1,0,0,0,1,0,0,0,1). Su vecior aseciado en M @ M es
e1@e; +ex®ex+ ez ®es. La matriz de Gram de By + Fas + Fag es:

100

[EJ_J + E‘Z‘Q “+ Eg,g] =(0 1 0

0 0 1

Luego si u = wiey +uges +uges Y v = 1€y + Vol +v3€3 estdn en M, una forma bilineal
invariante [ en M serd:

1 0 0 v
f('b:, ’L‘) = (ul Uz 'big) 0 1 0 Vo | = UV + Uz + UzV3.
0 0 1 T3
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3. Sea M =R3=<ej,en,e3 > yA=H=<z,y,z> el digebra de Heisenberg, donde

010 001 0 0 0
z=(0 0 0], y=(0 0 0},2=1{0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Lo accidn serd dada por a.m = am, la multiplicacion usual, para todo a € A;m € M.
De esta manera tenemos Ala @ m) = am y p{m @ a) = —am. Por otra parte, sean los
espacios AR M =< z®@e,2@ey,cRe3,y e,y Des,y@es,zRe,2Rey,2@e3> Y
M@A=<e1@z,101,1 02,001,601 e Rze301 3Ry, e3®z>, luego:

) 010001000
A=(0 00000001
000000000
0001000 -1 0
Bl=(o oo o 000 0 -1
000 0 000 0 0

Agqui nuevamente la matriz de § es de 9 por 27, pero su range es 7 y los vectores que

generan el ortogonal al espacio de las columnas de [g] son wn = (0,0,0,0,0,1,0,—-1,0) y

we = {0,0,0,0,0,0,0,0,1), por lo que el espacio de Jormas invariantes tiene dimensidn

dos. Los vectores osociados de wy y we en M ® M son, respectivamente, ¢ ® ez — €3 R eg
¥ es @ ez. Luego sus matrices de Gram son:

0 0 0 0 0 0

[Fag—Fagl=10 0 1|,[Es3=1[0 0 0

0 -1 0 001

Por lo tanto, si u = uye1 + useo +uzés ¢y ¥ = vh€1 + vaea + vaes pertenecen a M entonces
las formas invariantes f y g son:

0 0 0 Uy
f{"u,’u)z(ul Uz 'ug) 0 0 1 Uz | = ustz — uzlo.
0 -1 0 U3
00 0\ [u
glwv) =(ur wz uz) [0 O O {ve|=ugvs.
0 0 1/ \us

4. Sea M = M3(R) = Syms(R) & Skws(R), donde Symsz(R) son las matrices 3 por 3
simétricas y Skwz(R) son las matrices 3 por 3 antisiméiricas. De esia manera una base
By de M estd formada por las matrices:

1 00 0 00 0 00
ap=1{0 0 01, aa= |0 1 0], as=[(0 0 0},

0 0 0 0 00 0 01

010 0 01 0 00
as=1|1 0 0}, a; =0 0 0O}, ag=(0 0 1],

0 0 0 1 0 0 010

0 1 0 0 01 0 0 0
a;=|-1 0 0}, ags=1( 0 0 0], ag=1{0 0 1

0 00 -1 0 0 0 -1 0

donde de a; hasta ag son simétricas y a7, ag Y ag son antisimétricas. Sea A = sl3(R) con
base Ba:



0010 000 00 1 1 0 0
z=[0 0 0|, z={00 1], as={00 0], m=[0 -1 0],
00 0 00 0 00 0 0 0 0
00 0 000 006 0 00 0
he=1{0 1 0|, ;=1 0 0], g=[000)|, yx=[(00o0
00 -1 000 01 0 1 00

Esto base es la usual de sl3(R). La accidn de A en M serd definida por r.a := za*+ a'zt,
para todox € A;a € M. Entonces Mz®a) = zal+d*a? y pla@r) ;= —za*—atzt. Por otro
lado tenemos A@ M =< z®a|zE€BrecB >y MR@A=<a@z|a& B,z B>
Luego las matrices de A y j son de tamaifio 9 por 72 (por supuesto, no las pondremos),
por lo que [§] tiene tamario 81 por 648. Un cdlculo simple prueba que esta matriz tiene
rango 81, lo que dice gue la dnica forma inveriante es la trivial,

5 Sea M =R?>=<e,ca> yA={rc My(R) |zt =z} =< a,bec> el digebra del ejemplo

1.7.2, donde
_ (oY (o 1y, (00
¥=1e 0/ TN @)\ 1yc

La accién serd z.m = xzm, para todo © € A;m € M. Entonces .S\{x ®@m) = xm y
plm@z) = am. Ademds A@M =< a®e,a®@e,b@e,b@e,c@e,c®e >y
MoA=<e ®ae1@bel @ce®a,es@b,ea®@e¢> Luego

. 100 1 0
Wﬁ(oolo 1)
[A]_100010
P=lp 100 01

Lo matriz de § tiene rango 3 y el espacio ortogonal estd generado por wy = (1,0,0,1). De
esta manera le corresponde el vector e1 @ ey +ex @ ey en M ® M y la matriz de Gram es

1 0
[E11+ Eas] = (D 1)

Por lo tanto, st w = uje; + usea y v = vie; + voeo entonces una forma invariante f en

M es
; 1 0
flu,v) = (11-1 W) (0 1) (IJ}) = U1V + Up¥2.

o

o o

6. Sea M = A=H =< 1,1,4, k > el dlgebra de cuaterniones de Hamilton con las acciones
Mz, y) =77 y pla,v) = ¥z, donde la barra denoia el cuaternidn conjugado. Luego

10 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1
A= 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0
o0 -1 0 0 0 0 1 -100 0 0 -10 0
o0 0 -1 ¢ 0 -10 0 1 0 0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0 -10 0 0 0 -10 0 0 0 -1
. o =1 0 0 =1 00 0 0 0 0 1 0 0 -1 0
Pl=1g 0 -1 0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0 1 0 0O
00 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -10 0 0

Un cdleulo simple muestra que la matriz de §, de tamaiio 16 por 64, tiene rango 16, por
lo que la dnice forma invariente es la trivial.
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7. 8ea M = C* y A = C|S;], donde S3 es el grupe de permutaciones de 3 elementos.
Entonces M =< ey, e3,e3 > y A =< 84, 8(12), b(12), 023, O(123), S(132) >. Ahora definimaos
Moy @ ei) = €oti) U Blei ®05) i= e.—1yy), para todo o € S3;4 = 1,2,3. Por lo tanto, las
matrices correspondientes son:

10001 00O0T1 1000
101 000100 1
001 0011090010010 100

o
—
o
—
o

o
If
=
—
o
o
—

1 0001 O0O0O01110O0O01O0O001
[fl=[l0 101 000 0 00 {
0 0100110001 CO0C1O00012¢0

—
o
)
—
—
—
o

De esta manera lo matriz [] es de 9 por 84 y su rango es 8. El vector que genera el
ortogonal al espacio de las columnas de [§] es wy = (1,1,1,1,1,1,1,1,1), por lo que su

correspondiente en M @ M ese1@e1 +e1@ea+ e Rest+ea®e+eaRen+e2 ey +
eg @ e+ e3 @ es + ey ®eg. De este manera su matriz de Gram es:

1 11
1 11
L. & i

Asi, dados v = uwije; + uszes + uzey y v = vi€1 + veéo + vzes en M, una forme invariante

I serd:
A | vy
Sluv)={ur w u)fl 1 1 vg | = (u1 + uz + ug)(vy + ve + v3).
11 1/ \us

2.3. Moddulos simples sobre un algebra de Lie

Después de haber visto y trabajado con bimddulos sobre un élgebra cualquiera, en esta
scecién (y en los préximos capitulos) nos reduciremos al caso de dlgebras de Lie y mddulos
simples sobre ellas, concepto que definiremos a continuacion.

Definicion 2.12 Sea M un g-mddulo y N un subespacio vectorial de M. Diremos que N es
un submdédulo de M si x.n € N, para todo z € g;n € N (es decir, si la accidn restringida a N
es cerrade en N ).

Notemos que todo médulo M tiene siempre dos submddulos, a saber, {0} v M, que son
llamados submaddulos triviales.

Definicién 2.13 Sea M un g-mddulo. Dirernos que M es simple o irreducible si M # {0} v
sus unicos submddulos son los triviales.

Sea M un g-médulo. Consideremos su representacién p g — gl(M) correspondiente, es
decir, tenemos p(z) = p,, donde pp : M — M se define como pp(m) = z.m. 51 N es un
submddulo de M entonces para todo n € N se tiene que p,(n) = z.n € N, lo que dice que N es
un subespacio p.-invariante, para todo x € g. Diremos que g es una representacion irreducible
si los Unicos subespacios de M que son pu,-invariantes, para todo = € g, son los triviales, lo que
dice que M es simple si y solo si u es irreducible.

El objetivo de esta seccidn es probar que si M es un g-mddulo simple entonces la dimensién
de T(M) es menor o igual que 1. Sea u: g — gl{ M) una representacién de g en M. Definimos
la representacidén dual de p como la funcidn p* : g — gl{M*) definida por p*(z) = p.*,
para todo = € g, donde p," : M* — M* se define como pig*(f) := —f © py. Escribiremos
z.f en lugar de p,*(f) para denotar la accién de g en M™, por lo que si m € M entonces
(z.f)(m) = — f(z.m). Luego tenemos la siguiente proposicién:
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Proposicién 2.14 Sea g un dlgebra de Lie y M un g-mddulo de dimensidn finita. Entonces
M es stmple si y solo st M* es simple.

Demostracién. Supongamos que M es simple. Sea P un submddulo no nulo de M™*. De esta
manera dim(P) = k > 1 y entonces P =< f1,..., fx >. Completando esta base a una de M~
tenemos que M* =< f1, ..o, fis fet1s--s fn > Luego existe una base {v1,...,v,} de M tal que
fi(vy) = 6;y, para todo 4,5 = 1,...,n.

Definimos P := {m € M | f(m) = 0, para todo f € P}. Es claro que P es no vacio y un
subespacio de M. Probemos que es un submédulo. Sea = € g y m € P. Veamos que z.m € P.
Sea f € P, luego f(z.m) = —(z.f)(m) = 0 ya que como f € P entonces «.f € P por ser P un
submédulo. Por lo tanto, z.m € P. Como M es simple entonces P = {0} 0 P = M. Como P s
no nulo, existe g € P tal que g # 0, lo que dice que existe mq € M tal que g(me) # 0, es decir,
mq & P. Por lo tanto, P # M, asi P = {0}.

Afirmamos que P = M*. Si no fuera asi entonces tendrfamos k < n, por lo que fry) € M*
pero fry1 € P. Consideremos el vector vgy; € M, que al ser parte de una base es distinto
de cero. Luego f{vky1) = 0, para todo f € P, asf vp41 € P, lo que no puede ocurrir porque
P= {0}. En conelusién, P = M™*, lo que prueba que M™ es simple.

Reciprocamente, supongamos que M™ es simple. Sea N un submédulo no nulo de M. Luego
dim(N) = r > 1, as{ escribimos N =< vq,...,%, >. Completando a una base de M tenemos
que M =< 01,0y Uy Up i1y ooy Us > S€ { f1, .., fs} su base dual, es decir, M* =< f1,...,fs >y
filv;) =8, paratodo 4,5 =1,..., 5

Ahora definimos N® := {f € M* | f(n) = 0,para todon € N}. Es inmediato que este
conjunto ¢s un subespacio de M*. Para mostrar que NY es un submédulo de M*, sean z € g
v f € N% Sean & N, luego (z.f)(n) = —f(z.n) = 0 porque z.n € N debido a que N ¢s un
submédulo. De esta manera, z.f € N°. Como M* es simple entonces N? = {0} o N° = M*. Si
NU = M* entonces para cada f € M* se tiene que f(n) = 0, para todo n € N, lo que cs falso
puesto que f; € M* y vy € N pero fi{v1) = 1 # 0. Por lo tanto, N° = {0}. Queremos probar
que N = M. Supongamos N # M. Asl r < s y tenemos que, por ejemplo, v,y € M pero
1 € N, entonces existe fry1 € M* (que forma parte de la base de M*, luego es un funcional
no nulo) vy satisface fr11(n) = 0, para todo n € N, lo que dice que f,41 € N°, contradiccién
porque N? = {0}. Por lo tanto, N = M y entonces M es simple. |

Qtro concepto importante es el de homomorfismo de g-mdédulos. Sean M y N dos g-méddulos.
Una aplicacién lineal f : M — N es un homomorfismo de g-médulos si f{z.m) = z.f(m),
para todo m € M;x € g. Notemos que la accién del lado izquierdo corresponde a la de M,
mientras que la accién del lado derecho es la de N, por lo que un homomorfismo de médu-
los es una aplicacién lincal que entrelaza las acciones de M y N. Probemos que ker(f) ¢
Im(f) son submédulos de M y N, respectivamente. Sea = € g. Si v € ker(f) entonces
se tiene f(rau) = z.flu) = 2,0 = 0, luego z.w € ker(f). Si v € I'm(f) entonces exis-
te m € M tal que v = f(m), luego z.v = z.f(m) = flx.m), asi z.v € Im(f). Definimos
Homy(M,N) :={f: M — N | f es homomorfismo de g-mdédulos}, que es un subespacio de
L(M, N), el espacio de aplicaciones lincales de M en N. 5i ademas f es biyectiva diremos que
M y N son moédulos isomorfos o equivalentes.

La siguiente proposicién nos servird para demostrar otros resultados mds adelante.

Proposicién 2.15 Sea g un digebro de Lie y M un g-médulo de dimensidn finite. Entonces
M y M™ son mddulos isomorfos.

Demostracién. Sabemos que M y M*® son isomorfos como espacios vectoriales bajo la
funcién o : M — M** dada por [(m)](f) := f(m), para todo m € M; f € M*. Afirmamos
que ¥ es un homomorfismo de médulos. En efecto, si * € g vy m € M entonces tenemos
W(zm)l(f) = flzm) = —(z.f)(m) = —(m)|(z.f) = [z.¥(m)](f), para todo f € M", es
decir, 9(z.m) = z.p(m). [
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Sean M y N dos F-espacios vectoriales de dimensién finita. Supongamos ademés que F es
algebraicamente cerrado. Luego tenemos el signiente lema:

Lema 2.16 (Schur) Supongamos que M y N son dos g-mddulos simples y f € Homg(M, N).
1. Entonces f =0 o f es biyectiva.
2. St ademds N = M enlonces [ = wid, para algin o € F.
3. Sige Homy(M,N) y f #0 entonces g = 5f, para algin 3 € F.

Demostracién. Seca f € Homg(M,N). Si f = 0 entonces no hay nada que probar. Si f # 0
entonces existe m € M tal que f(m) # 0. Esto dice que ker(f) # M e Im(f) # {0}. Como M
y N son simples se concluye que ker(f) = {0} ¢ Im(f) = N, lo que dice que f es biyectiva.

Probemos la scgunda afirmacién. Si N = M cntonees f € End(M). Al ser F algebraica-
mente cerrado, sca a € F un valor propio de f con vector propio v € M, es decir, f(v) = av.
Definamos h € End(M) como h := f—aid. Observamos que A es un homomorfismo de g-médu-
los, en efecto, h(z.m) = f(z.m) —alz.m) = z.f(m) —z.(am) = ©.(f(m) — am) = z.h{m), para
todo x € g;m € M. Ademds tenemos que v € ker(h), es decir, ker(h) # {0} vy al ser M simple,
ker(h) = M, as{ h =0 y por lo tanto f = aid.

Ahora probemos la tercera afirmacién. Como f # 0 entonces por 1 se tiene que es biyectiva.
Luego tenemos que go f~1: N — N es también un homomorfismo de g-médulos. En efecto,
scann € N,z € gy m = f1{n) € M, entonces f(z.m) = 2.f(m) = z.n v asi se ticne
(go f~H(zm) = glz.m) = z.g(m) = z.(go F1)(n). Por 2 existe 3 € F tal que go f* = Pid.
Asig=g7F. n

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente resultado:

Proposicion 2.17 Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado, g una F-dlgebra de Lie y M un
F-espacio vectorial de dimensidn finita. 51 M es un g-mddulo simple entonces dim(T(M)) < L.

Demostracién. Si T(M) = {0} entonces dim(7(M)) = 0. Supongamos gque 7T (M) # {0}.
Luego existe f € T (M) tal que f # 0. Probemos que dim(7(M)) = 1. Definamos W i=< f >,
asf tenemos que W cs un subespacio de T(M) de dimensién 1. Sea g € 7T(M). Demostremos
que g € W.

Para cada u € M definimos f, : M — F dada por f,(v) := f(u,v). Esta funcién es clara-
mente lineal. Luego f, € M*. As{ podemos definir f:M — M* como f'(u) := fu. De manera
similar se definen g, : M — F, paracada v € M,y §: M — M*. Notemos ademds que al
tener f # 0 entonces f# 0.

Veamos que tanto f como § son homomorfismos de g-mdédules. Scan z € gy u € M.
Luego debemos probar que f(:cu) = :cf'(u), es decir, o = 2.f,. 51 v € M entonces tenemos
Jeu(v) = flzu,v) = —flu,zw) = —fulzw) = (z.fu)(v) por ser [ invariante. Por lo tanto
flzw) = :c.f(u). Andlogamente se cumple §(z.u) = z.g{u). Ademds por hipdtesis tenemos que
M es simple y por proposicién 2.14 resulta que AM* es simple. Luego por lema 2.16.3, existe
a € F tal que § = of v en consecuencia, g = af, lo que dice que g € W. Por lo tanto,
T(M) C W yentonces W = T(M). Asi, dim(7T(M)) = L. [

Un resultado interesante seria saber si el reciproco de esta proposicion es cierto. Més preci-

samente, sea M un g-mddulo tal que dim(7(M)) < 1, jserd posible afirmar que M es simple?
La respuesta es no. Para mostrar que es falso, consideremos M = R? con la basc candnica

{er,e2} vg= { (a. D) |a,be R}, como subdlgebra de gl,(R), con la base {z,y}, donde:

0 b
/10y (o0
=0 0)0" o 1
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La accién de g en M serd la multiplicacion usual de una matriz con un vector columna, por
lo tanto, las matrices de A y de g son:

o
Il
TN
o
oo
oo
—
—

De esta manera:

-2 0 0 0 0 0 0 0
6= 0 -1 0 -1 0 0 0 0
W=19 0o 0 0 -10 -1 0

o 0 0 0 0 0 0 -2

Asf es claro que el rango de esta matriz es 4. Por lo tanto, el ortogonal al cspacio generado
por las columnas es {0}, luego T(M) = {0} y entonces dim{7T (M)} = 0 < 1. Sin embargo, M
no es un médulo simple porque el subespacio generado por e; cs invariante bajo g.



Capitulo 3

Espacio de formas invariantes de
un médulo simple sobre sly(C)

Como dijimos en la seccidn 2.3 nos centraremos en médulos simples sobre dlgebras de Lie.
Pero eso no es todo, ya que dicha dlgebra de Lie serd semisimple y compleja de ahora en ade-
lante. Primero que nada, en [3] ¥ [7] se prueba que toda dlgebra de Lie g de dimensién finita
posee un tnico ideal soluble R de dimensién méxima, vale decir, cualquier otro ideal soluble de
g estd contenido en R. Llamamos a R el radical soluble de g y cs denotado por Rad{g). El rol
principal del radical soluble se da en el teorcma de descomposicion de Levi, que afirma que si g
es un algebra de Lie finito-dimensional con radical soluble R, entonces existe una subdlgebra §
de g (lamada componente de Levide g) tal que g =R &S y S = g/R. En [3] (pag. 51, cap. 1)
se demuestra que g/R es semisimple, por lo que & cs semisimple. Ahora bien, el punto fuerte
viene aqui. Sea g un algebra de Lie compleja con radical soluble R y componente de Levi . En
[4] (pdg. 127, cap. 9) se prueba que si V es un g-médulo simple entonces V = V5@ V1, donde V4
es un S-médulo simple (es decir, un g-médulo que es trivial en R) y V) es un R-mddulo simple
de dimensién uno. Por esta razdén podremos conocer los médulos simples de un algebra de Lie
arbitraria cuando los conocemos para el caso semisimple.

Por otra parte, sea g un algebra de Lie real, g su complejizado y V' un C-espacio vectorial.
Sea ¢ una representacién de dimensién finita de g en V. En [5] (pdg. 93, cap. 4) se prueba que
existe una tnica representacion [ de dimensién finita de ge en V tal que i, = p. Ademds se
demuestra que 4 es irreducible si v solo si j es irreducible. Como, por cjemplo, (suz)c = sk(C),
trabajar con madulos simples sobre suy es equivalente a trabajar con médulos simples sobre
s1(C), lo que es una ventaja puesto que C es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Lo que haremos en este capitulo es calcular las formas bilineales invariantes de un médulo
simple V sobre 5l2(C) (que es semisimple ya que de hecho es simple) y notaremos que tienen
una forma muy particular y ciertas propiedades dependiendo de la dimensién de V.

3.1. Moddulos simples sobre sl(C)

Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita. Diremos que f € End(V) es semisim-
ple si las raices de su polinomio minimal son todas distintas. Si F es algebraicamente cerrado
entonces semisimple y diagonalizable son equivalentes. La siguiente proposicién aparece cn [6]
(pag. 17, cap. 2.4.2) se llama descomposicién de Jordan-Chevalley y dice: sea V' un F-espacio
vectorial de dimensién finita y € End(V). Entonces cxisten unicos z,, T, € £nd(V) tales que
T =14+ T, Ts €8 semisimple, x,, es nilpotente y ambas conmutan, donde z, y =, se llaman la
parte semisimple y nilpotente de x, respectivamente.

Un resultado que también aparece en [6] (pdg. 30, cap. 2.6.4) es el siguiente: sea g un élge-
bra de Lie semisimple y sea p: g — gi{V) una representacién de dimension finita en V. Si



z € End(V) tiene descomposicion de Jordan @ = z, +z, entonces la descomposicién de Jordan
de p(x) es p(z) = plxy) + plz,) (es decir, la parte semisimple de p(z) es p{zs) v la parte
nilpotente es u(z,.)).

Ahora debemos saber qué forma tienen los mddulos simples sabre sl (C). Como se men-
cloné antes, la base canénica de sl3(C) es:

G (01N ot 0N (00
F=0 0" \o ~1)¥ T o)
De aqui se tiene [h, 2] = 2z, [h,y] = —2y ¥ [z,¥] = A

Sea V un sl (C)-mdédulo simple no trivial de dimensién finita y g la accién correspondiente,
asi ha = pp(v), 2.0 = pe(v) ¢ yu = py(v), para todo v € V. Como h es una matriz diagona-
lizable y 5l(C) es un algebra semisimple el resultado mencionado anteriormente implica que
h actia diagonalmente en V), es decir, que la imagen de h bajo p, cs decir, up, es también
diagonalizable. Luego, para a € C, definimos V,, := {v € V | h.v = av}. Si @ no es un valor
propio de py, entonces V, = {0}. En caso contrario se tiene V, # {0}, donde o sec llama peso
de h y V, se llama espacio de peso a. Ademds V' = @,ecV, v al ser V' de dimension finita,
los @ que son valores propios son finitos. Un lema que aparece en [6] (pdg. 31, cap. 2.7.1) es €l
siguiente:

Lema 3.1 Sea v € V,,. Entonces z.v € Vyys e yv € Vo,

Definicidén 3.2 Diremos que o € C es un peso mazimal de V' si zv = 0, pare todo v € V,.
Cualquier vector no nulo que satisfaga esta propiedad se llame vector de peso mazimal o.

Para comenzar, sea vg € Vi, un vector de peso maximal o (que existe gracias a que V es de
dimensién finita y como consecuencia del lema 3.1). Definimos vy, := % 12, (vp), con k un entero
no negativo. Luego tenemos el siguiente lema:

Lema 3.3
1. hoyg = (@ — 2k)u

2, Y.V = U\T + l]'{}k+1

0 sik=10
4. Zap= ;
(a—k+1uvg- sik#0

Su demostracién es por induccidn sobre k y se encuentra en [6] (pdg. 32, cap. 2.7.2). Usando
la ecuacidon 2 del lema anterior se tiene que los v que son diferentes de cero son lincalmente
independientes. Como V es de dimensidn finita entonces existe un entero no negativo m tal que
Vi # 0¥ vme1 = 0, es decir, y.vs, = 0. De hecho, podemos suponer que tal m es el entero
no negativo mds pequefio que tiene esta propiedad. De esta manera definimos el subespacio
W =< wg,v1,...,Um > de V. El lema precedente dice que este subespacio es un submddulo
{no nulo porque vo € W) y al ser V simple se concluye que W = V., Ademads, como vy =0
entonees z.0,41 = 0, ¥ desarrollando el lado izquierdo segiin la ecuacién 3 del lema anterior
resulta (@ — m)y, = 0. Como v,, # 0 entonces @ —m = 0, es decir, & = m, lo que dice que
el peso maximal de V¥ es un entero no negativo. Ademds dim(V) = m + 1. De esta manera el
lema 3.3 se reescribe asi:

1. howg = (m —2k)ux

2. Yy = (k+ vt ST k#m
0 sik=m
: U sik=0
3. T = :
(m—k+1u1 sik#0



para todo k € {0,1,...,m}. Por dltimo, enunciaremos un teorema que resume todo lo men-
cionado hasta ahora y que aparece en [6] (pdg. 33).

Teorema 3.4 Sea V' un sly(C)-médule simple de dimensidn finite y de peso mazimal m.

1. Entonces dim(V) = m+1 y V = @V, donde 8 € {m,m — 2,..,—(m — 2),-m} y
dim(Vg) = 1, para iodo 5.

2. El vector de peso maximal m de V es dnico salvo madltiplo escalar.

8. La accidn de 51(C) en V es la dade por el lema 5.8 si la base es escogide en la manera
preserita. En particular, si U es un slo(C)-mddulo simple de dimensidn m + 1 entonces
U y V son mddulos isomorfos.

En virtud del punto 3 del teorema anterior, al médulo simple de peso maximal m lo dene-
taremos por V™, Como corolario, que también aparece en [6] es:

Corolario 3.5 Sea V' cualquier sl (C)-mddulo finito-dimensional. Entonees los valores propios
de h son todos enteros y cada uno aparece con su negativo. Por otra parte, en cualquier descom-
posicidn de V' en suma directa de submddulos simples ¢l nimere de sumandos es precisamente
dim{ Vo) +dim(V1).

3.2. Calculo del espacio de formas bilineales invariantes

Una vez conocida la forma de los médulos simples V' procederemos a encontrar el espacio de
formas invariantes. Para ello emplearemos el algoritmo descrito en la proposicién 2.10. Sabemos
por proposicién 2.15 que dim(7 (V) < 1, que de hecho veremos que es igual a 1. Lo que haremos
primero es analizar los casos en que el peso maximal m es 0,1,2 v 3 para después probar el caso
general.

3.2.1. Peso maximal m <3

1. Peso maximal m =0

Aqui ¢l resultado es trivial puesto que si el peso maximal es cero cntonces su maédulo
simple tiene dimensidn uno. Sin embargo, aplicarcmos la propesicién 2.10 para mostrar
como funciona el algoritmo. De acuerdo a lo visto en la seccién anterior tenemos que
V0 =< g >, por lo tanto la accién de sl3(C) en VI estd dada por:

Ty = houg =y.vp =0
De esta mancra las matrices de A y A son:

A== 0 0)
En consecuencia, [4] = (0 0 0).

Por lo tanto, el rango de [§] es 0 y entonces su ortogonal tiene dimensién 1 y estd generado

por 1. De esta manera, dim(7{V19)) = 1. Si w,v € V% entonces u = agug y v = Bovo, por
lo tanto, una forma bilineal invariante [ en VI es de la forma fu, v) = ag-1- 85 = apfo-

2. Peso maximal m =1

En este caso se tiene que VI =< vy, v >, asi la accién viene dada por:

TV = 0 h,.’UO = v Yup = 11
.U =g howy = —1n gy =0



Luego de esto las matrices de by ¥ p son:

011 0 00
‘-)\]_(000—110)

[Ajwoflofluo
Ai=lo 0 -1 0 10

Por lo tanto, la matriz de § es:

0 -1 -2 0 0 0 -1 0 00 0 O
W_oooo-looqoooo
W=1p 0o 0 0 -1 0 0 -1 00 0 O

o 0 0 0 0 -1 0 0 02 -10

Notamos que [§] tiene rango 3 y el conjunto {(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)} genera el
espacio de sus columnas, por lo tanto, el vector (0,1, —1,0) genera el ortogonal de este
espacio. Lucgo (0,1,—1,0) estd representado en VW@ VI por v @ v — v ® vp ¥y su
matriz correspondiente es:
0 1
(_1 0)

. {
Por lo tanto, si u,v € VI entonces w = agug + a1 ¥ v = Boto + Sivr, per lo que
. s . . 1
finalmente tenemos que una forma bilineal invariante f en VIt es:

flu,v) = (an cn} (_01 3) (g?) = agf1 — o1 5.

. Peso maximal m =2

. i -
En este caso tenemos VI =< g, U1, Vg > ¥ la accion es:

=0 h.avg = 2ug YU = V1
.U = Q'UO h.'b‘l =] YU = 27_)2
T.U2 = vy h.vg = —2v9 ye =0
De esta manera las matrices de A y de § son:
020 20 0 0400
[A] =10 01 00 0 1 0 O
00000 -22020

0 -2 0 -2 0 0 0 0 0
=10 0 -1 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 -2 0 20

La matriz de § es de § por 27, por lo que no la pondremos, pero un cédlculo simple muestra
que tiene rango 8. El vector (0,0,1,0,-2,0,1,0,0) genera el ortogonal al espacio generado
por lag columnas de [§] y su correspondiente en VE @ VE o5 1 @0 — 201 @ vy + 10 @1,
asi su matriz es:

0 0 1
0 -2 0
1 0 0



Luego st v = aguy + ayv; + apvn € VI v w = Boug + f1vg + Bovz € VI una forma
bilineal invariante f en VI tiene la forma:

0 0 1\ (B
f('u, ’U) = ((l‘(_] ¥y C‘ig) 0 -2 0 131 == 0.'0.62 — 20{1,61 + Otgﬁu.
0 0/ \A

4. Peso maximal m =3

En este caso tenemos VB! =< vy, v 9,3 > ¥ la accidn es:
03 U1y s V3

I.vg = 0 h..?)g = 31}0 Y.V = U
.01 = 3vg hovp = o Y.v1 = 2u3
T = 21 hovg = —29 y.ve = duz
T.U3 = Us h.ous = —3uy yvg =0

Luego las matrices de X v de g son:
3

030030 0 0 0000
[:\}=002001001000
000100 10202200
000000 0 -3002380
0 -3 0 -3 0 0 0 0 0O 0 00
4. |00 -1 0 -1 0 =20 0 0 00
Bl=1g 0 0o o 0 =2 0 1 0 -1 0 0
00 0 0 0 0 0 0 -3 0 30

De esta manera la matriz de ¢ es de tamafio 16 por 48 y su rango es 15. El vector
(0,0,0,1,0,0,-3,0,0,3,0,0,—1,0,0,0) genera el ortogonal al espacio de las columnas de
§ y su correspondiente en VBl g vl e vp ®vs — v @ v + 3ve @ vy — vz @ wg. Su matriz

es:
0 0 0 1

0o 0 -3 0

0 3 0 0

-1 0 0 O

Luego si u = agup + c1v1 + qovs + aavs € Vi v v = Bovg + Bivy + Bave + Gaus € V[s],
una forma bilineal invariante f de VB es de la forma:

0 0 0 1\ /&

. 0 0 -3 0

fluv)= (a0 a1 a2 as) 0 3 a4 0 g; = apfs — 3a1 B2 + 3a2f1 — aaf.
-1 0 0 40 B3

3.2.2. Peso maximal m arbitrario

En este caso nuestro médulo simple es VI =< wg, 01, .., vy >. Si f es una forma bilineal
invariante de V1™ entonces f(h.vi,v;) + f(vs, hov;) = 0, para todo 4, j = 0,..., m. De acuerdo al
lema 3.3.1 tenemos f((m — 2i)v;,v;) + flvg, (m—2j)v;) =0, esto es, (m— (4 + 7)) f (v, v;) = 0.
Por lo tanto, si ¢ + j # m entonces f(v;,v;) = 0. Asi debemos analizar lo que ocurre cuando
i+ j =m, o bien, j = m — 4. Si notamos la subseccién anterior podemos ver que los sumandos
de cada forma invariante posee los coeficientes del tridngulo de Pascal con signos alternados de
acuerdo al peso maximal asignado. De esta manera enunciamos el siguiente resultado:

Proposicién 3.6 Sea VI™ el s515(C)-mddulo simple de peso mazimal m. Si [ es una forma

invariante de V"™ entonces flus, vpn_i) = (—1)* (T) flvg, um), para todo i =0,1,...,m.
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Demostracién. Usaremos induccion en i. Si ¢ = 0 entonces:

S o0,0) = (-13° (7 ) £ 000

Supongamos que la proposicidn es cierta para todo ¢ y probemos que lo es para i+ 1. En efecto,
desarrollando ¢l lado izquicrdo se tiene:

) 1
j(v'i+1:lum—{i+1)) - H—l‘f(y'yiz um.—(i-f—l))
s
= H—lf(vi,y-vm—(aﬂ)]
—(m—1)
= —%;Tj (Tﬁ,‘,, Viry --{}

- B (1) e

_ m—z(_l)i+1 m!
Bl

= (=)}

(U(m — i)!f(’uﬂa 'Um)

m!
(f+1)(m—-i—-1)

= 0 (7)) Fmom)

Por lo tanto, la proposicién se sigue. =

: Flva, vm)

Ademis de lo mencionado con respecto a los coeficientes de las formas invariantes podemos
hacer otra observacién. Si i = m entonces f{v,,vn) = (—1)"f(vo, vm ). Por lo tanto, si m es
par entonces f(vm,vo) = f(vo,vm), lo que dice que f es simétrica. Por el contrario, si m cs
impar entonces f(tn,, %) = —f(vo, V), s decir, f es antisimétrica.

30



Capitulo 4

Moédulos simples sobre sl3(C)

Una vez encontradas las formas invariantes de un mddulo simple sobre sl (C) serfa intere-
sante saber lo que sucede con los médulos simples sobre el dlgebra sl3(C). Para esto debemos
adaptar log conceptos que fueron usados cn ¢l capitulo anterior para este caso. Sabemos que
{(suz)e 2 sl3(C), por lo que el mismo argumento mencionado en ¢l capitulo anterior nos dice
que trabajar con mdédulos simples sobre sus es equivalente a trabajar con médulos simples sobre
Sf'j,(C}

4.1. Definiciones basicas

Primero debemos fijar una base de sl3(C). En general la dimensién de s1,.(C) es n2 — 1, por
lo que dim(sl3(C)) = 8. De esta manera, las siguientes matrices forman una base de sl3(C):

1 0 0 00 0
=0 -1 0),he={0 1 0},
0 0 @ g0 -
01 0 00 0 00 1
zi=[0 0 0|, za={0 0 1},25={0 0 0],
00 0 00 0 00 0
00 0 00 0 00 0
vi=1{10 0],06=[0 0 0], ;u=1{0 0 0
00 0 010 100

Siguiendo el mismo orden de las matrices que forman la base candnica de sl3(C), la base que
designaremos como usual para sla(C) es {z1, T2, 23, h1, he, 11, Yo, Y3 }. Ademads los conmutadores
entre estas matrices son:

[h1, k] =0 [h1, 2] = 12 [#2,12] = Ao [1,93) = —u2
[hi, @] = 22, [ha,y2] = =210 [2a,ya] = b1 + ha [y1, 23] = 0
[he,z1] = —21 [hy, 23] = x5 [z1,22]) = a3 [z3, 1] = —a2
[111,111] = —214_1 Ehg,.’rg] = I3 [:c;,yg] =10 EQ:Q, ‘_113} =0
[z, 1] = 11 [P1, 53] = —13 [y1,v2] = ~vs [z, 73] =1
[hy,22] = —mxg [h2,ys] = —¥3 [z2,51] =0 (g2, y3] =0
(A2, 2] = 22 [T1, 1] = M [z1,23] =0 [3,%2] = 1

Notemos que las subélgebras de sl3(C) generadas por {xy, ki, 31}, {@2, he, 2} v {23, hs, ya},
donde hg := A1 + hg, son isomorfas a sl{C).



Definicién 4.1 Sea V un sl3(C)-mddulo y u la accién correspondiente, es decir, p.(u) = z.u,
para tode x € sla(Cl;u e V.

1. Diremos que x = (g, a2) € C? es un peso de V si existe v € V no nulo tal que hy.v = oqv
y hev = ayv.

2. Al vector v de la parle anlerior se le lHama vector de peso a.

3. El subespacio Vo :={v €V | hy.v = aqv y hpv = agv} de V' recibe el nombre de espacio
de peso «. La multiplicidad de o es la dimensidn de hia

Notemos que si @ es un peso de un médulo V de dimension finita entonces Vo # {0}y
ademds V = @, V,.

En [5] (pdg. 130) se demuestra que toda representacién de sl3(C) tiene al menos un peso o
¥ que todos cllos son de la forma o = (ny, ny), con ny,ny € Z.

Definicién 4.2 Diremos que a = (a1,02) € C%, a no nulo, es una raiz de sl3(C) si existe
z € 5l3(C) no nulo tal que [h1,z) = cuz y [ho, 7] = aoz. El vector z recibe el nombre de vector
de raiz a.

Notemos que las raices no son més que los pesos de sl3(C) bajo la representacién adjunta
ad : sl3{C) — gl(sl3(C)). Por otra parte, las relaciones entre los conmutadores dada més arriba
nos permiten calcular todas las raices de sl3(C).

= .2:1=>Cr=(2,_1)
= T»=a=(-1,2)
zz3 = a=(1,1)

I

n=a=(-21)

Yo = x = (1,—2)

8 8 B B OB B
I

Y3 = a=(-1,-1)

Ya que el canjunto {z,, s, T3, hy, ha, 31, Y2, ¥} es una base de si3(C), las tinicas raices son
las seis recién caleuladas. A las raices ry = (2,-1) y r2 = {—1,2) las denominaremos rafces
simples positivas ya que cualquier otra rafz se puede escribir como combinacién lineal entera de
r1y r2 y ademads todos los coeficientes de esa combinacién son mayores o iguales que cero, o bien
son menores o iguales que cero. En efecto, tenemos que (2,=1) = 1ry +0rg, (—1,2) = Ory + 11y,
(1,1) = Iri+1rg, (—2,1) = (—=1)r1 +0ry, (1, -2) = Or +(-Droy (-1,-1) = (=1)r1 +(~1)ry.
Por esta razdn, a las raices asociadas a 1,T2 y x3 las llamaremos raices positivas, por el contra-
rio, a las correspondientes a y1, 2 ¢ vy las denominaremos rafces negativas. El hecho de escoger
T1 Y T2 como raices simples positivas es arbitrario; cualquier otro par de raices que tengan las
mismas propiedades que 71 y 73 pueden ser llamadas rafces simples positivas. Ademas definimos
el conjunto R := {a € Z? | a es raiz de sl3(C)}. Si denotamos por R al conjunto de rafces
positivas y 7 al conjunto de raices negativas resulta que R=RYUR™.

De ahora en adelante, V' serd un sl3(C)-mdédulo simple no trivial de dimension finita.

Proposicion 4.3 Seav € V,, un vector de peso a. Entonces z,.v € Vat(2,-1), T2.0 € Vot(-1,2)s
Z3.v € Vui(l.l) e yiue V,H_(_Qll), .V € Va+(1,_2), Y3.U € Vu—‘-(fl,—l)-

Demostracién. Sea a = (@1, cva). Luego:

hp(i’] .’U) = [h]_;&!‘l].‘v +Il.(h1.1’) =2z + 231.(0] U) = (Ct-{ + 2)1‘1.’!}

ha(z1.v) = [ha,z:) v + 21.(hov) = —z1.0 + 21.(agv) = (@ — 1)z
Por lo tanto, =,.v & Viey +2,05—1) = wr(2,—1)- De igual manera se prueban las demas
aseveraciones y la proposicién se sigue. |
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Definicién 4.4 Diremos gue a € 22 es un peso mazimal de V st 31.v = w3.v = xr3.v =0, para
todo v € V,,. Cualquier vector no nulo con esta propiedad se llama vector de peso mazimal o.

En [5] (pig. 138, cap. 5) se demuestra que €l peso maximal o de un médulo simple es de la
forma o = (my,my), con my y mao enteros no negatives. Un resultado importante que aparece
en [5] (pag. 133, cap. §) es el siguiente teorema, llamado teorema del peso maximal.

Teorema 4.5

1. Cada representacidn irreducible p de sty{C) es la suma directa de los espucios asociados
a los pesos, esto es, iy, Y Hh, Son simultdneamente diagonalizables.

2. Cada representacién irreducible de sl4(C) tiene un unico pesc mazimal, y dos representa-
ciones irreducibles isomorfas tienen el mismo peso mazimal.

3. Dos representaciones irreducibles de sl3(C) con el mismo peso meazimal son isomorfas.

4. Si p es una representacion drreducible de sl3(C) entonces su peso mazimal @ es de la
forma o« = (my, ms), con my y ma enleros no negativos.

n

5imy y my son enteros no negatives entonces existe una representacicn irreducible de
si3{C) con peso mazimal o = (my, mg).

4.2. Propiedades de los médulos simples

Una vez definidos los conceptos vistos en el eapitulo anterior para este caso procederemos a
mostrar las propiedades de un médulo simple sobre sl3(C). En [5] (pig. 134, cap. 5) se prueba
que si V es un médulo simple con peso maximal (my,mz) entonces su dimension estd dada
por dim(V) = (mq + 1)(mg + 1)(m1 +m2 + 2). Notemos que sin perder generalidad podemos
suponer m,; > mz ya que de la dimensidn se concluye que el rol de m,; y ma es simétrico, en el
sentido en que la dimensién no varfa si los intercambiamos.

us

G5 1 1% H 15 k3

Figura 1: Pesos maximales considerando la primera coordenada mayor o igual que la segunda.

Ademés dijimos que sf3(C) contiene tres copias isomorfas a sla(C). Mds precisamente, sean
6, =< T1,h1, 11 =, S2 =< Ta,ho Y2 > ¥ S3 =< Z3,hs, Yz > esas subdlgebras. Sea V un
médulo simple sobre sl3(C) de peso maximal (mi,ma). Recordemos que todos los pesos de
un médulo (no necesariamente simple) sobre sl;(C) son enteros y aparecen con su negativo;
con esto y usando la proposicién 4.3 es posible formar un reticulado de 72, comenzando con
(my, m2), que consiste de todos los pesos de V' y lo denotaremos por Qs )=
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Figura 2: Q.0 = {(0,0)}
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Figura 4: Qg 0y = {(2,0),(0,1),(~2,2),(-1,0),
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Si @ = (a,b) es un peso de V, diremos que a es un s;-peso de V' y b es un sp-peso de V.
En otras palabras, a es un peso de V' visto como mddulo sobre 51 y b es un peso de V' como
médulo sobre g5, Ademés tenemos que a + b es un peso de V como médulo sobre s3 (es decir,
un sa-peso de V). En efecto, al ser o un peso entonces existe v € V no nulo tal que hi.v = av
y ho.w = by, por lo que hz.v = (A + ho)v = v+ hov = av + bu = (a + bv.

Por otra parte, si (a,b) es un peso de V entonces (—b, —a) también lo es. Como a es un
s1-peso de V' entonces —a también, por lo que (a,b) + a(—2,1) = (—a,a + b) es un peso de
V gracias a la proposicidn 4.3 (nolemos que a {a,b) le sumamos a veces (—2,1) porque es la
raiz de y1 que pertencce a s51). Luego a + b es un s3-peso de V, por lo tanto —a — b también.
Asi (—a,a+b)+ (a+5)(1,-2) = (b,—a —b) es un peso de V' (de igual manera a (—a,a +b) le
sumamos a + b veces (1, —2) porque es la rafz de 42 que pertenece a s3). Ahora b es un s;-peso
de V por lo que —b también, entonces (b, —a — b) + b(—2,1) = (—b, —a) es un peso de V.

Diremos que o € Z? es un peso minimal de V si y1.0 = y3.v = y3.v = 0, para todo v € V.
Cualquier vector no nulo que satisfaga lo anterior se llama vector de peso minimal o, El siguiente
lema muestra la estrecha relacién entre un peso maximal y un minimal.

Lema 4.6 Sea V un mddulo simple de peso mazimal (m1,mz). Entonces (—ma, —m1) es un
peso mingmal de V.

Demostracién. Como (mq,ma) es un peso de V, de acuerdo a lo anterior (—ma,—m1) es
también un peso de V. Falta ver que es minimal.

Sea u € V un vector de peso (—mg, —m;y). Afirmamos en primer lugar que cl par orde-
nado (—mg, —my) + (=2,1) = (—mo — 2,—m; + 1) no cs un peso de V ya que si lo fuera
entonces —mo — 2 es un s1-peso de V' y asi mo + 2 también. De esta manera resulta que
{—mg —2,—my + 1) + (ms + 2)(2,-1) = (m2 + 2,—m; —my — 1) es un peso de V. En-
tonces —mg — Mz — 1 es un sz-peso de V', por lo que my + me + 1 también lo es, por lo
tanto (mg + 2,—my —ma — 1) + (mq + e + 13(—1,2) = (—m1 + 1,m1 + m2 + 1) es un
peso de V. Continuando, —my + 1 es un s;-peso de V, lo que dice que my — 1 también.
Asi (—my + 1,my +me + 1)+ (my — 1)(2,-1) = (my — L,mg + 2) = (my,mg) + (~1,2) cs
un peso de V, lo que es contradictorio porque {mi,ms2) ¢s el peso maximal. Por lo tanto,
(—=ma,—my) + (—2,1) = (—mg — 2, —m1 + 1) no es un peso y asi y1.u = 0.

Similarmente, (-mg,—my) + (1,—2) = (—ma + 1, —m; — 2) no es un peso de V porque
de lo contrario tendriamos que —mq — 2 es un sp-peso de V' y entonces mi + 2 también lo
seria. De esta manera (—me + 1,—my — 2] + (my + 2)(—1,2) = (-my — ma — 1,my + 2)
es un peso de V. Luego —m; — ma — 1 es un s;-peso de V' y my + my + 1 también lo es,
asi (—my —ma —1,my +2)+(m1 +mo+1)(2,-1) = (m1 +ma+1,—ma+1) es un peso de V.
Entonces —my-+1 ¢s un so-peso de V y mg—1 también, lo que dice que (my+ma+1, ~ma+1)+
(ma—1)(=1,2) = (m1+2,ma—1) = {(m1,m2)+(2,—1) s un peso de V, lo que no puede ocurrir
porque (my,mz) es el peso maximal. Por lo tanto (—ma, —my) + (1, -2) = (—ma +1, -1y — 2)
no es un peso de V' y asi yp.u = 0.

Por tltimo, yz.u = [ye, y1].w = ya-(y1.u) — y1.{yz.u) =0 —0 = 0 y en conclusién u es un
vector de peso minimal (—ma, —1m ). ]

Para visualizar mejor lo hecho observemos los siguientes diagramas correspondientes a los
pesos maximales (1,1} v (2,2), respectivamente:



Figura 6:

2.2y (posee 19 puntos)

El lema precedente v el que anunciaremos a continuacién nos servirdn para dar un nexo
entre los pesos maximales de un médulo simple V' y su dual V™.

Lema 4.7 Sea V un sl.(C)-mddulo simple de dimensidn finita. Si o es un peso de V' entonces

—a es un peso de V™.

Demostracién. Sea o = (n;,n3) un

peso cualquiera de V. Sabemos que V = @, V., por lo

que existe una base B de V tal que B = U, B, donde B, es una base de V,. Seav € By C V,.

Luego hy.v = mv y ha.v = nav. S8i v°
y es cero en los otros elementos de B
(hov™)(v) = —v*(ha.v) = —v*(ngv) =
es un vector de peso —a = (—n, —na).

Notemos que si 5 es un peso de V*

es el funcional de la base dual de B tal que v*(v) = 1

se tiene (h]_.’u*)(’u} e —wv*(hl_v) v —@*{nl'u) = -my
—ng, es decir, hy.v™ = —nqv” ¥ hpvt = —ngu*. Asi v”
]

entonces —8 es un peso de V** por el lema precedente.

Asi, por proposicién 2.15, resulta que —f es un peso de V. La siguiente proposicion nos da la
conexién entre los pesos maximales de V y V™.

Proposicién 4.8 5iV es un mddulo simple de peso mazimal (my, ma) entonces V* fiene peso

maaximal (mz,my).

Demostracién. Si (mq,m;) es el peso maximal de V' entonces (—mg, —m, ) es el peso minimal
de scuerdo al lema 4.6. Por lema 4.7 tenemos que —(—mg, —m1) = (ma, m1) es un peso de V™.
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Veamos que es el peso maximal de V*. Sea g € V™ un vector de peso (mz, m, ). Por proposicién
4.3 tenemos 1.9 € Vimg ma)+(2,-1) 72-8 € Vs m)4(-1,2) ¥ 23-9 € Viong ong)+(1,1)- Afirmamos
que cstos tres espacios son nulos. Supongamos que {ma, ma) + (2,—1) = (ma+2,m1 — 1) es un
peso de V™. Entonces —(mg+2,m; —1) = (—mp — 2, —my + 1) = (—mg, —my) +(—=2,1) es un
peso de V, lo que contradice la minimalidad de (—my, —my ). De esta manera (ma, m, ) +(2, —1)
no es un peso de V* ¥ Vi, my)r2,—1) = 10}, por lo que z;.¢ = 0. Similarmente se prucha que
Z2.g =0 vy 3.9 = 0. En consecuencia, g € V* es un vector de peso maximal (mg,my). n

4.3. Formas invariantes de un mdédulo simple

Como dijimos al comienzo del capitulo el objetivo propuesto es calcular el espacio de for-
mas invariantes de un sl3(C)-médulo simple V. Lo {nico que podemos asegurar en un prin-
cipio es que la dimensién de T(V) es a lo mds uno en virtud de la proposicién 2.17. De
la definicién 4.1.1 podemos decir algo respecto a las formas invariantes. Sean vy,y) € V' y
Vea) € V vectores de peso (a,b) y (e, d), respectivamente. Entonces si f € T(V) resulta
Fha vy vea) + S 0@, rves) = 05 Flhavp ven) + F¥@ heveq) = 0. Asi se
consigue (a + &) f(viap): Vo) = 0y (0 + d)f(¥1a0)s Ve,qy) = 0. En conclusion, sia+c # 0o
b+ d # 0 entonces f{vig ), vie,qy) = 0. Por el contrario, si a+¢c =0y b+d =0, es decir, si
(a,b) = —(c, d), entonces es posible que f(vi, by, V(e,q)) S¢a no nulo. Notemos que en las figuras 2,
5 y 6 cada peso aparece con su negativo, no asi con las figuras 3 v 4. Ademads podemos observar
que la figura 5 estd contenida en la figura 6 ¥ son hexdgonos concéntricos en (0,0). Mds atn,
en general tendremos que el reticulado Qg 1) ostd contenido en Q1 ma1), Para todo entero
no negativo m y son hexdgonos que tienen su centro en (0,0). De esta manera enunciamos el
siguiente teorema:

Teorema 4.9 Sea V un sl3(C)-mddulo simple de dimensidn finita con pese mazimal (my, ms).
Entonces T(V) # {0} siy sole si mp = my.

Demostracién. Supongamos que T(V) # {0}. Entonces existe f € T{(V) no nula. Probe-
mos que tal f es no degenerada. En la demostracion de la proposicidn 2.16 se definié la fun-
cién f: V — V* como f(u) = f,, donde f, : V — C estd dada por f,(v) := [f(u,v).
Lucgo como f es invariante entonces f es un homomorfismo de sl3(C)-mddulos ya que si
flza,v) = —f(u,z.v), para todo u,v € V; z € sl3(C), se tiene que f,..(v) = (z.f.){v), es
decir, f{z.u) = z.f(u). Ahora debemos probar que ker(f) = {0}. Sabemos que ker(f) es un
submédulo de V', y al ser V' simple se tiene que ker(f) = {0} o bien keT(f') =V, Comao f#0
entonces f # 0, por lo tanto se concluye que ker(f) = {0} y asi f es no degencrada.

Por otra parte, afirmamos que V' y V* son médulos isomorfos. En efecto, como f es inyectiva
v adem#s V' y V* tienen la misma dimensién, entonces F es una biyeceién y, por lo tanto, es
un isomorfismo de médulos. Ademds tenemos por hipdtesis que V' es simple y por proposicién
2.14 su dual V* también lo es. Entonces por ¢l teorema 4.5.2 resulta que V' v V* tienen el mis-
mo peso maximal y por la proposicién 4.8 tenemos que (my,ms) = (mg,my), es decir, m; = ma.

Reciprocamente, supongamos que mi = ma = m. Entonces V' es de peso maximal (m,m)
y por proposicién 4.8 ese mismo peso maximal tiene V", Luego por teorema 4.5.3 ambos es-
pacios son isemorfos como médulos, digamos que ¢ 1 V. — V* es tal isomorfismo. Siu € V
entonces @(u) == v, € V* y asi definimos f : V x V — C como f(u,v) := p.(v). Como
@ es una biyeccion y dim(V) > 1 entonces ¢ # 0, por lo que f # 0. Es inmediato que f es
bilineal. Afirmamos que también es invariante. En cfecto, sean uv € V' y = € sl3(C). Entonces
plrau) = z.p(u), asl Yuu = T.py, s decir, para todo v € V' se tiene que @y (v) = (2.04)(v).
Desarrollando el lado derecho de la dltima igualdad se consigue que @..(v) = —p.(z.v), esto
es, f(zx.u,v) = —f(u,z.0). Asf f € T(V) y en conclusién T(V) # {0} [ ]

Con esto seria interesante conocer las formas invariantes cuando, por supuesto, las coorde-
nadas del peso maximal son iguales. Nuevamente la proposicién 2.10 viene a darnos una mano.
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Si las coordenadas del peso maximal son iguales a m € Zyq entonces la dimensién del modulo
simple V' correspondiente es dim(V) = $(m + 1)(m + 1)(m +m + 2) = (m + 1)* de acuerdo
a la ecuacion dada en el comienzo de la seccién anterior. Ademas por teorema 4.5.3 el mddulo
simple de peso maximal dado es tinico salvo isomorfia, por lo que si es de peso maximal (m,m)
lo denotaremos por plimm)l

1. Peso maximal (0, 0)

Sustituyendo m = 0 en la ecuacién de dimensidn mencionada més arriba resulta que la
dimensién del médulo es 1, por lo que VOOl —< v(p,0) > De acuerdo a la figura 2 ¢l
tinico peso de este médulo es (0, 0), por lo tanto z;.v0,0) = 0, yivig0) = 0y hyvia0 =0,
para todo 2 =1,2,3;7 = 1,2. Lucgo:

A=@p=@© 000000 0).

Por lo tanto resulta [g= (0 0 0 0 0 0 0 0).

Como el rango de [4] es cero enlonces el ortogonal al espacio columna estd generado por
1. De csta manera si u = avgg) ¥ v = Bu(g,0) son vectores en VUOO! entonces una forma
invariante f en VI®Ol es f(u,v) = @ 1-4 = af. Més atn, si g € Bil(VICO] » (0.0 )
entonces g{z.u,v) 4+ g(u, z.v) = 0+ 0 = 0, para todo u,v € VIO 2 e 545(C), lo que dice
que toda forma bilineal en VIO o5 invariante.

Si ahora m # 0, consideremos g : sl3{C) — gI{C?) como la representacién estdndar, cs
decir, u{z) := , para todo z € 5lz(C) ¥ p* : s:{C) — gl((C?)*) su representacién dual,
vale decir, p*(z) := —2*, para todo z € sl3(C). En [5] (pag. 139) se muestra que ey, e2 y es
son los vectores propios de p con e; como vector de peso maximal (1,0) ¥ también son los
vectores propios de p* con e3 como vector de peso maximal (0,1). Luego si consideramos
Vi =C3®..-®C? 2m veces, definimos la representacién i : sl3(C) — gl(V) como

) =pz)@id@id® - @id+id@ur)@ide - @id+ - +id® - @ p* ().

Ademis si definimos fi := e3, fo := —ea v fa := ey entonces v = 1R Q1R 1@ --® f1,
donde e; y f1 aparecen tn veces cada uno, es el vector de peso maximal (m,m) de f.
Sin embargo, & no es una representacién irreducible. Para conseguir una representacién
irreducible de peso maximal (m,m) debemos aplicar () v L(y2) a v repetidamente
hasta obtener cero. Los vectores que aparczcan formaran una basc del médulo simple que
queremos y tendrd dimensién (m + 1)

2. Peso maximal (1,1)

Aqui m =1

y de acuerdo a lo anterior tenemos que V = C* R C3 yv=e; ® f1 v al
aplicarle f(y;) =

w(y:) ® id + id @ p*(y:), para i = 1,2, resulta

VIO —< o @ fl,e0@ fr,e1@ fo,es@ fite2@ fo, 2@ fate1® fa, 2@ fa,e3@ fo,e3@ f3 >

que es un submédulo de V. Tuego definimos Az @ (e; ® f;)) == ze; @ f; —e; @ z'f; v
Alle; ® fi) ®z) = —A(z @ (e; ® f;)), para todo z € sl3(C); 4,5 = 1,2,3. Las matrices de
3 y de g son de tamarno 8 por 64 por lo que la matriz de ¢ es de tamano 64 por 512 y su
rango es 63. Luego la matriz de Gram es

0o 0 0 00 0 01
0 0o 0 00 0 =10
o o 0 00 -1 0 0
g 0 0 21 0 0 0
0 0 0 12 0 0 0
g 0o -1 00 0 0 O
0 -1 0 00O O 0 O
10 0 00 O 0 O
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Por lo tanto, si u = w1 (e; @ f1) +ua(ea @ f1) +ualer ® fo) +wa(es @ f1+ea® fa) +
us{e2® fa+e1® fa) +uale2® fs) turlea® f2) tus(es®@ fs) y v =vi{e1@ /i) twvale2 @ /1) +
va(e1 @ fa)+vales@ fr+es® fo)+us(ea® fo+e1 @ fa)+vs(ea® fa)+uv-(es® fo) +va(es® fa)
son vectores en VI entonces una forma bilineal invariante [ en VD! ¢g

f(u, ’U) = Ugl — UTV2 — UGU3 T+ (2’!1-4 + 11.5)’1,'4 = (U4 + 2’!,L5)’li5 — Usztp — UpV7 + U Ug.

. Peso maximal (2,2)

Aquim =2y entonces V=C'@CaC@C yv=1¢®e¢ & f1 ® f1. Al aplicarle
fi(z) = p(z) ®@id@id@id+1d @ u(z) id @id +id @id@ p" (2) @id+id @idRid @ u* (z) a v
conseguimos que la dimension de V22 o5 27, Aquf no caleularemos una forma invariante
de V122! puesto que su dimensién es muy grande y hace que las matrices sean de gran
tamario.



Capitulo 5

Problemas abiertos

Finalmente, para concluir este trabajo y después de todo lo hecho hasta ahora los problemas
que quedan pendientes de esta tesis son los siguientes:

5.1. Moédulos simples sobre sl,,,1(C)

Repitiendo lo hecho con sl3{C) debemos fijar una base para sl,41(C). Si Ey; es la matriz
de tamafio n 4+ 1 por n + 1 con 1 en la interseccion de la i-ésima fila con la j-Gsima columna

v 0 en el resto, definimos h; = Ej; — By, para todo i = 1,..,n; x; son las matri-

ces triangulares superiores y se ordenardn de acuerdo a las diagonales, es decir, 2y = Eig,
v PR 1 &)

xg = Eag,..., Tn = En(ny1)s Tl = Eiz, Toye = Eoy hasta completar las @ matrices

; . nlndl
correspondientes; vy, 1= z¢, para todo i = 1, ..., -’i(ﬂ'L) Por lo tanto, la base usual de sl,,,.1(C
P » i P 2 3 -1

es {z1, ooy B ) Jhy, ...,}i;ﬂ,y1:...,yngn;‘—l] +

Las nociones de peso v rafz se extienden de manera natural a n-uplas y también sc puede
probar que sus coordenadas son nimeros enteros. También se define peso maximal y no seria
diffcil demostrar que sus coordenadas son enteros no negativos. Sea V' un sl, 41 (C)-mddulo
simple con peso maximal (my,...,m, ). Conjeturamos que V* ticne peso maximal (M, ..., Mm1)
v que ademds existiria una forma invariante no nula de V si y solo si m; = my41-4, para todo
| . 13

5.2. Moébdulos simples sobre un algebra de Lie semisimple

En libros tales como [4] y [5] hay secciones donde se trata bastante las representaciones
irreducibles sobre un dlgebra de Lie semisimple compleja cualquiera. Sea g un dlgebra de Lie
y h una subélgebra de g. Diremos que h es de Cartan si b es nilpotente y s1 z € g satisface
[z,¥] € b, para todo ¢ € b, entonces = € h. En [5] (pag. 163, cap. 6) se prucba que toda dlgebra
de Lie semisimple compleja posce una subdlgebra de Cartan. Posterior a esto, procederemos a
definir la nocién de peso y rafz asociado a un mddulo simple.

Definicién 5.1

1. Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja, ) une subdlgebra de Cartan de g y V un
g-mddulo. Un funcional lineal o € h* se llama peso de V' si existe v € V no nulo tal
que h.ov = a(h)v, pare todo h € h. El vector v recibe el nombre de vector de peso o y el
conjunto Vi, :={v € V | h.v = a(h)v, pare todo h € h} C V se llama espacio de peso a.

2. Sea g un dlgebre de Lie y ) uno subdlgebra de Cartan de g. Un funcional lineal o € h* no
nulo es wno rafz de g si eriste £ € g no nulo tal gue [h,x] = alh)z, pare todo h € h. El
vector T se llama vector de raiz o y go = {z € g | [h, 2] = a(h)z, para todo h € b} recibe
el nombre de espacio de roiz a.
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Al conjunto de todas las raices lo denotaremos por R y también se clasifican en raices posi-
tivas y negativas. Notemos que hay una pequenia sutileza entre la definicidn recién hecha y las
dadas en el capitulo anterior numeradas por 4.1 y 4.2, La definicién de peso y raiz que se dio
para el caso de sl3(C) se hizo como par ordenado y no como una funcién. La razén es que la
subalgebra de Cartan de sl3(C) tiene dimension dos, gencrada por hy y hz. De esta manera, si
sustituimos h per h; en la definicién 5.1 resulta que hy.v = a(hy)v, asi tenemos o = a(hy).
Similarmente, as = a(hs), y asl aparecen a1 y as de la definicién 4.1. El mismo criterio vale
para el caso de las raices. Para el dlgebra sl3(C), considerar los pesos de acuerdo a la definicién
4.1 nos permitié elaborar el teorema 4.9.

En [4] (pdg. 326, cap. 21) se clasifican todas las dlgebras de Lie simples complejas, las
llamadas dlgebras de Lie cldsicas que se dividen cn cuatro grupos:

1. A, :8l,41(C), con n > 1.
2. By :802,41(C), conn > 2.
3. Ch i 5ps,(C), con n > 3.
4. D, : 502,(C), con n > 4.

donde n es la dimensién de cualquiera de sus subdlgebras de Cartan (en [5] (pag. 164) se
prucba que todas las subalgebras de Cartan tienen la misma dimensién); ¥ las llamadas dlgcbras
de Lie excepcionales denotadas por eg, ¢7, es, f4 ¥ 8.

Ahora enunciaremos un teorema equivalente a 4.5 para dlgebras de Lie semisimples también
llamado teorema del peso maximal, que aparece en [5] (pdg. 197, cap. 7).

Teorema 5.2 Seo g un dlgebra de Lie semisimple compleja.

1. Cada representacion irreducible de g tiene un winico peso mazimal.

e

Dos representaciones irreducibles de g con el mismo peso mazimal son isomorfas.

El peso mazrimal de cada representacién irreducible de g es un elemento entero dominante.

o

Cada elemento entero dominante es el peso mazimal de alguna representacion irreducible
de g.

La definicién de elemento entero dominante se pucde encontrar en [5] {pdg. 194) ¥ aqui no
se ocupard. Con esto se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.3 Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja y V un g-mddulo simple de dimen-
sion finita. Entonces T(V) # {0} si y solo iV y V™ tienen el mismo peso maozimal.

Demostracién. Consecuencia del teorema 5.2 y andloga al caso de sl3(C). ]

De esta manera seria interesante describir los pesos y raices de las dlgebras mas arriba men-
cionadas como n-uplas y aplicar el teorema 5.3 para encontrar relaciones entre las coordenadas
del peso maximal que permitan la existencia de formas invariantes no nulas, de la misma manera
que se hizo con sl3(C).

5.3. Moébdulos sobre un grupo de Lie

Definicidn 5.4 Sea G un conjunto no wvacio. La terna (G, %, A) es un grupo de Lie si:
1. (G,#) es un grupo.
2. (G, A) es uno variedad diferenciable.

1

8. Las funciones * : GxG — G einv : G — G, x — z71, son infinitamente diferenciables.
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Abusando de la notacién diremos que G es un grupo de Lie.
Ejemplo 5.5 Sea K € {R,C}.
1. GLp(K) := {z € M,(K) | = es invertible} se llamea grupo general lineal.
2. SL,(K) :={zr € GL,(K) | det{z) = 1} se llama grupo especial lineal.
3. On(K) :={x € GL,(K) | 27 = z'} se llama grupe ortegonal.
4. SOL(R) = {z € GLy(K) | 271 = &t ydel(z) = 1} se llama grupo especial ortogonal.

Definicién 5.6 Un grupo de Lie de matrices es un subgrupo G cerrado de GL,(C), es decir,
51 {To}m © G es tel qgue x = My o0 T entonces x € G o T es no invertible.

Definicién 5.7

1. Sean G y H dos grupos de Lie. Una funcidn f: G — H es un homomorfismo de grupos
de Lie si f es un homomorfismo de grupos diferenciable.

2. Sea G un grupo de Lie y V un espacie vectorial complejo. Una representacidn de G en
V' es un homomorfismo p : G — GL(V) de grupos de Lie. Diremos que p da a V' la
estructura de G-mddulo. Si p(s) := p, entonces usaremos la notacién s.v = pg(v), para
todo s e Gyve V.

Si z € M,(C) definimos e* 1= 5 14 {T Luego dado un grupo de Lie de matrices G defi-
nimos Lie(G) = {x € M,(C) | &/ € G, para todo t € R}, lamada dlgebra de Lie asociada
a (. Si (¢ es un grupo de Lie de matrices con dlgebra de Lie asociada g y V' es un G-médulo
entonces V' es un g-mdédulo como se muestra en [9] (pdg. 54).

Un resultado importante que aparece en [5] (pdg. 51) es el siguiente: si G es un grupo de
Lie de matrices conexo con dlgebra de Lie asociada g entonces cada s € ¢ se puede escribir de
la forma s = *t .- . %= para algunos ,, ...,Zm, € g.

Sea V un G-modulo y f:V x V — C una forma hilincal. Diremos que f es G-invariante
si f(s.u,sv) = f(u,v), para todo s € G;u,v € V. Aligual que en ¢l caso de dlgebras definimos
el conjunto T(V) := {f € Bil(V x V,C) | f es G-invariante} que también es un subespacio de
Bil(V x V,C). Luego tenemos el siguiente tcorema.

Teorema 5.8 Sea G un grupo de Lie de matrices conexo con dlgebra de Lie vsociada g. StV
es un G-mddule entonces T(V) = T (V).

Demostracién. Sean f € T(V),z € gy u,v € V. Luego f(e®.u,e.v) = flu,v), para todo
t € R. Derivando a ambos lados respecto a t y haciendo ¢ = 0 resulta f(z.u,v) + f{u,z.v) =0,
es decir, f € T(V). Por lo tanto, T(V) C T(V).

Sige T(V),z€gyuvcV definimos ¢ : R — C como y(t) :== g(c™.u, e v). Luego
f(t) = glxe™ u, e v) + g{et®.u, ze'®.0) y si hacemos 4(t) 1= e.u y 4(t) := e'*.v entonces
wi(t) = glx.at), @) +glat), z.6(t)) = 0 porque g € T(V). Luege tenemos que y cs constante,
por lo que g{e*.u,e®.v) = (1) = ¢(0) = g(u,v). En virtud del resultado mencionado més
arriba, por ser G conexo, tencmos que g{s.u, 5.0) = g{u,v), para todo s € G, luego g € T(V) ¥

T(V) C T(V). .

En [5] (pdg. 15) se muestra por ejemplo que SL,(C) es conexo. De esta manera si V es
un S1(C)-médulo simple entonces el espacio de formas invariantes de V es el mismo que el
encontrado en el capitulo 3. Serfa interesante encontrar aplicaciones de este teorema conociendo
los resultados que existen para dlgebras de Lie.
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