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Resumen

En este trabajo consideramos la ecuacién integro-diferencial abstracta,
A
u"(t) = nAY'(t) + BAu(t) + / k(t — s)Au(s)ds + f(t), t>0
Jo

u(0) =z,
'U'f(o) =Y.

donde k es una funcién a valores reales, n v /3 son constantes reales, 4 : D(A) C X —» X
es un operador lineal que genera un semigrupo analitico en un espacio de Banach X y f es
una funcién X-valuada. Consideramos también la ecuacién diferencial de segundo orden
con retardo,

u”(t) + Bu'(t) + Au(t) = Gu, + Fu, + f{t), teR,

donde A : D(A) C X - X y B: D(B) € X — X, son operadores lineales cerrados
definidos en un espacio de Banach X, los operadores de retardo G, F : C([-r,0],X) — X
son operadores lineales y acotados, las funciones uy, uy : [—r,0] = X estdn definidas por
w(+) = ult+ ), w(-) = (t+-) y f es una funcién tipo dato X-valuada. Para ambas
ecuaciones estudiamos los resultados de maxima regularidad en espacios de Hilder. Estos
resultado de maxima regularidad fueron obtenidos en [22] en el caso de la primera ecuacién
v en [21] en el caso de la segunda ecuacién.

Finalmente, estudiamos la ecuacién diferencial de segundo orden con retardo,

u'(t) = Au(t) + Fus + Gy + f(t), teT.

Carecterizamos la existencia y unicidad de solucién periédica de esta ecuacion diferencial
de segundo orden con retardo no-homogénea v establecemos resultados de maxima regular-
idad para soluciones fuertes. Las condiciones son obtenidas en términos de R-acotamiento
de ciertos operadores determinados por la ecuacion y multiplicadores de Fourier en espacios
de Lebesgue.
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Abstract

we considerer the abstract integro-differential equation,

t

u”(t) = nAu'(t) + BAu(t) + V/O‘k(t—s)flu(s) ds + f(t), t>0

u(0) =z,
u'(0) =y,

where k is a real function, n y 8 are real constants, A : D(4) C X — X is a linear
operator, which generates an analytic semigruop on a Banach space X and f s a given
X-valued function. We considerer also, the second order differential equations with delay,

u(t) + Bu/(t) + Au(t) = Guj + Fu, + f(t), teR,

where A: D(A) € X — X and B: D(B) C X — X are two closed linear operators defined
on a Banach space X, the delays G, F : C([-,0], X) — X are linear bounded oparators,
the functions ug, uj : [-7, 0] — X are defined by w,(-) = u(t + ), u{(-) = v/(t +-) and f is
a given X-valued function. We study for the maximal regularity results in Holder Spaces
for both equations. In the case of the first equations these maximal regularity results were
obtained by Sforza in [22] and in the case of the second equation these maximal regularity
results were obtained by Poblete in [21].

Finally, we study the second order differential equation with delay,

W' (t) = Au(t) + Fu; + Guy + f(t), teT,

where A : D(A) € X — X is a closed linear operator on a Banach space X. we fix
r:=2nw N for some N € N. The delays F, G : L’[—r,0] — X are bounder linear operators,
the functions u, uj : [~r,0] — X are defined by w (") = u(t+-), ui(-) = w/(t+-) and f is a
given X-valued function. we characterize the existence and uniqueness of periodic solutions
of this inhomogeneous abstract delay equations and establish maximal regularity results
for strong solutions. The conditions are obtained in terms of R-boundedness of linear
operators determined by the equations and Fourier multipliers in Lebesgue spaces.

VI



Introduccién

El objetivo de esta tesis es estudiar existencia, unicidad v regularidad maximal de la
solucién de ecuaciones integro-diferenciales de segundo orden con y sin retardo usando
métodos basados en teoria de semigrupos analiticos, teorfa de familias resolventes y leoria
de multiplicadores de Fourier.

La teoria de semigrupos analiticos tiene un rol importante en el estudio de ecuaciones
de evolucién, de hecho. varios estudios actuales de ecuaciones parabélicas lineales v no
lincales estan basado en esta teorfa. Cuando comparamos esta clase de SEMIgrupos con
los Cp-semigrupos, surgen importantes diferencias en términos de las propiedades de su
generador. Una de ellas, que es de relevancia en nuestro trabajo, es la densidad del dominio
del generador. Recordemos que un semigrupo es un Cp-semigrupo, si v sélo si, su generador
es densamente definido. Asi, trabajar con un semigrupo analitico permite no imponer la
densidad del dominio de su generador, lo cual tiene impacto en las aplicaciones de los
resultados que se pueden obtener, ver seccién 5 en [22]. Algunos teoremas de regularidad
maximal que utilizan teorfa de semigrupos analiticos han sido estudiados, por ejemplo,
por Sinestrari [24].

Caracterizamos el buen planteamiento de algunas ecuaciones integro-diferenciales abstrac-
tas de segundo orden en espacios de Lebesgue y de Hélder. En el caso de espacios de Holder,
nuestros resultados involucran condiciones de acotamiento en el operador resolvente. En
el caso de espacios de Lebesgue, estamos interesados en obtener solucién periddica de
clerta ecuacién, para esto, son necesarias la nocién de espacios UMD y de R-acotamiento,
ademds de condiciones sobre el operador resolvente. Por otro lado, no menos importante es
la propiedad de R-acotamiento de conjuntos, para definicién y criterios de R-acotamiento
ver a [25, 12] y referencias.

En este trabajo, estudiaremos tres problemas abstractos de segundo orden descritos a con-
tinuacién.
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Problema 1. Sea X un espacio de Banach y C([0,T7, X) el subespacio de C(0, 7], X)
que consiste en las funciones a-Holder continuas f tales que
[u(t) — u(s)

£l = sup I < oo,

t#s, tscltita] b — S|%

Consideremos la ecuacion

u”(t) = nAd'(t) + BAu(t) + tk(d —5)Au(s)ds + f(t), >0,
Jo
(1)
u(0) = =z,

u'(0) = .

Aqui, A es un operador lineal cerrado definido en X , o necesariamente con dominio denso,
que genera un semigrupo analitico, n > 0 y 4 son constantes reales, k es un nicleo escalar
definido en [0,00) y f:[0,00) — X es una funcién dada. Problemas de este tipo surgen,
por ejemplo, en el estudio de modelos que involucran material viscoleldstico, ver [15] y las
referencias contenidas ahi.

La estrategia para el estudio de esta ecuacién, comienza por pedir al nicleo k ciertas
hipétesis que tienen relacién con la existencia de la transformada de Laplace. Luego, se
prueba la existencia del operador resolvente R de la ecuacién (1). Posteriormente, se
obtiene la solucidn de la ecuacién (1) via férmula de variacién de parametros.

Estudiaremos existencia, unicidad y regularidad maximal de solucion estricta y fuerte de
la cenacién homogénea asociada a la ecuacién (1), esto es, para f = 0. Posteriormente
dada f € C*([0,T], X), estudiaremos regularidad del término de convolucidn R * [, esto
Jjunto con lo anterior, nos permitird obtener resultados de regularidad maximal de solucidén
estricta de la ecuacién no-homogénea (1). Los resultados mencionados son desarrollados
en [22] y en este trabajo se completaron los detalles de las demostraciones.

Los siguientes dos problemas, involucran una ecuacién de segundo orden con retardo.
Este tipo de ecuaciones requieren un trato cuidadoso debido al efecto que tiene en el
modelo dicho retardo, esto lo hace especialmente interesante, pues este problema aparece
en muchos fenémenos de evolucién que surgen de la fisica, biologia e ingenerfa. Ejemplos
de ecuaciones con retardo pueden encontrarse en 6, 26].

Problema 2. Sea X un espacio de Banach ¥ C*(R, X) el espacio de las funciones a-Hélder
continuas definidas en R. Considercimos la ecuacion de segundo orden con retardo
u”(t) + Bu'(t) + Au(t) = Gu) + Fu, + f(t), teR. (2)

Aqui, 4 y B son operadores lineales cerrados, las funciones G,F:C([-r,0],X) — X son
operadores lineales acotados de retardo. Las funciones ug, vy 1 [, 0] = X estan definidas
por ug(-) = u(t +-), ui(-) =W/ (t+-) y f es una funcién que pertenece a Ce(R, X).
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Estamos interesados en estudiar regularidad maximal de la ecnacién (2), esto es, para
cada funcién f € C*(R, X)) probar que existe una tinica funcién v € C*(R, [D(A)]) N
CetU(R, [D(B)]) N C**?(R, X) que satisface la ecuacién (2) casi en todas partes.

Como herramienta, utilizaremos multiplicadores de Fourier en espacios de Holder. La
teoria de multiplicadores de Fourier nos entrega una técnica importante en el estudio de
regularidad maximal y ha sido muy utilizada en los tltimos anos. Por ejemplo, en [5]
se utilizan para obtener resultados de hiperbolicidad de ecuaciones con retardo, y en [16]
obtienen estabilidad de sistemas de control lineales en espacios de Banach. En los trabajos
de [2, 3, 10, 11, 20, 17, 18, 19] hay interesantes resultados que involucran esta teorfa.

En [4], Arendt, Batty vy Bu introducen la nocién de C* —multiplicador, y prueban un teo-
rema de multiplicadores de Fourier en espacios de Holder en la linea real. Los resultados
fueron utilizados para obtener existencia, unicidad, y buen planteamiento del problema de
Cauchy de primer y segundo orden. En [19], Keyantuo y Lizama prueban una caracteri-
zacién de buen planteamiento para una clase de ecuaciones integro-diferenciales.

El estudio de la ecuacién (2) esta basado en [4] y los resultados concernientes a este
problema estdn desarrollados en [7, 21].

Problema 3. Sea 1 < p < co. Sean X un espacio de UMD y LP(T, X) el espacio de las
funciones periédicas Bochner Lebesgue integrable. Consideremos la ecuaciéon de segundo
orden con retardo,

u'(t) = Au(t) + Fus + Guy + f(t), teT, (3)

donde A es un operador lineal cerrado, que no necesariamente genera un Cp-semigrupo.
Para algin N € N, se escribe el ndmero 7 := 27N y se consideran los operadores lineales
acotados de retardo F,G : LP[—r,0) — X. Aqui, f € LP(T, X) es la funcién dato.

Vamos a probar, existencia, unicidad y regularidad maximal de la solucién periddica de la
ecuacién (3). Para esto se definen subespacios apropiados de LP(T, X) y se utiliza como
técnica multiplicadores de Fourier en espacio de funciones peridédicas Lebesgue integrables,
ver [2]. Los resultados expuestos en este capitulo fueron desarrollados en forma paralela
al trabajo publicado por Bu, ver [8], y motivado por el trabajo en [20].




Capitulo 1

Resultados de Regularidad
Maximal para una Ecuaciéon

Integro-diferencial de Segundo
Orden

1.1 Introduccidn.

En este capitulo expondremos algunos resultados, obtenidos por D.Sforza, ver [22], acerca
de existencia, unicidad y regularidad de solucién de la ecuacién de segundo orden

u”(t) = nAd/'(t) + BAu(t) + /Ot E(t —s)Au(s)ds + f(t), t>0,

(1.1)
u(0) =,

u'(0) = y.

Aqui, X es un espacio de Banach, A4 : D(A) C X — X es un operador lineal que genera
un semigrupo analitico, u es una funcién X-valuada, k es el nicleo escalar, n > 0 y 3 son
constantes reales, v f es una funcion X —valuada.

Como principal herramienta, usaremos transformada de Laplace para probar existencia
de solucién de la ecuacién (1.1). Con esto en mente, veremos que la construccién de
un operador resolvente R(#) conduce a la existencia y unicidad del problema homogéneo
asociado, es decir, para f = (0. Luego, veremos la regularidad del término de convolucion
R x f que, junto con lo anterior, permite obtener resultados de existencia, unicidad y
regularidad maximal de la ecuacién (1.1).

En lo que sigue, introduciremos algunas notaciones preliminares. Sean X e Y espacios
de Banach complejos. Denotaremos por £(X,Y) el conjunto de operadores T : X — Y

4



Regularidad Maximal para una Ecuacién Integro-diferencial 5

lineales y acotados, con la norma |7 = sup{||T(z)]| : ]| = 1} el conjunto £(X,Y) es
un espacio de Banach . Escribiremos £(X) = £(X, X).

Para 0 <), <ty < o0, el conjunto C([t1,1a], X) denota el espacio de funciones continuas
: [t1,t5] — X (respectivamente, C ([t 15], X) v C?([t1,t2], X) denotan los conjuntos de
funciones continuamente diferenciables v dos veces continuamente diferenciables). Con la
norma ||ul| = sup{||u()|| : t € [t1,12]} tenemos que C([t1,t2], X) es un espacio de Banach
(con las normas ||u|| = sup{||u(t)|| + [Ju/(£)]| : ¢ € [t1,t2]} ¥ ||ul| = sup{|ju(t)|] + ||v'(¢)|] +
" ()] = t € [t1,t2]}, respectivamente, se sigue que CY([t1,12), X) y C?([t1, 2], X) son
espacios de Banach).

Para o € (0,1) sea C°([ty,12], X) el subespacio de C([t1, t2], X) que consiste en las fun-
ciones a-Holder continuas u tales que

() - u(s) _ _

lulle = sup —
t#s, ts€lti by It —
Este espacio dotado con la norma [[uljce = |1 + ||Jtz]|a es un espacio de Banach.

Andlogamente, CY*([t1,22], X) y C22([ty,ta], X) denotan los espacios de funciones
continuamente diferenciables v dos veces continuamente diferenciable, tales que v’ y o
pertenecen a C*([t1, t2], X), respectivamente.

1.2 Construccién del Operador Resolvente.

En esta seccidn, veremos la construccién del operador resolvente para la ecuacién (1.1).
Para esto, necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 1.1. Diremos que el operador A gemera un semigrupo analitico si eristen
constantes My >0 y 6y € (§,7) tales que

Spy = {z € C\ {0} : |[Arg(2)| < 6o} C p(A) (1.2)

_ My ’
[(AT — A) 1J|£(X) < W, para A € Sg,. (1.3)
Observacién 1.2. De la definicidn anterior podemos notar que

(i) Un operador lineal A que satisface (1.2) es cerrado. De aqui, se coneluye que el
dominio de A, denotado por D(A), es un espacio de Banach con la norma del grifico
1zl peay = |l=]| + [|Az||, este espacio se denota por [D(A)].

(i) D{A) no es necesariamente denso en X , por lo que A no necesariamente genera un
Co-semigrupo. Denotaremos por D(A) a la clausura de D(A).




Regularidad Maximal para una Ecuacién Integro-diferencial 6

En este capitulo, supondremos que k € L},.(0,00) ¥ que es absolutamente Laplace trans-
formable, esto es, existe
oC
/ ¢ |k(s)|ds,

Jo
ademds, supondremos que la transformada de Laplace de k, denotada por !c se extiende
anahtlcamentc al sector Sy, de modo que satisface

[ME(A)| < M, para € Stos (1.4)
donde i € (0,1] y Ma > 0, escribiremos también k para denotar a su extension.
Proposicién 1.3. Supongamos que (1.2), (1.3) y (1.4) valen, entonces eriste ro > 0 tal
que para cada A € Sg,N{z € C: |z| > ry}, el operador F(X) = (32T — (An+B8+k(A)A)~!

7§
cxiste y pertenece a L{X). Ademds, NEM 2y < ﬁ para My > 0.

Demostracidn. Sea A € Sg,. Consideremos la. funcién escalar a(A) = (A + 8+ k().
Sabemos que (A] — A) es invertible, luego r;/\( I—A) = AT —nAA es invertible. Ademés
por (1.3) se tiene

M,

10°7 =)l < 3 (1.5)

Notemos que

(N —a(X)A) = [T — (BA + k(N)A) (A2T — nA4)~Y] (AT — yAA).

Como el operador (A%] — nAA) es invertible, basta probar que el operador [I — (5A +
E(A)A) (AT — nAA) " es invertible. Para eso, observamos que

el BA

(B4 RODAGT —nAd)™ = 51+ 2077 - gaay ™ - 20)

T+

—Akr(’\) (A1 —na4)~?
i
De (1.4) y (1.5) se sigue que:

I'BJ | 5] My Mo Mo My
aAL T Al T R T

108+ k(A))ANT —prd) Y| <
Por lo tanto, existe rg tal gue para cada A € {AeC:|X =rp} N Sy,

108+ B AN —pra) Y| < 1,

luego [I - (BA+k(A)A) (A2] —nAA)~1] es invertible para todo ) € {AeC:|X =2 r}NnSy,
5

F(A) = (W1 = nAA) T — (BA+ k() A) O\ — pad)~1 !
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de donde obtenemos |[F(A)||zx) < % |

Definimos el operador resolvente de la ecnacién homogénea asociada a la ecuacién (1.1),
esto es, cuando f =0, como la transformada inversa de Laplace de F (A).

Definicién 1.4. Para cada t > 0 definimos

R(t) := {—l,fc’\tF(/\)d/\,

2mi

aquil’ = Uy Uy, conyp={z€C:z=pc, p>r}, = {zeC:z=pe" p>+},
3={2€C:z=re’ |¢| <6}, parar >rg, 8¢ (5.60], T orientada en forma positiva.

H

Proposicién 1.5. Supongamos que (1.2), (1.3) y (1.4) valen, entonces R(t) estd bien
definida, ademnds

1. R(-) es analitica en (0,00) y toma valores en L(X,[D(A)]).

2. Emiste una constante My > 0 tal que para cada t > 0

[t R + [[AR(E)]] < Mye™, (1.6)
&
tlir{& R(t)=0 en L(X). (1.7)

t
4. Sea (g h)(t) = / g(t — s)h(s)ds. Para cada t > 0 se tiene que
0

it
[(k* AR)(1)|| < Mye™* /0 k(s)|ds. (1.8)

5. Para cada z € X yt >0 tenemos que R(t)z € D(A) y AR(-) es continua en (0, cc)
con valores en L(X).

6. Para cade x € X yt > 0 tenemos que R'(t)x € D(A) y AR'(-) es continua en (0, c0)
con valores en L{X).

7. Bziste Ms > 0 tal que para cada t > 0

IR &) + [[LAR @)]| + LR ()] < Mye™". (1.9)
8 Para cada x € X yt > 0 se tiene que

‘ t
R(t)r —x=nAR(t)z + 8 /[; AR(s)zds + fu (k * AR)(s)xds. (1.10)
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9. Para todo x € D(A).

lim R'(t)x = z. (1.11)

t—0+

10. Para cada x € D(A) y Az € D(A) tenemos que
lim AR'(t)z = Az. (1.12)

t—=0+
11. Para cada x € X yt > 0 tenemos que

R'(t)x = nAR (t)x + BAR()x + k » AR(t)x. (1.13)

12. Para cada x € D(A) tenemos que

Jim AR(t)z = 0. (1.14)

18. Para cada x € D(A) y Az € D(A) tenemos que
tl—if(?-% R'(t)z = nAx. (1.15)
Demostracion. Para la demostracién ver [23, Proposicién 1.3, Proposicién 1.4]. [ ]

Observacién 1.6. De la proposicién anterior podemos notar que

(i) Para todo z € X, la funcién t — R(t)z pertence a C([0,00), X).
(ii) Paratodox € D(A), la funcidnt — R(t)z pertence a C([0,0¢), [D(A))NC([0, o0), X).

(iii) Para todo x € D(A), con Az € D(A) la aplicacidn t — R(t)x pertence a la inter-
seccidn C1([0,00). [D{A)]) N C2([0, 20), X).

Ahora probaremos existencia y unicidad de solucién del problema homogéneo asociado a la
ecuacién (1.1). Para esto, utilizamos las propiedades mencionadas del operador resolvente,
siempre que los valores iniciales sean suficientemente regulares. Veremos esto con precisién
en la siguiente seccidn.

1.3 Existencia y Unicidad de Solucién del Problema Ho-
mogéneo.

Asociado a la ecuacién (1.1) consideremos el problema homogéneo

u"(t) = nAd'(t) + BAu(t) + /t k(t —s)Au(s)ds, t>0

Jo A8
u(0) =z,
u'(0) = y.
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Estamos interesados en estudiar existencia, unicidad y regularidad de solucién del prob-

lema (1.16).
Definicién 1.7. Diremos que la funcion u : [0,00) = X es una solucion estricta del
problema (1.16) si v € C1([0,00), [D(A)]) N C%([0,0), X) y satisface el problema (1.16).
Definicién 1.8. Diremos que la funcion v € C([0,T],X), T > 0, es una solucién fucrte
del problema (1.16) si existe una sucesion (un)nen C CH([0,T],[D(A)]) N C?*([0,T). X) tal
que satisface

lim sup |[us(t) —u(t)|| =0, u(0) ==z,
BH04(0,7]

! — - o
e Y

t
un(t) = nAul,(t) + BAun(t) + [ k(t — s)Auy(s)ds , neN.
Jo

\
Las siguientes identidades serdn de utilidad en la demostracién del préximo teorema.

Proposicién 1.9. Sea u solucién estricta del problema (1.16) con u(0) = z. Entonces
(i) (AR*u')(t) = ~AR(D)z + (AR’ * u)(2)
(i) (1% AR) *u')(t) = (AR * u)(t) — (1% AR(t))z.

(ifi) ((1*k*AR)*u')(t) = (k+ AR+ u)(t) — 1 % k + AR(t)z.

Demostracién. Vamos a probar (i). Puesto que u es una solucién estricta del problema
(1.16) se tiene que la funcién g dada por g(s) = R(t—s)u(s) es continuamente diferenciable
en [0,¢] para cada ¢t > 0. Ademads

g(s) = —R'(t — s)u(s) + R(t — s)u'(s),

integrando de 0 a £ tenemos
R [ Rt~ s)u(s)dsqu; R(t — s)u/(s)ds,
como A es un operador cerrado se tiene que
—AR(t)z / AR'(t — s)u(s)ds + [ AR(t — s)u/(s)ds,
y obtenemos (i). Para probar (ii) notemos que
(ARxu)(t) = /t AR(t — s)(u(s) — x)ds + fnt AR(t — s)zds

/ ARt»s)[f T)d7r]ds + /;tAR(t—.S)IdS

= AR+ (1xu')+ (1% AR)(t)z
(1% AR) x ') (t) + (1 % AR)(t)z.
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De aqui se sigue (ii). La demostracién de (iii) es andloga. L]

En el siguiente teorema veremos que toda solucién estricta v toda solucién fuerte del
problema, (1.16) tiene una tinica férmula de representacion.

Teorema 1.10. Six,y € D(A) y u es una solucidn estricta del problema (1.16) entonces

u(t) = R(t)y + R'(t)x — nAR(t)x, €0, 00). (1.18)

Demostracion. La demostracién sigue las lineas de la prueba del Teorema 2.1 en [23].

Puesto que u € C1([0, 0), [D(A)]) NC2(]0, ), X ), se tiene que para cadat > 0 la funcién
g :[0,f] - X dada por g(s) = R(t — s)u(s) es dos veces continuamente diferenciable v
ademsds

g"(s) = R'(t — s)u(s) — 2R'(t — s)u'(s) + R(t — s)u"(s).

De (1.13),(1.10) y problema (1.16) se sigue que
Rt — s)u(s) — 2R/(t — s)u/(s) + R(t — s)u"(s)

= AR/(t — s)u(s) + BAR(t — s)u(s)
+(k * AR)(t — s)u(s) — 2u'(s) — 2nAR(t - s)u/(s)
—28(1+ AR)(t — s)u'(s) —2(1 * k» AR)(t — 5)u/(s)
+nAR(t — s)u'(s) + BAR(t — s)u(s) + R(t — s)(k = Au)(s).
Integrando la igualdad anterior de 0 a ¢, tenemos que
—u(t) + R'(t)z — R(t)y = n(AR *u)(t) + B(AR * u)(t)
+ ((k* AR)*u)(t) — 2u{t) + 2z
— AR =/ (t) — 28((1 * AR) = u')(t)
— 2((1*kx AR) * u')(t) + n(AR = u')(t)
+ B(AR = u)(t) + (R* (k * Au))(1).
Usando la Proposicién 1.9 partes (i),(ii) y(iii) en la identidad anterior se tiene que
u(t) = R(t)y — R'(t)z + nAR(t)z + 28(1 % AR)(t)x + 2(1 % k » AR)(t)x + 2x.
Finalmente, utilizando la Proposicién 1.5 parte 8, obtenemos

u(t) = R(t)y + R'(t)z — nAR(t)z.
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A continuacién nos preocupamos de probar unicidad de la solucién fuerte del problema
(1.16).

Teorema 1.11. Sean z,y € D(A). Siu es solucion fuerte del problema (1.16) entonces

u(t) = R(t)y + R'(t)z — nAR(t)z, t€[0,T). (1.19)
Demostracion. Sea u una solucién fuerte del problema (1.16). Sabemos que existe una
sucesion (up)nen € CH[0, T, [D(A)]) N C3([0,T], X) que satisface (1.17).

Definimos para cada n € N, 2, = un(0), yn = u,,(0). Del teorema anterior se sigue que
Un(t) = R(t)yn + R'(t)zn — nAR(t)z,, te€[0,T).

Tomando limite cuando n — o¢ en la igualdad anterior, usando el hecho que A es cerrado
y la Proposicién 1.5 partes 2 y 5 obtenemos (1.19). ]

A continuacién veremos algunos resultados acerca de la existencia de la solucién estricta
v fuerte del problema (1.16).

Teorema 1.12. Sean z,y € D(A) y (BAz +nAy) € D(A). Entonces
u(t) = R(t)y + R'(t)xr — nAR(t)z, t€ [0,00),
es la dnica solucidn estricta del problema homogéneo (1.16).

Demostracién. Puesto que x € D(A) e y € D(A), de las propiedades de R y R’ se
tiene que u € C((0,0),[D(A)]). Més atin, de la Proposicién 1.5 partes 3, 9 y 12 se sigue
que lirga+ u(t) = x. Afirmamos que u € C([0,0),[D(A)]). En efecto, notemos que

t—H

Au(t) — Az = AR(t)y+ AR'(t)x — nAR(t) Az — Ax
= AR(t)y + R'(t)Ar — R'(t)3 Ay + R'(t) Ay

- nAR(t)Ar — Ax.

Y

f

Aplicamos la Proposicién 1.5 parte 8, a (= Ay) y reemplazamos en la igualdad anterior
obteniendo

Au(t) — Az = AR(t)y+ %R’(t)[,{i‘/-l:c +nAy] — %"AR(t)[ﬂAx + nAy|

—4[BAz + nAy).

Por las igualdades (1.6),(1.8), (1.11) y (1.14) se tiene que tlir(l)’l+ Au(t) = Az, de esta manera
—
u € C([0, o), [D(A))).
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Como '(t) = R'(t)y + R"(t)x — nAR'(t)x, parat > 0, de la igualdad (1.13) se sigue que

' (t) = R{t)y + BAR(t)x + (k x AR)({)z. (1.20)
Como A es un operador cerrado y = € D(A), es claro que (k+AR)(- )z € C((0, 00), [D(A)]).
De las propiedades de R y R’ se tiene que SAR()z € C{(0,00),[D(A)]) vy R(-)y €

C((0,00),[D(A)]). Por lo tanto u € C((0,00),[D(A)]). De la Proposicién 1.5 partes 9,
12 v 4 se sigue que lim+ () =y.
t—0

Afirmamos que u € C1([0, 00), [D(A4)]). En efecto, dado que A/ (t) = AR'(t)y+BAR(t) Az+

(k + AR(t))Az, de la Proposicién 1.5 partes 10 y 12, se sigue que lim+ Au'(t) = Ay, de
t—0

donde u € C([0,00), [D(A))).

Finalmente, probaremos que u € C?([0,00), X) y que satisface el problema (1.16). Es
facil ver que para t > 0, u”(t) = R"(t)y + BAR!(t)z + (k + AR')(t)x, usando (1.13) en la
identidad anterior tenemos que

W) = R()(nAy+ BAz) + BAR(y + (k * AR)()z + (k% AR)(D)z
= R(t)(nAy + fAz) + BAR(t)y + (k= AR)(t)x + (k* AR")(t)x
+ nBAR(t)Ax + n(k* AR)(t)Az — nBAR(t) Az — n(k » AR)(t) Ax.
A partir de (1.20), se tiene que
W' (1) = n A () + BAu(t) + fo “k(t - 5)Au(s)ds,

y que u € C?([0,00), X). La unicidad se obtiene del Teorema 1.10. n

Teorema 1.13. Sean x,y € D(A). Entonces la funcién
u(t) = R(t)y + R'(t)r — nAR(t)x, parat € [0,T)],

es la dnica solucidn fuerte del problema (1.16).

Demostracién. Debido a las condiciones (1.2) y (1.3) sabemos para x e y en D({A),
existen sucesiones {2y )nen € D(A?), (yn)nen C D(A?) tales que ||zn—z|| = 0, ||lyn—y|| —
0 cuando n — oc. Como Az, + nAy, € D(A), del teorema anterior, para cada n € N,
tenemos que

tn(t) = R(t)yn, + R (t)xn — nAR)zy, t€[0,T],
es solucién estricta del problema (1.16). Ademds, de la Proposicién 1.5 partes 2 y 7, se
tiene que

[lun(t) — w(@)]] < ([R(E)(yn — W) + | B () (2n — @)} + 7]

AR(t)(wr, — )|
< IR (yn — I + IR O [(zn — )| + 0| AR (2, — x)]|

£ M4Te?“07'||(y” —y)ll + AJSETOTH('TH — )| + 7?M4€"°TH(I'H - z)||,
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de lo anterior, se obtiene que lim sup ||u,(t)—u(t)|| = 0. Para cada t € [0, T], definimos
nN—oo le [U.T]

w(t) = R'(t)y + BAR(t)z + (k * AR)(t)z.
Sabemos que u,(t) = R'(t)y, + BAR(t)xy, + (k * AR)(t)z, . Usando (1.8) obtenemos

[Jun(t) —w(®)|| < ﬂ'ﬁ’»TﬁmT]l(yn -yl + ﬁﬂirtl‘-"TOTH(xn — )|

T
& MyeroT ]U Ik (s)\dsl|(@n — 2)]]-

Por lo tanto lim sup ||up(t) — w(t)|| = 0. Asi u es diferenciable en [0,7] y v/ = w. De
n—o0 tE[D.T]

lo anterior, se sigue que u € C([0,T], X). La unicidad se obtiene del Teorema 1.11. ]
1.4 Regularidad de la solucién del problema homogéneo.

Con el objetivo de estudiar Holder regularidad de la solucién estricta del problema (1.16)
en [0,7], con T > 0, se introduce el siguiente espacio intermedio entre D(A) y X

Da(a,00) = {z € X : [z]a = sup ||A* (MM — A) 'z — z)|| < o0} (1.21)
AESg,
para a € (0,1). Con la norma ||z||p,(a.xc) = l|2]| + [Z]a, €l conjunto D4(a,00) es un

espacio de Banach. Para mas informacién de este espacio intermedio ver [24].

A continnacién se presenta un resultado acerca de la a-Holder regularidad de la solucién
estricta del problema (1.16) en [0,7T] que serd de utilidad para estudiar regularidad de
solucién de la ecuacién no homogénea.

Teorema 1.14. Sea 1 < p < co. Supongamos que k € Lfoc(O, o0). Sean z,y € D(A) con
(nAy + BAx) € Da(a, o),

donde o = 1— 1—1), entonces para T > 0, la solucion esiricta u del problema (1.16) pertenece
a C'2([0, T, [D(A)]) N C22([0,T], X), y u"(t) € Da(a,0) para cada t € [0,T].
Demostracién. Puesto que z,y € D(A) v D(A) € Da(a,0c) € D(A), del Teorema
1.12 se sigue que u(t) = R(t)y+ R'(t)z—nAR(t)z es lainica solucién estricta del problema
(1.16). Para cada t € [0, 7] definimos la funcién v como v(t) = u/(t). Por lo tanto, v es la
solucion estricta del problema de primer orden

v'(t) =nAv(t) +g(t) . t€[0,T],
(1.22)
'U(O) =Y,
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donde ¢(t) = BAu(t) + /Itk(t - 5) Au(s) ds.
S0

1
Sean 1 <p< ooy a=1-~. Afirmamos que g € C*([0,T], X). En efecto, probaremos
n

primero que la funcién w definida por
t
w(t) :/ k(s)Au(t — s)ds, &€ [0,7],
0

es a-Hélder continua en [0, 7]. Notemos que u € C'([0, 7Y, [D({A)]) N C*([0, T], X), por lo
tanto existe A/ > 0 tal que

| Au(®)|| < M, t € [0, T]. (1.23)

Sea h > 0. Estimando la diferencia w(t + h) — w(t), tenemos que

t

w(t+h) —w(l) = /ﬂtHl k(s)Au(t +h — s)ds — ]{; k(s)Au(t — s)ds

t t
—6—/ k(s)Au(t + h — s)ds — / E(s)Au(t +h — 5)ds
0 Jo

t

t+h
= f k(s)Au(t + h — s)ds + / E(s)[Au(t + h — s — Au(t — 5))]ds.
¢ Jo

. s

)’1 IZ

Estimemos I;. Utilizando (1.23) v la desigualdad de Holder obtenemos

t+h

t+h
| < M] |k(s)]ds < M(/ \k(s){pdsﬁh“ < M||k||,h".
i 2

Ahora estimamos Io. Para eso, notemos que a partir de (1.23) v de la Proposicién 1.5
partes 7,2 y 4 se puede obtener respectivamente

[[Au(t + h) — Au(t)|| < 2M, t,t+h € [0,T], (1.24)

lAu(t + h) — Au(t)]| < C%, t,t+he(0,T). (1.25)
De (1.24) y (1.25) se sigue que:
[|Au(t + h) — Au(t)|| < Cip(t,h), t,t+h € [0,T], (1.26)
donde € > max (C,2M). A partir de (1.26) y la desigualdad de Holder obtenemos
i
1Bl < / (8[| Aut + b — 5) — Au(t — 5)||ds
Jo
(1.27)
t 1 i 1 t 1
< Ci([ kP a5, mds) = ikl [ e s yrasy
Jo 0 Jo
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donde ¢ es el conjugado de p y por lo tanto g > 1. Pero

t t 0o
f p(t — s, h)lds = / (T, h)ddr < / w(7, h)4dT.
0 0 0

Ademads, tenemos que

00 h o0
./0 wlr, h)dr = /u(’r,h)qd’r—b—f} p(r, h)4dr

0

h b
= lim (T, h)adr + lim/ (T, h)9dr
e—0t+ . b—oo h
h
= h+ = ph.
qg—1

1
Por lo tanto ||I5|| < Cyha, donde 1 = a. Hemos probado que w es localmente a-Hdélder
continua en [0,T7], como [0, T] es compacto entonces w es a-Holder continua en [0, 7.

Ahora probaremos que el término SAu(t) es Lipschitz continuo en [0, T]. En efecto, puesto
que u € C'([0,T],[D(A)]) existe una constante C3 > 0 tal que ||Au'(t)|| < C3 para
t € [0,T]. De aqui se sigue que SAu() es localmente Lipschitz continua en [0, 7], como
0,7 es compacto se tiene que JAu(-) es Lipschitz continua en [0, T].

Por lo tanto g es a-Holder continua en [0,T]. Ademds, y € D(A) y nAv(0) + g(0) =
nAy+ Az € Da(a, 00). Debido a [24, Teorema 4.5] se tiene que v € C*([0, T, [D(A)]) N
CN[0,T],X) y v'(t) € Da(e,20). De aqui, se sigue que u € che([o, 7], [D(A)]) N
C22([0,T],X), y u”(t) € Da(a,00) parate[0,T], T > 0. [

Observacion 1.15. Notemos que si z,y € D(A) y la solucidn estricta del problema (1.16)
pertenece a CL*([0,T], [D(A)]) N C?2([0,T], X) entonces necesariamente (nAy + fAz) €
Da(ar,00). En efecto, en este caso, tenemos que v = u' es la solucidn estricta del problema
(1.34), y por lo tanto nAy + SAz = nAv(0) + g(0) € Da(a,o0), ver [24].

Proposicion 1.16. Sea a € (0,1). Sixz € Dala, ) entonces las funciones R'(\)z,
AR(-)z son a-Hélder continuas en [0,T], T > 0.

Demostracion. Ver 22, Proposicion 2.6]. B

En relacion a la regularidad de la solucién fuerte del problema (1.16) tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 1.17. Sea 1 < p < co. Supongamos que k € L} (0,00). Sean z,y € Da(a, o)

loc
con o = lm% entonces la solucion fuerte w del problema (1.16) pertenece a C*2([0, T, X).

Demostracién. Como Da(a,00) € D(A) la inica solucién fuerte del problema (1.16)
es
u(t) = R(t)y + R (t)z —nAR(t)z, t < [0,T).
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Derivando la igualdad anterior y usando la Proposicién 1.5 parte 11, se tiene que
u'(t) = R'(t)y + BAR(t)z + k= AR(t)z, t€[0,T)].

Sabemos que x,y € Da(a, o), por lo tanto de la Proposicién 1.16 se sigue que R'(‘)y v

BAR(-)z son funciones o-Holder continuas en [0,7]. Como k & Lfoc(ﬂ, o0), se obtiene que

(k * AR)(-)z es a-Holder continua en [0, T]. Asf, concluimos que u € C1*([0,T], X). =

1.5 La ecuacién no homogénea.

En esta seccién expondremos algunos resultados acerca de la existencia, unicidad y reg-
nlaridad de solucién de la ecnacién no-homogénea (1.1) en el intervalo [0, T]. Para esto,
verenos previamente algunos resultados de regularidad del término

(R 1)) = [ “R(t - 5)f(s)ds,

donde R es el operador resolvente definido en la seccion 1.2 y f : [0,7] — X es una
funcién dada. En estos resultados, se advierte que al imponer ciertas condiciones en f se
obtiene o-Holder regularidad para R x f en [0, T, distinguiendo los casos en que f(0) =0

y f(0) #0.

1.5.1 Regularidad dél término R« f

El objetivo de estd subseccién es mostrar resultados de regularidad del término R = f en
los casos en que f(0) =0y f(0)#0.

Teorema 1.18. Si « € (0,1) y f € C*[0,T].X) con f(0) = 0 entonces R* f €
1[0, T, [D(A)])) N C*2([0,T), X) y satisface

(R+ f)'(t) = jo RI(t - 5)(f(s) — f(t))ds + R()f(¢), te<[0,T]

Demostracion. Ver 22, Teorema 3.2]. m

Para el caso f{0) # 0 se tienen los siguientes resultados.

Teorema 1.19. Sea o € (0,1) y [ € C*([0,T], X) con f(0) € D(A), f(0) # 0, entonces
la funcién Rx f € CH([0,T],[D(A)]) N C%([0,T), X) y satisface

(R f)'(t) = fﬂt R(t = s)(f(s) — f(t))ds + R'(t)(f(t) — f(0)) + R'(1)f(0), t€[0,T].

Ademds, R+ f € CY%([e,T], [D(A)]) N C%=([e, T], X) para cada € € (0,T).
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Demostracion. Para cada t € [0,7] sea g(t) = f(t) — f(0). Como f € C*([0,T], X) se
tiene que g € C*([0,7], X). Ademas g(0) = 0. Por el teorema anterior se tiene que

t
R+ ') = [ Rt -9)(e(s) — o®)ds + Rgr), 1€ 0,T)

donde R x g € CH2([0,T], [D(A)]) N C%([0,T], X). Como f(0) € D(A) de la Proposicién
1.5 partes 1, 9y 12, se sigue que la funcién { — jot R(s) f(0)ds pertenece a C1([0,T7], [D(A)])N
C%([0,T], X) y es analitica en [¢, 00) para cada ¢ > 0. Notemos que

(B+ F)(t) = (R*g)(tH/D'R(s)f(O)ds, te[0,7].

Por lo tanto R * f € C*{([0,T],[D(A)]) N C¥([0,T),X) y R f € CL(le,T),[D(A)]) N
C%%([e, T], X) para cada e € (0, T]. Més atin

(Rxf)'(t) = (Rx*g)"(t) + R(t)f(0)

t
= fo R'(t - 5)(g(s) - g(t))ds + R'(©)g(t) + R ($)£(0)

ot
= /ﬂ RI(t - s)(f(s) — fF(1))ds + R ()(F(¢) — F(0)) + R () £(0), t€ [0,T).

Teorema 1.20. Sea o € (0,1) y f € C*([0,T].X) con f(0) € Da(a, o), f(0) # 0,
entonces la funcidn R+ f pertenece a C*([0,T], [D(4)]) n C22([0, T}, X).

Demostracion. Definimos g(t) = f{¢) — f(0), para cada t € [0,7]. Del Teorema
118 se sigue que R* g € CH([0,T],[D(A4)]) N C%2([0,7],X). Puesto que f(0) €
Dsl(a, c0), de la Proposicién 1.16 se sigue que la funcién ¢ — fﬂ’ R(s)f(0)ds pertenece
a C-2([0,T],[D(A)]) N C**([0,T], X). Como

(R D) = (Rr6)0)+ [ R)O)ds, te0.T],

se tiene que R+ f € CL2([0,T],[D(A)]) N C%2([0,T], X).
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1.5.2 Existencia, unicidad y regularidad de solucién de la ecuacién no
homogénea.

Consideremos la ecuacién no homogénea (1.1)

u”(t) = nAd'(t) + BAu(t) + /rk(t —s)Au(s)ds + f(t), tc|0,7T],

o (1.28)
u(0) = =z,
w'(0) =y,

donde n, 3, k y A satisfacen las hipétesis establecidas en la seccién 1.2 y f : 0,7 - X
es una funcién dada.

Las siguientes definiciones de solucién son las analogas a las definiciones 1.7 v 1.8 en el
caso no homogéneo.

Definicién 1.21. Diremos que la funcién u : [0,T] — X es una solucidn estricta de la
ecuacion (1.28) siw e C'([0,T],[D(A)]) NC*([0,T], X) y satisface la ecuacién (1.28).

Definicién 1.22. Diremos que la funcion w : [0,T] — X es una solucidn fuerte de
la ecuacidn (1.28) siuw € CY[0,T],X) y existe una sucesion u, € C1([0,T], [D(A)]) N
C2([0, T, X) tal que satisface:

: — 0 o T \ Ty
nlglgcunﬁu en C°([0,T], X),u(0) = z,u'(0) = v,

(1.29)
lim u; — nAu;, — BAun — k* Au, = f en C([0,T], X).

n—00

El principal objetivo de esta seccién es mostrar resultados de existencia, unicidad y reg-
ularidad de la solucién de la ecuacién (1.28). Probaremos primero unicidad de solucién
estricta y fuerte de la ecuacién (1.28).

Teorema 1.23. Supongamos que f € C([0,T],X), z,y € D(A) y u es solucidn estricta
de la ecuacidn (1.28) entonces

u(t) = R(t)y+ R'(t)r — nAR(t)xz + (R = f)(t), t € [0,T). (1.30)

Demostracion. Como u es una solucién estricta de la ecuacién (1.28) tenemos u €
CY{[0, 7], [D(A)]) N C*{[0,T), X) y satisface la ecuacién (1.28). Asf, para cada > 0 la
fumeidn g : [0,¢] — X dada por g(s) = R(t—s)u(s) es dos veces continuamente diferenciable
v ademas

g"(s) = R'(t — s)u(s) - 2R/t — s)u'(s) + R(t — s)u”(s).
De (1.13),(1.10) y problema {1.28) se sigue que
R"(t — s)u(s) — 2R/(t — s)u'(8) + R(t — s)u"(s)
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=nAR(t — s)u(s) + BAR(t — s)u(s) + (k= AR)(t — s)uls)
~2u/(s) - 2nAR(t — s)u'(s) — 28(1 * AR)(t — s)u/(s)
—2(1*k+ AR)(t — 5)u/(s) + nAR(t — s)u'(s)
+BAR(t — s)u(s) + R{t — s)(k * Au)(s) + R(t — s) f(s).
Integrando la igualdad anterior desde 0 hasta ¢, con respecto a s, tenemos que:
~u(t) + R(t)x —~ R(t)y = n(AR'+u)(t) + SAR *w)(2)
+ ((k* AR) * u)(t) — 2u{t) + 2z
— 2nARxu'(t) — 28((1+ AR) = u/)(¢)
— 2((1xkx AR) = u')(t) +n(AR + v')(1)
+ BARxul(t) + (R (k* Au))(t) + (R * f)(1).
Sustituyendo (i),(ii) y (iii) de la Proposicién 1.9 en la identidad anterior se obtiene
u(t) = R(t)y — R'(t)z+ nAR(t)x + 28(1 x AR)(t)z
F2(1 xk+ AR)(t)x + 2z + (R = f)(1),
{inalmente, utilizando la Proposicién 1.5 parte 8, se sigue que
u(t) = R(t)y + R'(t)x — nAR(t)z + (R* f)(t), t € [0,7].

Teorema 1.24. Supongamos que [ € C([0,T], X), x,y € D(A) y u es solucién fuerte de
la ecuacion (1.28) enlonces

u(t) = R(t)y + R'(t)z — nAR(t)x + (R = £)(t), t € [0,T). (1.31)

Demostracion. Sea u una solucién fuerte de la ecuacién (1.28). Sabemos que existe
una sucesion (up)nen en C*([0, 7], [D(A)]) N C2%([0,T], X) tal que satisface (1.29). Para
cada n € N, definamos z, = un(0), y,, = u,,(0). Del teorema anterior se sigue que

un(t) = R(t)yn + R (1)2s, — nAR()zy + (R* f)(1), te€ [0,7].

Tomando limite cuando n — oo en la igualdad anterior, usando que A es un operador
lineal cerrado y la Proposicién 1.5 partes 2 y 5, obtenemos la expresién (1.31).
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Ahora, nos preocuparemos de establecer condiciones bajo los cuales existe una Wdnica
solucién estricta de la ecnacidn (1.28).

Teorema 1.25. Sea a € (0,1). Sean f € C*([0,T], X) y =,y € D(A) tal que

nAy + Az + f(0) € D(A).

Entonces v dada por la férmulae (1.81) es la unica solucidn estricta de la ecuacidn no
homogéna (1.28) y pertenece a C*([e, T], D(A)) N C%%([¢,T], X) para cada € € (0,T).

Demostracion. Consideremos los problemas

w”(t) = nAw'(2) + SAw(t) + (k * Aw)(t) + f{t) — f(0)

w(0) =0 (1.32)
w'(0) =0

}T
2't) = nAZ(t) + BAz(1) + (k + Az){t) + f(0)
z(0) =« (1.33)
Z0)=y

Del Teorema. 1.19 se sigue que la funcién w dada por w(t) = j(; Rt —s)(f(s) — f(0))ds
es la tinica solucién estricta del problema (1.32). Ademds w € CL%([0,T],[D(4)]) N
c%2([0, T, X).

Consideremos la funcién z dada por z = R(t)y + R'(t)z — nAR(t)z + jﬂt R(s)f(0)ds.
Procediendo de manera similar a la demostracidn del Teorema 1.12 se prueba que z es
la dnica solucidn estricta del problema (1.33). Asf, se tiene que u dada por la expresién

(1.31) es la vinica solucién estricta de la ecuacién no homogénea (1.28) y pertenece a
CLe([e, T), D(A)) N C?%([¢, T], X) para cada € € (0,7T]. o

Teorema 1.26. Sea 1 < p < oo. Supongamos k € LI (0,00) y que @ = 1 —
f e Cx[0,T],X), z,y € D(A) con

Si

3 f

nAy + pAz + f(0) € Da(a, o0)

entonces unica solucion estricta w de la ecuaeidn no-homogénea (1.28) dada por (1.31)
pertenece a CH*([0,T],[D(A)]) NC%%([0,T], X) y u"(¢) € Da(ev, 00), para cada t € [0,7T].
Demostracion. Puesto que z,y € D(A) v D(A) € Dala,o0) C D(A), del Teorema
1.12 se sigue que para t € [0, 7] la expresién u{t) = R(t)y + B (t)x — nAR(t)z + (R* f)(t)
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es la tinica solucién estricta de la ecuacién (1.28). Para cada ¢ € [0, 7' definimos la funcidn
v por v(t) = /(). Por lo tanto, v ¢s solucién estricta del problema de primer orden

V(1) = nAu(t) + h(t), €[0T
(1.34)
v(0) =y,

t
donde h(t) = SAu(t) + f k(t — s)Au(s)ds + f(t). En la demostracién del Teorema
0

¢
1.14 se obtuvo que la funcién dada por g(t) = BAu(t) + k(t — s)Au(s)ds pertenece

0
a C*([0,77]. X). Como f pertenece a C*([0,T], X) entonces h € C*([0,7],X). Ademds,
para y € D(A) se tiene nAv(0) + g(0) = nAy + BAz + f(0) € Da(o, o0).

Usando [24, Teorema 4.5], obtenemos que v € C*([0, 7], [D(A)]) N C*H[0,T],X) v que
v'(t) € Da(a,00). Se concluye que u € Ce([0,T], [D(A)]) N C%2([0,T], X), y también
que u”(t) € D4(a,00) paracadat e [0,T], T > 0. u

Observacién 1.27. Notemos que lo condicidn nAy + SAz + f(0) € Da(wv,20) permite
mejorar en elgun sentide la reqularidad de la solucidn estricta, vale decir, gracias a la

condicién anterior se concluye que la solucidn estricta u de la ecuacidn (1.28) pertenece
a C*([0,T], D(A)) N C>*([0, T], X).

Veamos ahora un par de resultados que reflejan la misma idea anterior, esta vez con
respecto a la solucién fuerte de la ecnacién no-homogénea (1.28).

Teorema 1.28. Secaa € (0,1). Si f € C{[0,T),X) y z,y € D{A), entonces u dada por la
formula (1.51) es la tinica solucion fuerte de la ecuacidn no homogéna (1.28) y pertenece
a C+%([e, T}, X), para cada € € (0, 7.

Demostracion. Ver 22, Teorema 4.3]. u

Teorema 1.29. Sea I < p < oo, Supongamos k € Lfoc([),oo) yoque @ = 1 — % Si
f e C0,T].X), ,y € Dala,00) entonces la tinica solucidn fuerte u de la ecuacidn

no-homogénea (1.28) duda por la férmula (1.31) pertenece o che([o, 7], X).

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.17 y de [22, Teorema 3.1 ]. |



Capitulo 2

Resultados de Regularidad
Maximal de una Ecuacidén de

Segundo Orden con Retardo

2.1 Introduccién.

En este capitulo expondremos algunos resultados de existencia, unicidad y regularidad de
solucién de la ecuacién diferencial de segundo orden con retardo

u''(t) + Bu/(t) + Au(t) = Gu, + Fu; + f(t), te€R. (2.1)

Aqui, X es un espacio de Banach, A : D(A) C X — X vy B : D(B) C X - X son
operadores lineales cerrados, G, F : C([-r,0], X) — X son operadores lineales acotados,
ug, uy ¢ [~7,0] — X son definidas por w(-) = u(t + ), ui(-) = w'(t + ) v la funcién dato
fe xR, X).

Como anticipamos en la introduccién utilizaremos la técnica de multiplicadores de Fourier
para obtener nuestros resultados. Supondremos que X es un espacio B-convexo y que A

no genera necesariamente un Cy-semigrupo. Esta ccuacion es estudiada por Poblete en
[21].

En la seccién 2.2, veremos resultados de Multiplicadores de Fourier para funciones Hélder
continuas, los que son centrales para nuestro objetive. En la seccién 2.3 se define buen
planteamiento de la ecuacion (2.1) y daremos una caracterizacién de existencia y unicidad.
En lo que sigue introduciremos algunas notaciones preliminares.

Sean X, Y espacios de Banach, a € (0,1), el conjunto

C*R,X)={f:R— X : f(0) = 0,|||a < oo}

22
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es un espacio de Banach con la norma

”f” e sup “u(f) - “’(5)“
t#s, tscR |t — s[|*

< 400
Definimos a C*(R, X') como

CHR, X) ={f R = X : || flla < +oo},

oo = [[flla + 117 (O)]].

Denotamos por C*t1(R. X) al espacio de Banach que consiste en todas las funciones
u e CHR, X) tal que v’ € C*(R, X) dotado de la norma

este conjunto es un espacio de Banach con la norma || f

H"U.H(ja+l = HUIHC‘* + HU(O)”

de similar forma, definimos C***(R, X) como el conjunto formado por las funciones u €
C%(R, X) talque u” € C considerando la norma

lullgwrz = [lu”|lca + ||/ (0)]] + [[u(0)]]
es espacio de Banach.

Observacién 2.1. Podemos representar también a C"“(R,X) como el espacio de Banach
cociente C*(R, X) = {[f] : f € C%*(R, X)} donde

[f] ={9eC*R,X):f-g= constante},
considerando la norma inducida.

Sea F f la transformada de Fourier de f, es decir
Py f =it £ (1) d,
R

para s € Ry f € L}(R, X). Denotamos por f (A) a la transformada de Carleman de f,
esto es

fme’A*f(t)di, Re(\) >0,

0

f(/\): 0
/ e f(~t)dt, Re(A\) <0,

-0

donde f € Lllo (R, X} es una funcién de decrecimiento subexponencial, es decir

+0o
/ el““l| £()||dt < +o00 para cada € > 0.

o =00
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2.2 C‘“-Multiplicadores de Fourier

Sea 2 C R un conjunto abieto. Denotamos por C2°(£2) al espacio de todas las funciones
infinitamente diferenciables con soporte compacto en 2.

El siguiente lema es una herramienta importante para nuestros objetivos.

Lema 2.2. Sea f € C*(R, X), entonces
[ 16)Fe)sds =0
para todo ¢ € CZ°(R\{0}) si y sdlo si [ es constante.
Demostracion. Se sigue de [1, Teorema 4.8.1, Teorema 4.8.2]. ]

Definicién 2.3. Sea M : R\{0} — L(X.Y) continua. Diremos que M es un .
Multiplicador si existe una funcidn L : C*(R, X) — C*(R,Y) tal que:

LNEEN s = [ (Fom)(s)i(s)as, (22)
Jr R
para toda f € C*(R,X) y ¢ € CP(R\{0}).
Observacién 2.4. Note que F(¢M)(s) = / e (O M(t)dt € L{X,Y) para cada s € R.
R

Observacién 2.5. El operador L estd bien definido. En efecto, sean fi, fa € C“(R,X).
Si f1 = fa, de 2.2 tenemos:

[ Fo s / (FoM)(s) fu(s)ds
JR i3

[l

[R (FoM)(s) fals)ds

— [ @E)E@FEN )
R
Del Lema 2.2 obtenemos que Lfi — L fa = constante, de aqui se sigue que Lf; = Lfa. Por
lo tanto L estd bien definida.

Definicién 2.6. Diremos que un espacio de Banach X es de tipo p-Fourier, con1 < p < 2,
si la transformada de Fourier define un operador lineal acotado de IP(R, X) en L4(R, X),
donde q es el indice conjugado de p.

Definicién 2.7. Diremos que un espacio de Banach X es B-convezo si es de tipo p-Fourier
para algin p > 1.
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El siguente resultado de multiplicadores de Fourier es fundamental para obtener resultados
de existencia, unicidad y regularidad de solucién de la ecuacién (2.1) y su demostracién
se encuentra en [4].

Teorema 2.8. Sean X un espacio B-convero e Y un espacio de Banach. Supongamos

que M € CHR\{0}, £(X,Y)). Si

sup || M (t)|| + sup [[tM'(t)]] < o (2.3)
t£0 120

entonces M es un C*-multiplicador.

2.3 Existencia, Unicidad y Regularidad Maximal

En lo que sigue, supondremos que A y B son operadores lineales cerrados con D(A) N
D(B) # {0}. Al dominio de A + B lo denotamos como [D(A) N D(B)]. Con la norma
|zl ipcaynpsy = |2l + || Az|| +||Bz|| v considerando que A y B son cerrados se tiene que
[D(A) N D(B)] es un espacio de Banach.

Definicién 2.9. Diremos que el par (A, B) es coercive si, para todo t > 0, se tiene que
A+1tB, con dominio [D(A) N D(B)], es cerrado y existe una constante M > 0 talgue

[|Az|| + t||Bz|| < M||Ax + tBz||.

Para la ecuacién (2.1) definimos el concepto de buen planteamiento o regularidad maximal.

Definicién 2.10. Diremos que la ecuacion (2.1) es C*-bien planteada si para cada [ €
C*(R, X) existe una tnica funcidn u € C*(R, [D(A)]) N C*T(R, [D(B)]) N C*2(R, X)
que satisface la ecuacidn (2.1) casi en todas partes.

Definicién 2.11. Sea e,(t) := ¢ para A € R. Definimos los operadores {F\},{Gy} C
L(X) como Faaz = F(eyx), Gar = G(exs) para todo A\ER yz € X.

Lema 2.12. Sea t € R. Sean Fi, G; definidos como arviba. Entonces para cada t € X se
tiene gue
Fiz = F(eix), Gix = G(ejz),

14

donde ¢,(s) = ise*™ con s € [-1,0].

Demostracidn. Sea x € X. Puesto que

1 + 1 . i& - ist
15 (Gernz = Goz) = Glet)|| < NIGI| sup | (0 — ) — ise®™ ||z,
4 s€[—r,0] I

cuando h — 0 tenemos que Gz = G(ejz). Andlogo se obtiene F/x = F(e}x). =
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Definicién 2.13. El resolvente real de la ecuacion (2.1) se define como

p(A) = {s € R: —s%I +isB — isGs — F. + A € L([D(A) N D(B)], X) es invertible}

El siguiente teorema es el principal resultado de este capitulo.
Teorema 2.14. Supongamos que X es B-convezo y que (A,mnB) es coercivo para cada
n € R. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) La ecuacion (2.1) es C*-bien planteada.
(i) p(A) =R, sup|ln?(—n*I+inB —inG,— F,+ A)7 Y| <0 y
neR

sup ||Bn(—n*I +inB — inG, — F, + A)7'|| < .
neR

Demostracion. (i) = (ii). Sea n € R. Afirmamos que —n°I + inB — inG,, — F,, + A es
inyectivo. En efecto, sea z € D(A) € D(B) y u(t) = '™ z. Tenemos que

F(u) =" Fpx, G(up) = inGyz.
Si (—n*I +inB —inG, — Fy 4 A)x = 0 entonces u es la solucién de la ecuacidén (2.1) para
f =0, de la unicidad se obtiene que u = 0 y por lo tanto z = 0.

El operador —7*I + inB — inG,, — F, + A es sobreyectivo. En efecto, sea el operador
acotado L : C*(R, X) — C**%(R, X) definido por L(f) = u, donde u es la vinica solucién
de la ecuacién (2.1) para f dada. Sea y € X.

Consideremos la funcién f definida por f(t) = ey y su imagen L(f) = u. Sea s € R
fijo. Las funciones definidas en t, u(t + s), ¢ u(t) satisfacen la ecuacién (2.1) para
g{t) = "™ f(t), por lo tanto, de la unicidad se tiene

u(t + s) = e u(t),

para cada s,t € R. En particular para t = 0 se tiene u(s) = e u(0). Sea = = u(0), es
claro que xz € D(A) N D(B) y ademis

—n?u(t) + inBu(l) + Au(t) = ine " Guz + €M Fyz + ey,

Si t = 0 entonces (—n°I +inB — inG, — F, + A)z = y. Por lo tanto (—n*I +inB — inG, —
F, + A) es biyectivo.

Sabemos que (inB+ A) es cerrado, por lo que (= +inB —inG,, — F,+ A)~! es acotado.
Como ||ez||o = K.|7%|||z]|, se tiene que para cada ¢ > 0

. s _ 1
sup [|n*(—n*I + inB — inGyp — Fy + A) || < ||L|| sup (1 + )
n|>e |nl>e a7l

por continuidad se tiene que
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sup || (— 2I+W]B—?I]G Fy+ A7 < 0.
ncR

Sea M(n) = (-n*+ B+ A — inG, — F,)~', n € R. De la identidad M) (- +inB +
A —inG,M(n) + F,M(n) = I, se tiene

(inB+ A)M(n) =T +n*M(n) + inGnM(n)+ F,M(n).
Puesto que F' y G son acotados, concluimos que

sup ||(inB + A)M(n)|| < oo.
neR

Ademds, el par (A, inB) es coercivo, por lo tanto, existe una constante K > 0 tal que

InBM ()| + |AM (n)]| < K||(inB + A)M (n)z,

para todo r € X. Esto concluye la prueba de (i) = (ii).
(i) = (i). Para cada t € R definimos M(t) = —(C(t) — A)~!, donde
C(t) =t*T — itB + itGy + Fy, t € R. (2.4)

Sea x € [D{B)], tal que |#l|p(sy = 1. Fijemos ¢t € R y € > 0 dado. Del Lema 2.12 existe
§ > 0 tal que ||W(t, h)|| < g para |h| < 4, donde

1
Wit,h) = E[ﬁ(f + h)Giynx + Foypx — itGir — Fyx) — [iGyx + itGyz + Flz].
Notemos que

H%(C(t + h)z — C(t)) — (2t — iBz + iGz + itCa + Flx)]|

< It B2 = ) = 2l + (@4 B) ~ 1) — 1]1Ba] + [Wee, )

< slall +511Bell + = < Hllzllpy + 5 <«

l\.alm

1 : . 5
Por lo tanto E‘E(C(t + k) — C(t)) — (2t —iB +iG; + itG, + F})|| < ¢, para |h| < 4. De
aqui tenemos que
C'(t)=2t] —iB +iGy +itGL + F!, t e R. (2.5)

De lo anterior y de la definicién de G} y F} concluimos que

C € CY(R, L([D(B)], X)).



Regularidad Maximal para una Ecuacién diferencial con Retardo 28

Afirmamos que M € C(R, L{X)). En efecto, observemos que M es continua en t = 0
como funcién de R en £{X). Por otra parte, sit € R, ¢ # 0 y z € X, tenemos que:

MG+ B)— M@l < 1— MG+ W — G+ )M (D]
< Kmu(cm —C(t+ R M (D).

De esto y del hecho que C € CY(R, £([D(B)], X)) podemos concluir que M € C(R, £(X)).
Mais atn, sabemos que
sup || M(t)]¢x) < oo,
>

puesto que M € C(R, £{X)), podemos concluir que

sup || M (t)|]zx) < oo. (2.6)
LER
Afirmamos que M € C'(R, L(X)). En efecto, notemos que para cada = € X
' 1
%(M’(t +h)— M(t))z=-M(t+h) i (Ct) — C{t + h)M(t)z.
L b

Tomando limite cuando A — 0, de la continuidad de M como funcidn de R — £(X) se

sigue que M'(t) = —M(t)C"'(t)M(t), de donde podemos concluir que M € C'(R, £(X)).

Afirmamos que M € CHR, £(X,[D(A)])). En efecto, notemos que para cada z € X
|AM ()] < [ M ()| + ICO)M ()| + |Gt M )zl + | FM (@)xl| + ||2]].

De la desigualdad anterior y del hecho que M ¢ C*(R,£(X)) podemos concluir que
M e CY(R, L(X, [D(A)])).

El operador M es un C*-multiplicador. En efecto, para z € X

M ()| < |22 M) M (t)z|] + || ME)C )M (t)z|| + [|tM ()G M (t)z]|
(2.7)
+ ||EM@GM(t)z|| + ||tM () E M (t)z]|
|AtM(t)z]| = [[AM@)C ($)tM(t)a]] = [[(CEHM (L) — T ()M (t)z]| .
2.8

< |CEMEC OMB)]| + [|C' M)z ]|

Como Gy, Gy y F{ son uniformemente acotados respecto a ¢ € R, concluimos desde las
hipdtesis ¥ de la desigualdad (2.7) que sup ||[tM'(¢)|] < oo.
teR

Reemplazando C(t) y C’(t) por (2.4) v (2.5), respectivamente, en la desigualdad (2.8) y
usando la hipétesis (i1), obtenemos que sup || AtM’(t)|| < oc. Por lo tanto
teR

sup || M ()] cox ey + 5up 1EM ()] 2¢x,ipay) < o0
tER teR
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con M € CYR, L(X,[D(A)))).
Andlogamente, podemos probar que sup ||BtM'(t)|| = sup || BtM'(t)|| < co y por el Teo-
teR teR

rema 2.8 concluir que M es un C*-multiplicador con M € CY(R, £(X,[D(A) n D(B)])).

Definimos N(t) = (id - M)(t), con 4d(t) = it. Por hipétesis N € CY(R, L(X,[D(A)]) ¥
sup |[tN'(t)]] < o0.
telR

Afirmamos que N es un C*-multiplicador. En efecto, notemos que para cada z € X
IBEN'(8)[| < ||BtM(t)x|| + 2|| Bt M (t)z]|||t> M (t)z]|
+||BtM(t)z|||| BtM (t)z|| + 2|| BtM (t)z||||Get M (t)z||
H||[BEM (||| GH2M (t)x|| + || BtM (t)z|||| Fyt M (¢)z]|.

Como sup || BtM (t)|| es finito, del Teorema 2.8 obtenemos que N es un C®-multiplicador.
telk

Definimos P(t) = (id* - M)(t), H(t) = F;M(t) y J(t) = G:N(t). Un argumento similar al
anterior permite demostrar que P, H,.J € C'(R, £(X)) son C® multiplicadores.

Sea f € C*(R, X). Puesto que M, N, P, H, J son C® multiplicadores, existen @ € C*(R, [D(A)N
D(B)]), v € C*(R, [D(A)]), w, h,k € C*(R, X) tales que

[aFaeds = [ Fo- M) (s)ds, (2.9)
R R
[ o Fuis = [ F- N s)(s)ds, (2.10)
B R
[w@FD)s = [ Flow P))S(s)ds, (2.11)
JR JR
[ nsFn s = [ Fou- mA) s, (2.12)
R E
]k(.q)(Fn)(s)ds = f F(n-G.N)(s)f(s)ds, (2.13)
R itd

para todo ¢,9, ¢, v,n € C2°(R). Notemos que para z € X v ¢ € C°(R) se tiene

F(oFM)(s)x = /

e~ G(t) FM (t)zdt = f e (1) F (e M(t)x)dt (2.14)
R B
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donde / e~ (t)ee M (t)zdt € C([—r,0], X). Ademis, para todo 6 € [—r,0] tenemos que
JR

I A e~5t b (1)ey(6) M (t)dt || x < jﬁ ()1 (2] [xde.

Puesto que F' es acotado, podemos concluir que
Flo- FM)(s)x = F(F(¢-e.M)(s)x). (2.15)

Observemos que para cada # € [—r,0] fijo tenemos que e.¢p € C®(R). Usando (2.9)
obtenemos

/- Us(Fp)(s)ds = ] Flep- M)(s)f(s).ds
I R

R

Como la funcidén 8 — /ﬁs(fqb)(s)ds € C([-,0],X), de la continuidad de F, (2.9) y
E
(2.15) se sigue que

ff(gb-FM)(s)f(s)ds—/ Ff(d).eﬂ,f)(s)f(s)ds:f Fi,(Fo)(s)ds  (2.16)
3 R R
para todo ¢ € C2°(R). Més adn, de (2.12) y (2.16) obtenemos

/ h(s){(F¢)(s)ds = / Fa(Fo)(s)ds
JR R
para todo ¢ € C2°(R). Concluimos que existe z; € X tal que h(t) = Fi; + 21, de donde

se sigue que Fu. € C*(R, X).
Andlogamente, de (2.10) concluimos que

/‘ vs(Fp)(s)ds = / Fleap- N)(s)ds.
JER R

Procediendo en forma similar a como se obtuvo (2.15) ¥ (2.16), de la continuidad de G se
sigue que

/ Fl-G.N)(s)f(s)ds :/ GF(p-eN)(s)f(s)ds = / Gug(Fip)(s)ds (2.17)
JIR R R
para todo ¥ € C2°. De (2.13) se sigue que
/ k(s)(Fy)(s)ds = / Gus{Fi))(s)ds
R R
para todo ¢» € CZ°. Por lo tanto, existe 29 € X tal que k(t) = Guy + 29, de donde se

concluye que Gv. € C*(R, X).
Notemos que @, v € C*(R, [D(B)]). Tomamos ¢ = id - ¢ en (2.9), obteniendo de (2.10)

/' S - = f als iR ds (2.18)
JR R
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luego, de [4, Lema 6.2] obtenemos que
2e C*M(R,[DB)) vy t=v+mu (2.19)

para algin y; € [D(B)].
Tomando ¥ = id - @ en {2.10), de (2.11) se sigue que

f ORI s il = f wisl{Fidls)ds. (2.20)
R R
De [4, Lema 6.2] se tiene

vECTR, X) y vV=w+n (2.21)

para algin yo € X. De (2.19) y (2.21) obtenemos que @& € C*"3(R, X) y @" = v/ = w+1y».
Puesto que (id*I + idB — idG. — F. + A)M = I tenemos que

id’M = I — idBM +idG.M + FM — AM (2.22)

Reemplazando (2.22) en (2.11) tenemos

./E%w( ) (Fo)(s)ds = /]—‘ f(s)ds—/FaBBN)( V(s )ds+/ (FOG.N)(s)[f(s)ds

/ (FOF M)(s)f(s)ds — / F(pAM)(s)ds
R’ JIR

(2.23)
para todo ¢ € CZ°(R).

Como u € D(A), v(t) € D(B), F(¢- M)(s)x € D(A) y F(¢N)(s)z € D(B) para todo
z € X, usando el hecho que A y B son cerrados, reemplazando en (2.23) las igualdades
(2.9),(2.10),(2.16) y (2.17) obtenemos

[weFeeas = [ Fe)esds— [ FBos@)s)ds + [ Gu(Foslas
[ Fug(Fo)(s)ds — [ Aug(Fo)(s)ds
JR JR
(2.24)
para todo ¢ € C2°. Por el Lema 2.2 se tiene
w(t) = f(t) — Bu(t) + Guy + Fiay + Fig — Au(t) + y3, t € R, (2.25)

para algin y3 € X. Como v € C*(R, [D(B)]), se sigue que Bv € C*(R, X). En particular,
de (2.25) obtenemos At € C*(R, X). Por lo tanto,

a"(t) — yo = f(t) = B(@(t) — y1) + G(@' — 1) + Fiy — Au(t) + va.
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De donde
a'(t) = f(t) — Bu'(t) + Gy’ + Fuy — Au(t) +y

para y = Y2 +y3 + By — Gu.

Escribimos @ = (F — A)~'y. Por hipétesis p(A) = R, luego = € D(A) N D(B). Sea
u(t) = a(f) + z. Notemos que u(t) € C*TA(R, X) N C*+Y(R, [D(B)]) N C*(R, [D(A)]) ¥ u
satisface la ecuacion (2.1). Hemos probado la existencia de solucién de la ecuacién (Zdn
Ahora probaremos la unicidad. Supongamos que

w'(t) + Bu'(t) + Au(t) = Gu} + Fuy, t€R, (2.26)
con u € C*P3(R, X) N C*FL(R, [D(B))) N C*(R, [D(A))).

Afirmamos que @.(A),4/(\) € C([-r,0], X) para Re(A) # 0. En efecto, si Re(\) > 0
entonces

le™ulloo = sup_[[eu(s+O)lx < e WA+ (1] +1)).
de[—r0

Como e~ 8¢N (1 4-(|t|+7)*) € L1(R,) por el teorema de convergencia dominada obtenemos
que @/(A) € C([-r,0],X) para Re()) > 0. Anilogamente se sigue el resultado para
Re(A) < 0. De similar forma se obtiene la afirmacién para /().

Para Re(A) # 0, aplicando la transformada de Carleman ohtenemos
@.(A) = ga(A) + gh y @/ (A) = ghi.(A) + gh) — u, (2.27)

donde g(8) = €0, up(0) = u(f) y h(§) = ;e’“u(t)dt, con # € [—r 0]. Notemos que
gh € C{[-r,0], X). Puesto que F' y G son operadores acotados, podemos obtener a partir
de (2.27) que

Fu.()) = Fi.(\) = Fgi + Fgh (2.28)
}T
Gul (\) = Gi'(\) = Gghii + Fghh — Gug (2.29)

para Re(\) # 0.
Puesto que %”(X) = A*a(A) —Au(0) —u/(0) y @' (A) = Mi(A)—u(0) para Re(A) # 0, tenemos
que @(A) € D(A)ND(B) y

@(A) + TB}?’(A) + ;EL(A) = (?J’(A) + ﬁ(A) para Re(\) #£ (.
Como A y B son operadores cerrados, a partir de (2.28) v (2.29) se sigue que
(A2 +AB + AGg — Fg+ A)ii(A) = AGgh + Fgh — Gu, + Au(0) + Bu(0) — v/(0) (2.30)

para todo C\ 7R. Sabemos que p(A) = R, por lo que el espectro de Carleman de u es
vacio y por [1, Teorema 4.8.2] tenemos que u = 0. De lo anterior se sigue que si existen
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funciones u y v tales que pertenecen a C*(R, [D(A)]) N C*+Y(R, [D(B)]) N C*T3(R, X)
que satisfacen la ecuacién (2.1) casi en todas partes, entonces u — v satisface la ecuacién
(2.26), por lo tanto u = v. ]

Observacién 2.15. Notemos que la condicion de coercividad sobre el par (A, inB) solo
se usd en la implicacion (i) = (i1).



Capitulo 3

Solucion Periodica de una

Ecuacion de Segundo Orden con
Retardo

3.1 Introduccion

En este capitulo, estamos interesados en probar existencia, unicidad y regularidad de
solucidn periddica de la ecuacion de segundo orden con retardo

u"(t) = Au(t) + Fup + Guy + f{t), teT, (3.1)
Aqui X es un espacio de Banach, A: D{A) C X — X un operador lineal, cerrado, que no
necesariamente genera un semigrupo, f € LP(T,X) con 1 < p < co. Para algin N € N,
sear = 2n N, los aperadores de retardo F' y G son acotados y pertenecen a L(LP[—r, 0], X).
Las funciones wug,u; : [—7,0] — X son definidas por w{-) = u(t + ), u(-) = v'(t + -).
Indicamos por T al grupo cociente R/277Z. El dato f € LP(T, X).
En las seccién 3.2 se presentan algunos preliminares que involucran nociones de R-aco-
tamiento y espacios UM D. En la seccién 3.3 se indican los teoremas relacionados con
multiplicadores de Fourier en espacios LP-periddicos, que son fundamentales para obtener

nuestros resultados. Este trabajo fue desarrollado por el autor en forma independiente y
paralela al trabajo de Bu, [8], vy motivado por el trabajo en [20].

3.2 Familias R-acotadas y Espacios UMD

La nocién de R-acotamiento es de gran importancia al momento de probar que una familia
de operadores es multiplicador de Fourier, ver Teorema 3.11 .

Para cada j € N, denotaremos por r; a la j-ésima funcién de Rademacher en [0, 1], esto
es r;(t) = sgn(sin (2/7t)). Para cada = € X escribimos rjz para denotar la funcién

34
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t — r;(t)x. Usaremos la notacion Ly(a, b; X) para el espacio para todas las funciones que
toman valores en X e Bochner-Lebesgue integrables en [a, b].

Definicién 3.1. Una fomilia T ¢ L(X,Y) se dice R-acotada si existe una constante
cqg = 0 tal que

n n
1Y Tzl ey < coll D izl zao.x, (3.2)
=1 =1
para todo T1,15,--- T, € T, x1,21,- ,3, € X yn €N, donde 1 < g < 0. Denotamaos

por Ry(T) a la menor constante ¢g que satisface (3.2).

Teorema 3.2. Para cada 1 < p,q < oo existe una constante finita Ky, 4 tal que

n n
1> rizillaeay) < Kpall D riasllzs@ax), (3.3)
J=1 j=1
pare todo xi,xT9,--- ,x, € X yn € N,

La desigualdad (3.3) es conocida como la desigualdad de Khintchine-Kahane. Para la
demostracion del teorema ver [13].

Observacion 3.3. 1. Por la desigualdod de Khintchine-Kahane, lo nocion de R-aco-
tamiento es independiente de q en el siguente sentido: T C L(X,Y) satisface la
condicion (3.2) para todo g € [1,00) o bien no satisface (3.2) para todo q € [1, ).

NS

Es claro de la definicidn, que toda familia R-acotada es acotada. De hecho es uni-
formente acotada pues

sup |[|Sllzxyy £ inf T
SETH ey B

El reciproco en generol no es cierto, salvo para espacios isomorfos a espacios de

Hilbert, ver [2].

En lo que sigue, se presentan algunas propiedades de familias R-acotadas, que utilizaremos
en el desarrollo de la Seccidn 3.4. Para detalles de su demostracion y mas informacién al
respecto, ver [10].

Proposicion 3.4. (i) Un subconjunto de un conjunto R-acotado es R-acotado.
(ii) Sean T y 8§ familias R-acotadas en L(X,Y). Entonces
{T+5:TeT,5€8}
es R-acotada en L(X,Y"). Ademds Ry(T +8) < Ry(T) + Ry(S).

(i) Sean X,Y,Z. Sean T, 8 familias R-acotadas en L{X,Y) y L(Y, Z) respectivamente.
FEntonces

(ST:TecT,5c8}
es R-acotada en L(X,Z). Ademds Ry(ST) < Ry(T)Ry(S).
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La definicién de un espacio de Banach con “unconditional martingale difference property”
0 UMD fue introducida por D.L. Burkholder in [9].

Definicién 3.5. Un espacio de Banach X se dice UMD si para cada P € [1,00) existe una
constante ¢, tal que para cualquier sucesion (fy)p>0 C LP(QL B, p; X) y cualquier eleccion
de signos (en)nz0 C {—1, 1}N y cualguier N € N se satisface:

N
fo+ > enl(fn — fa-Dllzrzwx)y < epllInller@.smx) (3.4)

n=1

Los siguientes son ejemplos de espacios UMD, para la demostracién vea (13] v [10].

Ejemplo 3.6. Los espacios UMD incluyen, espacios de Hilbert, espacios de Sobolev W (),
1 < p < 00, espacios de Lebesque LP(2, 1), 1 < p < oo, LP(Q, 1; X), 1 < p < o0, siempre
que X sea UMD.

Ejemplo 3.7. Todo subespacio cerrado de un espacio UMD es un. espacio UMD.
Ejemplo 3.8. Todo espacio UMD es reflexivo.

Ejemplo 3.9. Un espacio de Banach X es un espacio UMD si y solo st su dual X* es un
espacio UMD,

3.3 Multiplicadores de Fourier y espacios L*- periédicos

Denotamos por T el grupo cociente R/277. Existe una clara identificacién entre las fun-
ciones definidas en T y las funciones 2m-periédicas en R. Dado 1 < p < oo, denotamos
por LP(T, X) al espacio de las funciones Bochner medibles, que toman valores en X ¥ que
son p-integrables en T.

Para una funcién f € LY(T,X) y k € Z, denotamos por f (k) al k-ésimo coeficiente de
Fourier de f dado por

1

27 :
f(k) = —f ekt f(t)dt, teR.

27 0
Sea f; := f(t+7), 7 € T, entonces se tiene que f, (k) = ekt f(k). Sif e LP(T, X) entonces
por el teorema de Féjer, se tiene

= lim a,(f)

—r00

en I7{T, X), donde

()= =2 3 Y af(h)

m=0k=—m

kt

con ep(t) = ¢
Definimos ahora el concepto de LP-multiplicador.
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Definicién 3.10. Sea 1 < p < oc. Diremos que la familia de operadores (My)rez C
L(X,Y) es un LP-multiplicador si para coda f € LP(T,X) existe g € LP(T,Y) tal que

g(k) = My (k)

para todo k € 7.

El siguente teorema, probado en [2], tiene un papel fundamental en nuestros resultados.

Teorema 3.11. Sean X, Y espacios UMD. Sea 1 < p < co. Sea (My)rez € L(X,Y). Si
{M;, : k € Z} es R-acotado y {k(Mg1 — My) : k € Z} es R-acotado, entonces (My,)rez es
un LP-multiplicador.

3.4 Regularidad Maximal en LP(T, X)

Para definir la nocién de solucidn fuerte de la ecuacién (3.1) consideramos el conjunto
HY(T,X) = {u € LP(T, X) : existe v € LP(T, X), o(k) = iki(k)}

que con la norma |||ul|| := ||u||p + ||u'||; es un espacio de Banach.

Por [2, Lema 2.1] se tiene que para cada u € H'P(T, X) existe una tinica funcién v €
HYP(T, X) tal que
t
u(t) = u(0) +] v(s)ds, ct.ptel0,2m)
0

y u(0) = u(27), escribimos »' = v. De la misma forma, definimos el espacio
H?*P(T, X) = {ue HY(T,X) : v € H'(T, X))}

Es claro que u € H*P(T, X), si y sélo si, existe v € LP(T, X) tal que ¢(k) = —k2i(k), para
todo k € Z. En este caso v = () = u”.

Ahora damos nuestra definicién de solucién fuerte de la ecuacion (3.1).

Definicion 3.12. Diremos que una funcidn v es una solucion fuerte de la ecuacidn (5.1)
siwe LP(T,[D(A)]) N H*P(T, X) y satisface (3.1) casi en todas partes, t € [0, 27).

En el espacio LP(T, [D(A)]) N H*P(T, X) consideramos la norma

el Il = Tlullp + Il + "]l + [LAu].

La definicién de los siguientes operadores nos sera de utilidad en el tratamiento del retardo
en la ecuacién (3.1).

Definicién 3.13. Sea e,(t) := ' para todo A € R. Defimos los operadores {F)\},{G»} C
L(X) como Fyz = F(eyz), Gyz = G(eax) para lodo A\€R yr € X.
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Las siguicntes proposiciones serdn de utilidad para probar el resultado principal de esta
seccion.

Proposicién 3.14. Sea (Mp)gez € L(X). Si {kM; : k € Z} es R-veotado entonces
{Mj, - k € Z} es R-acotado.

Demostracidn. La demostracidn es directa del principio de contraccién de Kahane, ver
[14, Corolario 3.12]. m

Proposicion 3.15. {F;, : k€ Z} y {Gy : k € Z} son R-acotados.

Demostracidn. Para la prueba, ver [20, Proposicion 3.2]. |

Definicidén 3.16. Se define la resolvente real de la ecuacién (3.1) como

p(A) = {se€ R:—s*—F,—isG;— Ac L([D(A)],X) es invertible
y (=8I — F; —isGs — A)™" € L(X, [D(A)])}

Fl siguiente Teorema es el resultado principal de la seccidn.

Teorema 3.17. Sean X wun espacio UMD, 1 < p < oo y A un operador lineal cerrado.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) Dada f € LP(T,X) existe una tnica solucion fuerte de la ecuacién (3.1.)
(i) Z C p(A) y {—k*(—K>I — F, — ikGy — A)~' : k € Z} es R-acotado.

Demostracion. (i) = (ii). Sea k € Z fijo. Probaremos que (—k*I — F}, — ikGy, — A) es
inyectivo. Sea z € D(A) con (—k*I — F, — ikG), — A)z = 0. Para t € [0, 27, consideremos
u(t) = e**x. Un cdlculo directo muestra que

—E2eFty — e* Az — M ELr — kG = 0,

por lo que u es una solucién fuerte de la ecuacidn (3.1), para f = 0. De la unicidad se
tiene que © = 0 y por lo tanto = = 0.

Probaremos que (ﬁsz — I, — 1kGy, — A) es sobreyectivo. En efecto, sean y € X v f la
funcién definida por f(t) = e*'y con ¢ € [0,27]. Para tal eleccién de f, sea u la tinica
solucién fuerte de la ecuacién (3.1). Como A es cerrado y u(t) € D(A), de [2, Lema 3.1],
se sigue que a{k) € D(A) v M(k) = Au(k).

Puesto que F y G son operadores acotados, tomando transformada de Fourier en la
ecuacién (3.1) se tiene que

—k2a(k) = Ada(k) + Fralk) + ikGri(k) + v,

es decir, (—k%I — Fy, — ikGy, — A)i(k) = y, por lo tanto, (szf — Fy — tkGj, — A) es una
biyeccién. Por el teorema de la aplicacion abierta se sigue que (—k%f — Fy, — ikG), — Ay te
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£(X, [D(4)), luego Z C p(A).

Sea f € LP(T,X) dado. Sabemos que cxiste una tnica funcién w € LP(T, [D{A)]) N
H%P(T, X), que es solucién fuerte de la ecuacién (3.1). Tomando transformada de Fourier
en la ecuacion (3.1} se tiene que

—K*(k) = Ad(k) + Fri(k) + ikGyii(k) + F(k),

de donde
(k) = (—k2I — Fy, — ikGy — A) L (k).

Como u € H*P(T, X), existe v € LP(T, X) tal que #(k) = —k%*4(k). Por lo tanto

(k) = —k2(—k2I — Fy — ikGy, — AL (k).

Concluimos que —kz{—kgf — F, —ikGj, — A) ! es un LP-multiplicador. De [2, Proposicién
1.11] se sigue que {—k*(—%%I — Fj, — ikGy, — A) "' : k € Z} es R-acotado. Esto concluye
la prueba.

(1) = (i). Para cada k € Z, definamos My = —k%(Cy,— A)~!, con C = —k*I — Fp, —ikGy,.
Sea Ni = (Cp, — A)~'. Afirmamos que (M}) es un LP-multiplicador. En efecto, notemos
que:

kM1 — My] = ENpa[-(k+ 127+ £2(Cryr — A)Ny)
= kNpua[—(k+1)%(Ck — A) + k*(Clp1 — AN

= kNep1[F*(Crp1 — Cr) — 2k +1)Cr + (2k+ 1) AN, (3.5)
Ademds,

Cry1 — Cp = —2k+ V)] + (F, — Fpo1 + 1k(Gy — Gri1) — iGryi1) (3.6)

ANy = —k*Ny, — Fx Ny — ikGpN; — T (3.7)
Reemplazando (3.6) y (3.7) en la igualdad (3.5) se tiene
F[Mpyr — M) = ENpqa [k (2 + 1) Ny + E*(Fy, — Fie1) Ny

+ K%E(Gr — Gry1) Ny — E%iGy 1 Ny
4+ (2k+ DE2Ny — (2k + 1) Fu Ny — (2k + 1)ik G Ny,
— K22k + )Ny — (2k + 1) F. Ny, — (2k + 1)ik G Ny,

- (2k+ 1)Nk].
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Desarrollando la identidad anterior, se obtiene
EMipy1 — My] = —kNpp1k?(2k + 1)Np + kN1 k2 (Fy — Frp )N
+ kN1 k%ik(Gr — Giy1) Nk — kNjy152iGry1 N,
— 2kNpp1(2k + 1) FpeNi — 2kNy (25 + 1)ikGe Ny,
— kN 12k 4+ 1)Ng.

Probaremos que cada término de la identidad (3.8) define un conjunto de operadores R-
acotado. Afirmamos que {—kNg1k%(2k + )Ny - k € Z} es R-acotado. En efecto, note
que

kNgy1 = (kK +1)Ngy1 — Ny,

de Proposicion 3.14 y de Proposicidn 3.4 partes 2 v 3, se sigue que
{kNpi1: k€ Z} es R-acotado. (3.9)
Andlogamente, de la identidad:
KENps1 = (k + 1)2Niy1 — 2kNpyt — N,
de la Proposicién 3.14 y de Proposicién 3.4 partes (i) y (iil), se tiene
{k*Niy1 : k € Z} es R-acotado. (3.10)

De la identidad
—kNp1K2(2k + 1)Ny, = (2k* Niy1 + kN1 ) My,

y por Proposicién 3.4 partes (ii) y (iii), concluimos que {—kNg 1 k*(2k +1)Ny : k € Z} es
R-acotado.

Procedemos de similar forma para los restantes términos de la igualdad (3.8). Escribimos

kNks1k?(Fy — Fry1) Nk = (—kNiw1) (Fx — Fey1) Mi
kN1 k°ik(Gr — Grg1)Nie = (—k* Nigy1)i(Gr — Gri1) My
kNG 1 k%G Ny = (—kNp11)iG oy My,
~2kNies1(2k + D)FeNy = (—2kNjp1)F (2% + 1)N,)
—2kNg11(2k + 1)ikGNi = (2(2k + 1) Nies1 )iGi, My

—kNpy1(2k + 1) Ny, = N (2M;, — ENR),
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y usando (3.9),(3.10), las Proposiciones 3.14, 3.15, y la Proposicién 3.4 pates 2 y 3 se
Sigue que las familias {kf\fk_l_lk?(Fk — Fk+l)ﬁrk}k6_g, {k]\fk.i_lkzik(@k = Gk+1)Nk}k&Z,
{kNi1K%iGrp1 Nidhezs {kNe1(2k + 1) FiNidrez, {kNis1(2k + 1)ikGr Ne}eez,
{kNt11(2k + 1)ikGg Ny }rez son R-acotadas.

Finalmente, como suma de familias R-acotadas es R-acotada, se concluye que {k{Mj4; —
M) : k € Z} es R-acotada. Del Teorema 3.11 se sigue que (M),)pez es un LP-multiplicador.

Afirmamos que (kNy) es un LP-multiplicador. En efecto, por la Proposicién 3.14 se obtiene
{kNi}rez es R-acotada. Ademds k((k + 1)Ngy1 — kNy) = E2Nyoy + kNjyq — k2Ni. Por
lo tanto, desde la hipétesis, de (3.9), de (3.10) ¥ de la Proposicién 3.4 partes (ii) y (iii),
se sigue que {k{(k + 1)Nyy1 — kNi) : k € Z} es R-acotada. Por Teorema 3.11 obtenemos
que (kNg)gez es un LP-multiplicador.

Sea f € LP(T,X) dado. De [2, Lema 2.2], existe u € HY?(T, X) tal que
i(k) = Nif(k). (3.11)

Como u € HYP(T, X), existe v’ € LP(T, X) tal que = ikii(k). Probaremos que ' €
HYP(T,X). En efecto, como (My) es un LP-multiplicador existe m € LP(T, X) con

(k) = —k2Ni f(k). (3.12)

De (3.11) y {3.12) se sigue que 7(k) = iki/(k). Por lo tanto u' € HYP(T, X). De aqui se
obtiene u € H2P(T, X). De [2, lema 2.1] se tiene que m = ", v de (3.11) y (3.12) se tiene
la igualdad

— KPa(k) = u"(k) = Aa(k) + Fyi(k) + ikGra(k) + f(k). (3.13)

A partir de (3.11) es claro que, para todo k € Z, 4(k) € D{A), usando [2, lema 3.1], se
obtiene que u(t) € D(A).
Afirmamos que Au € LP(T, X). En efecto, de (3.11) se sigue que

Ai(k) = —k*Npf (k) — FeN(k) f(k) — iGk N f (k) — F(k),

como f € LP(T,X) y (—k?Ni) es un LP-multiplicador basta ver que (FpNi) v (ikGrNy)
son LP-multiplicadores. La familia {F. Ny : k € Z} es R-acotada, pues Fj, vy Ni lo son, y
la igualdad

E(Fit1 Nkt — FiN) = Fi1(BNgt1) — Fe(kNkt1)
muestra que {k(Fei1Npe1 — FpNi : k € Z} es R-acotada, acorde al Teorema 3.11 se sigue
que (FiNg) es un LP-multiplicador.

De la misma forma, sabemos que {iG{kNy)} es una familia R-acotada, ya que Gy v kNy
lo son, ademads la identidad

E(i(k + 1)Grei Npyy — ikGpNg) = in+1(k2Ark+1 + kNp1) — ‘in(kzl\Tk)
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prueba que {k(i(k + 1)Gry1 Ny — ikGEpNy) : k € Z} es R-acotada. Del Teorema 3.11 se
concluye que (thGyNg) es un LP-multiplicador. Por lo tanto Au € LP(T, X).

Notemos que, del teorema de Fejer en LP([—r, 0], X), se tiene que

T

= ikt Jik0 ;1.
a0} = u(t+6)f’}g§0n+lz Z e ikh(k).

m=0k=—m

Por lo tanto en LP(T.Y), con Y = L?{[—r, 0], X) , se tiene

w, = lim Z Z Fikept(k)
n—oo 1+ 1

m=0k=—m

Como GG es un operador lineal vy acotado obtenemos

Gu, lim e*tikGeri(k) = lim e ik Grii(k).
£ n—oo 71 + 1 Z Z k() n—+o0 1 + Z Z k{

m=0k=—m m=0k=—m
Anélogamente,

™

Fu = nlgrolcn—l—l z Z €7ktFekt:(k = HILH;QmZ Z e7thu(k
m=0k=—m m=0k=—m

De lo anterior, de (3.13) y del Teorema de unicidad de coeficientes de Fourier se tiene que

v”(t) = Au(t) + Fuy + Guj + f(t)et.p. t € [0,27].

De esta forma u € LP(T,[D(A)]) " H*P(T, X) y satisface la ecuacién (3.1) c.t.p , es decir,
u es una solucién fuerte de la ecuacién (3.1). Para probar la unicidad, sean u y v son dos
soluciones fuertes de la ecuacién (3.1). Para u y v, tomando transformada de Fourier en
la ecuacién (3.1), y luego restando, se tiene

—k*(i(k) — o(k)) = A(a(k) — 8(k)) + Fx() + ikGr(i(k) — ©(k)), para cada k € Z,

de donde (—k*I — A — F), — ikGy)(a(k) — 9(k)) = 0. Como k € p(A) concluimos que
{(i{k) — ©(k)) = 0 para todo k € Z. De aqui u(t) = v(t) c.t.p parat € [0, 2n]. [
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