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Resumen

Err cstc tralrrr..jo consjcL:r¿lmr¡s la cctr¿t:irirr irrt cgro-diierer tcial aLstr'¿rcrt¿r.

tt
u"¡t1- t¡lri¡t¡ + r-A,/(t) + I k(t --s),4u(s) d.s + /(t) , f>0

,J¡

u(0) . .r.
u'(0) - u.

doride A es urra fiux'irirr ¿i valores leales. 4 ¡'ii sorr cousL¿illtes reales, ,4 : D(-1) a I t -Y
es rrn opr:rador lir-ical quc gclera tu settigrrrpo analítico en ttn espacio dc Barra<rh -Y.v ./-es
urra fruicirjrr ,Y-valu¿da. Colsiclelamos tarll¡iérr 1¿ ccuacirin clifererrcial tle seguuclo ordeu
aorr ret¿r(1o.

,i'(,t) + D"'(t) +,4u(1): Gu.t, + Fu1 + f(t). ¿.]R.

clotrtle.{: D(1) ! X +-Yr.B:D(B) c I + -Y, sou operadores line¿rlt:s ccr-¡¿idc¡s

definirlos en urr cspacio dc B¿ur¿rch ,Y. los opcratlores de reta¡do G.F : C(l r.01.-f) + -Y

son operadores line¿rles y ¿rcotados, i¿s f\r¡rciorrcs u¡. u.',.: I r.0) + X estárl dcfirtidtrs por

t¡(.) : ¡¡¡¡ t ). "1(') - ¡l(t r') ¡' lt r:s urrtr firncir'rl tipo <1ato I valuada. Par¿r ¿rnl¡¿is

ecLr¿ciones esLucliarnos Lrs resrrltaclos dc rtri'r,xirla regular-idad en cspacios de Hiilder. Estos

r-csult¿rdo de máxitra regula.r'icl¿rd fueron ol¡tclidos eu [22] en el casr¡ dc Itr pr-irlela ectación
rr en 121] en el c,rso dc l& scgu[da ecuación.
Finalurcltc. estutli¿rmos l¡r ccu¿ciót¡ cliferelcial dc sr:gundo orderr .oD retar-do.

u" (t) :7"¡¡¡+Fi\Gú+f(.t)- ¿Éil.

Car.ecterizarros la existencia ¡'tnicid¿d de solucirirr periórlica rie esta rtr¡acirin diferenlial
clc scgLtnclo orricrr t orr rctaLdc¡ uo-l¡¡rlogórrcir, -v estnbk:ccuros resrrltathrs dt: ruáxirrta rtrgulirr'-

iclrrd para sc)luciorcs ftrertes. Las co11ditiorles son obtenirltIS e¡r tér_minos dc R-a(r()l.aüiento

de ciertos operarlo rs determinados llor iir ecttaciórr ¡' trtultiplicirdore-s de Fourier en espacios

de Lebesguc.

I



Abstract

¡l.c considcrcr the abstlact ilrtCgro-r:liflclt'rrtia,l equalioL

u," (t) : \A1l (t) + l:JAu(t) +

u({l) - r.
u.' (o) - u.

rl'here A is a ¡e¿rl firnctiou. 4 v,3 arc re¿i.i const¿rits. ,1 : D(,A) q _y +,y is a lineal
ope,ator'. rvhich generatcs ¿1,II anal]-tic ser.igruop t¡. a llal¿lch spacc X a'cl .l is a giverr
,Y-ralur.ld firrLction. \\¡ colsidelr:r aiso. tire srlorrtl orrler dillerential cquatiors rvitir {elav.

l'(.t) + Bu'(t)+ /!u(t) - Gut,+ Ft,1 + J(t). I É tR.

s,lrrlre A: r(.{) q f + -)l¿rndB. D(B) a -I + X are t¡¡'o closed lilt¡a¡ opelator-s defired
r¡tr a B¿rnach sptrr:e -Y. thc del¿vs G. ?": C(l r.0].,Y) -) -Y ¿,r.rc 1iriear bounded oparalors.
tlre firnctions u.1.u'r:l.r.0'1 ;-{ a¡e defi¡ecl b¡'r1(.) - u(t+.). ui(.): u,(t+.) arrd/is
., gir,'en -I lahtecl luuction. \\¡e studv for the rlaxir,al ¡egul¿ritl, ¡esults in Holdcr Spaces
fbr botL cqrtatiorrs. Lr the casc of the first cquations thcsc rl¿r-xi¡lal rcg¡larily rcs¡lts u.cr c
olrtained bv Slbrza ür 122] and irr the caser of the seconci ccluation these maxirn¿rl regrrlarir:1-
results rvere obtaincxl by Poblcte in 121].
Finally. r-c study the sccr¡nd orclcr cLiflerenti¿rl equation with dclar,,

u"1t] : ¡,,¡¿¡ i Fu¡ tGr|rt f(t). ¿€T',

r¡'lrrle -,1 : D(l) q -Y + -Y is a closecl lilcar operator on a B¿rn¿rch space _Y. l,c, frx
r :: 2nN fo¡ sr¡rnc tV € N. The delavs 1¡. G : L!'l r.O) + X are l¡ounrlcr lirre¿rr operiltors.
ilre furrctic¡ns u¡, ui : i r.0] +,I are deñncd bv u¿(.) : u(L+.). ül(.) - ¿,(¿ ¡.) and J'is a
gir.cri X-valued futrction. rvc ch¡.¡¿icterize thc cxistetrce and uliqtre'ess of periodic solutions
of this irrhor..ge,eous ¿bstra.t delal cclratiorrs and establish rnaximal regulairit¡' resuJts
lor strorrg sohrtions- The conditions ¿¡re obtaiuccl irr terurs of R-l¡or¡nrlctlrress of iinc¿,¡r'

opcl'atols deLer rrrirred br¡ ihe ecluatir»rs arrd Foruier muitipliers in Lcbcsgue spaces.

+ f(t) , ¿>o[' r,, sr tu(r)r/s
J't

\¡I



Introducción

EI objetilo (le esta tesis cs cstuclia¡ cxistenci¿. urricidad ¡. regulu,rirlarl nr¿rxirn¿rl ¡le la
solución de ec¡acic¡res ürtcgro-difercnciales dc segundo or¡len corr y sin'ctardo rrsarrdo
métoclc¡s basatlt¡s en teorí¡ cie sernlgrupos analíiicr¡s. teo¡ía de far¡ilia-s r.es¡lventes v tcoría
dc multipiicadores de Foulie'¡.

T,a teoría dc senriglu¡ros ¿r¡alíticos tierrc un rol irrrpo.talrc c¡, e] est.dio dc ccuaciorrcs
tll' l:r'olur,ili,. de hetrho. r.arios estudios ¡rctr¡¿rles dr: ccuacior¡.s parabtilicns lilc¿les v ncr
lincalcs cst¿rr b¿sado or osta t({lr-í¿I. cuarrrlo cclrrpararlos cst¿ cl¿¡,se tkr sernigrupos cc»r
1o¡ 0'o-scrnigrupos. srueien impoltartcs diférencias en térnri,os de ltu pr-opicriades <le s.
gctreradot. IIrra tle e1l¿s. que es der relevauci¿ err nrrestlo trabajo. es la dcnsitl¿d del cfu¡rrrinio
clcl generador. Recordemos rluc urr semigrupo es trn Crsemigrupo. si ¡r sólo si. su gcnerarlor
cs delrs¿me¡te clcfi.iclo. Así, trabit.iir,r con nn sonigru¡ro araiítir:o permitc rro imponcr la
densid¿rd del dominio de su generad'r. lo (rriil tiene impacto e, Ias .plicaci.rres de los
rcsultados que sc prrcclen obturrt-,r, r'cr sctrií¡r¡ 5 crr f22]. -\lgruros tcorclras rlc rcgular.itiad
r,aximal que.tilizan teoríi1 dc se.rigrup.s analíficos han sido estudi¿rtlos. por ejcmplo.
por Sinestrari [24].

Caracteliz¿r¡ros el bucrl pl¿lnte¿.ulicrito de algurra,s er:u¿rciorres inlegrcxliferenciales abstrnc
t.s de scgurirlr orden crr espa.cios de Lebesguc ¡ de Hiilclcr. E. el ciiso de esp¿¡cios <le Hóldc¡.
mrest¡os resultados irrvolucr¿rr crirrdicioncs de a.cot¿rlriente en cl operador resoh.'en¡e. Err
t:l caso dc i:spacios rlc Lehcsguc. estar¡os irferes¿rclos crr obtcnc¡ sohrción g:riórlica dr:
cicrta ecrr¿rciórr. paril cs[o. s¡rn rrcccs¿¡i¿s 1a locióu rL: espacios u\lD ¡.iic r?-acot¿imicnto.
¿rclcmás de r:orrdiciones sobre el operador rest¡lveltc. I)or oi,¡o lado. uu rrrullos ilrrpurL.iu[e es
la propieclad dc R-¿cotamiento de coujurtos. para definiciórr v c¡iterios ch Á).-acotamicrrto
\'C1 a 25. 12 \'reiercrr.irs

Err este tr¿ibajo. estudi¡rrernos trcs pr-oblema.s abstr-a.tos dc scg,ndo ordcu rlescriios a c.rr-
tinrración-



Proble¡na L Sc¿,Y uu espa(io de Bar¡ach v C.'([0.?.],,y) cl subesp¿,r.cio de C(0,2,j.X)
que c(nlsistc err l¿rs funr:ioncs o-Hóklel contirmas.f tales que

l"(¿) "(")l=-<axr.
It-.^

fnIr¡tduct:iót

l f ': sul)
t.+s. t iel t.t .t.2)

Cr¡rrsidt rcrlos la ecu¿ciórr

u"(t): \Au'(t) + pArr,(t) +

u(0) : ¿,
u/(o) : u.

A(t 's)áu(s) ds +. /(t) . r > 0.

I

t;
(1)

Aquí, ,'1 cs ltn rlperirdor line¿,l celr¿ldo dcfiuirlo cr,Y, lo rreces¿riamcnte cr¡rr rlorr¡inio rlerrsr¡.
quc gencra uri semigrupo analíticr¡. 4 > 0 r-ii sor const¿rrtes reak:s. A es ur1 nLicleo escalar
rlefinirlo el [0.-) f- I : 10. cc,) + _{ i:s rrna iirnciórr rlarLa. pl¡blern¿is rle estc ¡ipo slrr.gcrr.
por ejcrnplo. e. e1 cstrrdio de moclelos qrre irir-ohrcra. malc¡iar r.iscoler¿ístico, *i [r5] r,: r,rs
refércncias conte¡Lidas alrí.

La estrategi^ para el csttrrlio tle est¡, ecu¿.ción. cornierrza por perlir al r.iúc;leo ,l cie¡i¿rs
hipótesis quc tiercr.elaciór con la existercia de I¿¡, tr.a rrsfol n r¿rla clc rrrplace. L*ego. s.
prueb. la cxis¡crr<:ia dcl c4terador r.soh,errte fi de 1¿ ecuacirin (1). poste'iormetrte, se
olrticuc 1l soirrciórr dt l¡ cc'uaci<irr (1) vía fiirruula tru r,ali¿ciórr dc prtr.Lnr,-tr, ,s.

Estudi¿[emos existcnrli¿¡. ruricirl¿d r. rcgulariclarl rn¿rxim¿ll ric sohrciirn est¡ict¿ I'f¡ertc ri.
la curaciórr hr»¡ogérrca asc¡ciarla a la er:uacirirr (1). esto es. par.a / = 0. posicriormcrrte
dnda J e c"(10.71.x). estlrdi¿rremos regrrlaridatl dc1 rérruino dc convohrciirrr f?* /. esro
iunto corl lo ¿rnterio¡'. l1os periniti¡á oLrtcnel lcsultarlos de rcgrrl¿ricla,J r¡axlrr¡al cl" 

".,lucir[cstri(ta de l¿r ecrración rro-horrrogénea (1)- Los resurtatlos r¡e¡cionarlos s<¡rr cresa¡¡r¡rlados
,'lr 22. r'pD ,.lp rl¡rha.lo -. rul l¡le.;rl.,,rr Io- d.rall¡s,l¡ Ia. ¡lp ro-tr;,r ronc:.

Los siguie.tes dos probiemas, i.r.olucran utra ecu¿ciórr tle scgrrndo orderr con ¡eta¡clo.
Este tipo dc ecu¿t:iones recluieren urr trato cuicl¿rloso debiclo ai cfcr:to que iierre e, cl
mc¡clelo rlicho retardo. esto ro irace espcci,rrncnte interesarte. pucs estc probrerna apilrecc
crr ¡.ucht¡s Ic,ór.e'.os de cvrhr.ir'¡rr que slugea dc l¡r l'ísicra. bi.hrgía c ingcrr.r.Ía. Ijjcr'plas
cle ecuaciones con retardo plreden eltco¡rtrarcc en 16. 261.

Problerna 2. Sea -t rrl cspacrio de Bauach ¡, C.,(R. _y) el csptrcio tle las firnc:iones ¿r Hóltle¡
coutirnras clcfi'iclas err lR. corrsirlor curos ra .r:.aci(,r rir seg.rrrlr orrlcn eo¡r r.Lardr:i

tl'(t) + 81,.,(L) r _{x(¿) : Gul + 1.u,.+./(¿). ¿ € tRi. (2)

Aquí. ,,1 y B son oJreradores lilealcs cerrlclos. las furrciones G,F : C(i r.0]._t) + _y son
opcradorcs line¿lr:s acotadc.¡s de rcl¿rdo. L¿rs funciorics u¡.rl: I r.01- x ásr¿rr Jer,ri.r..,
por t4(') - r,,(t + ), ui0 : u'(.t + .) ¡' /' es rLna función que ¡rt:rtentrre a C,.,(R.,{).



Int¡c¡<lucci(¡¡¡

Estamos interesados en cstudiar regularida,<i maximal de la ecu¿ción (2), csto cs, para
cada fuuciór ./ € C"(R,X) probar que cxisto ura írnica firncióu u € C"(R, [r(A)]) n
C'+1(R, [r(B)]) ñ C'+2(R,X) que satisface la ecu¿r,ción (2) casi en rodas paxres.

Como herramienta, utilizaremos multiplicarlores de Fourier cn espacios de Hólder. La
teoría de multiplicadores de Fourier nos entrega r¡¡a técnica in¡portante en el cstudio de
regula,ridad maximal y ha sido muy utilizada en los últimos años. Por ejemplo, en [5]
se utilizan para, obtener resultados de hiperbolicidad de ecuaciones con retardo, y en 116]
obtienen estabilidad de sistemas de control lineales en espacios de Ba¡ach. En los trabajos
de [2, 3, 10, ll, 20, 17, 18, 19] hay iutcresa¡]tcs ¡esultaclos quc involucra.u csta tc-oría.

Eu [4], Areudt, Batty y Bu introduceu Ia nociórr de C" multiplicador, y prueban un teo
rema de multiplicadores de Fou¡ier en espacios de Hólder en la línea rea,l. Los resultados
fueron utilizados pa¡a obtener existencia, unicidad, y buen planteamiento del problema de
Cauchy de primer y segundo orden. En [19], Keyantuo y Lizama prueban una caracteú-
zarión de buen plarteamiento para una clase de ecuaciones integrediferenciales.

EI estudio de Ia ecuación (2) esta basado en 14] y los resultados concernientes a este
problema estáu desa¡rollados e-n [7, 21].

Problema 3. Sea 1 ( p < co. Sean X un espacio de UMD y ¿e(T, X) et espacio de las
Iuncioncs periódica.s Bochuer Lebesgue integrable. Consideremos la ecua,ción dc segrrndo
orden con retardo,

u" 1t¡ - ¡,r1¡¡ * P?4+Gllt+ f(t), t eT, (3)

donde A es un operador lineal cerrado, que no necesariamente genera un Crsemigrupo.
Pa a algún N € N, se esc¡ibe el núr¡ero r :: hrN y se corrsideran los operadorcs lineales
acotados de rettrrdo fl G : Lel-r,O] + X. Aqrrí, f e Le(T, X) es la frrnción clato.

Vamos a probar, existencia, unicidad v regularidad maximal de la solución periódica de Ia
ccuaciórr (3). Pa¡a esto se deñrrcu subospacios apropiados de ¿e(T, X) y se utiliza como
técnica multiplicadores de Fourier en cspacio dc ñrnciorres periódicas Lcbesgue iutegrables,
ver [2]. Los resultados expuesios eD este capítulo fueron desar¡ollados en forma paralcla
a,l trabajo publicado por Bu, ver [8], y motilado por cl trabajo en [20].



Capítulo 1

Resultados de Regularidad
Maximal para una Ecuación
Integro-diferencial de Segundo
Orden

1.1 Introducción.

En este capÍtulo expondremos algunos resultados, obteuidos por D.Sforza, ver 122], acerca
de existencia, unicidad y regularidad de solución de la ecua.ción de segundo orden

tt
ut'(t): \Aut(t) + BhL(t) + I t"(t - s)Au(s)ds + /(r), ¿>0,

Jo

u(0) : ¡,

"'(o) 
: v.

(1 1)

Aquí, X es un cspacio de Banach, A: D(A) c X + X es un operador lineal que genera
un semigmpo aralítico, ¿ es una función X-valuada, /c es el núcleo escalar, 4 > 0 y B son
constantes reales, y f es uua función X-valuada.

Como principal herramienta, usarerlos t¡ansfo¡mada de Laplace para probar existelcia
de solución de la ecuación (1.1). Con esto en Bente, veremos que la construcción de
un operador resolvente E(f) couduce a Ia existcncia y unicidad del problerna homogéneo
asociado, es decir, para / = 0. Luego, vcremt¡s Ia regularidad del tórurino dc convolución
ff + / que- junto con lo a.nterior, perÍrite obtener rcsultados de existencia, unicidad y
regularidad maximal de Ia ecuación (1.1).

En lo que sigue, introducirenros algunas notaciones preliminares. Sean X e y espacios
de Banach comp§os. Denotaremos por L(X,Y) el conjunto de operadores T : X + Y



Regziaridad nlaxirntrl para üna L:alación Integro-clifcrencittl ,,

Iinc:ries ¡' ¿«)t¿ldos. con la rorrrra T] = sup{ .1.(.r:) 
i : i.r:il : 1J el cr¡nj¡n¡o l(_t,1r) es

un esp¿cio de B¿rn¡rch . Escribiremos ¿(X) : ¿(X X).
Parrr 0 ! 11 { f2 { cc. (, corúrrnto c(fr ¡z]. x) cleno¡a el espacio de f.ncio.es coritinras
u: tt¡.t2) -+ .Y (respectirrtrnrexte. (.,1(lfr, t2]. X) y C2(f¿1. fr]. X) denot¡r.n los conjultos de
fu,.ciorres crintir¡ranrentc dileletrci¡bles ,v clos teccs continuameltc tliléren ci¿1¡les ) . cr¡n la
nourra ]al : sup{iu(i) i:te ih.b)} ¡encrros que Cflfl,lr]._y) es urr espacio de Bol,ac},
(cori las rror-ma,s i"li -""r,{ lt¡(¿)l I l¿,(¿) :ie irr.rzl} v iu 1: sup1llrrp) + ¿,(t) i+)lu"(.t)l : ú e l¿i.rr]], rcspecl i\.amer.rtc. 

"" .igr" qu" 7,i¡¿r,;rl, _y)-.'. ci(ír,rrl,_il'1""
espacios de Banach).

P¿rra. o € (0. 11 sca C,'([¡r frl.-X) el subespacio cic C(t1.rr],J() quc cousiste eu la.s fur
ciores a-Hültler corrtinuas r¿ iales orur

-)rl' 'rll\ "' \
/+5 r..:i¡l irl lt s '

Este cspacio (lotado co[ l¿r lrorrr¡¡r uilc" - i.ü *-. ] l, .. es un espaci,:r de Banach.
Análogamt rrr'. Cr,"(fr.¿2].-y) y Cr,"(tr.¿2].)l) dclrotan los espacios cle lir¡rcic»res u
corrtinuamentc ¡liferc.cia.blcs 'tlos r,-eces «)rrtin,iirnentc cliferclciable. talcs erra ft/ r. ,,/
pcl terlrcen a C"' (l¿r . lrl. -)r). respectila.mentc.

1.2 Construcción del Operador Resolvente.

Err r:sta sección. verelros 1¿ (rnrstrucciól1 clel opcrackrr rcsoh.ellte para Ia ccu:rcióu (1.1).
Para csto, uecesitarnos la siguiente rlefilició¡r.

Definición L.!, D,i¡emt¡s qu.e t:l operodor A genent un serrt.igr.upo onal,ítico si er,istc¡t
tr¡nsto.túes,t¡ > 0 l/ A¡ € ( j.r') taLcs qut:

S¿,, - {: e rC \ {0} : -ztrc(:) < 0ol ,: p(A) (1 2)

1(l/ ¡) ' .r.rt < ffi, ¡tara \ e s¡;o. (1 3)

Observación 1.2. De La d,c.fi,nic,ión o.nter¡or ])o(letno., ttutar quc

(,i) U'n operatlor lincal, A qu,e sa,tisfat:e (1.2) es cerratl,¡¡. De uqrLí, sc c.m:ltse qr,e el
dominio d,e ,1, derotado Ttor D(,!), es un espacto d,c Bu,nac:h ct¡n l,a norma d,cl grálicLt
]¿ o!r) : ¡ + Ar) . .st(: espacio st tl,en ota ¡tor [D(,A)1.

(ii) D(''1) no es nccesat"iam,ente d,e¡tso en x. pctt' lo rpte A rut r¡,r:e:esa,i.n.te,te. g{:,rtern tut
C¡-se:tnigru,¡to. Dcn¡¡tnre,rnct¡ p,,, D,]) o la ,la/,,tt¡.n tt, f)\,1).



d.,de p € (0, 1] v n1, > 0. tscr ibircr,r-¡s tamLió, i para durota. a sLl (ixtersi(iu.

Proposición 1.3. S.upongamos quc (l_2). (l_:l) y (1.!) tak:r¡.. (ltltonces r::u,ste r¡1 > 0 to,l,
r¡u.c pora co.d,a,\ e 5'8,,n{:e C: zi } r¡}. el, clpr:rador.-F (l) : ()rI (lr+J+fr(l))l) 1

t::r:iste g Ttertcrtec:e o. L(X). AtLento.:. ] -Fl \) rr y, < ffi ln,u -14 _, 0.

Demostración. Sca ,\ e 56r. Conside¡eruos la fiurción escalar n()) : (^4 I ,l + i(^)).
S¿beruos quc (.\1 ,4) es inr..crtible. lu"q,., 4 ti)/ .1.) : \/1 4.\-.1 cs iDvcrtihlr:. Arlernás
por (1.3) se tiene 

tl

Regulañclacl \Iaximal pata L¡ta Ecuación húegro.difcrcncial

Ilrr r:sic rlpí1,lo srrlrord.ornos qrrr: I e r1,,,.(0. cc) \'qrlc cs absorutaruentc Laplacc, trarrs
firnn¿rl¡le. esto es. oxislc

/ ', '" ir"l ,¿".
.l¡

ariemás. sup.rrdre.ros qrre la iransfi¡¡r¡rad¿ rle Lalrrace cre r,. derr¡¡ratr¿r por &. se extrcntle
¡nalíticanentc al scctor 59n cle modo clue sa.tisfacc

i,\r'¿(l)i <,,1../2. para .\ e S6n. (1.4)

l / ,r.l tr I ..,, l',
^-

Notemos qrre

\2/ ,r.,\.1, / ,. 1.t,,\.4,,)?/ ,7\1. .

{'orrr,, cl ,,¡,p',,¡,,. ¡1'¡ ,/).1.r.. in\.,fr ihl.. r,a-r; prolr;rr qun
i(,\,4.,.\'?/ 4\4 | e: ir,vonit,lc. p,,,.a n-,,. n[rn¡.v¡¡¡¡rr.,1¡c

¡ r t,\n4,\'/ r¡) l, , - ',t '1, r', ,¡\A7 ' ^l:) , Y1t,,^r/ t,A,4.. 1

ri \ t¡ r¡A¿ ,t , ..

De (1.4) v (1.5) se sigue <1ue:

l(J + ¡(.\)),{(.\r/ - 41,4r 1l .i*j14+r1.,¡rr¡¿,¡/rr' I ,¡' 41 ,tr' ll f,
Por lo ¡a¡rto. existe 7.0 tal r¡rr: pala. cada ,\ € {A € C: ,\ } r¡¡} n 5t¡70

..' - l' l'. l, \'/ 4\,11 l.

luego 11 (il.41i(.\)á) (r'1 r¡.\.,1) 1l es ini,rrtibte para todo ) € {l€C: ll > r¡}n.96,,

(1.5 )

(l'1 r),A).

el operador lI (iJA +

F(l) - (^r/ n^A) 1¿ - (ir,4 + i(l).1) (.\27 r7.\,{)..11 I 
.



de dorrde ohtcnerrris ip(l)i ¿r,xt < #.

Rcgr r /aridad -r\ I¿¡xin¡al par.¿¡ una E c ttac iót f nt c gr- cr c I i Íé rc n c í al 7

I

(1 1),Defiuirnos el operador res.rh:ente dl'la ecrracirin homogérroa ¡-soci¡rrl¡ ¡ la ecuación
csto es. cuando f = 0, corno la trarsfbr-marla. irn-ersa clc Laplacc de i-(,\).

Definición 1.4. Poln cuda t > 0 tle.finí,mos

n,r). ' /,'a,^,,^'2" i .l¡

aqu'íf - ^,1J^¡2 J^t3.: (:on ^,r: {:e C. -.- p,,0, parl,^i2: {:e C..:1 -pr:0, ¡t¿il,
,--3: {: € C'.:t-te0. .it .;.0}, parar}r¡.0€ (í,eo], f t¡.ir:tttotJ¡t r:n Jorrrua.¡tositiro.

Proposición l.!». Supongarn,os quc 11.)), (l ,t) y (l.l) ualcn, entont:e-s R(t.) cstri, bu:n
rLefLrúd0,. o.lernás

1. R.(.) cs o,no.lítica en. (0..r.) lt to Lu,t¡a.l,ores cr¡ ¿(]- tD(,4)])

2. Eriste un.a corlstanlc l.Ia > 0 tol qte 1tarut rnda t > 0

if-1,R(f) i1IAn(r) I t\r¿r:,at. (1.6)

1, 5.0 lp 'r)r,) . / a(r -..)/,\''./.
.l¡

Para cado, t > 0 se ti,ene q,ue

rA- tr,r/r, v,', f t -),1,.
.l\t

Patn cad,o,:t e X !! t> 0 te,nemos que R(t)t e D(A) u AR(. )

t:otL'uo.lores cn L(,X).

Para tada, r a X y t > 0 ter¡,emos que R.' (t ),t e D( _A) u AR.t (. )
.on uak)'rc.t en L(X ).

Exi,ste lúí > 0 taL rlue ¡tl,ro. catla t > 0

,lim 
I?(1.) : 0 en. L(X). (1 7)

( 1.E)

es con.tinua r:,n (0, x)

es cot¡.tinua en (0, x)

(1 e)

6.

,Rl(t) I -r t.ARt (t) + tR,,(.t),¡ < ,vr,:,ot.

t. Paru t:aclaÍ e X !t>0 se tieu,e LyLte

R'(t)t: t: ,Ati(,t)t ¡ t [' sa¡"1.,,tr+ /t1r * AAJ(§):¡.ds..lt) I 
"

(1.10)



R egular itlacl .\ Ia,ülnal p¿rra un a Ectt a<:ión Integtr>elifert:ucia)

9. Puro, totl,c¡ .¡: e DlrA).

,\¡'-P'ttt/'='
10. lnt,¡ ,,tdo .r' Dt.lt u .1., Dt 4) t, !.prntÉ \tlt

thti\tlR.'(t)t: A¡.

11. Pam, catl,a :t a X u t > l) tr:.rturtos qur:

|t" (t¡r - 11AR,(t).r -.,i1fi(r).r + t x.,lrR(r)/.

12. PLtra, «,drt t'e D(A) te¡Le t)ts tlue

¿lfll1B(r)r - 0

1.?. Para utla I € D(A) y Ar e Dl4) tcnl:mos ttuc

}$* Rl'(t)," - \A..,.

Demostración, Para la de¡rosrracriól ver I23. proposición 1 .3, proposición I ..11. I

Obscrv:rción 7.6. De la pra¡to.sici,ón o.nte.rr.or ¡todcntos otor quc

(i) Para todo r e X , lu .f unr:ión I --) I?(¡)r f)(.rtence a Cr(l{1. x). -Y).

(ii) Pa,ra todo x a D(ñ, Lo funciónt. + R(t)t: ltc,rtr:,n,r:e aC(10.oo). iD(A)l)¡Cl(J0. rc). _1:).

liii) Para tolol e D(A). con, A:t €- D(A) Lo, a,pLt«r,ión t - R(t)L p..rte_rlce a, 1,0, Llltct,
-e, ¡,o . Ct ' 0.\.. D,.lr l¿-rt.0.,.,..Y..

Ahora 1rr-obaromos c¡iisrer¡cja v r¡riri¡lacl de soltción dcl probltrna irqrnogóneo asociarlo a la
t:cuación (1.1). P¿rra csto. rrtjlizau¡rs lirs plopietladcs rneuciol¡das del opo,.arlol r'esolv¡ute.
sierupre quc los valores i.ici¿rlcs sean sulicieutcurc,te r'eguiares. vere,rus cs1,o uull pr-ecisiuu
err la siguiente sección.

1.3 Existencia y Unicidad de Solución del problema Ho-
mogéneo.

Asociatlo ¿r la eoración (1.1) consitlerculrs e1 problerla homogénco

k(t s)lt(s) ds. l>0

?(0):,x,
ut(0) - a.

( 1.1 1)

(1.12)

(1.13 )

(1.11)

(1.15 )

( 1.16)



Regulariclarl Maximal pata una Eanción húegrtrdifórencial

Estamos interesados en cstudiar cxistencia, rruicidatl y rcglla,riclad de solución dtl protr
lema (1.16).

Defiuición 1.7. Dir:mos que la fun(:ión u : [0, co) -+ X es una solución estricta del
problema (1.16) siu e C1([0, oo), lD(A)]) n C'?([0, co), X) y satisface et problema (1.16).

Definición 1.8. Direnos que La futtci,ón u e C(l].Tl, X), T > O, es un soluctón fucr-te
d,el problema (1.16) si erisle u,na sucesión (uo),,€N c Cl([0,"], [D(á)]) n C2(lO,T). X) tat
que satisfo,ce

lim sup llu"(¿) -u(¿)ll=0, u(0): ¡,¿+r ¿elO,Tl

lim sup l,i,tt)- u'tt) l=0.,¡'(0):y.¡¿-ó l€[u,7] (1.17)

uljrtt:4Au',Ít) + BAL,,G) | I kU s),4u,r,s)ds. ncN.
Jo

Las siguientes identidades serán de utilidad en la demostración del próximo teorema.

Proposición 7.9. Sea u sol,ución estricta d.el problema ( 1.16) con u(0) : a. Entonces

(i) (AF * u')(t) = AR(t)¿ + (ARt * u)(t).

(ii) ((1 * Afr) * ut)(t) - (AR* u)(t) - (1 * , rR(r))u.

(iii) ((1 * e * AA) * u/)(t) = (k * AR. * u)(t) - t + k * AR.(t)r.

Demosttación. Vamos a probar (i). Puesto que u cs trna solnción estricta del problema
(1.16) se tiene que la hrnción g dada por 9(s) : B(l s)a(s) es continuamente diferenciable
en [0, t] pa"ra cada ú 2 0. Adem¿is

s' (s) : -tf (t - s)u(s) + R(t - s)z'(s),

inte$a¡do de 0 a t tenemos

-Rf ¡)¡ -- [' o'rr- s.;u¡s)ds t [' ntt - s)utlssd"s,J¡ Jo

como ,4 es un operador cerrado se tiene que

ft rl
- ARlt)r - - I APU - s)¿(§)rrs, I nn.p - s)r'1.s)ds.

.lc Jo

y obterremos (i). Para probar (ii) notemos que

tL rl
(,48r u)(f) I AR(t - s)(¿(s) - ,¡¿"- | AR.\t s)rds

JIJ Jfr

ft f" tt
- Jo 

ARlt - s)tJo u'(r\ú)ds + 
J,, 

AR(L s)rds

: AR.* (r * u,) + (7,r AR.)(t)t
: ((1 + ,a-R) * ut)(t) + (t * AR.)(t)Í.



R egularicla<l trlaximal ¡;ara LtLa Ecua:r.iótt [niegro.<liférenc:ial

Dc aqrrí sr: siguc (ii). La <1cr.¡rosrraci¡iri i1c (iii) es aDáloga. I

En e1 siguie.te teorcna yercuros qlrc toda solucióD estr-icta y toda sohrció. f*e¡te del
prr,l,ll.ma '1. 6 ri,.np u¡|r úrri, a lorrnul,. dn r.pl,r.e¡en(a, i,ir..

Teorcrna 1.1O. Sri z,y e D(A) y u eti tDú, so/tft:ión est¡,tt,ta deL ¡trrñlerntt (1.t6) entonce,

u(t) - R(t)! + R!(t)): r¡AR(.t)r, r e [0.oo). (1.18)

Detnostraciért, La rlr¡nrr¡str¡.ión sig*c la.s lÍ,c.s de Ia pnreb:l r1¡¡lllo¡er,¿ 2.1 crr [231.

Puestoqueue Ct ([0, cc). [D(.4)j)¡ Cr(10. r) _y). se rienc t¡re para cada t ] 0 Ia, lrurcióir
9 : i0.i] + I dacl:r. por q(s) - nU s)r(.s) es clos \€ces continuarrerrte difcre¡xriablc v
dr lc¡ I ta:

o"(s): ¡7" ¡¡. .i)u(s) 2Il'(.t .s)ri'(s) + /?(r s)u,,(s).

De (1.1;l),(r.10) y problema (1.16) sc sigue c¡re

R'(.t s)rr(s) 2R/(t ,s)ir,(s) + n(r s)ir,,(s)

- rt.AR'(t s)ú(s) + iilÁ(r s)u(s)

+(A *,1,R)(t s)tr.(s) 2u'(s) 2qAR(t s)r,(s)

2ú(1 x AF)(t .s)u'(.s) 2(1 + ft x A,R)(t s)2,(s)

+ttAR(t. s)trl(s) + !,{Ii(f s)tr(s) + rB(t s)(A +:trr.)(s).

Integrilndo la igrrallad ¿rnterior (le 0 a ¿. terremos que

.u(t) + fi'(t)z R(.t)s : a(_{Á,/+ rr)(i) -i ,3(,4 R * u)(t)

+ ((A...,1??) * u)(r) 2u.(t) +2t

2\AR * ut(t) 2"r((1 + An) * rrl)(t)

2((1 * k + .aR) + rr')(f) + r¡(AR. * u.' )(t)

+ J(.4n - ?¿)(r) + (7? * (i. x,{r))(r).

lIsa¡do la Proposicirin 1.9 partts (i),(ii) v(iii) e¡ l¿ iclcntidacl ¿nterior sr,rieno qnc

u,(t) - ¡t1¡¡r, |t'(t)r + 4AR(t):x +23(t + A[t)(f)j: + 2(1 * A*,1I)(r)r: | 2r.

Finalrlente. utilizandr¡ la Proposición 1.5 parte S. obiencmos

u(t): R(t),u + R'(.t)r r¡AR(t.)t.
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I

A continuación nos preocuparnos de proba.r unicidad de la sohrción fuerte del problema
(1.16).

Teorema l.l1. Seun r,A e D(A)- Si u es solución fuerT.e d.cl problema (1.16) entonczs

u(t) : R.(t),a + R;(L)r nAR.(.t)r, ¿ € 10, 
"1.

(r.1e)

Detnosttación. Sea rr nua solución fuerte del problema (1.16). Sabemos qlre existe una
sucesión (2,),6¡ g Cr([0. 

"], 
ID(A)D n C2 (o,Tl, X) que satisfa.ce (1.17).

Dcfirrinros para cada n € N, rn : ".(0), 
y- = u;(0). Dcl teorema ante or sc sigue que

u.(t): R(t)v" + H(t)h - rtAR(t)r", r € [0,"].

Tourando límite cua¡rdo n -+ co cn ta igualdad anterior, usando el hecho que A es cerrado
y la Proposición 1.5 partes 2 y 5 obtenernos (1.19)- ¡

A contiuu¿rciól vcremos algunos resuliados acerca de la eistencia de la solución estricta
y fuerte del problema (1.16).

Teorema 1,12. Sean r,!J e D(A) y (fiAr + nAy) e Enton,ces

[0, co),u(t): P1¿¡n* P'(t)x-nAR(t)r. te

es la única soluciór¡, estr¿cta d,el problerm homoqúneo (1,16).

Detnosttrtción. Puesto que r e D(A) ey e D(A), de las propiedades de fiy 8.'se
tiene que u e C((0, oo), lD(,a)]). tUás aún, de la Proposición 1.5 partes 3, 9 y 12 se sigue
que 

,lim 
u(Í) : ¡,-. Afirmamos quc u € C([0, co), lD(/)]). En efecto, noterrros que

Au(t) - Ar = AR(t)g + ARt(t)t qAR.(t)Ar - Aa

: AR(t)y + H(t)Ax - R'(t)ZAy + R!(t)frAa

- nAR(t)Ar An.

Aplica.mos la Proposición 1.5 parte 8, a (lAú y reemplazamos eu la igualda.d a.nterior

obteniendo

Au(t) - Ar : AR(t)y ¡ bR (t)l7At + IAa) - frAR(t)fph + ,tAy)

-f,lg-t' + '¡a4'
Por las igualdades (1.6),(1.8), (1.11) y (1.1a) se tiene eue rli+, 

Au(f) : .42, de esta manera

u e c([0, co), [a(á)]).

D@



Rr:gnIaritlatl \,1axí:.rtal pata wta Ecuación Int,egro diferent:ia)

Como ril(f) : R'(.t¡ !/ -- R" (.t.)t: r1-4Rt(,t).r. par¿r f > 0. de ta igualctacl (1.13) se sigue quc

'ut(L) - Rl(t)a1 iJAR(tE + (A.+,u?)(¿)r. (1.20)

De las propierlades de R y .l?/ se tiene quc ¡JAR(.)r € C((0. ro). In(á)]) y Rl(.)a €
C((0 x). [D(.a)]). Pol k¡ t:rnto ¿ e C1((0,:r).lD(/)l). Do ta proposición 1.;; partes !1.

l2 \ I -i. ci..lrte qlp 
rl:ur 

u'rlr

Afirmarnos que tr e Cr(10.:x,). lD(A)1).
(Á +.4fi(f))rlJr, dc Ia Proposición 1.i

donde ¿¡ € Cl(l0,.xr), lD(r1)]).

Err olécto. dado qne Arrl(t) : AR.'(t.)y+ I AR.(I)A.L+
par-tcs 10 v 12. se sig¡re que lim ltl(t) : .4r, dc

I ,L'

Finalmcrrte, probarerlris quc u € C2(l0.ro),f) r.que s¿¡tisfacc el problema (1.16). Es
lácil vcr qr«r para t > 0, ü." (t) - Rt'(.t).!l + B.4Rt(.t).x + (l" +,,lB/)(t)r;. usarrclo (1.13) cn }n
iclenticlad ¿nterior tenerros que

'u" (t¡ - p'¡¡l¡.r,Ay + I At:) + ¡1A\L(.t)a + (k x Al?)(r):r + (Á *,4Á,/)(r)n

: R'(t)(\_4y + iJAf) t itAn(t).!) + (,+, _an)(t)r + (r * tfi/)(f)r:

t r¡lAR.(t.)AL + r7(A * /-R)(t),'l.r. r¡)-4R(t)At: - ,(l: - AF)(r)¡.¡.

A partir de (1.20). se tiene quc

u"(t): \Au,'\.t)- -{,,¡l + /t,+1i \) {i,(\)d.§.
Jr

y quc ¿ € Cr(iO, cc). -Y). La unicid¿id se ol¡tiene clcl Tcc¡rema 1.10.

Teorcma I.13, 5, u¡, .r.1¡ r D¡ 1¡ E¡,ton¡e- to Iut, iin

ü(l) - l?(¿)u | ¡'l(f)r' tAR(t)t. pLtnt, t € l0.T),

es lo, !í.t¡ i,(:0, ,sol,tr:ión fu,c.ttt: d,cl prohlerto. ( I.I(i).

Demostración. Debido ¿r llrs condiciones (1.2) v (1.3) saberlos t¡ü,r , " y., /-l1lq.
cxisten sucesiolcs (¡.),er,i ! D(.Az), (.a").ey ! D(A2) tales que I e,, :r i + O.i u, lJ -0 cuarrrlo ir + cc. Corr() BAt,, + r¡Ay, e D(,4). del teorcrl¿ ¿nterior.. para ca.cla n c N.
tcremos que

u.(t): R(t1y,,r R'(t)r:.,, a,4fi(t):,,. f € 10,71.

es solución estlict¿ del problerna (1.16). Adcmás. de la Proposiciórr 1.:i partes 2 1, 7, se
tiene q]le

r,,,(r) ult) < | R.(t)(.un ,) +lÁ,'(r)(r,, r) l+r/ _,iF(r)(r., r)

! -B(t) I (y,, y) r R'(r)l l(¡,, r)), L q:AR(t) i Q:,, e)

1 \'|qT ern't )(y,, y) I,t \lr,e;'tt (1,, L:) ,+ qll¡\r (.rr,, - ,) j,



R.egularidad ll,Iaxirtral para .uta Ecuac ión httegro-diferencial

de lo anterior, se obtiene eue,lim sup. lz"(¿)-u(f) l:0. Para cada ¿ € [0,?], definimos
)¿€[0,"]

w(t) : r{ (t)y + pAR(t)r + (k * AR)(t)r.

Sabenros que uLO) : H (t)y,, + FAR.(t)r,, + (k ', AR)(t)r- . Usando (1.8) obtenernos

llu;(f) -u,(r)ll < It6Te,orl(u" - a).l1+ p|,r4e;o'rl1@- r) l

t lttae"or /t lu(r)lr"ll(r, ¿)ll.

Por Io tanto lim sup llt¿i(¿) - u(¿)ll : 0. Así u es diferenciable en [0,?] y u' = w. De
"-- te 1o'r1

lo anterior, se sigue que u e C(10,"],X). La unicidad se obtiene del Teorema 1.1I. r

1,4 Regularidad de la solución del problema homogéneo.

Con el objetivo de estudiar Hólder regular.ridad de la solucióu estricta de-l problema (1.16)
en [0,7], con 7 > 0, se introduce el siguiente espacio intermedio entre D(,4) y X

D¡(a,cn): {Íe X: {zlo: s¡p ll)"(.\()1 - á) -12 - r)ll < m}
l€,s¡ro

( 1.21)

paxa o € (0,1). Con la no¡ma llrl]¡,1",*) : I "ll + [c]", el conjunto D¿(o, oo) es un
cspacio dc Bauach. Para más informar:ión de cstc e-spacio intermcdio ver [24].

A contiurración sc presenta rru resulta<lo acerca rle la c¡-tlólder rcgularidad de la solucióu
estricta del problema (1.16) en 10,?] que será dc utilidad pa.ra estudiar regularitlad de

solrrción dc la ecrracióu no homogénea.

Teorerna L.14. Sea 1<p< oo. Supongamos quek e L?,"(O, ú). Seanr,y e D(A) con

(ltAy + PAr) e D¡(c, co),

d,ontlea: I f;, entonces paraT >0, la soluci.ón estrícta u d"el problema (1.16) pet"te.nece

a ct."(0.7).lD(A)l) n c'z,a([0, T], x), y u"(t) e D¿(o,oo) pam cada r€ [0,7].

Dernosttación. Puesto que r,a e D(A) y D(A) C D¡(a,x) q D1A), del Teorema

1.12 se sigue que u(¿) : n(Og+ P(¿):r -qáR(t)o es la rinica solución estricta del problema
(1.16). Para cada f < [0,I] definimos ]a ftnción o como u(t) : z/(t). Por lo tanto, u es la
solución cstricta drl problema de primer orrlen

t 
nUr-t¡Au(t\ t,r(tl. /e [0.T1.

I u(o) : s,

(t.22)
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tl.lund¡g/i) ,.1,1 tt I 1,, *, l¡¡.rJ.
J\1

Sc¿r.i 1 < ?r < rc l. e:1 
-1. 

An.n,ulru," c¡re 9 € C"([0 T].I). -Ln efécto, probaremos
p

prirnero quc la lunciri¡ u rlefllirla por

,,,t, 
J,u,,,0,,, ,.t.. t. ñ.t

es Ó Hcjlder contirllra er 10.7']. Noremos que r/ € Cr (0. I1. lD(,4)]) ¡ Cr([0. 
"]. 

X). por to
tanto existe ,il1 > 0 tal que

.,lu(r) < tI. t€!.0.7). (1.2l])

Sc¿r, h > 0. Estim¿rrrdo la difére¡rci¿ ¡¿,(t + l) rr,(f). renernos que

tt h

,(t . t'\ ,,.tt' 
I, kts14¡t,t, h -)d_ 

J 
t..t t,,,r_ ,,,t,

+ 
.lo' 

4"¡t .¡, + t, "1,t," .[,,t 
*{;),t ,.t.t + t, s),is

¡Lth 4t: I r1Ee"¡t+h s)d.si I xq"¡¡,+uqt+n s- Au(t- s)))d.s.lt Jo\-v-+

l1.e gulari datl,\Iaxilral para t¡na Et uación [ntegrc;d ífcrencía)

hI¿
Estirremos 11. I-Itilizanckr (1.23) v la desiguaklnd de Hólder obtenernos

f' t' [t",, ,, .1, tr",J." ,, l, L..t',1... t," \t A ph'.

Ahr¡r.-a estimarrros 12. Para cso. lloterros que a p¿utir. rle (1_23) v rle la proposición 1_It
p¿irtes 7.2 y.1 se puetde obtcrrer respcctilamentc

I A1¡,(t +tL) ,au(r) I ! 2f,.r. t.t + h e l0.rl.

Autt l. 4,|t. ,''i , ,- h tu. f 
.

De (1.2a) 1 (1.25) se siguc que:

Au(t+h) -A?¿(r)Ii < c¡¡t,(.l.lt). t.t + h .lo,Tl.
rlonde C1 ] max (C. 2,4,1). r\ partir tlc (1.26) 

-v'- la &rsigua.Jdacl de Hólclcr obtener¡ros

fl
,l ,. I t.', 5.,,, /, .r .4,,,t .-) ,t,

.la

(1.21)

(1.25)

(1.26)

- c, t 01..1,.,' rr(.t s,t)'tn..s)i

(7.27)
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dorralc q es el conjlrgado de p ¡'por. lo talto q ) 1. Pe¡o

15

Aclemás- icnemos que

/'\ th r'
1,, tr,.r;',tt - f,, r,.,.,,t0, J

ti,n 
l,n 

t,,..t,,q,t,

t, l. 
tl,.t1

Pr¡r lo tarrto I2i I C¿lti.doltl,, I : .,,. ,"1r,," l)rLrbado r]ltp ¿r, es ior:¿rlr¡ente ¿r Hólcler
conti ra en 10.7], corrro l{).7] es cornpnr:to entonccs ?/r es o Hólde¡ continua on l0 !fl.

Ahora probarcuros qrre rl ti,rrrrino,!,Arr(i) cs Lipschitz continuo er I0.?]. Eu cfecto, puest()
qlre ? € Cr(lil,7'], iD(A)]) exisic una corst¿t1rte C3 > 0 tal que A¿l(t) L I Cr: par.¿
I € i],71. De irquí se sigue que ¡?,4r(.) es l:¡c¿,h¡ente Lipschitz cotttirlr¿r en f0.?1. couro
10.7] es compacto sc tierre que ,r7áir(.) cs Lipschir,z corrtinua en l0, T].

Por lo tanto 9 es o Hiilcler contirnr¿r en 10.7]. Además. ! € D(A) t' 4,,1r(0) + g(0) :
r¡Au.! !Ar e D_a(a. rx,). Debido a 12.1. 'li:orema,1.5] se ticne que ¿, € C"(10, ?,!, lD(,4)l)n
C'r(10,71, X) v r1(r) e D,1(o, cc). Dr: aquí. se sigrlo que ¿ e C1 "(10.7]. lr(¡)ll .
C'z"(i0."1,X). '; rt;'(t¡ e D_a(o.oo) ptrra f e [0.?'1. ? > {). r

Observación 1.15. Mof¿:¡¡¿¡¡s q1t,e si -t:.1) e D(A) ,g la solución eslr.icta tl.e.l, problern.a (1.16)
])ertenccc ¿¿ C1,,'(i0. 

"1, 
iD(,{)]) a C, " ( [0. 

"], 
X) enton r:cs n,e.csari,anlctLte (nAu f J.l,-) e

-D,1(rr co). En c'..[ccto, cn. $te cl,so. tenern,os (]1rc u : Ll e.s la soLuc:ión e:stri r:f o tlel prol ,ano,
i1.i1J). ll por lo to,nto r¡A'9 * iJ,4¡ : a,4r,(0) + 9(0) e Dslo.:r-). tc.r [2J].

Proposición 1.16. 5e¿ ri c (0. 1). 5z z € D_1(o.cc) enton«:s lo,s Junciones Rt(.)r.
.\R(.)x sort a-Hókl,er co¡¡.tin,uas en ¡0,T1. T > 0.

Dernostración. \ltrr {22. Proposiciori 2.6]. r

Err rr:l¿ción a la rcgularidad de la solucióu fircrte rlel problcma (1.14j) tclcrnos r:l sigrrientc
rcsultado.

Teorenra 1.17. Se.o, 1<p < x. Suponqn,mos qtc k e L1,,,.(ll.cx,1. Sean r,9 e Dr(o.:<,)
c:on c,¿ - l- ! en.toncct; la.soh¡tón fr.ertc u d,el problem,cr (1.16) pertt:,nece o, Cr .(i0. 

"1. 
-y).

De¡nostración,
es

fn' 
,1, s,tt)'trl,s: 

1,,' 
t,.Í,»)ra, < 

lu-

]::t 1,,'

¡t.(r. h)q d.r.

P.(r. h')'t dr

p(r.lt)'r dr

Como D.a(a.:c) c I(.1) la rinir:a solt¡ciórr frurr-te tlel proLlcula (1.1ti)

'u(¿) : n(r), + R'(i),. qAR(t)r. ¿ € 10. 71.
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De¡iva¡rdo la igualdad a.ntcrior y usando la Proposición 1-5 partc 11, sc tiene qrro

u'(t) - R'(t)y+ PAR(t)r+k* AR.(f)Í, t e 10."1.

Sabemos quc z,y € D¡(tt, cn\, por lo tarto de la Proposición 1.16 sc sigue que fl(.)g y
BAR(.)I son funciones q-Hólder continuas er 10, ?']. Como k € ¿t¿(0, oo), se obtiene que
(k+ AR)(.)z es <r-Hólder continua en [0,"1. Asl, concluimos que u € C1,"([0,?],X). ¡

1.5 La ecuación no homogénea.

En esta sección expondremos algunos rcsultados acerca de la existencia, unicidad y reg-
ula¡idad de solución de la ecuación nohomogénea (1.1) en el ir¡tervalo [0.4. Para esto,
vereuros previamentc algunos resultados de regularidad del tér¡niuo

(F*/)(r) - [' *(r-s)/(s)ds,
Jo

donde B es el operaclor- resolve¡rtc dcfir¡ido cn la sccción 1.2 y J : [0,7] + X es una
función dada. En estos resultados, se advierte que al imponer cierfas condiciones en / se

obtiene rl Hólder regrrlaridad para E+/ en 10,7], distirrguiendo los casos en que /(0) :0
v Í (0) + 0.

1.5.1 Regularidad dél término 1? * /
El objetivo de está subsecciórr es mostrar resultados de rcgula.ridad del término 1? * / en
los casos en que /(0) : O y l(O) I O.

Teorema 1.18. Sia e (0, 1) y f e C"(P,fl, X) con f(O):0 entonces R*Í e
cl-(10,4, [r(A)]).c',"([0,7), x) y satisface

tt
(R* f)tt(t) - I ft'(t -sx/(,) -/(0)ds+ d(t)j(t), ¿ € [0,"].

Jt)

Demosttr,ción. Ver [22, Te.orema 3.2]. ¡

Para el caso /(0) I 0 se tienen los siguientes resrrltados.

Teorenra 1.19. ,Sec o € (0. 1) g I e C'(!O,T l.X\ con f(o\ c AA). /(0) /o. entonces
t,o, furvci,ón i?*/ e Cl([0, 

"], 
ID(A))) a C2(P,n, X) y satásface

tl
(R- Í)"tt)= I P',lt,)(/(s) /(r))ris+R',(¿)(/(¿)-f(0))+nl(f)/(0), ¿€ [0,"]

Jo

Ad.emds, R* f € c1,"(fe ,4.ÍD(A)D ñ C'z'"(k,r), x) pam cad.a e e (0,T1.

lfj
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Demostración. Para c¿da I e 10,71 sea s(t): f (.t) .l'(0). Como l'e C.(0,"]. X) se
tir:nc que I € a-(10,"1,X). Aderuás c(0) = 0. Por cl teolema ¿lrrtL,rior se rieue que

lR I q)tt\t): [' a" t., s)(g(¡) e(r))ds + R;(.t)(t(t). ¿ € i0."].tñ

rlonrle 1? x e . ct." ({0 ?-1, Ir(t)l) ¡ c, "(0. ?.1.I). coBro f(o)e nrql,t.t¡pr,,r,,,siriórr
1.5 ptrrtes 1. 9 v 12. se sigue que ta firnción 1 > ./j ffls¡710¡as pertcrece a a,,1 (u, Z1 lA1a11¡n
C2(10,"], X) y es analíi.ii:a en [e. x.,) ptlra cada'r > 0. Notcrros que

(I,*./)(¿) - (,?+¡,)(r.) + /'r(,).f(ot,r. r e 10.7.1.

Por lo t¿[rto ,4 * .l e Cr(10.7], ir(,l)l) ¡ Cr(i0. 
"1. 

_I) r. .F * / e Cr "([(. r]. lDf.4)l) .
C'z"(i,:.'/.],-f ) pa.ra cada c e (0. T]. \lás aún

tl: lt¡"tt .)(y(,) s(t))ds + R,(,t)q(t) + R,Q)f e)
Jo

tl: I n" rt _ ..)(./(..l) /(t))r1s _ Á,(¿)(/(f) f(0)) + R,(f)/(o), r € [0,7].,lt)

t

Teorema I.2O. Sea o € (0. 1) U / € C.(it).71. X) con f(l|) É /),1(a.:c). /(0) I 0.
entonces la J:unción, 1l* J pertenet:e o,Cr,,.(10.f].lD(,.l)])¡Cr,.([0 

"1._y).

Demostrac,itir¿. Definimos !l(t) : .f(t) J(0), para ca.la I É 10,?]. Del I'eorcma
1.18 se sigue clue ,\, *.q € C1,"(10. 

"1. 
[r(/)]) a Cr."([0.?-].Jl). puesro q[e /i,0) e

D-1(rr.ro). r:le la Proposición 1.16 sc sigue que Ia fulcitin t + I\t) R\").|\lttd¡ pertor..p
a c'.,, (10. ?'j. iD(A)l) n c,,,,( 10, 71, x). como

(n."f)(¿) - (B r y)(r)+ 
/'n{,,.tror.r,. 

/ É lu.Tl.

sc 1,iene que r? * / € c1 ^(10.71, lr(,1)l) n cr."([0.4. r).



clonde r7, iJ, /i -v -4 satisfaccn las h\r<itesis establecidas err la sección 1.2 v,l: [0,'1'l + _y
es rua f¡urción rlada.

Las si.guicntes defiriciones cle solución son 1as análogas ¿r las definiciolrcs 1.7 r,.i.8 eri d
caso tro irornogénccr.

Definición 1.21. Dirct¡tos r¡t,e la funcui.n u : 10, ?'] + X cs u¡to, solut:iór¡, e:itt'il:ta tlt: Lrt

ecuocirlr. (1.i!8) .si u e C](10.?1. iD(A)]) nC'z([0 ?'].X ) y srtti{n u: to ecttación (1.28 ).

Definición 1.22. Diret¡t.t¡s Etc La, fl,ncl,ón u I ii). ?] + X es un.a sctll,ción .fuerte d.e

le.ecuacíón (1.28) st u € Cl(10."].)f) .!) cltzstc na s,uct:siítn u,, É C1(10."],lr(,4)]) a
C'?(fo, ?l. -Y) ttLL qr.e srúr.sfat:c:

f ,,'t, ,," ,, ,, ctL r. f . Y, L rr, .r.,,"¡r' a.

f ,,Li' 
,,: tl t,r', 4,1 . Á r¿" ¡ . ,, r'r o 7 \',.

Regularid:rd ,\Iirximnl para wa Ecttac:ión Iniegrt¡¡fifelctx:i¿7 f¡

7.5.2 Existe,cia. uricidad y regulari{rad de solución de la ccuació, rrr¡
hornogónca.

Clolsicle¡e¡nos la ecrraciórr rro hornogórca (1.1)

utt(t) - tttlut(! + )Au(t) + 
lo' 

*t., .s)Au(s)ts + /(r) , r€ i0.Tl,

(1.28)

(1.2e)

El priucipal objetivo ,:lc csta s(--cciól1 es urosttal r-csrrltatlos tle existcrrr:ia. unicidaiJ ¡. rcg-
ula¡idad de la soluciórr cle l¿ ecuación (1.28). Plobaremos primero unicidacl tlc sohrción
estric[a v firerte de la ccuaciól (1.28).

Teorerna 1,23. Sq)ongamos qut f e C(10.71..Y), ¡,u t DIA) t1 u es sohLci,ón estriúa
d,e La ecuuctó¡t 11.28) entoncc.s

'u(t): R(t)u + R'(t)Í 4.4R(t)r + (l?*/)(t). r € 10.71. (1.30)

Demosh'atión. C-lomo I es urra soluciól estricta cle }a ecuación (1.28) tclcrlos u €
a'r(i0.:al.[O(.,t)i)nC'?(i0,:a].f) v satisface l¿ ccuaciórr (1.28). Así. para t:atla f ] 0la
fiurciórr q : 10. l] + X dada por -q(s) - -t(t s)u(s) es rlos,"eces continu¿r.r¡rerrte diferencial¡jc
¡r rrrlemás

q"(.s) - R"(t s)u(s) 2R'(.t .i)r1(s) +-fi(r s)u"(s).

Dc (1.13),(1.10) ¡ problelra (1.28) se siguc c¡ue

R"(t s)rr(s) 2Rt(t s)¿/(s) + R(¿ s)ir"(s)
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: qAR'(.t s)r(.s) I "1,.11?(r s)a(s) + (A *,4,e)(i s)z(s)

2'u'(s) 2r¡AR(t s)r'(.s) 2¡1(l * AR)(t s)r,(s)

2(1 * fr +/1P)(f .s)11/(s) +r/n(f s)ü,(s)

+lAR(t s)u(.:) + Á,.(r s)(A " _{rr)(s) ; n(i ¡)./(s).

Integranrlo la igunldad arrterior desde 0 hasta /. cotl respecto ¿1 ,s, tencrx)s que:

?.¡(r) + rC/(r)r R(t)a - \t.ARt t i)(t) + 3(AR * i1|fl

+ ((Á" * ,4 r?) + rr)(i) 2t(t) +2e:

)\AR * u'lt) 2d((1 *,aE) +t/)(t)

2((i * A x.lfi,) + u/)(¿) + \(AR.+ .,)(t.)

r i3(,{Il x ¿)(l) +(n* (A*Á¿))(f) + (a*.r)(r).

sr¡siitrL'.rdo (i).(ii) y (iii) de 1a Propo-sición 1.9 en la icler.tidacl ¿r.rrterior sc obtie.e

u.(t): R(t)y .,R/(r)r+ q_AR.(.t.)Í 12B(t* ttR.)(t)t

t2(1 *A* AI?.)(t.)r +2:: +(fi,*.1)(r).

fin¿huclte. utilizarrtio Ia Prriposiciórr 1.1) partc tj. sr. sigru: qrrc

u(t) - R(,t)s + Rl(.t)r - rAIt.(t)t: + (,?*./)(r). ¿ É 10."1.

Teorenra 1.24. Supongurnos qu,e .l { C(iO 
"],X), 

x.u e D(A) y tt es soLuciórt, J:uerle tlt,
La ecuac'ién ( 1.28 ) cttLonces

(.t)- R(t)u+Rt(.t)t- \AR(t)¡ + (/?*./)(r). r € il."l. (1.i1)

Demostración. Sea .¡¿ urr¿ soluciórr fucrte de la ccrración (1.28). Sabernos que L.xiste
urra sucesiórr (un )rÉN cn Cl(10.7-1. lD(,4)]) n C, (10. 71. X) tat que satisfa,ce (1.29). pnra
cada ?¿ € N. dcñu¿mos r'" = ?r,,(0). U,, - tLl,,(O). Del teoLcrn¿¡ anieriur se sigue que

?¡,,(l) - -R(t)s,, + Rt(t)h, r1.1R(t)4, + (¡'+./)(t), rc 10,"1.

Trirnando Iírnite cuando ,¿ + :x- err la, igrraldad arrterior. us¿r,ndo que A cs ,n operacio'
lineal cerr¡do ¡. la Proposición 1.5 Jrartes 2 y 5, otiieuernos la expresitin (1.31).
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I

Aliora. nos preocup¿u-cmos de establecer r:rindicioles bajo los cualcs existe una úlic¿r
solución estri(ta de ia ecuación (1.28).

Teorerrra 1.25. Sea a € (fl, 1). Scl,n. f e C"(lO.'f].-t) y ",y € D(A) to,l qlul

r¡Ay!§A.r! l(0) € D(A).

En,tonces u dada por La fórntula (1.31) es La úrú.cn solu,ción cstricta de la e.cua,cíón no
hontoqér¡,a (1.28) y petlen.ece o. C'1 '' (l( 71. D(,4)) a C"(k. 

"), 
X) para e,d,o, ( € (A.7-).

D etno stración. Corrsidelerrrc¡s 1os problemas

20

(1.32)

." (.t) - rAz'(t) + ,3Az(L) + (A - Az)(¡) + /(0)
:(0) : .r'

.t (.0) - a

(1.33)

Del Teorerna I.19 sc siguc que la función ur dada por u,(f) : jJ F(f , ")(l(s) /(0))rJ.s
cs Ia írrrica soluciórr estricta tlcl prolrlcura (1.32). -A.drrriás ü, € Cr'"('0. ?].lr(A)l) :l
c?,. (0, rl , x).

Considerenros la funcióI r dada por z - Il\L),a + tf'(l)x qAq.(t):x + Í ¡'(,s)/(o)ds.
Procediendo tie maue¡a sir¡rilar ¿ la dcrlost¡ación dcl Teorema 1.12 se prueba que ¿ cs

la iuica sr¡luciórr es¡rict¿ clel prohiema (1.33). Así. se tienc que u dada por la expresión
(1.31) cs la tinica sohrción estlict¿r de la ecuar:iórr ro homogénea (1.28) r,' pertenece a

C1,'"(k.71. D(.1)) ¡C'?.'"(k,"l.X) par¿cad¿.€ (0,"1. I

Teorema L.26. Sea 1 < p < .x. Supong{Lm,o-. k € ¿t"(0,.c) y q11,e. o - I }. S,

/ É C"(10. rl. X). x, a . D(A) co¡t

nAy + iJA¡ + f (0) e D-,r(o, co)

tntonces rí,nico. sol,tt.c.i.ón e.stricta u d,e La ecl,octón, rt o-h,orrt oqé.n,ea. (1.28) d,o.tla por (1.:ll)
?ertenece a Ctr'(10.7).iD(A)]) . C"(fo 

"] 
x)y,(r)eD.q(r.cc).,pa.rut,t:o,rlttl€10.?.].

Dernostración. Puesto que r.! e D(A) v D(.4) ! D.1(n. cc,) ! D(,1), .Lel l'eor'"n'a
Lt2sesigueque par¿rte i0,71 Ia expresión ¿(f): fi(l)ü 1R/(t)t:-r¡AR(t)t:!(R*/)(¿)

( ,,t',tt r1Att'tt .,1ü'r/, '/,. I'r1ttt ltt, /r0)

[ ,,,;t,ir : o

f
I



es la lirrica sollición csrricta (le l¿ e(iurción (1.28). para c¿rl¿r f € 10, I ilcfl.ir.nos 1¿ firrr.iii,
ir por rr(f) : ¿/(l). Por io t¿irito, r,t:s soluciórr r:strict¿ dcl problcrrra rlc prirnr:r orclerr

Rc'.quJarÍdzirl \,1 axi ma) pata ur¡¿¡ Ecu¿¡ció¡r Int cgto-c)ifércttcia)

1l(t) : qAú(t,) + h(t.) . ¿ € [0,?l

u(o) : rv.

Dernostraciót¿, Vcr [22, Teorclrra .1.3].

,1orr,Ie /r(t1 J..tr(t) + f' *¡r. s),,la(:)rls t.l(t) Err la {errrostraci¿r¡ del Tcorer¡a.lr

1.11 sc r¡i¡trrvc¡ c¡re la f\rnciórr da,la 1x,r 1r(l) : r-.lir(f) + [' tt, .s),,1u(.s)/s per.tcrrece

a C"(f0."1 f). Cornri / ¡rcrtenero ¿ (",(10. Il.,yl 
",,t,,,".Xnñ e C.(0,?l,I). Atlemris.

para g e DIA) sc tiene r7.4r.r(0) r g(O):rtAa+ 3,42+l(0) e D.1(o.x).
I-r's:rndo [24. 'l'eorcma 4.5]. ol¡tr¡renr¡s que .r c Ca(o.4. lD(.4)]) a C" 1(0.2]. X) v que
i.,'(t) e D¿(o.x). Se colctur,e que rr € frl"(t0,?l,lr(A)l) n r:: "1¡0. ri, r;,'1. t^-rria
que rr"(t) € D1(o. r) para catla. I € I0. 

"]. 
T > 0. .

Observación 1.27. Notr ¡tos qu,c la utn,tttctórt r¡All -r ilAt + .f (O) a D1(t. x:) perm,tte.
rttcjorar cn al,gún, serttid.o lo, regulo,rirlod dc l.o soLuctór¡, est'ricla, j)a;c dec , grac.tos a la
con ¡lít:¿ón antcrior se c:ortcluye que lo. st¡ht,ció¡t estricr.o 11 trc ro, ecuación (1.2-g) pertettcce
a cl- (P..r). DGr)) ¡ cr."(o. rl. _y).

\tar¡os ahor'a ,n ¡lar de r-as.ltados que refleja, r¿1 raisnlir idea alrterior. esta \¡cz co,
rospecto ¿t la soI¡tcir5n frrertt: de la coraciól l+horuogóncn (1.2g).

Teore¡na 1,28. Seoa a (0, 1). .9, / € C(10,"1.-Y) yr,ye D(A). (:t¡tonc(.s 1t Llada por kt
fórraula (1.31) es la,ún.ico, sohr,ci.órt Ju,erte rle la uttaci,órt n,ct h,omogétrn (1.,¿g) u pertütece
dC1 "([€,7j.X). pant catta É€ (0. Ij.

I
I

(1.34)

Teorema 7.29, Sr,a I <p <:x-:. Su.pon,gamos k a Lr;".(0..r.) lJ ttu.t. t\ : f *. S;
I € C(f0 7] X), .r. y e D-a(o. c<,) entonces lo ,ínico siit¿ctrht. fueri, rt lt la e, lt',tcicin
|r,o-lt.omoqé.n,en. (1.28) do.da por lo. fórmu,l,a (1..11) peñenece ¿ Ct-(i0. f].,y).

Dernostración,. Se sigue del Teorerna 1.17 1-de 122. Ieorcrna 3.1 l. I



Capítulo 2

Resultados de Regularidad
Maximal de una Ecuación de
Segundo Orden con Retardo

2.1, Introducción.

Err este capítulo expordrernos alg,nos rcsultados dc existerrcia. unicidarl l,rcgularirlatL dc
sol¡rciór¡ rlc 1a ecrrar:ión diférr.nci¿¡l de sr:giurdo r¡tlt,n con retarclo

u" (t) + Bu'(t) + Au(t) : Gut,+ Fu¡ + /(¿). ¿ € R. (2.1)

Aqui. X es un espacio rle Banach. A: D(A) ! X + Xv B: D(A) C -Y +Xson
opcraclores lirre¿rles ct'r¡¿irlos. G. F : c(j r.0].lf) + x sorr opertrclores 1i¡rcales ¿cota.dos.
rr¡,uf : [...r,0] + -Y son tlelirridas por u¡(.): u(.t+.), "l(.): til(r+.) v la funciórr dato
/ € c"(R. -Y).

cotr-ro ilnticiparrios eD la introduc.riórl utilizarer¡os la tócnica de u^rltiplicadorr.s de Fouric¡
lrirra obtelcr ¡lrestros lesrrlt¡rdos. Supoldremos que -Y es urr espacio B convexo y que ,4
no Scner¿ necesariarnente un c{)-§enligr-upo. Esi¿ ccu¿cirirl cs cstudiacl¿r por Pobletc crr

121l

En la sección 2.2. \,e.e¡rros resrltados de l{rrltiplicadores cle Fo.rie¡ para lu,ciones Hólcler
continuas, los que son (errtrales prrra nucstro objetir.o. En la seccióD 2-i sc tlefiDe bucrr
pla.teamierrto de la ecu¿rció. (2.1) v rlaremos u¡a ca¡acterización de existerrcia 1'u,riciclad.
En lo que sigue iutroduciremos rrlgunas not¿lr:iorres prelimintlres.

Scan -Y.'l' espacios cle Biuach, o É (0, 1). el coniunto

c"(R.x) : {/: lR + x : l(0) :0. .f ,, < +¡"}.
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Rcgrrladrl:rd l/axilr:l/ ¡rala ¡tta Ec¡an.ión difctenc:ial co¡ Ret¿¡do

es urr espacio rie Ba¡rach con la norma

l/ i" : §1rP
l+5. t.s€l¿

Definirnos a CT (R.I) r:omo

lrltl ¿,(, ) l

li -+ 
'-\

C"(R,n) - {./:1R ; x: r./ 1,, < +cc}.

este corriuuto es ul cspacio de Ranach con la no¡r¡ra J r:, : J " + I "f(0) ].

Denotarncis por C"+l (lR. X) al espacio dc Banacir quc «)nsistc crr tt¡da.s l¿s firnciones
?¿ e C](lR. -Y) tal que t1/ € C"(R, -f) clot¿tlo de I¿¡ norr¡ra

lul r..,*, : i"'lc. + lu(0)l ,

de similar f<rrma. rlefinin¡c¡s C""+,(lR. X) cor,e el coujrurto forrn.ir1o por l¿s fimcioncs ?1 €
C'z(lR, -Y ) talc¡ue rrl/ € Co consideraudo la ¡rorm¿r

n\, ¡:,,+t - Jr" lc. + ]¿¿'(0) l+ ]u(o)li

cs espacio de Ba.na.ch.

Observaciór¡ 2.L. Potlemr¡s rcptp\pntar tamb¡tu a C^(R.X) ,orn,o el espd(:io tl,e Banaclt
«tt:rt:.rttc C, (1R-, X) : tl/l : / € C,,(lR. X)\ d,on.t1,e

i_f) -llle C"(R.X):/ g = cottst,uttte]¡,

cons'¿¡1,c,¡n.'n,clc¡ la n onna intluci¡lo,.

Sea fl' la tralsfouu¿rd¿ de lburic¡ de f, es dccir.

rIt-t [ ,- ' tr, ,r,.

p¿il¿ s € lR r. ./ € ¿r (R. -Y). DetoL¿rr¡rs 1)or" ./ ( \) a 1,1 transformad& de Carlemarr de /,
csto es

, ^'¡¡t¡,it. r,c(A) > o.

i(.\) -

doride f € ¿t"(R,Jr) es una furrcióu clc tlt-.clecirniento sribexponenciai, es tlecir

| , '1 ¡1r1 ,tt \ t,i,"i, ¡-aoa , . ,,

e^'l(-t)dl. Iic(,\) < o,



Regularidad Maximal para ruta Ecuación difercncial con Reta.rdo

2.2 C"-Multiplicadores de Fourier

Sca f) ! R rm con.julto ¿rbieto. Derrot¿rrxrs por C.-(O) a1 espacio de torlas l¿rs liurciones
intinitaurcltc difcrenciables con sopone compar,to en Q.

-Ll siguicnte lenia cs una lierramicnta irnport¿lnte para rrucstros oltjetivos.

Letrra 2.2. S¿:r¿ .l e C"(R. -Y) . üúor¡les

/ /r -r(¡, \f -ld. n

para f,od,o d,, € a.:(R\{0}) si u sólo si. l cs trtrtstante.

Demostración. Se sigte de 11, Tcorema .1.E.1, Tcxirema .1.8.2]. I

Definición 2.3. Sea \I: lR\{0} + L(X.Y) contin,ua. Di.re.¡¡¡ c¡" ,1u, )l "' ,ru i',-
Mul,ti.plicador si e:riste u.nu. furrczon Z : C"1JR. -\1 - C^(lR. 1-) /a1 (r¿¿::

f ,t,,,-, r,.,,..,," I r, \1,,.,r .,,/-. ,2.)1J,: J

para todo,.i É C'(R.-Y) t/ e É C.:"(R\{0}).

(Jbservación 2.4. Note tlur: f(.olI\l') - | € ''t,-,\t)\llL)¿r a ¿(X.1') paru t:atlLt s €p,.

Observaciór¡ 2.5. Ll operarLor L cstá bi,en, tltl ndo. lirt efec:to, stutt /1,./r € C,'(R. X).
Sí .ft : J.z, dc 2.2 ten,e.rn¡¡s:

tt
I (Lt.t.,tt..t-Fr,\.\,), I t Í, ,\l tt ", I tt 

" ),1../R J

I
/ 

r¡"li \r'' J1l'\Js

I
/ I ¿//-r\t..)tf.)/..\/r-

Del Lent a 2.2 obtene.m,os clle L l - L fz = con st(int.., tl,c aqu,í sc siqtc qttc L l.t - L l'2. Por
lo tanto L está bie.n. cLe.fr,n t tkt.

Definición 2.6- f)xrunos qut: tn e.-spo.c:i,ct tLe Batach X es d,e típo p Fou,rtr:r. r:on I < p < 2.
si lo, trartsJorvtotl,a d,e Fcntrier tle.finc rtrt operador l.ineal, acotado de ¿r(R. -Y) en. ¿c(R. -Y),
tlonde q e.: r) ín d.i ct: t:onju.qodo d.c p.

Definición 2.7. Di¡ern,os r1,u.t: rt.n cspacio tle Banar:L¿ X e,s lJ t:o¡t.uet:o si es de tipo p Fo,u,r'it:.r'

¡toruo,LqtLnp>1.
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R.egularídacl i,Ia-trina.l para lna Ectutt:i¡:jn diferent:ia.l con R.et¡¡do

El sigucnte resultado de niultiplicado¡e¡ dc Foruie¡ cs fulrlarlcrtal pa..a o|iener resul¡ados
clc cxisterci¿. urricirlatl 1' regrrl:rridird tle sohr.irin r1c l¿ or:u¿rciórr (2.1) ¡- su deurostraciórr
se errcuentra, en [4i.

Teorema 2.8. Sqt.¡t. X rtn espu.r:io B-co¡¡xt:,ro e Y un cspa.ci.o tlt. Bano.ch. Suporqamos
q¿e ,\,/ € cr(lR\{o}, ¿(_Y, y)). 5,,

sup ,11(l)ll + sup ll¿t//(f) I < .xr (2.3)t+o t+\t

etrtortu:s lI es .un, C.-" -mu"ltipli«ttl,or..

2.3 Existencia, Unicidad y Regularidad Maximal

Err lo que siguc. srrpouclrcrnos que ,4 ,1. B sorr oper;rdores lirreales cerrados con D(,.1) lt
D(,8) + I0 j. Al cloniirio de ,4 1 B lo denotarnos conio lD(J) n D(B)]. Con la lo¡rna,
rl ¡rq-r1na1,a1t 

: lrl + ] lt \+l B.r v colisiderrando que ,4 v B son cerrados se r,iene quc

lD(A) n D(B)) es un espacio de Barr¿rch.

Delinición 2.9. Düctnos qtte el, par (A. B) es coerc.iuo st. ,paro. todo f > 0, sc tie.n,e qu.e

A + tB . «»t. rlornut.:to lD(,.-4¡ tt D(B)), cs r:r:r'r'ado y enstc ,utLo. cotlstante lI > 0 talque

At,i ¡ t igrl¡ ! l'I lAt í tB:xl -

Pa¡a Ia r:crración (2.1) dcfilimos el conccpto de buen plrrutcamiento o legularidad ma¡iirr al.

Dcfinición 2.LO. Diltrlos que, la «ttat:ión (:2.1) cs (:" -hien planteoda s,i ¡to,m cadL.t, J €
C'(R.X) e¡:i.ste u¡ru único ftt,nci,ón u € (l'(1R. [r(A)]) ¡ (r,,+1(R, lD(B)l) n C.+2(R.,Y)
quc .so,tisface la ec'uacíón, (2.1) c:así en totlas partes.

Definición 2.11. Sca r:1(f) :: e'rl poro ) € lR. De.fi.n,irn.os los ctpt:ro,dores {fi}, {Gr} !
L(X'1 como F1r- f (r,.¡lr). G¡lr-G(e1.r) para toLkt l€lR y:¡rÉ X.

Lema 2.12. 5e¿ I € R. Se.an. F1.G¡ dcfin,Ltlos como arri,ba. Et¿tonces ltara, catla:¿ € X s.l
tiene r1u.e

Fft : F(e',r). Gt,.r - G(c|t).

d,onr),e r:L(s):'i,s¡,|"t r:on se I r.0].

Demostrac'ión. Sea .r € X. Pucsto que'

1,,"',., L,,.r, c,,',tt c 
:'n, h\,' ,"'r i.-e-t t

trranclo l¡ + 0 icrernos que Glr : G(r,i:r:). Arrálogo se ohtieno Fir: Í'((.1'¡. I
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Rcgularidad lv'[aximal para una Ea¡ación diferencial cot Rctardo

Deffnición 2.13. El resoluente real ¡le la eL:uación (2.1) se de,f,ne carno

p(A) : {s € lR r -s21 + i¡8 - isG" - F" + A e L(|D(A) n D(B)), x) es inuertrble}

El siguiente teorema es el principal ¡esultado de estc capítulo.

Teorema 2.14. Su,pongam,os que X es B cont¡eto y que (A,i;\B) es coerciro para atd,a
1l € R. EntotLces las si,gui,entes artrmaciones son, equiualentes

(i) La ecuación (2.1) es C" bien pl,antearLa.

(ii) p(L):R, stpllq2 (-q2I + ir¡B - iqc, - F, + A) 'll . o" y
4€R

supllBa(-a2I+lr7B - ir¡Gr- & +,4)-rll < oo.
,l€R

Demostxtción. (i) -+ (ii). Sea4e lR. Afrmamos qu" -r¡21+ir¡B ir¡G,., Fn+ Aes
in),ectivo. En efecto, sea a € D(A) e D(B) y u(t) - ei4tr. Tenemos que

F(u.¡) : ¿int Pr,, G(ul) : n¡gr*.

Si (-n2I + inB ir¡G, - Fn i A)n: 0 entonces u es Ia solución de Ia ecuación (2.1) pa.ra

/ = 0, de la unicidad se obtiene que u = 0 y por 1<l tanto r = 0.

El operador -r¡21 +';r¡B -iqG,,- F,¡*Aessobreycctivo. En efecto, sea el operador
acotado ¿ : C"(R, X) + Ca+2(nR. X) definido por L(i) - ", 

donde u es la única solución
de la ecua.ció¡r (2.1) pa.ra / dada. Sea y e X.

Consideremos la función / definida por /(f) = ei\ty y si imagen I(f) : t. Sea s € lR

fijo. Las fimciones def¡ridas en f, u(f + s), cin" ú(t,) satisfacen la ecuación (2.1) para
g(t) = ei"t" f(t), por Io tanto, de Ia unicidad se tiene

u(t ¡ s): ¿t'n u6¡,

pa.ra cada s,f e lR. En particular para ú:0 sc tiene u(s) : eín"u(O). Sea r: u(0), es

cla.ro que .L e D(A) n D(B) v adcmís

-\2u(t) + irlBu(t) + Au(L) : iqe"'ltG,1:r + ei'tt F\:D + ei\ty-

Si¿:0entonces (*q2I+b1B -lr¡G, FriA)x:9. Por lo tarlto (-\21+inB -i\Gr-
I,a + ,4) es biycctivo.

Sabemos que (i\B+A) es cerrado, por Io que (-r¡2t +lqB áqGr- F,,!A)-1 es acotado.
Como lle¿'r¿z¡l., : ¡r"lr/"lll"ll, se tiene que para cada e ) 0

slrp llr¡2 (-q2 I + iqB - ir¡G, - F\ + A)'l I . ll¿ll sup 1r + =|;)nÉ. 1,, >.' K"lnl" '

por continuidad se tiene que



Regularrd;rd l{a¡i¡r¡¿l para ür:.a Ec.uaciót difcrencial co R(t¿Lt(L)

srltJ r¡2(. q2I1, i,r¡D rr¡G4 ¡; +A) rl < oo.
4€R

Sea i1(4) =(-f ¡ir1B-l A iqC|,, Fr) t,\eR. De la identidact ivl (\)(.-r¡2 +i,48 ¡1 ,,¡G,,\lttt' - f ,\[tt¡' /. s" rir n¡

(iq B + A) M (.r 1) : I + | t2 M (,.q) + irG,, Lt (\) + F, tur (r¡).

Puesto que I" I'C/ son acotados, concluíruos que

sup I (ÍaA *,4)ti1(,1) < 
"".,€P.

Aclerntis, el par (A.i\B) es cocrcivo, por lo tarlto. cxiste una corstante 1i > 0 tal rlue

| fitf Q¡)l t i At,I (ri)i < I{ )(ittB +.a)n/(a)r:ll.

par¿i iodo if € ,Y. Esto ct¡nciul,c l¿r prucLra, cle (i) + (zz).

(,?) -) (,). Para cada I € l,lt rlcfinimos jtt (t) - (Ct(t) ,4)-r. dorrde

ck):il r.tB ! itc}¡+ Fr, r € R. (2 1)

Seare fD(E)], tal cluc ri iDlB.i.-t. Fijer.nos I € 1R ¡' e >0rlaclo. Del Len¿ 2.12 existe
o 0 tal ,¡ri. rll r/.¡J. l. pur, i,l d.,l,,rrde

2

l
II'(t. /¿) : ¡lttt * l,)C)t¡¡,r + F]¡¡,t ,itc Lr. F¡,x) liG¡t + itGt.t: _ l.!t:1.

Notemos qtre

1li,tC'lt I hlt C(/).r) (2ti: i Dt ! iG¡t: ¡ itcit + Fir)

t.,t
h((, i,l r,\ 2t .r l,t\t 

. l,t . t, I BI ll-¡/./,r

-.t .) Br -r-)) 'u," .)

l
Portot¡nru ;\( \L+h) (' )) (2Ll i,B +iq + itcl.+ 4)l < e. para lL <d. De
acluÍ tcrrenos clLte

C'(t) :2tI iB + Lc,+ t. rrci + 4. ¿ € R. (2 5)

De lo altc¡iol t dr¡ la defirrición dc Gi v { corrchrirnos tluc

c. cl(R.¿(ir(a)l x))
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A6¡m¡¡ros r¡rc .\,1 € C(R. ¿(X)). En efec¡o. obsclvernos que ,t/ es coltilu¿r en f - [)
rrr¡ro fiurciír ili: R en I(X). P.Jr orra. parrc. si f€R. 1f 0 .\,x:a -Y. rerrcrnos quer

(¡1(r + rr) r,I(f))r I < i ,r1(f =,h)i ll(c(¿) c(f +,h)),1.1(¿)zi

l, - 
1 

,.,. r',¡, ("t 1,11.\lLt¡.,
\t ' It)"

De esto v del hecho quc C € Cl(R. ¿(iD(B)]. X)) poclcrrros corrcluir qrre M € C(R ¿(-Y )).
\{ás airn. saberrros qrre

sup I nI(t)l ¿r_y) < )c.

puesto que ¡f e C(lR. ¿(-Y)). podernos conchrir que

srp ,1/(t) r1r1 < .o. (2 6)
r€rL

Afir'r1rar¡r-rs quc ,\'1 e Cl (1R. f,(X)). EI1 electo. rot{]rros llue para cada ;r € -tr-

lr
¡(.M(t. 

+ tt.) tI(.t))r : 1I(t + h) tt,@(t) c(¿ + l¿))rl/(f)r.

Tonrando límite cuando h + 0. de i¿ cr¡rrtir¡riclad de M r:omo lunciórr dc lR + 4(X) se

sigue que l\t'(t): ivl (.t)C' (t),\1(f). de dernde poderros corrchrir que ,\'1 € C](lR.¿(X)).
Añrm¿rIros que i1 e Cr(1R. f (X, lD(A)])). En efecto, rotemos quc para. cada r { I

A,]l/(r)r | < ¿2,1,¡(¿)r + lC(i)]1'1(t):r t+ lcrrrv(t)11 + tF¿,r1(r)¿l + l¡r .

De la desigua.ldad antclior y del }iecho r¡re -\1 € Cr(R.¿(X)) podemos concl¡rir que
,r\1 € C1(R. ¿(x, lD(.4)l))
El riperador l/ es un C" multipiic¿dor. En efecto, par¿l,.rr- É X

lf¡rto).4 < ll2/rM(¿)M(r)al : tr(t)c(t)tr(f)f l+ l¿¡/(¡)G¿M(¿),l]
(2 7)

t )\.) M (.t,)Gltt (t)r 1= itnl(t)FlM(t):rl
)'

At\tt(t)t: | : tA¡.t (t)c' (t) 1(r)zl :1(c(¿)-11(¿) r')ct(J)tM(.t)t )

(2.8)

< c (t) \t (t)c' (t)1i.1(i)¿l + I ct(t)trr(.t)f .

Como G¿, Gt, v I-! sctt unifilnnemente .rcot¿(los r-especto a f € lR, concluilros desde las
hipritesis y de la desigualdad (2.7) quc sup lr¡/'(¿) I < ro.

Reetrpiazando C(t) ¡'C'(¿) por (2..1) v (2.5). rcspcctivaruente, en l¿ desigualdad (2.8) y
usando la hipótesis (ii). obtenemos que su! I ,,l¿lf[l(l) < co. Por k) ta,rrto

sup ]ri/(l)]i¿r_r. ¡1 1, I + sup ]t-1./'¡t) .r.y.rr.,l¡) < rj,¡



R.egula dad,i\{aximal para tna Ec:r,a,t:ión eliferctcial <t:'n R.etarlo

con ¡.1 € C1(R, ¿( X,lD(A)l)).
AnáJogamcrrte, podemos probar que sup ]iB¿Ml(f)ll : sup I EtMl(t)ll < m y por cl Teo-

rema 2.E concluir que M es un C",multiplicador con lll € Cr(R, ¿(X, [D(A) n D(B)])).

Definimos ¡ú(f) : (rd M)(t), con id(t) - t¡. Por hipótesis ¡rr € C1(R, ¿(X, [¡(A)])) v
sup ll¿N'(ú)ll < co.
¿€R
Afi¡mamos que N es un Ca-multiplicador. En efecto, notemos que paüL cada r e X

llB¿N'(¿)ll < llBtM (t)rll + zllBtM (t)rllllt2 M(t)rll

+l)BtM (t)rllllBtM (t)rll + 2llBtM (t)allllcttM (t)rll

+ lBtM(t)rl llc,,t2 M (t)rll + lBtM (t)nl llFitM(tkl.
Como supllBtM(f)ll es finito, del Teorema 2.8 obtene¡nos quc N es un Ca-multiplicador.

,€R

Definimos P(t): (id, M)(t), E (t) = +M(t) y J(t): GtN(t). Un a::gumento simila¡ al
anterior permite demostrax que P,11, J e Cl(R, ¿(X)) son Co multiplica.dores.

Sea / e C" (lR, -Y). Puesto que -L1, -lf, P, H, J son Co nultiplicadores, edsten u € Co(lR, lD(,A)n
D(B)l), a € ca(R, [D(.4)]), ra, ñ, k e C"(lR, x) tales que

ft
/ u(s)(rd)(r)d§ : Jorrr M )(s)/(s)dr. (2.s)

lt
/ u(s)(-Fu)(§)ds I rht. N)(s)/(s)ds. (2.t0)
JR JR

lr
/ u.,(s)("F,p)(s)ds 

J*f@. 
e)G¡f61a". (2.il)

ft
/ /r(s)(f1)(s)ds : I rh. F.M\(s)f(s)ds. 12.12)JR J]R

ft
;f hf s)(-Fa)(s)t/s = JRrú.G 

¡{)(s)/rs)d*. (2.IJ)

para todo ó, 1.,, 9,'y, n € C¿'o(R). Notemos que paxa n € X y / € Cf (JR) se tiene

F(titF x[)(s)r : 
l*;*',11t¡r,uOhú -- l]e-tutó(t)F(e¿M(t)r)dt 

(2.14)



Ol¡servemos que p¿ra
obtenernos

Regulaúclad lla,timal para u¡¡a Err::r,t:ítin diferent:ial cc¡n Rctar¡lo :t0

I
,t,rLrle 

/, 
c '", tt)ctllltt)rdt e C(l r.{l].x). Adcrniís. para todo d e I r.0] l,elernos clue

t ., t
1,. 

'¿tt\ptt0t\t.tt.t.lt \ Jt 
o,t, \/,i,r rJ,.

Puesto que I' es acotar.lo. irorlemo.s colcluir que

fló. F.M)($)r: F(f (,t c.,11)(s)rc). (2.ib)

cada á € | r.0l lijo tcrrcDlos qrc r:. i,., e C"-(1R). Lrsarclo (2.9)

lt
/ 

,,./r-r/.r,/s 
I f(, , \/rr.rlr_r/5

I
Comr, la lirnciol 0 ) I u,lJ.,))(s)ds e C([ r.0],I), dc la c<¡ntinuiclatl de F., (2.9) r.

.lÉ
(2.15) se sigue que

It't
J,t(o. t.l/)¡.,Jr",d. - | F-F\,.. t/,r,,,r,.'J. 

Jn 
Fu.,r.tr,,,r, ,2.trjr

pa.ra to.lo @ € C¡(fR). \,I¡ís ¿rún. de (2.12) v (2.16) obtt:rrenros

I r,,.1¡r 1¡,1,t, I t u-rr. t,,¡,t,.t J,

palir torlo o e Cl(R). (-'onclui¡ros quc cxi-§te rr1 € X tal que h(t) : Fut + ,t. de clonclc
se sigue que I', € C',(R. )().
Análogamente. de (2.10) concluilros rlLre

| , ",r 1¡.1a, f r," , ,r ,,.1.,../¡1 J

P¡oceriic,dc¡ en forr¡io simila¡ a corno se obtuvo (2.15) r. (2.16). de la co.ti.uiclad dc G se
sigur: que

lll
I r" .G..\'...,,t ",,t- I ,:F, , \,rs /,.-.,/. I c;,..¡Í,.¡¡-1,1s 12.ti7./R , Jr,

l'¡ru rodo ,,, a.'. D, 12.tJ7 -, s¡"¡¡p,,,,.

ti
/ rr,)(r, )t.)J. / G..i f r 7i.7,rsJ\ J,,

parii torlo ,q. € C.-. Po¡ lo tanto. .-,xiste r12 a I tal que 1,.(t) : Gr.1+:r:. dc rloncle sc
colclu1.e que Gr-,. e C"(R. ,Y).
Notemos que ii. o e C'i(R, lD(B)l). lbmamos o id. u err (2.9). obtcuierdo cle (2.10)

.[o 
16) t {,, r!) (s)rr.r - / t (.s) (-rr,) (s)d.s (2.18)



Rcgulafidad Maximal para una Ecuación diferencial con Retardo

luego, de [4, Lema 6.2] obtenemos que

¿ € c"+l(R,ID(B)I) y rL:a+yt

pa.ra algrin g1 € [D(B)].
'Ibmando 4t : i.d,. p en (2.10), de (2.11) se sigue que

I ub)r(¡d. p)(s)ds : / ri,(s) ("F,p)(s)ds.
/m "/n

De [4, l€ma 6.2] se tiene

(2.7e)

(2.20)

?., € Co+1(lR, X) y ut : w -l ,g1 (2.21)

pa.ra algrin y2€ X. De (2.19) y (z.zt) obtenemos que - € Ca+2([R', .)r) y ú.'t -ut = u +g2.
Puesto que (id2l + i(l,B ¿dG. F. + A)M = .¡ tenemos que

id2M = I -idBM + idc.lul + F.M ALt (2.22)

31

Reemplazando (2.22) et (2,11) tenernos

lout()(rg) 
g)as : 

l*r1o1q"¡ ¡ 1"¡a" /*t,ru tr1"r t r")a s + loeoc N)(s)/(s)rts

+ l*<ror ru¡a)/(s)ds - .[*r¡4eu¡6¡a"

paxatodod€C|"G.).

Como ¿ € D(A), u(t) e o(B), 3(Q. M)(s)r e a(á) y r(fN)(s)r € D(B) paxa todo
r € X, usando el hecho que á y B son cerradoc, reemplaaardo en (2.23\ las igualdades
(2.9),(2.10),(2.t0) y (2. 17) obtenemos

fftf
/ r¿(s)(ro)(s)ds - / .F(O)(s)/(s)ds - I 7Bu(s)(ó)(s)ds, / Gt,(fa)(s)ds
JR JR JR J]R

(2.23)

(2.24)

(2.25)

t Ir,i"1ralt"\¿" I e,"Gó)tda"
"/m ,,/R

para todo d € CI- Por el Lema 2.2 se tiene

u(t): f (t) Bu(t)+Gu¡+ Fu+ Fut ,4uú)+y3, ¿€R,

para algún 93 € X. Como u € C"(R,{D(B)]), sc sigue que Br-r € C"(R,X). En particular,
de (2.25) obtenernos,4?¿ € Ca(lR.,)f). Por lo ta,rrto,

d'(t) y2: Í(t) - B(d(t) - vt) +G(¡i -at)+ Fú- Aa(t) +ys.



Regdaúdarl l-[arirrrtr/ para u¡a Ecuació¡ diferentja,l con Rela¡d.)

De ck»rclc

il" (t.) - l(t) I3ut(t) -Gi/ + Ft¡t Au(t)+!
para r:9, ly¡,- By1 G,gr.

F?/.(l) - ¿7¿.(r): Fsú+ Fsh.

ái (.r) - cú,'(^) : Gs^ú. + r:s^h, - Guo

dorrrle 9(1/) : ¡,\0. u¡(.0) : u(l)'¡ "v h(0) .. j; c. )¿u(r)ili, rxrrr 0 € [ r.01. Noterurs que
rrlr e C(f r. fl], X). Pucsto que I' r- G son operarlores acotados. poclcmos obtencl a partir
de (2.27) que

Est:ribimos ,. - (I - 1) ry. Por hipóir:sis ¡r(A) - lR. l¡rcgo Í € D(.{) i D(B). Sea
ult) : ü.(t) + r. Notemos que u(i) e C^+r(R..y) ¡ Co+l(R. lD(B)l) . C"(R. lD(/)l) y ¿
satisl¿rrc la ccua<riórr (2.1). Il'¡ros probaclo h cxistenci¿r dc s<,rluciórr dc la tcuaciiil (2.1).
Alrot',, prol,¡rc¡1,,. la r¡ri¡ i,l;,,1. \ll,,,l.lnr¡'\ qr¡,.

u"lt¡ + nu'(t¡+tz(t) : Gul +I'r¿. f e tR. (2.26)

cox ?/ € C"+2(R. -{) r C"+r (R. Ir(a)l) . C"(R, iD(A)l).

Afi¡m¿rnos que ú ()). n/()) e C(l-r.0].lf) para -Re(,\) I 0. En etecto. si fie(,\) > 0
entonces

.,''lrrt -: sup ie¡¿u(t + d)li_¡ 1r: R.())11 +(fl + r).).
,Éi-¡.01

Comoe '4'())(1+(t,t r)") e Z1(R1) por ci teorema cle convergencia dornirrada, obtcner¡ros
quc'il(.\) € C(l r,0],-Y) para Fe()) > 0. Análogarnenre se sigue el rcsultado para
frc(.\) < il. Dc simila¡ for.mii se obtiene Ia afirr¡ación para úf(I).
Para tr'e(,\) f 0, aplicarrdo la. tr¿rlsfc¡rrnada dc Cariemat c¡btenemos

¿. (,\) : e¿()) + !th. t. ítt (^) : erú. (I) + cir) u¡, (2.27)

(2.28)

(2.2e)

para I?e(,\) 10.
Puesto que ú"()) : l?r(I) )u(0) u/(0) ,r r¡'(l) : )A(r) tr(n) para 1?e(.\) f 0, renenios
c¡ue d(.\) e D(A) ¡ D(.8) .:,

ii'(l) r É;7(.\) + Á(\) Ci'1r1 - fl, (.\) para B.(r) 10.
Couro ,4 

"v 
B son opcradores cerrados, a partir.cle (2.28) r. (2.29) se sigue quc

()1 r.\B f XGs- Fs t ,4)¿()) : \(,tsh i Fsh aruo+^u(0) +B¿(0) ¿,(0) (2.it0)

p¿rra todo C \ riJR. Sabernos quc p(A) : lR. pr¡r Io que el cspcctro de Cark:man de ¿¿ cs
vacío -v por' [1, 'I«trena .1.8.21 tt:rreuros que u = 0. De lo antcrior-se sigue quc si existe[

v



funcioncs u ¡' u tales quc perterreccn a C"(R, lr(,{)]) a C"*1(R. lD(B)l) ¡ Ct. rr(R. X)
que satisfate. l¡r ccua(ión (2.1) casi ell r.odas parles, cntorices 1, ,1, satis1'acc l¿ ccu¿ciól

Rc,girJaririad [{a-tim¡rJ para una Fcuatión cliferencia] con Ret¿¡rio

(2.26). por lo tanto r¿ = t.,.

Observación 2.75. Nottmt¡s q,ue la contlic,tón de coe.rc¡tklatl. sobre cL ptl.r (A. írt?) saLo
se t.só en Ln irnpl.i.co.r,ión (r) =) (,r).



Capítulo 3

Solución Periódica de una
Ecuación de Segundo Orden con
Retardo

3.1 Introducción

lirr cstc capítrrlo, cst¿utos iutcr-cs¿dos cl probal cxistcncia. rtrrir,irlatl v rogrrlaridad dc
sohrcirirr periodica dc la ccuar:iiirr rle segrurtlo orrlet con letardi¡

u't (l) : A,u(L) )- I'u,¡ ¡ Q1/, ¡ .¡¡¡¡, I € 11, (3 1)

l\qrrí -t es un espacio dc Ban¿ch. A: tl(,,l) r )i + ia un opcrador lileal. cerraclo. que no

rrecesariamente gencra uri sornigrupo, .f € Lt'(T. X) con 1 < p < ::. Para algrín ,\ e N.
sc¿rr::2¡§, Ios olierallorcs rlc lctardo -F¡'Gsorr a(:otados y pertclcccri aX(Z?l r.0].-Y).
L¿ls lurtciorres r¡,tr.l : I r,0] + -Y sou dcfiriidas por rrl(.) : ¿1¿+ ), "l( ): .'(t j.).
Irrrlic¡rrrrr¡s por 1l al grupo coci.cltc R i2ttZ. El dato / a ¿t'(1f . X).

Er 1as sccr:ión ;1.2 se lllcsettar algrrnos prclirninarcs qrre involrrcran nor:ir»¡rs rlc R-aco-
tamierrto v cspricios U,{/l). Err 1a sccrión 3.3 se inclicarr los tcort:rnas rcl¿<riol¿dos corr
rnultiplicarlores de Fbruier en espacios Z¡'-perirlrdicos. que son fundamentaies pa:ra obtener
nuestros result¿dos. Este trabajo fire desar¡oll¿rdo por c} autor e¡r fr¡r-rna indepen(liente v
paralelar al t¡abair¡ de Brr. [t3]. ¡.mr¡tivatlo por el traira,jo en 120].

3.2 Familias R-acotadas y Espacios UMD

La nocjón de R.acotamiento es de gran inportancia al nrorncnto de probar qte una fanilia
de opertrtiolcs es rlnrltipli(',arlo,r.. r1e Fc¡r¡1er. \,er Teorema.3.11 .

P¡rr¿¡ ca<i¿ j C N. denotaremos por' ,1 a Ia 7-ésima f'trrrcitirr lle Ratlcrn¿rchcr cn i0. 1]. cstcr

es rr(i) : sgn(sin(2/rl)). P¿rr'¡¡ cad¡..1 É X csclibimos ijz pa.ra clenota¡ la fuircitin

3.1



Soluc:iót Periódica da t¡n¿t Ectnció¡t Difereu ial c<tn Rctat¡k¡

t r ¡.j(t)J:. llsar-emos I¿i not¡rciórr L,,(a,b: X) pIlr-a el eslracio para todars lirs lirnciones que
tornan v¿rlo¡es err -Y e Bochucr Lcbesgue integrables cn fa. ó].

Dcfinición 3.1. Una fant'ilia T a L(X.\:) sc d,ice R-üt¡tudl¡, si eriste u,tlo, a»¡stuntt
.q>0 taL que

)\r,¡T'it:ri L.(¡.tt) 1., lr,.r1i ¡,¡¡.¡,r1. (,.3.2)

1:t ¡=7

pala todo 7'r.1i,- . . T,, É ?,.¡:1.r1... .ane X 17 rr, € N. donde 1l q < -. Dr:nota,mos
por Rr(T) o, lo, nt,enor (:onstantr: Lq que sotisfo.c (:J.2).

Teorerrra 3.2. Para ca(La 7 < p.q < :cl e¡¿s¿e urto constarLte .finita, Iir,.,, tal qu,e

lf ".rr,, ,,¡,.r,r-¡ I lt.rl ! r7e,71 i.,10.r,r1, (3 3)
j:t )=1

po,ra tod,o rrt,r2....,¿n € )( l/ n € N.

La desigualrLarl (.).i3) es corrocida. como la desigu¿lld¿rl <le Iihirr¡chine l(ahanc. P¿rra i¿
demostr-ación dcl Lcorerla ver [13].

Observación 3,3. 1. l't¡t-La LLesiguttLtlaLL dc KhtrúcJtit¡¡-Kah,o,nl:, l,a n or:tó,rL tle 1?. aco
ta¡LiLrlto LS inde¡tend,iente d,e q en, el, siglrcnte sentxdo: T C LIX.Y) sotisJace lo
c:c»¿rl,ic:ión (i?.2) para todo q e 17,<x) o b¿e,n no so,tisfat:c (3.2) ¡taro, tod,o q € i1. cq).

2. Es claro rle kt definici,é'n. (p.. tod.o, flrn,ilio. R - o.c:ctto,cl,o, es ocotado. De her:lt,r¡ ¡:,; u,¡¡i,-

.f orrn,en t e a cot ad, a pu e5

sup 5 ¿,_¡ 1 , r ,.i1]f_) 
lrrr

El *riproco eiL qen,cm.l n,o es ciet'to, saltt) pttt'tl espaL:,ios istrrnorfos a estr)(LLios d.e

Hilbert. ucr [2].

Err lo r¡re sigue, $e presentan algunas propiedades dc tamili¿s R. acot¿d¿is. quc utiliz¿uernos
cu cl (lcsarr-ollo dr:1¿ Seccii¡n ji.1. Para detalles cle srr der¡ostra¡iót v más iltfo¡ltración al
respecto, ver 1101.

Proposición 3.4. (i) Un. xñc.onju,nto de un. c:onjunto R acr¡tatk¡ cs R. acotatlo.

(ii\ Stun T ¡¡ S fun'ilíus R.-act¡tad,as en L(X.\'). Entonces

{7+^9:7€7.5É5}
es R.-0.¡:ott¡.tla en L(X.Y). -4tlemás R.,(T + S) < Rq(T) + l?{(5).

(iii) Se.an X.Y. Z . Sean T . S ;famili,a-s R-o,ccttod,as r;n L(X.Y) y L(y. Z) rzs[)ecti.ranle.nte.
Entonces

ls'l':'1 e7.s€§f
L:s R t¡.t:otatl,o. ert L(X.Z). -4de,rnás R,,(37'1 < R.¡(T)R,¡(S).

35



Soltr:ión Petiódic:a ¡lc una l)cuación Di{c:¡-c,ncial con Retarclo 3Li

L¿ deñrritión dc uu espa<io dc Ban,rch .rou '\lncoldilional rnartiugale cliflir e¡t t' pro¡rer lv,'
o t-tXID firc i¡rtloducirla por D.L. Bur-kholdcr il 19].

Deffrrición 3.5. {.ttt t:spor:io Lle Bo,ach X se di.ce fll,ID fl para (:ada p e [],:x) cr,tste, una
¡:ot¡,stonte c, to.l. qtLt po.m crn.l.qli.ersu.c:estón, (f,r),r.-,¡ C Zp(f ) I,ir:_y) r¡ rttalEtier clecci,ón,
Lle s'ignos (,"),>o r i 1,1]r' y cualquier lf e N .sc satisfacr;:

\'
I fo -\r,,(f, .1,-r) 1z,1o.r a,-r1 ! .pi J.r,lli-, (o.r.r;x) (3.1)

t¡:]

Los siguientes son ejernplos de t-.spacios U\ID. para ]a dernostración vea Illl] y 1101.

Ejernplo 3.6. Los espot:i,os UX,ID in.cluyen.. es¡tacios d,e H,ilbr:,rt, espnt:íos dc Soltnle.r, l!r) (\l) ,1<p<co. espo.c:ios tlc Lebesgue LI,(\t.p).1< p < oc, Ze(e.p;X). l<p<:r, siein,¡re
rlu.t: X set, UMD.

Ejemplo 3.7. T¡¡do t;u,bespacr,o ce¡racLc¡ Llc rn. esput:io lllllD es ur¡ e.spacict til,ID.

Ejenrplo 3.8. Tod,o espur:io [j]lD es refiexito.

Ejemplo 3.9. Lln cspa,cio rfu Benach X es un. c,s.po.r:i,. U)llD ti,y sr¡/o si su tl,r.a[ X- e,s,Lt,.
es¡to,r:io UlvID.

3.3 Multiplicadores de Fourier y espacios ,Le- periódicos

Denot¿rrnos por T el grupo cocictte 1R/2r2. ExisLe una cl¿,¡ra identiticació. eutre las fun-
i iones clefinidas en T J' li,r,s lirnciorcs 2r1er.iórlicas en lR. Dado 1 a p < .o, .lenotanros
por Zt'(lf. X) al espacio de l¿rs fi¡rciorres Bochnel mediblcs, que tom¿rn valores en X y que
scin pirtr:grables err T.

Pa¡a una firnció¡ / € ¿r (T. X) !' k € Z. dcD,,r.1mos prrr. /(1,.) ul ,k-ési¡uo coeficicnre tle
Fr¡ur-ier de / riaclo pol

i ¡2¡
ttt,t ..1; lo 

,,, 1,,,,r, , F

Sea l. :- f(t tr). r e T. enionces se ¡ienc que i,t.ti1 - .,," j¡tr¡. Si / e /,r,(T.,y) entonces
pol el tcorcma dir Féjer', sc tierre

J : ,,1r'l ",t¡l
en Lr'(T. I). dorrde

a-,t,, ,; I L,*r,*,' m=t A.: n1

con e¡(l) :: c;a¿.

Definir¡os ahora el cr»rcepto cie ZP-multipliczrdor..



St»lt¡<'itit¡ Perióclica do un¿1 Ecüa.:ión Dilerencíal con ll.ctardo

Definición 3.10. §¿¿¿ 1 { p < cn. Diramos (tue la faniLia tfu. opc,r od.ores (,11¡)¡63 C
L(X.Y) es ttn Lp ntulti.plir:o.r1or si 9n,ra cl,d,a .f a LplT,X) ü:iste g e LelT.Y) tal que

e(ir) - 1r./(r,)

po,nt, torl.o l; € V,.

El sigucntc teorerna- probirdo crr 12]. tiene un pa.pel fundarnent¿l en Duestros resultarlos.

Teorema 3.11. Seor¡ X.Y t:s1pal:ns tIúD. Seo,I < p < ¡o. Sco (ltk)AEZ c- L(X.Y). St
{i1¡,: L e Z} esR acoto.do y {l(.l.iar1 ,\-I¡) :A e Z} es Ii acotado, e,n,t.)nces (\l¡,.) ¡qv. r:s

u n. Ll' rn,ult'iplit:atlor.

3.4 Regularidad Maximal en ¿e(T, X)

Para definir la noción de sohrción fue¡tc dc la ecuacitin (3.1) cc»rsiclcramos el conjunto

fl1e(T. -{) - {u € L¡'(T.I) : existe ¡., € ¿/'(T. I). ú(fr) : ,}r(Ir)}

que con Ia nomra ll uj :: ujj, * ju'l ,, es rrn espacio tle Banach.

Por 12, Lernra 2.1] se tiene quc par¿l cad¿t ¡¿ € ¡¡l,r(11. X) cxistc rlna ítnica firnciril u €
,II1J,(T. X) tat que

,\t ) utttt I ,ts1Jt. ,.r .¡tC ¡..21.)

1'rr(0) - 112"¡. cscr-ibimos 11 : r.,. De l¡ rnisma fonna. defruimos e1 esp¿rcio

II2.p$.x) - {, € H1.?,(T".X) . ?// € Hl.p(T. X)}.

Es claro quc u € H)'P(T. X), si ¡'sólo si. exisLe r) € Zr(11,)i) tal que i(l.-) : -A'?ú(A). para
t,oic¡ A' e Z. En este c¿¡so r: : ( )' : l' .

Aho¡a darnos nuestra definicióu de soluciór fucrtc rk: Ia ccua,ción (3.1).

Delinición 3.L2. Dirent.o.s q,ut: una J:unción u es ,ut¡a sol,ución ht,e.¡'t.e- tle La ccuat:iórt (3.1)
s'i u e Lp(T. [r(A)]) a H'?2(T,-)r) y satisfat:e (3.1) (:asi en tod,o,s po,rte.s, t e 10,2r).

En el cs¡racio ¿P(T, lD(A)l) ¡ 7¡: a(T. -f) considcramos la nor¡ra

Iul 1 :: rl t,+ \1t'l ],+ llu" i,,+ l1,4ul .

L¿r delinición dc los siguicntcs operadores nos será de lrtilirlarl el el tr¿rt¿u¡riento dcl retarclo
eu 1a ecuaclór] (3.1).

Definiciórr 3.13. .9co e1(l) : ei^t 1:aro. forio,\ € lit. DcJirnos los operadores \F¡j.\Gsj Q
[.(X) corn,o I.¡;r : F(e1z). G ¡r : G(.e¡:r.) pera tod,o ) e R g r; e J(.

.tt



Scluc:ió¡t Pcrióclica de nn¿¡, Ec:uaciór¡ Difcrcnci¿tl co¡ Ret¿¡dr¡

Lir,s siguicrtcs pl-op( )sicion('s sr:¡árr rlc trtilirlad par¡ 1)rob¿tr e} Iesultado ltrirrcipal de csta
sc(ición.

Proposiciórr 3.I4. Se.o, (\I¡')¡,.2 c- ¿(-f). S, {k\I¡: k e Z) es R-o¡otad.o enton(:es

{ .\1¿ : * e Z} cs R.- ar:oto.d,o .

Dernostración. T,¿,r clemosLraciól es cli¡cct¿r del principio de contraccióll de K¿lharrc. ver

114. Corolario 3.121.

Proposición 3.15. { ¡'¡. I l:aZ} u {G¡,: I e Zl son R t¡.t:otad.os.

Detnostración,. Para la prucba. lrr j20. Proposición 3.2 .

Definición 3.16. 5e clefine la resoLrcntt: tcol tlt. la, ecu.o,c.ión, (3.1) corno

p(A) : {-'€ -R: srl .¡,".isG" Ae L(iD(A)) X) es,intertibte
,!! (-s2I - F" isG, .4) 1 É ¿(,Y, lD(l)l)f

lil siguicrrr,r: Terorerra es el resultatlo priucipal cle ia scccicirr.

Teorenra 3.17. Scan X un, cspol:irt UI,ID.7.: p <,, ll A urt operudrtr- linu,l, «:rta,rlr¡.
Lrt s sig'LLicrúcs artflrlaciorle s s a) n. eqlt.il a.l.e n,l.es

(i) Darta J € ¿/'(!1, if) criste u,nl, única solrL,ciótt fucrlc de la ecuoción (3.1.)

(tt) Z r- p(L) y { l;2 (. k2I ¡} ikG¡ ,4) t : ,t e Z} es R-ar,otad,o.

Detnostraci,ón- (z) + (rz). lea k e Z fijo. Probalerros que ( 421 f-¡, ikG¡ ,4) es

in¡'cctir.o. Scn.r e D(A) corr ( k21 Ft i,kGr ,,1)z : 0. Para f e 10.2;rl. consideremos
tt(t) : c:i|t ". Un cálculo directo rnuestra que

-¡r2 riht r- .ikL At eikLF¡r ciktik(:¡x:0.

por lo que r/ cs 11 a sohrciór firerte rI: 1¿r ecu¿ciórr (3.1). para / = 0. De la unicidad scr

ticllc que ¿¿:0 y por Io tanto .¡: - 0.

Prol¡arernos qnc (-,t21 F¡ ikG¡ ,'{) es sobrel'ectir,o. Eu cl'ccto. serur y € X v / la
iurrciórr tlefinida por l(l) - eiktg cctn f e i0.2r]. Pa¡a tal elección cle /. sea ir la írnic¿
sohrció¡r fuerte rle la ccu¿rciórr (3.1). Corrro A es cerrado y u(f) € jl(.4). de [2. Lcrna 3.1].

sc sisuc quc ¿(A) € D(,1) y,,12(f)(t) - Á¿(fr).

Puesto que F y G son operaclores ¿rcotados, tornando transformada dc Fouricr err l¿r

ecuación (3.1) sc tiere que

k2ít(k): -4r(fr) +Fa¿(i) + ikG¡Jii(k) +u.

es,:lecir. ( 421 F¡ i.L.G¡ ll)¿(A):9, por io tanro, ( 421 F¡ ikG¡ ,1) es una
biyecr:itirr. Pr¡r el tco¡ema de la aplicaciol ;rbierta sc sigue que ( i:2f Fk ¡kck A) 1 €
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¿(I, JD(.411). hego v, i p(\').

Sea J ,. ¿p(T. X) rlarlo. Sabctros quc cxisto urra úric¿ fiurcitin r € ¿p(ll. lD(-4)j) n
¡7z t'(11. X). que es soluciól lircrle de la ecuación (3.1). Tornando t¡ansfbrr¡ada de Fourier
en la ccu¿1ción (3.1) se rierre que

k2ú(k) : Au(a.l r ¡'A,¿(t,J +,Ac¡u¡a) r /(a).

de dorrde
ii(¿.) - ( A21 .1 .tkG¡, .4) r.f (A)

Cono 1¿ € H2']'(T.X), existe ?,€ fP(T.X) ial c¡re i(A) : i2¡r(A). Por lo ranto

¡G) : k'¿(, h2 r Fa ,tc¡ - .,1)-rl(fr).

Concluimos clne 1,,2( k2I Fr. ikch ,4) 1 es uri tr?'-multiplit atlor. De 12. Proposición
1.11] se sigLre rlue { Á;2( 421 F¡ tkG¡ !) 1 : tr e Z} es R-acotarlo. Es¡o concluvc
la prueba.
(rt) + (l). Par¿ c¿¡.rl¿r i: É Z, clefirrarnos llt: ¡rz¡¡'r.-^)-1, con ó'¡ - k2I Ft_ i]¡,Gt..

Sea ¡¡L - (q. -{) 1. Afirrnarnos que (14.) cs un lr'-rmrltiplicaclo¡. Err electo. noremos
que:

Í1,1.4+r l1¿l - ¡¡i*r¡ (k + tlI + k')(Ck+r ,a).\¡l

: &¡l, H I (r + l)'?(cL. .4) + rr2(Ca+r .4)l¡.i

: l¡,\.¡+rll2(C¡+r Cr.) (24 I 1)Ca + (2¿: + l)..lj,\Il. (3.5)

Adctr¿is.

c* rt c¡: (2k:7)I + (F¡, - F¡+i * il(G¡. Gr*r) iG¡+t) (3.6)

,{¡1 : A2 \i. rr ,\'^, ikcr ¡i r (3.7)

R.er:mplaz¿ndo (;1.6) v (3.7) en Ja igualdad (3.5) sc ticnc

¡1,¡,1*+1 r't/¡l ,,. lr.\¡111 k2(zA + 1)Nr. + k,(Fr, - ¡j.+1),\

+ A?i,k(cr. G¡+r ).\i ,k?iG¡11r\

+ (2A + 1),t2¡¡a (2k + 1)F¡A¡¡ (2A + l)rkc¡^h

a2(2[ + 1)¡h (2A ] 1)Fr,^rA (2i + 1)'AG¡,\a

(24 + i),\¡1.

:J9
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Desar¡ollaudo l¿ iileu¡irlad an¡erior. se obtie e

il¡4+1 ¡/al : fr,\i+rk'?(24+ i)Nr + tr\+l,t2(F¡ Fr+r)-Nj

+ Á,\'a+1A2ia(GÁ - Gr.+r ),\¡r A¡i+r,4r:ic¡+1¡ k
(3.8)

2A¡'a+1(24 + 1)-Fr,¡i 2,{'-N¿.11(24 + 1)ii:G¡,\

l.\¡+r(24 + r),\.
Pr-'ol¡aretros que c:rda térnino rie la irlentidacl (3.8) ,Li.firrr, un coniuuto cle operadores R.
acotaclo. Aflr'r¡amos qrrc { }\;1Á'z(21'+ 1),\'/. : A e Z} cs R-¿rcotado. En ef'ecto, note
quc

ir¡h+1 - (Á + 1)¡'a+r N*+r.

de Proposición 3.14 v dc Proposicirirr J.4 l)artos 2 v 3. sc sigrrr,: qrre

{A,\;..1 :fre Z} es R acotado. (3.9)

Arr/rlogarrente. de la irlentidad:

1.2\+1 - (lr + 1)2Na+1 2liN¡11 ,Vr+r,

de 1a Pro¡rosición 3.1.1 y de Pro¡rosir,ióu 3..1 pa¡tcs (ii) v (iii). se tiene

{k2lr'r+t, k eZ} esR-acoraclo. (3.10)

Dc la idcntirL¿d
,(-\i.+r,1r2(2i + i),!-a : (2f2,\'r,+r + ¡.¡;+r).U¡

-v por Proposición 3.4 paltcs (ii) y (iii), co[cluimos que { ,t\+rk2(24+ 1)]Vt : k <Z} cs
R.- acot ¿ldo.

P¡ocedemos de similar fbrrr.ra para los 1cs1i¿ilrtcs tt'ruriuos (lc ln igrialdad (3.8). Escribinos

i.^i+ltr2(¡h F¿+r)r\i: ( fr\+,)(]qr 4+r)i11¡

a\11a2r:I(G¡ Gr.+r)\: ( A2'\i+1)r(Gr - G¡+1)'11¡

aAi¡1 1 A2iG¡.1¡ \ : ( -A\1¡ ) iG¡11 -11¡

-2.k-\i*¡(24 + 1)FÁ ¡i, - ( zÁAr+r)Fr((2k + 1)Xr)

24.\+r(24+ 1)lftG¡:\. : (2(2k + 1),\i._1)icr,r\1¿.

l:¡.a+1(2Á'+ 1)^,a : ¡'¡i+i (2,\4, ,t¡fr)
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y us.¡rldo (3.9).(3.10). Jas Proposiciom::, 3.11. ;1.15. r. l¿r Proposifi(in 3.4 patcs 2 y;l sc
sigue quc l¿s faniili¿u {¡¡i+rf,(lt¡ &.{)]\ihez, {Á¡r+1A2ilr(cÁ G¡*r ).\}*ez,
{A^i+l A2ic*+l ¡Ia}¡62. {t r\'¡11 (21" + 1 )fli N* Jruz, {,1:,\n*1 (2t I 1 ).rAG¡tr¡¡ }¡..7.
{Á;-\i..1(2Á: + l)riGl-\i}lez son R acot.rd¿r-s.

Firalmente. corno sl¡rna dc l¿rrnilias R. acota.las es E arrrta.da, sc conclu-ve que {,{: (,\I¡-1¡
,\1¡ ) : A e Z] es It acotada. Dcl Tco¡cma 3.11 se sigrre t¡re (-¡1,1¡)¡62¿ cs un lllrmrltipiicarlor.

Afirnarnos que (/r\ ) cs uu Zp-nlrltiplicador. En efécto, porla Proposición 3.14 seobtiert:
{k,\i}r.z es R-acota(la. A.lemás k((k + 1),\1+r Aly't) : 42,\t+r * A,\L+r A2\. Por
lo tauto. dcscle la Lipóicsis. dc (i3.9). ilc (3.10) ,_v de Ia Ploposir:iril :J.4 palies (if) ¡, (iii).
sc sigrre que {,t((A + 1)¡/¡+r - AA'¡) : Á e V.} es R ¿rcotada,. Por Teorem¿r 3.11 obtenernos
que (Ar\i)¡q2 es urr ZP rnultiplic:rdor-.

Sca ./' a ¿1'(T. X) dado. Dc 12. Lema 2.2], existe u € I11.P(T. X) ta.l que

ú(fr) - NÁl(r). (3.11)

Colrro ¡¿ € ¡7t,t'(T. X). exisre ¿/ € ¿?(T. X) i¿l qrre .rr/ iAú(li)- Probarenros que u/ €
gt,¡(11. X). En efecto, corrrc (,4.1¡.) es un ¿p-multiplicador existe m e Ip(T, X) con

ñlD: k2 Nk¡(k). (3.12)

De (:l.rl) y (3.12) se sigue que ín(k) : íkí¡t (k). Por lo ranl,o ¡tt e HIQ(T.X). De aqui se

obticrrc ü , ¡1'.tr'(T. X). De 12. lcr.ri.r 2.1] sc tiene que m - u". I' dc (3.11) r. (3.12) se tiene
la igualdad

t-2 i,,(A,) -,;"(¿,) : A¿(a) r a¡r(a) + i.n:G L,í1,(.k) + .ig). (3.13)

A pnrtir c1e (3.11) es claro que. para todo A' € Z. ú(k) €. D(,4), usando f2, lemrr 3.1]. sc

obt,ienc qrlc tr(t) e D(,{).
Afirmamos que /?, É ¿2(11. X). Eu cfccto. dc (3.11) se sigue que

4uiÁ; i.r\'/ illl l¡4,41/r,,r,. - ,G,.\l"lrl, Jltr.

como / € Il(T.X) 1'(-k2rv-¡) es un l?-multiplicado¡ basta ver que (F¡lr'¡) y (iAG¡Ar¡)
sort Zp multiplic:rclores. La familia {Fr,\ , I' e Z} es R acotada, pues F¡ 1- .\'¡ lo son, 1.

la. igualdad
Á'(F¡+r Al+r ¡¡NÁ): ¡'t+r (Arv"a+1) Ft(e\*r)

üruestra quc {k(I,i-r\*t fi.\i : A e Z} es R-acotada. acorde al Teorerna 3.11 se sigue
que (I¡^i) es uu ZP multiplicarlor.

De la nisrna Io¡rtr¿r. sabcruos quc {iC¡(AA'¡)i es un:¡ f¿rrniiia R,-acotarl¿. 5,a qrre G¡ ¡, k,\
lo son. ¿clerlás Ia irle¡tirlad

l(i(n + 1)GL-l\+r iAGr¡t) : iG¡11(12-\¡¡*1 . aNr+r) iG¡(/r2A¡a)
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prireb¿iqlret,t(i(/r+1)Grrrl¡r.+r rkG¡{.) :ke Z}cs R-¿cot¿rd¿r. De1 Tei¡¡er¡ia 3.11
coDclulie que (rfct\) es rr[ IP urultiplica.lor. Por ]o taritr¡ .,lu € ¿2(T. X).

Notemos que. del teolema de l'ejer eu fr(l-r,0], X). se tierie que

ut{e):u;(t+ d): Ii,,, -f - i f "'u'.'^',0r10,1.,¡_r r¿ * I ,7r,,,. 1,.

Por Io tairto cn ¿P(T.1-), con l- : IP([ r.0]. -Y) . se tiene

,i lir, ' i \- ."t,L.,tttkt.' | ,l-n ^",,
Clornr¡ lJ es un operarlor lineal ¡," acotado obtenemos

c,, tir,, -l; t I , Et;tG, t,ttt . ti,,, --l- f I 't'iAG¡.;,'A'.,'-- //ri,-",,^-_ ,, |.-.,,^

42

Dc lo rrnt,crior, de (11.13) )'del Teorema de unir;idacl de coeficientes de Fourier se tiene que

u"(t) ,a¿(t) r Ft1.+Gu',+ f(t)c.t.p. te lO.2n).

De est¿r fcrr-rl¿¡ tt e LP(T.lr(,,1)])nE'?e(T.,Y) v satisfacc la ccuación (3.1) c.t.p.esdecir.
t¿ cs ura solucióir iue¡te de la ecuación (3.1). Pala probar la unicidad. se¿rn ¿, J' ? son dos

soluciones fuer¡es de Ia ecnación (i3.1). Para ?/ 
"v 

¡r. tomando tr¿ilsform¿id¿r dc Fouricr crr

la ecuaciórr (3.1). y luego lestarrdo. se tieue

k'?(¿(A) ¿(a)) - A(¿(k) ¿(k)) + Fr,0 + ikcr(ú(k) ú(t)), para cada k ez.

dc rloniic ( ,{'21 A Fr -i[ca)(¿(,t) -r(k)) : 0. Corno A € p(A) concluimos que
(r(il ir(A)) : ¡ para todo k € z. De aquí rr(t) -- r,(ú) c.t.p pa.ra t e 10.2r't. r
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