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Resumen

El estudio del locus singula,r del Espacio de moduli de va¡iedades abe-
lianas principalmente polarizadas y su intersección con el locus jacobiano
ha sido de gra.:r interés y 1o sigue siendo en la actualidad. Esta intersección
corresporrde a Ias Superflcies de Riemann coÍrpactas con automorfismos r¡o
triviales para género g ) 4.

Dado un grupo G junto con un conjunto fljo de generadores geométricos, se
puede encontrar una familia de poügonos hiperbólicos especiales que unifor-
mizan 1as superficies que admiten esta acción.
En esta tesis, se explicará un método desa¡rollado en [1] pa.ra ha,lla¡ esta
farnilia de polígonos y cómo obtener con ella iuforrnación geométrica de Ia
acción, 1o que permite encontrar una representación simpléctica I de G co-
rrespondiente a esta acción.
El conjunto de puntos fijos de § en el semiplano superior de Siegel correspon-
de a una componente del locus singular del espacio de moduli de variedades
abelianas principalmente polarizadas.
Para desa.rrollar ejemplos, se utilizó un programa en e1 sistema computacional
de álgebra de código abierto SAGE, el cua,l fue desarrollado en l1].
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Abstract

The study of the singr:1ar locus ofthe moduli space of principally pola.rized

abelian varieties ard its intersection ¡¡¡ith the Jacobian locus has been of
great interest and still is today. This intersection corresponds to the compact
Riema.nn surfaces with nontrivial conforma.l automorphism, for genus 9 ) 4.

Given a group G together v¡ith a set of fixed geometric generators, a farnily
of special h¡.perbolic polygons that uniformize the surfaces admitting this
action can be found.
In this thesis, we explain a method developed in [1] to find this family of
polygons a,nd obtain geometric information for the action, allowíng us to
find a syrnplectic represeltation f of G corresponding to this action.
The fixed point set of I in the Siegel upper half-space corresponds to a

component of the singular locus of the moduli space of principally polarized
abelia,n varieties.
Examples are developed in the open source computer algebra system SAGE
using the theory and program developed in [1].
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Introducción

Sea G un grupo actuando en una superficie de Riemann M de género

g > 2 tal que Ia respectiva superficie cociente sea isomorfa a la esfera. Tal
grupo 1o deflniremos junto a uu conjunto fljo de geueradores que satisfacen

ciertas condiciones que dependen de 1a geometría de Ia acción.

Lo que se muestra en este trabajo es como encontrar una representación

simpléctica er Sp2n(Z) para dicha acción de G, siguiendo un método al-

gorítmico expuesto y probado en l1]. Lo que se hace es encontrar una familia
de polígonos hiperbólicos especiales que uniformizan a las superficies que ad-

miten esta acción. De esta familia se obtiene importante información, como

una base de homoiogía, su matriz de intersección y Ia acción de los genera'

dores del grupo en su base, luego se usa el aJgoritmo de Fbobenius, que es un

análogo a encontrar una base ortogonal para formas simétricas. modificando
la base obtenida a una simpléctica. Por conjugación por la matriz de cambio

de base para los generadores preYiamente encontrados, obtenemos la. repre-

sentación simpléctica de Ia acción del grupo buscada.

En esta tesis plopotremos una pequeña modi.ficación, en eI sentido que pri-

mero enco tramos la base de homología y su intersección, luego usarrdo e1

algoritmo de F\'obenius la transformamos a una base simpléctica y en e.1la

calculamos 1a acción. Esto, si bien es un ca.:rrbio menor, ahorra cáJculos y
agiliza el proceso.

Esta representación será 1a misma pa,ra todas ias superficies de fuemann que

admitan 1a misma acción georrrétrica defidda en términos de un vector gene-

rador frjo para G. Una vez que la represeutación simpléctica es obtenida, las

matrices período pa.ra toda 1a familia de va.r'iedades abelianas principalmente
polarizadas (r.u.p.p.) admitiendo la misma G-acción pueden ser encontradas.

Esto es posible puesto que el grupo simpléctico Sp2t(Z) actúa en e1 Espacio

de Siegel 1H[, de matrices simétricas complejas g x g cott parte imaginaria
defimda positiva. El conjunto de matrices fijas bajo Ia acción simpléctica pa-

ra G contiene la matriz período para M, pero ta.rrrbién, en general, algunas

otras matrices período pa,ra v.a.p.p. que admiten Ia misma acción de grupo;

esto es, el conjunto de matrices período fijas serán una famiüa contenida en
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Sing(2lr), donde 2[, denota el espacio de moduli de v.a.p.p. de dimensión 9.

La ventaja de conocer que un grupo simpléctico flnito dado proviene de una

acción de un Brupo en una superficie de Riemann es que esto asegura que el

conjunto de matrices fi.jas es no vacío.

La tesis está dividida en 5 capítulos: En el primero se explican los concep
tos y resultados biísicos uecesarios como son Superficies de Riemann, Grupos

Fuchsianos. Fórrnula de Riemaun-Hurwitz. entre otros. Err el segundo se ex-

plica y detalla la construcción del polígono fundamental especial que se men-

cionó autes, siguiendo lo desa.rrollado en 11]. En el tercer capítulo se muestra
la principal aplicación de este método, que es eucontrax 1as Variedades abe-

Iianas que tienen la misma acción que 1a curva donde actúa G. En el cuarto

capítulo se entrega.r en deta.lle ejemplos de lo antes expuesto, utiliza,tdo el

programa SAGE. Y para termina,r, en el capítulo cinco se aplica eI método
para acciones de grupos cíclicos de orden primo p. actuando en superfcies de

género p - 1 con firma (0; p,p,p,p).



Capítulo 1

Conceptos básicos

l-.1-. Superficies de Riemann

Definición 1.1.1. Una Superfi,ci.e de Ri.emann es un par (,9,,4), donde ,9 es

un espacio topológico Hausdorfi, conexo, segundo contable y A es vL Atlas
Complejo, es decir, una coleccióu de homeomo¡fismos

A: {ó¿: U¡ _+ t\,i e I},
con {I4};er una fa,;nilia de abiertos en ,9 y {I{}¿6¡ una familia de abiertos en
C tales que

U¿: s,
ieI

y si ri, j € I, o bien U¡etU¡ es vacÍo, o bien

ó¡ o Q;1 :4.i(UiñUj) -+ Qj(UiñU j)
es holomorfa como fuirción de variable compleja.

L.2. Tlansformaciones de Móbius

Definición 1.2,1, Una tra¡sformación de Móbius es una aplicación

-,C > Ódufiridupot
az+b

mlz) : 

-
LZ -T A



CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS

para z € A\{+} sicl0l m(oo) : afcsiclO,*(*): oo si ¿10 y
m(oo) : co si c: 0, donde a,b,c,d e C y ad - bc 10.
lvÍob:{m:C.-+C.fm es de Mdbius} es un grupo isomorfo a PSL(2,C) =
sLQ,ql{+r}.
Se cumple que e1 grupo de automorfi.smos de C es el conjunto formado por
todas 1as transformacione§ de Móbius. Ademrís, da.das dos ternas (21, 22, zx)
y (u1,w2,w3) de puntos distiutos de Ó, existe una única transformación de
Móbius m tal qre m(z¡) : w¡ para j € {1,2,3}.

Definición 1.2.2. Sea ,4 una transformación de Móbius, ,4 I id,. Erúonces
A tiele uno o dos puntos fi.jos. Si ,4 tiene un punto fijo es llamada pa.rabó1ica.

Observa¡nos que si ,4 es pa,r'abólica con punto fijo z¡ € Ó y elegimos C
transformación de Móbius tal que C(z¡) : oo. Entonces podemos definir
D : C o Ao C-1, donde D(oo) : oo y así D tiene la forma D(z): az *b
con a f 0. Como,4 es parabólico también lo es D. Así tenemos a : 1.

Concluimos que ,4 es parabólico si y sólo si ,4 es conjugada a la traslación
zt+ z+b (y entonces ta,::nbién conjugada a z + z+1"). De manera simila,r, se

puede establecer que una transformación A con dos puntos fijos es conjugada
a z *+ )2, ) I 0, 1 y de este modo podemos da,r la siguiente definición.

Definición 1.2.3. Si A una transformación de Móbius con dos puntos fijos
decimos que,4 es elíptica ssi l.\l : 1.

1.3. Grupos F\rchsianos

Sea G un subgrupo de P.9I(2, C), es decir, un grupo de tra¡sformaciones
de Móbius. Entonces G actuará como un grupo de automorfismos biholo¡nor-
fos sobre el plano extend.ido Ó : C u {ooi.

Definición 1.3.1. ([2], IV.S, pag. 188) Sea z0 € C U {oo}. Diremos que G
a¡túa de forma (propiamente) d,iscontínua en zs si

el subgnpo isotrópico cic li en :s,
G 

"" 
: {g e G; g(.zn) : :o}. es finito.

existe una vecindad [,¡ de:6 tal que
g(r) : ¿; para todo 17 € C,u.

v



CAPíI:ULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS

v

g(U) nti : 0 Para todo s < G \ G,o'

Derotaremos por' 0(G) : Q a la R.e.qxrín d,e- Di,sr:ontin,uid,o,d de G; esto es,

e1 corrjurrto de purrtos ,0 € C U {oo} tal que G actúa discontiruamente err a¡.

Proposición 1.3.2. Q es un subconjunto abierto G-invariante de C.

Demostración. Probaremos primero c¡ue 6;9 : f ). Notarrros que sittupt't'
ocuuc Q C G0. Para probar Ia inclusión inr.ersa. GQ ! Q. uotemos qrre

u o : 9(¿n./ -, Q,, : gG,"g -l

Entonces C-" r' G," tienen la urisma cardilalidad. Adcmás si i € G'\ d,.0.
entunces g -99 t G \\G.r,.

Ahora si u0 € GQ, existe ;¡ € Q tal que uo: gQ¡). Para tal ;¡ tenemos

iG,"i < - ¡' existe [/"0 vecindad de;¡ tal que g(LI,,,) : U,,,Vg e G," I
9tl ,o)- L, vgeG. C,,.
Por io tan¡o. pára ¿¿r0 teremos C-"1 : G4 ( r 1' {i-o : .S(¿i") satisface
las condiciones necesarias pues

t € G \ G"" -.--..- s-t gs € G \ G," =+ s-1 ss(tt,,) n U." - 0

+ ik¡U"^)) et s(U^) : @

Para derrrostral quc Q es abierto (si f) I 0). tomemos: € l). Eltorrces G. es

fi¡ito v existe 1rI¿1 1'ccindad lr, de : tal que 9(t'") : ¿r', para todo.g e G, v
g(U,) ot-)" - 0 para tod,o g ( G".

Probaremos que existe una vecindad de ¿ totalmente contenida en Q. Para
esto, tomamos x € U,.r f .: ¡. probaremos que jr € 0. Primero. notarnos
que G, es un subgrupo de G". En efecto. si g € G, entonces S@) : t e U,
y q debe estar en el estabiiizador de z. 1'a qrie de lo contrario 9 e G \ G' v
de este modo g(U") aU, = 0. Esto no puede ser ya que 9(z) es un elemento

de esta intersección, Luego G, < G,. Ahora. como por }.ripótesis G" es flnito.
tenemos que G.. es finito. De este urodo, obtenemos que 9(L¡,) : L¡, para

todo o e Gr.
Adcrnzis, si g € G\C. entonces.rT([i)ñ1,. - 0. Consideremos los siguientes

dos casos:

. si G, : G. entonces la misma U" cumple con ias condiciones requeridas
r.asíz€Q.



cAPÍruLo 1. coNCEPTos BÁstcos

'. si G, * G,, como ambos conjuntos son fiuitos, escribamos

{t¡r. sz, ... 9"} : G, \ G.'.

y llamemos x.¡ :: g¡(r.) donde j € {1.2, .... n}. Observamos que r; € Li,
para todo j. Como C es Hausdorfi existe V¡ vecindad de z; que no
contiene ni a z ni a otro zr. es decir

{Vj a U,: l'; vecindad de zi disjuntos 2 a 2}

v I,i vecindad de z disjunta de los i./, an¡eriores. Como g, es homeo-
morfismo dcfina I4l; : V¡ a g;1(V;) para cada J € {1.2..... n} abierto
contenido en y0. )'defina I,lr, - )rWt.Observe que trl; es abierto
contenido en li¡ 1, que

g,(ll'") lt I"l; c v'0 ñ11: - 0 para todo gr € G,'\G,.

Además. como ll', ! [,', obtenemos que

o(14'") ftW', : 0 Para todo c e G \ G,.

Finalmente definimos LL : ftec, ¡ (l{: ) C I4 , . Es claro que L'. sa-
tisface las condiciones requeridas pues para todo g € C \ C, se tiene
que .S(¿,t) n LI, - 0 (debido a que está contenido en I'l',). v para cada
k € G" tenemos que k(L'.) : U,. Concluimos que r € O.

Definición 1.3.3. (12], IV.5.1. pag 189) Diremos que G es rn Grupo Klei-
niartosiAf0.

Definición 1.3.4. (l2l I\,-.5.1. pag 189) LII Grupo Kleiniano G es llamado
Fuchsian.o si ha1' un disco (o semiplano) que es inr.ariante bajo G.

Ejemplo 1.3.5. Deflnan:ros ar ' C 
- 

C tal que : + -:. Si consideramos
(: (a) entonces G = {;d. a} pues o2 : id. Note que G c PSL(2,C) I' G,"
es finlto para todo ¿0 É C. Proba¡emos que G es un grupo Kleiniano.

Para esto. r,eamos primero que 1+? e f). Si z¡ : 1+? entonces G"": id.
Además. si U : B(20.1/2) entonces a(t') ñ U - 0. Por lo ta¡rto. el grupo G
actúa discoutiuuaneDte en 1 -t i. De heclio. este rnismo argumento se puede
aplicar para todo z6 f 0 en C considerando L' como Ia bola centrada en :¡
de radio lz¡ 12. En el caso en qüe zo : 0 (respectivamente ;¡ : oo) se tiene
trir.ialmente que 0 e 0 (r'esp. cc e Q), },a que G¡: G (resp. G-: G). De
cstc lnodo. Ia lcgión dc discontinuidad dc G es todo el plano extendido.



CAPÍTULO 1, CONCEPTOS BÁSICOS

Ejemplo 1.3.6. Un ejemplo de un grupo no Kleinia.no es el generado por
gQ) : eiz. es decir, una rotacióu en ul ángulo uo raciorral err z, pues los
puntos con estabilizador no trivial son 0 e oo, pero para ellos el estabilizador
es todo el grupo. el cual es inf,nito, por ello no pertenecen a O(G). El resto
de los puutos tiene órbita densa.

L.4. Superficies de tipo finito

Sean,5 y M superficies de fuemann v / : S -r M una función analítica
no constante. Sean p € S, q: f(p) e M y 1as cartas (I/,rp), (t/, ry') centradas
en p y q respectivamente. Sea F : r/, o f o g-' y w : F(z). Como F' es

aná,litica y no consta,ute

F(z): u,:Do,r" : okok(7+ 
o:-, 

, + ...)

"í 
ak

colr ak + 0. Como (t + ffz * ...) es analítica y no se arl.uira et z f 0,

concluimos que eiste h(z) tal que F(z): a¡(zh(z))k.
Luego existe una vecindad de z : 0 donde F(z) es & : 1. Tal Á; no depende

de las cartas escogidas.

Definición I-.4.L. Llama¡ros al número k e V., k ) 7,\a mutti,pli,cid,ad, d,e f
en p. el número br(f) : k - 1 ) 0 se llama índi'ce de ram'ificación d,e f en p.

A p se le llama p'unto de rami,f,caci,ón si y sólo si multof > 1 y en tal caso

llama,mos a s: Í (p) punto ram,a o ualor de rami,f,cac'ión.

Definición L.4.2. (121,IV.9.1., pag. 206) Sea M uua superfrcie de Riema,nn.

Diremos que M es de tipo finito si existe una superficie de Riemann compacta
,ú tal que .,lf 1.,lZ es una ca¡tidad frnita de puntos. El género de M está bien
deflnido como el género de ,41.

Un ejemplo de superficie de tipo finito es C, pues Ó ¡ C: 1*1.

Definición 1.4.3. (121,IV.9.1., pag. 206) Un disco pinchado sobre una su-
perficie de Riema,nn ,111 es un dominio Ds C .M con Do conformemente equi-
valentea{z€C:0<lrl < 1}, y tal que cada sucesión {2"} con zn -+ 0 es

discreta en M. Identificamos z:0 con la pinchadu¡a de Do.

Sea D un subconjunto G-iwa.riante, conexo y abierto de f). Aqui G es un
grupo Kleiniano. Sean {21,12,...} el conjunto de puntos ma¡cados de D/G;



CAPÍTWO 1. CONCEPTOS BÁSICOS

es decir, puntos r <. DIG tales que la proyección canónica r : D ---+ D/G
es ramiflcada en a1gún punto de zr-1(r). Definamos

* - f P,-r{ri) si t¡ e DIG'
"'; 

: 
1 oo 

" 
si r, es una pinchadura.

donde p, 1(r-) es la multiplicidad de algrin punto en zr-1(r3), note que por
ser este un cubrimiento dado por Ia acción de un grupo, todos 1os puntos

et r-\(t¡) con uj un punto rama, tendrán la misma multiplicidad (pues sus

estabilizadores son conjugados).
Observamos que {ri} es a Io m¿ís numerable, ya que el conjurrto de puntos

pinchados y el conjunto de puntos de ra.:nificacióu son (ambos) discretos.

Definición 1.4.4. Diremos que G es de tipo finito sobre D si Df G es .una

superflcie de Riema¡n de tipo finito, y si n ramifica solo en una ca¡tidad
fi:rita de puntos. En este caso, delotaremos por' g al género d,e D lG.

Si suponemos que G es de tipo flnito sobre D, podemos ordenar la se-

cuencia {r¡} de modo que

2(mr(m:(...(ma<oo,
donde k es la ca¡dinalidad de {q,q,...}. ia cual es frnita. Llamamos a

(g;m1,m2, "'m¡)
la fi,rma de G.

L.4.L. Fórmula de Riemann-Hurwitz
Sea G un grupo finito que actúa holomorfa y efeciiva.rnente en una super-

ficie de Riemann compacta X de género g (o sea, para todo h e C;p,+ h p,

es holomorfa y el uúcleo de la acción es trivial). entonces el cociente XfC
es también una superficie de Riemann. Ademrís, si ¡ : X -+ XIG es la
proyección uatural, se tiene la fórmula de R'iemann-Hurwi,tz

2s - 2 : " [rr,, "-r-i (, - ;)] (1.1)

donde hay k puntos ra.rna de r en X/G (digamos que son at,...,yx) y m, es

el orden del estabilizado¡ de cualquiera de las preimágenes de y¿.
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1.5. Dominio fundamental

Definición 1.5.1. ([2], IV.9.2. pag. 206) Sean G grupo Kleiniano y D c e
un conjunto abierto G-invariante. Un dominio fundamenta.l para G respecto
a D es un conjunto abierto kr de D tal que

(i) no hay puntos de r,.., equivalentes bajo G.

(ii) cada punto de D es G-equivalente a al menos un punto de Ia clausura
de r¿,

(iii) ei borde relativo de a en D; 6a, consiste de trozos de a¡cos analíticos.
v

(iv) para cada arcC C do existe arcCt C d¿, v un elemento g € G tal que

Cabe mencionar que por un dominio fundamental para G entenderemos
un dominio fu¡damental para G con respecto a 0. La proposición siguiente
propone que todo grupo cuya región de discontinuidad es no vacía admite
una región fundamental. La demostración de este resultado no será expuesta
en este trabajo (ver 13] p. 2OT pata urra demostración).

Proposición 1.5.2. Todo grupo Kleiniano tiene un dominio fundamental.

Finalmente citamos dos teoremas clásicos:

Teorema 1.5.3. lUniformizaciónl. ([2] IV.5.6 pag. 191) Toda superficic de
Riemann,{/ es confo¡memente equivalente a D ¡G con D - C. C o A - {.2 €
C : lzl < 1) y G un grupo de tra¡sformaciones de l! 6bius que preserva¡
D, el cual actúa de forma (propiamente) discontinua, y libre de puntos fijos
sobre D. Adem¿ís G = n(M).

Teorema L.5.4, (12) IV.9.12. pag. 219) Sea Il una superficie de Riernann y
{tt,rr,...} una sucesiól discleta en A:1. Para cada punto u* asignaremos el
símbolo z¡ qüe es un entero ) 2 o m. Si M : CU {co} excluimos dos casos:

i. Si {21, 12. ...} consiste de un punto y 4 * @, y

li. Si {ry,r2,..,} consiste de dos puntos y h # uz.
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?"iy'='1\U,":-{r¡1, M" : M-\l)*Ixx}. Entonces existe una superflciedS fuemann silrplemente coaexa .42, ;il;" nr"rrr""'á o" tunciones deIl.[ en M tal qoe

a". U ¡C = M' , MG/G 
= M,,,, drrrd" fu. ., M con los puntos fijos de loselenrcutos clípticos de G elmrnados, y

b. ia proyección natural zr : ( 1 lt,es no ¡amificad.a, excepto en Iospuntos r¡ con ¡4 < m donde b,@) = uk- 1 ;;;ñ; i e tr-l({r¡}).
Adem:ís, G está únicament" glT1nildr: salvo conjugación, 

-en 
el gr-upocompleto de automorfismos de M..El tip" d";;;;#iia'a" ¡z es única-mente determinado po, ta cáracterística ;bt"ridu ";;;;;;s: esro es, porel género g de M y Ia sucesión de enleros tr,.;-. .-;' '"" "*"Si renemos 

^ 
= 2s _ 2 .. »(1 _ +i';;;:,"' 

,

r ¡ <0si ysólosi l[ =6
. X:0 si y sólo si ,V7 = C. y
r X)0siysólosi,47¡.¿.



Capítulo 2

Construcción del Polígono

En este capítulo se expücará en detalle un método algorítmico desarrolla-
do en [1], para construir una representación simpléctica pa,ra la acción de un
grupo G en una superficie de Riemann M de género g > 2, ta) que la super-
ficie cociente MfG tier,e género 0, glacias a la corrstrucción de un polígono
hiperbólico adaptado paxa que refleje esta G-acción.

Este polígono representa la uniformización de todas las superficies con
esta acción de G, el móduli lo darán sus ángulos interiores, que en general

quedan no completamente determinados. EI algoritmo elige ciertos pa,r'á.rne.

tros paxa hacer un modelo del polígouo uniformlzante.
Esta Representación simpléctica puede ser distinta para superficies de

Riema.nn que admiten 1a misma acción geométrica, si están definidas en

términos de vectores generadores distintos.

2.L. Conceptos previos

Partiremos definiendo algunos conceptos importartes para comprender el
procedimiento:
Sea G un grupo finito y M ,sr,a superficie de Riemann.

Una acción de G (o una G-acción) en M es un homomorfismo inyectivo

Q: G ---+ A'ut(M).
En este trabajo usaremos los grupos llamados grandes, es decir, grupos

cuya superficie cociente tiene género 0. Por lo ta.nto, siempre que hablemos de

una acción de G erL M, el cociente tendrá género 0 y Ia flrma (0;m1,..., nz¡a1)

la abreviaremos (rn1,..., m¡¡1).
Por ot¡a parte, cada accióu de G en M puede ser construida dando un

par de grupos Fuchsi¿nos 7 y f, junto con un epimorfismo lt :T ---+ G. En

11
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este caso, I : ker(r!) es un subgrupo normal de 7 libre de torsión, isomorfo

al grupo fundamental de M, y 7 tiene uua representaciórr de la siguieute
forma:

¡+1

T -., !..r,.....tt.11t?1 - : ti':,' - t: f[r, ,

L-t ,

\-/,- 1\--,

?-\- "',)-
(2 3)

(21)
J:]

Todos estos objetos están ¿usociados y puedert sel represetttados ett Iti
siguiente secuencia corta:

(2.2)

Además de nuestro grupo finito, juega un rol importante el vector gene-

rador. que definimos a continuación.

Definición 2.1.1. Sea G lrn gmpo finito 1' considere i: + 1 enteros r¡r: tal
que m1 > fit2 > ...> 'rrL¡-1 / 2. Una k -]- 1-tupla (cr.. . c¡1t) de elementos

no trir.Íales de G es llamado un (m.1. ..., m¡-1)-uector genertd,or po'ra G si se

siltisfacer las <igulentes condi.iones:

1. G es generado por 1os elementos (r1..... c¡11),

2. El orden de c¡ es m1 para cada 1 < j < k + 1. .1'

:. lJjlfc,:t.
Note que en el caso de tener una secuencia como la presentada en (2.2),

e1 vector generadot corresponde a 1as imágenes por eI homomorñsmo ry' de

los generadores de ?, que satisfacer la presentación dada en (2.t). Es decir.

el (m1,...,m¡¡1)-vector generador de G será (Ú(t1),...,!,(tk+t)).

Definición 2.L.2. rJrL vector generador (cr,..., 
"u*r) 

para G es admisi,ble si

donde m¡ es el orden de c¡, j : I...., k+ 1, y e1 siguiente número es un entero

. .l iHr. 1\\
o : L - G I -1 r ) I I -!r-!.o \,r?\,i) )

(:2.4)

t2
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Observación 2.1.3. Note que la condición (2.3) es equivalente a Io siguiente:

r. k> 2

2. sik:2. entonces (rn1. m.2. m3) + (6.3,2), (3.3.3). (4,4 2), (5,3.2) ('1,3.2),

(rn.2.2). (3. 3 2). v

3. si fr:3, entonces (,tn1. nt2. m3,m,a) + (2.2.2,2)

Tales condiciones determinan que G actúe en una superfrcie de Riemann

,11 de gérrero g con I'f lG ltiperbólica. Adernás. bajo estas corrdiciorres 9 ) 2.

Definición 2.1.4. Dada una acción de G en ,,I.y', o equivalentemente, dados

7. f ¡' rl cr.rrno antes, corlsidcrc Ia plesentaciórr de 7 d¿da eu (2.1) Defirliendo
(.j: tij(tr) para j : 1..... k+ 1. es claro que (ri. ... r'¡ar) es un (nr1...., rn¡-i)-
vector generador para G.

Inversamente. dado un grupo Fuchsiano 7 presentado como en (2.1) ¡'
(cr, .....¡-r) un (nr1..... m1-11)-r,ector generador para G, podemos definir el

epirrrorfisuro i : T + C cotnc¡ exterrsiótt dcl hornornorfislro de 7 con la

a-sigración tit(t,,) - ¿r. ¡: i, .... fr - 1. para estos gencradores; su kernel I es

un subgrupo de 71ibre de torsión. r'este define una superfrcie de Riemann

compacta rll - A/f do¡tde A es el disco uuitario (complejo). Además. M
tiene una G-acción natural . dado que 7/l (isomorfo a G) actúa canónica-

meDte e ias f-ó¡bit¿rs cle A. ¡'la G-acciórr tieltc sigrratura (m1, . m¡-¡1) En
esta sitrración. decimos clur: C o,cfuio cn ),1 con'uector generatlor (c1.. ., c*+r)

Observación 2.1.5. Dado un gnrpo finito G ¡'un vector generador admisible

s : (c1. ,... c¡-1) para el grupo. G tiene una presentación de la forma

G :1 ct:...,c¡*1 : {'j . r:1...c¡-¡1, R, } (2.5)

donde -R¿ denota las relaciones extras entre los generadores cj que son nece.

sarias para que la presertación del lado derecho deflna un grupo fi.nito.

Si G actúa en una superficie de Riemanrr If con vector generador c, en-

tonces el grupo F\chsiano I que uniformiza M es el menor subgrupo normal
de ? que contiene 1as palabras en las relaciones R.¿ expresadas en términos
de generadores f, de 7 en la presentación (2.1): esto se sigue inmediatamente
de 1a sucesión exacta (2.2).
Esta propiedad será usada paxa recupera,r el grupo f desde su polígono furr-

damental.

13
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Definición 2.1.6. Sea G un grupo iinito r'- c : (",..... úÁ-r) un vector gene

ladol adnrisiblc. Se dofiuc 11 - ?L(G.c) couto cl coujunto de Supcrficies de

Riemann de gélero,r7 que aduriten una ll-acción con vectc)¡ gcnerador c.

Ejemplo 2.!,7. Para dejar más claro el método que se está explicando.

trabajaremos a modo de e.jemplo con un grupo pequeño. e iremos haciendo

todos lo-s pasos a medida que se van describiendo.

Tomarertos e1 grupo cíclico de orden 7 . G : Z|TZ:< c > I' io haremos

actuax en uria superficie con firrna (7. 7. 7).

Recordemos que esta acción puede ser reconsttuida dando un grupo Fuch-

siano ? y un epimorfismo ú:T -+ G
En este caso. tenemos que T tierre Ia plcscrrtacióu del i:ipo ( 11.12 t! -

tl:l'i.2)'-:1>.

Luego. los posib.lc" t7.i.7 r'pcror". genpradores para G con 1os que oh-

tenemos acciones distintas ro¡ s : (c. c2, ca) y ¿ : (c. c. c5).

En efecto, c ¡'tarrürérr d son vectores generadores de G. aderlás alnbos

son admisible" pu"r !r=,,t - = - lJ -2¡

/ k-| ,\/ l-i 1\\ / ll7\lt:1, c [-, ;L(,- ;])-'-;l-r-;-/ -3
\ - ,_r / '

Es dech. Ia acción de G es en una superficie de Riemann de género 3.

En nuest¡o e.iemplo trabaiarelnos co11 s: (c1.c2.ca) : (c,c2.ca). por lcr

cual. la plesentaciórr dc nucstro glupo G scr á:

G :1 4. cz, cs : c7., : 1, 
"rrorl, 

: 1, clcil - 7 >

:< ct. c2 : cl: ¡,1- (c1c2); : clc;r - t >

En consecuencia 1., : f --+ C cstá dado por 1r(¿i) : q. v(12) - c2 y

f :<< ¿?¿r1 >>

el menor subgrupo normal de I que colt,iene a la palabra fff, 1 (es decir,

ker(r¿)).
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En [5] se demuestra que 7l(Z/72,c) corresponde a la superfi.cie de género
3 cou ecuación afír y7 : x2 (t - f) conocida como Ia cu¡ra de Klein.

Además, 11(Zl7Z,d) es 1a superficie hiperelíptica de género 3 con ecua-
ción afin y7 -- r(r. - 7).

2.2. Polígono Fundamental para el cociente

En esta sección se explicará en detalle cómo construir un polígono funda-
mental adaptado F paruT, donde 7 es un grupo Fuchsiano que uniformiza
la esfera de Riemann C cou & * 1 puntos rama, junto con generadores fijos
h,...,tt+t satisfacieldo la presentaciórr dada en la ecuación (2.1).

Partamos con una definición de geometría hiperbólica:

Definición 2.2.L. Un polígono hiperbólico que.define una regióu fundamel-
tal para un grupo Fuchsiano ? es llamado estrictamente conuero si todos sus
ángulos interiores son estrictamente menores que n, excepto en los vértices
que son puntos fijos de transformaciones elípticas en ? de orden 2.

Proposición 2.2.2. Sea k un entero mayor o igual a 3, y sea 7 un grupo
Fuchsiano uniformizando Ó con firma (mt....,mx+t), donde los m¡ satisfacen
Ia condición (2.3). Fije una secuencia ordenada de generadores tt,...,tx+t
para 7 satisfaciendo las relaciones (2.1).
Luego existe un polígono fundamental F pam T con los correspondientes
lados identificados como se muestra a continuación:

(1) El borde de r' está compuesto por 2ft segmentos geodésicos consecutivos

{s1, s2, ..., s2¡}, con

t¡("2¡-r): s2j-t para2 < j <k,yú1(s2¡) : s1;

(2) Los vértices correspondientes {qt,qtx+t,qz,q2x+1, -.., q/., q¡¡+1} satisfa-
cen

t¡(q¡) : q¡ paxa 1< j <k,y tx+t(qk x*r) =qerrr;

(3) El ángulo interior en cada q7 es 2nf m¡ para 1 < j < k, y la suma de
los ángulos interioles 0¡ et qI ¡*1es f,f=, a¿ : 2n f m¡¡1

15
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Figura 2.1: polígono fundamental adaptado F paraT
Demostración,

Vel [1] donde se da una clemostración constructiva.
Definición 2.2.8. Siemore
co,rsrruido ";,;;.;;:ffJ!1"T':,::Ti'.1,e. 

el polgono rundamental F
guiell¿e vé4icc q,;_, ;n ul ;: 

' L''' útr:De el ve¡'tlce o' en el origen. v el si-
oados po. ¡ln arrtomorfismo¡e -real 

positivo' con¡uganJo 7 y srrs generadores
n;o a. g"ru."doi;:'.#-il:-1'i drseo.'Dlitario El polígoro F, ; ;;;;;;nado Polígono fundamental ad.aptado para T.

Note que el polÍgono F e

Definición 2.2.4. parao, ,o"o"r"oo 
no es único en general.

.l ¡,i"".,laliút,-",J,1,T":i":i:: *-: 2 excluido en p'oposición 2.2.J. F es

:,^'.ii:ff ü;"'.*Hif ::Hi::;:lff :Tilil"¿";::,t*;?llt:
¡¡ /ms, 

. ---' --.1 atLgulo 2tr f m2 y 
"l "uarto u"é.ti." .o, árguto

Definición 2.2.5. Denotemos nñr F - -,E / /^polisonos hiporbólicos 
"ou",r, 

l.-"' J - ..llu:m], ...'2t,. ')) la familia de
lia de potrgonos f;;;jil,i;i:lt's cn la proposicicin (z.z.i j.'e.ta 

es ra rami-r que uniflrmiz;; ó;'ffit^%i*1dos lara 
rodos los srupos Fu.hsianos

generadorm .t,. .... r, _ ) *r¡.i""i",a". i, p;ljl;ij;,.1il}l""iir"iil*,, o"

Djemplo 2.2.6. Continuandc
el polÍgouo r",,dr-;;;';:j::^::' :l ejemplo ¡ 2' J.7). ahora encontraremos

Estamos 
", u.l .*1. 

*uoprádo É,para el grupo I anres definido.
tetdr'á u, "¿rii."'"r]i J;i,T: 1".t"'to' según lu a"nriro, (2.2.s). F
ce eslará 

"n "t "j";;;';:i,;'rl"'-*'áugulo 
de 2¡/7 atú. El segurdo vér.ti-c y un ángulo de r/2. el tercer vértice en eI
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semiplano superior con ár.galo hr f7 y el cuarto vértice con ánglrc r /7 -

Figura 2.2: Polígouo Fundamental pa,r'a el cocierrte

2.3. Polígono Fundamental para las superfi-
cies

En esta sección, se proba,rá que dado un grupo G junto con un yector gene-
rador admisible c : (c1,..., c¡..1), existe un familia de polígoiros hiperbólicos
que uniformizan las superficies que admiten esta acción, y a pa,rtir de esto
podemos obtener los siguients datos: una base para el primer grupo de homo-
Iogía de la conespondiente superficie, su matriz de intersección. y la acción
de los generadores de G en esta base.

Comenzaremos con un grupo G junto con un vector generador admisible
c : (cr, ..., c¿+r). Recuerde que para cada A,[ e ?l(G, c) existe un grupo
Fuchsia¡o 7 que uniformiza a M fG, }uttto con un conjunto de generadores
(fr,...,fr+r) satisfaciendo 1a presentación dada en (2.1). De la proposición
2.2.3 obtenemos el correspondiente polígono hiperbólico adaptado F en "F
(ver definiciones 2.2.4 y 2.2.7).

Un polígono fundamentaJ. D para M se obtiene tomando lGl imágenes de
F bajo elementos de 7, correspondientes a ciertos representantes de clases
laterales de I el 7.

Considere el grupo 7 y el generador (úr, ..., t*+,) satisfaciendo la presen-
tación (2.1).
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Considera.rros el Diagrama de Cayley asociado para el grupo ? y sus g+.
neradores fu. ...,t¡, es decir, nos olvidamos del generador f¡*1.

Este es un grafo (diligido) plano infinito cuyos vét'cices son los elementos
de 7, y dos de sus vértices g y h están unidos por un lado desde g hasta h si
existe j en {1, , k} tal que g : ñ¿j; este lado es coloreado por f¡, y ürigido
desde g hacia A.

Luego cousideramos la teselación en el disco unita,rio, dada por las imáge-
nes bajo todos los elementos f de 7 del polígono fundamental adaptado F
pa,ra ? construido en la sección previa. haciendo corresponder F al vértice
identidad del grafo y ú(F) al vértice ú.

Ahora, para cada clase de I en ? elegimos un representante y seleccio-
namos la copia de F correspondiente a é1. Notemos que 7/f ! G. De este
proceso de selección obtenemos una región fundamenta.l para la acción de I
en el disco hiperbólico, la cua,l uniformiza a M.

El algoritmo usado pará obtener el subconjunto ,S ! 7 correspondiente
a clases laterales representartes tal que el resultado sea e1 polígono es el
siguiente:

1. Primero incluimos en ,9 toda la órbita ff bajo el subgrupo generado por
el generador ú1 de 7 correspondiente a,l elemento t1I de G de mayor
orden.

2. Continuamos tomando f¡, ei próximo generador de ?, multiplicando
por la derecha cada elemento s € ,9 por ¿i y agregar los s¿i a ,9 en caso
de que la correspondiente clase en G no esté representada aún. Note
que solo consideramos los elementos de s € 5 que estaban presentes
a,ntes de la iteración actual de 2)

3. Repita e1 paso 2) hasta que ],91 : G]

El resultado es utr po]ígono fundamental D para l.
Observación 2.3.L. El conjunto D : D(G,c) de todos Io polígorros fun-
damentales D es construido sobre para,metrizaciones del coniunto de to-
dos los grupos F\rchsianos normalizados uniformizando superficies de Rie-
mann ,4y' con la G-acción, dado por la elección del generador c; esto es,

hemos obtenido un cubrimiento de 11(G,c), donde los largos de los lados

QtQl+t, eze?+t, ..., eúL+t de F y los rírgulos de los vértices lqlnr, q?*r, ..., qlif]¡
de F son los 2k - 4 parámetros reales, pa.ra ¿ > 4.

18
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Definición 2.3.2. Dado G y un vector generador admisible c : (c1,..., c¡..1)
para G, cualquier D en D(G, c) puede ser lla.mado polígono fundamental
rLd,aptad,o para Ia acción de G.

Observación 2.3,3. Note que cada polígono fundameutal adaptado D es te-
selado por lGl copias de F, etiquetadas por los elemeutos de G. Denotamos
la copia correspondiente a g en G por Fg. Además, el borde de D está com-
puesto por arcos geodésicos, tal que cada a.rco pertelece a una copia de F
dentro de D y a una copia de -F fuera de D.
Los vértices de D proyectan sobre los puntos de ra.miflcación en 1a superficie
M; ellos son naturalmente agrupados en f-órbitas, que pueden ser determi-
nadas Iuego que las identificaciones de los lados se deducen: esto lo ha¡emos
después.

2.3,L. Las identificaciones de los lados para D

Las identiÉcaciones de los lados para D son obtenidas de la siguiente ma-
nera. Sea e un lado de D; luego edsten dos únicas copias de F que compa.rten
el lado e: -Fr dentro de D y F2 fuera de D.

Pero hay una úuica copia F3 de F deatro de D que corresponde a la
misma clase lateral de 7/l que F2: el lado de F3 correspondiente a e, que
necesariamente se encuentra en el borde de D, es el lado identificado con e.

Note que un camino a lo largo del grafo de Cayley desde un lado de D hasta el
lado identificado con é1, representa un elemento de 7 que pertenece a,l uricleo
del homomorfismo rl.' : T --+ G dado er (2.2). De esta forma podemos
recuperar el grupo I que uniformiza.lll: Este es la clausura normal en 7 de1

subgrupo generado por estos ca,rrinos, eligiendo uno para cada identificaciónl
ver observación 2.1.5.

Ejemplo 2.3.4. Continuando con el ejemplo (2.2.8), Ios polígonos D para
la superficie de Klei¡r y Ia superficie hiperelíptica tienen Ia misma forma,
só1o cambia¡l las identificaciones de los lados, producto de las relaciones que
satisfacen los generadores dados.

El grupo I que uniformiza 1a superficie de Klein corresponde a la clausura
norma,l en T de t!t;t; todos 1os caminos en e1 diagrama de Cayley que unen
pares de lados son I-conjugados de este.

Siguiendo e1 diagrama de Cayley debemos tesela.r usando el polígono ?,
como se describió a,ntes, obteniendo los pares de lados identificados.

Sean {fu,82,..., B¡¿} Ios Iados del polígono.
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Figura 2.3: Polígono Furrdarncutal adaptado D pala cl grupo cíclico de ordcn
7. con signatura (0: .7 7.7)

Notamos entonccs. clue los pares dc lados identificádos en I) son:

At - 3¡ Az - Ba; Ae - Bn; i3¡ - [312: 3s - §u; Pr - 3z; 0n - Ba. Ver figura
2.3. (Note que en Ia flgula f¿ : i)

2.4. Base de Homología y su G-acción

Ahora tenemos un polígono hiperbólico D reflejando la G-acción dada en
A,I : Lll. Ahora usaremos esto paxa representax Ia acción en una base de
homología especialmente adaptada para M .

Leana 2,4.L. Sea D una región fundamental adecuada para Ia acción de G
etM: L/1. Denote por §r, ,B* las curvas en M correspondientes a los
lados del borde de D, y por U : {Pr,,..., P,} 

"l 
conjunto de puntos en M

correspondientes a los vértices de los bordes de D.

Exíste una base-.B de HI(M) tal que cada curva ? en B es una combina-
ción entera 1 : »i:, n ¡6, de los B's y

u li"e') :' (2'6)

donde á : H¡(M,U) ---+ Ho(U) es la función natura,l en homología.

20



CAPÍTULO2. CONS:IRUCCIÓNDELPOLÍGONO 27

Demostración.
Esto sigue de 1a siguienle suseción exacta pa.ra homologías relativas:

0 -+ H1(M) 4 a,qu.u) 4 u¡u¡ _+ aolu¡ ____+ o

con 29 I u - N + 1. donde g es el género de M.

Dado que 7 es inyectiva. la dimensión de Im(j) es 29; luego, la dimensión
de her(d) es ta.r¡rbién 29. La imagen inversa bajo j de una base pa,ra ker(ó)
será una base para H{M) con las propiedades requeridas.

Ejemplo 2.4.2. Continuando con el mismo ejemplo. y mira.ndo el polígono
D antes obtenido y sus identificaciones, podemos concluir que la ecuación
(2.6) correspondiente será:

6@r. Ar + nz. 0z l ns . 0s i nz . 0t l ns. 0g t nr. At I ?¿rs . Ér¡) : 0

De la cual. caJculando obtenemos:

n1(P2 - fi) -t n3(P2 - P1) ¡ n,5(p2 - pr) +,z(pz - p)+
-f ns(P2 - P1) + n¡(P2 - Pr) +ar:(& - pz):0
-> P2(ny l nzlns+n7 +ns*n¡ - nr,) - h(nr+nB+n5+n7 + ns+nlr_ nts) :0
=) n13: n1+ ns + n5 + n? + ns + nt1

Con lo cua.l podemos obtener una base B de HomologÍa:

B: {ü: 0t*0q;62: AztAq;62: A¿*\s;6+: Ba¡87;65: g¿*0s:6a: fre+B,}

2.4.L. La G-acción en la base de homología

Recuerdc de la observación (2.3.3), que el polígono firndamental adaptado
D es una unión de copias Fe de F pata g en G. y luego la acción de cuaiquier
elemento ñ en G sobre D corresponde a la permutación d.e las copias couo
sigue:

h.(Fe): Fsh e.7)
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Considere la base de homología B construida en la sección anterior, y sea

7 un elemento de -8.

Una representación para 7 en eI polígono D es u¡a combina¿ión lineal de
lados de D. Esta imagen en Jl¿I es una curra cerrada, pa.rtiendo y terminando
en la imagen de uno de los P¡ en U, de donde sigue la notación del lema 2.4.1
La imagen de 7 bajo uno de los generadores c, de G es una curva cerrada
no trivial de M, y luego su preimagen en D es una curva d contenida en D,
que comierza y termina en vértices de D que pertenecen a la misma l-órbi-
ta. Note que la curva imagen 7 está compuesta por lados de (algunas de)
las copias Fs en D, determinada por la permutación de las correspondientes
copias originales por ci como en (2.7) -

Por una homotopía con extremos fijos, esta curva imagen á puede ser de-
formada hasta el borde de D, y luego puede ser reescrita como cor¡rbiuación
lineal de los elementos de B.
De esta forma asocia¡emos una matnz de 29 x2g con coeficientes enteros para
cada generador de G, así obteniendo la representación racional para G; esto
es, la representación de la acción inducida por G en HIM,Z). Esta es una
representación entera de G de dimensión 29, dejando in¡,rariante Ia matriz de
intersección J3 para B que la ca,lcr axemos desde D en 1a próxima sección-

Ejemplo 2.4.3. Para nuestro grüpo C : Zl7Z, actuando en la curva de
Klein, las imágenes de los elementos de la base B ya encontrada, bajo el ge-
nerador c de G, debernos reescribirlos como combinación linea,l de los mismos
elementos de la base, como fue antes explicado.

r(d1) : -5' - ¿'

c(ó2): -6'¡ 5n'

c(á3): -6'a5u'
c(6a):-5'¡5ut
c(6") : -5'''
c(á6) : d2+dl

Con 1o cual obtenemos la siguiente matriz asociada para el generador c:

,,:I
0
,1

1

0

0

0

0

-1
0

1

0

0

0

-1
0

0

1

0

0

-1
0
0

0
1

1

-1
0
U

0

0
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-1
0

0
0
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2.5. Matriz de intersección para la base de
homología

La matriz de intersección Ja : (lr. 7, ) puede ser encontra.da desde el
polígono D, considerando que si dos curvas err la base B se intersecta¡ en
,4.f, ellas pueden ser deformadas (dentro de su clase de homotopía) paxa que

sólo Io hagan en los puntos de ¿/ : {&, ..., P,}, Iu proyección de M de los
vértices de D; es decir, es suficiente a¡raliza¡ las intercecciones de los lados
del borde de D que aparecen en la base B de las diferentes órbitas de los
vértices bajo l.

EI procedimiento es como sigue:

1. Dibuje una vecindad completa D¡ para cada vértice P¡ en M , incluyen-
do los lados númerados de D que se cruzar con P¡, y sus orientaciones.

2. En cada dibujo, traze las curvas en 1a base B que pasa.n por P¡, inclu-
yendo sus orientaciones.

3. Para calcula¡ el número de i¡tersección entre dos curvas ?¿ y lj efl B,
con i < j, los dibujos ,i sor modiflcados en el siguierrte caso: Si ambas
curlas pasan por P¡, y ellas compaxten un lado común e terminando o

empezando en P¡.
En este caso la misma situación vale para otros P", y los dos dibujos
Dx y D" tienen que ser considerados simuLtáneamente. La curva 1'¿ es

deformada en D¡ dejando Pr fijo, moviéndose el sentido antihorario
hacia el lado e, de modo que ahora se encuetrtra entre el lado e y
el próximo lado de D* en dirección antihorario. La correspondiente
deformación es aplicada en D,

4. llna vez dibujados todos, siendo rnodificados satisfaciendo la condición
anterior, el número de intersección es contado mirando cada vértice, co-
mo *1 recordando las orientaciones dadas pory¿ I ?¡, y luego suma.ndo
para obtener en total e1 número de intersección 1; .7¡.

Observación 2,5.7. La base E no es una base simpléctica en general; la
relación entre la matriz de intersección JB y 7a matriz de enteros encontrada
en 1a sección 5.1 para 1os generadores elegidos de G es,

lc)trJ6lc,,)e: Js

pues JE es G-invari¿nte.
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Ejemplo 2.5.2. Volviendo al ejemplo, para encontrax la matriz de intersec-
ción, debernos estudiar 1a i¡rtersección entre todas las curvas que formau la
base .8, en cada uno de los vértice donde ellas se cruza.tr. La matriz nos queda:

21

,r-[

0

-1
0

0
0

-1

10
00
00
10
11
00

0

-1
0

0
0

0

01
-1 0

-1 0

00
01
-1 0

2.6. Representación simpléctica para G

En la sección a.nterior obtuvimos una representación entera 2g-dimensional
p : G ---+ S L(2g,2) para 1a accióu de G en H1(M,Z) representada en 1a base
B, v la matriz de intersección Js paru B fue encontrada en la sección ante.
rior.
Para obtener una representación simpléctica para G, seguiremos un proceso
que es a.nálogo a,l usado para encontra,r una base ortogonal de una forma
simétrica.

Lema 2,6.1. ([6], \T.3 pag. 90) Sea E una forma bilinea.l a.lternada no de-
generada en un Zmódulo libre -L, con valores en Z- Lrego 1, es una suma
directa E-ortogonal ¿ : le1, ur]e ...@le",u.) de submódulos 2-dimensionales

let,arl, til qte E(e¡.u¡): rlj es un entero > 0 y dtld,zl..ld".

Demostración. Ver ([6], VI.3 pag 90), donde se da una demostración al-
gorítmica constructiva de 1a existencia de tal base {e1,...,e¡,u1,...,u¡}.

Esta base es llamada base d,e Frobeni,us para .L con respecto a E. Es
claro que la matriz de intersección .,/B encontrada ariteriormente satisface la
hipótesis de1 1ema, por 1o tanto la correspondiente base de Frobenius B¡ para
.L con respecto a JB será uua sinpléctica; es decir, cou rnatriz de iutersección

r""": ( ,o ";, )\ 'gxe

El método descrito en el lema, tambiéu proporciona una matriz de cambio
debasePdeBaBr.
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Para obtener la representación simpléctica para G, conjugamos por P la re-
presentación entera obtenida en la sección 5.

Ejemplo 2.6.2. Utilizando el Método de Frobenius antes descrito paxa en-
corrtra,r'la base Simpléctica B¡ y su matriz de intersección "/*,, asociada
obtenemos:

B¡ : {a1. a2...., a6}

donde

ar=dr
0z:ds-ár
a::da-d:
a¿:d:
o; - drl

cro : d¿ - dl

Ya conocemos Ia forma que tendrá Ia matriz de intersección con esta
base B¡. para encontr¿Lr Ia representación simpiéctica podemos encontrar la
matriz de cambio de base o repetir el proceso que ocupamos para la base E,
obteniendo para el elemento r:2:

25

,"r,-: 

I

000110
000010
000001
-1 0 0 -1 -1 1

1 -1 0 0 0 -10 0 -1 i 0 0



Capítulo 3

Aplicación a Variedades
Abelianas

En este capítulo veremos una aplicación de la construcción antes hecha,
para encontrar variedades abelianas principalmente pola¡izadas con la misma
acción de G, gracias a 1a representaciól simpléctica ya encontrada.

Para esto, nos basaremos mayormente en [7] y [8].

3.1. Variedades abelianas principalmente po-
larizadas

Definición 3.1.1. Un Toro analítico es una var.iedad compleja de la forma
T : VlL, donde 7 es un espacio vectorial complejo de dimensión g y .L es un
reticulado en 7 (i.e., un subgrupo discreto de rango maximal 29 en V, y por
lo tanto isomorfo aZ2e). Tenemos entonces que ? es una variedad compleja
compacta de dimensión g, además de ser un grupo abeliano.

Un Toro analítico 7 se llama Varied,ad, Abeliana (v.a) si admite una po-
la,rizarión, es decir, si existe una forma Hermitiana H en V ao degenerada
con ImH (L x L) c Z, esto es, I1 : V -+ C satisface:

rY(r. tr) : ¡71¿,. .¡

H (.r1 + u2. rLt) - H (t'1,'u:) i H (r2. u:)

H(ot" ti') : aIl (t:,u )

por ser Hermitlana. y adenrás cumple que si l1(t,. ur) : 0 Vu., € V enton-
ces t,:0, por ser ro degenerada.

26
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Ejemplo 3.1.2. Veamos el caso m¿ís simple donde g: 1. Tomemos V: C
y L = {m * nrf m,n € Z;Imr > 0}. Luego, 7 admite la polarización
H(u,w) : #, y po, tanto ? : C/I es una v.a..
Es decir, todo toro de dimensión 1 es una v.a.

Decimos que (7,,H) es :lr,a" uaried,ad, abeliana polarizada (v.a.p.) cuando
hemos fijado una polarización Il en la variedad abelia.na ?.

Proposición 3.1.3. Sea V un espacio vecto¡ia.l complejo. Entonces 1as si-
guientes condiciones son equivalentes:

Existe una forma Hermitiana 11 en V .

Existe -E una forma real bilineai antisimétrica en I.'tal que
E(it. i.rLil : E(u. a,) Vr,. z, € I'

Demostración. Dada E. se defirrc HQ,.ui] - E(.i.r'.u') - i.E(,r.u,). Rccípro-
camente. si -É1 cstá dada. E se definc como 1ml/.

Observarnos que, como E v,{ están en correspondencia ulo a uno. en-
tonces decimos tambiérr que E es polarización de 7.

Note que E cstá determinado por la matriz -E : (E.¡) - (.D(u¡. t'¡)),.,
donde {11..... r.,, } es una base de 1,/. Podemos escribir también la n-r¿r.triá
rpsrringida al reticulado. e- dpcir.

E u.t: (E(o;. crr))¿., donde {a1..... a2r} es una base para tr

Ejemplo 3.1.4. Continuando con el ejemplo anterior. encontremos .E v su
respectir.a matriz asociada.
Usando que E: ImH t'considerando r: 11 + l.t2: rt, - u' +i2,2. entonces

E(1".u,): "#
Elegimos {r. 1} como base para tr. Luego. la matriz correspondiente a E ¿,¿

/ u 1\
"t\-, o/
Definición 3.1.5. Si (I, E) 

". una r'.a.p. de dlmensión q. cntorces existe

una úo't >it¡,pltt tito dp l. cun re5ppcro a l¡ cual f , ^, : ( O^ ? )
/d,.. o\ 

" \-' o/
conr): { la,ro1,d,¡ d.;¡1vi: {t....e-1i

\o dnl

(i)

(ii)
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A la tupla (dt , dz , . . . , d) se le llama Ti,po d,e polarización.

Notamos que en el ejemplo, la base simpléctica de .L respecto a E es {r, 1}
y es de tipo 1.

Obserración 3.1.6. Esta base también es llamada Base de Frobenius. ye¡
lema 2.6.1.

Definición 3.1.7. Si el tipo de polarización de 7 es (1,1,...,1) decimos que
7 es u¡a uaried,ad, abeliana pri,ncipalmente polarizad,a (v.a.p.p.)

Ejemplo 3.1.8. 1.Todo toro de dimensión 1 es una v.a.p.p.

3.2. Variedad Jacobiana de una superficie de
Riemann

Sea ,9 una superficie de Riemann compacta de género g. Denotamos por
HIS,Z) aI primer grupo de homología de la superficie ,9, que tiele dimensión
29 como Z-mód¡¡lo y denotamos por 111'0(,9, C) aI C-espacio vectoria,l de
diferenciales analíticas en ,9 que tiene dimensióu g.

Proposición 3.2.1. Si ,9 es una superficie de Riema¡n de género g y

{a1,...,as, h,..., fs}

es una base canónica de H1(S,Z); es decir, con intersección de curvas dada
por la matriz

entonces existe una única base dual {ti..... rr} de H1 0(^9. C) ta1 que

J ., "' - u'"'

PdLd t. J t. .... q.

Adcnriis l¿r r¡tatriz

,: (-", t )
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llamada la matriz de Riemann de S. es sinrétrica con palte imaginaxia positiva
definida.

Dernostración. Ver [2], capítulo III.

Definición 3.2.2. Sea Á'10(S, C). el espacio dual a I1I,0(S, C) y tr el sub-
grupo discreto de rango 29 de todos los funcionaies de tipo J"(.) con a €
Hr(S,V,). El toro aflalítico 75 : ¡710(.9. C)"/L se lla.naa uaried.ad jacobiana

correspondiente a S.

Observación 3.2.3. La forma autisimótrica E en ia va¡iedad jacobia.na J^S

está dada por el producto intelsección de curvas J (ver proposición 3.2,1).
Es decir, (J,S, J) es una \'.a.p.p.

3.3. Matriz período y Matriz de Riemann
Pa.r'a describir urr toro arralítico :l : V/L usamos Io que se conoce como

matriz período d,e T . Pa,ra esto escogemos:

{u1,...,'un} una base de 7 como espacio vectori.al complejo y
{h,..., hn} una base de .L como Z-móüio.

Luego, cada elemento de Ia base de tr 1o escribimos corrro cornbirraciórr
iineal de ]os elementos de la base de V. Así.

I
f ¡ :Y n'¡'u; con j :7 " '2gi=l

Luego. la umtriz fI = (r¿¡)¡,¡ e M(o x 2g,C.) se llama matriz per'íodo d,e

? con respecto a las bases escogidas.

Ejemplo 3,3.1. Siguiendo con el ejemplo, si tomamos {1} como base de
V:Cy {r, 1} como base de tr entonces, n: (r t)

': (1,,"),,'
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Ejemplo 3.3.2. Sean ,9 una superflcie de Riemann de género g, una base

1,".:!ltT. {"r,..., a2r} de HtlS,Z) y una base de diferenciales {o1,..., ur} de
H''u(S,C).
Diremos que la matriz:

tr - t- t"-t",r- ¡ u,) 7<i<g'l<i12g
Jd

es Ia matriz período de S. .rl"U"i¿r, a las bases da.das.

Notamos que las columnas de cualquier matriz período son linealmente
independientes sobre JR.

Observación 3,3,3. Para que fI sea la matriz período de un to¡o analítico

es necesario y suficiente que P: (H ) 
. MQgx2s.C)seano singula.r

(invertible).

Matriz de Riemann
Miremos ahora Ia matriz período de una v.a.p. ([6], \,'nI, sección l)
Sea (?, E) una v.a.p., dondeT:VlL,dimT:S yEderipo (dr, ..,d).
Tomemos B": {a1,a2,...,an, fi,02,...Br} uua base simpléctica de -L con

respecto a f. Luego, la matriz de E en esra bur" ". I 
o^ ? ) donde D

es la matriz diagonal: D : d.iag\dt....,d) \ -' u ) ------ -

Definamos como {e¡ : i\^};Vtt : 1,, ..., g una base para V (como
C-espacio vectoriai).
Luego, con respecto a estas bases, la matriz período II de ? es:

tr: (z D)

y ademrís se obtiene qlue Z : Zt, 3Z >> 0 y (32)-1 es la matriz de 11 en
{"r, ..., "n}

Observación 3,3.4, Para el caso eIr que (7, E) es una v.a.p.p. tenemos que
D: di,aS(l,l,...,1), por 1o cual, la matriz período asociada será:

¡1: (Z r) e M(s x 2s,C)

Definición 3.3.5. Se conoce a Z como la matriz d,e Ri,emann asociada a
(7, H) erL la base B, : {at,...,as, h,...,13n}
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3.4. Espacio de Siegel

Eu esta sección definiremos el Espacio de Siegel. espacio en el cua,l se

encuentra¡ las matrices de Rierrann.
Primero recordaremos la definición de Matriz definida positiva:

Una matriz A: (o¡¡) € M"(R) es lla,:r¡ada Defini.da Positiua (A ) 0) si es
cuadrada. simétrica (A: At) y todos sus valores propios son estrictamente
positivos.

EI conjunto de todas matrices compleias, cuadradas de dimensión g,
siorétricas y con pa.rte imaginaria definida positiva. forman un conjunto de-
nominado Espacio d,e Sdegel (lHIr), esto es,

H,: {Z € Ms(C\lZt : Z.SZ >> O}

Obserración 3.4.1. nü : IHI ssi g : 1.

Sea Sym(Mn(C)): {Z € Mr(C) /Zr : Z} rn espacio vectorial complejo.
Luego, IIfu ! Sym(Mng.)).

3.5. Acción del grupo simpléctico Sp2n(Z) en
el Espacio de Siegel IHI,

En esta sección definiremos la acción del grupo simpléctico en el Espacio
de Siegel y luego busca,remos las matrices inva¡ia¡tes bajo esta arción.

Definición 3.5.1, Se denomina grupo si,mpléctico (Sprn@)) aI conjunto de
matrices cuadradas Iú de dimensióu 29 con entradas en Z y con determinante
1, tales que N¿J.l[: J, donde J es una matriz fija no singular (invertible).

antisimétrica \J: -,1 )- tipicarrente elegida como t:( O, I \
- \-,ná)do"o'I, es la matriz identidad de orden g.
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La Acción:

El grupo simpiéctico autes definjdo actúa en el Espacio de Siegel del
siguiente modo:

Lo que nosotros buscamos son los elementos de Jlll, fijos por esta acción,
es decir, todas las Z <H.n tales que (AZ + B)(C Z + D)-1 : Z. El conjunto
de matrices fijas bajo esta acción simpléctica para G contiene la matriz de
Riema¡n pan M. pero también, en general, algunas otras matrices de Rie-
mann pára v.a.p.p. que admiten Ia misma acción de grupo. ([6], VIII, sección
2., teorema 2.2)

q"^ ,v , ltll -'.- T+- u!4\ ¿ , --9 -rJ

//-4 B\ -\((";)')-s2:nt'eZ Dt''
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Ejemplos usando SAGE

El proceso a.ntes descrito fue programado en el sistema computacional de
rílgebra SAGE. La rutina está descrita en [1]. A continuación mostraremos
urr ejemplo del método ya expuesto, utilizando este prograura.

4.L. Ejemplo 1: Grupo de Weil actuando en
una superficie de género 3

Presentación del grupo y definiciones asociadas
Tlabajaremos con el grupo de Weil 2.3, x 53 de orden 48 y lo haremos

aetuar sobre una superficie de Riemann de género 3.

sage: wc3=WeylGroup(l'C'.3]) (Definimos el grupo)
sage: D.poly(wc3, [6,4,2]) (Definimos polígono correspondiente a la superficie)
sage: wc3p:D.-G (Presentación del grupo con permutaciones)
sage: D

Al eva,Luar obtenemos la siguiente información sobre esta acción;

IlVpq&gJig pglyCol for Permutation Group with generators
(3,4) (5,6), (2,3) (6,7), (1,2) (3,5) (4,6) (7,8)

acting on a curve of genus 3 with signature [6, 4, 2] and specific
generating vector [(1,2,5,8,7,4) (3,6), ( 1,3,S ,2) (4,2,8,6), (8,4)(5,6)]
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Note que eI vector generador obtenido:

l(1. 2, 5 8. 7, 4)(3 6), (1. 3. 5. 2)(4, 7. 8. 6). (3, 4)(5. 6)l

es un (6,4.2)-vector generador', como esperabamos. En efecto. además de ge-

nerar al grupo. el orden de (1. 2, 5. 8. 7.4)(3. 6) es 6. el de (1.3.5.2)(4. 7.8,6)
es.1r'elde(3 4)(5,6) es2.¡'(1,2,5.8.7,4)(3.6)(1.3 5.2)(.1.7 8 6)(3 4)(5.6) :
1.

Otro modo de obtener el vector generador admisible es usando el coman-
do:

sage: D.gerrerators (Obtenemos elementos del vector generador)
sage: D.generatorsf0] (Obtenemos la 1n coordenada del vector generador)
sage: D.¡¡eneratorslll (Obtenemos l¡ 2" coorden¡da del vector generador)
sage: D.generatorsf2l (Obtenemos la 3" coordenada del vector generador)

En este caso tenemos 1a informaciól sobre Ia flrma con que este grupo
aclúa. pelo eu caso tener un grupo G y el génelo g de 1a superficie ¡, no saber
cou que filrrra puede trctuar. podenos usal el siguiente cc¡nlaudo:

sage: suggest-signature(G,g)

Si queremos saber las relaciones entre los generadores del grupo usamos:

sage: D.relations0

Elaluamos:

l' u^ l'2,, 1b, 
'-tol;)t;4'.'ozl,2r-1t,,,'tl, ',,1,2'.

.t"l:tt l''u 'ü 't¡ "'. o"b 'ul 'tt 'Lr 'o " .

'oib I o21., I o 3' .' ho 2l,o 2'.' L2oLa-1bo-2t.
t 
b2 ab-2 ab-2 a-2t .t b2a3b-2a-3t.t b2a-3b-2a-3tl

ó+
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Gráflcos de los polígonos

Sabemos que existe rrn polígouo ftrncl¿mental arlirptado F ¿rsociaclo a Ia
accjórr del grupo 'l (ver sección 2.2) I' un polígorro fundamental D para la
supurfitie. que es obtclidr.r tom¿rnr1o iG irnrígerres de F b¿iio ¿rdccrr¿rclos rlc T
(ver seccióu 2.3).

sage: F-FrindarrrerrtalPol¡'gon( 6.1.2 ) (Polígono Furrdarnental aclaptado pari:. el cociente)
sage: F.drau''0
si'ige: D.po1y(rvc3,, 6,.1.2] )
sa.ge: l).drau.|

(para rer el dibqjo)
(l'olígorro FurrdarrLerLtal par a la superfirie)
(Para r.er el <libujo)

Figrrra.,1.1: Polígono Fundanrcntal para el cociente.

Figura 4.2: Poiígono Fund¿lmcn¡¿ll para la Supcrficic.
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Informaciones sobre los lados del polígono

Para encontrar las identiflcaciones entre los lados, Ilamaremos E¡ al i-
ésimo borde. siendo E1 eI borde rojo del polígono. Así, los pares de lados
identificados tienen el mismo nombre salvo signo, que iudíca su orientación.

sage: P.border

Ev¿lua,mos:

lEt,,E,2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9, E10, -E2, E11, E12, E13,
E14, E15, E16, E17, E18, 819, -E11, E20, 82t,F,22,823,E,24,,825,,
E,26,,827,828, -E20, E29, -E8, -E7, -E6, -85, -E4, -E3, -E10, -E9,
-E29, E30, -E17, -E16, -El-5, -E14, -E13, -E12, -E19, -E18, -E30,
-81, -E26, -825, -E,24,, -823, -822, -E,2t, -828, -F,271

Para encontrar las cuwas que deflnen una base simpléctica de Homología,
usamos:

sage: P.loops

evaluamos:

[[E10, E3, E4, 85, E,6,,87, E8, E9], [E19, E12, E13, E14, E15,
E16, E17, E181, [E26, E1, 820, E,2L,822,E,23, D241 E25]' [E28' -
820, -EI-, Ezl, 1829,, -E8, -E7, -86, -E5, -D4, -F,3, -E2], [E30, -E17,
-E16, -E15, -E14, -E13, -E12, -E11]I

Matrices asociadas

Pa¡a obtener la matriz de intersección de las curvas que definen la Base
de homología usarnos:

sage: P.J

Eva.luamos:
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Ta,rnbién podemos obtener Ias representaciones simplécticas para los ge-

neradores del grupo:

sage: P.symplectic-group-generators0 [0] (Para la 1'coordenada del vector generador)
sage: P.symplectic-group-generators0 [1] (Pa,ra 1a 2" coordenada del vector generador)
sage: P.symplectic-group-generators0 [2] (Para la 3" coordenada del vector generador)

Er,nJuamos, pa¡a e1 primer generador:

10
-1 0

-1 1

00
00
00

1

0

-1
0

0

0

0 -1 0

010
-1 1 0

011
-1 0 1

010

4.1.1. Matriz de Riemann
Lo que intentamos buscar eIr esta etapa es 1a matriz de Riemann pa,ra la

variedad Jacobia.na asociada a nuestra superficie de Riemaln. Sabemos que
ella corresponde a un elemento del Espacio de Siegel fijo por la acción del
Grupo Simpléctico. Encontrar esta matriz no es una tarea fácil, pero este
prograJna nos ayuda en los casos en que la representación simpléctica de Ia

/ A B\
forma ( 

'C 
I ) "o" 

C : 0, como en este caso, pues recordemos que 1a

acción en Z es (AZ + B)(CZ + D)-1
Lo que obtenemos en Sage son todas las matrices fi.jas por esta acción, es

decir, la familia de matrices Z que satisfacen: (AZ + B)D-I : Z (ver sección
34)
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Pa¡a esto ejecutamos el comando:

sage: mobius.invariantQ

Evaluamos:

Obserwemos que en este caso. ia familia sólo depende de un parámetro:
11 € C, el cual te[drá ciertas restriccioues que determinamos a continuación:
Puesto que esta matriz es simétrica y su pa,rte imaginaria debe ser definida
positiva, notamos que si 11 : r * iy, entonces su parte iuragina,ria será:

es decir, y . A, donde A es la matriz:

,4 es una matriz negativa defrnida, luego y debe ser negativo para que y . A
sea positiva definida.
En conclusión 11 es ulr pará.rnetro complejo con pa.rte imagina,ria negativa.
Para algún vaJor de 11 obtendremos 7a matrtz de fuemann correspondiente
a la Va¡iedad Abelia¡a asociada a la Superficie de Riemann donde hicimos
actuar a.l gupo de Weil, que corresponde a A/1.
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Capítulo 5

El Método con los Zo

En r:s[e capÍtulo se ntuestr¿tn algunos resultarirs e infcrencias rcspecto la
acclirr dt gnrJros cíclicos tL: r¡r.dcn prinro nra,r.or o igual a a cou cocicrrte l¿r

esfcra. col cu¿rtro pLlllti)s malc¿rrlos. actuando crr Sr4tcr.ficies clc R.iemaun cle
género -r7: p 1 \. (xin vector gcnerador (2,r.;r,.r;p lJ) l,firna (0,p.,p,p,p).
Qued¿1 peudiente deterr¡rinar 1¿ representa(ión sirnplécticrr err gencral v las
rratrices dc lliern¡rnn inr,¿rria.ntes.

Nos ¿l'uc.la,¡erlos del programa poly cn S¿ge par¿ obtcner rurestros resul-
taclos.

Figura 5.1: Polígono fundamenr¿¡.1 adaptado para Z,;
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L¿rs identificaciones de los lackrs sou las signierr[es: l',6.2-17.3_g. 4_1g
5-10. 7-12. 9-11. 11-16. 13_18. 15_20.

Las curv¿rs que forrnal l¿ base dc hornología son:

ar:1+2. a2-,1 +3.o..1 =i 1. ria -f 3, cr¡ -g-1, ao:11 3.
.i7-13-1.o¡,-15-¡3

Y l¿r rnatriz <:ol.respor r clicnte a 1¿t rcpr-esent¿(,ión sirnplécti(a es:

0 100 0 1 11
1 1 0 0 0 -1 -l I
0 0 00 0 0 10
t) 0 0 0 0 0 I _1
0100 10 1 0
0 0 001 0 0 0

0lrlu I I

0Ill|IIr|-

Figura 5.2: Polígono fundamental adaptado para 27

Las identificaciones de los lados son las siguientes: l',6,2-2b, 3-E,4-27,
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5-10. 7-12. 9-14. 11-16, 13-18. 15-20. 77-22. t9-24, 27-26. 23-28.

La^s curvas quc forman la basc de homología sor:

ar:1+2. r].2-t-l 3, a3 - 5- 1. aa:7-3, as:9- 1, ao: 11 -3.az:13-1. a¡:15-3. as - 17 -1, alo - 19-3, at : 21- 1. arz:23-3

Y Ia r¡railiz corlespouclicutc a la r,epresentaciórr siuplóctica es:

zt..
Las identiflcacioncs de los lados sol las sigrricntes; 1-6. 2-41. 3-E. 4-43.

5-10. 7-12, 9-14. 11-16. 13-18, 15-20, 77-22. 19-24,21_26. 23_28. 25_30.27_32.
29-34. 31-36. 33-38, 35-40. 3 t--42. 39-44

Las curvas que forrnan 1a base de homología son:

01 - 1+2.a2-1¡ 3, a3:5- 1. aa:7-3, a5:9- 1, cia : 11 -3.
a¡ : 13-1, as : 15-3, as : 17-1. aro : 19-3, arr - 27-1.
an:23 -3, al::25-1. au:27 -3, ats:29-1, ato : 31 3,
ar¡ :33- 1. a1¡ :35-3, a1e :37 -1,,n:o : 39-3

Y Ia matriz correspondicntc a la representación simplóctica es:

1 0 0 0 0 0 -1 -1 1 -1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 -1 1 0 -10 00000 0 0 0 -1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 I 0 -1 i)

0 00000 0 0 0 0 1 1

100000 0 1 0 0 0 0
t r r I I I I 0 -1 I 0 -1
1 0 1 1 1 1 0 1 -1 1 0 -10 012110 0 -1 1 1-1
00011100010-1
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 -1
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Figura 5.3: PolÍgono fund¿rnclr[al adaptado ¡tara Z¡1
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Observaciones

En base a los resultados obtenidos. podemos inferir que las identificacio
nes de los lados satisfa¿en el siguiente patrón:

El i, - ésimo lado se identiflca con el (i + 5) - ésimo ldo a excepción del
Iados 2 y 4. que se identiÍcan con 1os lados 4p - 3 y 4p - 1 respectivarnente,
que de todas formas están 5 luga,res atrás en el polígono.

Respecto a las curvas que forman la base de homología, tenemos siempre
2(p - 1) curvas formadas por dos lados del polígono, los lados 1 y 3 juegan
urr rol fundamental en la formación de éstas, pues, la base es: {a1: E1¡ 82,
az : Ez * Eu ¿rzt-t : E¿t-z - Eu c"zt : Ea:_t - Ez con' t : 2,..., p - 7|.
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