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Resumen

El estudio del locus singular del Espacio de moduli de variedades abe-
lianas principalmente polarizadas y su interseccién con el locus jacobiano
ha sido de gran interés y lo sigue siendo en la actualidad. Esta interseccién
corresponde a las Superficies de Riemann compactas con automorfismos no
triviales para género g > 4.

Dado un grupo G junto con un conjunto fijo de generadores geométricos, se
puede encontrar una familia de poligonos hiperbdlicos especiales que unifor-
mizan las superficies que admiten esta accidn.

En esta tesis, se explicard un método desarrollado en [1| para hallar esta
familia de poligonos y cémo obtener con ella informacion geométrica de la
accién, lo gue permite encontrar una representacién simpléctica G de G co-
rrespondiente a esta accidn.

El conjunto de puntos fijos de G en el semiplano superior de Siegel correspon-
de a una componente del locus singular del espacio de moduli de variedades
abelianas principalmente polarizadas.

Para desarrollar ejemplos, se utilizé un programa en el sistema computacional
de dlgebra de cddigo abierto SAGE, el cual fue desarrollado en [1].
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Abstract

The study of the singular locus of the moduli space of principally polarized
abelian varieties and its intersection with the Jacobian locus has been of
great interest and still is today. This intersection corresponds to the compact
Riemann surfaces with nontrivial conformal automorphism, for genus g > 4.
Given a group G together with a set of fixed geometric generators, a family
of special hyperbolic polygons that uniformize the surfaces admitting this
action can be found. :

In this thesis, we explain a method developed in [1] to find this family of
polygons and obtain geometric information for the acticn, allowing us to
find a symplectic representation G of G corresponding to this action.

The fixed point set of G in the Siegel upper half-space corresponds to a
component of the singular locus of the moduli space of principally polarized
abelian varieties.

Examples are developed in the open source computer algebra system SAGE
using the theory and program developed in [1].
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Introduccion

Sea G un grupo actuando en una superficie de Riemann M de género
g > 2 tal que la respectiva superficie cociente sea isomorfa a la esfera. Tal
grupo lo definiremos junto a un conjunto fijo de generadores que satisfacen
ciertas condiciones que dependen de la geometria de la accién.
Lo que se muestra en este trabajo es como encontrar una representacion
simpléctica en Spyg(Z) para dicha accién de G, siguiendo un método al-
goritmico expuesto v probado en [1]. Lo que se hace es encontrar una familia
de poligonos hiperbélicos especiales que uniformizan a las superficies que ad-
miten esta accién. De esta familia se obtiene importante informacion, como
una base de homologia, su matriz de interseccién y la accién de los genera-
dores del grupo en su base, luego se usa el algoritmo de Frobenius, que es un
andlogo a encontrar una base ortogonal para formas simétricas, modificando
la base obtenida a una simpléctica. Por conjugacién por la matriz de cambio
de base para los generadores previamente encontrados, obtenemos la repre-
sentacién simpléctica de la accidn del grupo buscada.
En esta tesis proponemos una pequefia modificacién, en el sentido que pri-
mero encontramos la base de homologia y su interseccidén, luego usando el
algoritmo de Frobenius la transformamos a una base simpléctica y en ella
calculamos la accién. Esto, si bien es un cambio menor, ahorra calculos y
agiliza el proceso.
Esta representacion serd la misma para todas las superficies de Riemann que
admitan la misma accién geométrica definida en términos de un vector gene-
rador fijo para G. Una vez que la representacién simpléctica es obtenida, las
matrices perfodo para toda la familia de variedades abelianas principalmente
polarizadas (v.a.p.p.) admitiendo la misma G-accién pueden ser encontradas.
Esto es posible puesto que el grupo simpléctico Spa,(Z) actiia en el Espacio
de Siegel H, de matrices simétricas complejas g x g con parte imaginaria
definida positiva. El conjunto de matrices fijas bajo la accidn simpléctica pa-
ra (G contiene la matriz periodo para M, pero también, en general, algunas
otras matrices perfodo para v.a.p.p. que admiten la misma accién de grupo;
esto es, el conjunto de matrices perfodo fijas serdn una familia contenida en



Sing(2,), donde A, denota el espacio de moduli de v.a.p.p. de dimensidn g.
La ventaja de conocer que un grupo simpléctico finito dado proviene de una
accién de un grupo en una superficie de Riemann es que esto asegura que el
conjunto de matrices fijas es no vacio.

La tesis estd dividida en 5 capitulos: En el primero se explican los concep-
tos y resultados bdsicos necesarios como son Superficies de Riemann, Grupos
Fuchsianos, Férmula de Riemann-Hurwitz, entre otros. En el segundo se ex-
plica y detalla la construccién del poligono fundamental especial que se men-
cioné amtes, siguiendo lo desarrollado en [1]. En el tercer capitulo se muestra
la principal aplicacién de este método, que es encontrar las Variedades abe-
lianas que tienen la misma accién que la curva donde actia G. En el cuarto
capitulo se entregan en detalle ejemplos de lo antes expuesto, utilizando el
programa SAGE. Y para terminar, en el capitulo cinco se aplica el método
para acciones de grupos ciclicos de orden primo p, actuando en superficies de
género p — 1 con firma (0;p,p, p, p).



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Superficies de Riemann

Definicién 1.1.1. Una Superficie de Riemann es un par (S, A), donde S es
un espacio topolégico Hausdorff, conexo, segundo contable v A es un Atlas
Complejo, es decir, una coleccidn de homeomorfismos

con {U,;};e; una familia de abiertos en S y {V;};c; una familia de abiertos en
C tales que

U [’fri = S:
el
y si 4,7 € I, o bien U; N U; es vacio, o bien
¢j 0o @:1 : C‘Zﬁ.i({f'i N U-j) — Qfﬂj(Uz‘ N Uj)

es holomorfa como funcién de variable compleja.

1.2. Transformaciones de Mobius

Definicién 1.2.1. Una transformacion de Mobius es una aplicacién
m : C — C definida por '
az+b

m{z) = cz+d
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para z € C\ {=£} sic # 0; m(oc) = afcsic# 0, m(=%) =cosic#0y
m{oc) = oo si ¢ =0, donde a,b,¢,d € Cy ad — be # 0.

Mob = {m : C — C/m es de Mébius} es un grupo isomorfo a PSL(2,C) =
SL(2,C)/{£]}. X

Se cumple que el grupo de automorfismos de C es el conjunto formado por
todas las transformaciones de Mdbius. Ademéds, dadas dos ternas (zq, 2, z3)
v (wq, we, w3) de puntos distintos de @, existe una tlnica transformacion de
Mébius m tal que m(z;) = w; para j € {1,2,3}.

Definicién 1.2.2. Sea A una transformacion de Mébius, 4 = id. Entonces
A tiene uno o dos puntos fijos. Si A tiene un punto fijo es llamada parabélica.

Observamos que si A es parabdlica con punto fijo zy € C v elegimos C
transformacién de Mobius tal que C(z) = oo. Entonces podemos definir
D =CoAoC™!, donde D(c0) = oc y asi D tiene la forma D(z) = az + b
con a # 0. Como A es parabdlico tamhién lo es . Asf tenemos a = 1.
Concluimos que A es parabdlico si y sélo si A es conjugada a la traslacién
z = z+b (y entonces también conjugada a z — z+1). De manera similar, se
puede establecer que una transformacion A con dos puntos fijos es conjugada
az+ Az, A # 0,1y de este modo podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 1.2.3. Si A una transformacién de Mobius con dos puntos fijos
decimos que A es eliptica ssi |A| = 1.

1.3. Grupos Fuchsianos

Sea G un subgrupo de PSL(2,C), es decir, un grupo de transformaciones
de Mdobius. Entonees G actuard como un grupo de automorfismos biholomor-
fos sobre el plano extendido C = C U {0}.

Definicién 1.3.1. ([2], IV.5, pag. 188) Sea zp € C U {o0}. Diremos que G
actda de forma (propiamente) discontinua en zj st

el subgrupo isotrépico de G en zp,
G2 = {9 € G; 9(z0) = %}, es finito,

existe una vecindad U de z; tal que
g(U) = U para todo g € G,
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})’
g(U)NU =0 para todo g € G\ G,,.

Denotaremos por Q(G) = () a la Regidn de Discontinuidad de G; esto es,
el conjunto de puntos z; € CU{oo} tal que G actia discontinuamente en zg.

Proposicién 1.3.2. ) es un subconjunto abierto G-invariante de .

Demostracion. Probaremos primero que G} = Q. Notamos que siempre
ocurre () € G). Para probar la inclusién inversa, G C £, notemos que

Wy = Q(ZQ) - G’wc = ngug_l

Entonces G, v G, tienen la misma cardinalidad. Ademas si § € G\ Gy,
entonces g~ 1gg € G\ G,.

Ahora s1 wy € Gf), existe zo € (2 tal que wy = g(zp). Para tal 2z, tenemos
|G| < o0 y existe U, vecindad de z tal que g(U,,) = U, Vg € G,, ¥
9(Uz) = U Vg € G\ Gg.

Por lo tanto, para wy tenemos |Gy, | = |G, | < 00 ¥ Uy, = g(U,,) satisface
las condiciones necesarias pues

GEG\G,, =989 € G\ Gy = g7 G9(Us) N U, =10

= !}(Q(Uzn)) N g(Uzu) = @

Para demostrar que €2 es abierto (si {2 # 0), tomemos z € (1. Entonces G es
finito y existe una vecindad U, de z tal que g(U.) = U, para todo g € G, y
g(U.)NU, = 0 para todo g ¢ G..

Probaremos que existe una vecindad de z totalmente contenida en {1. Para
esto, tomamos z € U,,z # z v probaremos que x € 1. Primero, notamos
que G, es un subgrupo de G.. En efecto, si g € G, entonces g(z) =z € U,
y g debe estar en el estabilizador de z, ya que de lo contrario g € G\ G, ¥
de este modo g(U,) N U, = . Esto no puede ser ya que g(z) es un elemento
de esta interseccién. Luego G, < (7,. Ahora, como por hipétesis G, es finito,
tenemos que G, es finito. De este modo, obtenemos que g(U,) = U, para
todo g € Gy

Ademis, si g € G\G. entonces g(U,)NU, = 0. Consideremos los siguientes
dos casos:

s si G, = G, entonces la misma U, cumple con las condiciones requeridas
v asi z € €.
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» 5i (7, # G,, como ambos conjuntos son finitos, escribamos

{91?92: an} = GZ \ Gx

y llamemos z; := g;(x) donde j € {1,2,...,n}. Observamos que z; € U,
para todo j. Como C es Hausdorff existe V; vecindad de z; que no
contiene ni a  ni a otro x;, es decir

{V; C U, : V; vecindad de z; disjuntos 2 a 2}

v W vecindad de z disjunta de los V; anteriores. Como g; es homeo-
morfismo defina W; = V5 N gj_l(V:?-) para cada j € {1,2,...,n} abierto
contenido en Vg, y defina W, = N i W;. Observe que W, es ablerto
contenido en V5 vy que

gi(W)NW, CVyNV; =0 para todo g; € G. \ G,.
“Ademas, como W, C U, obtenemos que
g(W,) N W, = { para todo g € G\ G..

Finalmente definimos U, = ﬂher h(W,) C W,. Es claro que U, sa-
tisface las condiciones requeridas pues para todo g € G\ G, se tiene
que g(U,) N U, = 0 (debido a que esté contenido en W, ), y para cada
k € G, tenemos que k(U,} = U,. Concluimos que z € ).

Definicién 1.3.3. ([2], IV.5.1. pag 189) Diremos que G es un Grupo Klei-
niano si 0 # §.

Definicién 1.3.4. ([2], IV.5.1. pag 189) Un Grupo Kleiniano G es llamado
Fuchsiano si hay un disco (o semiplano) que es invariante bajo G.

Ejemplo 1.3.5. Definamos o : C — C tal que z — —z. Si consideramos
G = {a) entonces G = {id,a} pues a® = id. Note que G C PSL(2,C) y Gy,
es finito para todo 2y € €. Probaremos que G es un grupo Kleiniano.

Para esto, veamos primero que 1+14 € 1. 5i zg = 1+ entonces G, = id.
Ademds, si U = B(zp,1/2) entonces o(U) NU = (. Por lo tanto, el grupo G
actia discontinuamente en 1 + 2. De hecho, este mismo argumento se puede
aplicar para todo zy # 0 en C considerando U como la bola centrada en z;
de radio |zq]/2. En el caso en que z = 0 (respectivamente zp = 00) se tiene
trivialmente que 0 € §2 (resp. oo € 1), ya que Gy = G (resp. G = (). De
este modo, la regién de discontinuidad de G es todo el plano extendido.
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Ejemplo 1.3.6. Un gjemplo de un grupo no Kleiniano es el generado por
g(z) = €'z, es decir, una rotacién en un dngulo no racional en m, pues los
puntos con estabilizador no trivial son 0 e oo, pero para ellos el estabilizador
es todo el grupo, el cual es infinito, por ello no pertenecen a £2(G). El resto
de los puntos tiene drbita densa.

1.4. Superficies de tipo finito

Sean S v M superficies de Riemann y f : § — M una funcién analitica
no constante. Sean p € S, ¢ = f(p) € M y las cartas (U, ), (V. ¢) centradas
en p y g respectivamente. Sea F = ¥o fo ! y w = F(2). Como F es
andlitica y no constante

; Gt
Flg)=w= E anz™ = apa® (1 + ;‘ Szt )
k
nzk

con a; # 0. Como (1 + 9-’;?-1-: + ...) es analitica y no se anula en z # 0,
concluimos que existe h(z) tal que F(z) = ag(zh(z))F.

Luego existe una vecindad de z = 0 donde F(z) es k : 1. Tal £ no depende
de las cartas escogidas.

Definicién 1.4.1. Llamamos al ntimero k € Z, k 2 1, la multiplicidad de f
en p. el nimero b,(f) = k—1 = 0 se llama dndice de ramificacion de f en p.
A p se le llama punto de ramificacion si y sdlo si mult,f > 1y en tal caso
llamamos a g = f(p) punto rame o valor de ramificacion.

Definicién 1.4.2. ([2], IV.9.1., pag. 206) Sea M una superficie de Riemann.
Diremos que M es de tipo finito si existe una superficie de Riemann compacta
M tal que M\ M es una cantidad finita de puntos. El género de M estd bien
definido como el género de M.

Un ejemplo de superficie de tipo finito es C, pues C\C = {o0}.

Definicién 1.4.3. ([2], IV.9.1., pag. 206) Un disco pinchado sobre una su-
perficie de Riemann M es un dominio [y C M con Dy conformemente equi-
valente a {z € C: 0 < |z| < 1}, y tal que cada sucesién {z,} con z, — O es
discreta en M. Identificamos z = 0 con la pinchadura de Dy.

Sea D un subconjunto G-invariante, conexo vy abierto de 2. Aqui G es un
grupo Kleiniano. Sean {z;, 72, ...} el conjunto de puntos marcados de D/G;
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es decir, puntos x € D/G tales que la proyeccién candnica 7 : D — D/G
es ramificada en algin punto de 7~ *(z). Definamos

e Mr=1(z;) si T; € D/G,
5 oo siz; es una pinchadura.

donde pir-1(;,) es la multiplicidad de algin punto en n~1(z;), note que por
ser este un cubrimiento dado por la accién de un grupo, todos los puntos
en 7 1(z;) con z; un punto rama, tendrdn la misma multiplicidad (pues sus
estabilizadores son conjugados).

Observamos que {x,} es a lo més numerable, ya que el conjunto de puntos
pinchados y el conjunto de puntos de ramificacién son (ambos) discretos.

Definicién 1.4.4. Diremos que G es de tipo finito sobre D si D/G es una
superficie de Riemann de tipo finito, y si 7 ramifica solo en una cantidad
finita de puntos. En este caso, denotaremos por g al género de D/G.

Si suponemos que G es de tipo finito sobre D), podemos ordenar la se-
cuencia {z,} de modo que
2€m <my € ..My € 00,
donde k es la cardinalidad de {z;,zs, ...}, la cual es finita. Llamamos a
(g; mq, ma, ..., my)

la firma de G.

1.4.1. Férmula de Riemann-Hurwitz

Sea (7 un grupo finito que actiia holomorfa y efectivamente en una super-
ficie de Riemann compacta X de género g (o sea, para todo h € G;p v+ h-p,
es holomorfa v el nicleo de la accidén es trivial), entonces el cociente X/G
es también una superficie de Riemann. Ademds, si # : X — X/G es la
proyeccién natural, se tiene la férmula de Riemann-Hurwitz

29x/6 — 2+ i (1 - r—i:)} (1.1)

=1

29 -2=|G]

donde hay k puntos rama de 7 en X/G (digamos que son yi.....¥x) ¥y ™, €s
el orden del estabilizador de cualquiera de las preimégenes de y;.
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1.5. Dominio fundamental

Definicién 1.5.1. ([2], IV.9.2. pag. 206) Sean G grupo Kleiniano v D © Q
un conjunto abierto G-invariante. Un dominio fundamental para G respecto
a D es un conjunto abierto w de D tal que

(i) no hay puntos de w equivalentes bajo G,

(ii) cada punto de D es G-equivalente a al menos un punto de la clausura
de w,

(iii) el borde relativo de w en D; dw, consiste de trozos de arcos analiticos,
y

(iv) para cada arcC C éw existe arcC' C dw y un elemento g € G tal que
gC="C_".

Cabe mencionar que por un dominio fundamental para G entenderemos
un dominio fundamental para G con respecto a €. La proposicién siguiente
propone que todo grupo cuya regién de discontinuidad es no vacia admite
una region fundamental. La demostracién de este resultado no serd expuesta
en este trabajo (ver [3] p. 207 para una demostracién).

Proposicién 1.5.2. Todo grupo Kleiniano tiene un dominio fundamental.

Finalmente citamos dos teoremas cldsicos:

Teorema 1.5.3. [Uniformizacién]. ([2] IV.5.6 pag. 191) Toda superficie de
Riemann M es conformemente equivalente a /G con D =C,Co A = {z €
C : |zl < 1} y G un grupo de transformaciones de Mdobius que preservan
D, el cual actia de forma (propiamente) discontinua y libre de puntos fijos
sobre D. Ademds G = m(M).

Teorema 1.5.4. ([2] IV.9.12. pag. 219) Sea M una superficie de Riemann y
{z1.72,...} una sucesién discreta en M. Para cada punto z; asignaremos el
simbolo ¥ que es un entero > 2 0 co. Si M = CU {oc} excluimos dos casos:

i. Si {z;,x,,...} consiste de un punto y 14 # oo, y

. Si{zy,z,,...} consiste de dos puntos y 1y # v,.
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Sea M' = M \Uizoo{zi}, M" = M \Ux{zx}. Entonces existe una superficie
de Riemann simplemente conexa M, un grupo Kleiniano G de funciones de
M en M tal que

a. ﬂ;[/G =M, ﬂZG/G = M”, donde M¢ es M cop los puntos fijos de los
elementos elipticos de @ eliminados, y

b. la proyeccién natural r : M - M es no ramificada, excepto en los
puntos z; con v, < oo donde br(Z) = v, — 1 para todo # € 7 ({zi}).

Ademds, G estd tnicamente determinado, salvo conjugacion, en el grupo
completo de automorfismos de M. El tipo de conformidad de A7 es Unica-
mente determinado por la caracteristica obtenida con los datos: esto es, por
el género ¢ de M ¥ la sucesién de enteros {1, 09,..}.

Si tenemos y = 29 -2+ Zj(l - VL), entonces
* x<O0siysélosi M =~ C
= ¥ =0siy sélo si M%‘Cy

" X >0siysélosi M 2A.



Capitulo 2

Construccion del Poligono

En este capitulo se explicara en detalle un método algoritmico desarrolla-
do en [1], para construir una representacion simpléctica para la accién de un
grupo G en una superficie de Riemann M de género g > 2, tal que la super-
ficie cociente M /G tiene género 0, gracias a la construccion de un poligono
hiperbadlico adaptado para que refleje esta G-accion.

Este poligono representa la uniformizacién de todas las superficies con
esta accién de G, el mdduli lo dardn sus dngulos interiores, que en general
guedan no completamente determinados. El algoritmo elige ciertos pardme-
fros para hacer un modelo del poligono uniformizante.

Esta Represcntacidn simpléctica puede ser distinta para superficies de
Riemann que admiten la misma accién geométrica, si estdn definidas en
términos de vectores generadores distintos.

2.1. Conceptos previos

Partiremos definiendo algunos conceptos importantes para comprender el
procedimiento: -
Sea (7 un grupo finitc y M una superficie de Riemann.

Una accién de G (o una G-accién) en M es un homomorfismo inyectivo
¢: G — Aut(M).

En este trabajo usaremos los grupos llamados grandes, es decir, grupos
cuya superficie cociente tiene género 0. Por lo tanto, siempre que hablemos de
una accién de G en M, el cociente tendra género 0 y la firma (0; m1, ..., Mg41)
la abreviaremos (my, ..., Mg41).

Por otra parte, cada accién de G en M puede ser construida dando un
par de grupos Fuchsianos T y T, junto con un epimorfismo ¢ : T — G. En

11
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este caso, I' = ker(v") es un subgrupo normal de T libre de torsién, isomorfo
al grupo fundamental de M, v T tiene una representacién de la siguiente
forma:

k+1

T:< tl,tgt...:tk+1;t11’nl=,,,= ﬂrﬂJH»lf].--—]jt = (21)

Todos estos objetos estdn asociados y pueden ser representados en la
siguiente secuencia corta:

f ot TP Yyl —5 4 (2.2)

Ademsés de nuestro grupo finito, juega un rol importante el vector gene-
rador, que definimos a continuacién.

Definicién 2.1.1. Sea G un grupo finito v considere k + 1 enteros m; tal
que my > my > ... > mpy > 2. Una k + 1-tupla (c1, ..., cgq1) de elementos
no triviales de G es llamado un (my, ..., my+1)-vector generador para G si se
satisfacen las siguientes condiciones:

1. G es generado por los elementos (1. ..., Cx11),

2. Elorden de ¢; esm; paracada 1 <j<k+ 1y

3. Hthl

Note que en el caso de tener una secuencia como la presentada en (2.2),
el vector generador corresponde a las imégenes por el homomorfismo ' de
los generadores de T, que satisfacen la presentacion dada en (2.1). Es decir.
el (my, ..., My )-vector generador de G serd (¥(t1), ..., % (tk=1))-

Definicién 2.1.2. Un vector generador (cy, ..., k1) para G es admisible si

i (1 - %) > 2 (2.3)

donde m; es el orden de ¢;, j = 1,...,k+1, y el signiente niimero es un entero

1k+1 1
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Observacién 2.1.3. Note que la condicidn (2.3) es equivalente a lo siguiente:

1 k>2

2. sik = 2, entonces (my, Mo, ma) # (6,3,2),(3,3.3).(4,4,2),(5,3,2),(4,3,2),
(m,2,2),(3,3,2), ¥

3. si k = 3, entonces (mq, ma, ms, my) # (2,2,2,2)

Tales condiciones determinan que G actie en una superficie de Riemann

M de género g con M /G hiperbdlica. Ademas, bajo estas condiciones g > 2.

Definicién 2.1.4. Dada una accién de G en M, o equivalentemente, dados
T, Ty ¢ como antes, considere la presentacion de 7' dada en (2.1). Definiendo
e; = P(t;) paraj = 1, ...,k+1, es.claro.que (c1, ..., Crt1) €8 UR (M, .o, M1 )-
vector generador para G.

Inversamente, dado un grupo Fuchsiano T presentado como en (2.1) y

(€1, .... Cxe1) UN (Mg, ..., y41)-vector generador para G, podemos definir el
epimorfismo ¥ : T — G como extension del homomorfismo de T con la
asignacién ¥(t;) = ¢;. j = 1,...,k + 1, para estos generadores; su kernel I es
un subgrupo de T libre de torsién, v este define una superficie de Riemann
compacta M = AT, donde A es el disco unitario {complejo). Ademas, M
tiene una G-accién natural , dado que T'/I" (isomorfo a G) actia candnica-
mente en las [-6rbitas de A, y la G-accidn tiene signatura (mq, ..., mg41). En
esta situacién, decimos que G actia en M con vector generador (c1, ..., Ck+1)-

Observacién 2.1.5. Dado un grupo finito Gy un vector generador admisible
¢ = (c1.....cp-1) para el grupo, G tiene una presentacion de la forma

i
G =< Clyoony Chb1l 2 € J;CI---CL;+1,R1' > (25)

donde R; denota las relaciones extras entre los generadores c; que son nece-
sarias para que la presentacién del lado derecho defina un grupo finito.

Si G actiia en una superficie de Riemann Af con vector generador c, en-

tonces el grupo Fuchsiano I' que uniformiza M es el menor subgrupo normal
de T que contiene las palabras en las relaciones R; expresadas en términos
de generadores t; de T en la presentacién (2.1); esto se sigue inmediatamente
de la sucesion exacta (2.2).

Esta propiedad serd usada para recuperar el grupo I' desde su poligono fun-
damental.
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Definicién 2.1.6. Sea G un grupo finito y ¢ = (1, ..., €x+1) un vector gene-
rador admisible. Se define H = H(G. ¢) como el conjunto de Superficies de
Riemann de género g que admiten una G-accién con vector generador c.

Ejemplo 2.1.7. Para dejar més claro el método que se estd explicando,
trabajaremos a modo de ejemplo con un grupo pequefio, e iremos haciendo
todos los pasos a medida que se van describiendo.

Tomaremos el grupo ciclico de orden 7, G = Z/7Z =< ¢ > y lo haremos
actuar en una superficie con firma (7,7.7).

Recordemos que esta accién puede ser reconstruida dando un grupo Fuch-
siano T y un epimorfismo ¢ : 7 — G

En este caso, tenemos que 7T tiene la presentacion del tipo < {q,1z : b=
2 =Eh) =1

Luego, los posibles (7.7, 7)-vectores generadores para GG con los que ob-
tenemos acciones distintas son ¢ = (¢, %, ¢*) y d = (¢, ¢. ).

En efecto, ¢ y también d son vectores generadores de G, ademas ambos -
s 3 1y _ 18
son admisibles pues >°°_,(1—3) =% >2y

k+1

1 1 117
=1| J i == frmws  Sm—— = 7 —1 _—— =
g —r}c( 1+2j§:1<1 m_,-)) 1+r( +28> 3

Es decir, la accién de GG es en una superficie de Riemann de género 3.

En nuestro ejemplo trabajaremos con ¢ = (c1,co, c3) = (¢, ¢, ¢*), por lo
cual, la presentacion de nuestro grupo G serd:

G =<, 09,03 c; =1,¢c10003 = l,cfcgl =1>

7 7
=<a,c:c=c=(aqe) =dg =1>

En consecuencia 1) : T — (G estd dado por ¥(t1) = ¢, ¥(l2) =2 y
2,
I =<< 5" 35

el menor subgrupo normal de T que contiene a la palabra t3t5" (es decir,

ker(i))).
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En [5] se demuestra que H(Z/7Z, ¢) corresponde a la superficie de género
3 con ecuacién afin y7 = z%(z — 1) conocida como la curva de Klein.

Ademas, H(Z/TZ,d) es la superficie hipereliptica de género 3 con ecua-
ci6n afin " = x(x —1).

2.2. Poligono Fundamental para el cociente

En esta seccidn se explicard en detalle cémo construir un poligono funda-
mental adaptado F' para T, donde 7' es un grupo Fuchsiano que uniformiza
la esfera de Riemann C con k + 1 puntos rama, junto con generadores fijos
t1, ..., te+1 satisfaciendo la presentacién dada en la ecuacién (2.1).

Partamos con una definicién de geometria hiperbélica:

Definicién 2.2.1. Un poligono hiperbélico que define una regiéon fundamen-
tal para un grupo Fuchsiano T es llamado estrictamente convezo si todos sus
angulos interiores son estrictamente menores que 7, excepto en los vértices
que son puntos fijos de transformaciones elipticas en 7' de orden 2.

Proposicién 2.2.2. Sea k un entero mayor o igual a 3, y sea T un grupo
Fuchsiano uniformizando C con firma (my.....mp41), donde los m; satisfacen
la condicién (2.3). Fije una secuencia ordenada de generadores ti,...,tx-;
para T satisfaciendo las relaciones (2.1).

Luego existe un poligono fundamental F para T con los correspondientes
lados identificados como se muestra a continuacién:

(1) Elborde de F estd compuesto por 2k segmentos geodésicos consecutivos
{s1.52,..., 821}, con

ti(s2j-2) = s9j—1 para 2 < j < k, y t1(sax) = sq;

(2) Los vértices correspondientes {q1,¢'ts1, 92, §%5o1; - Gy §%pq } satisfa-
cen

ti(gj) =q;paral <jJ<k,y tk+1(qkk+1) = qkk+1§

(3) El angulo interior en cada g; es 2n/m; para 1 < j < k, y la suma de
i Vo B il ! k ’
los dangulos interiores 0; en ¢'y . es >, 6 = 27 /myy



CAPITULO 2, CONSTRUCCION DEL POLIGONO 16

Figura 2.1: Poligono fundamental adaptado F para T

Demostracién.
Ver [1] donde se da una, demostracién constructiva.

Note que el poligono F éncontrado no es tnico en general.

Definicién 2.2.5. Denotemos por F = F((0; Myyee; Mesq)) la familia de
poligonos hiperbélicos construidos en la Proposicion (2.2.2). Esta eg la fami-
lia de poligonoes func"iamentales adaptados para todos los grupos Fuchsianos

T" que uniformizan C con firma LI T Mk+1), junto con un conjunto de
generadores (4, ..., tk+1) satisfaciendo ]a presentacién dada en (2.1).

Ejemplo 2.2.6. Continuando con el ejemplo (2.1.7), ahora encontraremos
el poligono fundamenta] adaptado F para el grupo 7" antes definido.
Estamos en el caso k=2 por Io tanto, segiin la definicién (225), F
tendrd un vértice ey el origen y un dngulo de 27 /T ahi. El segundo vértj-
ce estara en el eje real positivo y un dngulo de /7, el tercer vértice en el
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semiplano superior con dngulo 27/7 y el cuarto vértice con dngulo 7 /7.

9 A

€5

[ s
7

Figura 2.2: Poligono Fundamental para el cociente

2.3. Poligono Fundamental para las superfi-
cies

En esta seccidn, se probard que dado un grupo G junto con un vector gene-
rador admisible ¢ = (¢, ..., €441), existe un familia de poligonos hiperbdlicos
que uniformizan las superficies que admiten esta accidn, y a partir de esto
podemos obtener los siguients datos: una base para el primer grupo de homo-
logia de la correspondiente superficie, su matriz de interseccién. v la accién
de los generadores de G en esta base.

Comenzaremos con un grupo G junto con un vector generador admisible
¢ = (e1,....ce41). Recuerde que para cada M € H(G,c) existe un grupo
Fuchsiano 7" que uniformiza a M /G, junto con un conjunto de generadores
(t1,..., tk+1) satisfaciendo la presentacién dada en (2.1). De la proposicién
2.2.3 obtenemos el correspondiente poligono hiperbdlico adaptado F en F
(ver definiciones 2.2.4 y 2.2.7).

Un poligono fundamental D para M se obtiene tomando |G| imédgenes de
F bajo elementos de T, correspondientes a ciertos representantes de clases
laterales de T en T.

Considere el grupo T y el generador (i1, ..., x4 ) satisfaciendo la presen-
tacion (2.1).
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Consideramos el Diagrama de Cayley asociado para el grupo Ty sus ge-
neradores t1. ..., t;; es decir, nos olvidamos del generador #;;.

Este es un grafo (dirigido) plano infinito cuyos vértices son los elementos
de T, v dos de sus vértices g y h estédn unidos por un lado desde g hasta h si
existe j en {1,..., k} tal que g = ht;; este lado es coloreado por t;, v dirigido
desde ¢ hacia h.

Luego consideramos la teselacién en el disco unitario, dada por las image-
nes bajo todos los elementos t de 7' del poligono fundamental adaptado F'
para T construido en la seccidn previa, haciendo corresponder F al vértice
identidad del grafo y t(F') al vértice t.

Ahora, para cada clase de I en T elegimos un representante y seleccio-
namos la copia de F' correspondiente a él. Notemos que 7/I" = G. De este
proceso de seleccién obtenemos una regién fundamental para la accién de T
en el disco hiperbdlico, la cual uniformiza a M.

El algoritmo usado para obtener el subconjunto S C T correspondiente
a clases laterales representantes tal que el resultado sea el poligono es el
siguiente:

1. Primero incluimos en S toda la érbita t¥ bajo el subgrupo generado por
el generador ¢; de T' correspondiente al elemento ,I" de G de mayor
orden.

2. Continuamos tomando t;, el préximo generador de T, multiplicando
por la derecha cada elemento s € S por ¢; y agregar los st; a S en caso
de que la correspondiente clase en G no esté representada atin. Note
que solo consideramos los elementos de s € S que estaban presentes
antes de la iteracién actual de 2)

3. Repita el paso 2) hasta que |S| =|G|.
El resultado es un poligono fundamental D para I'.

Observacién 2.3.1. El conjunto D = D(G,c¢) de todos lo poligonos fun-
damentales D es construido sobre parametrizaciones del conjunto de to-
dos los grupos Fuchsianos normalizados uniformizando superficies de Rie-
mann M con la G-accidn, dado por la eleccién del generador c; esto es,
hemos obtenido un cubrimiento de H(G,c), donde los largos de los lados

1 02 .gh. 1 de F y los dngulos de los vértices {gi 2 sy B}
Q1 Gkr1: B20irr: - Geirn de Fy los dngulos de los vértices {gh, 1. Gheqy o Grrs
de F son los 2k — 4 pardmetros reales, para k > 4.
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Definicién 2.3.2. Dado G y un vector generador admisible ¢ = (cy, ..., cr41)
para G, cualquier D en D(G,c) puede ser llamado poligono fundamental
adaptado para la accién de G.

Observacioén 2.3.3. Note que cada poligono fundamental adaptado D es te-
selado por |G| copias de F', etiquetadas por los elementos de . Denotamos
la copia correspondiente a g en G por F9. Ademés, el borde de D estd com-
puesto por arcos geodésicos, tal que cada arco pertenece a una copia de F
dentro de D y a una copia de F fuera de D.

Los vértices de D proyectan sobre los puntos de ramificacién en la superficie
M ellos son naturalmente agrupados en I-érbitas, que pueden ser determi-
nadas luego que las identificaciones de los lados se deducen; esto lo haremos
después.

2.3.1. Las identificaciones de los lados para D

Las identificaciones de los lados para [ son obtenidas de la siguiente ma-
nera. Sea e un lado de D; luego existen dos inicas copias de F' que comparten
el lado e: F} dentro de D y F3 fuera de D.

Pero hay una tnica copia F3 de F dentro de D que corresponde a la
misma clase lateral de T/T" que Fy: el lado de F3 correspondiente a e, que
necesariamente se encuentra en el borde de D, es el lado identificado con e.
Note que un camino a lo largo del grafo de Cayley desde un lado de D hasta el
lado identificado con él, representa un elemento de T que pertenece al micleo
del homomorfismo ¥ : T — G dado en (2.2). De esta forma podemos
recuperar el grupo I' que uniformiza M: Este es la clausura normal en T del
subgrupo generado por estos caminos, eligiendo uno para cada identificacidn;
ver observacidn 2.1.5.

Ejemplo 2.3.4. Continuando con el ejemplo (2.2.8), los poligonos D para
la superficie de Klein y la superficie hipereliptica tienen la misma forma,
solo cambian las identificaciones de los lados, producto de las relaciones que
satisfacen los generadores dados.

El grupo I que uniformiza la superficie de Klein corresponde a la clausura
normal en 7" de #2¢;; todos los caminos en el diagrama de Cayley que unen
pares de lados son T-conjugados de este.

Siguiendo el diagrama de Cayley debemos teselar usando el poligono T,
como se describié antes, obteniendo los pares de lados identificados.

Sean {f, (2, ..., An} los lados del poligono.




CAPITULO 2. CONSTRUCCION DEL POLIGONO 20
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Figura 2.3: Poligono Fundamental adaptado D para el grupo ciclico de orden
7, con signatura (0;,7,7,7)

Notamos entonces, que los pares de lados identificados en I son:
Br— Bs; Bz — Bs; Bs — Bro; Br — Pra; fo — Pra; Bi1 — Ba; Pis — Bu. Ver figura
2.3. (Note que en la figura 8; = 1)

2.4. Base de Homologia y su G-accidén

Ahora tenemos un poligono hiperbdlico D reflejando la G-accidén dada en
M = A/T'. Ahora usaremos esto para representar la accién en una base de
homologia especialmente adaptada para M.

Lema 2.4.1. Sea D una regién fundamental adecuada para la accién de G
en M = A/T. Denote por 8, .... An las curvas en M correspondientes a los
lados del borde de D, y por U = {Fy,..., P,} el conjunto de puntos en M
correspondientes a los vértices de los bordes de D.

Existe una base B de H;(M) tal que cada curva v en B es una combina-
cién entera v = ZJN:l n;B; de los f's y

i=1

donde & : H1(M.U) — Hy(U) es la funcién natural en homologia.
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Demostracién.

Esto sigue de la siguiente susecién exacta para homologias relativas:

0 — Hy(M) L H(M.U) S Hy(U) 5 Ho(M) —s 0
con 29 +v =N +1, donde g es el género de M.

Dado que j es inyectiva, la dimensién de I m(j) es 2g; luego, la dimensién
de ker(d) es también 2¢g. La imagen inversa bajo j de una base para ker(s)
serd una base para H;(M) con las propiedades requeridas.

Ejemplo 2.4.2. Continuando con el mismo ejemplo, y mirando el poligono

D) antes obtenido y sus identificaciones, podemos concluir que la ecuacién
(2.6) correspondiente ser4:

5(“1‘!31+n3'ﬂ3+ﬂ5"ﬂ5+ﬂ7'ﬁ7+n9'ﬁ9+ﬂ11'611"‘”13'513):0

De la cual, calculando obtenemos:
nl(PQ = Pl) - '."?,3(P2 - Pl) -+ 715(P;3 — Pl) + 'n.?(.PQ =2 Pl)-l—
+n9(Py — P1) +ny1 (P — P) + nya(P, = P) =0

:>P2(n1+n3+n5+n7+ng+nn—n.lg)—Pl(n1+n3+n5+n7+ng+n11—n13)=0
= N1z =Ny + Nz +ns +ny+ ng+ npy

Con lo cual podemos obtener una base B de Homologia:

B = {01 = B1+B4; 62 = Ba+Py; 03 = Lu+Ds: 84 = B+ 05 = Ba4+Bo; 06 = Ba+Pu1}

2.4.1. La G-accién en la base de homologia

Recuerde de la observacién (2.3.3), que el poligono fundamental adaptado
D es una unién de copias F9 de F para g en G, y luego la accién de cualquier

elemento h en G sobre D corresponde a la permutacién de las copias como
sigue:

h(F9) = F9" (2.7)
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Considere la base de homologia B construida en la seccién anterior, v sea
v un elemento de B.
Una representacion para v en el poligono D es una combinacién lineal de
lados de D). Esta imagen en M es una curva cerrada, partiendo y terminando
en la imagen de uno de los P, en U, de donde sigue la notacién del lema 2.4.1
La imagen de 7 bajo uno de los generadores ¢; de G es una curva cerrada
no trivial de M, y luego su preimagen en 7 es una curva ¢ contenida en D,
yue comienza y termina en vértices de 1) que pertenecen a la misma I-drbi-
ta. Note que la curva imagen + estd compuesta por lados de (algunas de)
las copias F9 en D, determinada por la permutacién de las correspondientes
copias originales por ¢; como en (2.7).
Por una homotopia con extremos fijos, esta curva imagen ¢ puede ser de-
formada hasta el borde de D, y luego puede ser reescrita como combinacién
lineal de los elementos de B.
De esta forma asociaremos una matriz de 2g x 2g con coeficientes enteros para
cada generador de G, asi obteniendo la representacién racional para G esto
es, la representacién de la accién inducida por G en H (M, Z). Esta es una
representacién entera de G de dimensidn 2g, dejando invariante la matriz de
interseccion Jp para B que la calcularemos desde D) en la préxima seccién.

Ejemplo 2.4.3. Para nuestro grupo G = Z/7Z actuando en la curva de
Klein, las imagenes de los elementos de la base B ya encontrada, bajo el ge-
nerador ¢ de G, debemos reescribirlos como combinacién lineal de los mismos
elementos de la base, como fue antes explicado.

c(dy) = —by + d3
c(d2) = —da + 4y
e(d3) = —by + ds;
c(d4) = —d3 + dg;
e(ds) = —dy;
c(dg) = 0z + 0

0O 0 0 0 0 1
-1 -1 -1 -1 -1 -1

g = 1 0 0 0 0 0
6o 1 0 ¢ 0 ¢
0O 0 1 0 0 o0
o 0 06 1 0 0
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2.5. Matriz de interseccién para la base de
homologia

La matriz de intersecciéon Jg = (9; - ;) puede ser encontrada desde el
poligono D, considerando que si dos curvas en la base B se intersectan en
M, ellas pueden ser deformadas (dentro de su clase de homotopia) para que
sélo lo hagan en los puntos de U = {Fy, ..., F, }, la proveccién de M de los
vértices de D; es decir, es suficiente analizar las intersecciones de los lados
del borde de D que aparecen en la base B de las diferentes 6rbitas de los
vértices bajo I

El procedimiento es como sigue:

1. Dibuje una vecindad completa D; para cada vértice P; en M, incluyen-
do los lados niimerados de D) que se cruzan con F;, y sus orientaciones.

2. En cada dibujo, traze las curvas en la base B que pasan por P, inclu-
vendo sus orientaciones.

3. Para calcular el nimero de interseccién entre dos curvas v; y v; en B,

con i < j, los dibujos Dy son modificados en el siguiente caso: Si ambas
curvas pasan por P, v ellas comparten un lade comiin e terminando o
empezando en F.
En este caso la misma situacién vale para otros Py, v los dos dibujos
Dy v D, tienen que ser considerados simulidneamente. La curva +; es
deformada en Dy dejando Py fijo, moviéndose en sentido antihorario
hacia el lado e, de modo que ahora se encuentra entre el lado e ¥
el préoximo lado de Dy en direccidn antihorario. La correspondiente
deformacién es aplicada en D,

4. Una vez dibujados todos, siendo modificados satisfaciendo la condicién
anterior, el mimero de interseccién es contado mirando cada vértice, co-
mo =£1 recordando las orientaciones dadas por v; y v;, ¥ luego sumando
para obtener en total el nimero de interseccidn v; - ;.

Observacién 2.5.1. La base B no es una base simpléctica en general; la
relacidn entre la matriz de interseccién Jg v la matriz de enteros encontrada
en la seccién 5.1 para los generadores elegidos de G es,

[Cj]?ESJB el = JB

pues Jg es G-invariante.
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Ejemplo 2.5.2. Volviendo al ejemplo, para encontrar la matriz de intersec-
cién, debemos estudiar la interseccion entre todas las curvas que forman la
base B3, en cada uno de los vértice donde ellas se cruzan. La matriz nos queda:

0 10 0 0 1
-1 00 -1 =10
60 00 0 =10
MB*Oloo 0 0
0 11 0 0 1
-1 00 0 -1 0

2.6. Representacion simpléctica para G

En la seccién anterior obtuvimos una representacion entera 2g-dimensional
p: G — SL(2g,7Z) para la accién de G en Hy(M, Z) representada en la base
B, v la matriz de interseccidn Jg para B fue encontrada en la seccidn ante-
rior.
Para obtener una representacién simpléctica para G, seguiremos un proceso
que es andlogo al usado para encontrar una base ortogonal de una forma
simétrica.

Lema 2.6.1. ([6]. VL.3 pag. 90) Sea E una forma bilineal alternada no de-
generada en un Z-modulo libre L, con valores en Z. Luego L es una suma
directa E-ortogonal L = [ey, v1] @ ... [e,, vy de submédulos 2-dimensionales
[e;, v;], tal que Efe;,v;) = d; es un entero > 0 y dy|da|...|dn.

Demostracién. Ver ([6], VI.3 pag. 90), donde se da una demostracién al-
goritmica constructiva de la existencia de tal base {ey, ..., en, ¥1, ..., Un}-

Esta base es llamada base de Frobenius para L con respecto a E. Es
claro que la matriz de interseccion Jp encontrada anteriormente satisface la
hipétesis del lema, por lo tanto la correspondiente base de Frobenius Br para
L con respecto a Jp serd una simpléctica; es decir, con matriz de interseccion

0 I
Jﬂﬂ_ﬂ = gxg
( ”ngy 0 )

El método descrito en el lema, también proporciona una matriz de cambio
de base P de B a Bp.
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Para obtener la representacién simpléctica para G, conjugamos por P la re-
presentacion entera obtenida en la seccidén 5.

Ejemplo 2.6.2. Utilizando el Método de Frobenius antes descrito para en-
contrar la base Simpléctica Br y su matriz de interseccién J.,, asociada
obtenemos:

Br = {fl1.-012,---;06}
donde

o = 0y
Q= 05 — 0
T )
vy = b9
a5 = 03

045=!j-4—51

Ya conocemos la forma que tendra la matriz de interseccién con esta
base Bp, para encontrar la representacién simpléctica podemos encontrar la
matriz de cambio de base o repetir el proceso que ocupamos para la base B,
obteniendo para el elemento cs:

0 0 0 1 1 0

6 0 0 0 1 0

a5, = 0 0 0 0 0 1
2Br - 0 8 =1 -1 i
1 =1 0 0 0 -1



Capitulo 3

Aplicacién a Variedades
Abelianas

En este capitulo veremos una aplicacién de la construccién antes hecha.,
para encontrar variedades abelianas principalmente polarizadas con la misma
accién de G, gracias a la representacién simpléctica ya encontrada.

Para esto, nos basaremos mayormente en [7] y [8].

3.1. Variedades abelianas principalmente po-
larizadas

Definicién 3.1.1. Un Toro analitico es una variedad compleja de la forma
T =V/L, donde V es un espacio vectorial complejo de dimensién g y L es un
reticulado en V' (Le., un subgrupo discreto de rango maximal 2¢g en V, v por
lo tanto isomorfo a Z%). Tenemos entonces que T es una variedad compleja
compacta de dimensién g, ademds de ser un grupo abeliano.

Un Toro analitico T se llama Variedad Abeliana (v.a) si admite una po-
larizacion, es decir. si existe una forma Hermitiana H en V no degenerada
con ImH(L x L) CZ, esto es, H : V — C satisface:

H(v,w) = H(w,v)
H(vy 4+ vg,w) = H(vy, w) + H(vs, w)
H{av,w) =aH(v,w)

por ser Hermitiana, y ademds cumple que si H{v,w) =0 Vw € V enton-
ces v = 0, por ser no degenerada.

26
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Ejemplo 3.1.2. Veamos el caso més simple donde g = 1. Tomemos V = C
y L ={m+nr/mmn € Z;Imr > 0}. Luego, V admite la polarizacién
H(v,w) = £, y por tanto T = C/L es una v.a..

Es decir, todo toro de dimensidn 1 es una v.a.

Decimos que (7, H) es una wvariedad abeliana polarizada (v.a.p.) cuando
hemos fijado una polarizacién H en la variedad abeliana T

Proposicién 3.1.3. Sea V un espacio vectorial complejo. Entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) Existe una forma Hermitiana H en V.

(ii) Existe E una forma real bilineal antisimétrica en V' tal que
E(iv.iw) = E(v,w) Yo,w € V

Demostracién. Dada E, se define H(v,w) = E(iv,w) +iE(v, w). Recipro-
camente, si H esta dada, F se define como /mH.

Observamos que, como E y H estdn en correspondencia uno a uno, en-
tonces decimos también que E es polarizacién de 7.

Note que F estd determinado por la matriz £ = (Bj;) = (E(vi, ;)i
donde {v1,...,v,} es una base de V. Podemos escribir también la matriz
restringida al reticulado, es decir,

E|ixi = (E(ey, oj));; donde {ay, ..., oo, } es una base para L

Ejemplo 3.1.4. Continuando con el ejemplo anterior, encontremos F y su

respectiva matriz asociada.

Usando que £ = ImH y considerando v = v; + ivg; w = w; + iws, entonces
V) — Ve —u3ws

E(U" U/) - Imt

Elegimos {7, 1} como base para L. Luego, la matriz correspondiente a F s,

] 0 1
=10
Definicién 3.1.5. Si (T, E) es una v.a.p. de dimensién g, entonces existe
una base simpléctica de L con respecto a la cual E|py = ( __OD Jg )

d ... 0
con D = & >0y di |di Vi={1,...,g—1}
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A la tupla (dy, ds, ..., d,) se le llama Tipo de polarizacion.

Notamos que en el ejemplo, la base simpléctica de L respecto a £ es {7, 1}
v es de tipo 1.

Observacién 3.1.6. Esta base también es llamada Base de Frobenius, ver
lema 2.6.1.

Definicién 3.1.7. Si el tipo de polarizacién de T es (1,1, ..., 1) decimos que
T' es una variedad abeliana principalmente polarizada (v.a.p.p.)

Ejemplo 3.1.8. 1.Todo toro de dimensién 1 es una v.a.p.p.

3.2. Variedad Jacobiana de una superficie de
Riemann

Sea S una superficie de Riemann compacta de género g. Denotamos por
H(S. Z) al primer grupo de homologia de la superficie S, que tiene dimensién

2g como Z-médulo y denotamos por H'(S,C) al C-espacio vectorial de
diferenciales analiticas en S que tiene dimensidon g.

Proposicién 3.2.1. 5i S es una superficie de Riemann de género g y

{alr N ag}ﬁl: “':JBQ}

es una base candnica de H1(S,Z); es decir, con interseccién de curvas dada
por la matriz
=y M)

entonces existe una tinica base dual {vq,...,v,} de H1(S,C) tal que

f Vj = 0ij:
Q;

parai.j=1,...,q.

Ademads la matriz
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llamada la matriz de Riemann de S, es simétrica con parte imaginaria positiva
definida.

Demostracién. Ver 2], capitulo IIL

Definicién 3.2.2. Sea H*(S,C)* el espacio dual a H*°(5,C) y L el sub-
grupo discreto de rango 2g de todos los funcionales de tipo [ (-) con a &
H,(S,Z). El toro analitico JS = H0(S C)*/L se llama variedad jacobiana
correspondiente a S.

Observacion 3.2.3. La forma antisimétrica E en la variedad jacobiana JS
estd dada por el producto interseccién de curvas J (ver proposicién 3.2.1).
Es decir, (J/S,J) es una v.a.p.p.

3.3. Matriz periodo y Matriz de Riemann

Para describir un toro analitico 7' = V/L usamos lo que se conoce como
matriz periodo de T. Para esto escogemos:

{w1, ...,u5} una base de V' como espacio vectorial complejo y
{f1,---, f2g} una base de L como Z-médulo.

Luego, cada elemento de la base de L lo escribimos como combinacidn
lineal de los elementos de la base de V. Asi,

9
fi= Zﬂ',jt’i; conj=1..2g
i=1

Luego. la matriz I = (m;;)i; € M(g x 2g,C) se llama matriz periodo de
T con respecto a las bases escogidas.

Ejemplo 3.3.1. Siguiendo con el ejemplo, si tomamos {1} como base de
V =Cy {r,1} como base de L entonces, 1= (7 1)
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Ejemplo 3.3.2. Sean S una superficie de Riemann de género g, una base
de curvas {a, ..., aze}t de Hi(S,Z) y una base de diferenciales {vy, ..., 1,} de
HW(5.C).

Diremos que la matriz:

H=(ﬂz;=/w;), I1<i<g,1<7<2g

7

es la matriz perfodo de S, en relacién a las bases dadas.

Notamos que las columnas de cualquier matriz periodo son linealmente
independientes sobre R.

Observacién 3.3.3. Para que II sea la matriz periodo de un toro analitico

es necesario y suficiente que P = ( %— ) € M(2g x 2g,C) sea no singular

(invertible).

Matriz de Riemann

Miremos ahora la matriz periodo de una v.a.p. (6], VIII, seccién 1)
Sea (T, E) una v.a.p., donde T'= V/L, dimT=g y E de tipo (d;, vy Gy ).
Tomemos B, = {aq, 03, ..., ag, B1. . ...0,} una base simpléctica de L con

D ), donde D

respecto a . Luego, la matriz de I en esta base es ( _OD 0

es la matriz diagonal: D = diag(d,, ....d,)

Definamos como {e; = %kﬁk};‘v’k =1,...,g una base para V' (como
C-espacio vectorial).

Luego, con respecto a estas bases, la matriz periodo II de T es:

I=(ZD)

v ademds se obtiene que Z = Z%, IZ > 0y ($2)7! es la matriz de H en
{61, ey Eg}

Observacién 3.3.4. Para el caso en que (T, E) es una v.a.p.p. tenemos que
D = diag(1,1,...,1), por lo cnal, la matriz periodo asociada sers:

= (Z1,) € Mg x 2g,C)

Definicién 3.3.5. Se conoce a Z como la matriz de Riemann asociada a
(T, H) en la base B, = {a1, ..., ay, A1, iy Pat
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3.4. Espacio de Siegel

En esta seccién definiremos el Espacio de Siegel. espacio en el cual se
encuentran las matrices de Riemann.

Primero recordaremos la definicién de Matriz definida positiva:
Una matriz 4 = (a;;) € Ma(R) es lamada Definida Positiva (A > 0) si es
cuadrada, simétrica (4 = A') v todos sus valores propios son estrictamente
positivos.

El conjunto de todas matrices complejas, cuadradas de dimensién g,
simétricas y con parte imaginaria definida positiva, forman un conjunto de-
nominado Espacio de Siegel (H,), esto es,

H, = {Z € M,(C)/Z* = 2,32 > 0}

Observacién 3.4.1. H, = H ssi g = L.
Sea Sym(M,(C)) = {Z € M,(C)/ZT = Z} un espacio vectorial complejo.
Luego, H, € Sym(M,(C)).

3.5.  Accidn del grupo simpléctico Spy,(Z) en
el Espacio de Siegel H,

En esta seccién definiremos la accién del grupo simpléctico en el Espacio
de Siegel y luego buscaremos las matrices invariantes bajo esta accién.

Definicién 3.5.1. Se denomina grupo simpléctico (Spa,(Z)) al conjunto de
matrices cuadradas N de dimensién 2¢ con entradas en Z y con determinante
1, tales que N'JN = J, donde J es una matriz fija no singular (invertible),

0ty ), donde

antisimétrica (J = —J'). tipicamente elegida como J = ( 70
g

I, es la matriz identidad de orden g.
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La Accion:

El grupo simpléctico antes definido actiia en el Espacio de Siegel del
siguiente modo:

Spoy(Z) x Hy — H,

(# 5)2) — e micz-r

Lo que nosotros buscamos son los elementos de H, fijos por esta accién,
es decir, todas las Z € H,, tales que (AZ + B)(CZ + D)~! = Z. El conjunto
de matrices fijas bajo esta accion simpléctica para G contiene la matriz de
Riemann para M, pero también, en general, algunas otras matrices de Rie-
mann para v.a.p.p. que admiten la misma accién de grupo. ([6], VIII, seccién
2, teorema 2.2)



Capitulo 4

Ejemplos usando SAGE

El proceso antes descrito fue programado en el sistema computacional de
algebra SAGE. La rutina estd descrita en [1]. A continuacién mostraremos
un ejemplo del método ya expuesto, utilizando este programa.

4.1. Ejemplo 1: Grupo de Weil actuando en
una superficie de género 3

Presentacién del grupo y definiciones asociadas

Trabajaremos con el grupo de Weil Z3 x S3 de orden 48 y lo haremos
actuar sobre una superficie de Riemann de género 3.

sage: wed=WeylGroup(['C",3]) (Definimos el grupo)

sage: D.poly(wc3,[6.4,2]) (Definimos poligono correspondiente a la superficie)
sage: wedp=D._G (Presentacion del grupo con permutaciones)
sage: D

Al evaluar obtenemos la siguiente informacién sobre esta accién:

Hyperbolic polygon for Permutation Group with generators
(3:4)(5,6),(2,3)(6,7), (1,2)(3,5)(4,6)(7,8)

acting on a curve of genus 3 with signature [6, 4, 2] and specific
generating vector [(1,2,5,8,7,4)(3,6),(1,3,5,2)(4,7,8,6), (3,4)(5,6)]

33
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Note que el vector generador obtenido:
[(1,2,5,8,7,4)(3,6),(1,3,5,2)(4,7.8,6), (3,4)(5, 6)]

es un (6, 4. 2)-vector generador, como esperabamos. En efecto, ademas de ge-
nerar al grupo, el orden de (1,2,5,8,7.4)(3.6) es 6, el de (1,3,5,2)(4,7,8,6)
esdyelde(3,4)(5,6)es2,y(1,2,5,8,7,4)(3,6)(1,3,5,2)(4,7.8,6)(3,4)(5,6) =
1.

Otro modo de obtener el vector generador admisible es usando el coman-
do:

sage: D.generators (Obtenemos elementos del vector generador)

sage: D.generators[0] (Obtenemos la 1% coordenada del vector generador)
sage: D.generators[l] (Obtenemos la 2* coordenada del vector generador)
sage: D.generators(2] (Obtenemos la 3% coordenada del vector generador)

En este caso tenemos la informacién sobre la firma con que este grupo
actia, pero en caso tener un grupo G y el género g de la superficie y no saber
con que firma puede actuar, podemos usar el siguiente comando:

sage: suggest.signature(G,g)

.Si queremos saber las relaciones entre los generadores del grupo usamos:

sage: D.relations()

Evaluamos:

[a®b?a™tbabtab™%a™ ) a®WPa oo b ab™?,
" Pe %Y aPh tab e e 20,
"tl5b_1(lgb_la,_3l,f ba—ﬂba-—Qn’?f bgaba_lba_z',

2 — p— -_— —_— —_— —_ -— -
Bab2ab %0 B2a®b e Y bR 20V
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Graficos de los poligonos

Sabemos que existe un poligono fundamental adaptado F asociado a la
accién del grupo T (ver seccién 2.2) y un poligono fundamental D para la
superficie, que es obtenido tomando |G| imégenes de F bajo adecuados de T

(ver seccion 2.3).
sage: F=FundamentalPolygon([6,4.2]) (Poligono Fundamental adaptado para el cociente)

(

sage: F.draw() (para ver el dibujo)

sage: D.poly(we3,[6,4,2]) (Poligono Fundamental para la superficie)
(

sage: D.draw() Para ver el dibujo)
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Figura 4.2: Poligono Fundamental para la Superficie.
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Informaciones sobre los lados del poligono

Para encontrar las identificaciones entre los lados, llamaremos E; al -
ésimo borde, siendo F; el borde rojo del poligono. Asi, los pares de lados
identificados tienen el mismo nombre salvo signo, que indica su orientacién.

sage: P.border
Evaluamos:

[E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, ES, E9, E10, -E2, E11, E12, E13,
E14, E15, E16, E17, E18, E19, -E11, E20, E21, E22, E23, E24, E25,
E26, E27, E28, -E20, E29, -E8, -E7, -E6, -E5, -E4, -E3, -E10, -E9,
-E29, E30, -E17, -E16, -E15, -E14, -E13, -E12, -E19, -E18, -E30,
-E1, -E26, -E25, -E24, -E23, -E22, -E21, -E28, -E27]

Para encontrar las curvas que definen una base simpléctica de Homologia,
usamos: '

sage: P.loops

evaluamos:

[[E10, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9], [E19, E12, E13, E14, E15,
E16, E17, E18], [E26, E1, E20, E21, E22, E23, E24, E25], [E28, -

E20, -E1, E27], [E29, -ES8, -E7, -E6, -E5, -E4, -E3, -E2], [E30, -E17,
-E16, -E15, -E14, -E13, -E12, -E11]]

Matrices asociadas

Para obtener la matriz de interseccién de las curvas que definen la Base
de homologia usamos:

sage: P.J

Evaluamos:
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0 0 0 10 0]
0 0 0 010
0 0 0 001
-1 0 0 00O
0 -1 0 000

| 0 0 —-100 0]

También podemos obtener las representaciones simplécticas para los ge-
neradores del grupo:

sage: P.symplectic_group_generators()[0] (Para la 1% coordenada del vector generador)
sage: P.symplectic_group_generators()[1] (Para la 2* coordenada del vector generador)
sage: P.symplectic_group_generators()[2] (Para la 3* coordenada del vector generador)

Evaluamos, para el primer generador:

1 01 0 -10
10 0 0 1 0
~1 1 =1 =1 1 0
000 0 1 1
0 0 0 -1 0 1
00 0 0 1 0]

4.1.1. Matriz de Riemann

Lo que intentamos buscar en esta etapa es la matriz de Riemann para la
variedad Jacobiana asociada a nuestra superficie de Riemann. Sabemos que
ella corresponde a un elemento del Espacio de Siegel fijo por la accidén del
Grupo Simpléctico. Encontrar esta matriz no es una tarea ficil, pero este
programa hos ayuda en los casos en que la representacién simpléctica de la

A B
forma < c p ) on ' = 0, como en este caso, pues recordemos que la

accién en Z es (AZ + B){(CZ + D)™}

Lo que obtenemos en Sage son todas las matrices fijas por esta accion, es
decir, la familia de matrices Z que satisfacen: (AZ + B)D™! = Z (ver seccién
343
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Para esto ejecutamos el comando:
sage: mobius.invariant()

Evaluamos:

1 3 1
-ry —sn+3. in—3
1 1
3
§Tl = % 1 _3?'\1 + 1

Observemos que en este caso, la familia sélo depende de un pardmetro:
r1 € C, el cual tendrd ciertas restricciones que determinamos a continuacién:
Puesto que esta matriz es simétrica y su parte imaginaria debe ser definida
positiva, notamos que si r; = z + ty. entonces su parte imaginaria seré:

-y -3y 3y
;% —Y Y
51 y o -3y

es decir, y - A, donde A es la matriz:

A es una matriz negativa definida, luego y debe ser negativo para que y-A
sea positiva definida.

En conclusién r; es un pardmetro complejo con parte imaginaria negativa.
Para algin valor de r; obtendremos la matriz de Riemann correspondiente
a la Variedad Abeliana asociada a la Superficie de Riemann donde hicimos
actuar al grupo de Weil, que corresponde a A/T".
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El Método con los Loy

En este capitulo se muestran algunos resultados e inferencias respecto la
accion de grupos ciclicos de orden primo mayor o igual a 5 con cociente la
esfera, con cuatro puntos marcados, actuando en Superficies de Riemann de
género g = p — 1 y con vector generador (x,z,x,27%) y firma (0;p,p,p, p).
Queda pendiente determinar la representacién simpléctica en general v las
matrices de Riemann invariantes.

Nos ayudaremos del programa poly en Sage para obtener nuestros resul-

tados.
Z5!

Figura 5.1: Poligono fundamental adaptado para Zs
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40

Las identificaciones de los lados son las siguientes: 1-6, 2-17, 3-8, 4-19,
o-10, 7-12, 9-14, 11-16, 13-18, 15-20.

Las curvas que forman la base de homologia son:

Oq:1+2,a2:4—|—3,a3:5ﬁ1,@4:773,055:9—1,046:11—3,

017213—1,Utg:15—3

Y la matriz correspondiente a la representacién simpléctica es:

0 -100 0 -1 -1 1
1 -1 00 0 -1 -1 1
0 0 00 O 0 —1 0
¢ 0 00 0 0 1 -1
O 1 00 -1 0O 1 0
0 0 00 1 0 0 0
0 1 11 0 1 1 -1
0O 1 01 0 0 1 -1
Z7 i
Nt
\"/\ - '\ \\_4
= \ A
J \ £
. \\ / T
) \‘\\ \ / /'>
-} | \\\\ A a\
4 2\ « ) / / \"-l\ 3 /
// ,/ \ %
<7 LN A
0.5 \ P
/ #
N / X’
N/ /
A \v,_\f/'“‘-'

Figura 5.2: Poligono fundamental adaptado para Z,

Las identificaciones de los lados son las siguientes: 1-6, 2-25, 3-8, 4-27,
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0-10, 7-12, 9-14, 11-16, 13-18, 15-20, 17-22, 19-24, 21-26, 23-28.
Las curvas que forman la base de homologia son:

m=1+2 =443, 05=5-1,4=7-3, 05=9—1, ag = 11 — 3,
Gy = 13-15 g =15—3, Qg = 17—1, Qg = 19—31 11 221—1., Q19 =23-3

Y la matriz correspondiente a la representacién simpléctica es:

-1 00000 -1 -1 1 =1 0 1
0 00000 0 -1 0 0 0 0
0 00000 0 1 -1 1 0 =1
0 00000 O 0 0 =1 0 1
0 00000 O O 1 0 -1 0
06 00000 O O 0 0 1 -1
1 00000 O0C 1 0 0O 0 0
1 11111 1 0 <1 1 0 =1
1 81111 0 1 =1 1 0 =I
6 BIZI D U =1 3 1 -i
0 00111 0 0 0 1 0 -1
0 00101 0 0 0 0 1 =1

ZHZ

Las identificaciones de los lados son las siguientes: 1-6, 2-41, 3-8, 4-43,
5-10, 7-12, 9-14, 11-16, 13-18, 15-20, 17-22, 19-24, 21-26, 23-28, 25-30, 27-32,
20-34, 31-36, 33-38, 35-40, 37-42, 39-44

Las curvas que forman la base de homologia son:

a1=1+2, =443, 5=5-1,4=7-3,05=9—1, a5 =11 — 3,
Qp = 13—1, g = 15—3, Qg = }.7—1, x1p = 19—3, Q11 = 21—1,
[e3D) :23—3 Q13 :25“1, Q14 ”—“27—3, 15 “—_29—1, [4575 =31—3
a17=33—1, Q’18=35—3: O!lg=37—]., Q20=39""3

Y la matriz correspondiente a la representacién simpléctica es:
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Figura 5.3: Poligono fundamental adaptado para Z;

-1
-1
-1

-1
-1
0
0

0
0

-1 00000O0COO0 O

0
1

0 0

-1 00 00O0O0CO

00 00O0O0O0DO0CO0OCO O

0000O0O0CO0OO0O O

006 000O0O0OO0CO0OO0O O

0

0

0

0 000D O

0
0 00 0OD0O0CO

0 00

0

0 0

0

0
0
0

0
0
0
0
0

6 000O0O0O0O0OO0 O

0 00

00000O0 O

0000000 O

0 0 0

0

—1 1 0

0000O0O0OO0Q O

1

1

0 0 000CO0DO0O0O0O0

1
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

R R S P e M T |

01111111

1
1
0
0

0
0
0
0

01211111

00111111
0 0 00101111
0 0 0

0
0

001211

0

1

1 11
0

00000
000001

Q0
0

\




CAPITULO 5. EL METODO CON LOS Zp 43

Observaciones

En base a los resultados obtenidos, podemos inferir que las identificacio-
nes de los lados satisfacen el siguiente patrén:

El i — ésimo lado se identifica con el (i 4+ 5) — ésimo lado a excepcidn del
lados 2 y 4. que se identifican con los lados 4p — 3 y 4p — 1 respectivamente,
que de todas formas estdan 5 lugares atras en el poligone.

Respecto a las curvas que forman la base de homologia, tenemos siempre
2(p — 1) curvas formadas por dos lados del poligono, los lados 1 y 3 juegan
un rol fundamental en la formacién de éstas. pues, la base es: {a; = Ey + Es,
ay=F3+ By, ay1=Ey 3—FE1, 000 =Ey y—Escont=2,..,p— 1}-
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