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Resumen

Scan /(:r:) r. g(r:) polirromios en ¡r variables. Defirtiuios la serie cle Diliclil¡:t
asociad¿La/vgconcr

2,. Z ":1.3 \,,rr'.t.r,'
!€N1'

EI objeti,o de estc trabajo es emrrrciar la, colir:tttra

¡tes(.f )z(o:f ,g)= I¿"g(fr) z(o;li.g),

dorrrle./(r) =ll .fi(r,), ), demostralla ert el caso 9(r) - 1, p-Ic¡? -2, Irara tlt
j:1

f¡ bastante gcncral. a partir di: la demoslración de la cortinuacióli tlerouro¡fa dc.r

Ia serie Z(s; l, -rl), bajo cieria.s hipótcsis sobre / (r) r' pala 9(r) gcnr:ral.

Col.l¡enzanios analizando la frrncióri dc ttna variable trrtripleja s

,l(.s): ,t(s:.[.0): l,- l,-st,:f Q) " r)r1 rtu,.

y se mucstra. ba.jo clertas condicioles soble /(r:). qur: ./(s) se extiencle a ttrta
funcióri ruer-oniolla, sobre todo C, obtclicndo fó¡mula,s para sus residrxr-* ¡' r'a)ores

en s : -,V, con A' ) 0. A continuaciór, para Ia x:rie Z(s; .1 .9) -r' a partir clcl

resultado demostraclo para las integrilles, sc lDucslra que ia scrie sr: extienrle a tlna
furrción nerornolfa. con polos siuLples en valores ¡acjonales cie s. para (rentrarltos

Iuego err su r.alor en s - 0, ]'finalni:rtte aplical estas fórnrulas para doniosttar Ia

corrietura en e1 caso mcncioladi¡.



Summary

Let /(z) aurl -r7(:r:) bc polyrotuials il p var-iab1es. \\¡e definc thr: Dir-i,-'hiet sclies

¿ssocjalecl lo ./ and g as

Z(.s) : Z(.s: f ,s) : ! o(")/(,)-'.
¡€N¡

The airrr r¡f l,his rvorli js to curnciate the coujccltue

ctei,(f ) z(o; l.s): I ¿"ef ll zQ;.1,, !t),

lüele .f(r:) - I] ,f;(r), and prove it jn the c¿rsc a(r) - 1,7r - 1 or p : 2, for clLrite
.i= |

general /r. risin¡J thr: proof of lhe tneroutorpiric coltinuatiolr of sc¡ic." Z(s;l.g),
undcr ccrtain assLurlplions over /(r') anil for gereral poh'ronrial ¡7(r).

\tri: begirL arral¡.zing lhe function of onc conplcx lariablc s

L(s) - J(s;J,s) : Í,* |,,*tl,,llQ) " ctt:1 dt,,.

ancl it provcs. undcl rlerlain assunptions over /(:). that J(s) exlends to a rlrclo-
morphic function ovcr the u,lrole p1ane. obtainirLg fbrnrulae fbr ils lcsidues atrrl

r.alues at points s: -AI. ri'ith ,\ ) 0. Next, for scrics Z(t; f,g). attrl rising lhe
resrrlt for iutegra,ls. it proves r'lrat thc sari<ts Z(s:f.g') i'xtcnd-q to a rneromorpltic
function. r,ith simple poles at rational vahtes of .!, the to celrter on iis vahre ai

point s : 0. Finalll'. applying these results, \\'e p¡ove tlie corjecturr: in the casc

prer,iouslv nerrtionecl.

VI



Introducción

D¡:r'arl,c el sigkr XX. r'arios autores han invcstigado r' har da.tlo I cstrllados

acerca cle se¡ies cie Dirichkt múltipkrs, clc la fb¡ma

z(s) : z(s; f.s): ! s(")i (") ", ($?(s) >> 0) (1)
úE¡{r'

donde .f (t),9(:;) € Clr1.. . . :;r], par-a rlive¡sos casos r1c polinomios /(¿) :'g(ir).
En los arros 20. K. \lahler [0] logr'ó probtrr. pnra 9(:r) ar]rit¡ario 1'ba.jo ciclt.s

hiprilcsis sobre./(.r;). qrre la seric Z(s) se extlerrcle a una frtnción lrcroruoLfa. regtrlar
para s - 0, -1, -2...., )'crlyas singulariclades sott todas polos simplcs. sobr-e el eje

rea1, en puntos l aciolalcs.
l\,Iá-s adclante, en Ios años 70, mot,ir,ado ¡ror ciertos proLlerua,s en tr:oría cle

nrímeros. 'L Shintali i8] esiudió la serie (1) con g(:r) : 1, 
"v "l(r) rlc Ia lorura

/(r) : ll ((rr +n?1)o11 * r (.r1, + mi,') tlti), (o11 > 0.rrr, > 0),

J=l

en cu)'o caso la serie convelgc para l)t(s) > l, ) obtuvo fórrlulas explícilas pala eJ

r.alor ile su contimración aralíiica Z(0). v cl di: Ia de¡ir,ada Z'(0).
A cornicnzos de los aiLo,s 80, Pi. Cassorr - Nogubs en [2] 1' 13] e'qtrrdió este til-ro

de scrics y tanrbjén cl caso lo polinouial

g(::) - ii' (i', (l(, - t. (, I t)

Dio e¡ anrbos casos. irnponieurlo cierta,s hipótesis sobre ./(z), fórrrrulas cxplítritas
para 1os r.alores err s:0. -7,-2,.... Cas-"ou - Nogués tantl¡ién estucliri ver-siotres

p-ádicas de Z(s) er 12t,.

A finales cle los años 90, Chcn v Eie [.11 estudian cl caso

o(r¡ - ll' ..:r1". (iij € No : f,l U {o})

y errrrrcian para un pt'oclucto positivo /(r) : II /r(r) (pcro bastarte gi:nclal) la
j=1

fórrnula

Z(0;f ,,t) =:\.zto;f¡,:)1, (2)
n1



INITtODUCCIóN

qlrc para el caso cn que todos los ./1lz) sorr rie grailo 1 ha,bía siclo clerrostt'arlo |or
Slinrtarri [8].

Este triilrajo iiere rururo olrjetivo prittcilrirl cnrtcgit cslc "r'r:sultado" dc Chcrr r'

Eic. cl ural se riostlará clue es falso. I'roponentos reemplazatio PoI la (o11.]r'11lra

dcg(/) Z(u; l, o) - f a,:,grJ j) z(0: f j, e),
j:1

que clenrostt'arrros aquí para el ca.so g(r:) - 7, p: 7 ct 7t - 2. para un ./¡ l¡as¡¿itrl,t:

gerreral (r'er Teorcma .1. 1). Ader.nás. se expone la cleuostracii¡r dc \Iahlirr [6] rle la

continuación merorrrorfa cle Z (.s; .f , g) bajo ciertas hipótr:sis (¡'er err N{ahier) sobr-c

/(z), -v para 9(r) e Cfrl general. \lahler da, una Iórnuia para el resirhxr en el mayor'

polo, cs dccir, en la abscisa clc com.ergen ci a ¿rbsol rrta de Z (s: f . g'1 . Aplicauclo sn

métorlo rLosotrt¡s rlamos uua fót nttla pat a t¡l resirhro en cttalqttier polo. v clamos

fcirnulas (r.er Tcorema 2.12 I Teorcnra 3.11) para cl vak;r cn s:0. 1.-2. .

Nos cr¡ncentr-a.rr.ros csirccialmente en c1 r,a1or s - 0 con ei olr.jei,ivo de darrrostl'al'
nuestra cor¡ección conictural del tlabajo cle Chen ¡ Eie.

Siguierido a Nlahhr ¡6]. correrrzamos cslc trabaio aualizanclo Ia fuuciórt c'le tlla
rari:ülr. conrpieja -s

,tls)-.tls:J.l- t' [-tt. llr f't1 ,1 r1,:r,.

.ln .l a

dondc .l(:;) v 9(,r) sorr polinomios err p lariables. Se rtruestra, bajo cii'rta-s concli-

ciones sobre./(.r). quc J(,s) se extiende a una función ncrourolfa sobre torlo C.

se obtiener fó¡rurl¿-r ex¡rlícitirs para sus lesiduos, 1' par-a los valores dc J(s) err

s - 0. -1, -2, . . . (vcr Tcorerla 2.12). Conio cousct:ticncia dc r:sto. sc obtieue qrte

e} valor J(0) es ur polinonjo cn los coeficientes de /(r) cle grado ¡o lnaxirrral,
¡esultado demostrado cn l5] con otros mriloc'los.

Adcrr¡.ás sr: deuruestra (Teoreria 2.1.1) parap-7o¡t-2f'g(r:) :1,

dcg(./1fi) ,1(0.f,.f,.t) : deg(fl)J(0; ./r,1) + deg(,f:) J(.0; fz.t).

Por esto nos permitinros conietura¡ que en genelal el aná1ogo c1e (3) r'ale ¡rara las

iritegralcs (es decir, con Z reemplaz.acla por J).
Luego se consiclcra la serie Z(.r;/,.g) I'sc dcrtucstra cl ¡esultaclo de Itla.hlcr.

Es clecir, que 1a -.erie se extienclc a u¡.a función rlerornorfa, con polos simplcs ert

cie¡tos valores de s e Q, con residuos dados por ciertas integrales anteriorltrente
analizadas. Para s : 0 -se ciemuestra que Z(0: ./,.g) es uri polinorlio e¡r los txrt:

ficientes de graclo no maxinral de /(r), resultado encontrado en 15]. Finalurente
aplicanios estas fór-nutlas para. dcmostrar nuestra versjón corregida del trabajo de

Circn v Eic cn el caso ¡t - I o p: 2 1' 9(z) : 1.

(3)



Capítulo 1-

ttTeorema" de Chen y Eie

Sea B: (p1....,Ér,) r,ra p tupla cle erteros no negativos. Definanios

g¡(t) - r,'l'!]' l¡f" '

"Teorema" 1.1 (Chen v Eie [a]). Sttpan.gamos quc: PiX(t:) (, : f , . . .rt.) son

ytoLi,nonti,os reales en, y.t ua,ria,bles ttn co,:.fi,ci.entes n.o rtr:go.t|.t¡t¡s tu,l que 1:'1(n') > {)

para todo n € NP g -<'u[)an,(]o'rnos ryt,c, la st:r'ie

Z (s; I',. se.\: ! lr{") l,r{") "

es a,bsoltt,tamc:n.le conrierge:nl,c para E(.s) > o ) > A. Enlo'nces Z(,s: L',,, 93) o.sí rprrto

Z(s;ll, P¡, gi) Li cn.an su,s conti¡¡tt o ci an cs ono,líti,coc. P o.ro ésto-. en, s : 0 sc: c:tt:m.plc'

Z\n:I7',-, P. p ) - !\ Z ,,, r, u,,; (1 1)

Notar que el este enlLnciado. al irablar de continu¿rción arr¿r.lítica sc cluiere

decir que la serie ticnc una continuación en s, rlerorrror-fa en torio el 1t1ano pelo
regular para s:0. Esta partc cs conecta (r'antigua 16l). pero Ia r:olclusión (1.1)

ni siquiera es autoconsistcnte. Pol e.jerlplo, iomcnlos ttcs polinomios f , torlos cn
p variables. Eltonces aplicarrclo sttccsivamente el "teorena" 1.1 cr¡n r¿ - 2 sc tiele

rl
Z(0. lt,.l.l\,.,1,\ 'rZ(0:.f .tt) ;Z tt:.t -i..ga\

1ll' 
UZ 

0:.t 1.,t.t-. ,Z O. [,.,]", . f1 UtJ..,t. (1.¿'

Por otro lado, una reorder¡aciótr de los poliuotuios da

tl
Z(u:..ttl,tJ\.o,) - -Z 0:11.f2.96' ,1(ü:.[,.'t 

\

111- jZr|. f,,s,.) - jZ\0..h.q¡\ + rZ(0: t3.¡¡i¡. Q.it'|



C.\T'ÍTULC) I, 'TEORE,\./A" DE CIÍEN ]'EIE

dc clonde. rest¿rnclo (1.3) de (1.2) -se obtiene

Z (0, lt, lt ¡) : Z (,0; Í2, s ¡) (1 4)

Si esto fucse cierto el teolula tencllía esca-so iltcrí:s ¡,¡ clue cl valol Z(.0:.f ,g¡) uc¡

deptrrlería dcrl lrolinomio ./. AforturLa cla n ient e cs fácil ellcolllrar contt'aeieu4rlos
pirra, 1a igLraldad ¿irtcrior'. Sca p:1 y il - (0, ,0), con 1o que 9¡; - 1. Soarr

.l¡lt:) : ', * rr¡, clouclc ¿j > 0 Para carla r' = 1.2.3 r'los ai rlistirrtos crti:re sí. La
serie (función de Hurl'ilz, básicamente)

z'-:l ), I,. ,,-'
n:1

es tal que para srr continrracirin en .s - 0, se tiene (i71, p. 212)

7'0..t,.1 -:-.

¡, reemplazando en (1.4). se obtieue

1_ n, : _! _,,
22

lo cual niuestra que (1.4) es falsa,, ¡'a que -sc supone o1 f u4. Por )o tan1o, cl

"teorenia" 1.1 es fa1so. En más var-iables, -se pur:den dar contraejr:mplos sinlilares
usando los rcsrrh¡rclos clc Shintani [81.

LIna corlcccirin conietrrral de ia iirrmula cle CherL ¡. Eie rlebe sr:r rle 1¿r fbrura

Z(0; .f t.fr,l¡) -- t1 Z(.0; f1, g') + c2 Z(0: f2. ¡¡). (15)

en la cual 1os c1 debeu sc,r "sencillos"(por ejertrplo depender sólo de los grarlos
de /¿). Sin embargo. para que prreda valer este tipo de rcsultado es nccesaria unir
hipótcsis soble .f qrre no nos pernliiia Iactorizarla separando vari¡rbles. Err ef'ecto,

sLrllon€la1no-s que teneulos

f(z1,...,rr) : h,(rt, .,r:¡) á(r:111. ..:r,,)

gQ:y,....:rr) - .:¡(rt, . .. , z¿) . j(zi-¡1.. . . . r;r).
v

Por un lado

z(s;.f,s) - I :(",,...,u¿)ñ,(1,,1,...,.¡) " j(1,¿+r, ...,u|)tt(a¡¡1. ,rr) "
,r€ I.J,'

!:(,)r,(")-' f :t")ñ{")-"
,€N¡ r€N! 

'¡

Z(s;h,.) Z(...i,j). (1 6)



C,\PÍTULO ], '"L'EOREXfA" DE CHEN Y E]E

Por otr-o iado. si

.[,(,r.r. . . .. :rr) : lr,;(r1.....¡;¡) Á¡(r:¡11. . . . . r',,) (1 < i < 2),

por (1.6)

Z\¡: I t,.9 Z 0:1,1... 1/'rthl.-..t .

- (c, Z (.1): lt,1, i) 1 e - Z \.U h ), t\) 1,,'1 Z lO: t t,..1\ ¡ clrZ (.0,Ár. i)). (1.i)

Pcro por (1.6) y ia conjotura (1.5) tenrlríarro-.

Z \0, .[ t.[¿ :l l Z ¡0 . 1. 1t, 1h ,i, , . 0 1

- JtZ\O:h h .!) - 'l2Z'0.t,,.i,,.,,,
rllZ¡O:t, .,1 ZrU:i,...',1 d.¿Z't).t,2..,' Z A.1,?.J.

que tierre una cstructura rle ptorlttctos doude lo allarecen térltritros dc (1.7) coruo

z(0 h t, .t)Z (0; h2.1).
La hiptitesis r¡lás sencill¿r que pernite asegurar la no dcscouposición el valia.

bles scparaclas ). además la cxistellcia c-lr: coltimracioles a¡L¿riítica,s es la rle N{a}Ller'

[6]

Hipótcsis H. ,/(r;) e Ciz1. . . . . rr] es rtn polinouiio cle grado nr. > 0. ta.l

que para todnp-tupla.?r € lRl]0, .[ (,:.') 10. Aclerrrás. la ¡rar1,c irorrogirneit
de graclo máxiuLo de./(r) no sc anrla para r € 1R10, salvo cttandcr

¡:0.

Con esta hipótcsi-s \4ahlet' dcmostró que para crtalquier q(r) e C[.r1, . . . . e,r] 1a

serie
Z(.s;.[,s1- | r(").1(") '

ÚENP

conl:er'ge par-a llt(s) >) 0 v tiene ltn¿r continltación regular en s - 0. Pr,¡polrenos
Ia sigrricltc

Conjetura. Sean lr(r) € Cl.r1,...,irr] polinorrrios en p variablcs, c1e

glado m, > 0, que satisfacen 1a hipótesis de Nfahlcr (1 < j < rz) ¡'sea
9(r:) e Clr1,....rr]. Etrionccs

-r_ _

Id"r,it) 7(0:llr q\=L,la¡([\'Z r':.t . t'. /l.l
J=l ' j:1 

.j=1



CAPITLTLO I "TEORE'\.Í-A' DE CHEN )'EIE

Etr este trabajo cicnrostrarernos csta conjetura, para el ca-so cie polinonrios cu
urra o clos vari¡rblcs (p: 7 r, p: 2) co¡ q - 1.

La con.jetura lros palece razou¿rblc no sókr por el caso cspccial qlrc nosotros
clcrnostr'¿rmos. Shiutani rleruo,.tró ei caso el qrre toiio,s 1os iroliuornios fi sorr rle.

glado 1. con p v n arbitrario. Aderná.s. la coujetllra es auto-consjstel]te: si se srrpouc
para rlos polilomios (rr , 2) se rlerlltcr: p¡r¡a cuaic¡riet nriruelo rle polinorrios. El
efecto.

Lcma 1.2. Stt'pon g orrt c, s qu,r: S r:s u,n o. coLc.ct:ión. d,c: ¡tol,i.n.om.i,os no n.u,Lc¡.s. cr:r'r'atlo

ba.:)o pr od,u,ctos, 11 sea I' : S --- C l,a,l rtrrr,r: si .11 € ¡j y /, e S.

(dcg(fi) + ¿"g(/,)) . P(i,.fr) - ck:g(ñ) e(L) + deg(/!) P(/,),

Entc¡nces para tod,o n) 2. s'í./¡ (z) e ^9 paro I ! j 1n t,en.em,os

Demostraciór¡. Pc¡r- ilclucclón sobrc n. Par¿r n - 2 p¡tr hipótesis si: crrnple (1.9).

Supóngase r,¡ue (1.9) sea cicrta para r?., -\:.sea./(.2) : l (¿)./r(r,) ./,,(r,) Aplicarrclo
1a hipól,csi," a l'(.f f.+t).
(des(/) -r-c1es(/"+r)) P(.f f,*,.) : d"e("r) P(/) + deg(1"r, ) . P(./"+,)

: I¿"gtlrl PU)'rleg(/,1 1) P(l,ti)
j:t
n+l

- f .1"n, t., P t.t.
?,

En el curso cie la rlcnostración dc nuestra conietura para poliuomio-. cle urt:t

o clos va¡iables dernostr¿rrcnros ulr caso arálogo eu tlue la sunra esiá rccm|lazacla
por ura ini,cgral definida corrio

./(.s) : -r(.s;l,e) = /- /-st,.,/1.,'.)-' rlrl dt:u,

Ia qrre \{ahlcr tanrl¡jérr rlemostró ser absolutatrreute colvcrgentc para E(.s) >> 0 si

/ satisface su iripóiesis. Adernás demostró quc J(s;1, -q) sc cxiit:nclt: a urta función
Iegr.rlariraras-0.

Conjetura(r.crsión integral). Sean ./,(r:) € C[::1. . . . , to] polinomios ert

p varia.bles. cle gr:rdo nr¡ ) 0. que satislacen Ia liipótesis de \lahler
(1 l.l < l) ¡'sea 9(r:) e C[r1. . . ..rr]. Entonccs

(t,t.¿.,,,) /', ||¿) ) d,sr /, i'¡r
'.,:t t=l "ur

(i1".'i, ) "rro ¡y,) - Irt¡a..[ Jri.t s
..tl

(1e)

(1.10)
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Denrostrarcmc¡s csta con.jetura para intcgralcs pa.ra el caso de polinonrios en

urra o clos varjables (p:7 o p - 2) con 9: 1. Esto será urL paso ltr1rotla.u1i: cu la
rler r ios1,r a ción ck: 1a «»rietrrra cort esp onrlient e lrara selies.



Capítulo 2

Continuación meromorfa de
ciertas integrales

En este calrítulo se estucliará, sigrricndo cl uiótodo de N'lahler [6]. la fu ciól d(l

un¿r varia.ble cor nplej a s

J(s) : J(s f s) - t- t- !t1.,)ll,) 'd r, rtt,.
.ltt .l\)

dorde .q(r) € Clr:1, . . . ,2,,] es urr polinoniio arbitrario de gradol ui:nor o iguai ir

n, ¡'./(i:) vcrifica la sjguierte

Hipótesis H. /(r) e Cl::1, . . . . zr] e-s rur polinonrio de gr-ado rtr > 0. tal
qrr{r })ara toila p-tupla ,r: e 1R!0. [ (,:r'1 ¡ tl. Adcmá.s. la partc honrogérrea

dc graclo nráxi¡ro dc ./(r:) rro se zrnula Jr:rra :: e R!n. s¿rh'o ctrarttlo

f; : 0'

Esta hipritesls nos ascgura que exisic una. ralra, continLra dc 1og.f(r) pal¡r J €
1R.Pru, -va que R!, es simplcmerte corexo Í .[ (xi) + 0 para :: € Rt],n. E-sta rarrra es

única. salr'o snmar algrirr 2trili (con l; € Z h.1o) a bg./(r:). Ai d'fuiir- ,/(.\) r.1('ginI,,s

ur k, lo que cla urra aurbigiicdad en Ia clccción dc rama qttc lestrlla el rtult\)licar
.i (s) por e 2"ik''. Nc¡tcmos que pa,r¿l s cntero csta elecciórL r1e ra.lla. tro afecta el

valor dc J(s).

Defirrición 2.1- Seo. P(r) un, poLirt.ontio dc. qro.do q en p uori.o.hl.es. Para .i < q,

l';(z) e.s la parte h.ornogénea d,e grodo ;j d.e P(r). es dec.ír. lo sr.'¡r¡.0, de- los

nt,on.om.ios de P (t) en los cuales La ."utno de, Los exponerttes de Los :t:¡ t'-s i.qu,al a 1.

La segunda condición cn la hipóte-*is H se puede enterder conro: /,,(o) es lio
m a cuando 0l r., e RPrr. Aquí. RPro: {(rr,....rr) e Rr':r;; } 0, 1< ¿ < P}.

1 A1 aplicar algunos cle nucstlos resulLados en el pró\inlo c:rpitulo sólo lo)drelllos llna cota

supelior p¿r,r ¡1 el grado cle g. l'o¡ eslo darros el etrte¡o ¡-¿ > 0 de clita lol.na algo pecu)iar.
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Lerna 2.2. La i.n.tc.gro.l. r1'u,e define a,/(s) r:s ul¡solu'[o¡nr.:nlc rttnrerr¡cnta pora $?(s) >'

u# lt ,t',,r.r.f\t,ttc:tin. on.ol,íl.i r:a da s ert eslt: sclrtipLano.

D crnc¡ st,r'o.ci,cin.. El caurbio ric tariabk:s r:
llil la. jntegral (1ln1o

t @ : 1.,, l,*,,,'"-' s (, o 
1 Í (.1., o')-' d1., tt,o. (2 t)

rloride o perienece al domilio O. r¡te es la ürtcrsccciórr del ptinter "octante" 1RPr.u

con Ia esfera unjtaria en lRp, v do es Ia lrerlirla natulal eu esta esfera. Fi.janckr

u, > 0 arbitr¡.rio. (2.1) se descor.r¡ronc en

t@ - [".[, 'e-1 s(to).1 (to) " tJt: t\'o ! l. l.- "' 
) s(uo)t'(t'o)-' dtt to

: ./r (s, Lr) * Jr(,s, u). (2 2)

J1(s, u) r:-s una fuución entera ck: s, )'a q1r.r cl clominio dc intcgr-aciórr (1 es

compacto ).. usando 1a hipótesis I{, J(r) " se puede definir para iodo r e 1R1,,,

eli¡Jiendo una rama contilrua de log/(r;). Pala J2(s.ti') sc dr:bi: consiclerar que

l"f (r")-"1 = ll -"] : tl-,,!r(s) cuando u -J co, ), que l,(r;) es de grarlo a 1o rrrás

n. Lrrcgo.,/2(.s.tu) convelge si p- 1* n - rl)?(s) < -1. Por tanto. .i (s) «)r\:erg€i

al¡solrrtanieute en el senriplano If(s) > f. v Lutifotrterte rtte cu -sttirconjlrntos
conrpactos de este scniplano. I
Observación 2.3. .f (t:¡-se clescorlponc cn par-t,cs homogtinca." (i'el Defitiición 2.1).

coltt0

Irr '.[-,.r (r ,.J ,..,,-J " J. 
"" 

- J''. 2.:"
/,,(..)

Para o € 0 , J,,G) es acotacla y no ntrla. Iuego puecle defirilse log .1,, (z), eligierrtlo

ulra rama coniinua de nancra que 1og .l,,(r:) - nT krg, u ' hg l,"(o). Por 1o tarrto.
existe .41 > 0 ial r¡re

Vu > 0 31og .f," (r) < ,l/.

Para u ) 0 fijalro.. Ia rama ¡r'ir.icipal de log (1 + r(r)). Es clecir, clado rl . ,, . ;,
existc r,¡ tal que para ]: ll > u¡ v f e i0, 11

lr(r)i < ci, ars (1 + lr(r))l < ó.

Finalmente puede definirse

log /(r) : losl-(r) +]os(i +r(z))
: nT log ?i + log./- (o) + Iog (1 + r(t.,o)) .

o : i, permite escti-r2r+...+t:|,
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a partir cie 1a r:rral se obtie¡c la igualclacl

/("')-" - 
il,:i-,!,til?.,,,,,, .

Si bierr esta igualclacl se ol¡l,icnc pala t, - .rrlJ > t,o. ¡ror continuiclad sr: oxtiettcli:

para 1Rrj.n Aqrrí ilebemos erttcndcr que (l + r(r,o)) " rttiliza 1a extertsiótt L'oniiuua

a u e (0. tr). o e O de 1a rama prirrcipal ele¡1ic1a pala li > u0. Nu€vaurcntc cslo es

posiblc va que 11- r'(ira) I 0 l'lRlo {0} es sirrrp}errrerte corcxo.

Otrservación 2.4. Para s € C, cl lérrrrino (1+ r(r,,o)) ' (r'er Ol¡serr.ación 2.3). se

clcsarrolla en exparrsión finita de Taylor con resto irrtegral (19], pp. 95 96)

llc',,, t ft;r,r -) ,,'-'q-,' ,,-,.1(;L -'tq-." ,1-.

^: lA-l): ./n)=0

Para G(q) : (1+q) ". entonces se oblicne corrio tét'tuitto ¡lelcral (cou cualqttict
elección continua de log(1 +,?) usarla ¡rara definir (1 + q) ")

q?.(o): III=.1(-,-,r (1+o) ", (, ..),,n,),,*.,,.\: \l \)/

1. corrro resto. se c¡btienc:

I t' . ¡-'r /q q -¡ 
,,-Rt ."\a) =- - lt;'t-)(q -)' ,/.:t,\ ,)I

t,. - t)'. .J. \ A ) .t" (1 ,) '

R.eerrplazando o, - l), rl : r(uo) y r: lg, 0 < I < 1. se olrticnr' fin¡lr¡enic:

(r-r1r'-;1-' t( ,').,,,' u( ,'). u"r I l)--"u' .,r,
1--\\i 

- '\r,/ Jo 1r .,,uo,)'"

Lo antcrior pelurite reescribir la integrai J2(s, rr,') cn (2.2) colno:

./2(s. u ) : I f 
",,r.t-*"c¡¡uo)r,(o)-"(1 i r(uo)) " tht tto- l-..t

kl.

= f (-,'),,^,, ,, ' \¡''.., : I'
<\ \ /
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donrlc A )' 1t¡s Llrr eui,cro por fijar más arlelante,

A,l ¡(s, u)

,V*(r,rrl)

11

(2 5): 
.[" [ 

,, | *'o(,üo).f,,,(o)-'r(]to)^ rtudo.

(2 6)

Lenla 2.5. ,\¡¡(.s. ur) r:.s uno. frtnr:i Lin, anulíttca en, eL sc-m,tpLono lh)(,t) > a*].
Atlern.d.s, yta,r'a k > n tpl ,\¡rn. ti, >094-0, 1..... se fír:nr: l¡(-,\','u) -0'
Demostración. El intcglando cs acotarlo couro función de o. 1'a qLrc o € O v 0 es

compaclo. Dado r¡ > 0 suficientemente gtande, exislc Cr > 0 tal qrle

Vu ) r,¡ l9(ro)l < C'1 t,",

v una r:olstanle C2 sufii:icntemcnle granrlc de n.iorlo qllc para tc¡do o e o

Vr ) t.,¡ r(r,o)l < (i2t-t. r(.r:o)l < 112.

La condición para la conr.ergcncia en (2.6) es clue el exPonente tie '¿' clcbe ser

nenor qLre - 1, lo qrrc da el scnipltLlo dc rronvergencia ,:1e N¡ (s, u'):

¡ii,r) > "iP i'.
nl

Por Io tanto, 1ra.racalcular,\¡(-A,rrr), b¿rsta toniar li > nl7-t I,\¡n¿* 1. r'se
obtiene clc nanera trivial \(-X.ti,) :0. a tr¿ttrs¿ dei factoL (1"). !

Observación 2.6. Sr:a ) € N0 - N u {t-l}. Se cottsicleran 1as dr:scor t t llosicrioues cn

partes Jronogóneas para g(ro) ,r'r(ro), cladas por

g(uo) - ,"(g"(o) *u r9, 
¡(o) +...+u-"9¡),

r(uo) : 'u-1Ar(o. /) + + u-'"4-(o, /).

v se obtienc el pr-oclncto

g(ro) r(uo)r : ¡"-) \-/-
1))

,1)(o) r,-h,

r(,,').1.l,- 
"'r"*e*o)l''@) 

"r(rro)i .[, t ,,!ffiu'o''n"

a¡(",,/) -

(2.7)

l^\o)

en Ia cual los coeficientcs l)(o) son funciones racionales sin polos er Cl.



Letta 2,7. i1¡(s. tlr,) se axtit.nd.a a u,no ,frLnciirt rncrr»nrr{o d,a .q crt todo C rt¡n

polo." si,myle-" ""t-H#).tl,onrleh- 
0, 1.....n.+(nr l)). u re:st.duo

lr,',-(\/ ., ) ! [ \¡\../ t' r'
r,, /L-

D r:tr¡.o st¡t¡.r':ión . A paltil dc la ft'rrniula (2.7). se pucde reescribir ,4/¡(s. ur) dc'lirrida

erL (2.5) como

,1/¡ (s, ur ) -
n+0,, r)\ " .^ru

A:O

n+¡, II\

1- nrsl)
l),n+P-ñt- \-n 

I
nr.s*Alñ n f .l,

.u¿+rr ms '\ t' 1A!,.(o) .¡,,("¡-' a,,,,1"

(2 8)

CAPÍTLILO 2, CON?INI/ACIÓ¡ ¡¿SNCI¡TOR,E.A DE IN?EGN-A¡ES 1,2

1o que rla Ia continuaciórl rueromor-fa eu .r rle ,4,1¡(s. rir). ¡'a qtte las funciones ,4|(o)
y /,,,(o) son cc»rtinuas sobre cl corripacto ú?. con lo cuaL

[ ,t;¡o1 ¡,, 1.1 " a"

es ula h l(1olr ctltcla dc r.
Dr: (2.8). \.euros quc ,1/¡(.s. ru) tielie polos simplcs en

n+p )-l¿ . h- u. ,l.....n (n, l\).
111'

corr residuo igual a
1 

/.+;r,1 f-to)'rto tl
lD .l )

Lema 2.8. Po,ra N = 0. 12,... yA a'nltro tol q.Le), < -'+¡{ á,\> rr+p i nrN,
tencmos Af,-r, 

^*.r-(o) 
- 0 para toelo o e O. ll ó's gencro,lmen,tc. si,.f(r') es ta,L rp.e

sus partcs ltom.ogérteas .11(,t:) sort ruL,l,os o.ro,l. < j '- n,.. erttonces 3),,, 
^1r,,,(o) 

-
0.1 \ \-,';^ -:'''\

Dernostraci.ón.. En (2.7), apalecen potelcias rle ¡ entre r¿ -.\ )' -m). Por otttr
Iado, la hipótcsis soblc ) inplica rn\ '- p I m.,V. de donde -(-\¡nr. * 'p) <. -rn\'
Lucgo, ,'1)*, -r*^-(o) es coeficicnte de uria ¡rotencia c1c I negativa v nlenor a la
que aparcce en (2.7). Por lo tanto. .'l)*, ¡,'.,(a) : 0.

Pa,ra probar' 1a segurrda afirmación, sea 7 : [- ¿@J 
* t. Por hipótesis. ) > j

inplica n - ) < n -.j. Lucgo, -4)1, ¡1¡-(") es ccieficiente cle utt:r potencia, de r''

nia¡'or a la que a.palccc en (2.7). Por Io tanto, ;l)n,,,r*n,., (o) - 0. fl
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Corolario 2.9, Po.ra\.N enteros tale-\ qu,e 0< N < l! rr+p*Nnt, sc licnr:

/ -.r\ ,-l,t ' I Ilir,,(.),tt,.,,,_.'.-/t),''-.','t',-.,],. \\ \l ,ul t t,(.J J..

rion rl.t: A)¡,, rr",,,,(o) ,-.s t:1. cot'..fici.ante dr: I,-(N'n 't.,t ¡'7¡. q(,1to)r('iol de.firtido ut
(2 i)

D nrn,o sl.ro c:i,ón,. El la fórutrrla (2.8). el valor s - -N se obt,icnc trl tortta.r h -
n *p - ) * Nnr..z Luego

1r
"I,],{,+N),11¡(s,u') 

: ; J.\." ¡-1,,rorl-(a)Nda.

Por olro larlo. para c1 coeficicnte binon.iial (1"). sr: tiene para ) > .\',

"rr",* (;') : ';'l,ol
Io quc tcluLirra. la dcurostración. ¡

Corolario 2.1O. 'fivm,o.n.do,\' - 0. sc obtienr: 7.tora,0 < ) ! n * ¡.r

t,,,, ( .'') \/ 1... i1 - 
I-l I 

[ ,,..,,-r-,t-.., \\,/ rnr ./J

don,d,e A)*o ,(o) es e1 c:cttficicn,te d,e r I' c:n o(t,o) r(t'o)).

C)bservación 2.11. Sc tiene de (2.2) para toclo s € C,

,,ll,lf 
/rf".,u) : O.

Darlo que .r(s) : Jr (s. u,) + .i:(.s, ru). se obticne para un punto lc.r ar de J(s)

.,'"' l .iT*';i,,,]..,}'rt. r'('''-)

r -0

Si ton.ran.ros s - -A', con N:0, 1,...y4>n1-p+I'rr',4¡¡(-,\.u') : l-). 1'

en (2.8) los térniinos con 0 5. ) ! l¡ implican n+p+ Nm )- h > 1, por 1o clut'

lo-s térrninos un+p+Nm-)-ñ err (2.ii) tiencletr a 0 cuando ¿ir -, 0+.

2 Para qte Lraya polo en s = ,\¡ sc rcquiere ) > N I #. pcro por r:l letla antcl_io¡ siglrc

sje¡rdc, r,álido c1 co¡olario si sólo suponeüos ) > ¡¡.

1

m
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Con cstos resulta.clos sc puerlc concluir lo sigrricutc:

Teorcma 2.12. ([6]) S,:a [(.r) e Clt:'' un pc inomi.o da qrctt]o ttt. > f) an 7t to.r'iollc:''

que- s o.f.t,s.la rr la lt.itpótr sí.s 11 . 11 sen q(r:) e Cf:,1 un TnLinom'irt ert p tto.r'iullr:s dc

qru.r|,o rtr:nur o i.qta,l, a u.n cntera n / 0. Enlc.tnccs lo ,fu,nt:ión.

.l(-s) :./(,s:,1,0) - /- [- .,r,;Jr,) ',1r,...,1r,,

es o,bsoltt,tarncntc. conre¡gentc ert el semtplano Ut(t) > *. ,l(,.s1 p'uedc q:lt'.rLdct'sc

a todo C. camo urut, t'rnci,órL rrrcront.ort'q t:uyas úntcos sin gtt,l,ori doda:s -'ort polos

s'intpLc.s en.

'rt +p I
Tt1

y c.on. resi.duo iquctl a

, ' t -, i' t (-,') / , ','1.[ 's1- t' '|2lLrrt, ¿\\/.to
\= 7¡

rlonrle i1: rnáx{ ffi - sl.0], l:r) es el m,ertrtr enl,era mo,yor tt t|l'uol o t: .4) 
^(o) 

r:-s

eL coef.ci,en,ta de ltins-P ert gQo)r(.uo)^ de.fi.ni.d o erL (2.7') y O cs eL pt irnt'.r octo.ttl c,:

dc l.a e.r.fera u.nil,ori.o, en, R'1' .

Su t¡alor (.n, 1¡n (:y.taro s: N: "1Í-t con Jf :0, 1,2,... a.ttá tJ.rt ¡lct pot

',\ \, r
t. \, - ^r f ;lV', l t:-.t. t,,,r')t4.. ,r.il

' '7t ^ t l'lJo

rJon t|.e, ,41 ¡(.o'¡ as t:L c:ot:Jici,cn.te de t' (¡rm+p) 
c:.r¡. q(.tto')r(.t:o)^.

Dem.oslrución. Por c1 Leura 2.2 r'las Oitscn'a<riorres 2.3 y 2.'1, sr: tierre 1a, igualdad

L- t ,

J(-s) : 711.r,,,)+-\j(s,r') - I ( ,'),rt,1.,r,1,fiter
y la. lórmula (2.8) perrliite escribir 1a contiluaciótt ¡rter otriorf¿t i'álida para I?(s) >
ú#j

,/(s) : ,7,1",lr) + ,\i(s,tu) +
\ 

l- - |\\

f l '\ \_ u I q',-t.t,\,r 'd-
f \t/ t^ m.-\-t.'-t'Jo'
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(2.12)

0<)<N.
J1(-4, ur) - s.

Corolario 2.13. (15]) Si Las Tto.rtes h,om.oqé.neas l¡$:)
j < nt, enlon,ccs

n

de .f (t:) so'n 'nulo,s 'po.r.a L <.

\,'emc¡s elrtouces qrte 1os polos c-ie J (s) sorr sitlples -v ocuLrctt ctlattclo r¡ s -
n+p- () +h):?t ip-1. con t.: \-' h > 0 u clriero. \ieremos rlrá.s adclalrtc

quecleliechonohav¡rolosin':-p-l<0¡'n+1Lr-lcstlivisiblepoLrr(esrlcrlr"
no ha¡ polo cuatttlo .s ! 0 cs rtlr enlerLo).

Calculer¡os ahora el resirlrro. Para s - trJ.1o. ftrnciouos ./¡(,s,rrr) v \'(s.ir')
son aml¡¿rs t'cgttlares, esta tiltirua para k .: I't- 1. pol io tanto sus rr¡sicluos sc¡r

cero. Ader¡rás, por (2.8) v para ctida ). cl residtro de,41¡(.s,ur) se olrlicnc cu¡rrtrlrr

el exponcnte cle 'Ll es <rt:r-o, cle donde l¡ - I - ). ]uego

1t-lt"s.. ., \/\r-.,, - ; l l) rotJ"t6 ''¿-.
ttl Ja

E1 rango de .\ se ot¡tieue corsiderando 0 < h.: l, -.\ ! n l (lr. 1)). qrLc ) > 0 r-

que l- rr +p - zn.s. Arlerlás. si -s f 0, 7, -2,... el cocficierte hirr,,rrrial (l'l ns

no nuio, y surrarrclo sobre ) se obiiene (2.10).

Pasando al r.¿ilor en erte¡os A'I 0. se tienc I - n+p+niN, ¡'il valor-J( N)
se caklrl¿r usanr-io la expresión

Jr-.\r- l,r lrn(i,1..rt \u,'.ur if .')rlr'.,1)..- .- \'\ "\ \/ I

Por el Lcna 2.5, 1lara l; - | i 1v para todo tir > 0, sc l,ir-'ne

,!3...\i 
(. u) - 0

Para los valores cle (l),lf¡(s,u) se corside¡an dos casos. Para ) > N, cl r'alor

está daclo por la fór-nula (2.9). Además, el Leuia 2.8 irupliczr r¡tc son nuios los

tórminossiN<)<A'+#.
La Ol¡servació¡L 2.11 implica que para 0 < ) < ,v. ( ,")ltl¡(s. ii') es rcgrtlar, -va

qrrc el cxpouerrte clc u es positir.o para todo h. Por e-slo

/ \'\
lrn, (', )ll' \',, (r

u !- \ \/

,]1t.,I,1\,r,(,, ,) : ,11:i.

de dorxle se obtiene (2.11).

'r(-"'r; : * ^** 5+fr /,'1,,', r''(o'1N r1o



cApÍTriLo 2. coN?INiTACIóx rir¡¿Ro¡ron.FA DE INTEGItALES 1i)

Demostroci.órt. En i'stc caso las potencias de t, qlle aparcilen cn r (i.'o) en r-crz cle

col¡c¡z¿r.r c.rr r,,,, ). comir:nz¡rn eu r,"-l) ltol lo c¡rr: /) 
^(") 

- 0 sj I > rt2+rI. Ll

'I'aubiél porletttt-rs derlucir eu citltos casrls una versióll llala itltcgtakrs clc la

velsión conegida clel trabajo clc Clien v Eic

Teorerrra 2.74. S,:an. cr (.r;) y,J(r:) polinomios, o,rnltos t:tt 'tl,no o (tn, ¡l¡.a t'orialltr.
r¡ur: safisfrLu.tt, Lo ltíyt ritr:,si s IL Entortc:cs para g(t:) = 7 se t't cr¡'e ln rcl'nrt¡i'n

(aeg(o) + der(i])) ./(0: oli. 1) : deg(o) ./(0; o, 1) + dcg(p) '/(0: il 1)

Dernr¡stración. Corisidererrtos prillleranrente el caso de una vnriable. es rlccir. p : 1

Por cl .]-eoretna 2.12. el r.alor de la inicgral para estc tla.so se cottsiclcra tomauclo

Lr- {ll.'lr-r¡l ,' 
i

J(0; ./, ir : -E*¡,1¿(1:.F), (2 13)

clordc

llto: /): '/"' r(o)
t,,,tn )

t'ara./(.r) :,r(r)r3(z), cle grado 1tt\+mn, se tienc.f,,,1,,,,(o) - o,",(o),4,,(o) v

f-,-,-, t(.o) : a*,(.o)3^, t(.o) + rt *, - ¡(.o) p,,,,(o)

1a cu:rl irLrplica
.{l(a; oil) : -11(a, a) +.4¿(o; P).

Io c¡re ternrina la demost.ración cuando p : 1, en visla de (2.13).

Sea ahora p - 2. Pot el Teoreua 2.12. el valor erxplícito cle la integral 'i (O; l. t)
CS

rres(,/).J(0r l, 1) : lo¡r",fta.+l IuGt";f)a,
. [ 1,,-r'o ,t. , | [ ], ., o'-,to

J" / t-) 2J,.[,t"t
Paru J,., - or ¡ ,' /). ,1e ¡t,,dn n ¡ n'r' ''' Ii' llen:

l-,n,-, t(o) - o^,(o)0-,,(o) t r,',,, -1(a)J-, (o),

f,,.,+,., :,(o) - ,:i-, (a)11,", 2(.o) i o'-, t(.o) 0---r(o) + a,",-2(o) 3-.,,(o)

de donde

.4?(o: aB) : Al(o: n 1 + A'i¡o., ,t¡ + 2"--: '\,1:2-' ,lt) .
,t , \\. / t,, ,\O )

.1](o:oú) ,41(o; o) +-4](o;J1 + "":-'(,1\,Ju-' '('),.r.". " n,,. \o)t..,\o)
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Firalnerrte, en ia cxpresión cicl valor el cero, los coeficiurtcs Al(o; [) t Ail,o. [)
i:st,iíu ¿ur|ececlidos por facl,ores -1 ¡' j rc'spectivanente. 1o qutt cotrcluvt' 1a rll
n.rost ración dr:l tcrirtrrr¿r.



Capítulo 3

Continuación meromorfa de
ciertas series de Dirichlet

Una serie de Dirichlet es una serie de la forma

.1.¡: i",^;",
en la cual o.¡, \¡ ! s pertenecen a C, )i 10, y en general, se considera $?(s) >> 0.

La función F(s) se supone analítica en un semiplano derecho. Está implícita rrna
rama del logaritmo para calcular )i' : 

"*p 
( - s log(,\¡)).

Sean /(z),9(z) € C[21,...,rr], con / de grado nr > 0 y g de grado menol o

igual a z. Además supondremos que / satisface la hipótesis H. Veremos que

z(s, f ,g) ,: \'s@)Í(o)-"
d€N6

(3 1)

es una serie de Dirichlet absolutamente convergente para J?(r) > # que posee una
continuación merornorfa a todo el plano s. En este capítulo, nuevanente siguiendo
a Mahler [6], se usarán los resultados del capítulo ante¡ior a fin de encontrar r.alores

y residuos de Ia seric Z (t; Í, S). Para poder aplicar tales resultados se usará Ia.

Proposición 3.1 (Fórmula sumatoria de Euler-Maclaurin). ^9ea F : la, ü] -, C
una función K ueces cont'in,uamente d.i.f eren,ci.o,ble- con a, b y K e N, con o. ! b.

Entonces ([9], pe. tzZ - lZ8)

i o,,, - fu np1r,* F(o) r F(b) * H 4 '- lF{,,r4) - F{j'ro))

=_, 
rc 2 ' L,u li t t¡t'' "

*tV*' l.' erle @) B K(t) d.r,

18

(3.2)
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d,onrle b, es el j-ésimo ntimero de Barnoullz ,g B¡(t:) es La l{-ési,m,o, .funt,ión, peri,órli
ca tl,e Bcrnou,lli, (crten,s'tón peri,ódila d,el K-ésim.o polinom,i,o de Barn,oul,l,i cort per.í-
odo l).

Da.most.taci.ón.. Recordemos que Ios ¡:olilornios 1, nrimeros de Bernoulli b,, (r:) están
definidos por

19

, ^aL

a=: t b^@);' ü- : ¿r-(o). (3 3)

La K-ésima función periódica de Bernoulli se define como

B¡(r+7): sx(r) paratodoreJR, By(r): á¡(r) si 0<¡ < 1.

Tenemos la relación para la derivada ([1], pp. 80a - 805)

B'^*,(t): (m+ l)B*(t).

Por inducción sobre 1l: Si K:1, sean tal que n,nf 1 € [a, b]. Integrando por
partes se obtiene con B1(n): a - |."] - ],

["*' '1'70'- 
F(n -r 1) -r F(n) - ['-' ''r'\',(,)0,"J" 2 l"

Si srrmamos sobre n obtenemos

P - F(o) + Frb) :a P
I Flz)dr - L Pt")- | F'¡.rtB,1r¡tu.

Jn

Sunrando ru{g 
^ 

ambos lados se obt,iene

f n,,, : 
f.o 

reta,- /r(a) F(ó) 
- l"o 

r'¡,sa,G¡a,.

Supóngase la fórmula cierta para K : r. Nuevamente mediante integración
por paxtes, con ?1 : p?)(r),d,u: B,(t) d.r, se obtiene usando (3.3) yr b"+r :
B,+r(0) : B.+,(1),

I nt,t6¡o,p7ar:
¿,n,(r(')(z- r)- r(,r(n)) _ I /"rr¿,1"rrr

'+l-- '.'J" 
F\'+') (t)B'¡1(r) d'z 

'

r La Biguiente ecuación es válida para r 2 1 ya que ¿, (c) :(-1)'b,(1 -r)yD"=951 ¡¡3
es impar (111, pp. 804 - 805).
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de donde, sumando sobre n desde ¿ hasta á - 1 se tiene

t 1\r+1 ¡h
',-tt I Ft )(".\8..(r\¡l¡ _rl .1.

t-t¡rtl / f¿ \' r/ r,, r(Frr)(¿r) _ tt'tio)) _ i F("rt)(x.)8,*¡¡.r1ri.r.),
1r + l.¡! \"'r ro /

y por tanto,

i r,,, : furk) o, * F(a) + F(b) -, $ u, ..' (Ftj)(q - Fu)(a)) -!
t 2 l-1; -1¡tt' t'

)=1 "
(_1)'+'b.+r (F(') (¿) _ Fk)(¿)) * !_r):i: fb p\,+t) ¡a¡n"*,(r) d.r.

(r - t)l (r+tJ'. J.'
Si r es impar esto demuestra la fórmula para I{ : r+ 1. Si r ) l es par, ó.+l :0,
por lo tarto la fórmula también vale en este caso. !

Necesita¡emos una versión en va¡ias variables de la fórn.rula de Euler-Maclaurin.
Paxa esto es conveniente dar la

Deffnición 3.2.

!'rr'l --»2-"tqF@)'
ueN6 @€N¿

donde N¡ :: N U {0}, y a(u) d,enota el ruimero de índ,ices d,e u 'iguales a 0.

Por ejemplo, si p : 1,

' F@ :;F@+ r(1) + F(2) + .. : io,o, * i.f"l.
Sip-2,

I'rr") - \ F(m,n1 ,i\,rt0,"7- j!rr",,o; jr1o.o1
n,n=O m,n:l ¿:l m:l

Observación 3.3. Imponiendo a = 0, b --- m, F integrable, F(K) integrable y

3' /¡oo I(- I h. .. .- I -1 J< .1 lú

E "t", -- J" 
r{,)a, - I ,rfh F(t)(0) + t+, 

J" 
Frn)(r)Bx(,)dr,

(3 4)

»
¿€No



l( 
^*f rrnl - f / Q¡q.t)F'L'(t:)dt.

n=0 L=oJo

., l1- -t 1<¿<K-1.L:t L L-oóL-K,

( t. ¿:0.
,,r,.)_J J:+ r=L<K-t.

| 1_ 1\7r+r 
''

( ';1-Bxr'\' L=K
Nos concentra¡emos en series de Ia forma

3,
L g@)f(,)'',

u7',,,uÍ=a

aunque frecuentemente nos interesan series de la forma

! a(")i(")-': s@)f (a)-",

o de la forn:a

! v(,)/(,)-": g(u)f(,)-".
o€r,rE

Fr(y) : F(vr), (3 6)

donde (g7)¡: O si j É 1:, (Ar)¡:Aj si j €T. Si 7 es vacío entendenros por F7 Ia
constante F(0). Entonces

I .(,) : »2-p+trt D' rr(,),

CAPÍTUL} 3. C)NTINUACIÓN A,\ER1M1HFA DE SERIES

donde Ia srrnla converge. La igualdad

21

permite reducir la. fórmula. (3.4) a

donde

(3 5)

\-
^1-

\-
lJ

Afortunadamente, se puede establecer una ¡elación entre estas series y la serie

I-u*5'F1r¡. Definamos pa,f- T c {t,2, .,p} y una función F : Rp -r C la
nueva funclón F.r : IRr -- C mediante

,re N§ uÉN6'

(3 7)



(loncle srrponenlos que las scries (lc la clcrc¡cha colvelBel, la sutna ¡ecotre to(kls l(ls

srrl:,couiuntos prr¡;ios ? C {1.2.. p} "v l7 denota la cardirralidarl dtr T Si7es
lil lo <,'r'trri''l d' f' ,, f,f-i I Ul.

Para tlcmostlar cslo. tolnenlos llll L, € N6 l clefirranos e1 con,iulrtrr

.C(r.) :- {i : a, / 0, 1 < .j < p}.

AI larlo izqrrier-clo rle (3 7) aparece una vez F(u)' Ai l¿rdo dcrecllo apalt:r'e F(';)

"*a.ci,arrentc 
para los 7 tales que S(u) c T Aparecc cott el peso 2-?'+T (1ror el

f¿rctor de la lxirtcra suura) tnultiplicaclo por 2 r ? 1- 's(@)l) Pot encic, cada Yr:z qtre

I(ra) apnrece a la clcrecha. Lle.'a el pcso 2lr+ls(u)l Conro hay exa'rta'mcnte 2p-"§(")

,ut,,o,,lu,rtu, cLc {1,2.....p} quc corttienen .9(r"'), el peso total cs 1 a'l igutrl que

al lado izc¡rierdo.
Poniendo I{1 - ... - t{p : K (cionde el valo¡ dcl etrtelo 1l sc elegirá más

adeJ.antc), la generalización de (3.5) cs

t
.€N3

^ 
\ t. " a.,.ftt.trt..¡,, I I >_ l..e',."---+,1

lt I: l, n

CAPÍTULO 3, CONTINL'.\CIÓT'"I'T¿NOITT]NE4 DE SENIES 2')

(3 8)

en Ia cual

L:(Lt....,t,r), ¡' -(,1-'r, ,L't), lL' =Ll] +L',,. QtQ:)-l{r;r-,1,r',1,
j=r

¡,todas las iutegrales se suponen allsolutaucnie conl'ergelltes'

Slcaclal,lsalisfacel<[,¡111-1.toda'slasintegrak:si¡g¡¿1¡]¿-ellueclcn
evaluarse ¡,a cge Q¿ (:r) e-s corstante' lo que cla

.lu, 
"r,.,,r, #:h,t',¡ 

.. ctt,, - (-1)' ¿iú #:hl,:,
cloride

/,¿+, _ ii ,,,.-,
(I.+,t)1 r_f tr,+t I

Si /, es lal que aigún -L; cs 0 y Li < /{ para todo i, 1e a'socriarrros f -- {j : L¡ -
0). sea /17 el coniunto de rnclices L asociados a un mistno J. De r.st¡ Inaneta. cada

í peri,"rr"<,e a un ítnico Lr, -l' Lrl - Q{ - l)P rl Tenenos ¡tara L e L1'

1","n,.,,,#har1 d:ro: (-1)o 'o, 1,.,?149'o'
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cloncle (con la notación de (3.0))

rtt r.!' , (":! ) ',tr¿Dl
');t' \ '',' /t

obtclienclo fi nalr¡cttte

cior}(le en ia slrma sobre 7. cste lcco¡le todos los sullc'o]li ltr tt os |ropios t ;ro

lacíos cle {t, Z, , pi En 1a sttnra I¿. ¿. se recolrcrt ttic'los los ¡r-trplos L -
(L:,L2,. ., f-o) e Ñ6-.o" L¿ < .I{ para toilb r < ¡ < ¡ty I'i - 0 <+ ? € T En la

últirrru ,.,rru i, e Nfl satisfacc L¡ ! I{ . xtu igualclarl para al rtienos rtn írtriice i'
La antr:rior puecic aplir:arse si F(z). cor J € Re>., cs tal qrLe )a's irLte¡lrales a )a

derccha convergetr absolutamcnte' 
"v

f'r I r,'r, f -I" 'La [^!!-' 'r, ':t r{

11,. L'o t 1't' "t" a

-" i r ," o'F1t' \- / q' ' "' fltn'' ? ; t-'t'. '* ,o ,,k,,,L"'

AL FI,]\
lin ' ; :(1.
. -- ,?.¡i' . dr¡','

\Ll:0.1....,pt{.

Lenra 3.4. Sca I e N1,] y F (.t:) :9(z)l(r)-' Entt¡¡¡'ccs

#!fi - 4!! rt't ".I(,:;"P(')/('r)-("+')' (311)

rl,ont).r: Pl") (t:) es ttn 1toltnr-trrt.i o ", 
¡ : (.t:1, ..rr') con coeJicientcs ':n C d'e grod'tt

,,orO, ,, :qt,al ,t t, ,t.t - Ll el t \1t ttUmt ,' t' ncqÜ:itn P,- r -- l)

Dent.oslració¡r. Iror inclrcción sobrc cl lúmero dc clerivadas lll:
Si lt :1. ertonces t)L Ff At:L - 0Fl0t¡ para a)grin i pol ianto

It: 1gr,t¡ ....d/(.r)
, -, Il "-' ''g(r\l(t) ' ;,ot" (/.t

'1' ' /,',,-' ( ,")".' r,rJr, ' r.
o_1,, \ r ,/

t1')(,)- d,)!! (3.12)
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es un polinomio en r de grarlo nenor o igual an+ m_ 1.
Supónga.se que Io antcrior vale para l.Ll :, > 1. Derivanclo Ia ex¡:resión

atL),F 
!x:) _ a,1ol,) 

¡ t,l_" * i ( 
. " ) oy,1,; ¡1,1_r"*o,1tL a.rL i\")' 

¿ -/J\.

poniendo ej : (0,.. . ,0, 1,0, . . .), con el 1 en la coordenada j, se tienen

o (ott:sb),.,-,-"\ - /ár¿'t'c(r)\ ^.ar,\ a"' 'tt') ', - (-77ü )f@"*
/-s\ Al¿lg(¿) ó/(r) r/-\-(,+r)
\t ) Art 0t, """ '

*,(or',,.,to¡-,"*,.,) - (*,rf:,",) !ft¡ t"+» -
"*J \ ./

¡s , u\ r!)Q) o !(') ¡g1 '"'"*,, , u t r.' dr, ""

Por tanto se obtiene

,L# : *(#.rr,;-' -I (;) nrr,r71,¡-'"*a)

: (WP) r @)-" + 
*(-;),r,.,,") /(z)-G+'),

donde

+f",,, ,,: 

{
y por hipótesis de rnducción, se concluye que rj'].,1"1, fl'].., (") y -aj!+"l)(z) son
de grado nrenor o igual a n+m- (r 1-1,),n+ntu - (r + 1) y i + nt,(r +7)'- (.r +7)
en r respectivamente, lo que demuestra la afirmación para r + 1. !

Observemos que Ia hipótesis H sobre /(r) implica que su parte homogénea de
grado más alto es de la forma

APL') lr) - 6 L g\x) 7ft¡) ,. _ l
0t, 0¡L 0.r"

ael'f Ot r,, D\,-t) t.,.\ a ¡ @)
Ar, ' 't'' \'L) Ar; ' 2!u!r'

,,p\"-,¡t-tof(r)utL t, I -á.]. u--t'+1.

f^(a) : o,yti + ... + aori + h(r),
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donde cada a; l0 y h(r) es una suma de monomios mixtos de grado ar (h podría
ser r.rula). Esto se dcmuestra restringiendo /-(r) al conjunto

S; : {c € JRPro : r;¡ : 0,i, I j,r¡ l0}
y obscrva.ndo que /(r) I 0 para r¿ € Sj por la hipótesis H. Por esto, si 7 C

{t,2, ..,p} cl grado de fi(g) definido en (3.6) sigue siendo n¿ (en las variables
restantes g¡ con j e I) y fi. siguc satisfaciendo la hipótesis H (si 7 no es vacío).
Por esto podemos aplicar el Teo¡ema 2.12 del capítulo anterior a. cada sumando
de la imagen de (3.11) bajo Ia definición dada en (3.6), es decir,

ffik,tu)r,rar"y:41ff rt,) '* fl (-i)*rr t,ru)-G+'). (3.13)

y obtener la siguierte2

Proposición 3.5. Sean f(r),g@) € C[rr,...,tof, con J d,e grad.o m > 0 que

sati,sface la hipótesis H g g d,e grodo menor o igual a n. Sea L €Nf, tal que algún
L¡-0, y seaT: {it Li:0\. Entonces

I hlLlI *-G,tutl,(v)-')dvJRlooA"

conaerge para $?(s) , a+A y se erti.end,e a una función d.e s meromorJo. en C
con polos simples en

"_n+lTl-lLl-(., t:0,t,2,..., slO,_1,_2,....
n7

Su ualor en el punto regular s : 0 es

Ir"ffiwrrt,{u)')aul" . : l.r"ffrr¡,tu)' dal":o

.**+" 
^i' 

(;) Í.,o,o^''(o) h'*@)-' do' (z M)

dond'e i, : máx{ f lI]/m.l - u,0} , 07 es el primer octo,nte d,e la es.fera rt'n,i'to'ria de

Rt, /r,- es la parte homogénea de fy d,e grodo mori,n¡aL y D¡,"(o) es eL coefici,en,te

de uñt'-l'rl en (rl)r^)r(uo), con r d'ef'nitl'o en {2.3) y el) ae¡ntao en (3.11).

2 En la siguiente ecuación es importante ¡ecordar que la nota"ia" ffi (fr) es una abreviación

d" (##(,)), (ver (3 e)).
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Demostración. Aplicando a la itlentidad (3.11) el homomorñsnro F --- F7 que lleva
funciones con dor.ninio lRp a funciones con dominio 1R", obleneuros (3.13), donde

Py).: ey))r. La inregral

¡ ot'b'-tu) ¡,g¡" aa,
IDT O1l"

admitc una continuación meromorfa (con polos como se indica en la proposición)
por el Teolerna 2.12. Para z > 1 frjo, el mismo teorema nos da Ia convergencia
para h(s) t d#A ¿u

G,(s): G,,ur(sl,: l*,r!).Ol f,@)-G*a ¿u,

y su continuación meronrorfa en s. AI verifica.r que s : 0, -1, -2,... son puntos
regulares ae (-j)C,(s) es necesario notar (si s + lz > 0) que el factor (1") cancela
el polo proveniente del Teorema 2.12.

Para obtener el valor en s : 0 ae (l)G,(s), notemos que G,,(s) tiene un polo

sinrple en s:0 para 1< y a t1A!!. Llamemos su residuo,R,, Consideranclo el
factor (l') obtenemos

m (7)""«o :t-!' R.

Para aplicar el Tcorerna. 2.12 observernos que el grarlo ae pl')-@ es a lo más
n' : r¡, * mu - lL]. Couo nos interesa cl residuo de G, en s : 0, resoh'enos

. rl +lTl- !

loquedal=n l¿l +17 y
ÉlLl+lTl

\-1- ( . )i t.)¡,"¡o)[¡,, 1.r)-'do.\ ¡ ./ Joeor
(3.15 )

Sumando (3.15) sobre z, se obtiene (3,14). !
La siguicnte proposición, aunque casi dcmasiaclo obvia, nos será. nccesaria en

la demostración del teorema principal de este capítulo.

1

m

Proposición 3.6. Paro, ¿ € Nr' 9 r € R¡l¡,

AL

- 
(s(")./(¿)-" )o.r"
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es ttna Junción enteru de s. Su, ualor en s :0 es

27

(3. i6)(fl,,n,.,,,t.,, ")1,,,)1,,- o#!,,,

Demostración. Por hipótesis H sobre /(z), la expresión

aL, .-. ",;-; (9(r)"/ (¿) " )o:t:"

para cada.p-tupla r; e lRpru es una función entera de s, pues /(e) f 0. Para z : 0
se ticne

fr @av anl,=,: W/(o)-" + 
É (;) "r',,, /(o)-G+'),

y como el coeficiente binomial (1") es u" polinomio en s, evaluando en s : 0 se

obtiene

{elsurror-..fl (;)r*,,0)/(0)-G..)}1.: "-ffirot 
!

Ol¡servación 3.7. Si 9(z) : "Y' ,{'. donde cada ,44 > 0, el lado derccho de
(3.16) es nulo sah'o para .L : X,t : (lt[t,. .., Mo), pues:

Si L¡ < M¿ para algún i, la derivada )Lg(r) : C¡x\' . ' .r| es tal clue r'¿ > 0,
y 0"s(0):0, Si ¿, > ,41¡ para algún i, á¿9(z) = 0, pucs se deriva res¡:ecto cle r¿
m¿ís veces que el grado de ésta. Finalmcnte,

Para evaluar los términos de (3,10) en que algún tr¿ es igual a. K, se debe hacer
algo distinto. Esto, ademrís, da¡á un va.lor mínimo de K a elegir.

Lema 3.8. Sea L taL que algún L¡ : K. Lo integraL múltipLe

lo'",u'r\ff rar"o"

donde lL'l se d,efi.n,e en (3.8), es conuergente poro |)?(s) , oili4 PaTa K > n se

tien,e

I o,blat\@\ ¡61-" a,l = oJR!" ox" l,=o
(3.17)
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Demostraci,ón. La, hipóiesis sobre L implica que no todos los Q¿' (r¿) son constau-

tes, pero están acotadas Por una constante Cr que no clepende de -s:

lQ¡Q:1)l < Cx.

Por otro lado, mediarrle cl canbio a. coordenadas "esféricas" (u, o) dado en 2.2, Ia

desigrraldad p-l+(n- lI'l) - nr.n(s) < -1 da el scmiplano de convergencia. La
Iripótesis sobre tr implica ll'l > K > n, y como 9(z) es de grado a Io más n,

6lt 'l o¡r¡
oÍ"

por Io tanto, basta tonar K ) n i 1, y ia intcgral es t¡ivialmente nula. n

Lema 3.9. Sea L Lo,l, que al,gún. L j : K. Para u / 7, kt integro,l, mríl,tipLc

(i) 1...r,o, 
r!) pl ¡ 1,¡-a*"t ¿,

donde lL'l se define en (3.8), es conaergente para $i(s) , n+tlL'I. Para K > nlp
se ti,ene

(-)) l-, 
"n"o, 

rltp¡ ¡1x7-a+.,,1":, - o (3.r 8)

Demostraci,ón. Por el lema anterior, Ios Q¿, (r¿) están acotadas por una consta,nte
que no depende de s, y mediante el cambio de variable en 2.2 se obtiene ahora la
desigualdad

p - 7 't (n, + mu - lL'l) - m(m(s) -t u) < -1,
lo que da el semiplano de convergencia ft(s) > tfrM. Por lo tanto, si K ) n*p* 1

la integral es regular en s : 0 ya que

lL'l>lLl>L¡:K>n+P'
El fartor (-,') nos da entonces trivialmente el valor 0 en s : 0, obteniendo final-
mente (3.18). ¡

Por 3.8 y 3.9 se obtiene entonces:

Proposición 3.10. 5e¿ I{ un entero con I{ > n+ p y sea /, e Nfi fal que algún

Lt: K. La integral
I AtL'l
I Q,t,) fioQltt Itr1'") d.r

/n,,"

dond,e lL'l se d,e.fine en (S.8j, es regular po'ras : 0, y su ualor en, este punto es 0.
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Finalmente, Ios resultados obtenidos en las proposiciones 3.5, 3.6 1'3.10 pcrmiten
concluir:

Teorema 3.11. 
^9e¿ /(o) e Clel un polinom,i,o de grad.o m> t) cn p uariabl,es quc

sati.sJace la h,ipótesi,s H. y seo,g(e) e C[z] un. polin.onú.o enp uari,abl.es d,a gxtd,o

menor o 'igual a un entero n / 0. Entonces La t'u.nc'ión

z l"; l, d = | s@).t@)-",: » 2 a.) s(,).f (a)-",
,€NB o€NB

donde a(u) denota el n.úmero de índines d,e w i,Et"alcs a 0, cs conaergcnte paro
m(r) > #, g es una función regular en este dominio. Z (s; f , S) se ettiende a todo
C en una función merotnorfa, cugas úni,cas si,nguLaríd.ades son polos si,mpLes en los
puntos

n,) p-{
s : 

-:

m.

Su ualor en s :0 es

( = 0,1,2,..., s I0.-7,-2,...

nlp n+p jtr / I

z(0:l,g) : (-l)e t )] c¿i:f ¡or+ / u{r)/tr) 'a.rl
Lr-r Gt ot' JRlo t" 

o

-f ,-,)P '"r I o,, [_#trrünor\ool (3 ]c)
t tZ,. Jklouy" l"=o

d,ond.e Ia suma sobre T y L € L7 es como en (3.70),

'':fr-,"af*
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la integral soóre Rlo Íue calculada en el Teorema 2.12 y las inlegrales soóre IRlo
en la Proposlción 3.5.

Demostrac'ión, Fijen.ros un entero K ) 1. Usando el Teorerna 2.12, los lemas 3.4,
3.8, 3.9, y las proposiciones 3.5 y 3.6, vemos en (3.10) con f'(z) :9(z)/(r)-", que
todos los términos tienen una extensión merornorfa d semiplano n(r) > ÉF{,
con a lo más polos simples en ": 

a#f ,s I 0, -1, -2,.... Como /l >> 0 es

arbit¡a¡io, obtenemos la continuación meromorfa a C.
Para F(r) : S@)l@)'en (3,10), fijemos K > n*pt 1. Esto nos permite

evafuar Z(0; f , g) como suma de los 4 tipos de términos del lado derecho. El térnino
Arr"f(") a" aparece sin cambios cn (3.19). Lo mismo va,le para los términos del tipo

[o,W ¿y. Los términos #¡¡elP l":, están dados por la Proposición 3.6.

Por último, los términos [wg"Qr(r) *P ¿, son todos nulos en s : 0 por Ia
Proposición 3.10.
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El Teorema 3.11 se refiere a series del tipo

L s@)f(')-".
ut, 

'oP=f)

aunque también nos interesan series de la forma

\-,.fvrutl(,:r-"- ! s{¡),f(,r)-".
i'€NP ut- 'ub:7

y también

! v(,)/(,)-': i s@)f(,)-'
d€NB or,.,@P:o

La relación (3.7) demuestra que la primera parte del Teorema 3.11 va.le sin
cambios para series de Dirichlet del tipo f.n¡¡ 9(o)"f (cu)-" El valor en s : 0,
naturalmente. tiene una expresión algo distinia."

Series de la forma D..o, g(")/(r)-" se reducen a !..^, !(Lr)/(ir)-, poniendo

i@r,...,r,) : Í(q+1,...,rr* 1), i@,,...,r,) : s(q+1,...,2,*1),
notando que / satisface la hipótesis l1 si / lo l.race.



CapÍtulo 4

Valores en s:0, p - 1 y p:2

En este capítulo usarenos los resultados de los capítulos ante¡iores para dc-
mostrar algunos casos de nuestra corrección conjetural del trabajo de Chen y Eie
(ver Introducción) respecto del valor en s : 0 de

Z(s;l.s) - \ ol't)Í(ot-".
¡reN6

Teorema 4.\. Sean a(r) g B@) polinorni,os, aml¡os en una o en d.os oaríables,
que satisJacen la hipótesis H. Entonces para g(r) :1, se ti.ene la relación

( aeg(o) + des(13)) Z (o; d 13, 1) : ctee(o) Z(0; o, t) + deg(B) z (o; §, t).

Demostraci,ón. Consideremos prinero el caso de polinomios en una variable (p =
1). El Teorema 3.11 con p:7 y n: O da Z(0;f,1): J(0;/, 1) ya que dos de
Ias tres sumas son vacías (recordemos que ? recorre los subconjuntos propios y no
vacíos de {t,2, . . .p} y que J(s; /, 9) está definido en el Teorerna 2.72). El Teorema
2.14 concluye la demostlación para el caso p: 1.

Si aplican.ros el mismo esquema al casop: 2, sólo es trivialmente mrlo eI primer
bérmino. El Teorema 2.14 mrrestra que el término [oi"f @)-" a, tiene ia relación
correcta cntre los casos f - "0 

y .f : a o f : p. Quedan solo dos términos por
considerar: ¿: (1,0), T-{Z}V ¿: (0, 1), 

": 
{1} El siguiente cálculo permire

terminar Ia demostración. n
Proposición 4,2, Sean a, 0 pol,,inom,ios en d,os uo,ri,ables que satisfacen l.a h,tpóte-sis
H. Entonces para T - {l} ó f - {2}

(des(o) + deg(Bll l"*ffia"a)-" 
pr@)-") ool"=, :

a"eot l, ffi¡",ru) ")aul"_, + deg(p) l,*ffW,ar"l rol"_"

31
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Demostración- Haremos sólo el caso ¿ : (1, 0), T : {2} , ya que el otro es idéntico
si se illvierte el orden de las variables. En (3.14) Ia prirnera suma es rurla pues
involucra derivadas de 9(r) :1. Como l7l :1: lLlV " - 0. sólo aparece el
término con u - I y \:0. Como Or: {1}, el valor en cero de Ia "irrtegral" sot:re
o e O.r: {1} cn (3.1a) es su valor en a : 1. Por lo tanto lenemos

-d"so Í, #(/'(v)-") ,rl":,:#:á, (1 1)

donde D(/) - Do.r(1) es el coeficiente de rf-1 en (el polinon.rio en una variable
,r)

Pi\tr,l: %l
dxt 1,.:o

(ver (3.r2)). Pongamos mr : deg(a) y mz : des]3). Para /(z) : a(r)p(r), de
grado m.1 + m.2, se tiene por lo tanto (sencillamente por la regla de Leibnitz)

yl :9"I .oo,r,\.yl .o(0.¡z).
1tt ,,:o 0rr ,r o ár', l,_ o

Tomando el coeficiente de grado (maximal) m,l + m2 - I en 12, se tienel

D (" il - D (a) tj^,(0, 1) + D (B) a^., (0, 1).

Finalmente,

_ n@) 0-,@,t) + n(0-a-,(o,t) _ D(") _ D(P)
É-,(0, 1)o,",(0, 1) a-,(0, 1) O",(0, 1)

1o que termina la demostración de la Proposición en vist,a de (4.1). !
Aunque el Teorema 4.1 se refiere a sumas !', es fácil extende¡lo a otro tipo de

sumas. Pongamos

Z*(r; .f,s) ,: !o(").f(,)-'.
@€N,

Zx"(s; f , d,: !c(,),r(,)-"
d€N6

Corolario 4.3. Seo,n a(r,) y B@) poLi,nomi,os, ambos en u,na o en dos uariables,
que sati,sfacen La hipólesis H. Entonces para g(r) :1, se tien.en las relaciones

( deg(o) + des(B)) Zm(o; a§, t) : deg(o) Z¡ (0; o, 1) + des(il Zn(o; p, t)

v

(deg(a) + des(É)) ZN"(0; oÉ, 1) : deg(a) Ze"(0;a, r) + cteg(p) Zy1"(018,1).

,i-' +", (0, 1)

I Aquí se usa )a hip(rtesis Ii y 1a observación hecha atrtes de la Proposición 3.5.



CAPíTULO 4. uALORESE-N.s : o, p - 1 Y p : 2

Demostración. La igualdad para Z¡5o es una consecuencia inmediata del Teorema
4.1, la identidad (3.7) y de la observación hecha antes de la Proposición 3.5. Para
Z¡¡ basta cou usar la identidad, recién demostrada jurrto a Ia oLrservación al final
del capítulo anterior y al3 : al3. ¡
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