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Resumen

Eln. el siguiente trabajo estudiaremos la¡ ll¿mad¿s " Ecuaci,o nes DiferenctaLes fmpuLszuas con Argu-
lnento Constante a Trozos d.el tipo Generalizad o " (IDEPCAG). Estas ecuaciones son de la fo¡ma

Í'(t) : f (t,r(t') ,r(1ft))). tlti
t, ,:,.') ó,(" p;)) , 

"' ,:,' (0 1)

donde (li),a, es una sucesión tal que ti ( f¡11,Vi € I{ y lim¿-- t1 : o<,, lim¡--- tr : co. Pa¡a
ú : tt, Ia solución de (0.1) satisface la ley de salto

Arl¿=,, : r(t;) - "(úa) 
: O, (r1t¡¡¡ ,

donde se asume que el lítrite lateral izquierdo

z(tr):limr(t)
i<¡i

existe V¿, con i e N y r (tf) :"(t¡) está deflnido por

x (t¡) : t(t, ) + Qr (r(t' )) .

Para mayores detalies ver [S], l¿7] y lSt].
Eo el capítulo l daremos Los preliminares necesanios de la teo¡ía de ecuaciones diferenciales

irnpulsir,as y estudiaremos las funciones constantes a trozos y su uso en aproximación de soluciones.
En el capítulo 11 scniaremos las bases de la teoría de ecuacioncs dife¡enciales impulsir,'as con

argumento co[stante a trozos del tipo generalizado, Estudiaremos condiciones de existencia y
unicidad de soluciones mediante el uso de dos nuel¿s desigualdades del tipo Gronu'a1l-Bellmao, Ias

cuales extienden las logradas en 118], [19] y [42] para ecuaciones del tipo DEPCAG. (ecuaciones

dife¡enciales con a-rgumento consiante a trozos del tipo generalizado).
\Iás aún, deduciremos una fó¡mula de ra¡iación de parámetros asociada al sistema IDEPCAG

x' (t) - A(t)x (t) +B(,)x(1(r)) +F(t), t+t,
Ax ,-, - C,Xfr'l D.. t: r..

(0.2)

donde ,4(t), A(t) y F(l) son funciones continuas a trozos locálmente integrables y 1(f) es una función
constante a t¡ozos del tipo generalizado tal que

?(¿) : (". si ¿ € 1, : l¿,,r,+r). V/ € Ni

con f¡ .i t¡11' f.i I (; S f¡..1 y lim;-1- t; : .lco. Al utiliza¡ una tal función 1(Ú) se induce una
división del interralo

L : IÍ u It con 1,+ : l¿¡, (,1 v ri : l(¡, r¡+r),

por ende, una división de Ia solución en una parte a\'anzada y ot¡a ¡eta¡dada. A partir de la fórmula
de r,ariación de parámetros conseguida, Ia cual extiende a la conocida para el caso DEPCAG (ver

1.1.1] y [.16]), obtendrernos la solución 7-pedódica del sistema ?-periódico IDEPCAG semilineal

x'(ú) : ,4(¿)x(f ) + s(t,t (.t) ,r (3 (.t))), t + t,
AXI¿=,,: C,x(ta) +4 (r(¿;)), t:t¡.



En el capítulo II-I expondremos ¡esultados ¡elativos a Ia conrcrgencia de soluciones de sistemas

impulsivos con argumerio colr§ialrte a trozos del tipo geDeraiizado. Es decir, estudiaremos la exis-

tencia de un equilibrio asintótico para (0.2) basados fuertemente en hipótesis de integrabilidad sobre

sr.rs coeficicntcs, extendiendo así los ¡csultados obtenidos en [30] y [12] para ecuaciones dife¡er¡ciales

impulsivas.
En el capftulo Iy establecercmos condiciones para producir aproximaciones de soluciones de

ecuaciones impttlsiras por medio de soluciones IDEPCAG utilizando un argumento constante a

t¡ozos que aproxime a Ia identidad Es decir. aproxima¡emos el sistema semiiineal impulsivo

y'"(t): a1ft)y,(t) + Et(t.s(t)). t+tk
Ayi: qi,kyilt;) + Ii k@Jt;)) t:tk.
c (ro ) - vo

donde i : 1,2,. .., m, y A € N, mediante el sistema IDEPCAG

z',(t) : -a1(,t)z¡(t) + H,(t, z(1(,t))).
Az. ¿=-r(¿*) : -qn,¡z¡(1(t¡)-'¡+ 1¿ ¡(z¡(1(t¡)-))
z ((o) - 'o

cott i:7,2,....rn ,t e N, donde

H;(t,E(t)):ia,¡of ,o,ft)) + c; (f) ,

j-t

ral que q',¡ I t, o,(t), 4i,r > 0 Vf € R+,Vi € [1,m].V& e [1,m] y

lrl
r(t) :l;1,t, lr€I§, ¿>0.

Lol

Derlostrarenlos que al considerar esia función escalonada (la cual convelge uniformemente a Ia
identidad cuando d- * 0) obtendremos

suP Y(f) -:(¿) +0 cuandod+0
¿€u I

!-
sup s(t,) z((,) +0 cuandod+ 0
¿€R+

para ¿ € [¿0.oo). Los ¡esultados obtenidos en este capítulo son completamente nuel'os y extienden,
en el caso acotado, a los ¡ealizados en [29] para ecuaciones del tipo DEPCAG

Finalmente. en el capítulo V most¡aremos una simulación computacional de aproximación de

un sistema impulsivo del tipo CNN (Cellular Neural Netuorks) por medio de un sistema del tipo
IDEPCAG. La aproximación conseguida mostrará la veracidad de los resultados obtenidos.

t I 't(tr)t: tftt),
(o :1(úo)



Abstract

In the follorving work, u,'e u,'i[ study the so called "lmpzlsitre Differential Equahrtns with Pieceuise

Constant Argument of Ceneral'ized úype ¡' (in short IDEPCAG)

r'(t) : f (t,r(t),r (1 (t))). ¿ I ¿' 
(0 3)ar ¿=¿, : A; (r (t;)) . t : t¡

§'here (¿i),€z is a sequence such that t,<t,+r,Vi € N and lim,'- fi : co, lim¡- otr: co. Fo¡

¿ : fr, a solutior of (0.3) satisfies the jump condition

Azl¿:¿, : o(t1) - "(tl ) : Qr (r(t;1¡ ,

whe¡e it is assumed that the lateral limit to the left

¡ff;) : lim ¡l¿).
t<t.

exists Vi¡ rvith i e lf¡ and r (¿I) : r (1,) is defined by

x (t¡) : x(t, ) + 8r (z(t, )) .

(see [5]. laTl ¡, l51l).
In chapter I. we u'ill introduce functions $'ith pieceÍ'ise constant argument aDd its uses in

obtaining approximation of solutions.
In chapte¡ 11. rre rvill establish the basis of the theory of Impulsir'e Diffe¡ential Equations t'ith

Pieces,ise CoDstant Argument of Generalized t¡,pe. \\'e will study existence and uniqueness of
solutions, by using two nerr' extensions of G¡ons'all-Bellman type inequalities for ID-EPCAG case.

(See 1181, l19l and la2l) .

\\¡e will get a variation of pa¡ameters fo¡mula associated to IDEPCAG s,vstert

x'(¿) : A(¿)x(4 + a(t)x(1(t)) + F(t), t +t, 
r0.¿|

AXlr=r,: C"X(,ti)+Dt, t-t,

u,here,4(f), B(f) and f.(f) are pieccrvise continuous functions locally integrables and 1(f) is a piec+
l.vise constant fu[ction of generalized type such that

l(t): e ¡, if t.Ii: [tr,¿i+r), V¿€N;

wlrere f¿ < t+t'üle; ! t¡11 and lim¿-t-fr: acc. Wheo usiog suchl(¿) function, it induces a

division of the interval

I, : I¡ U f where r,+ : [fi, (i] and /,- : [(i, ti+l),

thus, it splits the soluiion into a retarded and an advanced part By gettin8 the ra¡iation of
constants formula fo¡ line IDEPCAG, which is a¡r extension of DEPCAG case studied in 141] and

f,l6], u.e obtain the comesponding solut.ior, ol IDEPCAG 7-periodic semilinear system

x'(r:A(¿)x(r) +e(i,z(t) ,o(1 (t))), t*t,
AXl,=,. : C¡x(f;) +.ri (/ (t,)) , t : t¡



In chapter 1.I1 we study convergence of solutions, i.e, existence of an asymptotic equiübrium for
(0.4) strongly based on ce¡tain iDtegrability conditions of its coefficients. These ¡esults a¡e an

exte¡rsion for the IDEPCAG case (See J30l and [a2]) .

In chapter Itrl, we will establish conditions to get approximations of the solutions of at IDE by

means of IDEPCAG approximating solutions, using a suitable piecewise constant ar8ume¡t that
approximates to the identiiy function. In other words, we will approximate the impulsive semilinear

differential system
y',(t) - a¡(t')a¡(t) + Ht(t,v(.t)), t/tk
La.i - -q¡¡y¡(ti) +4,¡(g¿(tk)) t:tk-
'c Oo) = ao

where i : 1,2,. . . ,rn, and .4 e l{, by means of the IDEPCAG system

z:(t):-a,(t)zt(t)+fl.(¿,2(?(t))), tlt(t,)
Azi ¿:11tu¡ : q¡,rzt(t(t¡)-) + 4,r(2.(1(t¡)-)) ¿:1(¿¡),
. ((o) :'o (o : r(to)

with i : 1,2,...,m, A € N,,¡'he¡e

H¡(t,y(t)):iao,1t¡¡,1s,t.t1) + c¡ (r) .

are such that qi.k+1,di(t). q1 r >0Vl€lR+,Vi€ 11,ml,V,ke 11,ml and

t+l
¡lf) : I d. ó>0.

L¿I

\tr'e $'ill p¡ove that, when considerirrg such step function (which con',erges uniformiy to the identity
funciion when ó tends to 0),

suP lY(r) - z(i) - 0 rvhen ó - 0
¿€R+

and
sr-rp ls(f,) -,((,) -0u'hená-0ICR-

for I e ff¡, cc). These results, in the bounded IDEPCAG case. are new ¡See 129]) .

Finally, in chapter l/ we q'ill sholv' some applications of the results previously obtained by neans

of a computer simulation of Cellular Neu¡ál Net\r'o¡ks systems.

VIlI
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Introducción

En [a0], ,a.D- MysáAis observó que no existía teoría pa¡a ecuacioles dife¡enciales con argumentos

¡eta¡dados b (l) consistentes de funciones constantes a trozo§ del tipo

r'(t) - / (t, r (t) ,2 (h (t))) .

Estas ecuaciones son Ias llamadas "Ecuaciones Dzferenciales con Argumento Constante a Tiozostl

/DFPCA,.
El estudio sistemático de problemas ¡elacionados Con a¡gumento constante a trozos se l¡1lcló

a coñienzos de los E0's. Desde entonces. 1as ecuaciones diferenciales con ar8urlento constante

a t¡ozos haD atraído gran interés de muchos investigadores de los mris rariados campos.\'er 128].

Nfotilados por [.10], en 114) S. Busenberg y K.L. Cooke fueron los primeros en iniroducir un modelo

matemático que ioolucraba argumento constante a trozos a fin de investiga¡ enfermedades de

transmisión r,-ertical. para ei cual utiliza¡on métodos de ¡educción a ecuaciones disc¡etas'

Las ecuaciones d,el tipo DEPCA fue¡on estudiadas en 123], por K.L, Cooke y J. Wtener et los

casos li¡eales ¡etardados usando 1(ú) : ltl.r(¿) : lt n] v 1(t) : ¿-nl¿] r'Iuego, en 127]. utiiizando
una parte ente¡a del tipo alternado 7(t¡:zl\'l; en l'18] por K-L. Cookev S.lvI- Shah para el caso

a,anzado 1(t) : [t+n] venl53] porl(r' Cooke¡' A'R AJtab'izadelt para el caso alternado (avance

y retardo) .,sando 1(tj : r-ip + *¡ 1,-1, donde ['] denota a Ia función parte entera v k'rn'n e Z+ '
0<A<m.

Cabe destacar que las solucio¡res de este tipo de ecuaciones son continuas, a pesar de que 1(f) no

io sea. En los extremos de los i¡rte¡ralos de constancia. estas ecuaciones gene¡an uoa ley recursira

Ia cual da origen a urra ecuación discreta, por lo que corresponden aI tipo híbridas ya que combinan

tanto propiedades de ecuaciones disc¡etas como de continuas. (Ver 15] y 151]). Al considerar en los

extremos una condición de salto. se da origcn a las llamadas "Ecuac'iones Dit'erenciales Impulsiuas

con Argurnento Constante a Trozos dcl tipo GeneralizatLo't (IDEPCAG)

r'(.t) : f (t,r (t) ,t (t (t))) , tlt¡
rr,, -,. a, G (r, )) t - t,

(0 5)

donde(t,),aresunasucesióntalquel¿(¿,+1,Vi€Ny1im¡-a-ú;:oo.Pa¡af:tr, la solución

de (0.5) satisface la ley de salto

a.L l¿:¿. : u (ri) r(úa) : Q' (u (út)) .

donde se asume qrre el límite lateral izquierdo

./(¡ ): lim ¡(t)

existe V¿, con, € Nyr(fX) : ¿ (f¡) está definido por

x(t.¡¡ : x(.t,) + 8r (r(f;)) .

(ver lal. l5l, lel, [10], [12]. l+zl, lstl y lrzl).



Capítulo I

Preliminares

1 Ecuaciones diferenciales impulsivas

Seanf:1RxR" -R",queasumiremosconti[r.layQ:,4x1R"-]R"clondeAesunconjuntode
Índiccs. (t.),., sucesióD de instantes de impulsos frjos tales que t. < 1,..1 con ái € R 1' 1im1-- l1 - cc

lim,-.--ú, : rr-.. Di¡eraos que una función ¿ es ll¿mada -'oLucióu de l¿r ecu¿ciórt diferencial
irnpulsirá

r'(t) : f (t,'r(.t)'), t+t,
A¡: ¿:¿, : Q. (i:(.tt )) . t: tt
r(z) :¡o t'B

sj ella es rDa fulció¡ continua a trozos con disco¡rtinuidades de prinera especie en los Puntos ¿ : ¿;

v dife¡enciable V f f t1. Para I : 1,, Ia solución satisface la lcy de salto

^u 
¿:¿. : r(¿') r(tt ) : Q, 6(.tt )) .

donde asumiremos que el lÍrnite lateral izquierdo

r/la): lim .r1f).
t<¿,

existe V¿, con ? € No t' :ü (tl) : r (tr) está defiriido por

t (ti¡ : r(.t, ) + Q' (r(¿; )) .

Fig. 1: Forma de la la solttción de una ecuación diferencial impulsiva.

1.1 Un ejernplo: el caso lineal hornogéneo con coeficientes constantes

Analizaremos las soluciones del sisiema

r'(t'¡ : a.r(t), tÍtx
r(t¡) :o-r(i.) l:f¡. kEN
,(¿o) : ,to'

\\'\n*,**00,,*n'uun 

n,ou''',n''u*

( 1.1)



Pa¡a ¿ € [¿,.¿.+1) cor\ Í(tn): Ítui tenemos que la solución de (1.1) es

:r(t) - e"lt t-).1-, (1.2)

en dicho inte¡va.lo. A fin de analiza¡ lo que sucede cuando ¿ € lt.+r,t.+z), debemos obtener una

condición inicial en este inienalo. Ella vendrá dada por por Ia ley de impulso de (1.1). a saber

:t-+t : r(.t^+t)
: a¿(¿.+r)

: ¡¿dlt-+t t-) rn,

por lo que queda así deflnida una solución disc¡eta del sistema impüsivo iineal homogénm

, n+t : aed(t'+1-t^)Ín.

La expresión ante¡io¡ define una ecuación en dife¡encias flnita^s. cuya solución puede deduci¡se de

la siguiente manera: 
11 : o¿o(¿r 

_¿o)ro,

f2 : credltz-t|) Ír
: dedit2 fr)de¿(¿1 ¿o)rO

: a2 ealt2 ta) Ía,

f3 - aealu t2) í2
: oedlt3 tz) a2 edlt2-ta) Ía
: d3 e"(h-ta) ro.

Así, inductivamente conseguimos la solución para esta ecuación disc¡eta A saber

lrn : ate"(t^ ta)xa. (1.3)

Es importante recalcar que Ia ecuación en dife¡encias es parte del sistema impulsivo El sistema en

cuestión tiene, por ende, una pafte discreta y otra ordina a Es por esto que Ios sistemas impulsivos

forman pañe de los llamados sistemas híbrldos". Entonces' al ¡eemplazar (t 3) en (1 2) se obtiene

:L(t) - e"lt-t') x:-

: ea(.t-t-) an ealt--ta) Ía
: e"lt to) dn:tn.

y asumiento que to no corresponde a un instante de impulso, se tiene

r(ú) : e"(¿-¿o)(1i(¿u,¿)ro, (1.1)

donde i(t¡, t) representa a Ia cantidad de instantes de impulsos en el iotervalo [l¡, t).



1.1,1 Observaciones¡

De (1.,1) podeuros concluir 1o siguiente:

1. La solución se obtiene "multiplicando las matrices fu darDe tales' de Ia solució[, tanto de

Ia parie ordinalia dei sister¡a e¿(¡-¿") como de ia discreta an edlt" t').

2. Obviame[te cr f 1 a f,n de que exista feróme1]o impuLsivo. Si no. el salto serÍa nulo en cu1-o

caso se habla¡ía de un sistema completame[te o¡dinario.

:1. Si o -0, r0 - 10 ylo < lr confl instanie de impulso, entonces se tieue que r(l) :0 para
todo f > ú1 . Luego, Ia solución es

( '.-' to .\t)-t' tl
.1t, : {

I o si /1 <t.

1. Si o < 0 . e[to[ces obtend¡emos so]uciones oscil¿Dtes.

Fig. 3; Solución de (1.4) con a: 1y
a--1,

Fis. ,1: Solución de (1.4) con

a : o : 1.

5. El índice contado¡ de impulsos i(l¡,1) juega un papel preponderarte en el conportamiento
de la solución. Es doci¡. la 'rdistribución de los insta¡rtes de impulso" también es un factor a
conside¡a¡.

A raiz de 1os ejemplos anteriormelte expuestos, naturalmente se da origen a la pregunta: ¿Puede
so !rdcrlot¡d¡rr! la e.-prrnenr:ial por Ia poterrcia tliscrela?

1.2 Estabilidad
La Liltinla de las obserracio¡res anteriores nos moti\'a a alaliza¡ el colnportamiento de la sohrción
para I rrruy g¡aride coIr cr l0 y a f fJ. A continuaciórr oLrterrdrernos rula corrdición que perrnite
asc¡¡u-¿tr qur) la sc¡luciírrr cld sisterl¡ irr4rulsivo homogi:tco tie¡da a cero ctta¡do I - rxr.

Fig. 2: Solución de (1.4) con o - 0.



Reesc¡ibamos (1.4) de la forma

r(t) : e"lt ¿o)ei(¿',¿)rn(a)Í0. (1 5)

Ahora,paratodofelR+,existet(¿)€Nestalque¿€.k0-[t¿1.¡,fe14+r),contr¡4instantede
impulso,si asumimos que los insta¡tes de impulso. Luego, si se a,sume que los instantes de impulso

A < t_ttt)
2Q < t- t¡(r)-r:l-t¡¡4 *fi1¿¡ -t.¡¿1 1

3Q I t-t,O-2-t t,.(t)-t I t¡¡¡-¡ - t,1t¡ z'

Con lo anterior, inductivamente se obtiene

(n+ 1)@ < t-t,lr)-n, rz € I§e.

tienen Ia siguiente distribución

entonces

es decir

AsÍ. acabamos de estirnar

Luego, aplicando (f.6) en (1.ó) se obtiene

i(to,t)ast-to.

tt r^l
i(¿o.r) < 

l_7__:] 
.

r(¿)l I e"(¿ t")+lf lt"{') 1ro

. 
"{r 

ro)("+} t"t.t) ,01.

V,I > 1, A€N.

1 I tr+r -lk="+e:\
a : 1, a:0.3,

1+ln(0.3) : -1.203972804. . < 0,

o+ áln(o) <0. (1.7)

Ias soluciones coN€rgerán a cero cua¡ldo, I oo.

Esta construcción nos muestra que' a pesar de que pudiese ocurrir a ) 1, es posible que debido

al efecto impulsivo, las soluciones del sistema puedau ser acotadas. Más aún, tender a 0 cuando

ú --+ co. Lo a¡teriormeDte expuesto refleja un hecho muy pa.rticular, por lo que a nivel de estabilidad

los sistemas impr¡lsivos difieren del tratamiento ordinario (Ver [a1]) .

Es decir, si

1.3 Ejemplos de sistemas estables

Consideremos el sistema
r'(r) : ¡11¡'
z(t¡) : (0.3)r(t. )
r(0) : 1666
t¡: k'

Comprobamos que

(1,6)

(1.8)

v



po¡ lo qüe sr.1s soluci.xcsj scgún la corrdición arltcrior. debieran tender a [J cua do ¿ --, oo. AsÍ lo
podenos observar en la siguiente gráñca

Otlo ejenrplo sirnilar a (1.8)

o - 0. ¡; es eJ sigrrielrte
en donde se doscribe rlna situ¿ción más esperabLe corr a : l-1,3 y

Fig fJ Solución dc (1.8) con o : 0.3 r'
¿:0.5.

1.4 Periodicidad
En el siguiente ejeuplo, 1os impulsos generan una solución periódica impulsiva, a pesar de que el

sistema o¡dinario no sr:a periódico ni acot¿do

p' (t) : 1.

p(¿i) :p(¿;)- 1.

p(0) :0
VA>1.k€N

(1 e)

il
Fig. 7: Solución periódica de (1.9).

I ,,,.,-
Fis. 5: Solución de (1.8).



2 Sistemas impulsivos lineales

A fin dc dcsc¡ibi¡ los sistemas impuisivos. durante ei resto de este trabajo usarcmos la siguiente
notaclóD para el producto y la suma:

t
II¡- f A' A'-' " "11 sij¡l
rr'" \ I si y>k
r=j

2.1 Sisterna irnpulsivo lineal horrrogéneo

En esta sección, estudiaremos las soluciones del sistema lineal impulsilo

x' : A(,t)r, t +t"
'¡(tt): (I + Bi)r(t; ) t:t, (:2 1)
x(1):x¡

cctn lt¡) nru sucesión de instantes de impulsos fijos tales que t¡ 1 ti¡1 con ¿r € lR junto coII

1im1*-1, : ¡o y lim.- -f¡ : -co, donde A(f) es una mat¡iz de n x n contimra a trozos con
discontinuidades de primera especie en t : t¡, B¡ mat¡ices constantes. Además, si consideramos

"/ c [te. cc) intervalo, denotaremos por PC (J, R") al conjunto de todas las funciones continuas por
la izquierda rp : J + IR', con discontinuidades de primera especie en los puntos f : fi, es decir.
tales que

r(t, ) : lim r(t)' existc vi € No'

J- a PCr (¿ R') el espacio de las funciones tales que p, 9' € PC (¿ R") , donde la de¡irada en Ios
pu[tos ¿r se asumi¡á como Ia dcrir'ada lateral izquierda-
En Io que sigue. estudia¡emos solo Ios sistemas para los cuales se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Todo intenalo cornpacto fa, ó] contiene sólo un nrime¡o 6nito de puntos de (t¿)[, .

2. Las mat¡ices (/ + B1) son invertibles V¿ € N.

2.1.1 Matriz fundarnental de (2.1)

A continuación deduciremos Ia matriz fundamental del sistema (2.1). Si analizanos el caso , €
It¡1,¡, ú11r1*1 ) tenemos

r(¿) : o(1. úi(¿)):¿i(t) (:2.2)

como solución en dicho inte¡valo. Aho¡a vemos que por la existenciá del límite lateral izquierdo se

tie¡re
r(f1r;1r) : o(¿i(o+r, ¿i(¿) )2,(¿).

Luego, debido a 1.r condición impulsi!á. se consigue

:r(.t¡l.,+t) : (l + a,1ry-rr) r(tur,*r)
: (11 Br(4+' ) o (¿rt¿)+r, ¿i(r))2,(4.

Lo anterior deñne una ecuación en diferencias finitas, cuya solución es

,fr,r,rl: 
f,=,fl., 

e + B¡) a(.t¡,t¡-r)l {, * ,,,",*,¡ .}(ú¿1"¡.¡1, z)r¡. (2 3)



Al reemplazar (2.3) en (2.2) se obtiene la ¡olución de (2.1) para f e lf6.f1¡,¡*1). A saber

| ,, I
J /r-o,,.r,,. I I tt- B) Ot¡r.t,.,,1tt.A,.,,_¡)o,/,. ., .r,re

li 1¡-r 
l

por lo que finalmente la mairiz fundamental del sistema impulsivo lineal homogéneo corresponde a

t, lv.t r -Q t.t I ,n 
,I - BJt§tl ,.tr-t']{t t a,.,- \ú.,,.,_¡.',r¡.

Luego. toda solución del sistema (2.1) se puede escribir de la forma

x(t,r,ts): tl(t. r)oo

(2.4)

(2.5)

Es importante nota.¡ que pa¡a el caso autónomo á(f) : A, B¡ : B; si las matrices B¿ y á conmutan
tenemos que la solución (2.5) se escribe de Ia forma

x(t,r,xt)) : PAlt r) (I + B)t(',') Ío (2.6)

donde i(1, r) corresponde al nrlmero de puntos fr pertenecientes aI intendo [r, t). Para el caso B¿
y ,4 no conmutativos, se tiene que la solución viene dada por la expresión

(2.7)

De esta manera. se puede apreciar que cuando I - co el comportamiento de Ias soluciones del
sistema (2.1) para el caso A(t): A y Bt : B depende de los r,'alo¡es propios de las matrices A y B
y de la-s propiedades de la sucesión (t¡),.r. En particular. si los instantes ¿i son equidistartes. es

decir. forman una progresión aritmética

t¡¡¡:t,*0, i€No
notemos que po¡ 1l¡ proceso inductivo obtenemos

r(t.r,:ts): (,:,fl.,,, *, ,) eA(t, t, ,t) {r * 4,,.,r,) eá(,.r-r*,*'),0.

t¡: ¡ 'l i0, i € No. (2.8)

Ahora bien. si la mat¡iz compleja 1* B es no singular. entonces In (f + B) existe. Luego. de (2.6)
y (2.8) se tiene

r(t,r 
' 
xs) : eAlt- r)+tn(I + B)i(t'r) Ío

: 
"'t{r ')+r"(r+e)[* Jso

- €.a(¿-,)+rn(-I+a)(-=-{+}),0
: e rn(r+a){=}e(A+} r,.(¡+a))(¿-')r.0.

Ahora bierr, de (2.7) vemos que

.¡,/./0.ro, ("t'' t B'"url ;),o

( etn t' B'Ae\.; {'''}' 
"^\' ) "o

"-{f 
}(r"(¡*¡)+-4á)e(A+¿ Ln{r+E))(¿'Í)ro

con Lf I;j + l;), donde {.} ¡ [.] corresponden a Ia parte fraccionaria y entera respectil.a-
nente, Por ende, Ia estabilidad en ambos casos depende de Ia mat¡iz A+ iln(I + B), pudiéndose
a6rmar que si las partes reales de to(los los lalores propios de esta matriz son negatilos, entonces
todas las soluciones de (2.1) conve¡ge¡án a ce¡o cuando t + cc. A ¡aíz de lo anterior, podemos
apreciar el importante papel que cumplen los insiantes de impulso y su dist¡ibución en el compor-
tamiento de la solución.



2.2 Sistema impulsivo lineal no hornogéneo

Aho¡a. analiza¡emos el sisterna impulsivo lineal homogénco asociado a (2.1). A saber

/ - A(t)x + f(t), tlt,
,(r,) :(i+ e"\,.tt;1+t,,. t:i¡ (29)

con /(l) € PC(IR,Rn). y á" € lR"'I Vi € N.

2.2.1 Fórmula de va¡iación de parámetros

Nuestro objetivo se¡á conseguir una fó¡mula de va¡iación de parámetros para el sistetra (2.9).
Sea f € lt¿p1 , f¿1¿11r ), dado que el sistema (2.9) es del tipo ordinario, por lo cgre al aplical la fórrnula
de va¡iació¡ de parámetros en dicho interl.alo conseguimos

x(t): o(t.t,o)r4a * j o¡r,",¡¡".as (2.10)

t{a

Luego. se tiene 
,¡(¿)+r

r(tur¡*r) : oit,r)+r.f,rr))"r,rr) + / 
o,t,,,,*,,r)/{")ar,

¡. (,)

por 1o que aplicando 1a condició¡r irnpulsiva se tiele

,(¿,,(,t+,) : (1+ Br(¿)+1) r(f4,111) * á¡1,1-r

| '¡ IfI-B'.,.1\lO(t.!.,.t,.,r, ,- J 
Oli,,, ,..1/.")Jrl . ñ./..1L ",', l,,,t 
,: \t ti....rlq'r,,,.-..,..r l¡¡r. 

I 
tl - 5,.,.-,1Oíi,.,..-..)/r,,d. rá,,,.

tt tt

Lo anterior nue\ámente deñne una ecuación en dife¡encias flnitas. cuya solución es

/ ,,¡ \
,,,,., = { fl tt. Br st,.tt-tr }¡1 - 8,,-.r)e,/.,;*¡.r7re

\,'--z /
t ,,' \ ['', \( f} tI -8" ó io.r, ,,) I I ,,-8,,.,rré, -.-,."/"r. 

I\r,,,-.¿ i \1 l
/ r' \ /'' \

I ( |[ ,, 'B* ót,.t,-, \( [ ,, -B o,r-.s,/,"'d"l
r '. r'r \-=r-r / \t I
/ ,,' \
( f| tr- Bk o'tk.rk , lr.,, ,

\r,,,: /
/,, \

I ( il ,r-4. o'r"'^ ,,)r-.
,- ,\--,,t )



Ia que e[ términos de la rnatriz fundamenta] (2.,1) se reescribe como

:r(t,(.t\') : ú(tit.r).r'):tr + I 'Ir /,¡r1..r/L:r,ls 1 ! ú (.t:¡.¡1, t,)h,. (2.11)
:-'

Es irnporta[te ¡ecalcar que 1a cxprcsión antcrior- deflne un¿1 solución discreta del sistenra (2.9) .

Ahora, al aplicar (2.11) en (2.10t. se obtieue

vrr,1,',r"l,a,l+

(r + B¡;+r) ó(t¡¡11, r).

Errtotces, pol (2.,1) . se tieue

l-ür ót.t I II t-B §t..t t-B - ,+¡- ,.

L ^^ .' l
por lo qrre finalmente se consigue r¡na fórur¡,rla de r'ariación de parámetros para (2-9). A saber

,c(l) : vil.rlr(r + /v,r,"1¡1.1a" - t \T,(¿.¿,)/¿..
J - , -,

corr !! tr¡tliz fundamental del sisterna liucal irnpulsiro homogéneo (2.1).

t
t.<tra)

/ é(t, s)/(s)ds

(.2.1,2)

3 F\rnciones constantes a trozos y aproximaciones a la iden-
tidad

3.1 Funciones constantes a trozos

UDa función parte entera o argume[to constante a trozos 1(f) es ¡.ma fur1ciól1 continua a trozos 
"v

localmente constante. El ejemplo más simple que podernos conside¡a¡ corresponde a r (t) : [t] . La

cual tiene interr.alos de coDstancia

.t) -,r<+n<t<n+1. ne Z.

Es decir. 1(t) : [t] es co¡stairte err todos los inte¡raios de la forura fn.rz F 1) con ?z € Z \' poscc
discontinrrldades en l: n.

Fis. 8, r (¿) : lrl.

11



Cuando uua tal lunción -1 (l) es empleada como argunento desviado err alguna ecuación difercncial.
ella induce unn división en dos partes de la solrrción: uüa de avance v otra de ¡etardo con respecto
a la identiclad.

Fig 9 Avalrce ] ¡etardo con respecto a la
identidad

En [, clue sigue analizarernos algunos casos de fuuciones constantes a trozos que serán riti]es en el
futrrro-
Sea (f,),.2 sucesión ¡al que ¿, < li+r 'lt € Z co:r lim; .- l. : cc ), lim;--- f¡ : cc. Entonces:

L 1r (¿) : $ .orr,r, e R.m l0:
Es¡a función coDstante a trozos rcprcsc[ta un retardo total. Sus inte¡ralos de colstancia son
clc 1¡r fo¡ma 1" : l* , *'*) , y" que si n € N, entonces

por Io tanto

Injf:n--</<-+-m, fn ,m

lmll nn1-,(f) :1---1(J-</<-+-' n7 m rn '¡TL

Cabe clestacal que el largo de 1os irrierlalos de corrstancia es

Ia¡go tie[de a ce¡o cuarrdo m - cc.

2. '¡r(.t) - d lf ] r:oná.k.R)'0<i<¡i:

*, po. Iu que se tiele que su

Esta función es un caso [ruy general de ltLnción co starlte a trozos. A l¿ luz dr¡] caso ¿rnterior.
po,1cnro. analiz"r -'.- in,orralo- dp ror.rarcia

t/, r'l t-k
[.] - ' t

= . ,.ó L._ t " t')ó. t-

por kr tanto
'ttlt):¡Á <+ ad ,t :t < (.n+L)ó - k

Eu este caso. podenos obserrar urr subirrte¡valo cle ar.ance ) otro de retardo Es decir

^ttft) 2 t <+nó>¿si fe lnó .t,nal

^tz(t) I ¿<+nóf ¡si¿€ [nd,n¿ + (7¿+1)rJ ,t).

por Io que el iute¡r'alo avanzado corresporrde a Ij : [nd A.n6] v el de retardo a I;
lná. (n I 1) d- L).

Es ilnportarte oótar que si A:0. entonces./z (l) : dl;] : ^r1(l) con d: ! En esta
situación. -/2 reprcsenta un retardo total cuyo inten,alo de coDstancia r:orresponde a 1; :
fnd. (rz + 1)d) con 1, lf) : n6 si t . l;.

1')



3. ?3 (¿): ¿r si ¿ € lfi,¿i+r) :

En este caso, ^/3 representa un re-iardo toial con respecto a Ia identidad. Esta función es útil
¿rl ¡romento de co¡rsiderar u¡r elect,-; del pasado al modcla¡ situaciones del presente.

+' Ic \'l -
J4 representa un arancc total con respecto a la identidad. Esta función es útil al momento de

introduci¡ un efecto antlcipato¡io dei cstado prcsentc con d¿tos dcl futu¡o. Ella es aplicable,
por ejemplo, en áreas tales como economía,

Los ejemplos anteriores pueden ser descritos mediante la definición de ula functón constante a

trozos generalizad,a:

De6nición I Sean ((¡)rru, (t:)r", sucesiones taLes que t; I (¡ I li+r Entonces definimos la

Junctón constante a trozas generalizad,a d,ad,a por

f (f) : (i s, t € lti,ti+t). Vi < Z.

Así. para los ejempios ante ormente dados. tenemos

,,t' # r(:r,:r.
?, (4: .' l+] +(.-ió 't¡:ió k. o<k<¿'
ltQ):t¡ + 1,:t¡'
14(,t):ti+t +(,:l¡+r.

3.2 Aproximaciones a la identidad

Uno de los usos dc Lrna tal función 1(f) es de producir aproximaciones de soluciones de ecuaciones
dife¡enciales al utilizar una función constante a trozos que aproxime a la identidad. gene¡ando así

soluciones aploximantes.

Fig. 10r Con\€rgencia a la identidad

La gráfica a¡rterior dice relaclón a un cáso muy especial de función constante a trozos: si consider-

amos 1(t) : fj] á, con d > 0 pequeño. obtenemos

ri- [1] ¿-r:0.¿-o Ldl

Lo anterior, implica una aproximación uniforme de [a identidad, y por ende, un aproxirnaote apropi-
ado.

Teorema 3.1 Sezn l.] ld función parie entera,6 € lR co¿ d > 0

ill ,=, ,,nndo6-¡o o't 
.... t,

L¿] m

er¡. rlonrle " - " representa a la conuergenci'a unifar'me.

y rn € lil. Entonces se ttene

cu¡¡,nd,o ¡n - cxt,

(rD Dñ
J" .',

f t&E>?. -*-.1v4üa^ j
¿ '- L')

\Sc¡iu1--Z



Demostración: Si

e[tonces

Inu) : ¡'

n ata'+1
n7 rfL m

Luego, si I e l* .*+ j) cntonces 4 : *, Por lo que

lL-,i n 
¡

ut l. m

n /n 1\l' ; [; *;,/i
es deci¡ ,,+,, .1 i3rllm i m

De la expresió[ anterior se deduce <1ue cuanclo r¡¿ es ]o suficientemeote gralde, eutonces

lmt :t, cuando m _ x.

Pa¡a el caso I (¿) : l*] ¿, t,u"talo-u. d: j y se tiene el resultado análogo. r

A co[tinuación mencionaremos algunas obse¡r,aciones elementales, pero muy importantes. en relación
. f (¿) : lj]d l¿s cuales serán útiles en el futu¡o:

Obse¡vación 1 Si (¿i)i€z es Lna suces,ión d,e números reales lal que t,+r > tr Vr € Z, con
lim;-- á, : oc g 1i:¡;-,- ú, : -cc. 5¿

ó l t,+r t,, vr € 2,

entonces
ó I I (ú,*r) -^¡ (t.), Yr €2.

En efecto, si,

d I f,+r t.. Yr a Z,

eLLo impLzca

t, ló 3t.+t, YreZ.
Luc-go, coma la función 1(t) : l*l 6 es no-d,ecreciente. se ticne

1(t,. +6) < 1Q,+\') , Vr €2.

Entonces

1ft. +ó) : lljrluLd l
lr- l= l++1 óL¿ ]

- [1]¿*¡
ld l

: ^/ (r,) +d,

por lo qr,e se tiene
ó<1(f.1r) -1ft,). VreZ.

1,1



Ahora. si,

tr+1 t, :6,
como consecuencia de lo anteríor se tiene

i (¿,+r) 1lt,) - 6, Vr € Z.

Observación 2 Sea 1(t) - li) a con 6 > O. Entonces

0<t 1(l) <6, V¿€R.

En efecto, por d,eJinición d,e pdrte entera se üene

r trl t__r.[;]<a
lo que implzca

-r< [1] u.-r*r.
Id]

Luego

0<¿-1(¿l <ó, V¿ € lR.

Observación 3 5i
.y (¿"+r) - 1ft,) :6. Yr e Z.

entonces se tiene
r,./, r,¿ [,n l,o.ndr. \ ^,-----t, tt l-ó n6.'n l'6t. JotgÚnnt-

En efecto. d,e (3.2'1 se tiene

tt,*, I " lr-l ---ld : l: ¿+¿[ ¿ ] L¿l
Ir. + dl -- L d l"

Lue4o, si
tl-,,1
ffl :,, aLsúnn€z.

se ti,ene
rL6 I t,.+t < (n + 1) d.

A n áLo g am ent e aL consid.erar
[¿. + dl

I u ]:''
se tiene

(n 7)6lt, <n.6.

Es decir,
t.€16-t)ó9t,+t€Ina.

(3 2)
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Capítulo II
Existencia y unicidad de soluciones de
ecuaciones diferenciales impulsivas con
argumento constante a trozos del tipo
generalizado

Este cápftulo es introductorio y p¡etende dar las bases para el estudio de las ecuaciones diferencia.les
impulsirras con argumento constante a trozos del tipo generalüado, que en adelante llamaremos
TDEPCAG.
Primero, construiremos Ia matriz fundamental del sistema linea,l impulsivo homogéneo IDEPCAG,
con lo que deduciremos la fó¡mula de va,riación de pa.rámetros correspondiente. Luego, mostraremos
dos desigualdades del tipo Gronwall-Bellman que nos serán de gran utilidad para demostrax resulta-
dos de unicidad y estabilidad. A continuación construiremos la fórmula de variación de pa¡ámetros
para el caso semilineal con argumento constante a trozos, pa¡a fina,lmente demost¡ar existencia y
unicidad de soluciones al considerar condiciones del tipo Lipschitz.

4 Ecuaciones diferenciales irnpulsivas con argumento con-
stante a trozos

En esta sección, se definirá lo que se entende¡á por solución de una ecuación impulsir,e con ar-
gumento const¿,nte a trozos del tipo generalizado, ayudados de la definición de solución de una
ecuación con a¡gumento constante a trozos del tipo generalizado (DEPCAG) (Ver [17] - [19]).

4.1 Introducción: Ecuaciones Diferenciales con Argumento Constante a
Tlozos del Tipo Generalizado

En [ ], M.U.Akhrnet consideró la ecuación

o' (t) : Í (t,c(t),r (1 (t)))

en donde.y (f) es nD. drg,wnento constante a trozos generalizado.

Es decir, dadas (t;)¡ez y (1¡) ¿ez tales que ¿, ( t¡+r Vi € Z conlim¡1-xt;: ut y

ü3e¡!L+t,
se tiene que V¿ 1i.(t) <Z\al que si ¿ € 4 : [f¿,f¿11), entonces

r(¿) : (;.

16



E,"t¿s ecnacioles son llaüadas Ecuaciones
Ttpo G eneroli zad.o (DEPCAG).

Dzferen ct aLes .on ArqumerLto Constante a Trozos tlel

Fig 11: Solución DEPCAG

,{lgLrnas propiedades de las solucioDes DEPCAG son las siguieutesl

. Estas ecuaciones tienen soluczones continuos-. a pesar de c¡.re 1(l) no 1o es.

. Er los extrelnos cLe los inte¡ralos de constancia. estas ecuaciones generan una le_v ¡ecu¡sira la
cual da origerr a. :j:na eauación rliscreta.

. Cor-respc¡nclerr al tipo híbri¿as ¡a qrre corr.rl-,inan i,anto plopiedades de ecuacioncs discret¿rs
«)n10 de contimras,

4.2 Soluciones de ecuaciones diferenciales con argumento constante a
trozos del tipo generalizado con impulsos

En una DEPCAG. al uo corrsicle¡¿¡ la contjuujdacl en 1os ext¡emos de los intervalos Ii: lti.ti+r);
o dicho de otra rna[era, al corsiderar una condición de sa]to en dichos puntos,se da origen a Las

Ecuaciones Difer'enciaLes con Argrrmento Constante a Trozos d,eL ttpo CeneraLzzad,o con hnpulsos.
(IDEPCAG)

(4 1)

Definición 2 [,in.a functón x (t) es soLu.ción r],eL szstem.a IDEPCAG 11.1'1 si:

r EIla es una fulrciól continua a trozos con clisconti¡ruidades de primera cspccic err los puritos
I : lr )- difcrerrciabl,e \t I ti, es decir r (¿) € PC1 (R, R" ).

¡ Encada interr.alo de fornra d: [fi.¿,+L) satisface la ecuación diferenci¿r] ordinaria

r' (t't - f (.t . .r: (t) . .1 (<.)') .

. Pa¡a I : t,, la -"oiución cle (4.1) satislace la L:g discrr:ta de saLto

A":' : "'(t' I - ¡lt; I : Q' (r t, r) 
'

clonde asurr irer¡rc¡s que el lírrrite Iateral izquieldo

r(t,):limr(t)

17



existe Vti con i e N v e (t]) - ¡ (¿r) esiá deflnido por

r (t¿) : r(t ) + Qr (r(t, )) .

AsÍ, Ias soluciones de una IDEPCAG son de Ia forma

tj., tj
' 
j*1

Fig. 12: Solución IDEPCAG.

5 Desigualdades del tipo Gronwall-Bellman para IDEPCAG
En esta sección enulciaremos y demostraremos dos nuevas desigualdades del tipo Gronv¡all-Bellman
que serán de gran interés, pues ellas Dos permitirán dar con resultados relativos a existencia,
uaicidad, acotación y estabiüdad de soluciones IDEPCAG. Ambas desigualdades extiendea a las
logradas en [18], 119] y [42] pala ecuaciones del tipo DEPCAG.

5.1 Prirnera desigualdad irnpulsiva de Gronwall-Pinto
Lerna 5.1 Senl interualo, Sean u,r¡r,r¡r: f --+ 10, oo) tales que u,r¡r,r¡, son funci,ones conünuas;
r¡r,q, funciones localmente integrables y n | {tt]l + 10,m). Sea, ad.emó,s, a una, cot¿stante no
negat'tua g 1(t) una tunción constante a trozos tal qu.e 1(t) : (n, para tod.o t e I¿ : lt¡,t¿¡1) con

ü 3 e¡ < ü+t Vi € N. ás¿rnomos queYt /T se curnplen

! a(t¡)z(t, ) (5.1)ü[,) - o , / [n,,.,r,., tl2t b t tt , \ t - ' t . d b

(,

o : [(n,,",",,,,',",)ds- ü::suprg, < r.
/ \'' t - .E\

18
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Entonces. para t I r, se tiene

ü,,, < ütt, (" I 
,,_r,, 

)

*' (* -:H*'1 "'"' "*u ('J.' "''"'7'"

,\ j ,," *, ('.! ,, ,,0,)0. , 
| , 

. ,.), ,,

Demostración: A fin de demostrar (5.3), llamaretros al rniemb¡o <le¡echo de (5.1) como l(i).
Luego tenemos que t(r) 1r(r) y luego, por definición tenemos que "(4 

< u(¿). Vl ) r. Corro
todos Ios integrandos de (5.1) son positivos. se tiene que o es creciente. Ajrora. al derir,ar u(f)
obtenemos

."-, (t) : n J.t)u(.t) + q,(t)uj (.t)).

Luego. se tiene

(5.3)

N,(.t) < nl(t)L(t) + rt2ft)L(10»,

'rlr'\ - (l tl t't't l ' )'

por lo que multiplican<lo por el factor 
"*O (- ¡ r,1r¡ar) la expresión ante¡ior se tiene

,ü',r1 ,t1tt'j..t, a*o l- /r, .,r.'\ \ q2,r,¡,1(¡l,prp I /, ," r,)
\J / \ J )

Ahora. integrando (5.6) entre t y r cort t,r € ¿ : lfi(,). t.(¿)+1) se tiene

"/c\¡/:\f,,, ,,. ,,,..,,o,"*r(- [r,,. ¿,lo.a Ir,r",,.rr,,, .*of - 1r,,,¿,\a,.' \l I I \1' )
Luego, observando que

/,"\
.,,,"*, l- | ,¡,',,a,1 ,,.'.

\í /
(5.7) se reescribe como

,,,,"_o (_7,,,,,r,)

(5.1)

(5 5)

(5.6)

lD./l

ii".'-, ( i,,.',,\ -'*p(- [n ,'d.), ,,.,,,,.,1,'rL \1 / \/ ) l

-,,,r, j r,,"r,(r(s))exp ( i r,rro,7 o" (b.8)
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la expresión (5.10) puede reesc¡ibirse como

ht -h,,.! -*i ,.,,,",,1i,,.,r.)u"r" ,ót?t

VI
Luego, al aplicar Ia desigualdad de G¡om'all-Bellman clásica a (5.12) se obtienc

á,, . h,r,,....xp ( ,' ,, ¡ ,,,.,^*('[', . r)r,)
\ ," \ I I

la que, por (5.11). corrcsponde a

| ," \ / , ,¡ 
(./,r,,.,r.) *),,,,"*r 

I J ,,,,, r,)r, ,.,, éxp 

['_-. / 4:,.,o\p 
¡r, ) )

O sea

ütt . ,.tt, "-r( i ,,,.,¿. , ,L, i ,,, "*r{,'/',,.r.)r.) {i1r)
\, 

, u,l 
\,, ) I

Luego, cuando t - t4r1*r, se tiene

t"" l,; \ \
ut ,.. 1, , ., pxp[,,/ , ,, * ,] 

,,,. ".0[.1 n,,,a,)a.) {r.14)

y debido aI efecto impulsivo (5.5), tenemos que

"-(t¡1¿¡11) 
I (t + a¡r,1,¡rr)) t(t4,¡*r).

Como 4 es positi¡,a. al multiplicar (5.1,1) por el factor (1 + l(i,ro)) se obtiene

u,,..,.,.-rrr,/,,, ¡ )r./,.,,,oap ( [ ,,,r" * t4-5,pxrf 7, .r,)r.)
\,.' " ,! \.' ) ,lr,

resultado una inecuación en difere¡rcias finitas cuya solución es

,,,, .( n ,-,,,, éxp(1,,,.r. * j,,.*,(7,,-)r.)) ,

Es importante notar en este punto nota¡ que como u (f) I ¿'(¿) Vf ) r ¡, u (r) :'"- (¡) , entonces se

ticnc

,,,,,,, I n r-,,,h pxp (.'¡ ,,,''r' ,', f ,.,'".0 (l , ,.)r.)'),'
\(_ ,- - \., " ,i \,.,. I / Jrr.rT
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La expresión alterior corresponde a una desigualdad del tipo Gronwali Bellnian para el caso
discrcto.

Ahora, al aplicar (S.t6) eD (ó.13) se obtiene

/ .,,, /,, , /(.- \ rr
,,t, / [ n I-4r¡,oxplIr,,,n'*tr,,.,"*pf /r"r]r.ll\r=- \..' \^', ) l)

I ¡ J l('" \ \
éxel/ 4 .r/"-* lr,...r[/,,,.a.]a.],,', ¡;18,

\, ",! \', ) )
y. nuelamente debido a que a(f) < 

"-(ú) 
con Vú > ¡ y u(T) : 1)(r), final¡rerrte se consigue

/, \
.,¡/, -< ( n rl 1h') ,5.1s,

\¡ ¡,:,' /
L /(' \.^pl,',, I 1 r,,. "*ol I n,,,r,lo.
\ '-, - '.,,,- \," /

* i ,,- .-,( [,, ,.,.),,- i,, .,") . ,.

\r, ) '! )
Así, queda dernostrado (5.3). r

5.2 Segunda desigualdad impulsiva de Gronwall-Pinto
De la misma maneral a co¡tinuación enunciaremos y demostraremos una segunda desigualdad del
tipo Gronra,'all que üsa¡emos en el ¡esto del presente trabajo.

Lema 5.2 Sen I inter-ualo. Sean u,,rtrrl2 : I - {0. co) tales t¡ue u.r¡r,r1, son funciones continuas;
tlt,nz funczones localmente i,ntegrables y n , {tt) - [0,co). Sea, zd.emás, o una constante no
negatú)a y 1$) una función constante a trozos tal que 1(,t) : (n, Ttara tod,o t e Ii : lti.ti+l) con
t, ! C¡ 1 t,+t Vi € ltl. ,4s¿m¿mos que. Yt I r se cumple

t

z(i)lo* /tl,(,),(,) +q,(s)u(1(s)))ds+ ! l(rr)u(rr )
_t

y 
r<t'<t

(¡

A, : I hJ"¡ + a,(s)) ds < 0 ,: ",p0, < 1. (5.20)
J ,. \
tl

Entonces, para t > r, se tiene

/,, \ /', \,,',1I Il ,1-r,r.,.1--oÍ / (4¡ ,, .11-!1 )a, 1,,,, ,b2r)
\,_i:-, / \l' r-.,/ )
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Demostración: A fin de der¡rost¡ar (5.21). nuerarncnte Ilama¡emos al miemb¡o derecho de (5.1)
como'"-(t). Al igual que para el caso anteriorr se tiene que u(z) < r(r) y luego u(t) < u(i). Vf > z,
además del hecho que u sea creciente. Ahora, a1 derivar'"-(t) obtenemos

t, (t) : \ \(t)u(t) + r r(.t)u(1 (.t)).

Luego, dado que u(f) 1t,(t) se tiene

u' lt) < r t(t)L lt) + q 2(.t)u (1 (t)).

Integrando la expresión anterior entre r y ¿ se obtiene

t,ft,-¡\¡' I \-\.'),\") r2lsrutl(s/1d..
J

(5.22)

(5.23)

por Io que al conside¡a¡ ¡ : f¡(t) ).t: (i¡¿¡ en (5.22) y, gracias al hecho de que z,(t) es c¡eciente, se

tiene

o((,,r;) - r (f¡1¿1) I s) + a, (s)t, (1(s))ds

(a, (s) + 17, (s)) ds.

Luego, dado q.," 0 < 1, se obtiene

¿(C . )< -]-¿,lt^,.,1.',',, _ t_ú ,',,

Ahora, al aplicar (5.23) en (5.22) para r : ¿i(¿) y ¿ € 1¡f0, y conside¡ando que r(f) es c¡eciente, es

dpcir. ¡ f .,) < ,,s,¡i /, ir . ¡..e con.igue

t
Iü(t) ¿'(t,rr r) I I

J
t ilr)

I
I<l-.t

trt¡,

t

i-(r) < r-(¿,(¿))+ / (,r,t") + frz,(,)) ,{")a".
t; ¡t:

/ 4, (s)r'(

(,t,t

,((,,r,) /

a, (s)r-,(s) * t Aarr(r)r(¿oc))d,

(n,t") + Sr,(")) ,(,)a,,

es deci¡

(5.24)

A continuación, al aplicar el lema de Beüman-Gronwall clásico a Ia desigualdad anterior, se logra

t,(r) I o(r;¡1)exp (l ,,,",* $r,,,,*) . (5.2s)



(5.28)

en (5.25)

(5.26)

(5.27)

Luego, er'aluando Ia expresión anterio! para t : tr¡r¡*r, se obiiene

u(r4,¡ar) r,(r;1¿¡)exp (,/-'r,,", * 
--Lr,t,l*) 

,

por lo que al considera¡ (5.5) se tiene que

r(f11¿111) I (t + a(r,111_¡r)) r,(fu,1*,)

< (r+a¡t,1,1*,¡¡r(r¿1,1)exp (,'f ,,,,, *$r,,,,*) 
'

1o que define una inecuación en diferencias finitas, cuya solución es

,,,,,,,, . (.=f,i_, (1 + r(t,))e-n (1,,,,, * ¿,,,,,*) ),,,,
Luego. como u(t) < u(t) Vl ) r y u(r) : ¡,(r) se tiene

,,n.,r, 
= (-=Ér*, 

(1 + r(r,))exn (l ,,,,, * -1r,,,,*) 
) 

,,",,

la cual representa una desigualdad del tipo Grorrwall discreta.Ahora, al reemplazar (5.2i)
se obtiele

,(4 < (^:fl*, ,, * 4(r¡)) exp (l ,,,,, . *,,,,,*))

",.,,fi a'(')+ *r'(')*) 't"'
Corno u(t) < v(t) Vt >_ r y u(r) : r.,(r), se tiene

,,(¿) < ("=fl., ,, + 4(r¡))exp (l ,,,,, . *r,,",r,))

"- (l r,(,)+ $,,,(,)*) ,,,,,

es decir,

,,,. ( i ,, ,,,* ,) *,(l(,,,", --L,,,",)r.),,,,
\r=,'-, / \1 ' t-ij ' I

con lo que se obtiene e1 ¡esultado deseado. I

(5.2e)



5.3 Casos particulares: Avance y retardo totales
Es impo¡tante recalcar dos casos interesantes: f(t) - t«» y f(ú) : ¿<O+r, correspondientes^a

retardo total y araalrce total respectivamente, Para el caso de retardo total se tiene que u = 0 = 19,

por lo que (5.19) v (5.29), adquieren Ia forma

ftt' \ /i \
't" ' ('.=ll-, 

" 
+ rr¿o)),) *o (/ r' t'r ' n2$)ds 

) 
ut t' (5 30)

Pa¡a el caso totalmente avanzado se tiene que (5.19) corresponde a

/ ,t,: \
u(t) s tl (r+4(¿r))) tr.r,,

\¡-i(")- I /

.*,1,,t,r",., ('7 , ,nro,)0"* ir*",r,),,',,

miertras que (5.29) corresponde a

,,, 
= (_:fl_,,, *rr,.))) *, (/r,r"r *, 6a,,{,)a"),1'¡,

donde

^ " i'
,r, : / (,ir(r) + 4r(s))ds ! r) :: suprl¡ < 1

J ,e¡t
ti

6 Existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones difer-
enciales impulsivas con argumento constante a trozos del
tipo generalizado

En Io que sigue estudiaremos el problema de eistencia y unicidad de ecuaciones dife¡enciales

impulsivas con argumento consta¡te a trozos. Considera¡emos el siguiente sistema IDEPCAG

x|(t): i (t, a(t),r(1(t))), t*tt
"¡t,¡ - , (t;) : Qí@(tr )), t: ti, (6.1)
a(r) : :rs 

'

donde / e C([r, oo) x R* x lR",R*), con f intervalo de la forma 4 : [t¿, t,*r¡, 8¿ € C({4},]R')
y (r,oe) e lRx IR'. Además, sean \L,rl2 ¡ p- 

[0, co) funciones localmente integrables I ¡.¡, € IR,

Vi e Zi tales q:d.e

llf (t,ayr¡) - f(t,r,2,i,2)ll < nr(f)ll,r - czll+nz(t) )it-r2ll, (0.2)

ll0,(,,(ú¡)) - Q,@,(t, ))ll . .' ll,' (¿¡) - ,, (¿¡)ll . (6.3)

-' (* -=}§ *,,!,"'"'"*o(l "o''"¡'"



con
/ '";, \

z:supl / (r,(,) * r:lr)).lr l<r. (6.4),., \ ,J_ I
6.1 Ecuación integral asociada a (6.1)

En esta sección explicita¡emos una ecuación integral quc satisface (6.1)

Teorema 6.7 Una functón r(f) : r(t. r. r¡), d,ond,e r es ún número real fijo, es aolución d,e (6.7)
en 1R+ si y sólo si ella es soluctón, solre 1R+, d,e la si,gutente ecuac¿ón integral:

t ,,r,

-tttt ,o- lf ,.rrs..-r,rrsr,rds -!e",tÍt")1.
.l

Demostración: Pri-"ro, 
"or,.id'"ru¡emos 

el inte¡valo ¡. ,, iiu, el sistema anterior es del tipo
ordinario, a saber

x'(a : f(t,r(t).t(<i)
r (r) : ro,

por Io que su solución satisface

¡.t,-re /,r,. ,,." .¡\(o))d,
t,

Luego, como el límitc lateral por la izquierda existe, se tiene

.(,r.r r, - //,s.rr.r...rco, d".
t,

por lo que al conside¡ar la corrdición impulsir,a se tiene

,(tt) : o (r;) + Br (" (r;))

16 , 
/ / s.r,"r.rrCr,,d. 8r (rlrr )l.

Así, para el siguiente intcrralo 1tr, fr¡ .J"or,"igrr"
t
t

¡ (t\ "t tr. ) . I / .. r s1. r¡(r11ds
J
¿r

t)t
lt

- .o _ / /1.."rrs).J.r(o)\dr +O (".(i, ))_ / / .. r¡s').rq(,77ds.
J-.t

Nuevarrente, como el lÍmite lateral por la izquierda existe, 
"" 

oUti"""

¡ \.tz ) ,o- [ f ,". ¡,5r.¡ ("¡rds

",,
t

-Qr (r(¿r )) r / / s.rrsr.rqC,77d..
.t
t)



Ahora. al aplicar la condición impulsiva. se tiele que

r (t2) - r (r;) + q, (r (r, ))ti 'i
- "r+ J /1s. ris).2((o))ds+/,f(.".,(..),"((r))ds

¡ tl

+8r (r (t¡)) + Q, (r (t;)) .

En consecuencia, la solución para el interr,alo lf2. t3) viene dada de la fo¡ma

tta+2

e(t) : r(r1 -,*r)* / /1s,r(s),rr(,,,,*, r)ds

,¡ ,;

- ,o + J /(s, r(s). ¡((o))ds + / /(s. rls), r((, ))ds
rL1

+01 (¿ (¿i)) + Qz Q (t;))
t
t
I lrt.r s.t (,¡¡d'¡.

,J

Así, al proseguir inductir'amente, la solución viene dada por

x (t) : r (.tu.q) + [ I (,..1,1 .. (c,,.,) 
1 a- (6 b)

,1,
_ ., 1,,"Ir¡- | f's.rrs..t,(0,,d" r f I f ".tr,.,'¡"'¡a'J :.-1 J

,,;
, f eor,1t;t,- /.t(..,,.,.,(., ,))a..¡'I ,! "

Luego. notando que

i 'i 'i'r-1 
¿o¡'

/ ,r , '. r , " . r , \ . / , i r d¡ : | ¡ . 
". 

, 
' " 

, . -r { \ o J d.- t / /1s.r,..1.r1(o;7d.;= !,

i+ / l(s,r(s) ,r((r1r¡))ds,

Ia expresión (6.5) es equiralente a

i ,,.,
¡,/ rs- lf L'.r, cr.J"¡r,rr',ds .LQ]. l¡ttLtl

.l

Inversamente, se comprueba oru l, ,,r, es solución o" t ".ilro, integ¡al antedor, al de¡ivar se
tiene

x'(t) : f (t,x(f) .r(?(f)))
, (¿¡) , (t;) : 0r (" p;¡;



por lo que queda demostrado el teorema. ¡

6.2 Existencia y unicidad de soluciones de (6.1)

En esta sección claremos condiciones que asegu¡an unicidad v existencia de soluciones de (6.1) para
algún instante inicial arbitrario (.

Lema 6.2 Sean (6.2) y (6.4) satisfectuts. Entonces, para cualquier ys € R-, g € € 1. : [¿r. ¿;+r).
ie ff. e¿zsle una única soluczóny(,t):y(¿,{,yo) de(6.11 en ti < t < ti+t , tal que y({) : yo.

Demostración: Sean 91(f) e gr(¿) dos soluciones de

i
alt): y (€\ + J f(s.u(s).y(i(s)))ds (6.6)

t
tales que 91({) : gr(€). Luego, para [t¿,1i11] se tiene

t
f

!z(.t'1 y.(1) < / (1,(r) liyr(r) - yr(s)ll +,72 (,) llyr((,) -urG,) )d".
,l
€

Corr el frn de usar el Lerna 5.2, se cleñne u(f) : y2ft) - Arft) . obteniéndose así

i
u i7 < / 14r1.7uqsl - 4/l(l¿/ l(sl /d..

i
Luego. al aplicar el Ietra antes mencionado, se tieoe

/, \
¡,1 <u (._oI/(,,. ?lr])"I

\i/
Finalmente, como z(() :0. se tiene que r,.(t) =0. Es deci¡. Uz(.t):at(t) parat e Ii-lt1,t;*y). r
Lema6.3 Sean (6.2'¡ g (6.1) satisfechas. En.tonces, para cad.a yq e R-, g€ € 4: I¿,.¿,+r). ¿ € N-,
ei:iste una solución y(t) : y(¿, (, y0) d.e (6.1) en t" I t < ti+r, tal que y(€) : go.

De¡nostración: Es sr¡ficiente probar que (6.1) tiene una irnica solución g(t) en [t¡,t1*,]. Con-
struyanros l¿ si8uiente sucesión y.(á), n 2 0 tal que

ao(t') : yo,

,,

,¡,-r,f) - 9a ' .l Í\s.!-, r5 r. y, I l,¡,, rd¡.

(

Podemos observar que

t
I

y"+,(t) - u"O) : I ll/(",y. (,) ,y" (r("))) - "f(,,c. r (s) ,g--r (1(s)))li as
,]
€

i' 'Y. Y^ r'l .;l lnrr') - 4-ls))d"'
e



por lo que se tiene

con

llv.+r (¿) - s.(¿) ll < plly.-v^-tll-, n> |

< 1.

Luego, prosiguiendo inductilamente conseguimos

llg"+' - v"ll* = "up llv"+r(¿) g^ft))) < p"+t llva ,

por lo que, dado (6.4), la sucesión g. define una cont¡acción; por ende es de Cauchy y es convergeute.
Además su lfmite satisface (6.6) sobre [¿i,¿i+r]. Asl, la existencia y unicidad de solución sobre
f¿ : [¿i. ¿i+r] está probada. I
A continuación, enuncia¡emos u¡ teorema que permitirá construir una única solución de (6.1) sobre
IR+. Usando la condición impulsiva, las soluciones sobre los intervalos de la fo¡ma [f¡,t¡1¡] con
I e N pueden se¡ extendidas a una solución sobre el intervalo lts, f] de manera inductira.

Teorema 6,4 Sean (6.2), (6.3) y (6.4) satisfechas. Entonces, para (tn,g¡) € lR+ x lR-, eriste una
única solución y(t) : y(t,to.Uo), t / t¡, de (6.1), tal que y(ts) : y¡.

Demostración: Sea ts € R+ fijo. Existe r € N tal que to < [t"-r,t.), Po¡ el Lema 6.2 con (: ¿o

obtenemos una única solución g(ú,ú0,g0) sobre [4,f,]. Luego, aplicando la condición impulsira
obtenemos de manera única

y(t",to,ao) : Q. (a(t;,to,so)) .

Ahora, sobre el inte¡valo [t", t,-,.1] la solución satisface la ecuación dife¡encial o¡dinaria

yt (t) : f (t, y (t), y((,)) .

El sistema tiene una única solución g(t,t,,A(t.,to,Ao)). Por definición de Ia solución de (6,1),
y(t,to,yo) : y(t,t",y(t,,ts,yo )) sobre [ú., t,11]. Por ende, prosiguiendo recursilamente obtenemos
una solución en [á9, t], 1o que demuestra Ia unicidad en este inteñ?,Io. ¡

Fórmula de variación de parámetros de una ecuación con
¿rrgumento constante a trozos del tipo generalizado con
impulsos

7.L (In poco de historia
En [23], K. L. Cooke y J. Wiener fueron los primeros en obtene¡ una fórmula de va ación de
parámetros pa¡a un sistema DEPCA escalat usando funciones parte entera reta¡dadas ? (¿) : tr],
'v (t) : [i- t], 1(t): ft-n)v 10) : ¿-"1¿1. En [48], K.L. cooke y S.M. sha]¡ estudiaron el caso
avanzado .y(t) : p + n]. En 1271, K, L, Cooke y J. 'Wieuer estudia¡on una paÉe eDtera del tipo
alte¡nado 1(¿) : 2 [+] Finalmente, en [53], K. L. Cooke y A.R. Aftabizadeh considera¡o¡
Ia parte ente¡a alternada 1(f) =^l+) con 0 < A < rn, donde l.] denota a ta función parte ente¡a
y k1m,n éZ+, Et los trabajos ánterio¡es se consideraron las DEPCA's

a' (t) : ¿r¡¡¡ ¡ s,(i¿l) + c,([, - 1]),

!' (t) : Ay(t) + Bv([¿]) + Ce(lú + 1l),

z' (t) : Az(t) + B z(21(t + t) I 2)) ,

ut(t) : Au (t) + Bw(ml(t + k) lm))

, : ::; (7'r,,") +4,(4)d")



respectivamente,
sin embargo, en [38]. N. Jayasree y s. G, Deo fue¡on los primeros en considerar u¡r análisis
tanto en el inte¡r'alo avanzado como en er reta¡dado y explicitarlo en una fó¡mula de ra¡iación de
parámetros. Posteriormente, en lal]. M. pinto consiguió dcducir una fó¡mura de r,a¡iación de
parámetros para los sistemas DEPCAG- vare decir, con un argumento constante a trozos del tipo
gcneralizado

r' (.t) : A(t)rA) + B(¿)r(.) (4) + F(¿),
z'(t) : A(.t) z(t) + B(t)z(1 (t)) + G (t, z (.t) ,2 11 ft\) .

En lo que sigue deduciremos la fó¡mula de va¡iación de parámetros asociada al sistema lineal no
homogéneo IDEPCAe

x'(4:,{(rx(r) +a(r)x(1(t)) + F(t). t+ti
(7.1)A-r r=, : CiX (tt ) + Di.

donde 4(t), B(l) y .F(á) funciones continuas a t¡ozos localmente integrables y 1(f) es rrna función
parte entera clel tipo generalizado, teniendo en consideración los inte¡valos tanto de arance como
de reta¡do que ella define.

De gran impo¡tancia en la deducción de nuestra fó¡mula de r'ariación de parámetros de (7.1) se¡án
los "isrpmas xt(t): A(t)x(t). t. r,:lti.ti+t)
J, el sistema lineal homogéneo IDEPCAG

zrQ): A(t)z(t) + B(t)z(.1(t)). t *t.¡AZÉL:CiZ(t:). t-t".

(7.2)

(7.3)

7.2 Fórmula de variación de parámetros de un sistema irnpulsivo con
¿rrgumento constante a trozos del tipo generalizado.

Estableceremos una fórmula de r.'a¡iación de pa"rámetros para la IDEpGAG (7.1). A ñn de deter-
minar dicha fórmula, analüaremos el sistema lineal IDEPCAG

z1(t): A(t)z(t) + B(t)z(1(t)). t +ti
z(.t,): (r +c) z(t;), t:t¡

co]f, A. B,C¡,D¡ aqlcxe, A 1' B localmente integrables.
Sean

(7.4)

pi+@) : "l!" 
'tr") a',

pJA) : p,*(A).A (A).

y sea

(7.5)

pí- (A) : e.l;:+' A(')ttd" 
,

p(A) :supp,(,4) <oo.
iez

tt
J(t.t,) - I + / é(t,. s)B(s)d§.

,J
ti

Necesitaremos del hecho que (7.5) sea invertible (ver [aa] y 146]). para ello exigiremos la condición
necesaria para la convergencia de la se¡ie de Von Neumann:

v(.8) : sup u¡ (B) : pa (á)tn p* (B) < 1.

30
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con 1() que (7.5) inmediatamente es inve¡tible. Es decir, -I- I (t. f¡) existe V¿ € lt,,t¡+r),Vi e Z.
NIás aún, observanros que

ll/-'(r,¿,)l . it,trll'
k:0

1: 
T_;@)

<oo

(7.7)

J(t,tt)) s 1+ v(B) (7.8)

<ca

7.2.1 ]l]Iatl"iz fundarnental de (7.4)

En lo que sigue usaremos la siguientes notaciones para el producto

llTu : Tr*o. 7,,*p t..... Tj.

Veauros Io que ocurre con el sistema (7.4) si f, r € [¿,, fi+t) ccn a.lgíLn .i € Z.
EI sistema en este inte¡talo es del tipo ordinario, por Io que se tiene por solución

?,(¿) - o(r ¡)u,(¡) * /",r. .,r,",,,,,,r,, (7.9)
t,

AI er'aluar la expresión anterior pa¡a I : (i se consigue

(,

"o((;): é((,.¡)ru(¡) + / é ((,. s)B(s) u.((,)ds. (2.10)
-J

con lo que se tiene

l¡\
ll- / o...s B,srds I r,,6., @,(,..,,¡,7,IJ\ (. )

.t(r. (,)r'((,) : O((,. r)to(z).

En consecuencia, se logra
wG) : J 1(r, (,)@((¿, z)ur(r). (7.11)

Luego, corno
Elt,r): aft. a) J(t.r),

ello implica
E t(t,7): J t(t,r)qG,t). (7.12)

Entonces, (7.11) al usar (7.12) resulta

u(<) : E 11r. E,)u(r). (7.1J)
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Aho¡a. de la ecuación (7.9) con r : (i obtenemos

Es decir,
tU(¿) : E(¿. ( ).--(( ). (7.11)

Luego, por (7.13), la ecuación (7.14) se cxpresa como

u.t(t) : e¡.¿.1¡6 11r,1,1t,¡r). (7,1s)

y denominando a

lV(t,r): E(t,(¡)E t(.r.(). si ¿,7 € [fi.ái+1), (7.16)

se tiene que

u(.t) : \r(t. f)u(r) (7.17)

es Ia única solución del sistema (7.4) en 4: [fi,¿,+1). doode

lv(¿, s) : E(t, (t)E 1(s, (,) para á, s € 4 (7 18)

Obsé¡vese que ll'(ú, r) es invertible, ya que es producto de invertibles.
A fin de determirrar.on mayo¡ precisión la exp¡esión (7.17), vemos clue si r € ¿ 1. entonces

u(t;) -W(t ,r)ú(r)
por ende, debido a Ia corrdición impulsiva cle (7.,1), se tiene

._-(ú,) : (r + C)ú(úr )
: (I + Ci) lL (tt. r')u(r).

Pa¡a ¡: f¡-r tenemos
u(.t,) : (I + Ct) Iy (t,.t¡_1)w(t¡ 1). (7.19)

Por loque paraf € | y r t l¡_zpor (7.15) v (7.19) setiene

u(t) : E(t.e )E 1(f,, (i)'¡,'(f,) (7.20)
: E(t.<)E 1(¿,,(i)(1+ Ci)E(.ti,ei 1)E-1(ri r,(i 1)1,(¿i_1)
: E(t,<)E-t(.ti.<)(I+ci)E(.ti,ei,)E-'(¿, ,, (,_r) (I + ci-t) E(.tí ¡(, 

")E-1e.(, ,)u(.r)
: W(t,tt) (,1 * C;)lV(,t¡,t; r)(1+q-,;W(t, 1,r')ut(r').

Así, para I € I, : lti,ti+r), podemos escribir la expresión anterio¡ como

u(t) : Ilr(t,r)utj) (7.21)

Luego, al evaluar ¿: rr+1 se obtiene

?r(¿;r ) : W (t¡¡1, r)u(r).

Por lo que, debido al efecto impulsivo se consigue

-(úr+r) : (,1 + C¡+r) llr(1111. r)tu(r).

u,(r) : é(t, (,)u-¡6,¡ + yio¡r,,¡a1.-¡tU11,¡a,
(,

/,\
- eLt.c,¡j , , [*rr.s1B1s;d. I i,.1(,7.

\i )



Si consideramos en la expresión ante¡io¡ ¡: ¿r, entonces se doflne una ecrración en difc¡cnci¡s
finitas cuya solución es

/,:\,,',,,,:{- Il,t,c)tv't,.tJ.,,f,1r.,,-,r. 17.22t

\,,,-,, )
Ahora, teDiendo en cuenta (7.19). al aplicar (7.22) eÍ (.7.27) se obtiene

/,\
,,¡¡ : yr,'.r., {- I tt-C,.tV r,.t, ,,ltt.C,.,..r1W t,,, _..¡,u{-,r7.23)

\,,',: /
: W(t,r)w(r), para f € | y i€ 1.(,),

do¡rde la matriz fuldamental ltrl está dada por

/\
ly1,.r,. r4',r.r.,.,{- li tt.C, t.tt,.t,-) lrt-C;-,-¡)t4',r.,. I ,,. t7.24t

\ r .t /
para ¿ € 1i(¿) y r € ¿t).
La expresión (7.24) corresponde a Ia mat¡iz fundamental del sistema lineal (7.,1).

Cabe destacar que Ia expresión (7.2,1) considera, como caso particular. a la matriz fundamental del
sistema impulsivo (2.1). A saber. si B (t) : 0, se tiene

li/ (t, s) : t! (¿, s) , V¿, s € lR,

recuperándose así la expresión obtenida en (2.,1) . Además. (7.2,1) corresponde a una extensión dei
caso DEPCAG estudiado por NL Pinto en [J.1], donde C, :0.

7.2.2 Fórrnula de va¡iación de pariírnetros

Ahora analizaremos Ia solución del sistena

y,(.t): A(t)a(t) + B(t)a6k)) + f (t). t*ti
s(t¡) : C.v(ti ) + D¡, t:t¡ (7.25)

s(to):e¡)
Supongamos que / es locahnente integrable ell 1, : lt¡.ti*1).Vi e Z. Sabemos que si r.¿ € ¿,
entonces t t

y(t) : ó(t,¡)s(¡)+ /o1t.,;e1"1e11,;a" + /o1t,,1¡1"¡a".J,I

Luego, si r : (i. se tiene

ii
s(t) : o(t.(,)y((,)+ / é(t.s)B(s)y((¡)ds+ / o(i,s)/(s)ds

(, (,

/,,\,: o(¿,(,) 
[ 
r+/ or<,.,rar,rds 

I 
v(,,,r+/ o(¿,s)/(s)d§

\ ('¡ 
, , (,

= a\i. (,,J (r. (,/ cr(,t - | @ 1. ")/(.r/,..t
(,



por lo que podemos escribir

t

a(.t): Elt.(,)!G,)+ /o(t,s1f1s1ds. (7.26)

i.

Ahora, si en (7.26) reemplazamos ¿: r, se tiene

,i \r) E(¡. (,/y(.,1 f o1-. 
"111,7ar,

!,

lo que implica

/'¡\
u (¡ -E-L'r.q.'|o,', lorr.",/sd.). t727i

\1 /
Luego. aplicando (7.27'1 et (7.26) obtenemos

t¿\l

u,ti= E,t.c,E,.C,,(0, [*,.,¡,ra,) * [*,,.",f,,a".\ I J ,,

(7.30)

(7.28)

(7.2e)

i.e"
(, t

gri,:tt',, ,0,,- [14,i.¡,ou s,/..d. fo,,.",¡t. a". r.tr t..,J .J

Así. al torna¡ el límite late¡al 
"r, 

Il 
"*p.".ion 

ante¡io¡, se oitiene

I<¡\";'
s(.t;+t) -rv(t¡a,r) lut,t + 

J 
oL ¡. s)/(s)ds 

) 
+ ./ o1t,*r, r¡¡¡s¡a".

\ ' / q,

Ahora, por consecuencia de la condición impulsiva. se tiene

y(.t+r) : (I + C,-¡1)y(f[,) + D¡..1

/ '¡ \rl - C lll 1l _¡. r7 I yt,¡ . I O1,.s7l1.7d. I\ll
,,i,

+ / (1+ C,+1)O(t,+r, s )/(s )ds + Di+1.
)(.

Luego. la ecuación (7.30) puede ¡eesc¡ibi¡se de Ia fo¡ma

(¡

afti+t) : (1+ C,1r)II/(r,ar, ,101,1 * [ ¡' * C,+1) ty(r,+1, ¡)o(r, s)/(s)ds
.t

¿,+ 1

¡
I I tt , C._-tO,t,.¡.s./rsrds D,,.

,l
(¡



por lo que al considu , = fi conseguimos

v(r.+r) : (r * c.+r) tL'(¿,+r, t,lutt.,¡ + 
L 

(t + c,+1) t4l(¿i+1, ¿,)é(¿i, s)/(s)ds
¿i

¿.+ 1

I

J t, - C.-rrO¡i,-r.s frsd¡-D,- .

(,

La expresión ante¡io¡ deflne una ecuación en dife¡encias finitas, cuya solución es

:l
u t,,, ] ff ,/-C+'ll i..r¡-1,1rl C,.- .¡ill'ri, , ¡.r1y r, r7.3lr

L ,i-,- l
(;1_1

I_ J w(t, _ ,.?)o,-.",/ 5'd'

f ,, t("-
- t I f|, c<]rr,i..r,-,,1 l*,, -,..,/rs,ds
"'' '?L 

t: )''"
., | 

.1 
'

r f l- ll ,, -ca n,r¡.i¡-, ,l I ,, c-ro /-., /r. ds
' "'-r I r-'-r )r,',

f, l
- I l-f| t ctttv,tk.tk.,)D,.

; - -r I r--"-r ]
Cabe destacar que lo que se acaba de obtene¡ es una solución discreta de (7.25).

JO



Ahora, al reemplazar (7.31) en (7.28), se obtiene

i ,, r
r./r,, - It/ri.¡,., )l- II I I Ct'WttL.tt"-, lrl. C.,,_,tff,r,r...r.rts,rt r7.32t

| ^=ii., ]
(;r" 

I

I
- lw(t.,)or¡.s)/l)\d"

,J' 
.,,, I ,,¡ l '"'

+rr/(¿,¿r(¿)) f l- lJ tr+c*tr4/(r&,rr-r)l I *A. 1,s)/(s)ds,'--2L , ),,'
C 4t1
I
/ lt ft. t,\,/\O r ,¡,. .)/,.../s

,J
¿.(¿)

i(r) I,t'lI¿"
-rr,,,.r,.r f | f| , c, u,/j"./, ,1 [,,-c",o,/,.r,/,",d.

/=,(,)+r L k:, +r J ,!
t
I

+ / o(t, s)/(s)d.s
J

(.r,t

'\rrt"I
+I1.'(r,ri(¿)) t l- ff rr+c*rrr/(r/.,ra 1)1D,,.=--, 1.. ]

para á € [r,f;1¿1¡1). Al reescribir en términos de (.7.24). se obtiere Ia fó¡mula de va¡iaciórr de
pa¡ámetros buscada. A sabe¡

a(t) - w(t,f)!(f)
(,(_)

t
+ / Ir (r, r,(,)+r) (r + Ct,r*,) trr(r¡1.¡11, z)a(r, s)/(s)ds

,J

1,,-, ', (¡
tl_ L ltvtt.t"\O/t,." /rs\d. + I tVtt.t t Orr.!i/.,r/{),d.,_,_1,_,!. ,!

i(¿) 1 t--¡ t

- ! rrr,i.,,-,, [ ,, ,,+.,or/..,..r/rsrd, I o,,.,,¡,".a.! ,!,
t(¿)

+ » rvG,t,)D,,
.:i(r)+1
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( 7.33)

(7.31)

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(s)ds,

o de forma equivalente

a(t) : W(t,¡)ai)
(,r.r i6l (.

t. I w't.r ,1b ?.r,/,s,ds I lw.r., <',, ",¡,",¿", 
"_". - _, ./

., ,,, l

t I urr.r.,r]t1-c",.ro(r.1r.s//tsrds - [ o¡."¡¡,"¡a,
-.t J, ,,,(,

i(t)

+ t rr(¿,¿')D.,
,=,(r)+1

donde Il' viene dada por (7.24) .

Así, reescribiendo (7.33) con

I ttit¿.s). si 1. < s < 1(s)
It--., r. s, i 

_ _

I fl' l+.r]. si 1l"l < s Í 1..

doncle
{ W(t,t,)o(t., s) si f. ls!1(s) .s<f
\ ll ¡¿.¿ ,r,O,1,.,/. s .it / r-. r

)-

f Iv(r.¿.+r)(IlC.+r)@(f.+r,s) si 1(s) ls<¿,+1, ú>s¡r-r¿'¡/ 
\ o¡t,r¡ si 1(t) <slt1t,+t

conseguimos

t (.(-r ,¡r) (,

/,u-r,,",¡,.,r. / II 1i.:;ó1r,sll1";d, . t /tr 1t.r.,orr,.' /1.¡d...t ., ,=11._,1,', ,i,r-,,.*. t

f r,r ,r.,,¡,,,a. : f I tt r,,.t1¡t . C.. e,i.-r.. /1s7ds- [ o¡t."¡¡
J=JJ

por )o que .e t ieno
lI/ (t, s) : I,L¡1 (t, s) + lIr (t, s) .

Asi, (7.33) se reescribe cot¡o

t ttt
tJ,!t Wt¡ rtqtr) lW t.,'!'s'ds- | w t.t, O,.

J , ,1- 1- ,

La forma de la solución obtenida es bastante especia.l y difiere completamente de lo t¡adicional, En
ella notamos que no se preserva Ia estructura de la¡iarión de pa¡ámet¡os que uno podrla suponer,
ya que Ia matriz de Cauchy se descompone en una parte de avance y otra de retardo, Además,
da cuenta de un importaDte hecho: todas las soluciones son obteDidas a partir de una solución
del sistema üneal homogéneo IDEPCAG (7.4) más una solución particular del sistema lineal no
homogéneo IDEPCAG (7.1)

r" ,G)

aPo- lÑP,"¡¡rc1a"t I wP.t.¡»".
''Í 

"-;1'1-t



Cabe destacar que la expresión (7.37) considera, como caso particular. a Ia solución del sistema
impulsivo Iineal no homogéneo (2.9). A saber, si B (f) :0, se tiene

fr ¡t '¡ : w (t'r) : Ü(ú' r)' v¿"' € R'

recuperándose así la expresión obtenida en (2.4) . Además. (7.37) extiende, pa¡a el caso IDEPCAG,
Io ¡ealizado en 144] para el ecuaciones del tipo DEPCAG, en donde se conside¡a el caso particular
D, : C, :0.

8 Sistemas periódicos impulsivos con argumento constante
a trozos del tipo generalizado

En esta sección estudia¡emos la existencia y unicidad de soluciones periódicas del sistema semilineal
IDEPCAG

xl(t) : A(t)x (t) + e(¿, x (¿) .x(1(t))), t+tl
AX ¿=r, : Ctx(tt ) + It (r (t;)) , t: t¡

con condiciones de periodicidad sobrc todas sus componentes. (Ver l1], l2]. [+] - [S]. ltl]. [¿¡] y
l47l)
A continuación enuncia¡emos una serie de iemas que serán fundamentales en el proceso de brisqueda
de tal tipo de soluciones.

8.1 Índice contador de irnpulsos i (f, s)

Como vimos en el primer capítulo, es de suma importancia el índice contado¡ de instantes de
impulso z(t, s). A saber, la cantidad de eiementos de (f¡)[, preseutes en el irtervalo fs. t):

, (¿, s) : # {(¿,):, nl,,,l} (8.1)

También, recordamos el hectro que paratodo¿ € R. existe?(¿) €Ntalque¿€1.t0:l¿rtrl,¿,(rl+r).
E[tonces se tiene el siguierrte ¡esultado arxilia¡:

Lerna 8.1 ,9e¿

t¡+p:t¡*T conP € N.fuo g i € No

y sen i. (.t) €Nlalquete I¡.4: [f,(tt,¿i(')+r). Entonces se t¿ene

i(t+-r):,(t)+p.
Demostración: Si f € 1,(¿), entonces

=-.? tie)lt1t;G¡+t
+ ¿i(¿) +'I St+T ( f¡14..i * ?
=..+ ti(L)+p!t*T I t¡¡.¿.¡¡r¡1

:.+ t+T e l4q+p: [ú,(r)+o, f¡(r)+r+ r )
-"+ i(t+T):ilt)+p.

por lo que se tiene lo buscado. r
Observación 4 Llaraaremos a la propieÁad

conp€ Nlijo gri eN¡

lo (7,p) propiedad.

t¡+p: tt I T,
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Algunos ejemplos que satisfacen \a (T.p) -prop'ied.ad son los siguientes:

L-er-i+á( t)'*', coni€2, sátisface uná (2,2) propiedad.
ti:x6-k,e :x6 coti€2, &, d € lR+,0 < ¿ < d, satisface una (ó, 1)-propiedad.

(8.2)
Es importante notar que ejemplos de sucesiones que satisfagan Ia (7,p) propiedad pueden ser
rescátados de ar8umentos constantcs a trozos. Por ejemplo, el último caso se obtiene analizando
r (r) = óll*!l con 0 < ,k < d.

G¡acias ¿ la (7.p) -propied.ad, podemos obtener el siguiente ¡esultadol

Lema 8.2 Sx (ti).<z a ((r),r, sat'isfo.cen la (T,p) -propied,ad., con

¿i < (i < ¿i+1. Vi € ¡{o

(:1Q) stt< It,,

entonce6

1Q+T):1(t) +.t.

Demostración: Sea ¿ € ¿. Entonces se tiene que

''' (f + 
") 

: (;1tar¡ : (,i1r;-¡p

v
1(r) + ?: (,¡,1 t7.

Luego, como ((,),u, satisface la (?,p) propiedad se tiene

1Q+7.):1(t) + 7:.

por Io que obtenemos el resultado deseado. t

Algunos ejemplos de esta propiedad son los siguientcs:

Ejernplo 1, Seal (t):6li). E"tonr." se ti.cneti:i6 k,ai:i,6.si,ta I¡, coni.€Zg6>A. Por
ende (, satisface una (ó,L) -propied,ad,

1(¿+") : (t+1)(t
: i6+6
: 1(.t) +7.

Ejernplo 2 Sea1ft):lt+l). Entonces se tieneL:i \y1¡:.i, sxte I¡ coni€Z Por end.e

<i satisface una (1,1) -propiedad,. Entonces

1(¿+7) : (r+1)
: ti +1
: 1ft)+tr'

Ejemplo 3 Sed j (.t') :21+) Entonces se tiene ti : 2i - 1 E Q : 2i, s.it€ I" conz e Z. Por
ende (, satisface una (2.1) propied,ad, por Lo que.

1(¿+") : 2(r+1)
- O;ro

: 1(r) +r.
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Ot¡serr¡ación 5 lJn hecho notable a destacar gracias es el siguiente: si r (t) es una funcáón

T-periódica v si lti,)¡¿v g \e ) Éz '""'i¡í#íl fr-'ó -'ropiedad''-at eomponer t \t) con una funcáón

", t\i "" "¡i¡k" 
uno"ii"",d' f ' potód'ica A saber

c('¡r(¿+")) - r(1 (t)+")
: o (r (¿))

Esto se logra aún sabiendo que 1 (t) no es una función T-periód'ica'

Deflnición 3 La cantid'ad' d'e instante§ de impulso i(t's) tiene dad'a por la es?tesión

I ,(t) -¿(s) sz s( (r.),67

i(t,s):{
[;1t1 -r1"¡ +t sis€ (ti),.2

A consecueucia de la defrnición anterior, se tiene el siguiente resultado ¡elativo aI índice contado¡

de imPulsos i (f, s):

Lema 8.3 Seo
ti¡o = t¡ !7, co¿ P € N ffo' Vi e No

Entonces f i(f)-i(s) +p+1 si s € (t'i)iez'

t(¿+I,s\ - ,,- 
\ i(t)-i(s) +P tis d (t,),€z'

Demostración: Para el caso s e (ti)¡.2' por el Lema 8'1 se tiene

i(¿+"'§) :l(¿+")-'(s)+1
: ilt)- i(s)-r-P+ 1.

Finalmente, para el caso s ( (t¿)r.r' se tiene

, (ú + ?,,t) : i$+T)-i(8)
= i(t) -i.(s)+P,

con lo que obtenemos Io deseado r

A modo de ejemplo, estimaremos la cantida'd de instantes de impulso con algunos de los casos de

1f, p¡ -ru"""ior"i exhibidos en (8'2) '

EiemDlo 4 Sei, s = l gti - í- t -'3' Por (8'2) sabemos q e wro esla succsión T = p = 2'

intoic.s.sit=5,4; se tiene i(t) =5ei(s) -- t) por to que

i@,a+2;t) = 5,-o+z

Ahora, tod,os los elementos de lo sucesión en cuestión que pertenecen a |l;7 ,4) son

| 14510 11 16 17 22]
,4,, : # {(r,),€zntl;2,4)} = # ti, á, i, f , T' T' T J 

:'
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Ejemplo 5 ,9e¿ s : 5. ¿ : 30 y t¡ : 2¡ 7. Por (8.2) sabetnos que ella satisJace una (2,7) propietlarl
(T :2, 'p - 1). Notamo; Quefu - s - 5 lo queimplicai(s):3. Ten'¡endo en cuenta quei(.t):15,
se tiene

'(30+2,5) 
: 15-3+1+1
: 14.

Vemos que

^r..r".1At ' # {' ', ,. z t ¡L;' llz '-¡
: # {5.7,9, 1 1 , 1 3. 15, 17 , 19 . 27,23. 25, 2 7. 29, 31}
: 74.

Ejemplo 6 Seas:1, t:8.2 ! t, : i, con i € Z. ELIa satisface una (1.1) -propted.ad.. Vemos que

t (s) : 1, ¿ (f) :8, por lo que se hene

r (8.2 + 1; 1) :8 1+1+1
-q

Vemos que

,q,, : #{(t,),.rf-ltr;s,z¡i
: # {1,2.3.,1,5,6.7,8.9}

Ayudados de los lemas anteriores. demostrareños uno de nuest¡os ¡esultados principales:

Teorema 8.4 ,9ea

t¡¡o:ti*T co¡¿P€ N iJo. i € No.

U sea i(t) € N únl gue t € I4¡1 : lt.¡q,t¡¡r.*¡). Entonc.es

z(f + I,s+7) : i(¿,s) , Vf,s € lR co¿ ¿ ) s y? e R,qjo. (8.3)

Dernostración: Dividi¡emos la demost¡aciórr en dos casos: s I (t,) ¡.2 y s € (ti)i.?.
Para el primer caso se tiene

t(¿+7,s+?) - i(t+T) -i(s+7)
: ¿(t) + p -'i(s) p
: i(t) -/(s)
: ,(¿,s) .

Para el segundo caso vemos que si § € (lr)ié,, entonces existe á (t) € N tal que s € ¿ por Io que
.-, tT:.,1,7.,(,rn''. ¡¡19¡cp5 -e ¡ic¡Á

i(t+T.s+T) : i(t+T') -¿(s+?-)+1
: t.(t)+p (,(s) +p) +1
: i (t) t(s) +1
: i(Ú,s) 

'

por lo que queda demostrado el teorema. I

Observación 6 A lo, propied,ad (8.3'1 la lktmaremos b'r,-periotlic'id,atl d,el índzce contad,or de impulsos.
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a.2 Solución periódica de un sistema impulsivo semilineal con argumento
constante a trozos del tipo generalizado.

A conlinuación, aoaliza¡emos Ia existencia y unicidad de soluciónes ?-periódicas pa,ra el sistema
semilinea.l T- periódico IDEPCAG

xl(t): A({)x (t) +s(¿.x(4,xt/(t))), t+tt
AX ¿=¿, : qx(tt) + It(,(t;)). t:t,

-Y

donde

(8.4)

(8.5)

(8.6)

(8.7)

A(t): A(t +T).
g(t + T,r¡,12) : g(t.x1,x2),
I¡-, (r) : 11(r) ,

C,+p : C,

son tales que

Es d,ecir,

x'(r) :,{(4x(¿), tlt;
AX ¡=¿, : CiX(ti ), t: ti

det (1+ C,) 10,V, € I\,

I4z (t, s) : Ilr (f, s) , V¿, s e JR+.

) 
*' ,. IR. p e N fljos. vr e JR,

lls(t.x¡.x2) - sQ,y\.a2') < '¡ (¿) ll"r ft) at (t) + r¡2 (t) ll.t:2 (t) az (t)

I I" (r) - I, (;y'1 < nt 1r (.t) a (,t)
(8.8)

(8.e)

corLq,(,t),qr (t) rR* [0,co) funciones localmente integrables y 4, : N- l0,cc) sunable. Además,
(t1)[,es tal que

t.+p : t,lT con p € N, 7 € lR fljos, rt € No. (8.10)

1Q+T) - 1ft)+T con ?€lR fijo. i e Np.

Indagaremos ace¡ca de cuándo este sistema tiene una única solución 7-periódica.

Observación 7 EL szsterna (8.4) puetl,e consid,ernrse como el s,istema (7.37), en d,ond,e reemplazamos
B(¿) : 0, Di por I¡(r) A I (t) por g(t,r(t).x(1(t))). Por eru1e, su soluci,ón se representa d,e la

i(t')

»
r:i(")+

t
Itl-t¡.r\Ítr) - / tl (t.s) q(r.r(s) .r(1 (")17d.

J
w(t,t,)1. Q (t;))

Los ¡esuliados de esta sección se básán luertemerrte en l¿ inr,.ertibilidad de la matriz

I - W(ta +T,ta),

en cuyo caso se habla de Caso no-crÍtico.
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Lerna 8.5 (Caso no crítico) (I iI/(¿¡ + ?. ¿0)) es inr.ertible si y sólo si el sistema T-periódico
(8.5) tiene a la solución nula como su única solución ?-periódica.

Demostración: .-=+ (Por contrapos,itruo). S\ suporlemos que el sistema ? periódico (6.5) tiene
soluciones periódicas no triviales, entonces se tiene que existe r(t¡) l0 tal que

,(¿o) :,(to+T):W(to+T,to)r(to)
+ ,I',(¿o + 

", 
fo)r(¿o) -c(¿o),

con trü(f,f¡)r(fe) una solución general del sistema (8.5J. (Si fuera el caso de r(t6) : 0, ello
implica¡ía que la única solución del sistema (8.5) es Ia solución nula). Entonces se tiene

(I IY (ta + 7' t¡))z(t¡) : 0 x(ts) I 0

:/, en consecuencia, r(10) e ker((I W'(fo + ?', ¿0)) por lo que la matriz (1 ty(¿o + 7-, ¿0)) no es

invertible.

- 
Supongamos que el sisiema ?-periódico (8.5l tiene a la solución nula como única solución

?-periódica. Entonces:
W(to + T.to)r(to) : r(to)

sólo se cumple para r(f¡) : 0, por lo que se tiene

r(úo) lt-(¿o + 
",fo))"(to) 

- 0

+ (I lv (ta + 
", 

t¡))r(t¡) : a

lo que nos dice que ker((I -ly(ta+ 
",¿o)) 

: {0}, por lo que Ia matriz (I W(to +?,fe)) es

invertible. r

Lema 8.6 Sean f1, f2 funciones tales que:
(i) f1. f2 son continuas por la izquierda en un interüalo Ii
(r¿) h, fz son continuas, ezcepto, postblemente en los puntos (¿,)X, fl f, en d,ond.e se tiene

LLna d¡sconl,nu¿dod de pnmero e"pe, ie¡

(áir) fi, fi cumplen (i ii), d,ond,e la d.erit¡ada en los puntos (¿,)L il/ es asumid.a como la
dertuadn Lateral por la ízquierd,a;

(ir) fr(to): fr(to) para algún ta e I;
(u) f't(t): fift) para tod.o t e I;
(ri) f, (t.) - f, (t; ) : fz (tr) fz (t, ) po,o todo ti e (t:)i|

Entonces f1 ft) : fz (t) po.ra tod.o t e I.

Lema 8.7 (Criterio de Poincaré) Sean las conthctones r)ad,as por (8.7) satisfechas. Una solu-
ción ó (t) d,e (8.4'1 es una soluciónT penódlca s't y sóLo si

Aft):ó(t+T),p¿ro¿€R.

Demostración: La necesidad es obvia por ser y' una solución 7 periódica. Sea ,, (f) :,, (¿ + 7) .

Para la suficiencia mostraremos que d(¿) : ,r(¿ + 7) es solución de (8.4). A saber. para t f t1 se

tiene

d.- d

i"', 
:-ntt . T\

: A(t + 1:)(tft +,r) + F (t +7,ó(t + T),.r(? (¿ + 7)))
: A(t +,r)ó(t +,f) + F (t + T, ó(t +:r), ó(? (r) +?-))

: Att,-,t1- r (i i r, ;r.,',,)
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yparaÚ:Ú1

"' : 
-ir;;,-'-,,,u,.,,., 

r*, (d, (i¡*,))
(I + c) ó(.tt + 

") 
+ 1i (d (¿; + r))

tL C.t-tt ,+ ¡, l..r¿ l) .'\ .'./

por Io que se comprueba qr" |1t¡ "" 
también soluciór de (E.,1) , con iguales condiciones iniciales.

Entonces, por Lema 8.6, se tiene

ó(t+T):4,(f) , Vl € R+.

Es decir, se tiene una solución ? periódica de (8.4). r

A fin dc encontra¡ una fo¡ma explÍcita de Ia solución 7 pe¡iódica, necesitaremos de los siguientes
lemas:

Lema 8.8 Sea W (t) la matríz fundamental de (8.5') tal que W (te) : l. Entonces se tiene

w(t + T) : r.r/ (ú) rr(to + 7). v¿ € iR, (8.11)

wlta+T)(I -W(to +?))-Lu ,(io+?) : (I- fi/(¿o+z))-r. (8.12)

(ly '(¿o+r) r)-1 +r: (1- r.r(¿o +z)) '. (8.13)

a
Iv(t + r, s + ?) : W'(¿, s), V¿, s € lR. (8.14)

Dernostración: Para (8.11) r¡ostraremos que y(r) : lV(t + T) es matriz fundamental de (8.ó).
A saber, para ¿ f ,, se tiene

¿d.;v(¿) - =w(.t T)
at ot

: A(t + T)W (t +:f) + B (,t +.r) ril(^/ (¿ + 
")): A(t +?)W(t +:t) + B (.t +,r) w6 (t) +T)

: A(t)Y (t) + B (t)Y(t (t)).

ypa¡af:¿i

Y (t") : W(tt +'r) = W (t+p)
: (I + Ci+)W(ti+P)
: (.1 + C)WQI +T)
: (I +c)Y(tt).

Luego. si ! y I,l/z son dos mat¡ices fundamentales de (8.5). existe mat z inve¡tible Il tal que

w\(t):w2(t).H.

por Io que si tt/(¿ + 
") 

y l,lr(l) son mat¡ices fundamentales de (8.5) se tierre

W(.t+.\:W(t)H.
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Luego, tomardo aquella matrlz fundamental tal que IY(r¡) :1, se tiene

W(to +:r) : W(to)H
-+ H:W(to+T)

con lo que se tie¡re el ¡esultado buscado.
Para (8.12) se tiene

I:I
I : (I - /(úo +7))-1 (I -W(ta+7:))
I : (I w(ta+T))'tv(.to+r)(w(¿o+r)-' I)

(w'(¿o + r) ' - r) Q w(ta +T)) 1 w(ta +T)

v

I:I
r : (r w(to +.r» (1 - ri,(¿o + 

"))-1I: w(to+T) (rr'(to + 
")-1 -r) 

(r- fi/(ro +7))-L
(I -w(to +")) : I,y(to+") (w(to+r)-' 1)

(ly(¿o+r) ' ,) ' 14/(10+?)(1 - ry(fo +?)) 1.

AsÍ,
v,(to+1:)(r Íy(ta +r)) 1: Q-w(.to+'r» twlo+T).

o bierr
rr,(¿o + 7.) (.r -w(to +7))-r l.y '1re + r¡ :(1 ri.,(¿o+"))-r.

Ahora, para (8.13) se prosigue de forma análoga. a saber

I:I
I : I_ Iil(¿o+") +!r(¿o+7)
r : w(to + r) (t4l(¿0 + 

") 
1 r) + tv (to + 7:)

(tt 1ro 1r; '-¡) rr-(¿o + 
") 

+w(ta+T) (w(¿o+r) , ¡)-'
rll /0-f ' ft-' = ll r,o-f ,(f -1rrr,,o . f, r-1t r)

1o que implica. aplicando (8.12)

I + (lv(¿o +T) ' - f)-' : (l,I/(úo + 
")-1 

r)-1 lr Lpo * 7,
I+ (it'(¿o +?)-1 -¡) ' : (¡ fi/(ro + 

"))-' 
w (to +T)w t(to+T)

r + (tv(¿o + ?)-1 - r) ' : (¡ ty(r0 + 
"))-1 

.

Luego, para (8.14) aprovechando la propiedad (8.11), vernos que

w(t+.f) - tv (t)tv (to + t)
....> w(t + 7)w \ (to + .r) : w (t)
..=+ w'(t + T)lv-t (.to + T)w-t (s)tv (s) : rv(¿)
..=+ w(t + T)w I (¿0 + 7)ril-1(s) : rr(4f,v-1(s)
+ r4/(¿+")w-L(s+?) :n(¿)ty r(s).



por lo que
w (t + at,s + T) : 1l¡(¿, s).

AsÍ, queda demost¡ado el lema. r

A continuación enuncia¡emos y demostraremos uno dc 1os rcsultados más importantes de esta

Teorema 8.9 Sean los si,sternas (8,4) g su sistema T - periódi.co Lineal homogéneo asoc'iad.o (E.5)

con la6 hipótesil d.ad.as por (8.6), (8.7) 9 (8.10)- Si. el sistema T - periódico (8.5) na tiene soluciones
T peri,ód,icas más que la triuial, entonces la solución T penódtca del s¿stema (8.4) x'iene dada por

(8.15)

(8.16)

to+T
fP¡'t' I G.t."'s''.,,',.,,', . ,,d' -\C,r.1,,1. r"r{r, r}.

J ._

/ ttrrl Pt4- r'r /o: ¡. s-t6-T
"''-l lv,r,,I -P,ll- {", /0/-'-t<totT.

d,ond,e lo, matríz P uiene d,ad,a por

P : (I W(to + 
", 

¿o)) 1li/(¿o + 7).

La función G(¿. s) €s la llatnada función de G¡een del sistema T-periódico (8.,1).

Demostración: Lsando Ia fórmula de \,ariación de parámetros, la solución de (E.4) se escribe de

la fo¡ma

,,

¡(t) = ll'(¿,ro)r0 + /Il 1t,sls1s,r(s) .r(1 (s)))ds+ lw¡t,t,1to (r(t, )) , algúnr¡ e R'.
,J
ú ti <t

(8.17)
Luego, como la solución buscada debe ser T-periódica, por el Lema 8.7 ella debe satisface¡

¡(¿o*7) : z(úo)

: fOr

Io que implica

¿ot?
t"

¡(úo+r) :w(¿0+?,fo)¡u+ | w¡.to+r.'1s¡.",r(s) .z(1 (s)))ds + » Lr(¿o +ar,,')It @ (t;)) .

,J
,o i:l

De Ia expresión anterior se concluye

ta+T
t-o¿o: l[(¿o +T,ta):Ía + / Ivl¿o +?,s)9(s,¿(6) ,r(1(s)))ds + Iil/(¿O +",rr)¿ (¿(¿a)).

¿.

Ahora, por el Lema 8.5 se tier¡e

. I ''¡' -4- \r0-f/-lv\/0. r.to) tl / t¡ i,o f.' 9q,.r1- .-'(. 1.,1 d.-) Il/'ro' r.i.,/ (""(/-)) I.tt\i - I
(8.18)
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por Io que al reemplazar (8.18) en (8.17) Ia sohción f-periódica de (8.4) viene dada por

/'.t"
r(t) : il'(t,t6)(1 !v(ro+7,¿u)) L I / Iv(to + 

", 
5)¡r (s. r (s) ,z(1(s))) rls (8.19)

\¿
,\

I''o ' r' i"'1 t¡ {i- 1r 
)/

t
I

+ / wit, sle 1", r 1,) ,r (1 (s)))ds + t tr(¿, rt)4 (" (ta)) .

J
¿o ¿; <t

At apllcar en (8.19) Ios lemas (8.11 - 8.13), ésta puede reescribirse de la forrna

¡(¿) : / 1tl ¡t,to)1r It/(10 + ?,10))-1u/(10 + 7)Iv-1(s) + lr'(¿)Ii¡-1(§)) 9(s,o(s) .r(1(s)))ds

+ , (tv(¿. ro)(r - l'1'(r0 + 7, ¿o)) rl'l'(¿0+?)lv-1(¿i)+w(t)w'(¿,)) a (,(¿;))
rn<t,<t
ta+Tt

+ / II'(t,r0)(1-II (t0 +?,¿0)) lllrlts+r¡l'tr-11")9(s,r(s) ,e(1 (s)))ds

+ » Lr'(¿, ¿o)(1 - rt'(ro + ?. r0))-1u/(t0 + 
")w-'(¿.)4 

(' (¿l))
t:ti<ta+T

t: / 1tt'1tlqr, rvt.ta+'r,to))-tw (r)rr 1(s)+w'(t)w-1(s))g(s,r(s) .r(1 (s)))ds

+ t (rr(¿)(1 r/(r0 + ?,¿0))-1n (.T)w lei) + rv(r)rv-r(rr)) 4 (, (¿f ))
¿. s¿t<¿
La+T

+ / Ir(r)(1 - Itr/(ro +7,r0)) rtv(r)tt'-r(s)e(s,z(s) ,c(1 (s)))ds

+ I w(t)(r, w(ta +T,to))-1tv(r)r1,'-'(t,)r. 1, p¡¡;
,S¿, <to+?
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i: / Iv(t) ((1 II'(r0 +T,t\)))-twlr) +1) lr 1(s)o(s,r(s),r(1 (s))) ds

+ » l[(¿) ((¡ - E"(ú0 + r, ¿0))- I rv(") + 4 ti, -t (tt)Ii (.r (tt ))
¿os¿t<r

¿o lI
+ / Iv(i)(1 - Il'(ro +r.r0)) 1lr(7)iil L(s)e(s,r(s) ,r(1(s)))ds

: l^'trt\.1 + P)tt' 11s)s1s,r1s¡ ,r(1 (s)))ds + » w@ Q + P)w'-1(¿r)1r (u (r;))
h ta<t|<t

to+I

+ I wlt)Ptv I¡s)e(.,r(s) .z(1(s)))ds+ t tvQ)PW 1(¿')4 (r (r;)),
,,,'l,lT

por lo que aplicando Ia definición de G(t.s) desc¡ita en (8.16) se obtiene el ¡esultado deseado. I

A continuación. a ñn de comprobar que la solución (8.15) sea ?-periódica. necesitaremos del
siguiente lema:

Lema8.10 Sea la functón de Green G(t. s'¡ d.el sisterna (8.4) descñta en, (8.16) . Entonces setiene

G(t +T,s +lI): G(t,s) ¿ I ¿i. V,r,f € lR,

G(t + T.t, + lf) :6¡.¡,¡,¡ l:ú¡, vt,f¡ € R.

A esta propied,ad la llamaremos bi periodicidad de la función de G¡een.

Dernostración: La demost¡ación la ha¡emos por casos.
Caso I
Si

G(f, s) : n'1¿¡P¡r-r ¡"1,

cn vi¡tud de (8.12). (8.13) y II/(¿g) : I. se tiene

G(¿+",s+") : W(t+T)PW t(.s+T)

: \\'(t)w (to +T) (I w(ta+"))-1rr 1(r0 +?)1,1' 1(s)

: LY(¿) (1 - IY(¿o + 
"))-' 

n '(,)
: G(t,s)'

Para Ia parte discreta, se prosigue análogame¡rte. A saber

Glt + T.t,+p) : tv(t+T)PW 1(.ti+p)

: 11'(t)w (to +T) (.1 lv(¿o + 
")) 

1 fi/-r(¿. + ?)rr r(¿,)

_ Lir(4 (7 II/(¿o + 
"))'1 

r4' (¿o + ?) ty ,(¿o +r)w '(r,)
: wlt)Q - r4/(ro + T))-t r.v-1(¿.)

: G(t,f,)'

+ I w(f)(I rr.(fo +7:,tú) t$tQ)w-'(¿,)4 (" (r;))
tatl<ta+'I
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por Io que se tiene la bi-periodicidad para este caso.
Caso 2
Si

c(¿, s) : ril(¿)(1+ P)r.r-1(s).

tenemos que

G(t+T,s+T) : l,V(t+r) 11+Pl ill r(6+r)

- I,f/(r)n'(r0 +.r)lf + p)w-\ (ro +?)tI/ 1(s)

: lrr/(¿)r,r/(¿o + ?) + I,I/(r)14¡(10 +")P]iI/-1(¿0 +")l[-1(s)
- ty(¿)n'(¿o+?)ty 1(¿0+")r4/-1(s) + ti/(¿)rI¡(¿0 + 

")Pti¡ 
](fo+I)l,r 1(s)

: fi/(¿)rr/- 1(s) + tr(f)Pr[ r(s)

: w(f) 11 + Pl til-r(s)
: G(t.s)

Por rlltimo. análoBamente para lá párte discreta, se tiene

G(t+T.ti+): w (t +:t) [1 +P] Ir-1(¿r-p)
: r,r,'(¿)r.r(¿0 +T)lr + P)w t(¿0 +?)trt'-1(ú')
: {ty(f)rr(¿o+?)+1.1,(rtr(¿o +.r)p)w,(ro+?)w,(r,)
: tv(¿)iv(¿o +?)I4l t(¿o + T)tY-\ (t) + lv(t)lt'(¿o +'r)Prv-t (to +7)ll-r(¿¡)
: rv (t)rv '(fi) + I,t (¿)Ptv-L(¿,)
: tr¡(¿) 11 + P)w-t (ti)
: G(t,ti).

AsÍ, el lema queda demostrado. I

Aho¡a tenemos todo lo necesario para demostrar el ¡esultádo principal de esta sección: la T periodicldad
de la solución de (8.4) dada por (8.15) .

Teorema 8.11 Sean (8.6) , (8.7) A (8.10) satisfecÍLas. Entonces la solución de (8.4) esuita en

términos de la funczón de Green 18.16) tlarla por (8.15) es T-periód,ica. Es decir

"(f + r) : r(¿), vt € lR.
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Demostración: Por (8.11), podemos considerar cualquier intervalo de Iargo ?, por Io que se tiene

ta+2.f 2pt¡tt .T - I C,, . r."rp.. r ., ¡'r,<.,,¿Js L C,- f.t.)I,t.r(t, tt
J

to+l i=P+l

Lo+T,,p
: I ct.t +r,'+T)s(s+T,r(s+T) .z(1(s+")))ds +»G(t + 1:.t,+p)¿+, (" (¿,*r))

,l
¿o i=I

,a -T
t: / c1t + T. s + T )g (s + T. t(s + 

"). 
r (7 (s) + T)) ds + \c|t + r, t.,*olto*, (, (¿;*o))

J
,o i:l

: / c1t, 
")e ¡" 

* I. r (s + 
") 

. r (7 (s) + 7)) ¿s + lc¡Lt,¡t,*o (" (¿;r))
Jro i:l
,a,T

t: lC¡t,'1s¡',2¡s] , z f¡ (s))) ds + » c(ú, ¿,)4 (" (¿; ))
.J

:,(r).
Además, como ia función de G¡een es bi-periódica, ella es acotada. Entonces se tiene

sup G(t, s) < Cs.
¿,s€l¿o,¿o+71

Ello implica

t',' \
.t t . C. l I e,\."r¡s,.J',1,",,r dr -f r,r"tr, r, 

)\/" - /
< cu .l g ^ p,€Ifl 

p, 11, -)
,(¿) < CG . (T + p). n,ax{llell- , ,uüÍ1 

", 
i1, -},

por lo que el teo¡ema queda demostrado. r

A continuación demost¡a¡emos que Ia solución de (8.4) es úrrica y está dada por (8.15) .

Teorema 8.J,2 Sean (8.6-8.10) saüsfechas. S;9(s,0,0) es locnlmente integrable,

¿o+I'"1 él
/ (4't5l-42¡s¡,d,.) q,. 

- 
f8.20)

J - 
(c

to

9

lta.r p '.T , \ltr-"1 I tn,, ., ,1 r\r,d> Lr,- | 'er".0.0 
'd"+ f r,{0, I - I r8.2lr

\l --t !, = I
entonces la solución d,e (8.4) escnú¿ en talninos d,e la función d'e Green (.8.16) dada por (815) es

la úr¡,ica solución T - periód,ica del sistema (8.15) .



Demostración: Sea PCa (lR.1R") el conjunto de funciones T-periódicas r : R -+ lR" continuas a

trozos y con discontinuidades en los puntos (t¡)], para las cuales

§' (t) ""istn

En el conjunto PCr (iR.IR') se intr«luce la rorrna

llc - : "P{ r(t)l : t e [0,?]i'

Con esta no¡ma PC? (R, R") es un espacio de Banach. (Ver 111]). Sea

6¡0,,1 : {" € ?cr (R,lR") J ll, - < "i .

Deñnamos el operador P : PC¡ (R,R") - PCr (lR,R") dado po¡

tP
P(¡)(r) : / G1t.s)s(s.z(s) ,r(1(s)))ds + »G(t,t')r, (r(ú;)).

J.o i:1

E tonces se tiene

¿o+?

llP(,)(ú) p (.y) (.t) : [ ',atr,")l e(..¡(") ¡(] ts))) -e(s,y(s) .e(1 (s))) ds

!"

+i tc{r,r,)ltia(,(¿;)) ¿(s(¿;)) |

,=r, 
U*,tt.r-\

: Ccl / r,r, r' 4, 1.11dsr) l. I . s^\1 - /
< ¿_9 _,

por lo que se tiene P es una contraccion. Ahora, debemos comprobar que 6¡0,,¡ sea invadante bajo
I¿1 acción del operador P. A saber

ta+T
t"P(r)(t)lt : / ctt.,)l e(s,c(s) .r(1 (s)))il ds+t G(¿ ú')l lr"(¿(tt))l

J

/ tú+T
^ll. Cc I / e(s.r(s) ,o(1 (s)))-e(s,0,0) +e(s,0,0) ds\t

P\

f r,t"ri,)) 1, or -1.'0, 
)¡=r )
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/ tolT P

s cc I I (a,(s)llo(s)ll+rrs(s)llr(r(s))ll)a"+!n'll"(tf)ll
t=1

\ro
to+? " \

+ / ttet,.o.ot 'a'+i r,ror 
)

'o 
i=l /

/to+r o "o;r
< c"l | (¡ir (s) +nr(s))ds+ Lr,* I lle(s'0'0)ll ds

\/. tr i"
p\

+f .u,to1¡ ).r¡,-
i=1 /

< ll"ll-
<r.

Luego, por el Teorema de contracción de Banach, el operador P tiene un único punto fijo en B¡o'"¡'

Por ende, Ia ecuación integral

to+T p

"u) 
: I G(t,s)e(s,o(s),c(1(')))ds+»G(¿,¿')A ("G' ))

¿o

posee una única solución ?-pe¡iódica. Es decir, (8'4) tiene una única solución ?-periódica ¡

52



Capítulo III
Soluciones convergentes de sistemas
irnpulsivos con argurnento constante a
trozos del tipo generalizado

8.3 Introducción
En [26], motilados por el estudio de enfe¡medades de t¡ans¡nisión vertical tales como ia Gonorrea.
K.L. Cooke y J.A. Yorke analizan el sistema

x'(t) : s(x(t)) s(x(t L)), (8.22)

donde z(f) representa al número de individuos de una población en el instante ¿, 9(r(f)) representa
a1 núme¡o de nacimientos y, suponiendo que el período de vida de cada individuo es ,, tenemos que
g(x(t - L'1) representa a mortalidad en el instante t. con Io que la expresión g(z(f)) g(.x(t - L))
representá a Ia tasa de cambio de Ia población de una especie en el instante ¿. Los autores analiza[
Ios casos en los cuales g es una función del tipo Lipschitz global, y deducen la convergencia

¿Lar(¿) 
: ¿'

dete¡minando así la existencia de un equilibrio para la población de Ia especie representada en
(8.22), el que es independientc de Ia condición inicial del sistema e¡r cuestion. lo que equir,ale a
decir que las soluciones son coo\,'ergentes.
Lo anterio¡mente expuesto muestra Ia enorme importancia de considerar sistemas que puedan
estabilizarse para t muy grandes. Nluchos son los casos de modelos de transmisión de enfe¡medades
en los cuales es nec€sario establecer condiciones pa¡a conseguir una estabilización de la población
infectada o la de extinción de Ia población de alguna plaga.
Es en este sentido que los sistemas impulsivos otorga[ excelentes modelos de vacunación de pobla-
ciones o de combate contra plagas. (Ver lS0l y lS8])

lrlotilados por este tipo de modelos, a continuación demost¡aremos Ia existencia de un equilibrio
asintótico para Ia IDEPCAG

r'(,t) : Í (t,t(t),r(1(t))), tltl
arftr) : Qr(r(ti)). ¿: t'.

bajo ciertas condicior¡es de integrabilidad de sus coeficientes.

8.4 Equilibrio asintótico de un sistema IDEPCAG
En esta sección estudia¡emos el problema de Ia existencia de un equilibrio asintótico para la clase
IDEPC^G a tiempos fljos. Los rcsultados serán una extensión a ecuaciones del tipo IDEPCAG del
trabajo realizácio en [30] por P. González y M. Pinto (Ver 1.12] para caso DEPCAG).
Sea

B (0, r) : {z e R" ] ]rl I r} , donde ].1 es cualquier no¡ma en R".
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Definición 4 130) Diremos que la ecuac,íón d,iJerencial impuls,iua con argumento constante a trozos
deL tipo

rt(t) : f (,t. r(,t). x(^¡(t))), tltl
Lr(tt) : QIGO; )), t : ti (8.23)
t(r): ao

d,efinida sobre [r.ot) t'iene un equólibrio asintóti,co si:
i'¡ Etiste un núme,ro real positiuo r > 0 tal que para cad.a a/ r, la ecuación (8.23) con contliciones
tni,cioles r.(a) : ro tiene una soluczón x (t; def.nida sobre la, cn) y que sotzsfa,ce

,1% " 
(t) : €, (8.21)

para alqún I e R" .

i.i) Para todo (€lR" e¿ls¿€ a€ I y und soluctón d.e ¿(ú) de (8.23) d.efinzda sobre la,<n) y satrsJa-

ciendo (8.24).

A fin de establece¡ resultados necesitaremos de las siguientes hipótesis:

Ht a) Existen furrciorres i1ttegrables.\1 (l) ,.\, (l) sobre 1 tales que para todo (t, r (t) ,r(1(t))) e
1 x R" x R" se tiene

l/(t,z(t) .z(1 (t))) I lr(¿) r(l) +.\2(¿) r(r(t)) .

donde

b) Existe una sucesión surnable de nú¡re¡os ¡eales no negatiL'os (pr)!, tales que para cada
r € Ra se tiene

a, (,p¡;; rp, l"(¿,)1, v¿ € ¡{.

H2 a) La función /(f,0,0) es integrable sobre f, y existen funciones integrables lr (t),Az (¿)

sob¡e I tales que para todo (¿. ,' (¿) . ¿ (? (ú))) , (.t,y (.t),y (1(.t))) € -¡ x lR" x lR¿. se tiene

I /(¿,r(r.r(?(4)) f (t,s (t),y h (ü))
< .\1 (t) r(f) -y(t) +A, (¿) ¡(t(¿)) y(r(t))

donde

b) Existe una sucesión sumable de núme¡os ¡eales no ne6ati\.os (!r)p, tales que para cada
1. 3,/ e r( " se ¡lene

l0'1, 1t;¡¡ -A;(v(t;)) l<p, "(¿a) -eG,)1, vt€N.

Para la clase de ecuaciones (8.23) probaremos que poseen un equilibrio asiotótico global. Esto es,

el equilibrio asintótico es r-álido para cualquier r > 0. Basaremos nuestros resuitados en el uso de

la desigualdad G¡onwall-Pinto 5.21 y en la integrabilidad de coeficientes que delinen a la ecuación
a estudiar.
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Teorema 8.13 S, l¡fr] es safisfecho. entonces toda solución de (8.23) can cond:Lción inicial x (r) :
iLo con 'r > ta satisÍace (8.24) para algún € e R .

Demostración: Si :r (¿) es solución de (8.23) con condición inicial r (r) : ro con 7 ) fe, definida
sobre un sulliüter\alo fi¡rito J C [2, oc), entonces r (f) por 6.1 satisface V¿ € J

t
f

¡(t) I s x0 + / l,r(s,u (s) ,,(r("))) ds+ ! A,G(¿a)) I
.J

' , "''tt
t. ,ol + / l.r,{,) "{,) +), (s) r(1(s)) )ds+ )] r. lz(t;)J

'l , -,. .,

Luego. por 
"l 

L.Irru 5.2. ." ti".r"

/ \ /'", \.r,t ,,1 f fl rr-r,)o'pl/(,," rl¿l)¿l"\'l':' / \1 ' t 3t )
y, en consecuencia a la integrabilidad de los coeñcientes. l¿ solución de (8.23) es acotada, por 1o

que puede se¡ continuada más allá de sup 
"r.

Ahora, debido Duevamente a la integrabilidad de los coeficientes se tiene que si f,s > N con N
sulicientemente grande, entonces

,,

r(t) ¡(s.) < | f 1.",,(").r(1(u))) du+ >] iOr (, 1t;;11
J-s¿ ¿.(') <¿i<¿

t
s / t t, (u) r (u)ll 1.\, (u) lr (1 (u)) )ds 1 I p, ¿ (¿t )lJ ,,.'_,,, ,

.(1 \ ,,,-)- u,r"-,.I ,,)
< €.

Luego, por el criterio de Cauch¡ c (f) es convergente a algún € e lR'. De esta forma se obtiene la
condición i) de la definición de equilibrio asintótico. r

A ñn de conseguir Ia condición ii) de Ia definición de equilibrio asintótico utiliza¡emos el Teorema
de Punto Fijo de Banach y la hipótesis lffr], Io que se resume en el siguiente teorema:

Teorema 8.74 Asumamos que las condtctones dadas ytor lH2) se cumplen. Entonces para urd,o,

( e IR' erzsle a >_ r y urlo. solución :x (t) d.e (,8.23) d.efini.da soüre [a. oo) que satisface (8.24) .

Demostración: Us¿ndo la hipótesis 1ff21, es decir, por la integrabilidad de los coeñcientes;
podemos escoger un núme¡o ¡eal suflcientemente grande a ¿ r tal que

7_,r= / ()r(r)- \,(s))d. . ) p,. l.r" r,
Sea 6 el espacio de Banach de las funciones acotadas deflnidas sobre {a,co) con ralo¡es en lR'.
Utiliza¡emos la rrorma natural en este espacio. a saber

li/l:{."pf(f) : ¿ € [¿,cc)].



Tottemos el operador T : B ---, 6 defrnido por

;
(r¡) (¿) :€ i l(s,r(s).r(1 (s)))ds_ ),0,G(f, ))i ,s,,

Fácil¡rente se comprueba que 7 (6) C 6, ya que

It(f¡) l¡) : i'(lt I i /r..r .,.rrrr.,r /.r.u.0, dr- / r,I ¡.0.01 dsJ.t

* I tjo, (, (¿¡)) - e, (o) + I lro. tol
rl¿r ,s¿.

/¡-t. ( -/,t,,. . \2r., ,',' ds+f i,. 1t(t,t'- | Í'".o.o,,a,.J'-.t

Así, gracias u tu t,rt"grubiti,lud perli<ta de Ios coeficientes , ::' ,r,r,, ,, , ""'ti",r" 
Io br,""udo.

Debemos mostrar ahora que el operador ? es una contracción. A sabe¡

Í
l(r") (0 (l.ry) (t) : / /(s.r(s),¡(t(s))l /(s yls) ,s/(1 (s)))li ds

+» Qt (, (¿, )) - 0' (u (t;¡1 
1

-'t ''
. /.r, 1.1 ,1r.1 , (*) * l, (s1 r (1 (s)) - y (1 {s)) rts

*;ir,1,(¿;)-y(¿;)l

(^, \: .¡ y*{/,,t'', r,r, d"-!r, l\/ Ei. I
< ti'l.L y n.

Por ende, existe un único punto fijo para este operador en 6. Es decir, se satisface

¡¡(¿):€- / "r(',,(,) ,,(r(")))d, IO'G(r;)) . Vrla,
J ..

por lo que dpfiniendo

€' :€ | f G,,(")."hG;))as+ ! Q"(t:(t;)1 ,
.J

tenernos que r (f) satisface (s.zl). I ""u* 

d<ti

t
,I¡(r):{ + /,r(',,(") ,,(r(,)))d"+ » Qr(r(r¡)), vr}o,t 

"'' '



satisfaclendo

,\A" (¿) :€, con ( e 1R".

De esta forna se obtiene Ia condición ii) de la definición de equilibrio asiniótico. r

Es inlportaote notar que el resultado anterior es r,'álido tomando cualquier r > 0 tal que ll, _ l r.
Como consecuencia de los teoremas 8.13 y 8.1.1 tenemos:

Corola¡io 8,15 Sean las cond.iciones lÜr) A [Hrl satisfechas. Entonces ertste un equilibrío as-
tntótxca global, es d,ecir, para cuaLqu'ier a / r Lo suficientemente grand,e, todas las solucíones deL

ststema IDEPCAG
x' (t) : f (t,x(t),r(1ft'))). t + tt
Ar(t¡) : Q¡(z(t, )), t: t, ,

r(a) :¡o
conuergerán a,

I Equilibrio asintótico para el sistema lineal no homogéneo
con argumento constante a trozos del tipo generalizado
con impulsos (9.1)

En Io que sigue analizaremos el comportamiento de las sohciones de la IDEPCAG

u,G): ¡(t)y(t) + B(t)y(le)1+ fe), t*tt
0,,., -(',si,' . . o. " t'= r fc l)

en dolde 1 (t) es una función constante a trozos v

sf¿;):lim9(t).
t<ti

existe V¿i con i € N. donde y (tf ) : g (fi) ; con el fin de concluir que bajo ciertas condiciones de
integrabilidad de los coeficientes, las soluciones de (9.1) son con!'e¡gentes mediante el estudio de
la mat¡iz fundamental asociada y de la correspondiente fórmula de va¡iación de parámetros para
t e l0,co) en el caso avanzado. Es decir, 1(f) : t¡+r si f € [ti,ti+L),Vi € Z. Analiza¡emos también
el caso 1(f) : ti, si ¿ ( lti-ti+\).Vi <2.

Además, asumiremos las siguientes integrabilidades:

.4,4,/ e z1([o.co))i q,Dr € rl(N) (9.2)

9.1 Equilibrio asintótico para (9.1)

En lo que sigue considerarnos la ecuación (9.1). Se tiene

Itt

s\t) s^ [ty.¡u¡'p,, Ie'¡u-¡"¡¡, [ ¡r"¡¿",J ,J ,J
fo ,0 ¿o

+Lcts(t)*Lo,.
tó<tt<t ta<t,<t

A continuación, como co¡ola¡io del Teo¡ema 8.13. se tiene lo siguiente:



Corolario 9.1 limr-- g(t) entte.

Demostración: Debido a (9.2) , se tiene que por el criterio de Cauchy limr-- f/(t) existe, por lo
que se tiene la condición i) tle Equilibrio asintótico. r

En lo que sigue explicitarernos el valor de lim¿-* g(f). a fin de poder obtener Ia condición ii) de
equilibrio asintótico, Recordando (7.33)

a(t):

W(.t,r)

para ¿

(;r,r.! W (t,r) ó j, s) f (s)d.s

+ C") o(t,, s)/(s)ds(1,

i(¿)

,(¿)

t
("r

F2

w(t.t,)
1,

i(¿)

»
,=i(')+

t,) laft,.s)/(s)ds +
,(¿)t

Ft¡3(¿)

+ / @(t. s)/(s)ds

\-/-
¡,, (f)

/ ,t,¡
: Li/(¿,t,,il){- ft

\ .,:,r.r+:
€ I¡1¡vr€I4r¡.

l,v (ti+t,ti): -E(f,+1, (i)E-

(e.3)
donde

1r + cr¡rrp¡. r,-r¡) (1 + c,t,tr,) w (t¡¡,¡a, r ),

para f; ! (¡ ! t,¡y con i, € Z+.

A frn de obtene¡ algún ¡esultado para la expresión anterior. debemos analiza¡ cada una de sus
componentes.
Con el objetivo de estima¡ ura cota pa¡a II/(ú. r) r'emos que @(t. s) cumple

llo(r.s)li < 
"1,"'*' 

t u' d. < ¡o. si f.s € [r,,¿i+l). (9.4)

Adernás. se tiene qr¡e tanto -E(¿i+r.¿i) como E 1(t¡41.ú,) son acotadas por (7.7). (7.8) y (9.a). lo

t(¿u, (r),
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4(¿)

,'(¿)

+ » wO,t,)D,
,: (?)+1\-\¿.-

F6(¿)



cual nos permite obtener una estimaciól para ] lIl(f, r) . A saber

w(.t,r). 1u'1,,,,,¡|ffi r4.tr.rr1)I ,n¡)
l,=, 'r+: l

[ ,,, ],n/.,,..,rl II ,t (,, 
1

[r='l't+r -]

l-' rf "' I
= l || r,,,.c, ' ]l f| E-ri,- (,,, 

1L,-i',-- ]1,,,,, l
| ,, llr'r" t' I t " 'l | |[ " '' I

lr-' 't-¡ l
Luego, recordando qrre

J(ti.ti-t) lr+"-r',','-,1-'rt'rlla" j uU,0", llo(¿,.úr-r) 1"li: ,or'1 o',

ootamos

-

"[j 
'

por Io que es fácil ver que

lIlE(¿,,cr_,) i r

J,.,

I / ,; \-'\
fllE-,,,,.(, ,-f[f ./, \L'd"lt-.:',"t''" f e,".a"l 

I\ \ ,' t)
Luego, debido a que,4(t) , B (t) € Lt, (Cj) € ¿1 (N) y (7.6) , se tiene que estos úlrimos productos
son convergentes, por lo que W(f, r) es acotada.

A continuación mostra¡emos que cada componente de (9.3) es conr.ergente a fin de most¡ar Ia lo¡ma
del equilibrio asiDtótico.

Lema 9.2 lim¿--Fr(t) ettste, con A: {1,2,3,4.6}

Demostración: Para ver que F1(f) es convergente, obserramos que como'i4¡ es mat¡iz fundamental
de (7.4), por la integrabilidad de los coeficientes y la acotación de ty se tiene

w'(.t.\: A(.t)w (.t) + B(t)w(1(t)) e Lt,

A\,) d, l, -L"..q1,

"- 
Ii; , a1"¡ a"

(r)

ll¡(.

llB(

1,,ll+ "f|!(,

"r!i
1 ll.a(u)ll

I

Il

)ila"

ds

u) d.l

,(r) ,,),

,1"lllr,)T



lo que implica

W (t) W(t,)1 : I U-'t.u¡a?r ( onvcrgp cuando t + co.

!"

Por lo tanto, se corrcluye

,[i t¿'(r) : I4r(co) existe. (9,6)

Así, lirn¿--F1(t) existe,
Con Ir(l), I.3(t) y f](t) se procede simila¡mente. Reescribimos F3(f) como

,(+) (;

¡.3(f) : I,t'(r) f trrl 1ir,; / oi.r.,s,/(s)ds
, =ii+, !

- rr,(f)4(,(4)

Luego, la convergencia depende tanto de ll;(t) como de,ñ3(i (f)). A continuación, dado que l,tr/ 1 (f)
es acotada, por ser lfl (t) y ,4 (t) € 11, \¡emos que

Flr¿ l¿ll - F3/i (¿'ll

¿'(,¡
I< K / l/(s)ll ds

.t
t. (.')

<4

cuandoi(f) ei(t') coni(t) > i (t') son lo suñcientemente grandes. Debidoaquel € Zr se concluye
que I'3(; (f)) es de Cauchy y su límite existe.
Luego, por (9.6) tenemos que

llw (t) - W (t ) es arbitradamente pequeño para f ]' ¿/ suficientemente grandes,

por Io que se consigue

ll¡,3(¿) _F3(r/) < Iir{/ l4(,(r)) a1;1r,rrl

- llttt lYtf'r .F"]

cuando l,f' > ? con 7 suficientemente g¡ande. Entonces.F3(f) es una sucesión de Cauchy, y
Iim¿-- F3(ú) existe.
Para F¡ (t) se sigue de la misma forma que para ,F3 (f), por lo que tambiéo se tiene que lim¿-'- I.3 (l) existe.
Ahora, prosiguiendo con ,Fa (f) vemos que

r1¿) ,¡

ft (, (4) : r.r, (r) ) ll'-1(r, ) / tI+ c,/ o(¿,, §)/(§)d§
.=ñ+, e: .

- lV \t )É1\¡\tt).

- ). ,lv,- .r" f .,. ".r.",r,- L,u 'i,.1 f oq,,.. y1,7a"

'=7'-,, l. . a'-, !



Luego, nueramente la convergencia depende tanto de I,y(¿) como de fnlz (t)). A contitruación, da.do
que W'-r es acotada por su W, (C;) y Ae Lt, vemos que

ll4t; r,ll - Á«r t,'llll
ll ',,, 'r ,(,') ,r 

I

l] ! twl '1t.1 | rt-c)ó,r,.s)/rs)d"- t (w)-ttt.) / lr+c.rop,."l/is;a,l]
ll"=ñ,, ,!-, r ¡r,)+I ,.t ll

s x J llf G)llas
r'\,')

<e
cuaodoi(t) ei(t'/) coni(t) > i(¿') son lo suñcientemente grandes. Debido a que / e -Lt se concluye
que &(i (i)) es de Cauchy, por Io que su lfmite existe,
Luego, por (9.6) se consigue

llF4(¿) -F4(/)ll < llr4.ll ll¿('(i))-¿r¿r,'l)ll
+ttw(t)- t4l(/)il ll¿ll(€,

cuando ú,ú/ > ? c¡n ? suficientemente grande. Entonces Fa(f) es una sucesión de Cauchy y
lim¿-- Fa(t) existe.
Finalmente, con .F,6(¿) se tiene

F6(t) : w(t) Í,r,-',,.,r,
':,i(,)+1: w(qF6OO))

por 1o que

ll ,r, i(") ll

lÉ,rrt,lr -aurrlrl] : | » (w)-L (t,tD,- ! rwr-,r,,ro"ll
ll.-t,'r*, r ¡ (r)' I 

ll

<€:
cuando i (t) e ri (t/) con ¿(t) > i (tt) son Io suficientemente grandes. Debido a que (D¡) e 11 (N), se

concluye que ,F6(i (t)) es de Cauchy y su llmite existe. Al igual que en las estimaciones anteriores

ll¡6(¿) F'.6(¿')il < Iti4'il 1]4(i(4) - alr(ir)l]
- ¡w(t) wrrr llall

<€j

cuando ú,t' > T conT suficientemente grande. Entonces F5(ú) es una sucesión de Cauch¡ y
Iim¿-- .Fo(¿) existe, por lo que el lema queda demostrado. I

i(.)

< K, » ilD,ll
¡=(t)+1
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Lema 9.3 Iim¿--F5(t) : 0

Demostración: Dado que f € ll;1¡;, ú¡1¿¡11), puesto que / € Zr se tiene que

S or.l

(,,.r -- a,

I Wlat.r)Q(r,s1fft)ds- )' / W(co, ¿")O(t", 
")f 

(s)ds
I 

- 
I -

" "=.1tt_Li,

rr15(ú)l : 
]ii ",,,,,r,,,,"11

ll/(¡)ll ¿ ----- 0 cuando t --+ oo,

por Io que

En colsecuenciar se tiene

,l¡Lu(r) : W(cn,r)y¡ +

,ti_*4(f):0.

+ i w1-,r, 1'i o*c,)o(r,,s)/(s)ds + i w¡,.,t,¡o. (ez)
r=(')+1 ,!-, r=,(')+l

- t.lpt

Luego, por el Teorema 8.14, se tiene que para ¿ > 7 € lR suficientemente grande se cumple

777C:€- I Atsts(s)ds - / Brslg(r(s)),/s- | !,ia" - f C,y{t,r - fo,JJJ.l

,"nu*o, 0,.," r 1i suti"face (8.23], a "ub". 

; ">t' ")¿i

ttt,¡¡¡
v(¿) ={ -! / a1"ty¡"¡a"- / a1s¡ytr{,))a". I ftqa"-Lc,c(t,¡-\o, vt> a.r 't I Ñ, a>¡,

coo ,o 0,," "ol,.rrt-o" 
g 1t¡ tl qu"

,h s(¿):€' con(e R",

por lo que se obtiene lo deseado. I

9.1.1 Un ejernplo: Caso Bereketoglu

En [13], H. Bereketoglu y G. Oztepe estudiaron la ve¡sión escala¡ de un caso particular de
(9.1). A saber, el caso con coefrcientes integrables B(t): -A(t) con q:0, D: N --+ IR tal que
Di: D (i), y ?(r) : I, + 11, con ,, : i, Vi € N.
Consideremos el sistema lineal no homogéneo IDEPCAG

zt (t) : A(t) Iz(t) _ 
"o(t))l + f(t), t * i

z(tí):z(t:)+D., t=i..
z(r):zo fo ouq^

§,Be*=?t- 
-cE.!¡);.''r ;,r ----.'-'{L á

O*
\Qe c'lv7



Sea @ (f) Ia r¡at¡iz fundamental del sistema o¡dina¡io

r'(.t) : A(.t)r(t). (9 9)

Entonces. se sabe que Q-r (t) es matdz fundamental del sistema adjunto de (9.9). A saber

(o ')' (¿) - -o-1(¿).4(¿).

por lo que para este caso se tiene

adeurás de

E(t,ti) : ó(.t,ti) J (t,ti)
: o(¿, r)o-1(¿, i)

Así, si ¿. ú/ € ¿. se obtierre

$t (t.t') : E t (t,1(t'))E(.{.1(.t))
- ¡ ltt;1rrtr/+/ i11r

"'

Luego, de (7.32) se obtiere

¿ir"r+r ¿trl .-ll ," ,(¿)

:ri,=:o- / o..",¡,.,t.- ¡ 1o'."'¡,"'a,r la,t,."r/r5,ds I D..

Ahora, a Iin o"'"',"0",=.,..-',.,'",-" rl *ru,u,," ".,,,0,',.'i 
j"," 

,.0 . ,"""-"='ll" o"o,o.
a (9.7) y al Teorema 8.13, se cumple la condición z) de la deñnición de equilibrio asintótico y su

lÍnrite correspondc a

¿,r-)+r 
- .}t

I
lim :,¡, - :o / o,'",f ,'a" L / o,. " f,.,a, I D"

.l "t
: e" t ni 

r:'lr'Ír+1 ; r=i(r)+,

Además. por Teo¡ema 8.1.1. si para a > r suflcieltemente grande definimos

,i7(.-€,- /,4,,,,.r" -¿,1r'r)d.- |Í,,,t" lo,.,I J

I
J\t,i): I - / o(,,s)A(c)ds

t
I/ o(,) / o '(.)á(s)ds

,l
i

:r+@(r) [@-1(r) o '(r)]
: @(.i,t)

: o-1(r, r),



se tiene que
tt.tt

:,i -{.- / A,r,,,,", :,1rs,r.ds lt',.a" \ O,J,I

La expresió. anterior resulta ,1. .o1.,"i0,, de (9.8) y 
", t"t i" 

as¿!<¿

,\,1,(,) :€,,

por Io que la ecuación (9.8) posee un equilibrio asintótico.
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CapÍtulo IV

Aproximación uniforme de sistemas
impulsivos por medio de sistemas
impulsivos con argumento constante a
trozos del tipo generalizado

10 Aproximación de soluciones de ecuaciones diferenciales

Sean 1c lR un intenalo abierto y D un domi¡io en el (t,o)-plano. Suponga que / es una función a

valores ¡eales tal que / € c(D), se tienen dos problemas, muy interesantes, que sotr los siguientes :

Problema l.: Encontrar una función dife¡enciable g definida sobre f tal que

(10.1)

(10.2)

(t,eft)) e D, t€I
e1(t) : f(t,?(t)), t€L

Ilamado una ecuación d.iferencial ord,tnaria de primer orden, y lo denotaremosEste probLema es

por
rt _ f(t.r.).

Si tal intenalo I y tal función g existen, entonces I es llamada

(10.3)

una solución de la ecuación

dr.ferenci.al (10.3) sob¡e 1.

Cla¡amente si g es solución de (10.3) sobre 1, entonces p € C1 sobre 1, en vista de (10'2) Ge-

ométricamente hablando, (10.3) indica la pendiente /(t,r) en cada punto de D Una solución I
sobre I es una función cuyo gráfrco tiene pendierrte f(t.gQ)),Vt e I.

Problema 2 (Problema de Cauchg): Enconi¡ar un interralo 1 conteniendo a 7 y una solución 9:

de (10.3) sobre I que satisfaga
t(.r): ¿. (10.1)

Este probiema se denota por

at : f(t.r). (10.5)

supongamos que existe rp solución sobre un inte¡valo 1. Entonces ifltegrando (10.2) conseguimos Ia

siguiente ecuación integral

*(t) :{+ / /(s.¡(s))ds, t € l. (10.6)



Ahora, supongamos que ,,, € C es una función que satisface (10 6) sobre l Entonces cla¡amente

tenemos que p(r): €, y derivando (10.6) se sigue que p es solución de (10.2) sobre I En otras
palabras, cxiste una corresponderrcia entro las solucioles de (10 2) sobre f satisfaciendo p(t) : ( y
ias funciones continuas g satisfaciendo (10.6) sobre 1.

La mayorfa de las veces es casi imposible encontra¡ explícitámente I tal que satisfaga (10.3), por

lo que este problema nos motira a p¡eguntarnos si es posible, de alguna manera, conseguir buenos

aproximantes de 1a Solución rp suponiendo que ésta exista. Una idea genial puede eocontrarse en

Ias primeras páginas de [22], la cual dice relación c,ot las ttquebrnd,as d,e EuLer". N{ostra¡emos por

construcción que existe !\a't aproxttmación'r a la solución de (10.3) en un sentido que explicaremos

a continuacióo.

sea / una función conti[ua a \alo¡es ¡eales sob¡e un dominio D en el plano (f, r). urLa e- aprorimación

de (10.3) sobre un inte¡valo l es una función 9r colrtinua sobre este mismo intervalo Ia cual satisface

i) (t, e(t)) e D, t € I.

ii) p e Ct(/), excepto posiblemente Por un conjurrto finito de puntos ,9 en 1, donde ial puede

rptrpr disconlinuidado- dc primcra c-peci..

iii) ,¿'(t) f(t,,,,(t)) 1., te I-5.

Cualquier función i, que satisfaga (ii) sobre f se dirá que tiene una d,erít:o.d.a continua a trozos sobre

1. y será denotada pot p € PCl(I). Si / es continua en el rectángulo

E: {(t,r) I t ,j< a; r ( !ó}
alrededor de (r, O, entonces también es acotada. Sean

,1/: sup l,f(¿, ¿)
(¿,,)€ a

.I ál.l:mrn1a.¡/l

el ¡esultaclo principal de existencia que dice relación con ap¡oximaciones sólo con hipótesis de

continuidad es el siguiente:

Teorema 10.1 ,9e¿ / < C(R). Dado € > A, e:t:iste una e aprox:imaci,ón q d,e La soluc'ión de (10 3)

sobre t-r 3 a tal que p(r):€.

Dernostración: Se¿ < > 0. Una €-ap¡oximación será constrüida sobre el intc¡r'alo lz, r 1a]l una

construcción similar será definida para [r o, r]. Esta solución aproximante consisti¡á de un camino

poligonal partiendo de (r, {), el cual se confolma de un número finito de scgmentos de recta unidos

por sus extremos.
Dado que / € C(-]?), ella es uniforrnemente continua en ,R, y po¡ taoto, para el r considerado, existe

á.>0talque
flt,r)- f (¡,o\<é (10.7)

si tanto (¿, ¡), (¿;) e R, como lt il S a. y z il < á..
Ahora, dividamos el inte¡valo lz, r * <r] en n partes

r:ta {tt (...1tn:r*a

maxlt¡ - t. ,t S -i" (4..u,E)

de modo que
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Ahora, desde (r, {) construya.mos un segmento de línea recta con pendiente /(r, {) a partir de la
derecha de r hasta que se ilrtersecte la recla t : tt en a,lgún punto (ú1, ,c1). Este segmeato debe estar
dentro de la región ? delimitada por las semirectas que pa¡ten de (2, {) y que tienen pendiente M
y -M, y la línea t : 'r + a, Esto se deduce iumediatamente de la definición de o y del hecho que

l/(¿,r)l : M. En particula.r, el segmento construido corta a la lecta ¿ : tr en 7. Desde el punto
(¿1,ur) construyamos a la derecha de rl un segmento de lfnea recta con pendienie /(f1,o1) hasta
intersectar Ia recta t: t2 et (t2,q), Continuando la construcción, en un núme¡o finito de pasos el
camino poligonal resultante encontraxá a Ia recta ¿ :T + a y éste pertenecerá a la región ?. Este
camino será la solución g e-aprofmante para (10.5) sobre ¡.
El camino poligonal obtenido lo podemos escribir de la fo¡ma

ei')
e(¿)
t¡" t

Por construcción de g, es claro que I € PCt(lr,r + o]) ya que

e(f) - e(r)] <Mt 4. t,l€fr,r*o'..
Si ¿ € (¿¡-1, ¿a). entonces (10.10) junto con (10.8) implican que

,-\/,) ;\¡r- r, \ Iy'l, /a-¡l¡ ,41 lni, (^. -!,) - a\ .v,/

Pero, de (10.9) y (10.7), se tiene que

lp'(t) i(t,e(t)) : "/(¿¡-r, p(¿¡- r )) - f (t.e(t),\ <e

Io que demuestra que (10.9) es una e-aproximación de la solución de (10.5). r

Con el mismo espÍ¡itu del párafo ante¡io¡, r,erernos Io que ocurre con la DEPCAG

(i 0.10)

q(t¡ 1) * f(t¡-¡,e(f¡-r))(¿ - ¿¡-r).
t3tx. k:7,2,...n.

(10.e)

( 10.11)

(10.12)

(10.13)

x,' : r(l;1, "(i;],)),,etnh,(n+t)h),
xc) : t(,nh1, conn€Zy h€R+ fijo.

Notarnos que

: n<+n<1<n+1
-h

-..+ nhl ¿<(n+1)h

por lo qne al llama¡ a t. : nh, e iotegrándo (10.11) sc obtiene

r(t) :

y al considerar ¿ - ¿,+l obtenemos

¿ (r.+r) : r(.t")+h. f (t..t (t.)).

Es decir, el sistema DEPCAG (10.11) puede considerarse como un aproximante de la ecuación

(10.5) para ro : ¡ y h muy pequeño. Es importante notar que el uso de la parte entera'7 (f) :

til
lnl

¡(¿,)+ / /(t.,¡(r"))ds

r(t.) + f (t-,r (t")) (t - t")
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[f] ,A con iz > 0, recupera el método de Eule¡ de aproximación de ecuaciones diferenciales o¡dinarias
para la ecuación dife¡encial

t':f(t,r(.t)).
r(r) - ao

(ver 124]. [25]. [28]. 129]. [3't], [:s] y ['19]). EI caso antedormente expuesto será Ia idea que moti-
vará la siguiente sección, en la cual aproximaremos un sistema IDE por medio de uno IDEPCAG
mediante el uso de este mismo argumento constante a trozos,

11 Aproximación uniforme de un sisterna impulsivo semi-
lineal por medio de un sistema impulsivo con argumento
constante a trozos del tipo generalizado

En lo que sigue se hará una aproximación de Ia solución acotada del sistema semilineal impulsivo

yl(t) - -a¿(t)s¡(t) + H¡(t,y(t)), t *t¡"
As": -s.;,¡a¡(tk) + Ii,h\,(t;)) t:tk, (11.1)

v (,) : so,

ntediañte una ecuación diferencial impulsira con argumento co stante a trozos

zl(t): -aift)z¡(t) + Ir.(t.:(1(t))), tl^t(to)
Az'l¿-1(¿*) : q,.¡z;(1(t¡) ) + ¿,a(zt(1(¿e)-)) t: t(tx), (11.2)
: ((o) : ro (o : l('),

donde i : 1.2,...,nt,y É € N, para las cuales

Ht(t,y(t)):ian,¡t¡¡,1y,1t1) + ci (t) ,

j=1

con qi,k > 0, q¡,x * l, a¡(f) > 0, V, € lR+,Vi e 11,ml,VA € [1.r]"]. Además

Qlt.+t t., r € N, (11.3)

donde
Q : irL_f.r(t.+r - t,) ,

v

.r¿) : l1l d. fr€N.' l¿l
Se demostrará que al considerar esta fu¡rción escalonada, la cual converge uniformemente a la
identidad cuando d- - 0. e¡rtonces se tendrá

suP Y(f) - r(¿) - 0 cuando ó'-r 0
,c1

El principal resultado de este capítulo será que mediante el uso de 1(f) : ¿ [á] y de hipótesis de

estabilidad, podremos aproximar (11.1) mediante (11.2) en el semieje lr, co).

11.1 Resultados auxiliares
A continuación mostraremos una serie de resultados que se¡án ritiles a §n de lograr una aproxiuración
de soluciones.
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11.1.1 Cotas de expresiones relacionadas con la matriz fundarnental

a Cota exponencial

Lema 11.1 ,9i 0 < e < 1, entonces se tiene

exp(.) < 1+2€.

Demostración; De Ia serie de exp (r) \,€mos que

exp (:7 t =
,2 ,31-!.-!1r-i-r ' -' 2 2.3 2.3.4' '

2"3r-.-.1:,-:_ ....1-\2 2 B 2.J.4 ).,,,(i,*_* )/
/¿ / 1 \\I+E+€ l; { * ))\z \1_i//

/e2\_ r ÉI(r_-/
Luego, corno 0 < e < 1, se tiene

+ 0<¿2<¿

- 
.2--

-+ e'<2e e2

/¿2\
= (2 ./"'

cntonces se tiene exp (e) 31+ 2€. a

Le¡na 11.2 si f, < s < t < t,+r, entonces se tiene

ll1 o(t s) < "[] 
el':t a" - '

v
.l e I.t.sr < eÍ: A.'. 't, I

Dernost¡aciónr Conside¡ando que f, < s < f S f"+r, si é(f) es matriz fundamental del sistema
Iineal asociado, entonces O 1(f) es matriz fundamental del sistema lineal adjunto correspondiente,
por lo que

iió-'rl ó-'("1 - lQ 't,u¡A¡uldu - l§- ,u1A¡u¡du..t .t

: I -@-'lu)A(u)du.
.)
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Tenemos que, multiplicando por ia derecha por é(f) a la expresión anterior, se obtiene

1- a(¿..s) = [ o¡,,,1t¡u¡au (11.1)

es decir

órr. s7 I l4'(t.u\Alu\dL'
t"

y por el lema clásico de Gronu,-all-Bellman concluimos que

o(t' s)l < "[] 
er'-¡ a" 

'

Ahora, aplicando esta última expresión en (11.4) se tiene

/-ót.s, < / l,ó,t.u)ll A.,) du

. [ "-[,.t-ta' ¡tu1¿u-J
: u.tjrrr"»r, - ,.

Nuelarnente. considerando que para ¿. < s < ¿ I ¿¡+r estimamos

ütf O. s' / Alu\Ólu\du
t,

y multiplicando por la derecha por é-r (l) obtenemos

1-0,sQ t'tt- 
lAu§'u,4-! 

t'du

es rleci¡

1Qr1/.s1 = [ e¡ug¡t,.t¡du.
I

Aplicando nuevarne te la desigualdad de Gronr¡'all-Bellman clásica a

lo r(¿.6) l<r* | ,{r¿) Lo 1(r.ü)ldu (11.5)

obtenenos

lÓ-rrr' "' ' "tt 't 
'' a".

Luego, aplicando Ia expresión ante or a (11.5) se obtiene

/-Ó /sr' 
| ^ 't 

, ellrt'"' a"ou

: "r: 
on, * ,,

obtenióndose asf lo deseado. I



corolario 11'3 s¿ 
f-s<d

es taL que para ó suf,cxentemente pequeño

21.,{ _ó< 1,

entonce6
1 - o(t, s)ll < 2 lAll- 6

a

11- o-r(¿, s) < 2li/ _ ó.

Demostración: Si conside¡amos ú s < á. por Lema 11.2 y Lema 11.1, se tiene

r - o(t s)ll < "l! 'tt't 
a" - '/t\

. Ír z[¿,,,t ¿,1 -t
\{/

r 2llá -ó. (11.6)

Análogamente se procede con lI-O 1(¿.s) ]. r

Va¡iación de pari netros A fin de conclui¡ resultados de aproximación es que necesita¡emos
del siguiente lema:

Lema 11.4 La soLución tle (,17.7) para ¿ € [¿0, út(¿)-1) se puede escrib'ir de la forma

ai(t) : e- ti.,t - l|[,, ,,,,1) ,,,. (11.2)

\,:' /

.I (8,, ,,,r),!,e /.'".(,)d,,,,(s y(s))ds

,' / ,,,, \
nI ( f[ (1 s,,r))"-J'i "''')'"¡,,'(c,(¿;))

,= \, , t )
L

I , t: " '"t.H.\r.v\"))ds.
.t

¿.(,)

Para t € lto.t4r) es posible ltallar una solución d,iscreta para (.11.1) d,e la fonna

/,: \
!,'r,,,, : . to o "''lll,,, luP

\,:, /
.'" /"' \ ':*i (IIr'- "',1 I e /""''' ')d"E'(s's(s))ds
=- \,-, /,,- ,

,') /,\t) \*I (,_4,,' s,,,)) e- t;" " "'t'td"I,',Q,ft;))'



Demostración: Para t € [f¿¡¿¡, l;1¿1-¡r ) tenemos que la solución de (11 1)' vía variación de parámet-

ros, se puede escribi¡ como

y¡t¡ -- e- !|<,¡"J')"yu(¿n.r) + j "-':'*''o-rr¡"'n¡r¡1t,' (11 8)

r'(,)

Ahora, al tomar el llmite lateral por la izquierda cuando t -- Ú44ar' se obtiene

rrr't'r1¡ I

y,(t¡,1 . r) : " 
J';¿;'-'"'(")'"v,(ú,,,,) + J "- 

t'"" a '(u)du Hi (s' v(§))ds (11 9)

tr\¿)

Luego, por la ley impulsiva de (11"1) obtenemos

g,(i¿(,)+r) : (1 - s,,¿('l+')v('¿i,l+r) * r¿'¡(tl+r (vi ('(,+1)) (11 10)

Asl, al apücar (11.9) en (11.10) se obtiene

| 'u"*' \
s.(r¡(rr+r) - (1- q.,,(,r+r)(" /;'l: ""''"v'(¿'t',) '' 

,l 
; t!' "'" '(")d'ffr(s' e(s))ds,)

\ ,',,,

+Ii,i1r)+r (ui (¿f,41r)),

lo que es equilalente a

a(¿)+r

yi(¿i(¿)+r) = (1 - s¡,¿1411)e- 
J::!+' a&)dt''s 

oíu) + | G- ar,<4+r)e 'tj'(')+' "'(')d"a¡ (s' s(s))ds

¿'(4

+4,rtrl+r (yu (r«o+r)).

La expresión ante¡io¡ defrne u¡a ecuación en dife¡encias ñnitas' Al resolverla obtenemos

l¡tq t"-r+ ",,,,*\ ro (11.11)
y¿(r4r) - [f[tt-n'.r. t

\¡=, t
di f /,tt) -,. \l '¡

-» I (n'' -q''¡)"-Íi-'"'''''") I | " ri"" *'^o"n'(s's(s))ds

,=, L\j=. / )": ,

.,r)[/¡(¡) . \l
.t l( f| (1-si,)e'lJ" '"'t'ta' ]lr"t''tt;¡¡'

"=r [\r='rt / J

Luego, al reemplazar (11.11) en (11 8) se tiene que la solución para t e [te']¡r¡1r) se escribe como
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" E¡(',9(

I;.,(y"(t,

l")d

L)ttu

la?

)d,

,)

') ).

9,,i

I
)1"

:,v(.t

e

)

,,)

i(¿)

flr

- 9.,i

1-q

)d. E

(1

)

qi,r )

r,(§H¡

(1
L

(")

". ,,, _ -- ti, ".t9¡\(/ - L

,lr\ /+Il
,=r \:
,n) /+)]l
.:l \;

t

* ["
.t

¿i(¿)

r(¿)

IIt'
i{¿)

II
j:7+r

s))ds

))

lo que demuestra el lema. r

LL.2 Aproximación de soluciones del sistema impulsivo con argumento
constante a trozos del tipo generalizado (11.1)

En 1o que sigue necesitaremos de las siguientes hipótesis:

(H1) fj a C(R-), para Ia cual existe una constaDte de Lipschitz ¿:l
t¿l qrre para rodo r,, r'. R-,J:1,2,.. .-

f¡(") fj(N) lLr u- N ,

donde Z, : R+ - lR+ es una función continua y acotade

(H2) Ii,k son funciones Lipschitz: existen {l¿.¿} € IR+
tales que para todo ?¿, ¿' € lRa. i : 1, 2,.... mi ¿ € Z se tieoe

I¡,¡(,u) 1..¡(u) ! 1,,¡ u r,t .

(113) Existerr>0talque

t
t
I o,¡uldu + I in(1 + qi,k) > d(.t - s). Vi e [1,m].

.t"s r:: ¿k <'

Además, adoptaremos la siguiente notación:

ó,,o, f a,,,,rr, ór, f f ró,,,,, L, L=t,,^
j=l i=l ,:1 i=7

A continuación da¡emos u¡ lema que nos se¡á útil en el resto de Ia sección:

Lema 11.5 (Lipschitzianidad local) Szo¡,ü¿;, qy HtQ,.) sort. funcioaes acotadasY.i, j e lf,n).
'c

My : .ll- llyll- + H *,
u" : ll"))- llzll- + lllllca ,



eristen, entonces ptlro tñ < t, s { tn+t con, n Q Z se tíene

iy,(¿) y,(s) <Mrt-s (11.12)

y para 1 (t-) 5¿,§<?(f.+1) conn€Zseobtaene

;i(f) -;i(.s)l < M. Jf sl . (11,13)

Demost¡ación: Pa¡a f. s tales que ¿" < ,, s < ¿.+1, se iiene

Luego, ciebido al hecho de que H.(t. y (t)) está compuesta de funciones acotadas, se tiene

.. /i, ^lta -, Hlt-)(lü
J--

= 
*", "1. (11.1.1)

Análogamente con z(t) . sabemos que si M,: ( ¿¡ll- z -+I|,ry -), entonces pa¡a f.s tales que

1 ft.) < t. s < r.' (¿,+1) se tiene

i
l:,qi7-:.¡,,, - | lz','u¡ dt'

< l(o -l:,- t1 -;d,r

< *. , ", (11.15)

por lo que el lema queda demost¡ado. I
Lema 11.6 Si t € I, 1 : lt, r,t,'), entonces

u, (t; ) ,, ((. ) S y, z"l* + 5M..

Demostración: Obse¡ramos que si t € [ú.-1,r,), entonces. dado d > 0, es posible conside¡¿¡

t <, <6.

Ahora, gracias al Lerna 11.5, para d > 0 suficientemente pequeño. se tiene

1s' (t;) 'o 
(.e ')< ,lim (le¡ (t) - z¡(t)l + l:¿ (t) -,¡ (r (¿)) )

t<t"
< )a,(t) - z,(t)l+ M.)t 1ft))
S lyt-,,*+óM..

tt
!,lt) -ai\.s) : ly:lu)du

_l

= | 1 o.(u)e,(u)- H,(1,.s(,,)))d,.

t
y, (t) - y, (s) < | yifu) du

J
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Es deci¡

lu'(t;1-., ((. ) : e,-:,- Fá-14,. (11.16)

por lo que el lema queda demostrado. r
El próxino leorema es el ¡esultatlo trás irlportaute de este capíLulo:

Teorema ll.7 Consirleremos las ecuaciones d,iJerenciales i,mpulszlos (11.1) y (17.2'1 para las cuaLes

se satzsfacen las hrpótests (111) - (ff3). 5i

i\ : suD rÉ oislos
,.i*.l

,(¿)

\ : sup fe 't' t''¿
r€R+ 

=
¡6t'-f¿tn 

^r\<l
erltonces eristen constantes Kr, K2. K3 > 0

K, 2 al,-- f ,ul --^-t:o I r Hil- -¡1. l,rr-¡) ,' '-\'" - t / -\ /

K¿ - 2(r'o -r:! I rrr.^) ( a - - 2Ó. ,. -.i)) - -u= (r *,n)

K¡ 
',, 

1 n,-i- ) 
'.,,\r-(\+A)/

d,onrle o,.,b¡,1. c¡ y H(t..) son funciones acotadasYi. j < I1,*), y

tIy : ( a-liy-+111 -)tvt. : ( al _ , _+lrlll_)
tales que

a

sup y t.r ¿,'(-, '- --;-L .. ( vl' zi :-61(3,
'-z ' 

-(^ A)

¡upt9,¡/ - :¡¡f' . -----l r uo - .91 + óK l.r.R 1- (A+A)

Vf e IR+, Vi e 11, m].
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Demostración; Para f € [t6, ú¿1¿¡11), usando (2.12) obtenemos

lalt) - zt(t)l:
| ", /u» \ ,(.) /,r,) \ ,;

le- 

r';'""''" 
{,,{,' -o,, f rt -.- 

D ig,' - ",, ),.[,e- 
ri "'(")d"r,(s,v(s))ds

;1t¡/i1t¡ \ r
.r» ( |l (r - s',,) I e- !]""'{")a"7n,.1rn1t;» + I e- I}",toa'¡¡,q",11,¡10,

'=r \.r="+r / ,,,,,

t
¡;. "r"\d" 1,.,(r,G; ,l - | ,- rJ ",r,,a"¡¡,1r, r111s111as1.-J .,,,. 

I

i(¿)

-\-

EntoDces

,,,,*IlIIrr-
l

(s, z ('y(s)))ds 
I

l
s, z(1@)))ds

I

- ¡".",a¡^r!) +

"- 
!! at@)au 7¡ ¡,

¡' a.(u)d.u Ei(s,

^t,,.(",(<;Dll

lv,(t) - zi(t)l
< lóo{t,to)u! - ó,(t,ei,?l

l¡ ', It 
I J ó,0,s\H;(s,u@)ds - J @,(t,s)r1,(s,z(.y(s)))dsií.<"1
i(¿)

+ \)ó n(t, t,) rt,@t(t; )) _ óiO, <")rt,,(,,(C; )) I .

':l
T
A continuación estimaremos (11.17) - (11.19).

lylt) - zi(t)l
I /,t) \
l( IIr' - e';) | (;r'1"'t")o"vl - "-| \:=t /

' 
LJ 

u t: "*"" r,t",r¡,¡a" - |
f'- r c._t

tt
+ | " t"''"to"r,(s.ak))d"- f "tie) (<o

i1t¡ / i1t1 \*Il f[ (1-q,,,)]
'=o \J=,+r )

.l.- t:"-t"to", ,,rat(t;)) _ e- !;-",(")

queAsf, se tiene

(11.17)

(11.18)

(11.19)

i(r) \
ff rr-e,,,r)"

,=r+¡ /

-"- t i. "'L " 
u' 

[ü,, 
-,,,,) .t - f (,q,, -,,,,),i, e- ri .'( -,du H ¡ 

( s. z t.¡ ( s)\ )ds



12 Diferencia ly¿(t) - z¿(t)l

Lz.l Estirnación (11.17)

Al estimar la diferencia, vemos que

a,(t,t6)yl o,(t, (o)z!
: laolt,toly! - ,/i(r. r0)C,(f0, (o).zll

< ó,(t.t6)l 37! +,(¿0, (o)rll
: ló,(¿,to) yl -,! + "! .pr(¿¡,(o),:l

< o,(t,¿o) Ilsl zil+ zll 1-@;(to,(o) I (12.1)

Luego, por (11.2) y mediante el uso de los lemas 11.2 y 11.1, finalmente conseguimos una mejor
estimación para la expresión (12.1). A saber

óJj,túa? -0,(r,(o)'91 . " "t' 
t") ilu! z! +z 

"1 -al,!]
< a? - "Pl 

+ 2ó all- .:! , (12.2)

cuando ó es lo suficientemente pequeño.

12.2 Estimación (11.18)

Para (1i.18) se iiene que si se conside¡a ia estimación

I e'< r sir>-1,

entonces se tiene

1,
/ r,r1.,)H,ts, E.tr ¿" ' [',r',:7Fl,i..:11q"7;7J"t"lL
'f 'l

: l/ ",r." ¿. ,.¿ -tcrrrdr - J ",.t."'rH,r,.y sr,- H.ts : -t'r",d'
l¿ '"
toL

, l' " "'fl.rs.:,\rD', ¿rs l. " ir1, c.:rrrs,¡' H,,s.y,., d-

< llí - ¿o-(o

i | ¿-"rr ') fl,(s,:\l(s)))- ¡r,(s,s,(s))+ 11,(s,:(s)) 11"(s.z(s))lds
.t

tt
tl

t1 ^ /s (¡ - I' '' "b"',J'' ¡,' J'- I" "' "bt,'.\t l" '. d'-- .1 J
¿o to

S 11 -ó+sup v,(ú) -zi(l)l,{+¡1,ó^,
¿€R
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por lo que se comigue

,":

)f ..,r -,U.'".u " ,,t' f o,,,..,tt,s.-,r¡\,,rúr\ . ¡Lr],ry,/' :,¡/,iA ó, H . .\4.A .

ll "" ¡cr

(12.3)

12.3 Estimación (11.19)

Para (11.19) tenemos

i(¿)

llot(Lt,)1t,,(u(t, )) d'(¿, (,)4,.(,,((, ))
r:L
. (r)

: \ 4,,1t. t, ¡ r,,. (y, (¿. ) ) - ó,(t, e,) r ",, 
(v ¡(t, ))

r:L

+óift,<,)rt,,oi(t;)) f,(¿,(.)4,,(".((;))
t(t )

< l,t,(t,t,) l1 d'(f.,(,) r¡..(y¡(t,))

i1¿)

+I dr(r,(,) lt,,(al.t; ¡) 1,,.(,,((;))
f:1

AsÍ, aplicando (11.6) ¡.'el Lema 11.6, se tiene que

'(¿)

» ót(t,t,)ri,,@ie;» qj,(t.(,)¿.,(:;((, ))
,=t

i(¿) i(4
< 2 a *óle-"(Fq L,,(a,G,))l +f " "t' 

Ql,ly.\t, )-:,((.)
¡:1 r=1

i (¿)

| 2 a -ó y1-.t+f " "c-<.)l,ly,Q;) -,,(.C.)

- 2 o -ó.y' -A - f "-''-t l.(sup s,.t'-.,,r r ó-Il.)

= 
\'(r /

> 2o o - 9r'-.i l.ro ,,,' .,,, -¿¡1,) l.\ r€R /
Fi¡ralmente se consigue

r(¿)

»:,,ft,t.)It,(ai(ú;)) - ql,(r, (,)1,,,(2,((;)) (12 4)
r=7

I sup u r -.,,i, Á. o(r,1, * y¡l-Á r.rf.,t).
¿€R
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L2.4 Estimación frlral ly¡(t) - z¡(t)l

A fin de estima¡ ly¡(t) - z¡(t)l , aplicamos (72.2) - (72.4) en (1i,17) - (11.19) conseguimos

sup y. (t) - .z¡(t)
¿€IP

< 1d ,fi+¿t(211"-,!l)
+ sup ly;(t) - a(t) L + ó (llÜ .. + M,^)

¿€R

-sup r,,/ -:¡ /i A d(z o¡, yll..\ r .r/,1)
t€lR \

Kt:21\a -(vll-n+ ,i)+ n -+,r.r,(.t+n) ,

Así. si definimos

se obtiene
sup y¡(rl - .,(r) s --;1 -, (lsf "! + 6K). (12.5)
r€R 1_ (^+ 

^)
Aho¡a re¡emos si se cumple una aproximación discreta. Es decir, comprobaremos que la diferencia

lv(t,r,l) " ((,1,1) ""u 
pequeña cuando á sea pequeño.

13 Diferencia lur(tat) - ,n (e ,O)1

Debido al Lema 11.,1, se tiene

lv, 
(t,1,1) - r'((,1,¡)

< lo, (e1,;,to) sf o, (<,u,,<,) "91 (13 1)

..,/,, ( \
- Ll I .,, (/,, sr H,,s.u.st d" | ",k",..) a,rs.: ",' , d. | (13 2)

l'-'\ c. /

- iI fr, O,o),t,) 1,.(ui(t; )) - d, ((,(,), (,) ¡,,,(,,((, ))) . (13.3)

Nucr'amente, estimaremos (13.1) (13.3).

13.1 Estimación (13.1)

Al tratar con (13.1) se obtie e

ó i(t 4t). t a)al - oi ((aa, (6),f

- lóJ.ta¡.tü u9 z! + d;(¿rr,t,¿o) d,((,1,¡,(o) ,l

< 1ol '! + lo,(t;¡';'to) - g.((,1,1'(o)l'l

< yl - rll+ d¡ (trp;, (,1¿;),r'¡ ((11,1,1q) d,((,r,t,ro)d,(tu,(o)l ,9

< yl -,ll+ {'(t.1,¡,(,1,¡) d,(r",(.)l ó|e;1,),to) z!

< )a? - ril¡ 4o(t4t),e{ti)- d,(ro,(o)] ,,0

< lyi 'f + t +,(¿u,(o) "i],



Asf. se Iogra

d,(r,r,r,¿o)sl ó,((,r,r,(o),ll < sl "! +z o1* ,lll,.

13.2 Estimación (13.2)

Al calcular (13.2) se consigue

(13.4)

) 
| o,r,,,."'A.,r.!) ,')ds - [ a.,q,., .stH,',.,,.,",,.a.it"¿

- | " rr,.,."rH,rs.yrs,'o¡' 1.,'r,, "'r,,..¿,. s,róls
/" ,"
(¡t'r 

rsf o,,<.,, ."'H,,". r.'. ".',.
¡o

. 
ll 

r' t,,,,,, "to (s. z(.7(s)))rrs *f 
i',' 

*,a,u,, o r,(", rr,))r,I

',{ 
", 

, .,n¡... u's), o r(¡,,,.¡,¡r,rr.. ., " ,r.]

Hlr .ro (o-lla-lr, (,.,,

. 
.l 

'o,{t .,...\H. ' y f¡)r - s',((,,..5)H f.. fa t,r'))

+d¿((¿1,¡,s)11,(s,z(s)) dr((;1t;,s)Ir,(s,z(s))
+{; (t¡14, s)-4, (s. z(s)) {¿(úi1¿¡.s)II¡(s.z(s)) ds

H * ,o Co I Hll- ',.,, 
(¡.,

I
- J 

n,tt..,,.s\) b lsl ,//,) -:ls) ds

- | ".,,,,,.(,.,.,- J a,r(,,..r JJ,r.¿r.r ds

Í\- .l *,,, . \r l#r's.- - r5)r -f¿.{r.¿¡.r. d¡

2 fI _ó+supls¡(r) .iO) L+2 all-ó zl -A+óM.1,.¿€lR
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Así. finalmcnte se consigue

("t'l

| á,i,,,t'')H,(",a(.")) dr((;t,r'')11(",'(r("))) d'
(.

< sup y;(t) -.2¡(t) .{+ó(2llo - z -A+2llrll - +.adÁ) .

¿€R

13.3 Estimación (13.3)

Debido al hecho de que si r < i (l), entonces se tiene

d¡(á11¿;, r.) - o, ((,r,t, (,)l

: ói\t(t),t;) + 4¡(e,t,¡,t.) - o¡.G*,),t,) o,((,p¡,(,)

! Ó¡(t,tq,f,) óo(e¡q,t,) + dr((;r,t,¿.) -¿,((,r,r,(.)]

I di(fit¿).(,(¿)) 1l ,¡,((,(,),¿.) + ]0,((,1,1,t,) 
1 ó,(1",<")

! '1 lo -ó d;((;1,1,ú,) ,

por Lo que al é.rimdr /13.3) ronscguimos

I

l(.,,,.,., li.,tutt. 1 o,.(,,,.{,'1,.,:,c" )
t,=
l,

- f ., r,., .," I . rs,'t, t, f ",,.,, .,,/,, :,r,. r.

,=t - |

:,1

I".,r,...r. /,,,:,¡(;,, -fo,,,,.t.t\, -.:, (. t'

)ttl

- I",, , t.ttli,tg.t,, /,-r:, C. r.)

¡ ¡)

+f (c, r,,.r,, ^,,( ,,.c.,) r,.,'.'c;,,
¡l

i(¿) i(,

5 f e .(¿.i,r Qi,,,ly¡t, ) - z,((, ) +roó» e otc,¡¡ ¡") 
]1,,,(..((;))l

Así, se logra

(13.5)

! (., r,, .r,'r,. ,tr,,t, it-o,,(,,,..(,,1.,,:,,(, ,)

_ .up'9i,r'; I ¿,r(. tr, -1 . to¿' . . f .

81
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Luego, al aplicar el Lema 11.6 en (13.6), finalmente se consigue

t,,
lI(" t ,,.t t,,rtr t,,1 ' ñ.t:.t.(,,1. r:.rc- ,)
,- l

I suply¡(t) - ¿;(¿) i +ó (.rr.,n + +a11:11-ñ) . (i3.7)
¿€R

13.4 Estimación finat ly¿(¿¿r,t) - ,, ((oro)

Por (13.a) (13.7) en (13.1) - (13.3) se tiene

sup ly; (f, ) - z;((,)
reZ

'= 1vi -,! +zó al- .z!l

+sup s,(t) :,(t)lA+d(2 ¿ -liz -^+2 ¿/l - +M,^)
¿€lR

- sut, 9,{/r- :.,r. 
^ 

¿ (,U-,t- f" . , ,t) .

,CR

Luego. al definir

Á, - 2 ( lo , ( :! - ¡': . ^, '(,ry- 2oi¡:'. r)) rr, (,t n)

se obtiene

sup y1(t.) ,, ((,)i
reZ

< lg: :f + sup e,lt) ',tl (-r +r) +;.rrz'

Ahora, al reemplazar (12.5) en esta úItima. se obtiene

sup ls¡(f") - z1((,)

(.¡¡) "-'''(,''(¡6) -)

Así, definiendo

¡<.:r., I 1*i-,)*.,,
\r- (,t + ,t) /

frnalmente se consigue

5up.9,.i.,- :.,(,' I -- ,! c? :o ró1l, {13.8r.,.t I (A _.\J

por Io que queda demostrado el teorerna. ¡

Como corolario del tcorema anterior, se obtiene la siguiente estimación del error de Ia aproximación
re¿lizada:



Corola¡io 13.1

lim srp ,e 1/7 - :,1r7 ,s, ,: l-- .-f -. ) . rr ( R-¿-u..q \r (.t .t)/

limsup u,¡/-r-¿,(-', r,-,t (,_r-----,_^,) v/-R .

\- \" ")/
Demostración: Inmediata de (13.8) y de (12.5) ¡especti\,amente. Se puede apreciar que si la
condición inicial de Ios aproximantes mantiene una cercanÍa con Ia condición inicial del sistema
real, se tiene sensibilidad de las condiciones i1liciales. Es deci¡. obtenemos estabilidad. r

Fiualmente, se logra el ¡esultado principal de este capítulol

Corola¡io 13.2 Si consid.eramos z! : gn (1 Q)), entonces y? - ,?l < 6; por lo que

l¡mó .ol'up¡cz y ¡'. ' , (-,,,:0 
II -'' m-limo-¡ r.upr.o. g-t,- rttt,ll A ) "'

Dernostración: La demostración es inmediata del co¡ola¡io a[teriol. La aproximación obtenida
durante este capítulo es unifo¡me. I
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Capítulo V

Simulaciones cornputacionales de sistemas
CNN

Ut Autómata Celular se define como un modelo disüeto consistente de una grilla de circuitos o

células, las cuales pueden tener sólo un nrirnero finito de estados (como tt prendid,ott y t' apagadott). El
estado cambia bajo un régimen de paso discreto, de acuerdo a alguna rda fija (fiurción matemática)
que determina el nuevo estado de cada una de las células en términos del estado presente y del estado
de sus células vecinas. Este corcepto fue originalmente descubie¡to e introducido por Stanislaw
Aam y Jolm Von Neumann en los años 40.

ü¡a Red Neuronal Cel¿lor o CNN (sigla en inglés de 't Cellular Neural Nearor&") es un circuito
analógico no-lineal el cual procesa señales en tiempo real, es decir, es la versión a tiempo continuo de
un autómana celula¡. Está compuesta de múltiples circuitos clones, también llamados "neu¡onas
o I'células", dispuestos eu arreglos rectangulares. Cada élula posee un estado de entrada (input)
y uno de salida (output) y, al igual que en urr autómata celular, ellas intera.túan directamente
sólo con las células que se encuentran dentro de algrin radio o vecindad. El concepto de CNN
fue introducido en 1988 por Leon Chua y Lin Yang en dos artículos, (120] y [21]). En ellos, Ios
autores sentaron las bases matemáticas que reglan el comportamiento de tales arreglos celulares.
Chua y Yang usa,ron este modelo matemático paxa demostrar, mediante un arreglo adecuado, que
si las señales de ent¡ada eraa estáticas, las unidades de procesamiento convergerfa!, lo que sugiere
que ellas pueden se¡ usadas para ejecutar calculos complejos y útiles. Una de las primeras y más
importantes aplicaciones de las CNN's corresponde al procesamiento de imágenes y reconocimiento
óptico de patrones OCR. (Sigla en inglés de t'Opti,cal Character Recognitioz"), el cual es aún una
de sus principales aplicaciones.
La diná.urica que rige estos modelos ha sido ampüamente estudiada (Ver [3], 18], [15], Ii6l, 131]- [33],
[36], [37], [3e], [45], [55], 156l y l5¡).

A la luz de las conclusiones del capÍtulo anterior, el uso de un a.rgumeúto constante a trozos que
aproxime a la identidad, juato con algunas hipótesis de estabilidad, aseguran que la aproximación de
un sistema impu.lsivo mediante uE sistema IDEPCAG sea teóricamente efectiva. En este capÍtulo,
mostraremos una simulación computacional ¡eferida a la aproximaciótr de un sistema impulsivo del
tipo CNN.

c(t), t+tk

por medio del sistema IDEPCAG

t*t(tu)
t : I (t¡,')

x'(r) : -A (ú)x (¿) + B (,) ¡ (x (r)) +
x Q¡) : (.r - Q,) x (t;) + 1. (x (¿;)) ,

X (r) : )lo,

y' (¿) - -,{ (, y (¿) I a (¿)¡'(v (1 (4)) + c (¿) ,

y (r (a)) : (1 e*)y ((, r,-t-)) + r. (r (r C^)-)) ,

l' (1 (r)) : Y,



Se consirl,.¡a¡án toclos los coeficientes acotados.
IIATLAD R 20t 5a.

Ejemplo. Se.a cl sistenra

doude

a1 lt) : 2 + snr (vfr) .

á11 (t) : 0.5 sin (f) ,

ó1, (l) :0 3.o.(1)
cL (¿) :2sin(/2¿).
ct¡:0.4.YieZ+'
"fr (¿) : tanh (z) ,

11 ; (r) : ,o! tanh (r) . Y:r e Z+;

La simirlació¡r fire ¡ealizacla us¿rndo el programa

( clrttt: .or r)¡1 111+ó r1/)ll(r1 (f)) I ür, (,t') f2l,x2(,t))+ q (.t)

| .r:(rl = d lr) r-rrl+ó_1 (¿/ fr (,rt lt)) -.b2,(t) f2 (.x2 (t)) + c2(.t).

), t t-q., (,.).t 1.,,-)7
),_ r - l-q_ ,,(,,) tt./r.r(:-))
| :1 f-) : "r!,.

or(t) :a+cos(t) I

üu r (¿) : 0.3 sin (vD¿) + 0.2 sin (¿) :

á,, ll I = si¡rr :

c, (t) : cos(y6t):
q2,. : 0.4, Yt e- Z+;

"fz 
(r) : tanh (¿) ;

72 ¿ (r) : -! tanh (;r).Vi € Z+.

(13. e)

(13.10)

A<1enás. consideraremos r : 0, t, : ¿. y i e Z+. col condiciones iriciaics

rr (0) : i. 1;

r2 (0) : 2.2,

crLl as soluciones se tnuestran ¡ continuació[:

Frg 13, Solución rezLl discrer¡ 11 de (13.9) . Fig. 14; Sc-,lución real discreta ;c2 de (13.9) .

85

1,, , , , , I ,

' 
: ,/'\,/ t/\ir/\/\i\/i ,'\ I \, ' \ 

\il



i,,hqt

r\ná)ogamcnte. se rrne-strall las soluciones a tiempo continuo de (t3.g) :

rri,r/t lt¡V^JVV'

Fig. 15: Solución z1 de (13.9) Fig 16: Solurión r, de (13.9)

Así. la solución real del sister¡ra (13.9) se iiustra el 1a siguiente frgurn:

Fig. 17r Solución real del sisterna (13.9).

Eu 1o clue siguc, aploximaremos cl si-ctcma ir¡ipulsivo CNN (13.9) mediante el sistema IDEPCAG

t / t (.t¡)

t I 1 (.t.)

t:tlti)
t : 1 (.t.)

(13.11)

3l

( a',¡t: ttl t)ert,tt +úrr rr)/r (s, (r(¿))) +bt2(t)f2 (er(-.,(l))) +c1 (¿) 
,

I o'-, : a : tt u) t t + b2: t t \ h O ) lt (t) )) + b2, ft) f2 1112 
(,^¡ (,t))) + c2 (t)

1 , , I r -, \. ' ) t !, (. ' ))
[ , t-'t. ,,(. ' ) ,- l*1 " ))

B6

r§



coll

yr (0) : 11 t/ (0)) : 1,1;

sr (0) : .12 ¡t (0)) : 2.2;

utilizando Ia parte entera . trlrlfl: - d.
lól

donde todos Ios coeficientes son ios dados en (13.10) .

Con el 6n de estin-rar los parámetros neccsarios para ilustrar la aproximación del capítulo precedente,

es que utilizarernos Ia siguientes cantidades

2

b- : max f l,.. t¿l L..' tf,<r?
Observamos que

b- I úr.

do¡rde 22
ó,:»»lló,,(¿) -¿,.i:t ):7

Ahora bien, cor¡o Ia lur¡ción tanh(r) es Lipschitz. con constante de Lipschitz 1, se obserra que

L¡ : 1 y l¡ : -!. Entonces. se tiene

I -\-r n,. ?"'. "-
v

2

b. - -o* f ó,trr L,-- 1<r<2 L
- j=t

: max {0.8:1.5}l<j'2'
: 1. ó.

Ahora, gracias a que

ln (1 Qi)¡:11,21 : ln 0. 6

: 4.47;

es posible conside¡ar o - 2.47. Por lo tanto

i
A ¡ rr, / p-"' 'r .,1.5rd. 0.60i2¡:

'tÉ /
v

, (¿)

.f : tO Zl s.,p f " "tt 't¿€R*,:l
.(¿)

: (0,2) sup "-"r I e"
r€lR+ 

=< (0.2\ 

-
Po -1: 0.218480.
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Es Liecir. se tierle
r\+I< 1.

A colrtinrr¡ción sc rlrrostr¡ltr las aprorirr'r:rciones olrtr:lidas clel sisfcrrr;r rlisr:teto:rsociarlo a (13.9).
por acdio dcl a[álogo discretr¡ de (13.11) . A srber

.,; I q. . ". "''" o u ,.ó

' .¿ t_ \| .. . i.-
I t q...,-' uo '{t, 'f 1,,¿. ' .l;'
.,, \- t

+1.,1...r¡¿ (9, ((n i 1)ri-). coni:1.2)'n.N

Fig. 1E: Comparación aproxlmante r.s solución Fig 19: Comperación ap¡oximante rs solución

¡eal rljscretos de 11 (l) con ó - 1. real discretos dc 11 (/) con ó :0.1.

Err las gráficas anteriores se obse¡r'a Ia difelencia en la precisiórr de la aproxim:rcrión cle urra de 1as

corlrpoüeirtes dr: la solnción disc¡eia real lograda al considera¡ ó nrás pequeño. De la misr¡a urarrela

se aprecia Ia mejora en 1a aprorinración al considerar á cada vcz más pequeño para el caso:r tiempo
continuo:

\[[\A /t1

rl
il\/itl, \i i Iu li irr \r

U

Fig 20: Comparación aproxiDlaDte rs solución Fig. 21: Comparación aproximante vs solución

real de z1 (l) con d:1.
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Se repite el proceso para la compouente e: (l) de1 sisterra eu cuestión. A saber. para la apr-r¡xiur¿lciriu
de Ia solución discleta

Fie. 22: Comparación aproximante vs solución

real dis.retos de ¡2 (¿) con ó : 1.

1.para la solución a tiempo contintlo

Fig. 23: Comparación ap¡oximante vs solución

real cliscrelos de ¡2 (¿l con ó - 0. 1.

Fig. 2.: Comparación aproximante r.s solución
real de z2 (l) con d : 0, 1.

Fie. 21: Compa¡ación aproximante 1s solución
real cte z2 (ú) co¡r ri : 1.
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E¡ Ia siguieute ligura,<e aprecia el e¡¡o¡ cometido al aproxitrar Ia sohció¡r real del sistema usaudo

Fig 26 Comparación solución aproximante !s solución real con ó : 1.

La grálica anterior se ve cortrastada por la buena aproximación a la soluciól real del sistema
conseguida al colNiderar un d m¿is pequeilo. a sabe¡ d - 0. 1 :

aprorimácion so¡!cion dellá=0.1

Fig 27: Compar:LcióD solüción aproxima¡te vs solución raal con ¿ :0. 1.

En consecrrencia. las gráficas a[te¡iores comprueban nuestros resultados teóricos.
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