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Resumen

En esta tesis consideramos spreads contenido en un espacio vectorial de di-
mension 4, en particular spreads Desarguesianos y de Hall. En spreads De-
sarguesinos contamos el nimero régulos que contiene y en los de Hall en-
contramos tres componentes tales que el (inico) régulo que ellos definen no
siempre estd contenido en el spread.



Abstract

In this thesis work we consider spreads contained in a 4-dimensional vector
space, in particular Desarguesian and Hall spreads. In Desarguesians spreads
we count the number of reguli they contain and in the Hall ones we are able
to find three components such that the (unique) regulus they define is not
always contained in the spread.

VI
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Introduccion

En el espacio euclideo tridimensional, la ecuacién de segundo grado mds
general posible es

ﬂfl.TQ + azyz T a3z2 + a4y + asTz + agyz + ayx + agy + agz + g =0

con a; en R para todo ¢ € {1,...,10} y @; con ¢ € {1,...,6} no todos
nulos para gue la ccuacion sea efectivamente de grado dos. La gréilica de esta
ecuacién es Hamada superficie cuadrica.

Una superficie reglada es una superficie S con la propiedad que para todo
punto P en S existe una recta que pasa por P y estd completamente contenida
en S.

Por ejemplo el hiperboloide de una hoja de ecuacion

224?22 =1

es una superficie reglada. En cfecto, si P es un punto arbitrario, digamos
P = (1,41, z1) entonces la recta de ecuacién

r1— Y121 Y1+ x12) Y1+ 12 I — iz
= — : Ly = = = t,z=t, teR
22 +1 +( Z+1 ) # z+1 ( #+1 )

pasa por I’ y estd contenida en la superficie. El paraboloide hiperbdlico de
ceuacion

2=yt —a’

es también una superficie reglada. De hecho, si By = (zq, g(,,y% — 23) es un
punto de la superficie entonces la recta

r=zo+t, y=y+t, 2=y —25) +2(y —zo)t, tER

pasa por el punto Fy y estd contenida completamente en la superficie.
No son superficies regladas por ejemplo los elipsoides de ecuacién

2 2 2
oyt 2
Ztgpta=t




los hiperboloides de dos hojas con ecuacién

y los paraboloides elipticos
2 = az® + by?.

Tanto el hiperboloide de una hoja como el paraboloide hiperhdélico son su-
perficies doblemente regladas, esto quiere decir que existen dos familias
de rectas que cubren completamente la superficie.

En el caso del hiperboloide de una hoja, otra familia de rectas que cubre la
superficie es

z=xo+yt, y=yw+zt, z=-1, teR

v para cl paraboloide hiperbdlico, la otra familia de rectas que también lo
cubre es

r=x0+t, y=ww—t 2= (4 —5) — 2%+, 1R

Esta situacion se observa también en el caso de superficies definidas en espa-
cios finitos, como mostramos a continnacion.

Sea F' un cuerpo finito y V' un espacio vectorial de dimension cuatro sobre
F'. Consideremos en V' los subespacios vectoriales 1, I, L, ¥ Lo, donde

L, = {loyocep)ey€ P} y={00=y)epyec F}
L, = {(z,ez,y,ay): 2,y € F}, Lo =1{(0,2,0,9):2,y € F}.

Sea § = {(x,y,z,w) € V : zw — yz = 0} entonces para cada a en F, los
puntos (z,y,ax,ay) v (z,az,y,ay) con x e y en F pertenecen a S. Tamnbién
los puntos (0,0,z,y) y (0,2,0,y) pertenecen a S con z € y en I'.

El teorema 1.1 muestra que el conjunto de puntos {v € V:v e l, Vv € lg}
es igual al conjunto {v € V :v € L, Vv € Ly}, es decir

() Ule= (| La) U Lec-
acF aeF
Sea (o, Yo, 20, wp) en S entonces se tiene xowy — Yozo = 0.
Supongamos que , es diferente de cero entonces wy = yozry ', por tanto
p i - pl of et
(0, Yo, 20, wo) = (Zo, Yo, 20, Yo2oTg ). Asi se tiene que

{.-E(,,y(,,za,ygzu:no_l) = HTg(l,y();‘IIal,ﬂ.()) + z(0, 0, l.y[;:r;')
(%0, Yoy 20, Y0207 1) = o(1,0, 205", 0) + 10(0, 1,0, zoxg ).



Luego si z es distinto de cero se tiene que (o, yo, 20, wo) pertenece a ly 6 Ly
con a = ;;@;1:51 vy b= ygmo_l.

Si zp = 0 entonces se tiene que yozo = 0, por lo tanto yo = 0 6 2y = 0.
Notamos que yp = 0 implica que

(20, 10, 20, wo) = (0,0, 20, wo) = 20(0,0,1,0) + wp(0,0,0,1)
y zp = () implica que
(0, Yo, 20, o) = (0,0, 0,wo) = 10(0,1,0,0) + wo(0,0,0, 1)

Luego (g, Yo, 20, Wo) pertenece a log 0 Lo 81 2o = 0.

Por tanto
(U Ul =95= (] La) U L.

acF acF

Consideremos el espacio proyectivo P(V) de dimension tres. En P(V') recor-
damos que los puntos son los subespacios vectoriales de dintension uno de
V. las rectas son los subespacios vectoriales de dimension dos y los planos
son los subespacios vectoriales de dimension tres de V. Luego S mirada en
el espacio proyectivo P(V) es una superficie reglada cubierta por la familia
de rectas

{l:a € F}U {lo}.

También S es cubierta por la familia de rectas
{LG tae F} U {LOO}J

por tanto S es una superficie doblemente reglada.

Estas familias de subespacios de dimensién dos son llamadas régulos (defini-
cién 1.1) y es el objeto de estudio en esta tesis. Mostraremos que en V sien-
pre existen régulos. Describiremos y daremos demostraciones detalladas de
algunos resultados principales en la teorfa régulos.

Otras familias de subespacios de dimension dos que estudiaremos en esta
tesis son las llamadas spreads {definicién 2.1) y probaremos que en V' exis-
ten spreads.

Dado un spread Desarguesiano (definicién 2.1), mostraremos cuantos régu-
los conticne (teorema 2.1). Este resultado puede ser visto en [3] (pagina 247)
v la demostracién de ¢l en csta tesis estd realizada usando los resultados del
capitulo 1.

Dado un spread de Hall (definicién 3.2) y tres de sus componeutes, pro-
baremos que no siempre el régulo que los contiene esta contenido en él v
determinaremos formas de escoger régulos en ¢l



Para el desarrollo de todo lo anterior utilizaremos como herramienta funda-
mental conceptos basicos de dlgebra lineal.

La importancia que ticnen los régulos en ¢l desarrollo de la geometria finita
puede observarse desde la construceién misma del primer ejemplo de plano
proyectivo no desarguesino finito en el aiio 1906 hecha por Veblen y Young
6]. La caracterizacién de los planos de traslacion finitos hecha por André en
el afio 1954 [1] y [3] (capitulo 1, seccién 1) y posterior construccién de spreads
en los espacios vectoriales de dimensién par, por medio de sustitucién de con-
junto de componentes, en particular de uno o mas régulos, por sus régulos
opuestos mmestra la incidencia de los régulos en el desarrollo de la geometria
finita.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sobre Régulos

F' denotard un cuerpo finito, esto es |F| = g donde g = p" con p primo y n

en N,
V" denotara un espacio vectorial sobre I de dimensién cuatro, por lo tanto V
es isomorfo al espacio de cuddruples F* y en adelante V se representa por F'*.

Definicién 1.1. Un régulo en V es una coleccion R de q + 1 subespacios
vectoriales de V' de dimension dos que cumplen las siguicntes condiciones:

1. Para todo Wy y Wa en R distintos, Wi N W,y = {0}.

2. 51 W es un subespacio vectorial de V' de dimension dos que intersec-
ta no trivialmente a cualquier trio de subespacios en R entonces W
intersecta a todo subespacio en R.

Diremos que los subespacios en R son las componentes del régulo .

Ejemplo 1.1. §i F' = 5, cuerpo con dos elementos entonces ¢l conjunio
R] = {Wvl, W’Q,Wg}, donde

If

W, ((1,0,0,0), (0, 1,0,0))
Wy = ((1,0,1,0),(0,1,0,1))
Wi ((0,0,1,0), (0,0,0,1))

Il

es un régqulo en V.
El congunto de subespacios de V', Ry = {U1,Us, U} es también un régulo en

o
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el espacio vectorial V', donde

U, = {(1,0,0,0),(0,0,1,0))
e = {{1;1,0;0);(0,0,1,1)
Us = {(0,1,0,0),(0,0,0,1)).
Ejemplo 1.2. Si F = Fy, cuerpo con tres elementos entonces la coleccion
Ry = {W,, Wy, W5, W4}, donde
Wi o= ((1,0,0,0),(0,1,0,0))
Wo {1,0,1;0) (0; 1,0, 1)
Wy = {(1,0,2,0),(0,1,0,2))
W, = ((0,0,1,0),(0,0,0,1))
es un régulo en V. La coleccién Ry = {Uy,Us, Us, Uy}, donde
U, = {(1,0,0,0),(0,0,1,0))
U, = ((1,1,0 0),(0,0,1,1))
Uy = ((1,2,0,0),(0,0,1,2)
Uy ((0,1,0 0),(0.0,0,1))

es también un régulo en V.

La siguiente proposicién muestra que siempre se puede construir un régulo

en V.

Proposicién 1.1. El conjunto de subespacios de V', Ro = {l, 1 a € Flu{ls},
donde I, = ((1,0,a,0),(0,1,0,a)} y leo = {(0,0,1,0),(0,0,0,1)) s un régulo
en V.

Demostracién. Es claro que Ry es una coleceién de ¢ 4 1 subespacios de V
de dimension dos.
Sean I, y Iy en Ry con a y b en F distintos y sea v en I, N, entonces existen
(¥, (1‘21f"51 v ,Hg en F' tal que

a1(1,0,a,0) + £1(0,1,0,a) = v = a2(1,0,5,0) + 82(0,1,0,5),

entonces
(a1, B1, acvy, apy) = (aa, B, bag, ba),

lo que equivale a decir que

. — g
B = B
ack; = b(kg

Cl‘Bl = bﬁz 3
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Notamos que aq; = bag implica que (a — b)a; = 0. Como a y b son distintos
se tiene que oy = 0 y por tanto a; = 0. Andlogamente 3, = /3y = 0. Luego
v = ().

Sea ahora v en I, N, entonces existen aq, s, 31 vy B2 en I tales que

a1(1,0,a,0) + £1(0,1,0,a) = v = a2(0,0,1,0) + 3(0,0,0,1).

Entonces
(ay, By, acy,aB;) = (0,0, az, 32)
es decir
ap = 0
B = 0
ay = Qo
afy, = pa.

Como oy = 3 = 0, para cualquier valor de a, as = 33 = 0 entonces v = 0.
De esta forma Ry cumple la condicién 1 de la definicién 1.1.

Probaremos ahora la condicién 2, esto es, dado un subespacio W de dimen-
sién dos de V' que intersecta no trivialmente a cualquier trio de subespacios
en Ry, entonces W intersecta a todo subespacio en F.

Supongamos primero el caso en que W intersecta no trivialmente a los sub-
espacios lp, lw v 1;. Como la interseccion de subespacios vectoriales es un
subespacio vectorial, las intersecciones de W con Iyl y [; son subespacios
vectoriales de V', en particular subespacios de W de dimensién uno. Luego

Wl = (w),  Wnlo=(we), Wl =),

con Wy, Wae ¥ Wy vectores no nulos.

Como wy estéd en ly, wo = a(1,0,0,0) + £a(0,1,0,0), con g y Gy en F ¥
(ag. By) distinto de (0,0).

Andlogamente existen a. v Bo en F tal que wa, = a5(0,0,1,0)43,(0,0,0,1),
con (0, B ) diferente de (0,0).

Es claro que {wy, wo} € W es un conjunto linealmente independiente y co-
mo dimpW = 2 se tiene que {wy, Wy} €s una base para W. En particular se
tiene que W = (wp, w)-

Luego existen v, 81,7 v  en F tales que

01(1,0,1,0) + 3:(0,1,0,1) = wy = ywy + dwee

con (ay, 31) distinto de (0,0).
Notar que si v = 0 entonces se tiene que

Wy = Mg = (0,0, Aeo, Boo) = 0eo(0,0,1,0) + 68,(0,0,0, 1},



CAPITULO 1. PRELIMINARES

@]

entonces w;, pertenece a le, 10 que no puede ser puesto que {; Ml = {0}.
Andlogamente si 6 = 0. Por tanto v y 6 son no nulos.
Como (ay. By, a1, B1) = (vao, 60, 60, 68s), se tiene que

a1 = Yoy
B = v
ap = bivgg
B = 8fx,

entonces ag = 67 e ¥ Ho = 67 Yso- Ltego wy = (57 Lo, 871 3. 0,0).
Sean a = aee ¥ 3 = s entonces wy = (57 1a, dv715,0,0), wye = (0,0, 0. 3)
v w = (b, 00, 0cx,83).

Luego si W intersecta no trivialmente a los subespacios Iy, [ ¥ [1, entonces
se tiene que W = {(&, 3,0,0),(0,0,«, 3)) para o y # en F fijos, ambos no
nulos, v las respectivas intersecciones son

Wnil={c,5300), Wnlew={0,0,0,8)), Wnl = {(c.3,ex,3))

Sea l, en Ry con a diferente de 0, 1 y oo entonces w, = (. 3. acv, af3) pertenece
a W nl, En efecto, basta ver que

Wy + AW = W = (1, 0,a,0) + 5(0,1,0,a).

Por tanto hemos demostrado que si W intersecta no trivialmente a Iy, o ¥
[,, entonces W intersecta no trivialmente a todo subespacio en Ry.

Ahora supongamos que W intersecta no trivialmente a tres subespacios cua-
lesquiera que llamaremos Iy, &, ¥ ., con a, b y ¢ todos distintos.
Consideremos la funcidn f: V. — V definida por

g = (b;: — ::1 by—t’ z —a.a:.t— ay) |
—¢ b—¢ ¢c—a c—a

entonces f es lineal y biyectiva.

Notemos que f(l,) = lo, f(lb) = le ¥ f(lc) = L, mds atin [ envia todo

subespacio de la coleccién Ry en algin otro subespacio de [y, a saber. si

l; pertenece a Ry con d diferente de a,b y ¢, entonces f(lg) = ., donde

e=(d—a)(b-c)[(c—a)b—d)] . De esta forma f(Ry) = Ho.

Como W intersecta no trivialmente a l,, 1, y I, entonces W/ = f(W) es un

subespacio de V de dimensién dos que intersecta no trivialmente a ly, [ v 11,

puesto que f es lineal y biyectiva. Luego por el caso anterior, W intersecta

a toda componente de Ry entonces W = f~'(W’) intersecta a todo [z en la

coleeeion fg.

Por tanto Ry = {l,: a € F} U {is} es un régulo en V. O
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Observacién 1.1. Seaa en F, entonces el espaciol, = {(1,0,a,0),(0,1,0.a)}
puede ser presentodo de la siguiente manera

l. = {2(1,0,0,0)+4(0,1,0,a) : 2,y € F}
= {(z,y,az,ay) :z,y € F}

- {(YY(S 2)) :Y*(m,y)er}.

A continacién probaremos que ly, {w v {1 pertenceen a un 1nico régulo, a
saber Hy.

Lema 1.1. Sean ly, loo, l1 en Ry. Si existen Uy, Us, ..., Uy subespacios de V
de dimensién dos tol que {U; : 1 < i < q— 2} U{lo, los, 1} forman un régulo
en 'V entonces para cada i = 1,2,...,q — 2 existe o € F, cona # 0, 1,00 tal
que U; = lg.

Demostracion. Sea U; en {U; : 1 < i < q — 2} entonces U; = {(v1,19), con
{vy,v2} base de U;. Probaremos que U; se puede exhibir como

Uj={(X,XM): X = (z,9) € F*},

donde M € GL(2,F).

Escribamos v, = (a1, @, a3,a4) v va = (b1, ba, bs, by), entonces el conjunto
{(a1,az), (b1, b2)} es linealmente independiente.

En efecto, supongamos lo contrario entonces se tendria que (a;, az) = A(by, ba).
para algin A en I, luego el vector vy — Avy es no nulo, puesto que {vi, 19}
es base, estarfa en U; Ml = {0} lo que es una contradiccion.

Luego la matriz
a)p das
bl bg
es invertible.
Por tanto existe operaciones elementales F, ..., By, mediantes las cuales la

maltriz
ay g
b[ bz

es transformada en la matriz identidad.

Usando las operaciones Ey, ..., B, podemos cambiar la base {11, va} en la base
{«},v5}, donde v = (1,0,a},a}) y vy = (0,1, b4, ).

Notar que el conjunto {(a}, a}), (b}, b3)} es linealmente independiente, de he-
cho supongamos que (aj, a}) = n{bj, by) para algiin n en F' entonces el vector
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no nulo v} — nuh estarfa en U; My, lo que no puede ser. Por tanto U; puede
ser presentado por

Uy = {(1,0,a5,a), (0,1,05,04)
= {z(1,0,a3,ay) +y(0.1,85,b)) : z,y € I'}
= {(z,y, a5t + bhy, ajz + by) : x.y € F'}

(X (574) x-wmer)

Para simplificar notacién, escribamos

U, = {(X"X’ ( : 2)) ¢ Rt o, ) eFQ,ad—bc;xL()}.

Ahora mostraremos que
a b
c d

es una matriz escalar, es decir una matriz de la forma

t 0
0 ¢
para algiun ¢ en I’ no nulo.
Sea T = ((0,1,0,0),(0,0,0,1)), entonces se tiene que

dimp(T Nlp) = dimp(T Nlx) = dimp(T N 1) = 1.

Como {U; : 1 <1< ¢qg—2}U {lo;ls, 1} es un régulo y T intersecta no
{rivialmente a las componentes ly, lo ¥ 11 entonces dimp(T NU;) = 1, es
decir T NU; = {w), con w no nulo.

Luego existen escalares tq,tg, k1, ko en F tales que

t1(1,0,a,b) + £2(0,1,¢,d) = w = k1(0,1,0,0) + k2(0,0,0,1),

es decir
ty = 0
ta = ki
ati +cta = 0

b, +dts = ko

Clomo ¢, = 0 entonces cty = 0. Si t3 = 0 se tiene que w = U lo que no puede
ser. Por tanto t» # 0y ¢ = 0. Asi U; = {(1,0,¢,0),(0,1,0, d)).
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Sea T" = ((1,0,0,0), (0,0,1,0)) entonces T” intersecta no trivialmente a ly, [
v l1, luego 7' NU; = (w'), con w no nulo. Por tanto existen 4y, {y, ky ko on F
tales que

1(1,0,a,b) + 12(0,1,0,d) = w' = ki(1,0,0,0) + ks(0,0,1,0),

es decir
tl = )l.’Il
f-g = 0
ﬂf‘l = !1'12
('Jl'l =} dtg =1 1)

Como Iy = 0 se tiene que bt; = 0. Si b # 0 entonces t; = 0 y por tanto w' = 0
lo que no puede ser. Luego b = 0 y por tanto U; = ((1,0,4a,0),(0,1,0,4)).
Sea ahora T" = ((1,1,0,0),(0,0,1,1)). entonces dimp(T" NU;} = 1. Luego
T"NU; = {(w") con w” no nulo. Por tanto existen escalares t,1o, ky, ko en F
tales que

‘t](l: 0! CL, O) + t?(oa I:O!d) = UF" = kl(]" 10‘0) + AQ(O 0 1-’ 1)

lo que equivale a decir que

ty, = k

to = k
at; = ko
dty = ks.

Entonces t; =ty y asi (a — d)t; = 0. Si {; = 0 se tiene t; = 0, luego w” = 0
lo que no puede ser. Luego a = d y por tanto

U= {(Y,Y ( ‘ 2 )) . X = (2,9) epz} =i,

Lema 1.2. Sean Wi, Wy y W3 tres subespacios vectoriales de V' de dimension
dos tal que Wi NW, = {0}, Wi NW; = {0} y WanW; = {0}, entonces existe
un unico régqulo que contiene a Wy, Wy y Wi. Esto es, existen inicos g — 2
subespacios de V' de dimensidn dos con interseccion trivial entre si y con
Wi, Wy y Wy tal que ellos forman un régqulo en V.

O
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Demostracion. Sean Wy = {uq, us), Wa = (us, us) v Wi = {us, ug). Sabemos
que {uy,uz, uz, uq} es base de V, luego se tiene que

U = U + ally 4 vzl -+ gy
ug = Byuy + Boutg + Baug + SBaua.

Probaremos que {au; + asuo, f1u; + Baus} es un conjunto linealmente in-
dependiente.

Primero observar que oy = as = 0 0 bien 3; = 33 = 0 no puede ser puesto
que Wy N W5 = {0}, luego (ay,a2) y (51, 52) son diferentes de (0,0). Por
tanto auy + agus y By + FGaug son vectores no nulos.

Supongamos que {nquy + agug, F1u; + Pauz} es un conjunto lineahmente de-
pendiente, entonces tendriamos que aju; + asity = u y [y + Fouy = A,
cont A no nulo. Luego reemplazando en uz y ug se tiene que

Uy = U+ ezl + gy
g = Au+ gty + Byilg,

entonces us — A" ug es no nulo y ademas pertenece a Wa N Wy, lo que no
puede ser. Por tanto el conjunto {evuy + agus, Biuy + Paus} es linealmente
independiente y asi es una base para Wy.
De manera analoga se prueba que el conjunto {aaus + agug, Bzug + Biuq} es
una base para W,
Sean w; = auy + agus, wa = Piug + Polly, w3 = azlg + aquy ¥ wy =
{Fauy + 134u4, entonces el conjunto de vectores {wy, we, ws, wy} es una base de
V' y {wy.wa} es base de Wy, {ws, w4} es base de Wy y {wy + wy, wy +wy} es
base de Wy.
Sea v en V', entonces se tiene que existen tnicos escalares x,y.z vy £ en [
tales que

V= TWy + Yyws + 2wy + Luy.

Luego, expresando via isomorfismo el vector v, se tiene que
v =(z,y, 2,t)

y por lo tanto obtenemos las siguientes presentaciones para los subespacios
vectoriales Wi, Wy y Wi,

Wy = (w;,ws)
= {zw; + yws + 0wz + 0wy : x,y € F}
~ {(2,94,0,0):z,y € F}
= #(1,00,0,0, 0, 1,0,0))

= Iy,
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Wy = (ws, wy)
= {0w; + 0ws + 2wy + ywy : x,y € F}

= {(0,0,z,y):z,y € F}
= ((0,0,1,0),(0,0,0,1))
= loc-:
Wy = (wi + ws, ws + wy)
= {aw; + yws + vws + ywy : z,y € F}

1%

{(z,y,z,y) : z,y € F}
((1,0,1,0), (0,1,0,1))
= .

Luego los g — 2 subespacios vectoriales de V' de dimensién dos buscados son
W = (wy + aws, we + aw,)

con a en F y diferente de 0,1 y oo. La unicidad de los ¢ — 2 subespacios
encontrados viene dada por el Lema 1.1 y es claro que esta coleceién junto
con Wy, Wy vy W forman un régulo en V. O

Proposicién 1.2. Sea f : V —— V una funcidn lineal y biyectiva. Sca
R = {W,,Wa,...,Wy1} un régulo en el espacio vectorial V. Enlonces la
coleccion f(R) = {f(Wh), f(Wa),..., f(Wyt1)} es un régulo en V.

Demostracion. Como f es lineal biyectiva y la dimension de cada componente
Wi es dos, se tiene que dimpf(W;) = 2 para todo ¢ = 1,...,q¢+ 1. Por la
inyectividad de f, si f(W;) = f(W;) entonces W; = W.

Luego f(R) es una coleccién de g + 1 subespacios de dimensién dos.

Sean f(W;) y f(W;) en f(R) yseaven f(W;)N f(WW;), entonces existen w; en
Wi y w; en W tales que f(w;) =v y f(w;) = v. Por lo tanto f(w;) = f(w;)
lo que implica w; = w;, puesto que f es inyectiva. Luego w; pertenece a W}
v w; pertenece a W;. Como W; N W; = {0} se tiene que w; = 0 = w;. Luego
v=0y f(W,) N f(W;) = {0}.

Sea W' un subespacio de V' de dimensién dos que intersecta no trivialmente
a f(W;), F(W;) y f(W,), entonces W = f~1(W’) es un subespacio de V de
dimensién dos que intersecta no trivialmente a W;, W; y W,. Como R es un
régulo, W intersecta a toda componente de 2 y por tanto W' intersecta a
todo subespacio de f(R).

Luego f(R) es un régnlo en V. O
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Proposicion 1.3. Sean Ry y Ry dos régulos en el espacio vectorial V. En-
tonces eziste f: V. — V lineal biyectiva tal que f(Ry) = Ra.

Demostracion. Sean a y b en F distintos entonces V = [, @ 1,. Luego se tiene
que B = {(1,0,4a,0),(0,1,0,a),(1,0,5,0),(0,1,0,b)} es una base para V.
Sean Wy = (wy, wa), Wy = {wa, wy) y W3 = (ws, we) tres componentes arbi-
trarias del régulo Ry y consideremos el conjunto de vectores de V.

B’ = {oqw; + aows, gy + cgwy, agwy + gy, s + gy b,

donde ayay — asas v asag — agey son distintos de cero.
Entonces existe f; : V' — V lineal tal que

f1(1,0,a,0) = oqw; + asws
f1(0,1,0,a) = agw; + oqwe
f1(1,0,6,0) = agwy + aguy
f1(0,1,0,b) = arws + agwy.

Como {wy, we, w3, ws} es base de V, se tiene que B’ es también base de V,
luego f; es biyectiva. Ademas se tiene que fi(l,) =Wy fi(ly) = 5.

Sea ¢ en F, con ¢ diferente de a y b.

Vamos a determinar los valores de los escalares «v; en I' con i € {1
tales que fi(l.) = Ws.

Notemos que

(1,0,¢,0) = (1 _ ‘;_ ”‘) (1,0,a,0)+0(0, 1,0, a)+z—_“;f(1.0, b,0)+0(0,1,0,b)

—a —
v

cC—a C—

(0,1,0,¢) =0(1,0,a,0)+( 1 — Py (0,1,0,a)+0(1,0, b,())+b — a(“’ 1,0,0).
Entonces

c—a c—a c—a c—a
Jii1,0,¢,0) = (1 — b—:—a) oqwﬁ—(l - m) (,}g’lL?2+b = aﬁtg,u'3+b = (;”(:,”"4
'y

= =ik c—a e—a
J1(0,1,0,¢) = (1 o Z ?) Q3w+ (1 3 ) fld'lf-"ﬁ'—-—( 0:7'“’:4+b Ol
—a

Se quiere que f(l.) = W3, entonces

f1(1,0,¢,0) = §ws + drwg, f1(0,1,0,¢) = dsws + dqws,
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o

con 8,0y — dody distinto de cero. Por otro lado, existen 3; v v en F con
ie{1,2,3,4} tales que

ws = Srwy + Bows + Byws + Baws, We = YW1 + Yol + Y3tg + Y4ty

Observar que los pares (1. 32), (83, Ba), (71, 7v2) ¥ (73.74) son todos distintos
de (0,0). Luego se tiene

4 1 4
f1(1,0,¢,0) =6, (Z B,-’U}i) + d&a (Z f}@,wi) = 2(51@ + 0g; )y

=1 i=1 i=1
4 4
10,10, = & (2 afw,;) 5 (z w) = S allt Bird
=1 i=1
Entonces
c—a _ .
1 - =i )
( b—a) 013 + a2y
c—a -
(1 b m) = 0132+ daye
c—a .
as = 0133+ 023
b—a
°- aaﬁ = 034+ by
b—a
A

(1 - - (L) gz = 53[31 i (54’)/1

b—ua
(1 = a) ay = 0302+ daya
b—a
€ a'a-? = 0303 + 043
b—a
€= a(l‘g = 0304 + Baya-
b—a
Por lo tanto
N 5181 + damy v — 0182 + daya
T b-ab-o" P b-a)b-o!
e — d351 + damy P d3/32 + 0472
. (b—a)(b—c) " YT —a)b— )
5 &1 33 + days e = 814 + dayy
" (c—a)(b—a) " (c—a)(b—a)

O3 03 + 04y 0335 + dava

T e—db-a T T e-ab-a
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Notemos que el conjunto {(B1, 32), (11.72)} es un conjunto linealmente in-
dependiente en F2. En efecto, supongamos que {81, G2} = A(i,72), para
algin A en F no nulo entonces wz = Ayjwy + Ayawe + Ggws + Biwy, luego
wy — Awg = (B3 — Ayz)ws + (B4 — Ava)wy es diferente de cero y pertenece a
Wy N Wy, lo que no puede ser puesto que W N W3 = {0}.

Por tanto { (/1. B2), (v1.72)} es un conjunto linealmente independiente en F?,
Anslogamente el conjunto {(3s. 84), (3. 74)} es lincalmente independiente en
2

Luego 3172 — Bevi vy Bsva — PBays son diferentes de cero y por lo tanto
(vyng — (raliy Y rs0vg — Oetry son distintos de cero.

Asi la funcién f; es lineal y biyectiva. Por la proposicion 1.2 se tiene que
fi(Ry) es un régulo que contiene a las componentes Wy, Wy y W, del régulo
R v por lema 1.2, fi(Rqo) = Ry, es decir toda componente del régulo 12y es
enviada a una inica componente del régulo 12y,

Similarmente existe f : ¥V — V lineal y biyectiva tal que fo(Fy) = Ra.

Definamos f = fo o f{! entonces f es lineal, biyectiva y f(Ri) = Ka. 0

Dado un régulo R en V, la cantidad de vectores no nulos de V' que estan
distribuidos en cada componente del régnlo R es (¢ + 1)(¢* — 1). Existe una
finica familia de subespacios de V' de dimensién dos que cubre el mismo
conjunto de vectores. Esta coleccién de espacios forma un régulo en V' y es
distinta de la familia £.

[l siguiente teorema demuestra la exitencia de dicho régulo.

Teorema 1.1. Dado un régulo R en V, eriste un dnico régulo R' en V'
distinto de R que cubre el mismo conjunto de vectores en V.

Demostracion. Haremos dos casos. En el primer caso probaremos el teorema
para cl régulo candnico Ry y en el segundo caso probaremos el teorema para
un régulo cualquiera.

Caso 1: Consideremos el régulo canénico Ry = {l, :a € F} U {lx}.

Sea (0,0,1,3) en I y encontremos (a, b, 0,0) en Iy con (a,b,0, 0) no nulo tal
que el subespacio ((0.0,1,), (a,b,0,0)) intersecte no trivialmente a ly.

Sea v en l; N {(0,0,1,3), (a,b,0,0)) no nulo, entonces existen ¢y, B, 00 v o
en F tal que

a1 (1,0,1,0) + B1(0,1,0,1) = v = (0,0, 1, ) + /2(a,,0,0).

Notar que si oy = 0, entonces v = fI2(a, b, 0,0) pertenece a lp, luego v estd en
I, N1y, lo que no puede ser puesto que lp N, = {0}. Andlogamente, Jy es
distinto de cero.
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Luego, resolviendo el sistema

) = [}
B = b
Gy = k9

b= P

se tiene que @ = ayB;' y b = (1 871)3. Sea A = a1 55", entonces a = Ny
b = Aj3. Luego el vector (A, A3,0,0) pertenece a .

Como A es distinto de cero se tiene que A=A, A3,0,0) = (1. 3,0.0) estd en
lo.

Sea L; = ((1,3,0,0),(0,0,1,3)), entonces (1, /3,1, 3) pertencce a LgMi;. En
efecto basta ver que

(1,3,1,8) = (1,5,0,0) + (0,0,1,3) € Ly

(1,8,1,8) = (1,0,1,0) + 3(0,1,0,1) € 1;.

Como Ry es un régulo y Ls es un subespacio de V' de dimension dos que
intersecta no trivialmente a tres de sus componentes, a saber Iy, 1 v [, Ls,
intersecta a toda componente de Ry.

Sean /3, y 32 en F distintos y consideremos los subespacios de 1V

Ly = {(1,51,0,0),(0,0,1,5)), Ls, = {(1,/,0,0),(0,0,1, 8)),

£

entonces L M Ly, = {0}. En efecto sea v en Ly, N Ly, entonces existen
ovp, (i, 7y ¥ Y2 en F tal que

0’1(1_,,81.0, 0) + "}/1(0,0, 1,,6]) =V = ()42(1, 52, 0.0) + 7‘2(0,0,'],;32),

por lo que

] = (¥
B = b
Moo= R

1B = v2fa

De la primera y segunda ecuacién se tiene que a8, = o/, lo que implica
que a; = 00 3 — 32 = 0. Como 3y y 32 son distintos, se tiene que ay = 0.
Por tanto ey = a2 = 0.

Andlogamente y; = v, = 0. Luego Ls, N Ly, = {0}
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Ahora sea (0,0,0,1) en {, y busquemos un vector (a,b,0,0) en Iy no milo tal
que ((0,0,0,1), (a,b,0,0)) intersecte no trivialmente a I.
Sea v en {(0,0,0,1),(a,b,0,0)) N{; no nulo entonces

a1 (1,0,1,0) + 41(0,1,0,1) = v = 3(0,0,0,1) + 2(a, b,0,0)

con vy, g, 31 y B2 en F.

Como g v 35 son distintos de cero, se tiene que o = 0 y b = ag/}y L Te-
notemos por A = asf3,  entonces el vector (0, A, 0,0) estd en Iy y como A es
diferente de cero, se tiene que (0, 1,0,0) pertenece a [;.

Sea L, = ((0,1,0,0),(0,0,0,1)}, entonces L, NI es distinta de {0}. De
hecho, (0,1,0,1) pertenece a Ly Miy.

Notar que Lo, N Ly = {0} para todo 3 € F. En efecto, sea v en Ly N Ly,
entonces existen escalares o, 1, s v Jo en F' tales que

ar(0,1,0,0) + 3(0,0,0,1) = v = a(1, 3,0,0) + 5(0,0,1, 3),

entonces
g = 0
sl =
By = 0
Notamos que independiente del valor de 3, oy = g = j}; = 2 = 0. Por
tanto v = 0.

Luego la coleccién Ry = {Lg : 8 € F}U{Ly}, donde Ly = ((1,3,0,0), (0.0, 1. 3)
y Lso = {(0,1,0,0),(0,0,0,1)) es una coleccién de g+ 1 subespacios de V' de
dimensién dos cuya interseccién de cualesquiera dos de ellos es trivial.

Ahora probemos la segunda condicion de régulo.

Sea W un subespacio de V de dimensién dos que intersecta no trivialmente

a los subespacios Ly, oo v Ly, mostraremos que W intersecta a todo sube-
spacio Lg de la coleccién £y.

En efecto, sabemos que

W N Lo = {wp), W N Ly = {w}, WL = {w),

con wp, w y un todos diferentes de cero.
Luego existen g, o,y y 7 en F tales que

wo = ap(1,0,0,0) +7(0,0,1,0) = (ap.0,%,0)
w = «a(0,1,0,0) +7(0,0,0,1) = (0, a,0,7).
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Observamos que {wp, w} es un conjunto linealmente independiente, de hecho
si twg + sw = 0 entonces
apl =
s =
Yot
¥ =

o o o Q

Si ¢ es diferente de cero entonces ng = o = 0, lo que no puede ser puesto que
wy es no nulo. Andlogamente si s es distinto de cero. Luego ¢t = s = 0 v por
tanto W = (wo, w).

De esta forma existen 6, ¢ en F tales que wy = dwg + cwr. Notar que § y ¢ son
no nulos.

Por otro lado, existen ay, v, en F tales que w; = a4 (1,1,0,0) +~(0,0,1,1),
con oy 6 vy distinto de cero. Entonces

(5%‘(0‘15%)«“{) = (ﬁ’l- O, Y11 Y1)s

lo que implica. que

(Sf_l() = i
ca = g
% = m
€y =
Del sistema se tiene que g = 6 leev y 79 = 6 'y, entonces

wy = (QQ,O, ,)10’0) = (6_1“-1’0! {)‘_lf"llao)
w = (0,a0,7)
uy = (a,a1,7,7) = (e, eq, €, ¢y).
Sea wy = (eq, eaB, ey, ey3), entonces wy pertenece a W M Ly.
IEn efecto basta ver que
wg = ea(l,3,0,0) +¢v(0,0,1,3)
wg = Owg+ Puw.
Por tanto W intersecta no trivialmente a todo subespacio de Ry,
Jaso 2: Sea R un régulo arbitrario en V. Sabemos que existe f: V. —— V
lineal y biyectiva tal que f(Rp) = R.
Por el caso 1, existe un tnico régulo Rj que cubre el mismo conjunto de

vectores que cubre Rp. Luego R = f(R)) es un régulo en V' que cubre el
mismo conjunto de vectores que cubre K. 0
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1.2. Sobre Spreads

Definicién 1.2. Una coleccion S de subespacios de V' de dimension dos es
llamada un spread si cumple las siguienles condiciones:

1. Para todo Wy y Wy en § distintos, V = W, & Wa.
2. Todo v en V pertenece a un subespacio de la coleccion S.

Diremos que los subespacios en S son las componentes del spread 5. Notar
gue la condicién 1y 2 implica que todo v en V' no nulo pertenece a una inica
componente de S.

Observacién 1.2. Un spread S en V contiene ¢* + 1 subespacios de dimen-
sion dos.
En efecto, sea n el nidmero de componentes de un spread S en V.
Cada subespacio de dimension dos de V' contiene exactamente q> — 1 vectores
no nulos y como todo verctor no nulo pertenece a una tnico componente del
spread S, se liene que
2 4
n(g®=1)=q —1
Por tanto n = ¢° + 1.
Ejemplo 1.3. Si F' =y, la coleccidn de subespacios de V' de dimension dos
S ={{(1,a,0,b),(0,1,b,a+ b)) : a,b € F} U {lc}
es un spread en V.
Ejemplo 1.4. Si F =Ty, el conjunto de subespacios de dimension dos de V
S ={{(1,0,a,b),(0,1,b,a+2b)} : a,b € F} U {lw}
es un spread en V.
La siguiente proposicién es una generalizacion de los ejemplos anteriores.

Proposicién 1.4. Sea p(z) = 22 + az — 8 en Flz] un polinomio irreducible

sobre I'. La malriz ;
P a
Moy = ( Bb a-+ ab )

cona yb en F define el siguiente subespacio de V' de dimensidn dos

T {(Y, X)Mra‘b) s K = (z,y) € FQ}
= {(z,y,ax + Bby, bz + (a+ ab)y) : x,y € F'}
= {(1,0,a,b),(0,1, 3b,a + ab)).

Entonces Dy = {l,) : a,b € F} U {lc} es un spread en V.
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Demostracion. Primero probaremos la condicién 1.
Sea v en lyy Nley, con lyy v leg en Dy — {l} distintos. Entonces existen
1, Q9,01 y (2 en F tales que

a1(1,0,a,b) 4+ 51(0,1, 8b,a + ab) = v = a2(1,0, e, d) + F2(0, 1, Bd, ¢ + ad),

entonces
Ay = (3
B = [
ara+ b = age+ Ba2f3d

arth+ Bra+ Brab = asd + Bac + Brad.
lo que equivale a

(a—e)ay+pBb—d)3 = 0
(b—dya; + ((a — ) + (b — d)) )

I
=)

Asi obtenemos un sistema homogéneo de ecuaciones en variables a; y 3; con
maltriz asociada al sistema igual a

(a—e¢) 3(b— d)
b—-d) (a—c)+alb—d)
con determinante distinto de cero, puesto que p(z) = 2*-+a.r— /3 es irreducible

en F. Luego oy = ap = 31 = 2 = 0 y por tanto I, N4 = {0}.
Sea v en [, N ly, entonces existen aq,az, f1 y fa en F tales que

@1(1,0,a,b) + 51(0,1, 3b,a + ab) = v = a2(0,0,1,0) + 32(0,0,0,1),
es decir

Y1 = 0
B/ =0
a4+ 180 = ay

arb+ Bia+ fab = P,

entonces ay = ag = 81 = o = 0 y por tanto l,; Nl = {0}.

Ahora notamos que como la dimensién de cada subespacio en Dy es dos y
para todo par de subespacios en Dy, Wi v Wy distintos, W, N W, = {0},
entonces V = W, & W,

Por tanto Dy verifica la condicidn 1.
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Para probar la condicion 2, notamos que cada subespacio de Dy contiene
exactamente ¢ vectores, luego cada W en Dy contiene ¢° — 1 vectores no
milos, por tanto el mimero de vectores no nulos en

U w

WeDy

es (¢ +1)(¢* — 1) = ¢* — 1. Es decir, que todo vector no nulo estd en algin
subespacio de Dy. Esto 1ltimo demuestra la condicién 2,
Luego Dy es un spread en el espacio vectorial V. O

La proposicién que sigue muestra que las matrices M,, con a y b en [,
forman un cuerpo. Este resultado serd utilizado en el siguiente capitulo.

Proposicién 1.5. El conjunto de malrices K = {M,; : a,b € '} es un
cuerpo de matrices con la suma y multiplicacion usual de matrices.

Demostracion. Primero notemos que la suma y la multiplicacion son opera-
ciones cerradas en K, en efecto basta ver que M,p + Meg = Mojcpia ¥
My - Mea = Mact 8bd,ad+betabd-

Como M>(F) es un anillo con la suma y la multiplicacion y K C Ms(F'). se
tiene que (K, +) es asociativo y conmutativo y (A, -) es asociativo, ademis
se tiene la distributividad del producto con respecto a la suma.

El neutro aditivo es Mpy y el inverso aditivo de M, es M_, 4. Por tanto
(/{,+) es un grupo abeliano.

El neutro multiplicativo es M; g y si M, es distinto de cero entonces M,
es invertible, puesto que su determinante es distinto de cero, de lo contrario
el polinomio p(z) = 2% 4 ax — /3 seria reducible. De hecho si M, , distinto de
cero, su inverso multiplicativo es My, donde @’ = (a+ab)(a®+cab— 3b%) !
y b = —b(a® + aab — pb?)7L.

Sean My, y M.q en K entonces se tiene que My - Mg = M.q - My, Por
tanto la multiplicacién definida en K es conmutativa, es decir (K ~ {0}, ")
es un grupo abeliano.

Luego K es un cuerpo de matrices. B
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Es decir, f : V — V, definida por la matriz por bloques anterior, es una
funcién lineal tal que f{lo) = lop, flloc) =lea ¥ [(I1) = Loy

Como la imagen de f contiene a l,; y loq v ¢stos generan V, se tiene que
f es sobreyectiva, entonces dimpIm(f) = 4 y por tanto dimgphker(f) = 0 es
decir, f es inyectiva.

Lucgo [ es biyectiva, f(Rg) es un régulo y es ¢l inico gque conticne a lop, leq
y le s, por lo tanto R = Ry.

Sea l; en Ry tal que t es distinto de 0,1 y oo, entonces

L= (X, XMy): X € F2} = {(X,1X): X € F?.

Luego

(X,tX) ( é c%fbd ) = (R(I+1C), X (Myy + tCM,z)).

SiJ +1C = 0, entonces
Fl) = {0, X (Mup +1CMea)) s X € F*,

donde Mgy + tCM.q = My es distinto de cero. De hecho s1 My, = 0
entonces f(I;) = {0}, lo que no puede ser puesto que f es lineal y hiyectiva.
Por tanto My, es invertible y f(l;) = lw.

Si I +tC 40,

fl) = {(XU+10), X (Map+tCM,0)) : X € F?}
= [((R, R +t0) (M +ICM ) : X € F?)
= {X, XMy : X e F2},

donde My, = (I +1C) (M, + tC M. 4) es una matriz no nula en el cuerpo
K.

De esta forma hemos probado que f(l;) estd en Dy para cualquier ¢ distinto
de 0,1 v 00, es decir R = f(Ry) C Dy.

Consideremos ahora el trio o, lop ¥ leg €0 Do con (a, b) diferente de (&)
Sea f: V — V definida por

f _ M{:.(i - ﬂ"fn'z,b *—]“/Iu,,h
)= 0 My )

entonces f es lineal, f(leo) = loos f(lap) = lo ¥ f{lca) = b1 Por tanto [ es
biyectiva con

f—l . (ﬂfﬂ.d = ﬁda,b)_] Aﬂrﬂ,b(ﬂ'{(‘,d - A”j'a.b)il
= 0 Mo :
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Luego [ (Hp) es un régulo v es el dnico que contiene a le, lup ¥V le -
Sea l; en Ry con t diferente de 0,1 y 0o entonces

FUL) = {((R(Maq— M) X (Mop(Meg — Map) ™ + tMy1)) : X € F?)

(R, R (Mg — M) (Map(Mag — Map)™ +tMo1)) : X € F?}
= (X, X M) : X € F?},

donde My ;. = (Mg — Map)(Map(Meq— Myp)™ ' + 1My 1) es una matriz en el
cuerpo K, es decir f'(l;) estd en Dy para todo t distinto de 0,1 y oc. Por
tanto el régulo f~1(Ry) que contiene lo, lop ¥ lea esta contenido en Dy.

Luego hemos demostrado que el régulo que contiene a cualquier trio de com-
ponentes en Dy estd contenido en Dy, Por tanto Dy es un spread Desargue-
siano. O

Observacién 2.1. Ry = {l, : a € F} U {l} es un subconjunto de Dy, es
decir Ry es un régqulo en el spread Desarguesiano Dy.

Dado un spread Desarguesiano D, una pregunta natural es jcudntos régulos
contiene D?. Usando el lema 1.2 podemos dar respuesta a esta pregunta con
el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea D un spread Desarguesiano en V', entonces 1) contiene
exactamente q(q* + 1) régulos.

Demostracidn. Sean Wy, Wy y Wy tres componentes del spread D) entonces
existe un dnico regulo R en V' que los contiene por Lema 1.2. Como D es un
spread Desarguesiano, R estd contenido en D.

Notar que el régulo que contiene a Wi, Wy y W es el mismo que contiene a
Wo, Wiy Wy 0a Wi, Wy y Wa.

Lucgo ¢l mimero de régnlos en D es

241
%Z—%—l—)) =q(¢* + 1).
3



Capitulo 3

Régulos en Spreads de Hall

3.1. Definiciones y Ejemplos

Definicion 3.1. El végulo oblenido en el teorema 1.1 cs lamado régulo
opuesto.

Definicidon 3.2. Sea S un spread Desarguesiano en el espacio vectorial V' y
R un réqulo contenido en S. Llamaremos spread de Hall a la coleccion de
subespacios de dimension dos de V'

H=(S—-R)UR,
donde R es el régqulo opuesto a R.

Proposicion 3.1. El spread de Hall Hy = {l,p : a,b € F,b # 0} U R, donde
R} es el régqulo opuesto al régulo canonico Ry no es un spread Desarguesiano.

Demostracion. Consideremos las componentes Iy 1, Lo y Ls en Hy, probare-
mos que el régulo que determinan dichas compouentes no esta contenido en
Hy.

Recordemos que

Lo = ((1,0,0,0).(0,0,1,0))
Lo = {(0,1,0,0),(0,0,0,1))
I-(),l = <(1 0 O 1) (O 1, ,!j r)))

En Ry sean ly, I v [i, entonces el siguiente conjunto es una base para 1,

By = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}.

26
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Luego existe f: V — V lineal tal que

[(1,0,0,0) = (1,0,0,0)
£(0,1,0,0) = (0,0,3,0)
£(0,0,1,0) = (0,0,0,1)
£(0,0,0,1) = (0,1,0,a),

entonces se tiene que f(ly) = Lo y f(lx) = L. Ademds f(ly) = Iy, de
hecho como

(1,0,1,0) = 1(1,0,0,0) + 0(0, 1,0,0) 4+ 1(0,0,1,0)~ 0(0,0,0, 1)
(0,1,0,1) = 0(1,0,0,0) 4 1(0,1,0,0) 4 0(0,0,1,0) + 1(0.0,0.1),

entonces f(1,0,1,0) = (1,0,0,1) y f(0,1,0,1) = (0,1, o, 3).

Como /3 es distinto de cero, {(1,0,0,0),(0,0,/3,0),(0,0,0,1),(0,1.0,0)} es
linealmente independiente, entonces es una base para V' v por tanto f envia
base en base, luego f es biyectiva.

Por tanto f(Rp) es un régulo que contiene a Lo, Lo, ¥ lp;. Mds ain, es el
nnico que conticne a estas tres componentes entonces

f(Rn) = {Lg, Lw, 10,1} U {f(la) o = F,G -',é 0, 1}

Sea (z,y,z,w) en V arbitrario, entonces f(z,y,z w) = (x,w, By, z + aw).
Luego si a distinto de 0 y 1, entonces

= (f(1,0,q,0), f(0,1,0,a))

= {100 0108, 5, c\:a))

= ((1,0,0,a),(0,1,8a7 ", ))

= {2(1,0,0,a) + y(0,1,30"",0) : 2,y € F}
= {(z,y,yBa ', za +ya): x,y € F}

- {(Yy(ﬁ - i))’:?:(.r:,y)epv}

es decir el espacio f(l,) no pertenece a Iy, puesto que la matriz que lo
determina no pertenece al cuerpo de matrices K. Luego cl régulo que conticne
a las componentes Ly, L, v lp1 no esta contenido en Hy.

|

Dado un spread de Hall H, el lema 1.2 muestra que dado tres componentes
en H, existe un iinico régulo que los conticne. Nos interesa ver cndndo dicho
régulo esta contenido en H.
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La proposicién 3.1 nos indica que si Hy = (Sy — Rp) U Ry, escogiendo dos
componentes en Rjy y una componente en Sy — Ho, entonces el régulo que
contiene a estas tres componentes no estd contenido en H.

Claramente si escogemos tres componentes en el régulo opuesto que define
a H, el régulo que los contiene es justamente el régulo opuesto y por tanto
estéd contenido en H.

En el signiente ejemplo veremos qué puede ocurre si escogemos dos compo-
nentes en Sy — Ky ¥ una componente en Fy.

Ejemplo 3.1. Vimos que el régulo que contiene a Lo, Lo 4 lo,1 no estd con-
tenido en Hy. Ahora veamos qué ocurre si tomamos dos componentes cn
{lop:a,b € F,b# 0} y una componente en Ry.

Sean

loa {10, 0,1),(0,1, B, a})
Ly = {(1,0,1,1),(0,1,8, 1 +a))
L ((0100) (0,0,0,1)}.
Notamos que By = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} es una base
para V.
Sea f:V — V lineal definida en la base By por
£(1,0,0,0) = (B.ltaB+ad o’ +a+g)
o100 = 0 ~1,~8
f0.0,10) = (=8—a—~F—a8, —a?—a-p)
£(0,0,0,1) = (0,1,3,1+a),
entonces f(lo) = lo1, flloc) = 111 ¥ f(l1) = Loo-
Como f es biyectiva, puesto que la imagen de | contiene o loa v i1 y Estos
generan V', f(Ry) es el régulo que contiene a lo1, b1 y Dec.
Escribiendo la matriz de f en base candnica, se tiene
8 l1+a pB+af o*+a+p
Fa 0 -1 -B i
Tl -3 —a —B-af —a*-a-p
0 1 fé] 1+ o
Sea I, = ((1,0,a,0),(0,1,0,a)) en Ry con a distinto de 0,1 y o0, enlonces
se tiene
8 l4+a B+af o*+a+j

. 0 —1 -3 -y
f(1,0,0,0) = (1,0,a,0) -8 —a -B-af —-a*—-a-p
0 1 3 140

= (B(1—a),1+a(l—a)B(1+a) )1 —a), (6 +a+ 3)(1 —a)),
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B8 l4+a B+aB oP+a+48

0 -1 -5 —a
f(0,1,0,a) = (0,1,0,a) 8 —a -B-af —a’-a—}
0 1 i} 1+ a

= (0,a-1,3(a-1),a(a—1)+a).

Luego f(l,) es un subespacio vectorial de V' de dimensidn dos generado por
los vectores

v =(B(1—a),1+a(l —a),B(1+a)1-a),(@*+a+p)1-a)

ve=(0,a—1,8(a —1),a(a — 1) + a).
El conjunto {v\,v2} es base de f(l,). Como a es distinto de 1 y 3 es distinto
de 0, se tiene que {(B(1 — a)) ‘v, (a — 1)"tva} es también base de f(1,).
Denotemos por vy = (8(1 — a)) vy y vh = (a — 1) vy entonces el conjunto
de vectores {v] — (1 + a(l — a))B(1 — @)~ 'h, vh} es una base para f(1,).
Por tanto f(l.) es el subespacio que esta generado por los veclores

(1,0,a(a— 1)1 —a(B(1 —a)la—1)"")

(0,1,8,a(a — 1)~ + a).

Notemos que

fll) ={(X, XM :X = (z,y) € F?},

_ ala—1)7" p
M = ( 1—a(f(l—a)(a—1))"" ala—1)"'+a ) '

Esto tiltimo muestra que f(l,) no pertenece a Hy, puesto que la matriz M no
es una matriz en el cuerpo K. Por tanto el régulo que contiene a ly, 11 y
Lo no estd contenido en el spread Hy.

donde

En el siguiente ejemplo consideremos F = F3 = {0,1,2} y p(x) = 22 + 1,
polinomio irreducible sobre F3[z|. Por tanto se tiene el cuerpo de matrices

- a Y .
Rg{(gb a).n.,hEF}.

Ejemplo 3.2. Sabemos que existe f : V. — V lineal y biyecliva definida

por lo matriz
M 1,0 My,
C CM;,; )’
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donde C = (Myq— My 1) (M) — Mya)™! s una matriz en el cuerpo K y tal
que f(lo) = loy, fls) = lia y f(li) = lya. Notemos que

Flly) = {(X (Mo +2C), X (Mo, +2CM,,)) : X € F2}.

Sid es distinto de 1, entonces M, (+2C es diferente de 0 y por tanto M, 3 +2C'
es invertible, luego se tiene

Fllo) = {(X, X (Mo + 2C) " (M, +2CMy4)) : X € F2}.

Como d es no nulo consideramos d = 2.

Sabemos que (Mg + 2C) (Mo, + 2CM, 1) estd en K, veamos si es una
malriz escalar.

Notar que

(Mg + QC)*I = (Mo+ Qﬂ’lﬂ').lﬂff—lb,z)_l
(Mo +2CMyy) = (Moy +2My My, M, y),

entonces
Apb-1)+2 4 ¢ 2 -3
- —b)2 —b)2 4]
(Myo+20)"! = ( { )Tl 2(h(§l—h)2r;§]+_1 )
T=b)2+1 (-0 +1

=141 (1) | g
—5Y2 1 —h)2
(Moq +2CMy,) = ( b((il—li? “ 9 S(z%b{ll’)—b)+l) )
(1-b)2+1 % (1—b)2+1

Como b estd en Fy se tiene que

1. 51 b= 0 entonces

(A+20)"\(B +2D) = ( L )

Luego
fla) = {(X, X Mys): X e F2}

Es decir, f(la) = l12 y por tanto
f(Ro) = {lox,logs Ly lin}
2. 8ib=1, entonces

(A+2C) (B +2D) = ([1] 3)
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Luego

fll) = {(X, X Mps) : X e F2}.
Es decir, [(ls) = lpa y por tanto

F(Ro) = {loy, 2, loos g}

3. 51 b =2, enlonces

(A+20)"Y(B +2D) = (f) g)

Luego
fle) = {(X, X Myp) : X € F2}.

Es decir, f(ly) = lag y por tanto
f(Ro) = {lo1,la2, 120,111 }-

Por lo tanto solo sib =0 6 b =1 se tiene que el régulo que contiene a las
componentes lo 1,011 y by estd contenido en el spread de Hall

Esto 1iltimo sugiere que escogiendo adecuadamente m trio de componentes
en Sy — Ry, el régulo que los contiene puede estar contenido en H,.
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