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Resumen

Err csia tesis considr:r¿trlos sprt'atls conl,cnido ett tttl tlsllttt:ilr vt¡rrit»ial ill'rli
ncrrsiórr 1, t:l palticttlar sprt:ads Dcsirgtttlsiarlos y rlc llall. I'lrr s¡r-oltcls L)t:-

sarguosirtos cortt¿uut¡s cl ntiruelo rógttlos clttc coltietle Y t:rt L¡s dc [l¡]1 tltr-
cc»rtrt¡tnos tres colnpo erltcs ta,les cluc tl (r'lrrico) rrigtllo qrtc tlllos d¡rfitLr:u tlrr

sit'nrprt: está cotrtertitlo en t:l spread.



Abstract

Il this thesis wr.rrk we consider sprearls contained in a. 4-dintensir.¡nal vccl,or
space, in pa"rticula.r Desarguesian and Hall sprearls. In Desarguesiarrs spreatls
$€ count the number of reguli thev contain and in the Hall ones nrc are al¡le
to fintl three cornpolerrts such that the (uniquc) regulus they dr:fiue is rrot

¡.1',r'¡vs corrt¡ined in tht' spread.

VI



Indice general

Introducción

1. Preliminares
1.1. Sobre Régulos
1.2. Sobre Spreads

2. Régulos en Spreads Desarguesianos
2.1. Definiciones y Ejernplos

3. Régulos en Spreads de Hall
3.1. Dcfirriciorrcs y EjcrrrPlos

5
.5
.20

.23

26
. '2b

vIf



Introducción

Ert cl espacio mclídeo tridilnensional, la ecuación rle st:guudo graclo lrhs
gencral posible es

a4r2 | a2y2 1 o422 I a4xy Í u,s:t;z + a6yz.+ tll:c )- e8y + o9z + ¿ro - 0

col) ¿i en IR para todo ¿ € {1,...,10} y o, con i € {1, ,6} rro torlc¡s
rurlos ¡rara quc la ccuación sca elbctivarucntc rlc grado dos. La glrifica tlc cst;r
er:uaciól es llarrrada superffcie cuádrica.
Una superficie reglada es urra superficie § con la propirrlad qrrc pa.r:r todo
punto P cn S exist€ una rect¿ que pasa por P y está «»npkrtarnerLte r:ontcrrirla
en S.
Por ejerrrrplo el hiperboloicle de u»a hoja cle r:r:uacióu

,'+y'- "':7
r:s rura srrpcrñcir: rc¡¡lada. En cfix:to. si P es un ¡runto arbitrario, digarnos
P : (r1,y1,4) entorrces la recta de ecuaciriu

xt - !)tzt /yr I rr:r \ llt - r'tzt / r, t/r:r\':-ffi-( ñ,Jt.Y--q+t (Ei,)/.: /. /.IR

p¿Ha por P y está contenida, cn la superficie, El pa,raboloicle hiperbólico dc
cr:rr¿riórr

,:A'-*'
es ta¡nbióIr urra supcrficie reglada. De hecho, si Po : (:l,o, !tt¡,?lt - :rfr) tx un
puuto dtr 1a, superficie ertt.¡rrces Ia recta

rr:z0 |L, ,!:yo+t, z: (¡il, t:i) + 2(.y¡ - rr0)¿, ¿€lR.

l)a-s¿l por el punto P,, y está r:orrterrida cornplctarrrcrtte tl lil su¡lerflcio.
No sorr srLpelficies r-eglaclas por e-jcrnpb los elipsoides do rcuacit'rn

.r" i' -' 
l

., -' ,, 1-; - l.o' l)' t:'



,)

los hipcrrbobides de dos hojas corr ecuaciórr

_r' _ !r' -a' ,
a2b2'c2

y krs ¡ra,raboloidcs cliptir:os

z - 0.r2 + W2.

T¿rntr.¡ el hiperboloide cle una hoja corno el parnl;oloicle hipcrbirlir:o sorr su-
perficies doblemente regladas, esto qtiere decir c¡xr cxistcn dos fa¡lilias
rlr rrx't¿us c¡u: crrbrr:rr colrplctanr(:nt(r la srrpt:rficic.
Err el c¿.sr¡ del hiperboloide de una hoja, otra faniili¡r de rcct¿rs r¡u.t cubre iir
su¡rcrficie es

:x:lr,o+?J0t1 y-?lo+r¡¡1, z: -f, ¿€R.

y prrra cl prua.boloidc hipcrbólir:o, la otra faruili¿ dc rtx'tas r¡x' tarrrbióIt lo
culrtc es

t:: xo*t, a:!)o-t, , : @3 - "Z) - 2(ao + :/,0)¿, ¿€lR.

Esla situa¡:ión sc observa tarnbién err el ca^so de superficies definidits en cspa.
cios firrifos, couro mostrarros ¿ corrtirnlaciórr.
Sea .P urr cuerpo fiuito y V urr espacio vectorial de di¡rterrsiíur cuatro sol»e

-F. Consideremos en y los subespacios vectoriales 1", l*, L,, y tro,, donrle

1." : {(r,y,ax,ay): x,y e F), I- : {(0,0,:r.g) | r.y e }}
L" : {(r,ar,y,ay): r,y e Fl, I-: {(0,r,0,9) tr,!teF}.

Sea ^9: {(r,y,z,u) eV ; ru¡-yz:O} entonces p¿ra cada ¿ en ,F. krs
punl,os (r, g, oo, ay) y (x,ar,y,ay) con i, e g en F pertcnecen ¿ S. Tarnbiórr
los prnrtos (0, 0, r, y) y (0,2,0, y) pertenecen a S con z e '!J en F.
EI teorema 1.1 muestra que el conjunto de puntos {a eV : u € ¿o V 1, € ¿-}
m igrral al conjunto {u eV : u e L"v 1t e lo"}, es decir

( U ¿") u ¿- : ( [J r"¡u r,-.
a..F aeF

Sr:rr, (20. y6,20, ?16) en ,S entonces se tiene r¡ru¡ - aozr¡: f).

Supongamos que Í0 es diferente de cercr entonces u¡ : y¡z¡:r[t, por tarl(o
(rs,77¡, z,r, w¡) : (:xo,Ao, zo,gozor;r). Así sc tieue que

(ro,ao, ro, yoz,txil) : uo(1,«r¿o1,0,0) +z0(0,0, 1.g0?ro1)

(16,11¡,z¡,yozox[t): ro(1,0, rou; I, 0) +g¡(0, 1,0,zeri't)-
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l,nego si z¡ es distinto cle ce¡o se tiertc r¡tc (ri,. iyu. ar. ¡1'11) l)crl(Ila( e ¡ 1,, í' Lt'
- .. I -, ¡. _ ,, ., I
_ll ¡ t) \ '¡ - 91t., ll

Si .ri¡ - 1¡ (-'rtonccs se tierle quc ye:¡ : 0. ¡lrr kr l.lntti ¡jtr 0 'i :,r ' (l

Notil.Ill{ls qu(r 17o : 0 intPlic:r qtx:

(.r¡. 17¡. ;¡. rr¡) : (0.U,zo.uro) : :n(0.0. I.0) t titr(0.(1.U t)

]' :o - {J inLplic¿ qtre

(z¡1, y¡..',¡. rr¡) - (0. u0.0. 1¿r0) : ?io(0. 1,0.0) | ¡r'o(0.0. t). 1)

Lutgo (.r:¡. q¡.;0. ur¡) pcrtenecc a l- o I-- si .r0 - 0.

I)or i ¡l ¡t r-r

,UL,/,-{-{U/..,)J¿'
oí]: del-

Cl¡rrsirlcreutt-rs cl r:s¡rt'tcio ¡rro¡'ectiro 1F(1'¡) cle dirrrrrusirirr tres. E¡ 1P(l') rtr:or'

rLirrrl(rs qUt, los ltUrrtos Solr los §ub|sl)a(:ic¡s VCi:trtr iAlcs cle ilÍrllertsii'rrr ltltrl lI'
l,'. las rrri¿Ls sott los srrlrr:sparritts r,'tx'tori¿rlt:s <ltr tlitrrt]Iisiirtt rlris I los plitilos

sritr los suLc-spat ir¡s r:e.tc¡rialtrs cle rlittletlsititt tres tle l"-. [-tx'go,9 trtirirria t'tr

el t's¡>iLcio prov({'ti\¡o 1P(V) es urra sup(lrfi(lie reglada orhirrtir Pi'l' 1a farlti}iir

tlt¡ rcct.¿rs

{1":(¿€r}u{/-}.
'l'arrrbiél ,9 cs ctrbiert¿ ¡ror lil farrrilia c1e ttct¿s

{L,, : a €.7i}u {¿- }.

l)ol i¡lrf o ,9 es tut¡r, stt¡rerficie rloblt:ttx:tttt: reglilrla.

l-st¡rs farnilias de sttbr:spacios c1e dimilusiiiu clos st»r llarvii¡'<l¿rs ré¡Julos (rlefirri-

cirirL 1.1) 1,cs el objr:to cle r:st,urlio cll estia tiesis. \'Listrarettlos rlut: t'tl 1/ sictll

l)ro cristr!r r.rigulos. l)cst riLiterrros y dilrcrttt.rs dcltlostl ¿i ioltos tlill all¡til¿is dt'

iLlgunos resultatlos priticipalcs elr 1a teoría régu)os

Otras faurili¿is rle subtxpar:ios <le tlittrertsióti rlos cltte tsttlllial {'II}os cll (lsl¡r

rcsi-* son las ll¿rm¿rclas spreads (rlefirriciórr 2.1) v proLraletrros qrti' i'tr \- c-tis

terr slrretrcls.

L)ar,lo rr spread Desarguesiano (clefiriicriril] 2.1). Irostlatcttros t'triitltos rrigrt

los corrtiorc (leorema 2.1). Est,c resulL¿rrlc¡ prxrle scr Yislo (rI fil] (piígirra 217)

y 1a. ticruost |a lirirr dc rii ()rI C§ta losis cstá. 1'('alizarl¡r usarrrlt¡ los l(jstlli¡rlrs rlr'1

ca.¡rí1ttlo l.
L)aclo uu spread de Hall (deli»icicin 3.2) r' 1r't" clc strs cotrrpoucrrtcs' pr()-

tr¿-irr.¡rros que uo sierD¡rre el rógulo clue lOs r:ottlit.ur: csl il tler¡tt¡lriitlo t'rr él I

rll'1irrrtitr¿ucuros hrrrrr¿rs dc cscogrlt ltigtrlos t:rr ril'
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Para el des¿rrrollo de todo k¡ a¡rterior utiliziucmos conro herrarnicut.a fuuda
nreltal couceptos b¿isicos de álgel.lra lirreaJ.

La iutportarrcia quc tir:rrcn los rri¡¡rrlos clr cl ck:sarrollo tic h gr:orrx,tría firrit:t
pttede observarse desde la r:orrstrucciórr trisrna del prinrcr ejerrrpkr de plano
proyectivo lo desarguesino finito en el airo 1906 hecha por Veblen y Young

l0]. La ca,r'a,r-tcriza¡iórr do lt¡s planos dc trasla.r:ión filitos hcchzr. por Arrrh'rl crr

rl airo 1954 ['l] y 13] (capitulo 1, sección 1) y posterior coustmcr:iól dc sprcads
trr los csparios vectoriales de dimensiórr pa,r', por rnedio dc srrstitución tlc r:orr-

,jtrnto clo cornpondrtes, en particular de ulo o rná,s régulos, por srrs régrrlos
opllcstos ttr¡rstra la irrcirkrrrcia tlc los rri¡¡trlos cn cl rl¡sarrollo rlc la ¡¡r:orrr<rtría
firrita.



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Sobre Régulos

F dcrxrtarh ulr cucrpo firrito, cstr¡ os lFl : q donde q : p¡¡ con p 1>rimo 1 n
en N.
l'' ciurotará urr espa.cio vectorial sobre F de dimcrrsiórr cuatro, por lo tarrto l"
es isornorfo al espacio de cuiídruples .F'a v en adelante V se representa por ,F'|.

Definición l,l. Un régulo en V es 'una colección, R de q * I xt"bespacios
ucctoriales de,V dc dintensiín tlos Etc utntpktt Las siguictr)cs r:ondir:zont:s:

1. Para todo Wt y Wz en Il. d,istinlos. Lli n l['.2 : {0}.

2. SiW es un su,bespacio aectorial d,c: V d,c. ¡lirn en si ón. elos qtte ir¡i.¡:t st:c-

ta no ttiu'ialmente a cualquier tr'ío de subes'pacios en Il en.l.onccs l|t'
intersecta a tod,o subespacio en R.

Diremos que los subespacios en R son láx conrpouentes del rrigrrlo 11.

Ejemplo 1.1. ,9¿ F : E2J cu,er?o con. dos elemet¿tos entoru:es el «rrtjuttl.o
Rt: {Wt,Wz,W}, dond.e

wi : ((1,0.0,0),(0,1,0,0))
w:¿ : ((1,0, 1,0),(0, 1,0, 1))

r4l.: ((0,0, 1,0),(0,0,0, 1))

r:s rttt. réEtlo en. V .

El conjunto de subespacios de V , R2: tUr,Uz,Usl es to,ltbié-n ut, tí.qt¡l,o cn
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tl. ( slacto l)actot tll \'' , tlot¡dt:

L¡] - ((1.0.0. (r), (0.0. 1,0))

¿,', - ((1,1.0.0). (0. 0. 1,1))

¿,,3 - ((0, 1.0,0). (0.0,0. 1))

Ejerrrplo 1.2. St lr - F¿, ('u.t't-[){) (on lrcs t'.lr)t) ttt¡s ttttit¡ir.r: lo t:oltt ¡:itit¡

ir tllr.llr.ll {.11 ,}.,lat,rl,

r],i : ((1,0,0, t)). (0, 1 o, o))

tl'! - ((i.0. 1,0),(0, 1,o, 1))

r,ri = ((1, o,2,0). (0, 1,0.2))

Ir/4 : ((0.0 r , 0), (0, 0, o. 1))

t.; ttrt r(yio ett V . Lu, (:olec(:ión R2 - {L¡r. U2.U3.U4}. tlondc

¿ir - ((1.0,0,0), (0,0. 1.0))

u, : ((1,1,0,0). (0.0. 1.1))

¿,1 : ((1,2.0.0). (0, o. 1,2))

¿.¡4 : ((0, 1.0.0). (0.0,0. 1))

t:s Lut¡tlttát, u,n rr:grtLo e.tt. 1r.

l,a sigrriilte proposiciíirt Inucstra que sicrrrpre sc ¡.rtlccll t'ortstrtlil tltl t'rlgtllr

cn l'.
Proposición 7.1. El conjnnl:o dr: subespacio: tk:\'. Il¡ - {1,, : rr € F}tl{/- |
rl.on d,e [,, - ((1.0,rr.0). (0, 1,0, a)) I l- : ((0,0, 1.0). (0,0.0. 1)') r '< tut t íqttlit
r¡¡V-

Dct¡t oslt or:'itit¡. I1s r:iaro quc /l¡ t)s lula colrr:i'irili rkr q + 1 sulresll¡cios r1q l'
rl, dirrrelsiritt rlos.

Sea[ /,, y 1¡ e]r 1l¡ ilon o \' ü e -F clistirf c¡s )'s(ltr l] en /,, ll /¡, eniotxres t'xisicrt
/fr.¿)2. lJt \.iJ2 er) -F l,al que

ri1(1.rJ.a.0) +iil(0, 1'0,o) - I = ¿r:(1.0,Ü.0) 1lJr(O. 1 {1. l)).

eItI()nccs
(41, tl1, ar'r1. a¿11) - itz. i)'¿'lxt¡'bil¿')'

Jo r¡ut'ec¡rilak: ¿r (lecir que

o.it :

02

B,
btu2

bBz.



C: A P Í T Li L O 1. PRE¿INÍIATA]¿¿IS

Not¿rrros que do1 - ón2 implica que (o - á)n1 : 0. Couro a y b son distiulos
se tiene que ar :0 y pol tanto ¿r2 :0. AII 'logatnents ll1 : ¡i2: Q. Lt¡¡ge
r:0.
Sea ahor¿ r, en ld n ¿co, entonces existen .Y1, ry2, d¡ v .dz cn ,F t.alcs r¡nc:

,:r1(t.0, a,0) + r3r(0, 1,0, a) : z : 0z(0,0, 1,0) r- rt(O, 0. 0, 1).

Entt¡nces
(rt, 0t, aat, a.{3t) : (0, 0, or, Pr)

es tlecir

a¡r:0
l'1 :0

dA1 : ¡1,

al\ : l3z.

Cotntl rv1 : /r1 - 0, para cualquier valor de a, tt2 - i)2:0 crrtorrcts ¿r : 0.
De esl¿r forma, R¡ cuurple la condiciórt 1 dr: Ia definiciól 1.1.

Pro}:arernos a,hora, la corrdición 2, esto es. da.do urr subespacio I,1/ clc dimcn-
si(»r tlos tle V que lrrtorsecta. no trivialurente a cualquiel trío r.le sulrespru itr*
er 7i0. entonces W intersecta a todo subespacio en 116.

Supongamos primero el caso en que W intersect¿r rro trivi¿rlmcnto a los sttlr
espar:ios l¡.1"o y 11. Corno la intersccció¡r de subespa.cios vectoria.les es ttrr
subespacio vectorial, las intersecciones <le 14/ con lo,l- y lr son strllespat:ios
vcctr>riales de V, cn particular subespacios de W de di¡rtr:nsiól ruto. Lrur¡4rr

ll'n ¿o : (?ro). W n ¿- - (u-), Il.'n l, : (ru,).

COII ?i)1;,1xs6 y ?r1 vectores no nulos.
Corrro urg cstá cn l¡, ?r,0 : r-y0(1,0,0,0) + /J0(0, 1,0,0), con o¡ v li¡ er .F v
(a¡. iq;) distin[o de (0,0).
Aná)ogarnertc existen a- y p- en f, tal rlue t¿,- : rr-(0, t), t, 0)1-d- (0, 0, 0, 1).
con (o*, ¡.1.o) diferente de (0, 0).
Es cla,ro clue {ru¡, ur*} C }l- es uD conjunto linctrlrnent,e indepeudienle v c'<»

mo d,i:¡¡t7'\4/ : 2 se tiene que {ur¡, zr-} es un¿ b¿sc para I4/. En ptrrt,iculal se

tierre que 1Y : (w¡,ut*).
Luego existen ol, dr, ? y d en F tales que

o1(1,0, 1. 0) +,r1(0. 1,0, l) :2¡, :1?.ir0 + (ti/.je

con (r-r1,¡31) distinto de (0,0).
Notnr clue si ? : 0 entonces se tiene que

?or : dr¿,- : ¿t(0,0. ¿r-,lt) : rla-(o,0, 1,0) + d,n-(0,0.0, 1),
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crtonccs r¿,r perterrece a l.'o, Jo quc no ptrede ser l)Llcsto tlrx'11 r-l 1- : {0}.
Auiikrgarnertte si ri - 0. Por tanio l,"v d son rro trttlos.

Colrc (41.i31.a1.i3¡): (io¡.1rie.do- di3-). se i,ir:tte cltttr

rJr - ¡iB-,

crrtorr(cs ¿i.0 - dJ, r.r! ). iJo - ri^r 1ii-. Lrrego 1¿ru: (d', rri-.r!^, rll'.0.0).
St:¡rr o : o- v IJ - 1J- cnloucÉrs u¡ : (rii' ro. ¡j1 f,i.(1.0). tr'-.. ({),0,o..i)
v u'1 : (rio. dd, do, ri.3).

Lrrt go si I,l' ilitr:rscct¿r no trii,'i¿lmcntt: a Ios subc'sltaCii)s /,,. 1," r 1r . rlltollr'('s
sr: tiruu rltrc'il': ((rr. rJ,0.0),(0,0.rr,ti)) para,r 1 rJ cl I-fiios. arrrlros rir,

trll,,-. r l;r- rts:l,c.li\;rs ilrrr ls,., i,,np- .orr

ll Tr¿0: ((o,lJ,0,0)). l{''r]1- - ((u.0,o,ij)). Il'nlr: ((rr.rl.rr.,i))

Sr:ir 1,, r:tr R0 co1r ¿diferentcde0, lymcrltollces tr,,- (rt'.i.ott.atJ) pt'rt(!rt'cc
a ll,'n 1,,. En efecto. basta. vcr que

'tL:', ü, - "ll rr.,/.{J) jf(r' I l}.,/).

11.,r tantc¡ hcmos dernostr¿rclo qrxr si I4'' interst:tt¿r rio t¡iliallterrtr: a fu. l,- r'
¿r. cntouces II' intcrsc(¡¿r rio Lriyiahrcrrte a irido srtbespacio cn -li¡.
Ahora srqronga,mos que I{' intcrsecta uo triviillrrerlte ¿1 trcs slrliesl)¿icios ('1r¿l

ksr¡riertr que li:rrrarerrxrs l,.l¿ r' 1,,, corr o. ü y a todos llistintos
Clrrrsirlr:r crrtos 1¿r firrrcil»r .[ : \i : V tlc{irtitla por'

/ lt.r - lnt I : r¿.¿ 1 ,¡,1\
/(.¡.¿.:./) [ l, , t, ; ,, ,,.,:,, )\

(,rrtorrces f i:s lirreal v biveci,iv¿r,.

Notelros qrrc./(/.,) : lr..l(lr) '= l- ¡'.1(¿") : lr. liriis iLtirt./'t:rrr'íir lotlo
subr.slrac'io <le I¿l criktcr:iótt -R0 eIl ¿lgtin otto slrbes¡rircio rlt'1i¡. a, §illi('r. si

1d l)ertenecc ¿r. Ii¡ fon ¿l cliferente clc a,ü r' r', clrl orrcc's ,l(/,¡) - 1,. dr»rrlt:

,. = (t - a)(ü - r)l(r:- a)(ó d)] I. De cst¿r formii .l(1?r) : ll¡.
Como lf iul.ersecl¿t rro lrivialmente :r 1,,.1¿ v 1,. elttorrccs lli' :- .l(ll") r'r rrrr

srrlresp:rcio dc !'<le rlirlensión clos clue itltersecta Ilo trivi¿lltlcltte a, (¡' 1- r' i1.

lnre-qto (iue.l es lineal v biveci.ir,¿r. l,uego pc.,r cl c¿rso ¿lntct'ior. lli intilrst:cl¿r

¿1 1o(la corrponente de l?o entollces il':,/-1(lii') illtersecLil ¿r 1o.lo ¿./ cll l¿[

cok.r'r'ic'in,Ii¡.
Por t¿rnto ,q0 - {1,, : ., € ¡'} U {1,-} es rrn rtlgnlri er l¡. D
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C)bservación 1.1. Sca a an [' . enLonces el cspac:i.o 1,, : (( l. U. o. {)). ((}. I . (]. r¡))

putd,,: .:t:r ptr:senLa.rl,et d.r: l.o síttuien.te m¡t,rt,c ra

¡')

). t')

A r¡»rlitrtaciólr ¡rlttbar<lrros qtrr: fu.lo Y /r p(']ltoln\'('ll a trlt lirtito rrigllJr'. a

strlrcr Il¡.

Lerna 1.1. S-eorr, (¡,1-,11 r:n. Rt¡. Si et i.sLcrt Ut,[]2. -.fi,t 2 sl!h.:\lat:io'; tL¡ \'
It: di¡¡ttnsiót¡ dostul que{(l;:1<ilq 2} U{ig.l,-,lr} .fotsrtrttt tttt t t'.r¡itl"

ttt )' r'.ntr¡n,¡:es ltara «r,tlo i - 1,2,...,q - 2 r:tistt:. le ]r. st¡t o. I0. l.'x lttl'

qr' [i¡ - 1".

Duno,lrar:ión,. Sea [/, en {L¡1 : 1 < i < q-2} erltollcc]: L1 - (r:1.r'"). cLrrt

{i,j , t'2} bise cle L!. Probarerrtos qtx: LI; se ¡rtt«le ex}ribir cottro

a,',: {(f .fnl) :f - (r;,e) e F'?},

<lrirxle i11 € G L(2. F).
Esc,ril¡¡nros 't;t - (.a1. (1.,2. o:). tlr) 1- r,2 = (á1,¿)2,án.ür). cntolrc-\ cl «¡trirttLto

i(o1, o,2), (ó1. ür)) es linc¿rlmerttc inrlepurdicnte.
llrr cfecto. sttpongatnos lo coritr-alio r:utoltcrls sc telttlria clue (tt 1, tt2) - l(/'r . ü,)'

¡rlla algtirt ) cn li, hrego cl vector ¡r, lt.'2 cs no lttllo. ltrtlsto c1rLr' {r'1. r';}
ts base. estarí¿r eu Lr, l..) 1,. - {0} 1o que cs llla ctilLtra rlit rl iíirt.

Lrr,.s,,l,r rrr¡rriz 
¿ ,r¡ ,t, \
\ ¿', ¿,, /

es irnr:r'til¡lc.
I)or 1¡¡rrtr¡ existc oper¿rciones ek:nert¿lcs 8t....,8,. merli¿utir:s l¿ls tltalix I¡r

l,irl.i/ 
( ,,,, ,:, 

\
\ r)t u) /

cs t r¿r,rslorrtil(l¿r e1i l¿ rn¡lliz icklritirlarl

Lis¿rrxlo l¿s operaciones Et,...,E,ltorlemr.iscambi¿trlaltnse{r,1.r,2}t'nl¿Llritst:

{t,i. t,i}, donck. r,j : (1.0, rr,'r. ol1) v t,l, : (t), 1, ¡r'3, ¿,,i)

N,.,to,:.1,r,, el r:r»riturlo {(r!."i).(b'3.Ü!)} cs liner¿lrrte'tr. irtclc'orrrliente <1t'Ite-

r'lrir snpt»g:rutos qrLe (oi,, o!) :ll(b¡,b'r) para a'lgtitr ¡l t)ir ¡'elrior(cs el vt:crl tir

{:r(1. i). a,0) + y(0, 1.0, a) : .r. 17 e

l(.t:.t1.ttt:.orl: r',¡7 € Jr.|

{(-"(;:)) ,r-1,u
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no rnllo i,1 rlrl, estarí¡t ell ¿,,'j Tl 10. lo qttc rro pneclc ser. Pt.,r' t¿trtitl ¿-'i l)lt('(l('
-sr:r presentado ¡ror

¿r, : ((1,0, a/.. o1), (0, 1, ü'", ó1))

- {r(1.0.ai a1) + y(0.t.blr.ti,) . r.u e I'}
- {(t,. u. a'.tt + b','u. r.t'.,.r + tt\y) : t:. y e F}

- l(t{(:; 'i; \) r'-(,rir /,l- t\^ ^ \,, ,, ,, Í
I'ara sirirplificirr rlolacióII, r:sclib¿Lrlttis

¿ J/ r. \'l '"', )\, v- \.,. t)e F ¡,t- i" 7,,.!i\" \ 4 tl l

i\ llrra rlostrirrertros que

(,r/
os tura ur¿ltriz ersc irr, r:s decir trrt¿r matriz rlc 1¿r fiitrla

( ,, r /
paril algtitt l en 1" no nrtlo.

Sca 7': ((0. 1.1).i)). (0,0.0. 1)), ertolces sc tienc qlte

rlint ¡(T ft l1)) - dint r'(T rtl-) : di,tn.t (.7 -l lr) : l'

(ixrro {LI¡ : 1 < i I q - 2} U {10,1-.¿r} cs un lilgttlo \''f ilr1{'r's('('iir lro

trivi¿lruentc zr ltrs colnprtnerri.es l¡.1,,. )'lr cntorlces rl'int¡l'l'lt() ,) 1 es

riccir I ll Lli - (ur). t,on it' no nulo
Lucgo existctr escal¿rres 11,t2,k1,k2 en '/'tales qlte

l1(i.0.a,ü) + lr(0. 1. ¿. d) - ur - Ar(0, 10.0) + lr(0' fl' ll, 1)'

cs ck:r:il

1r - 0

fz - kt

\tr + ct2 -' 0

bLt +dLz : k''

(louro 1r = 0 c[t(»]ces (f2 - 0. ci t2 - [) se tielt: tlrr: u, - {) lo tltrtl u,.r lrtt|rlt'
scr'. I'rrr ti¡nto t,I 0 y c: 0. Asi Lrr : ((1' {1, a. ü), (0. 1.0 d))'
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Sea 7/ : ((1,0,0,0), (0,0, 1,0)) entoncos 7/ interrst¡cta no l.rir.ialmcrte ¿, 10.1*
v 11, Iuego Tt lU¡ : (ra'), con ur no nulo. Por Lant<¡ c.xist<:n 11.12. A1 .1,:2 cn .E
tales que

/1(1,0. a, ó) + h(0, 1,0, d) : r¿' : ,lr(1,0,0,0) + kr(0,0, 1,0).

es drx'ir

h- kt
tz:0

o,t1 - k2

bl4 + dt2 : 0'

Corrto 1.2 :0 sc tiene que b¿l :0. Si á l0 entonces ül :0 y por ¡¡¡kr u/ : 0
lo rluc no puede ser. Lucgo ó : 0 y por ta,rrto U¡ : ((1, {), a,0), (0, 1,0. d)).
Se¿r alrora Ttt : <(1,1.0,0),(0,0, 1,1)). entonces d.imF(T" nL'r): 1. Luego
T" n[J:t: (zr") con tr" no nulo. Por l,anto existcn escalatt¡s t1,t2,k1, k2 c:n F
tales que

t1(1,0,4,0) + ,r(0, 1,0, d) : w" : k(7,1.0,0) + Á2(0,0, 1, 1).

k; <1ue equivalc a decir que

tz:kt
afi-¡,
dt2 : ¡r.

Errtc¡nccs t: - tz y usí (a - d)\: 0. Si ¿l : 0 se tiene f2 - 0, lucgo u1': t)

lo ctrue no puede ser. Luego a : d y por t,a,nto

n

Lema 1,2. Seart,Wl,Wz yWs tres subespaci,os uector|ale$ d,t:V d,c ditn,ensión.
dos tal que Wrftw2: {o},WtñW3: {01 y W2ñ14r3: {0}, en,tonces et;'isl.c

un útúco régulo que cont'i,ene a Wt,Wz !/ W3. Esto es, aristen ún'icos t1 - 2

subes1tacios deV d,a d,i¡n.cnsión dos con, intct sar:ci.ón, trit,io.l r:rttrr sí y con
\Y1,W2 y W3 tal que ellos t'onnan un régu,lo en V.

11

u, : {(x,r ( ; : )),t : s,y) e r,\ -r,,
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De,noshac'ión. Sea,n W1 : \ut,u2),W2: (q,u,a) y W3 - (u.¡,,t4;). S¿:.benrr.¡s

que {rr1,r¿2,¿3,?¿t} es base de V, luego se tierre que

ub : Ql'u,7 + (\2112 + (t:t'LU + 04'lt4

u6 : Atut * Azuz * Atut * i¿ul.

Plobarenros que {a121 I a2'u2, p1u1 i ]z,uz} es un coniunto linealnrente in-
dependiente.
Printero observa¡ que a1 :az:0obienp1 : dz:01o pr:r:de ser puesl,g
c¡re 14,'2 ñ 141 : {0}, luego (o1, r-t2) y (t\,]z) son difereut.es de (0,0). 1,r¡r'

tanto crl?rl I u2u2 y lJtut I Dzuz son vectores rrr¡ nulos.
Supongarnos que {rr1u,1 I rt2u2, l)¡u1 + ll2tl2} es un coniunto linealtnerrtr: tlt>
pcrtclie»te, orrtonces tendríarnos que arzr * a¡t2 : 11 y il1tt1 * fi2tr"2 - )t¡.
con ) no nulo. Luego reemplazando en üE y u6 se tierre quc

1ts - ?t+ eJ1¿:]+ et1L4

ua - \uI l.)zu3 I i¿ua,,

enlonces z5 - )-It6 es no nulo y ademas peltenece ¿l lr1, n ñ3, hr r¡ue no
puode ser. Por tanto el conjunto {a1u,1 I tt2u,2,ljlut -t llzuz} es linc¿lmr:nt r:

indcpcndicltc y zusí cs urra ba^sc pa.r'a W1.
De rrrarrera arráloga se prueba que el conjunto {(t:tus I a+u* BztlB + lSa,rla]¡ e;
un¿r base páTa, W2.
Sean ta1 : eTur + o2u2, u2 -- p1u1 I 132u,2, u4 : fr3?¿s + oJ?¿.i ,y ir.il -
fi;ltl¡|* ll4lla, entonces el conjunto de vectores {1\,'u2,\h,u4} es uD¡, b¿rse rlt:
1i y {ut¡.w2'} es base de W1, {w3,u:a} cs base de lU2 y lq 1 ¡r3. ur2-l a,1} cs

base de lV:r.

Se¿r tr en V, eltonces se tiene quc exisLerr rirticos escalares l:,y-z y t t:tt F
t:rles clue

u:x:wt+Au2+ zu\+ t'u4.

Luego, exprasando vía isornorfisrno el vector ?.r, se ticne que

11 : (r,y, z, t)

y por lo tanto obtenemos lals siguierrtes presentaciones para los sulrespzrr:ios

vectoriales WyW2 y W3.

W¡ : \w1,w2)
: {awt ! uwz + 0?r3 + 0?r4 : r,?l € Fl
ry {(r, g, 0, 0) : :xia e F}
: ((1,0,0,0),(0,1,0,0))

t:
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*r- \.s,-n)
{or, + or, I xu3 * yut4: r, 37 e F}
{(0, 0, z, y) : r,y e F}
((0, 0, 1, 0), (0, 0. 0, 1))

l*,

W3 : (ut1 +'Lh,,tLi2 + u,4)

: {rwv I yut2 ¡ x:llb + yro4 : r,y € F}
= {(",y,r,a) : r,y e F}
: ((1,0, 1,0), (0, 1,0,1))

-h.
Luego los q - 2 subespacios vectoriales de V de dinerrsjón dos l¡usr:a,rlos sol

W"- \uty + au¡\u4 + au4»

con ¿ cn -F' y diferente de 0, 1 y oo. La unicidtrd de los 11 2 subespacios
encontrados viene dada por el Lema 1.1 y es claro que esta colección juntcr
cott W1,W2 y W3 forrnan urr régulo en 7. n

Proposición 1.2. Sea f : V - + V tma lutrción. litzeal, y biye:ctito.. Sca
R : {Wr,W2,.,.,Wq¡¡} un ré,gulo en el espo,cio uectotial V. Dnl onl:as l,a,

colección f (R):{f(W),f(W2),...,f(Llr.q+t)\ es un, ré.sulo en,V.

Demostración. Como / es lineal biyectiva y la dirnerrsiól de catla, corrrpolrerrte
l7¡ es dos, se tiene que d,impf(W,) : 2 para todo i : 1,...,( + 1. Pt.¡r' la
inyectividad de /, si /(U{) : f (W) entonces W¡: W¡.
Luego /(1i) es urra colección de q + 1 subespacios de cliutensiórr clos.

Sean /(14¡¡) y f (W¡) er J @) v sea u en /(trIr¿) n /(lV¡), urtonc<:s exisi.err ut¡ cn
W¡. ! u; en W¡ tales que /(ur¿) : u y f (Lt.¡): ?. Por lo tanto /(ur¿) : /(u¡)
lo que implica u)i - wJl puesto que / es inyectiva. Luego uri porterrecc a 11,'¿

t' ?r!r pertenece a Wr. Como WiñWj: {0} se ticne que ur¿ : fl : ur¡. l,trego
u-0y f(w;) n/(%) :{0}.
Sea IV' un subespacio de l/ de dinensiórr dos que irtersccta no trivia,ltttorrte
a Í(ry¡), f (IV¡) y f (W), enbonces W : f t(W') es un subespacio de L" de

rliurerrsiórr dos que intersecta no triviahnente aW¡,lVi y I4!. (lorno ,Il os urr

régulo, i4l intersecta a toda componente de 1l y por talto I,[' intcrsecta, ¿r.

totlo subespacio de /(n).
Lucgo ./(1i) es tn régrrlo en V. n

lil
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Proposición 1.3. Sean Rt A Rz d,os régulos en el erpa(tio rcctot'ial l! - Dn-
tonces er¡ste .f : V ------ V li,neal bi,yectiuu krl qr,e .f (R) : llr.

Demoslración. Sca.n a y á en F distintos elltonces V : ¿.$ü,- l,r«:go sc tiure
que B : {(1,0, a, 0), (0, 1,0, r¿), (1,0, á,0), (0, 1.0, ¿,r)} es uua ba.sc para l'.
Sean I4i : \tut,wz),Wz: (,u3, tra) y I4l, - (1r5, tr6) trcs «rmponcntes arlri-
tralias del régulo R1 y considcremos el conjunto de vectorcs tle V'.

Bt - 1(\tw1 + a2u2,o3utl a4ut2. a5w3 + rr6u4\e1'us | ogrira).

dotrdc rr1a4 - a2o3 y asa¡ - o6a7 son disti¡rtos de ce¡o.
Errtorxres exisie .f1 : V 

- 
V linetr.l ta,l que

fi (1, 0, a, 0) - dltu + d¡ID2

f1(0, 1,0, a) : (\3tL'7 + 0 4'tt)2

fi(1,0, ü' 0) : ¿Y5ur:r + ¿t61¿r4

,ñ(0, 1,0, á) : 07u,3 + (r8?u.r.

Conlo {url, 12. tu3, ua} es basc de V, sc tiene quc B/ crs t,¿urüió¡t ba"sc dc l¡,
luego .fi es biyectiva. Además se tierre que lr(1") : \l¡, y /r (ló) : lt'r.
Sea c rrrr F, c<.rn c diferente de a y b.

Vamos a deterrninar Ios valores de los escalales (!i en J¡ con , e {1. . .. .8}
ta.les <1ue f t(1,) = Wr.
Noterrrcs que

/ c- o.\(r.0.r.0) (1 H),,,0.".r, I0(0.1.0,o)+={1.0.á.r))+0((}. r.r).¿})

v

/ . -\
iu. r,{).r) - r)(},0,o,0)-l | -l o .|10, 

t,o.n¡-r 0(1.0.¿,.0) ¡111ri. t.tt.i,7.' \ Ó o/ ' t,--tt

Ent,onces

/ r-o\ / r: ,¿\ (- a (' u
/l(1.0.r.0) : (l n_ o)".trt (,- U ,/ ()?u'2-ir;nlr¿'r] ., ';¡t,,,t l

v

/ ,,-o\ / c-r¿\ (-o (' r?

/r((). 1.{}.r): I 1- , In3r.trr*l I - 
- 

lrr.¡u'2 F¡rr7i,ri ¿,-,rx/i r.' \ 0-o./ \ b-o/ D- o

Se qrtit:re que .f1(1") : W:, entonces

./1(1,0,c,0) : r!1ur5 -F d2u6, fi(0, 1,0,c) : ó3zr5 J rla u.r6,
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con d¡á1 - d2li3 distinto de ccro. Por olro lado, existen tr, y ^/; ('rI .F c{)rl

t € { 1, 2, 3, 4} tales que

p5: i¡'Lu1 + i32u)z + l\u\ + [Jau¡a, u]6:11iu1 'l 12't1'2 +' ll?rrlJ +11ri,t.

Observar que los pares (Ar.fr),@yFr), (f,,fr) y (13.'y,¡) son torlos distiutos
de (0, 0). Luego se l,iener

/4 \ /r \ .l

./,n.0.,..0) -d, 1I,r,,,,) ,a, 1I.,,,,,)- t,n, ,, -,\2-,,)t1.,\ií / \?1 )ii
/4 \ / I \ r

.ñiu. 1.0.c)-ó,, f )-ú,¿,,) r Jr l)-,,,,) - ¡tn,,J ró.,r,),,;.
t- I t¿ I u
\,-r ./ \,-r / ,-l

Ertotttr:s

t5

/ c-a\
[1-, l,rr : ¿,¡, r,¡rr,
\ 0- a/
/ c-a\
li-, laz : óth* óz^yz

\ o-4,/
c-a
;......_ a5 : ó1¡\ * ó21s
D-(l
c-0

- 
ad : i:1pa * ó211o-a

/ c- a\
{1-,-}u3 : d3ll1 *Ja11
\ 0 - a,/
/ c- a\
l1 ;-lo¿ : fi¡J2* óa12
\ 0- a)

c-o,

-oz 

: ¿3/J3+d4%lt-o,
c-d
;.._- nd : fulla r Jfit.
D-A

Por k¡ tanto

lr1 -
3th i 6z1t

G-;nó- c)r'
6 3t * dt^tt

G=Xt:Ar'
üfu + ¿i21r

G:;Xb - orr'
fi83 + 6a13

(c -;nt-)r'

61iJ2 -f d212

" (ó 
")(¿, 

.) I

6:.,82 t 6úz
(á a)(ü .) L

61fia + l2"y 106: (c o)(¿/ ¿) r

d¡iJr 1 dr'Yr08" G_iñ_(,y
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Nritclurs rltte el cor¡jurii,o {(dr.¡r).(^,,.','r)} "t un coniunto lirx'oltrrcrrl e itt
(iopenLlierrte en ,E2. Etr efectri. strponglnros r¡lc (r31,iJ2) : ,\(-;r''r:), p,r,r'rr

algrirr ,\ cu F no nttlo crltonces u)ó - )l't?/rl + )i2¿¿'2 l ¡J3ll'3 + lJt¿i t. llt''go

ti',. ,\ u:6 - ('t )-r'3)rlj I (:J.r l1'1)u'1 cs <lifercrrtc dc ce«r \'l)clt('lr(t( ¡
lli a II 3. lo clrrc rur puecl: ser l)uesto qrtc lla a ll'1j : {01

Po¡ t arto { (l,r , i'rz), (^ir , t: )} es urt cottjuntii Iiriea lntuttt: itrlqrt'ttciicttt c ctt -1' 
: 

'

Alrilcigatnetrte el cottjuttto {(i3r3. ¡1.,), (1r' 11)} cs lirrt:¡rlrrtettl c itxlepcrtrlictrt c t'r
F).
Lucilo dtl, - t]zl¡ ,\' "1311 - ¡i113 solr dil'erenles de ctrlo 1- 1)or l() 1;r]ilo

.lt/rr li:ri3 V.i5r)S .i6¿li SOII djstint{)S flc c(ll(1.

Así l¿¡. furición fi es Iilrcal -r'bil'tctiva.. Por Ia, ¡rtoposiciiitr I I se tit'rrt' t¡tt"

Ir (1?o) ts utt ri:gtrkr q¡Lto contieni: a las corrrporreltt's Il-1. 11 2 r' ll 1i rili'l I rigrtlir

/i1 r'por ltrrra, 1.2. .1,(l?o) : ??I. os d''cir lo'l¿r (rorr)Pollerlt (' rlt'l riigtrlo -l(¡ t's

r:rrr,i¡rla ¿r rruir tini<'¿r, ('or)Ipouolltc tL:l rrigrtlo 111.

Sirrrjl¡rnrcrrle existc ./2 : \' 
- 

\' linc¿il v biytxtira t¡l qrrt ,I:(1lrr) - B''
I)r:firartros .f - Jro |tl erll,ollccs ./ es lincal, bi"vcctir.ir f ./(/ir) : 1i:. Ll

I)rrrkr urr rilgLrkr -l? en l'-, Ia cantidarl clc vr:ctorcs no trLtlos tlo li rlttt't'sltitt
riisirilltirlos crt catlil courpottcritc rkrl rógrtlo 1? es (q I l)(q? l) li:istt' rura

rilii(,a f¡ilrrili¿ rlt: strbespacios dr] \,r cle ctirtlertsió¡ tltls clut' cttbLc rl rllisttltr

i onjrurtri tlt: vectorcs. Esta ¡ olccciórt tL' t:spacios forura tlu rí:gtllo ut 1'r'es
dislint¿r tle 1¿r fanLilia l?.

li1 siguiirlrto ft:ot¡rrlt¿l r'k:ttltltrstra l¿l r:xittrx'i¿l rli: rlirllo rrtgltlo.

Teorema t,l. Do.rio ttn rí'.r1ttlo ll t:n l', t;:tisl t: tttt úni.rtt rttgu'kt ll' ctt \:
tli.sli,nto rfu l? ryr.r: rtLbrc: e.L nlsr¡to t:onjtmttt tLe t¡rt:trrTt,s ttt \: '

Dcnt.O:ttnr:i.tín. H¿rretrtOS dos c-aSOS. Err CJ ¡tli]rrer t'itso ptobarttJ]ils lrl te(rrrrrrit

ltar a cl ri'gulo t arrólrict.r -R¡ Y en ill segturrlo clit'stl lltollrrrerrros t:l 1t'otrlttra 1'ltrl
uu lrlgrikr i'tuilqrriera.
f'aso 1: Cottsirleretttos el rógulo c¿rttóuicc¡ nu {1,, :o € [] U {i-}'
Sca (0.0. 1, r3) oi l- y crcotrtrcnlos (4. ü,0,0) cn 10 (on («. ir. il {)) tro r¡tlo t¡l
<¡ric, e:l subcspncio ((0.0, t, ¡l). (o. ó,0.0)) intersect(r rio lrivi¿r llr rtrnl e ¿r /r'
Sea ¿, err lr n ((0,0, 1, B). (a. ü, 0. 0)) lo nulo, entonces exislerr (11 :jr ' (rr v 'J?

cl li tai r¡re

,r1(1.0. 1.0) +i,r(0. 1,0. 1) u: rir(0,0. 1.¡i) * il:(o ü t) (ll'

Noi,ar qrte si o2 : 0. cntonces r' : /12(1, it. t),0) pcrltnecc a l¡, Iltcgo i' r'sti'i t'tr

/o ñ 1r. hr c¡tc rio pucde ser puesto clue hOlr - {0}. Au:ikrgarlr(rlltc, rJr es

disliriio rlc crero.
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Luego. resrilvierrc[,¡ e] sisterrra

i1 - l.2lt

al : al:

s(, liene qlrc n - otiJir y á: (olil;r)iJ. Sr,a .\ - rrr,rlil. ¡'1¡¡¡¡111¡¡¡ ¡ - I r-

| - )rl. Lrii:go el vr:ctc¡r (). )"r,0,0) ¡rcrtclt'r:t: a l¡.
(-lr»lo ) es rlistilto de cero st: ticrrt, que ) 1(1.)/J.0.{)) - (1.:l.t).0) c-srri cl

Sca L, : ((1. r1.0.0). (0, 0, 1. i)). entonccs (1. r'1. 1, d) Perlclxr(r{r a /-.1 ll/1. lirr
t:fi:t i o lrirsta ver que

(1, ¡1. f. il) - (1. r.0.0) + (0, (1. I, rJ) e I¡

(1.,,. i, r) : (1.0, 1.0) f ¡l(0. 1.0. 1) € 11.

(lorru., H¡ es urt régulo )' ¿,i cs ull sullr:spacio cle V rk' tlittrclisilirr rlos rlrti'
iriterscr-i¡r no triviairlerrte ¿r ires dc sus collll)orlelltes. ii sill)er lr¡.1r r' 1... 1- r.

iirl crscct¿r a tod¿r colrrtr)onelite dc 1?0.

Sr:au tl1 y 12 cn I clistintos y coltsidcrcnos los 'qtrbesp¡lcios rk: l'

ri, - ((1.111.0.t)).(0.0,f,irr)), ¿,r, =. ((1.i,r.0.(i). (l).0. L ,r,)).

crtol(es L,¡, i L,1, - {0}. trrr electo scrt I en ,L;, l ¿ r". orli:ortrr.s (,'risl('ll

rit. (i2. i't \' ',/l CI] 1'- t¿ qne

.ir(1,r1r.0,0) f 11(0.0. 1.,ir):?':,,2(1. 12,U. l)) I',ltt.0. l ii:).

lr)or lo qLlc

ttt lJt - ¡¡zl.J.:

^¡1P1 : Y1)2.

Dc la prirner a y sr:gtltrl:r ecuacióll se tiet)c que lll il1 : r) 1i12. lo r¡lrr implica
(luo lrt :0 o ¡11 * ijz - 0. CorIlo ilr J'LJ,: soll disiintos. stl ti('lrc (llle rtl -' 0'

I)or t¿trrlo .rl : ar2 : 0

A rtiiiogatttotrte 11 : ^/2- 0 Luego ¿r, ñ¿'r": {0}.
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Aht ¡rr¡, sr'¿r (0. 0, 0, 1) en 1- t- busqueuros uII vcclol. (a. Ü. {). t) ) (]r} 1r, r r() r rrrl() l ¡ 1

qrrer ((0.0.0. 1). (o. ü. il. {))) irrtolsccte nr.i trir-ialtlenlt, a 11.

Sc¡ ¿, ur ((0,0.0. 1), (a. ó. (1.0)) tt 1l rro rnl]o olrtori«rs

oL (1.0. 1.0) + ri1(0. 1. 0, 1) : ,' : ¿r2(0. 0. t), 1) + ,lr(rr. ¿. ¡1. 1¡1

c(iII (r I . (r2. ,t ¡' ii2 en F.
Clotllo ¡i:¿ v ,rJ2 s{)t} alisiintos d{l celo, se ticuc rlue r¡:0 r'ü -' .r:/1t1. D('-
rroieuios pol ) - o2ri, 1 entorrces el vcctor (0.).0.0) t'stá t'tt 1q¡ \'('ol)to \ (rs

rliiclr-.ntc clt: cr¡ro. se tieue (¡lri (0, 1.0,0) pertetrccc tr 1¡.

Sca I- ((0. 1.0.0).(0.0,0. 1)). errtonccs l^-. ñ 11 r's tlistiuta ik' {01. Dc
Ircclio. (0. 1 . 0, 1) pcrtcnrtt a ¡i\: ¡ lr.
Nl)t¿rr (,lrre L-^t L3 - {0} para torlo lJ € 1'. Err eferctci. sc¿l ¡' {'1I L,a I').
critolr( es c\isten csc¿ütres ¿rt . dt. rt2 v ir: en F Ltilt-'s qnt:

,rL1((). 1.0.0) - ,rr (t). {1.0. 1) : ,, : n,2(1. rl. t).0) LJ::((1.0. 1. ri).

a]lt(rl( (.s

()2-0

ll::0
iJzi - iit.

Not¡tlttos c¡to indel)endientc clel r'¿rlor cle.B. o1 - o, - ,Jr = ,1,l - 0 l'ol
l¿rut o t,- 0.

Lrrr:go ia cok't ción l?á : {I,i : il e -tr iU{¿-}. dondc -L3 -' ((1.,r',. il.0). (0.0. 1. ,l))

)' ¿- = ((0, 1. {).0). (0.0.0, 1)) es rura colt'i r:iótt dc q + 1 subesp¿r,cios rle l' rL'

rlirleusión dos cLrya interscccidrn de t:tralcsqttit'ra dos dc cllos t's trili¡rl.
AIrortr plobcuurs iit scgrttxla corrtlit:iciu cltr rrli:,rrlo.

Se¿r J.l rur subtsp:rcio de L- rli'clitni:rtsióll ¿los que illters('(t¿r rio trir-ia,llni'rtlir

¡ Jos sulrespncios Io.L- )'¿1. ÍIlosir¿rrculos clut: ll" ilrtersocltt a loclo stllrcr

spircio /,,1 rk' la colecciórt Rl.
Err ef0cto, sabellros (lLlc

Il-ñ t¡ : (rrr¡). It'n I- - (trr), ll" ñ I¡ : (ri'¡).

corr rr0. u, t' ?r,1 t,odos dif(lrextes dc cer'o.

Lru,go existcn 110.1r, ^/0 y ^¡ en li lalcs c¡tt:

u,o - ¿ro(1,0. il. {)) +'¡(t), {), 1.0) : (o¡.0 ',¡.0)

u, : rr(0. 1,0,0) + 1(0,0, t). 1) : (i). o. i). r ).

18
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Observamos que {ur6, ta} es rm conjunto linealllrcnte indepenclierrle. clr: her:ho
si úr.¿ro * su, : 0 entonces

a¡Ú:0
¿ts:0
'Y6f : 0

'ys:0
Si I es diferente de cero errtonces a0 - 1¡ : 0, l.¡ quc no puede sel puesto quL'

?rb es ro nulo. Análogarncnte si s es disiinto de cero. Luego l: "s:0 y Iror
t¿,rto lI/ : (ru¡, u).
Dc esia forma existen ri,e enJ7 tales quc r,r : dur¡+cu.,. Nr:tar qur: á y r son
no nrrlos.

Por otro lado, existen al, Jl en F tales que ur : tr1(1.1.0J 0) + ^i; (0,0, 1,1),
con rl1 ó 11 distinto de cero. Eniorrces

(óo¡, «r, d16, 17) : (rr1, o 1,11 , 'y1),

k'l que irnplica, que

drr6 : n1

€.4 : o1

61o -- ^h

t'Y : ^i1.

Del sisl,enra se tiene que o¡1 : [-tq y ?'0 : d--1.7, entonces

tro : (a6,0,1¡,0) = (d-1ta,0.d-1r1,0)
tu : (0, n, 0, 1)

?r)1 - (rrr,úrr,?r,?r) : (.rt,e,r.t7,t-y).

Sea tr'-i : (ta.cap,q,q-B), entonces 1¿,/r pertenece ttW l1 L¡.
Eu efecto basta ver que

lt)tr : «r(7,0,0, 0) + rr(0,0, 1. /l)
'LD o : 6,luo+(llu.

Por tanto W intersecta no trivialmente a todo subespacio clc l?i.
Ca^so 2: Sea J? ul rógulo ¿rrbitrario crr 7. Sabemos rlue exisle .f : V --'+ V
Iineal y biyectir.a tal que /(i?o) : -R.

Por el caso 1, existe uu úrrico régulo ,ifi que cubre el mismo conjunto de
vectorerr que cubre .R¿. Luego .R - Í(R6) es un régulo en V rltre cul:re el
rrisrno conjunto de vectores que cubrc.r?. n
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1.2. Sobre Spreads

Dcfiniciórr 1.2. U¡t,t¡. alcct:iótL S dr: utltcsprt'ctos dt: V rlc dir¡ttt¡sió¡¡, dtt.t t:¡

lkt,nturlu, un. spraad si, utlrple Las si¡¡rt'ir:nl,r:s condit:i ctn,r:s:

1 . ['a,ro. Lt¡rLo 11l 'u 11'2 en, S di'st.i,n,tos, t' : If r ¡ Il :.

!i. Tulr¡ t r:n )'' pr:t'tr:lu:«: o. rt.rt, suhc.s¡tttcio dc lo rdl ctírh¡ S

Dirt,nri¡s c¡tt: los sulrespa,r'ios etr S srtrr ias compilrteltles clr:l sprearl S'. N{)t¿rl

qtlc Ia cortclicióIr 1 v 2 irlplica qutr todo t' rln \r rto nulo pt:r'tcnecl a rtrta rirtit:a

i:orulroncnte de S.

Observaciórr 1.2, Lln sprct tl S ctt \t r:ot¡,Liatte r¡2 + I srtbasptc'trts ¡1,' li¡ttt rt-

sión dos.

En (,.1«:l a. srlu n cl, núnttt o r1e cont1tonr.ntes dt: u n -'ltraul S cn \:
C'ru}o st x:qntt,o rh: tlir¡n:nsiú¡, tl,os tlc V con,t'i.r:rr: ctrrt clrtn t tn l.r: t12 1 u:clLt¡r's

n.c¡ ntt/os y c:trrno todo tctt:tc.¡T'n¡¡ nulct ¡tt tl'ttrcct: rt t¡ta tittito. rtnt¡trtnt:rtlt tlt:l

syruul .5. sa ti,t:rtr: r¡LLt:

nk12-l)-(lt-l
['or tr¡,nl,o ,¡ : q2 i 7.

Ejemplcr 1.3. Si -F - F t, Lu, colct:ció'n. d.e slfus¡.ncios dt \" de tlirr¡.c.n 
' 
):.ón l¡ts

s : {((1, a,0. ü). (0, 1,b.a+ü)) : a.ü e r} u {i-}
ts Lnl sprrtL,tl, t:¡l \r.

E jornplo L.4. Si F : Ft, el. t:o¡tjttn.t¡t dt: sulrspat:ttts d¡: dttnt'¡tsiótt dos dc I

S - {((t.0,o.ó).(0. 1.ó,o;Zir)) :o,ó€ ¡-} u {¿-}

t:s tnt. ¡1.¡¡t:ud, e:tt \r .

Lit siguientc proposición t:s trrta gr-'rteralizar:iórL tlo los cierrllllrs ¡rllrliort's'

Prtr¡rosición 1.4. SeapQ:):;¡2 ¡o:¡ ri r:n Fl:t tn' Tnlirtontirt i¡nlutil¡lt'
,,'b,t 1.. Lu tt,,ttr, .

\1"'-(a' /' 
\

\ ]b n +,rb )
con a, 11 tt ttt F tl.eltrte rl si1¡uiettte atlnspar:io tb \'- de din¡ct¡¡trht dos

- .)t ti ü v\L,,),x - (.,..,1) /.'f\\" " / ,
: {(:r', y. n:' t Bby.b l (a i oü)u) . .t-. lJ E F}
: ((1,0. a. b), ({). 1, rlD. rr, r o'ü)).

En,lorur:s D¡¡ : {t..¡: o,b e F} u {1,-} es un sTrTc:.0.d r:n V .

2(l
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Detnostt'ación. Prirnero probarernos la coridir:iórr 1.

Sea t, ur lo,¡ ñ 1.,¿, con lo,6 y 1.,¿ et D¡ - {l-} distintos. Eutonces existeu
dy.t\2. 81 y $2 en F talcs que

rr1 (1. 0. a, ó) + lt(0, 7. Pb, a, + ab) : u : az(l, 0, c. d) + É2O. 1. Bd. r i od,).

cntolICes

oL:u2
i\ : i3z

a:a* AtAb - ozct i3z0d.

aú+ p\a+ ptdb : a2d+ lJ2(+ ilz\d.

Io <1ue ectruivalc a

(a-c)q+D(b-d)l\: o

(b d)rt1+((o-c) +rr(ó-d))11 :3

Así obterrernos un sisterna hotnogéneo de ecuacioncs err va¡iables tt1 ¡, ll1 colr
mat,riz ¿lsoci¿da al sistema igual a

/ (o -ct ,Jtb-¡lt \t'l
\ (ó -,/) (o - c) t alb ,l) )

con deterrnina.nte distinto de cero, puesto qrrcp(r) : J2-l o.f:-lJes irrcduciblo
crr F. Ltrego ar: o2: fi: p2:0 y por tanto ¿.,,¿,nl".d: {0}.
Se¿r u err 1,,á n l-, entonces existen a1, a2. p1 y 0z et F tales clue

o1(1,0,a,ó) + {ll9,l,llb,a.+rtb) =u: or(0,0, 1,0) -l-rr((},0,0, 1).

es decir

01 :0
ú:0

ulrt*PlPb : tt2

ará * dra l' llub : gr,

enl,onces 01 : o'2: h: &r:0 y por t¿nto ¿",ánl-: {0}.
Altora notamos que corno Ia, dirnerrsión de t'ada- subcspacio err /)¡ es rlos l,
par¿ todo par de subespacios en D6, W y \liz rlistintos, ll1 n II', : {0}.
entonces V : Wt rh Wz,
Por tarrto Ds verifica la condición 1.
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Para probar la r:oldició¡r 2. rrotarnos qrrc cada. subespitr:io ck' -l)g conti(,trt
exacrtrarrrerte q2 vectorcs, lur:gcl cracla W et D¡ r:ontiene q2 - 1 r't:i lorcs no
urrlos. por t¿rrtto ol rrinlr:ro rL: vcctorcrs lo uulr¡s cl

Uu,
u/€ro

es (q2 +. 1)(q'? - l) - qn - l. Es clecir, que toclo vector rlo nrrlo eslr¡i rru alg,ritr

subcs¡rtlcio tlo D¡. Eslo riltirno dernuestra Ia condición 2.

Lucgo l)1¡ cs ttn spreacl en el cspacio vectorial V. !
LiI ¡rroposición r¡re sigue ruostr¿r qlro l¿r,s rna.ilices jI{,.¿ con o y ó r:rr f'.
foruran un cucrpo. Este resuitado será utilizado tu el siguierrte capítrrlo.

Proposicitirt 1.5. El, r:oniu,n,l,o d,e rn,ult"ices ¡; : {lt'|,..t, : o,.b € [] rs urt.

rtr:.ryro de mattices con lu sutna y rnll,tiplicaciótt u,sual dt. ¡n,o.trkr s.

D¡:n u¡.rfuur:ión^ Prirnett¡ noternos que la sruna y la rnultilllicacirir sorr opel a-

LI",b' l[,,,,t - lÍad.3btt,od+bc+at .

Corrxr If2(,8) r:s un a.nillo con Ia surna y Ia. rurllriplicacirin r'1{ C ,l1r(-['). sc

ticrrc r¡ue (,i'i, +) es asociativo y conmul,trtivo v (1{. .) cs ¿rsor:i¿i ivo. adlul¿is
se ticrle la distril¡utivid¿xl del prr.rducto con resl)ecto ¿r I¿r surr¿r.

El rxlrtro aditivo es .[1¡,¡ y el inverso aditivo dc ]14.r, cs -tl/ o. ¡,. Pol tztttto
(1L, -.1-) r:s ur1 grupo abeli¿rno.
El ncutro multiplicaiivo es .L1¡,6 -v si ,1f.,.¿ es tiistinto dt: ccro ent orrces ¡¿, ¿,

es irli'ertible, ¡ruesto rlue su determinantc es distinto dc cero. dc lo contr¿rrio
el 1;olinomio p(r) : ,;2 + ¿vr - p scria reduciblc. De hccho si ,11,.¡, rlistirrto do
ccro. su inverso multiplicativo es .4.1o,,¿,. clorrde ¿' : (a-¡nü)(a2+ ttdt Db'2) 1

¡- b' - b(a2 * rwb -- ¡lb2) t 
.

Searr tld,,¡, y .Af..,a en K entonr:es se titrte c¡re It"J, X'f",¿: itr/".¿ ,\1.,¿. llrr'
tanto Ia rmrltiplicaciórl definida en K cs conmutati\'¿, os decir (1{ r {{t}. )

es un grupo ¿lbeliano.
Lrrt:go -I( es un cuerpo cle matricos.

z',¿
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Es tkrcir. .[ : \.t - l,-. rlcfirrida pol la rrtatriz por bloqtrcs arrter'i"r" r's rLrL r

fruxirirr line:rl ral qutr /(l¡) - L,¡, /(¿-) : l.,r v./(1¡):1,..,'
C'crrrrr¡ Ia imagr-'l dr: / corrtieue tt, 1,,¡, v Lr,¿ 1'óstos flol)orall l'. se tietxr r¡ttr

.f rs solrrevectir,a, cntonces dintrlt¡¿(.t):'l y por t¿n1o r1rrti7.l;tr'( /)- 0 cs

dtx ir. ./ r:s in¡,ectiva.
l-r«rgo /'es biyectiva. ,/(.R¡) cs tur rógtthr 1'cs cl rirritro rltttl tlllirrlo a 1,,,¡'.1,,¡

y i É./. pot lo ttuto ll : Ro.

Sca 11 err R¡ ta1 rltte / es distinto rle 0. 1 r' co, cllioll(:es

rr - {(f,f,\.1r,0) :f e r''?}:11f .rf) ,i e F'}.

LrLcgo

( r(,I ' 
t! .' ) -ifrr rr'1.,x111,.. tt \t.,' " \( (-.\t ,t) '

Si /+/a.l:0, entonces

./(r,) : { (¡'. f (,1 1,,¡, + t(' t,t..¿)) : f e -l'-'?},

cirrrrclc ,\1,,,¿, + t(1M,.,,1 : .\'4¡.i rs tiistinto dc cero. Dt: lxrtrho si ,\1fi,.¡ '= i)

elitoriccri /(1,) : {0}, lo qtre no ptrede scr ptri:sto qLtt: .f es iirrcal v hivt'r'liva.

Iror' t¿utr¡ ,1f,.¡ cs irrvertibk: v .l (¿¡) - l-.
SttttCln.

./(¿1) - {(f(1 +¿al.f(,\¿,/, rrc.\¿.,r)r,Íe 12}

: {(f,f(1 } ra') r(l/,,i,+i('-\1,,7¡t : T 
= 

1''?}

: {(f.f ,u/ () :f e 1'2}.

clorrikr l1¡,.¡ - (1 I lC)-r(r\1".¡+tC'\1".¿) es una ru¿rlLiz rlo rittla t'tt cl crtcr-ptr

K,
L)c cs1¿i lorn¿t ltemos probado qtre ,/(l¿) trslti ctt Dq¡ para, clta]qrtit:r / cii¡'f irrlr¡

rlt: 0. 1 v oc, cs dccir R = l(fro) C ,0.
C'olsiclcretuos altora el trío 1-,1".¡ l' 1.,,i e1l ,{) coll (a. ü) dilcrtrrl'e ik' (r:. r/)'

Sera ./ : l" -'.-- l".lefinidir por

/ .\1..t .\1., \i,, \,_( ,, 
\i,,,)

eni(irlces .f' es lincal, l(l*) = l.-. i(1,,.¿) : (r f' .t(.l".u) : 11 l'or iiLriio .f r''*

lrirr:r- i irtr cor r

| | ¡'\1,..a \/,,, | .\/,,'{.\/, r- \/,,,r I \
' \ r) l/n I
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Lucgo / r(Il¡) es un réBulo v es el rílir:o qrre corrti(rlc ri 1-. i,,.¿ 1' 1,..¿.

Sr:a 1¿ i:rr B¡ con t cliferr:nto dc 0. 1 v .lc erton(ri's

./',(1,) - i(f(r¿r-¡1,,.¡)-r,i(¡1,,¿(.M.,¿--11,,¡,) 
1+f,,1/1, 1)) :-{e /;'2}

{(1,f1,ti.,,, - rl,¿)(rt/,,,¡(rt{ a -.11,.¿)' r /r1{,,, ¡1 : i r 1"f

- {(f.i¡1,,,0) ,i e F'z}.

rkxxlr: ,117,,¡. - (r1d.,7 ,\¿,.¡)(I/".¿(,I-f".¿ - ,'1/,,.r) ' * /.1[.r ) r--s rrrtit rrt¡rtliz cu ,:']

crir:rpo Ii. es decir./ r(l¿) csttlr (lrl r0 par¿l todo I riistillto dr'1). 1r'-¡..1'ol:
tarrio cl r'ógulo ./ I (Ro) r¡rt: ctiniierte 1-. 1,,.¡, 1' 1,..,/ (ist á coDtrrriirl¡r t'u 7lo.

Lur:gc, hcrrros dr:ltostra¡lo qrxr ei régulci quc corttierte a tltlalquier 1río rie tr¡ir-
l)on(,utes en D0 cst¿i corrtcDido crt l)¡. Por tanio 1)¡ t:-s lltl spl't:atl Dt'siirgtlrl

s1ano.

Observación 2.1. R¡t - {1" . a e -F} U {1-} e-s 'urt, sult«tniurtlt) dt L)tt (,\

daci.r Il.¡ c.s ttn. ríqulo cn rl. s¡trro.d l)r:sot qucsia.n.o D¡.

l)¡do rur spread l)t'sa,rgut:si¿rtro Jl. urr¿r pregunta laltrral cs ¡,cttiilticis rí'gltlos

contir:nt:,l)'/. Us¿.ncLi¡ t:l lerrrt¿r I.2 poclcrrros clar rcsptrestit il cst¿l l)l('gllLttil (o]r

el sigr-ritritr: teorema.

Teorenra 2.L. Seu, D ttn sg»'ead Dasolg'utsiolto a.tt. l,'. trtlrttttr;¡ l) L'ott,ttt:tt¡

t:t:ocLtt,tnrn.te q(rt2 + 1) rí:ql,los.

Drtno,:ttur:ió¡,. Scnn I,l,.1,Il¡ v I'11 ttes i:otuponcntt's tlel sptcarl ll t'rrtortcr:s

cxislr' r.ut itttico rcgtrio I? cl l,'qne los corfienr: por Letlrl I l. Clotrro /) r's ttl
spreacl DesarguesiarLo, R esth corrterri¡lo il D.
\otar tluc cl régulo quc r:olrtielte a, t'i'i,Il! f ll/3 es el lnisrrro 'lrlr ¡r]lti|r¡ ;t

Il.-.ll , r'll o¡, lll'.ll 1v It..
Lrrrgo ol rttirru:Lo dt¡ rtigtrlris irtt l) es

: ,tk|" + l).

tr

tr

(*i')
('i')



Capítulo 3

Régulos en Spreads de Hall

3.1. Definiciones y Ejemplos
Definición 3.1. El régulo oblct¿illo ctt, t:l tt:otttttu .1. 1 cs lkmt,ur)o régulo
opuesto.

Definición 3.2. Sea S un spread, Desarguesiarto en el espacio uectotio,l V y
R mt réoulo c-ontantd,o e.n S. Llamaremos spread, d,e HalI o lo. col«"r:ión dc
subespacios d,e d,imensión dos de V

n: (s- n) ud,

dorule Rt es el régub opuesto a R-

Proposición 3.1. El spread d,e Hall H¡ : {l*,¡ : a,b e F,b I 0} A Ri , rlonde
R[ es el régttlo optrcsto al régttlo canoni.co Ra no es un spread. Desurgu,esiano.

Demosttaciót Consideremos las componcntes lo,r, tro y l* en 110. J:robare-
lrros qu(! <rl rí:grtlo quc tlct<rrmirran dichas corrrporrcntcs rro r:stá contenido eu

H¡.
Ilecorclemos que

¿o : ((1,0,0,0),(0,0,1,0))
¿- : ((0,1,0,0),(0,0.0,1))
¿0,1 : ((1,0,0, 1),(0, 1,/l,a)).

En Ii6 sean lo,l,- y h, entonces el siguiente conjunto es una ba,se ¡rara. tr',

Br : {(1,0,0,0), (0, 1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0, 1)i.
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CAPTTLILO 3. REGULOS EN SPREADS DE HALL 2t-

Lrrego existc .f : V ------ V lineal tal que

/(1,0,0,0) : (1,0,0,0)

/(0,1,0,0) : (0,0,6,0)

/(0, 0, 1, 0) = (0,0, o, 1)

/(0,0,0, 1) = (0, 1,0,4),

entorces se tiene que ./(1,,) : tr,, y /(¿-) : .L*. Ark'urá"s./(11) : fu,r, tk:
hecho como

(1,0, 1,0) : 1(1,0,0,0) + 0(0, 1,0,0) + 1(0,0, 1,0)+0(0.0,0, 1)

(0, 1,0, 1) : 0(1,0,0,0) + 1(0, 1,0,0) + 0(0,0, 1.0) + 1(0,0.0. 1),

entonccs /(1,0, 1,0) : (1,0,0, t) y /(0, t,0, r) : (0, 1, o. ¡l).
Ctxno ¡i es distinto de cero, {(1,0,0,0),(0,0, lr,0), (0,0,0, 1), (0. 1.0, a)} cs

linealtnente irrdependiente, enLonces es una base para V v ¡ror t,anto f cttvía
base en base, luego / es biyectiva.
Por t¿trrto /(l?6) es uu régulo que conticne a Lo,L*, y 10,1. N,Iás ariIt. cs el

rilico tlrtc corrticuc a qsta.s tros oornpoltclltos cut<¡lr:es

t@¡¡ :{L,1. L*.¿0,j}L {l¡1"¡:o € F.olr}. ll

Sca (;r:,9,2.u,) en [/ arbitrario, cntonces f (r.'y.z.ut) : (2.'u,.,13¡, : + nr').
Luego si a dislinto de 0 v 1, entonces

es decir el espacio /(lo) no pertenece a I10, puesto que la matriz r¡re lo
determina no pertenece aJ cuerpo de matrices ,l(. Luogo r:l r-rigulo tltrc cottticttc
a. las cornponerrtes -L6, tr- y J6,1 no cstá corrtertirlo cn 11¡.

tr

D¿rdo un sprcad de Hall IJ, cl lerna 7.2 muestro, que dado tres cornponentes
err I1, r:xistc r¡rr rirrico rógulo quc los r:orrtir:nr:. Nos irttr:rcsa vcr crrálclo <licho

régulo está corltenido cr 11.

f(r"¡ : (/(t,0,o,0),/(0, t,o,a))
: ((1,0,0, a), (0,a, {3,aa))
: ((t,0,0, a), (0. 1,Pa r.c))

: {r(1,0,0,o) r y(0, 1,ljo-t,o) | r,tt e F}
: {(x,y,a)a-' ,ru1.-l ya) : r,11 e F}

- {(, o (,,,: , ; )) , r. rre r,}
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La pro¡rosir:ión ll.1 nos irrdica qtte si ¡{r : (§r R{}) U ¡'l). t'si-ogicutlo tlrs
crirnpi»rerries cn -Hl, 1-utiit ccimponr:nte el ^i'¡ /l¡. cl)ton(rol-i cl rtlg,Lllr rltltr

couticlc:r ost¿ts tt¡¡s ( o)I)potxrllt{ls lto csiá colttt'Itilio rllr {1.
Cll¡lra¡ielte si csco¡¡erlos trcs r:or»potrcrttes eti cl r'égttlo opttt'sto rlrtir tieliti|
a I/. t-l rt':grrlo clue los corf:it:trc es justatrrctlte el réAukr Lli)tt['slo V l)r]r lallll)

rsl¿i cotri t'rt itio ctt J1.

Eu el sigrtitlte cjt:rtrplo vt:rcrrros c¡ró prirltli' ot:ttltc si es('og(rll(rs <lris ctitltptr

nclrtes er 5r0 - fio 
"v 

uri¿ comlxlnentc en -¿lf,.

Ejenrplo 3.1, Vi¡tt o.¡ tlue al r'égr o ryte tontienL: r¡ Lo, L,- g lt),l ¡1o t tLó ( t)¡)-

Itn,i.dt¡ t:'n, H¡1. ,4ltrtt'o 1¡cotnos qltó. otttt't'r: si toino.'ll¡.os dó\ tot)tpo¡)t)tttr (t)

\t.,,.¡,: o.b € F.b I Oj y un.n tnmporu'rtlt: an R.!,,.

S c;tt¡¡,

LJ rl.ll.U. l' rlr. l. r.rrr

lr 1 : ((1,0, 1. 1). ({1. t. rl. 1 + ri))

¿-: ((0, 1,0.0),(o,o.o, 1)).

No/otnos qu,c Bt - {(1,0.0,0),(0, 1.0.0).(0.0. 1.0). (0.i).0, l)} cs tt?to htls(

yt,ro \; .

Sao f : ): , \r ltn.eo) dtJi.n)i u r:n. la blsa Bt Pot

J\l r).lr.tll - , J. I ,r. J ,r J.,,: ,r 'l
/(0, 1,0. i)) : ({), 1, J. o)

I(0,0. 1,0) - (-d' o, -J ¿r!. r.r2 - o - ri)

f(0, 0. 0, 1) - (0. 1. rr. 1 + 
^ 

).

(ntonces l(¿o) :10.1../(¿-) -lrr y /(11) - L-.
Clttrn.ct .f ts biycr:tzrta, ptleslo qlLe h, intrLgett, d't'. J ctnttiettt a 11¡ 1 q l1 | 1l rt\lo"

rt'r¡r'.rrut Y'. /(1fu) cr c.l régtLlo tlttt: con.tiertt. a l¡.1.1¡.¡ u l'-'
llsct il¡ir:nd,o l,o r¡atri,z dc .f ett bast att¡ót¡Lrtt. st Iit:¡tt:

S« 1,, - ((t.U.u.0).(U. 1,{l,o)) cn Rt) cort a dislittlrt tl'e0.1 u '<" 
(ttlotlc(5

sr L?an t,

,li, j ',,1,,',"',-) 
,'l

\ o I i l ,' I

( .t l- r j '¡ ,t ' ; \lrrt-.,,1
/rt.u.,r.U\ - t.t .0.,i.{)) | _r _,r ,,r ,,r , , 

I

\,, I r l:', I
: (¡(1 .r),.t + ¿i(1 -(¿),11(1 ro)(1 a) (o'?+ir + rrll ¡¡)r'



CAPÍTULO 3. TIÉGULOS ElV SPREADS DD HALL

/ 3 1-¿r B ¡R ,,2

/(0. 1.0,a) (0. 1,u,0) | 0 -l t

t, ,' T -' ,'" /l

: (0,, - 1,1J(a - 1), rt(a 1)+a).

,)fl

i::,)
Lueoo .f (1") es un subespacio uectorial de V d.e dintensión d.os gt'ttnad.o por-

los ucctr¡res

,ut - (íl(t - a),1+ a(1 a),Bg+ o)(1 - a),(a2 +¿u +./.i)(l - r¿))

u2 - (0,a - t,p(a - 1), o(a - 1) + a).

El an junto {u¡u2} es base tLe ! (1"). Como a, es d,istinlo de '1. y ! cs tlisti,rtl.o
de.0, se ti,ene que {(¡)(1 - a)) rut,(r.r, -1) 1u2} ¡:s lambitl.n hast: r).t: J(1,).
Den,otemos Ttor ut, : (¡3(1 - a))-ttr1 y rL - @ - 1) lr2 entontes el cort;jultl o
tle uectores {ui - ((t + a(1 - a))¡l(l - a))-tu'r,ur} es u,nu b¡rsr: t¡ata .f (.1,,).

Por tanto f(1") es eL subespacio que esta genetud,o por los u.rt:lotes

(1,0, a(a - 1)-',1 a(¡l(1 -a)(a-l)1)
(0, 1,li,a(o- 1) 1 + (r).

Nol.emos que

f (t"): t(l,l M :l : @,y) e F2},

¡lond,e

^,t 
( a¡ct-l)t á \
\t a(l(l -a)1a -1)) I n(a-t\t-a)'

Esto últi,mo m,uestra que f (1") no pet-ten,ece a Ho, puesto qu,e la rnat,ri.z LI n.o

c-s tt,na m,atriz en el cuerpo K. Por tanto el régulo que cont'iene a \¡,111 y
L.'. rto estú conter¡ido en, el sprcurl H¡.

En el si¡iuiente ejemplo consideremos F : F¡ : {0, 1.2) y p(r) : r,2 1- 1.

¡rolinomio irreducible sobre IF3[2.]. Por [anto se tiene el cuerl>o de m¿rtriccs

K-[(-1 á\,o.¡r r\.
[\2óa) - 

)

Ejemplo 3.2, Sabemos que eúste .f : V -----+ V l'ineal y híyer.tira de.finido.

por Ia mrtriz
(n,,.o rLIo.' \\ c cM,, )'
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d.onde C : (NIt,,¿ - l,Io1)(MlJ - LIt,¿)-t es una matríz ttt, el, c.u,cryto Ii g ln.l.

quc .[ (lo) : ü,,, , ./(l-) : ht y f (lt) - l¡,,¿. Notemos rtru,e

f (tr): t(l@[ro+2c),1(]vlo,j +2cttIt,)): f e nl].

Sz d cs rJi^sti,nto d,e 7, entonces M1.¡*2C es diferenle de 0 y por tanlo \I ¡.6+2C1
es inuertible, luego se tiene

/(¿r) : {(?,f(xlt,o+2c)'(Mn,, I zf,',rr,,,;) :f en]].

Com.o rl e,s no nulo consid.eramos d,:2.
Sabr:m.os qu,e (L[1,¡ + 2C) t(]vlo,t + zCMr) está. cn. I{, ueanrus si c¡ uua,

m.aLriz e,scalar.

Notur que.

(l,Ito + 2C)-t - (lú.t.n ¡ ztrI1,.1A,Irlu,)-I

(lulo¡ i2CMt¡) : (,t/o,r + 2A,Ib,rtrI t:t.2itl tt\.

erll.on,ces

/ 21bt.b t1-2
(¡/ru -l 2C) f ;r-r T -

\ G ¿'+' )'
(1 ¿,)r+ |

'2(h\1 lt.t2) , j
(l -¿)i+l 

.r r

/ 2lblh-1\+1 2á(1 ¿) r 1 \
(Mo.t.f 2CMt.t): | ,li_-ii'- " ,1,^lÍ,,.,, ¡

\ (r:¡P+r 'r ¿ -tt ifiÍ- /
Con¡,o b estd enF3 se ti,ene q'Lt c

1. Si. b:0 entonces

Luego

Í(tr):t(i,*Mt):?eri]
Es d,ecir, f (lr) : Ir., y por tanto

(A + 2c)-1(B + 2D) : (i ?)

(A+2c) '1a+zo¡: (? 3)

/(Ro) - {¿0,1, to,r, lr,:, t,.r}.

2. Sib:7, entonces
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Luego

¡Q) : {(*,1 tto,,) : f e r.!}.
Ds d.ecir, I (lz) : lo., y por tanto

.f (-Ro) : {10,1, 1r.2, üt,z, l t,t).

3. Si b :2, entonces

(A,ZC)t(B+2D\:f :9)' \0 2 /
LucAo

f (t,) : {(*,X Mr,o) : i e Fl}.
Ds d,ecir, f (lz) - lz.o U f)or tatlto

f (Ro) : {t0,1, t2,2, lz,r, lr,r }.

Por lo tanlo sól,o si b : 0 ó b : I se tiene qu.e el réqulo que n;nti,er.te a lu.s
tomponentes lo¡,h¡ A 16,2 está contenido en el spread, tle Hall

Esto últino sugiero que escogienclo adecuadarnente utr trío cle compollentcs
en ,9¡ - r?6, el régulo clue los corrtiene puetle estar r:ontenitlo eu I1e.
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