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R,ESUMEN

En esta tesis se estudia la ecuación é (*) f("): g(r) cuando { es una función

entera cuya serie de potencias define al operador ó (*) V / y g son funciones ente-

ras de tipo exponencial. Mediante el uso de dist¡ibuciones y de la transformada de

Pólya (una extensión de las transformadas de Laplace y Fourier) veremos que si d se

representa por la serie D}o a^"" y / es de tipo exponenciaJ, Ia serie D}o ""#
converge y de manera uniforme en conjuntos compactos. Luego, usando la transfor-

mada de Borel, veremos que siempre podemos encontrar de mane¡a explícita una

solución de tipo exponencial para Ia ecuación anterior y en pa^rticular caracteriza-

mos las soluciones de 1a ecua¡ión homogénea. A continuación aplicamos la teo¡ía

desarrollada para el estudio de ecua¿iones diferencia.les con retardo y ecuaciones de

convolución, que aparecen al escoger ciertas funciones enteras particulares. Compa-

¡amos el método desarrollado en la tesis con Ia interpretación del operador / (S)

vía teorema espectral y finalmente estudiamos problemas con valores inicia.les. Se

muestra que este último problema esta intimamente relacionado con los ceros de la

función l. Cuando estos son finitos, es necesaria una cantidad finita de condiciones

iniciales para / y sus derivadas para que el problema tenga solución única. Cua.ndo

los ceros son in6.nitos, se ve que el problema se torna mas complicado y se estudia,

mediante ejemplos, otros espacios de funciones donde podemos buscar soluciones.

VI



Introducción

El propósito de 1a presente tesis es el estudio de ecuaciones diferenciales en inflni-

tas derivadas. Esta clase de ecuaciones aparecen en distintos modelos que provienen

de aplicaciones en física y están definidas por la serie de potencias de alguna función

{ actuando sobre el operador d/dz

o(fr) to:i^ffP:'at,
donde 1os números a. definen a /. El estudio de este problema comienza hace más

de un siglo. En 1917, J. F. Ritt demost¡ó que para ciertas funciones enteras { y

cualquier función / holomorfa en un dominio D, la serie de a"1 medio en la ecuación

anterior converge en D y de manera uniforme en conjuntos compactos 121] . Luego

de esto, existen va"rios trabajos en el tema donde se proponen distintos métodos para

abordarlo. En particular, a mediados de los años 30, R. D. Ca¡michael [5] utiliza u-n

método muy similar al que usaremos, basado en Ia transformada de Borel, pero la

teorÍa aJ respecto estaba poco desarrollada y no se explota la claridad y simplicidad de

éste. El tema adquirió importancia en física teórica luego que ecuaciones en infinitas

derivadas aparecieran en el contexto de cosmología y teoría de cuerdas [1,3, 18].

Muchas veces el estudio de estas ecuaciones fue informal e importantes propiedades

de las soluciones como su unicidad o analiticidad fueron supuestos.

En el desarrollo de este trabajo consideraremos el caso en que la función / es
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entera y / y g pertenecen a Ecp,la rectrición a la recta real de las funciones enteras

de tipo exponencial. La ¡azones de este último requerimiento son varias. Por un 1ado,

es obvio que para que la serie que aparece en medio de la ecuación tenga sentido, /
debe ser una función infinitamente diferenciable, aunque! como ve¡emos en la sección

2.2, tal ecuación puede tener sentido en espacios mucho menos restringidos. Por otro,

mediante el uso de 1a transformada de Borel, veremos Ezp presenta muchas ventajas

al momento de busca¡ soluciones y mostrarlas explícitamente. También veremos que

tomando límites de soluciones en Ecp podemos recuperar soluciones en espacios más

amplios.

Comenzaremos revisando los tópicos brísicos que se utiliza¡án a lo la.rgo de la

tesis. EI primero de estos será Ia teoría de funciones enteras y funciones de tipo ex-

ponencial, pues veremos que existen varias ventajas aJ interpretar a /(f,) como un

operador que va de Erp en Exp- Estudiaremos también l¿ tra,nsformada de Borel

y su relación con la transformada de Laplace. Finalmente definiremos una función

P, cuyo argumento son dist¡ibuciones de soporte compacto y que nos permitirá ex-

presar de manera sencilla e1 significado A" ó (*) así como sus soluciones. Con estas

herramientas pasaremos de lleno a resolver e1 problema central. En la sección 2.1.1

deflni¡emos el operador {(S) mediante Ia serie de potencias de / y veremos que

siempre converge cuando @ es una funclón entera y actua sobre una función de ti

po exponencial. En la sección 2.1-2 veremos que la ecuación señalada al comienzo

siempre tiene una solución de tipo exponencial y en la sección 2.1.3 estudiaremos las

soluciones cuando g es la fu¡ción cero. En la sección 2.2 estudiaremos las ecuacio-

nes que surgen al escoger algunos ejemplos concretos de furciones enteras. Ve¡emos

que tanto ecuaciones diferenciales con reta¡do y ecuaciones de convolución se pue-

den estudiar y resolver con los métodos presentados en esta tesis. En Ia sección 2.3



se comparan los re¡ultados obtenidos con otra interpretación del símbolo $(fi) via

transformada de Fourier y flnalmente en 2.4 se estudia la ecuación el caso con condi-

ciones iniciales para / y sus derivadas. Veremos que cuando { tiene un número finito

de ceros, se requieren finitas condiciones iniciales para que la solución sea única.

Cuando / tiene infinitos ceros el problema se torna mrás complejo y 1o estudiaremos

buscando límites de soluciones clásicas en otros esparios de funciones. Se incluye un

apéndice sobre teoría de dist¡ibuciones, centrado en aquellos resultados que se usa.n

a 1o largo de la tesis.



Capítulo 1

Preliminares

Primero, revisa¡emos aigunos tópicos clásicos que son necesa.rios para definir el

operador /(f;) y resolver ecuaciones en Ias que aparece. Recordando que toda función

entera se representa mediante una serie de potencias que converge en todo el plano

complejo daremos sentido a Ia expresion ó(dlh) : !,i:o a"¡{") 1x¡. Revisa¡emos

también el concepto de función de tipo exponencial y para esta clase de funciones

introduciremos la transformada de Borel, que resulta ser una continuación analítica

de Ia transforma.da de Laplace.

1.1. F\rnciones Enteras

1.1.1. Definiciones y Ejemplos

Definición 1,1.1. Una función ente¡a es una función / : C -+ C holomorfa en todo

el plano complejo.

Obsenación. Ya que una función holomorfa es infinitamente diferenciable, la serie

de potencias de una función entera converge en cualquier punto del plano complejo

C y de manera uniforme sobre conjuntos compactos.

Los polinomios son el ejemplo mrís simple de funciones enteras. También lo es la
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funcÍón exponencial, que suelc definirse por su serie de potencias y ésta converge en

todo el plano. La suma de funciones enterás es una funcion entcra, por Io tanto las

funciones trigonométricas e hipcrbólicas también son funcio¡res enter¿r.s. El logaritmo

natural y la raíz cuadrada no son funciones enteras.

Definición 1.1.2. una función entera se denomina de tipo exponencial si existen

constantes reales C y r- mayores o iguales que 0 tales que

)f (z)) < ce'1"

para todo z en C. Al ínflmo de los r que cumplen la condición anterior Io liamamos

el tipo exponencial de /. A1 conjunto de funciones de tipo exponencial jo llamamos

Ery(C) y denotaremos Ezp(R) a su restricción a la recta real, es clecir, Ezp(R) :

{/lR ]/ € Eq({:} . En caso de no haber ambigüedad llamaremos Erp a cualquiera

de estos dos conjuntos.

Definición 1.1.3. Sea / una función entera y para todo r > 0 sea

M(r) : sup{l/(z)) : lzl: r}. El orden de / se define como

,. los (loe M(r))p:l1msup 

-

(1.1.1)
log r

y para funciones con orden mayor que cero, se define el tipo de / como

o - IÍm suo 
)'oe A4 (r)

.--' TP

Ejemplo 1.1.4. Consideremos la función f (r) : 
"".,

Luego el orden de / es

(11.2)

de modo que A,[ (r) : ¿"'.

.. Iogarp: ilmsup ,
r_+co 1og r

: lím sup



y su tipo:

a-límsup9-a.
r+@ r

Similarmente, si 9(z) : eo", entonces M(r): 
"",'1y 

el orden y el tipo son

p : límsupH :,t1,,:, (# + z) : z,

a - Ijmsup '4 - ,., +rx,' f "

Los conceptos vistos anteriormente estan intrínsicamente relacionados. tal como

se cxprcsa en Ia sigtiente proposición.

Proposición !.1,1. Sea J una Junción enterrl, t),e ti,po er.ytonenc,iul r. Entortces p.-l.
Más aún, si p: 7 entonces r : o.

Demostración. ExisteC> 0 tal que para todo e > 0 se tiene que ]/(z)l < 6"t+dl" ,

luego ,41(r) I QsO+)r . Por la monotonía del logaritmo:

P < tit"ttP !9ioq 
g"t*+

¡'+Gtr log r

: lím sup 
los (log c l- (z + e)r)

Iog r

< ri-,,0 !9!891 Io8 (11 J)',
r +co 1og r

r \ruaIUtsr I IoB,tl - ÉlJ-l log,-,,,,,,,,, 
(loglogl- , log(r, E,) - log, 

r

Iog r
donde hemos usado 1a concavidad del logaritrno. De manera similar

(1.1.3)

o ! lím sup

- lím sup

IogCeG+")'

logC+(r*e)r
rP

(1.1.4)
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y esta última es igual a r + € si p: 1. Como 6 es arbitrario, concluímos que ó < r
Por otro lado, como r es el ínfimo de lós números tales que existe C ) 0 tal que

lJ Q)l esmenor a g"'l'l para.todo z € C, se tiene que para todo ¿ ) 0 existe,R > 0

ta1 que l/(z)l > 6 
"G-e)lzl 

si lz] > E- Luego si p = I obtenemos

t^- n.G-e)r
d 2 IIm SUD

r-+có rP

,. los C ¡ (r - e)r
- r,ur 5L1P 

------ 
^-

(1.1.5)

Como e es a¡britrario y el lado izquierdo de Ia ecua¿ión anterior no depende de é1,

se concluye que d > T. Esto y el resultado anterior demuestra.n que o:7. tr

E1 siguiente teorema establece una relación entre el tipo exponencial de una fun-

ción entera y los coeficientes de su serie de Taylor. La demostra¡ión puede encontrarse

en l2l (ieorema 2.2.10).

Teorema 1.1.5. Si Í = | anz" es una funci,ón entera d,e ord,en p tal que 0 < p < @

A sea u :límsupr--zlarrl.t. S¿ O < u < cxt, entonces J es de tipo o si, y solo si

u = eTp. (1.1.6)

A continuación veremos un resultado que será útil en la próima sección cuan-

do deflnamos y estudiemos la transformada de Borel. Previamente recordemos la

aproximación de Stirling, como aparece en [2], sección 1.6.

Teorema 1.1.6 (Formula de Stirling). Se cumple que

nl - (nle)"tOtrn,

donde J (r) - s(x) si.sni.fi,ca que lím"-* J (x) I s@) : t.

(1.1 7)
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Teorema 1,7.7. Sea JQ) : la"z" una func,ión entera de tipo erponencial r.
Entonces la serie de potenci.as S(e) : Dnlo"Cn tiene rad,i,o de conuergenc,ia fini,to

dado por R = r-1 .

Demostraci,ón. Recordemos que el radio de convergencia de una serie viene dado por

B: (lím sup la¿itl")-t. Supongamos / es de tipo exponencial. Entonces para el radio

de convergencia de g tenemos;

R:
lím sup In!a,11/"

1

tr

(1.1.8)

lílll,stry l(n/e)"a^11/"

: tr-;"p"];#E : ;'
donde usamos el teorema 1.1.5, la ecuación 1.\.7 y el factor .,/2trn se cancela debido

a qre lím(2rn)t/2" : 1.

1.7.2, Las tansformadas de Borel y Laplace

Definición 1.1.8. Para una función f (z) : lio a"z" entera de tipo exponencial,

se define su transformada de Borel mediante la serie de potencias

B(f)«):L*
De la definición es inmediato que la transformada de Borel es lineal. Además,

por el teorema L.l-7, Bf converge en eI complemento del disco lzl ( z con r el tipo

exponencial de /.

Ejemplo 1.1.9. Calculemos la transformada de Borel de la función exponencial

.f(,):e".



@i)@:=+- (1.r.e)(-1'

(1.1.11)

Definición 1.1.10. Sea / una función ente¡a de tipo exponencial. Definimos el

diagrama conjugado de /, ,9¡, como Ia intersección cle todos los convexos compactos

fue¡a de ios cuaies 6(/) es holomorfa, es decir, el convexo más pequeño fuera del

cual 6(/) cs regular.

Ejemplo 1.1.11. Consideremos la función exponen cial f (z) - e,. Su transformada

de Borel es Bf (,e) - á 0"" es regular en todo el plano compiejo menos en ( : 1,

luego su diagrama. conjugado es Ia intersección de todos los convexos compactos que

contienen a este punto, es decir S¡ - {1}. Ahora tomemos 9(2,) - cosh z. Entonces

69 es regular en todo cl plano menos cn (: a1 y su diagrama coqjugado cs S,:

{e :€+¡n,-1 <(<1, l-0}.

donde la ú1tima igualdad se cumple si ](l > 1 ya que la serie geométrica IL" ""
con\¡erge para lr] < 1. Más genera.lmente se cumple que

fn6s:".) j(:-.,") :,*

6(s,nz)(o-i(¿ #) -ph
B("osh ¿)r() i (, _, - ¡ I ,) 

: 
e,l I

Blsinh:)(i. :l(¿ -n) _ c"

(1.1 10)

cuando la/(l < 1. Llsando la linealidad de Ia transformada de Borel, es fácil calcular
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El siguiente teorema nos permite representar una función entera de tipo expo-

nencial mediante su trasformada de Borel, aún más, coüesponde a una fórmula de

inversión para esta clase funciones.

Teorema 1.1.12 (Representación de P6lya). Sea f una función entera d,e tipo ex-

ponenc'ial g D su d'i,agrama conjugad,o. Para cualqu'ier contorno C suLaae a ped,azos

que contenga a D en su interior, se tiene:

rct-fil"rnilG)"'c¿e. (1.1.12)

Para clemostrar este teorema, vamos a aplicar el siguiente resultado, conocido

como teorema de Merten, que nos dice una condición suficiente para evalauar el

producto de dos series infinitas como el límite de su producto de Cauchy.

Teorema 1.1.13 (Merten) . Sean a: DEoq y b: DZob; series conuergentes

de números complejos. Si al menos una d,e ellas conl)erge absolutamente, entonces

ab: c d.onde c:li6u a
i

¿ = \- ¿,á. ,.1 L---¿ r'J (1.1.13)

D emostraci,ón. Sean ¿' : Di=0",, b : DLo óo y c" : li_oc¿. si a cada punto

(zn, n) en ei primer cuadrante de 22 lo identificamos con el número a-ó,,, entonces q

corresponde a la suma de los términos en Ia diagonal que comienza en (i, 0) y termina

en (0, á). Si reordena.mos Ia serie de ma¡rera de ir sumando verticalmente, vemos que

¿n = l!:oa^-¿b', luego c':DT:oo^ íbd -b) + anb. Sea e > 0 y supongamos que

Ios {a¿} convergen absolutamente, es decir, DEo lrol : o'< co. Como ó" -+ ó, existe

N e N tal que si n > ly' se tiene

(1.1.14)
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Po¡ otro lado, como los {a¿} son convergentes, Iím¿-1* a¿ : 0, luego existe M € N

talquesiz>,rt1

l""l < 3N(supo.1o,r,...,r_r1 lá, - ól + t) '
(1.1.15)

y como convergen a a, existe ¿ € N tal que pa.ra n > -L

lo o"lst¡¡=T (1.1.16)

Finalmente, para cada n > Max{M ¡ N, tr} se cumple

l.^ ,ul lir,,(ón-ü) , o*u-otl
;6

-l;,,i(ói-á) ró(/-,)l

=ir^ o(á'- á)l+ ló(o'- o)l (1'1'17)

í:0
,¡

< D lr"-;ll¿'- a¡ + ! 1"" ,;llbr - ól + lbllo: - al
i:0 i:tV

<'_-L_-L -c.).¡J

donde el primer término de Ia penúltima línea es menor que e/3 por 1.1.15, el segr-urdo

por 1.1.14 y el tercero por 1.1.16, lo que concluye la demost¡ación. tr

Demostración (Teorema de Representaci,ón d,e Pólya). Como }a serie de la fu¡ción

exponencial converge absolutamente, podemos aplicar el teorema de Merten
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l"{u il{ou, oe : l"(D$(É #) "
: / S+ atkt z"-ke"-h *

l" 
"'1^?- 

6t+r 1n - ,4)! 
*' (1 1.18)

: 
n*- I - i^ zn - k 

c,- 2k - 1 d( )

donde la integral conmuta con la serie infinita por 1a convergencia uniforme de la serie

en conjuntos compactos. Pero J"etde es igual a 2zri si I - -l y cero en cualquier otro

caso, luego los únicos términos cuya integral no es cero son aquellos en que n - 24,

Iuego k!/(n - k)l : kl /kt : l, zn k : zk, finalmente obtenemos

fi l"wn«loe aq:iooqo : ¡1"¡. (1.1.1e)

!

Notemos que, por la ana.liticidad de /, cualquier círculo con radio mayor que el

tipo exponencial de / si¡ve como camino.

Definición 1.1.14. Sea / : IR.. + IR una función real y s un número complejo. Se

deñne la tra¡sformada de Laplace de f como

L(ilG): 
fo* " "tp¡at, (1.1.20)

cuando la integral existe.

)bseruación. Si / es una función continua de tipo exponencial z, entonces su tra¡s-

formada de Laplace existe para todo s tal que Re (s) > r) pues
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f,' b "t{ütr, r, l,' e-(.Re 
s ¡)t dt

tttt ' 
fo* ','"ar
-¡"-"'l- 1 /- sr ,,- t ]. -iJo' uL

1-e "¿- l-; , lr:"'
Luego, integrando por partes n veces, obtenemos

¡¡r', [* ,' 
"-u 

¿,

- _,,,_", I n [* ¡"_re "tdrs o sJo

(1.1.22)

( 1.1 23)

'-"''n-'' "!
,t! r .'n I

E1 siguiente teorema indica bajo qué condiciones podemos calcula¡ las trans-

formada de Laplace de una función analítica a partir de su serie de Taylor. Esta

observación establece un nexo entre las transformadas de Laplace y de Bore1.

§oioiim.o !
4 .ENTRAL (,i. 

-teNISaL -
-^'(
(ou.'9

,- c-(Re(s) ')¿ i¿-" R" 1r¡ . n

- 
"#, 

- c/race-(F"("r 'rbRe (s) -' ;J *á='
(1. 1.21)

siempre quc Re (s) > r.

Los siguientes ejemplos se¡án de utiliclacl en las próximas secciones.

Ejemplo 1.1.15. Es fácil ver que todo polinomio es de tipo exponencial 0. Luego,

para Re (s) > 0 e integrando por partes resulta
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Tecrema 1.7.76. Sea f (t) - lioa,,t",con t / 0 y supongamos que ezzsten cons_

tante,s N, K y a mayores que cero tales que po,ra n ) N se sulisface

K rv"
1"" I < ,t

Entonces

r(/)(s) ,f ,,c{i't{,) I:#
,-0 n 0"

D emostraci,ón. Primero noterios que

lctttrlt *,,.,,' ': 
,. (r,,, *,,,")l

... (lrro-É,","1)

Res > a. (1.t.24)

(1 . 1.25 )

(1 1.26)

donde 4,(,b(l)) : Ítr e d h(t)dt con c real. Si podemos hacer tender este último

término a cero cuando N tiende a infinito, el teorema quedará demostrado. Sean L¡,

ll y r como en Ia hipótesis. Entonces, para M ) N

1r,,, i",,",:li ,.,'i
| ,-o '¡=M, l

<r \--- 12
(,t)

:r(",n-#g{\
\ íi"t)

Como e-"t es una función positiva, 9 ( ,b implica L"(g) < 4,(ñ.), cuando las

transfo¡madas existen. Luego se tiene
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/ M t\
,.(l¡o: f ,,¿"1)

\1 í-o ll
. n, (-n-$q\
-..*, l" /_ nt I\ n:0 ,/

-o( , -$r " l\-' 
\" -' (,,*\""*, ) )

:n(L-tSrr¡") 
-=+o\" -, r ?\x) ) M-,-

si r > r pues L}o r" - (t z) 1 si lzl < 1.

Observemos que si /(z) - | a*2" es una función entera de tipo cxponencial r,
entonces por Ia proposición 1.1.1 se tiene 0 ( p < l. Si el orden es mayor que cero!

por el leorema 1.1.5 se tiene qtle erp - límsupnla,lrl". Como p ! 1 entonces pa.ra

toda C > 1 edste ly' tal que si n ) N cntonces nla.lt/- ( Cer. Arlemás, como

n ! 1 n" resulta que

o^ . (c"!)" 
< fl: .n'' n1

(1.1.28)

Si p es igual a cerol entonces ,4.1(r) (recordar definición de p y o) crece más lento

que e', luego los coeficientes de su serie de potencias se pueden acotar igual que en

el caso anterio¡. Esta observación demuestra cl siguientc teo¡ema.

Teorema 7.7.L7. Toda función dc tipo e-rponenci,al cumple la cond.ición d.el teore-

ma 1.1.16 y por lo tanto su transformatla de Laplace co,inc,ide con su transformad,a

d,e Borel en la regi,ón abierta Re (s) > r, es dec,ir, la transformada d,e Borel es la

cont'ínuaci,ón analítica de la transformada de Laplace aL cam¡tlemento d,el üagrama

conjugad,o de La función.

(1 t.27)
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1.1.3. La F\rnción P

A pa.rtir de a.hora comenzaremos a trabajar con distribuciones y en particular

con distribuciones de soporte compacto. Al conjunto de estas 1o llamaremos Dl (el

origen de la notación así como definiciones y algunas propiedades de estas pueden

consulta¡se en el apéndice). Ademrís, para trabajar con distribuciones en el plano

complejo, haremos la identificación (t,g) ++ ( : c*iy y procedemos como en eI plano

JR2. La sigulente definición desempeña un rol fundamentai en la teoría desarrollada

en las siguientes secciones.

Definición 1.1.18. Llama¡emos Transformada de Pólya P : D'o@) + Exp a Ia

función que a cada distribución d con soporte compacto le aplica 1a función e'(, es

decir, P (d)(z) =<d, e'e > donde la distribución actua sobre la variable (.

El siguiente teorema indica que Ia imagen de 2 que aparece en Ia definición es

correcta y ademrís que esta función es sobreyectiva.

Teorema 1.1.19. ,9e¿ d una di,stribución con soporte compacto contenido en {( '.

l(l < n). Entonces P(d.) e Ery con tipo ezponenc,ial r 1 R. Recíprocamente, si

J es de tipo eryonenc'ial r, para todo R > r esi,ste una med,i,da pf con soporte en

{( , l(l : R} tat que f :P(p¡).

Demostraci,ón- Supongamos primero que d: p, es una medida con soporte compacto

contenido en {( : l(l < J?}. Entonces ¡z es de variación firrita (ver [6]) y se cumple

(1.1.2e)

donde llpll es la variación total de ¡"r. Ahora, sea d una distribución a¡bitra¡ia de

soporte compacto. Como supp d es un cerrado contenido en la bola cerrada de radio

tp 0,) e)t : 
| 1."' 

a -«ll, 
l,r. *,1 "u lot rt(o < 

"'E I I 
pt t,
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B, que llamaremos A(,8), existe .R1 < -R ial que supp d C B(,Br) c B(fi) donde las

contenciones son estrictas. Sea ¡ infinitamente diferenciable y con soporte compacto

tal que vale 1 en supp d ¡, ¿s¡o fuera de B(,8). Notemos que para cuaJquier multindice

a : (a1, a2)

ly x?).,c 1 
: b.e a" xG) + xG) a"..e 1 

: @ xG) ¡ ¿"z,t"t *1q¡¡e"c l .

Además, como X 1! 1y sus derivadas son continuas (por to tanto estan acotadas

en compactos) existe C > 0

la"x(o".e| < c(1 .r z)nt+-\e)zh si l( < R. (1.1.30)

Luego, por la definición de una distribución (ver apéndice), existe una constante

C' mayor que cero taI que

P@)(z)l : I < d. x(<)"'c > 
I

. C' » st:p l0!,0ix()e'<l (l.l.Jr)
nrfia¡¡ lelsnr -

< C"(t ¡ 2N7"kltu < 6"lzln ,

donde N es e1 orden de la distribución, la constante C" es el producto de C/ por las

constantes que aparecen por Ia desigualdad 1.1.30 y la última desigualdad es debido

a que -Rr ( ft. Esto muestra que la imagen de 2 está contenida en -Orp. Para probar

el recíproco, sea / es una función de tipo exponencial r < By definamos para E c C

medible

tt¡.n(E) : t ". ", ",Rete 
B(fi(Reil)ff,

J {0:1=P¿'o 46¡
(1.1.32)
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con soporte en e1 círculo de radio /?. Luego, por el teorema 1.1.12 se tiene que

"2¡

"¡,¡,n)(r): l' 
e,ne'Rea Bff)(Reú;9

Jo 2tr
f )t
I e'( BtJ¡¡<1lt -. ¡qz¡,

J c ¿7tl

donde C es ei cí¡culo de radio R.

tr

Co¡olario 1.1.20. Sea d una distribución con soporte compacto contenido en {( :

](l < ,?] Luego existe una medida 4, con soporte cn {( : ](l - E} tal que p(d) :

"0').
Demastración. Por 1.1.19, Pd es una función entera de tipo exponencial con r ( _R.

Luego, por la segunda parte del teorema 1.1.19, existe una medida p con soporte en

el círculo de radio.R tal que P@):P(p) tr

tansformadas de Laplace y Fourier

Sea z : R+ + C una función con soporte compacto. Definimos la distribución

z(-€)¿o (l) mediante

< "( 6)áo(r), /(€, a)

Luego tenemos que:

,- f ,1-E1¡¡q,o)d€.

-,0¿a: [*
Jo

"(u(-{)e¡(rt))(zl 
: l_-^ €)e4e+io) dt ,

y haciendo el cambio dc variablc A - -(

(1.1.33)

(1.1.34)

P(u(-{)6s(ft)Q) - - l* "rr" u(y)e'adE: L(u)(z),



19

e identificamos esta distribución con la medida de soporte compacto p definida por:

f
p(E): I "Qidn.

",f E.\R

Ahora consideremos z : IR -+ C con soporte compacto y consideremos la distribución

u(_a)a](0:

Luego

< z(-,r)áo(€), /(€ + r?) >: | "¡r¡¡1o,r1ar.

P(u(-r¡)6¡({))(z) - l* ,1-rt|"'"an : l* ufu).-iszda -- '/-znt'1,¡1"¡, 
(1.1.35)

donde F denota a la t¡ansformada de Fourier, que deflnimos como

r(fl(,): fi l* rctu*'0" (1.1.36)



Capítulo 2

Ecuaciones Diferenciales de Orden
Infi.nito

2.7. Cálculo con Operador ó (*)
trl objetivo de este capítulo es ci estudio de Ia ecuación

r( l\ ¡,', s(x). (2.1 r)
\ ajr ,/

Para esto, primero definiremos e1 operador d(¿¿) "lro"do / es una función entera y

actúa sobre funciones enteras de tipo exponencial. Usando 1a teoría desarrollada en

el capítulo 2, veremos que podemos definirlo de forma natural mediante Ia serie de

potencias que representa a f. Luego resolveremos la ecuación 2.1.1 y veremos que

siempre tiene al menos una solución en Erp y que podemos encontrarla explícita-

mente. Finalmente, estudiaremos }a ecuación homogenea ó(*)f - 0

2.1.7. El Operador @1rJ-).

Debido a que / cs una función entera,, se representa por una serie de potencias

ót z) - \* n a. :". Lu"go re"ulra na ural ,l, Fnir

20
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/t r ,\

EI siguiente l,eorema dice que cuando / es una función entera de tipo exponencial,

la serie del lado derecho de Ia ecuación anterior converge. Además, proporciona una

manera explícita de calcularla usando Ia teoría desarrollada anteriormente.

Teorema 2.1.7. Sea $(z) : li, a,"zn una Junc.ión entera, f una funci,ón entera de

tipo erponenciaL y d una distrzbuc,ión con soporte compacto tal que f : P(d). Entan-

ces la sertie inf"nita \)io a"d," J I dr" eti,ste, conuerge uni,t'ormemente en compactos

v

¡(l\ tt't- i,.4r,,,\ ax / í-- dr,,

N -rr, a

.r,m f a"ll:p@d.)
/v +co 

- 
o r'"

* - * /ou'or 
: 

loe":'au 
: P((r'),

# -','"r,

(2.1.3)

Dernostración- Supongamos primero que d - p es una medida con soporte compacto.

Luego

(21 4)

donde Ia derivada pasa dentro de la integral al ser p de soporte compacto. Repitiendo

1o anterior concluimos que para todo n numero natural

(21.5)

Luego se cumple
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i'rÉ, f,l ,,** ,.d,: l*,.,a,..t

- "tu^ [f.",q'"uap61 (2.1.6)
N_c. lñ 1)-. ,=0

- lo.,{c)o,orle):p@t),
donde el límite pa-sa dentro de Ia integral por ser p con soporte compacto y a que Ia

serie converge uniformemente en compactos. En el caso más general, cuando d es una

distribución con soporte compacto, podemos hacerlo recoldando que d es continua

con la topología de espacio LF (ver apendice). Sea a infinitamente diferenciable con

soporte compa.cto y igual a 1 en el soporte de d. Consideremos la sucesión

,(rz 1/n\ _,,2 -_/a I

.r.12' : 11()L = 111tc¿.' ,-,- ' + 1rq,(e.( .,,r12) ,L/n t /n

y sea 1l :supp ¡. Entonces supp gn C ,(, supp g C ll y para toda m natural

d' ¡. ,tn

¿r^' C" n" __, r"yq(r(e'( - :-rr. rr()(e'¿

y la convergencia es uniforme en K. Luego, por continuidad cle d

ddd
¡ltz)' ArP(d) 

. 
dr. d..'' ,

: lím < d,9^ >-< d,límp^ >:< d,X!)ee"e >- 
"(Cd) 

.

Repitiendo, corrcluimos que 2.1.5 es válido para este caso más general. por último

vemos que se cumple que
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N 
'n, / / N \ \

J :lf ";,j - P(ar) - l':-" ( (»,','' -' )')1-o \\;Í / /

- ;,- (r.,,,., (i,,," d) ".\n--\ '\fr "" ) I
:<d,0>-0,

(2.1.7)

(21.s)

Ia demostración es in-

tr

donde el límite puede pasar adentro dentro de la dist¡ibución igual que antes por Ia

contiruidad de d.

n

En virtud del teorema anterior, Ia siguiente definlción es natural.

Definición 2.1.2. Si $(z) : lio a"z' es una función entera y f e \ry, erLtonces

definimos

(2 1.8)

Proposición 2.7.1. Sean $ y J como en la d,efiniczón anteriar. Si, d es una distri-

bución con soporte compacto tal queP(d): Í, entonces

/,1,\ól ,lf :P(ód).
\ar /

Demoslrac'ión. Por el teorema 2.1.1 y Ia deflnición anterior,

mediata.

Veamos algrnos ejemplos.

Ejemplo 2.1.3. Considmemos ]a fución ente¡a $(z) - expAz y estudiemos al

operador exp('y d,ldx) actuando sobre una función z de tipo exponencial. Sea p una

medida con u(r) - P(p,)(x), entonces
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"* (rfl)"to : p 
Gvc p) - lo"«,*,t 

ar¡q) : u(z + a) . (2.1.10)

Este resultado es importante en mecánica cuántica, pues muestra como e1 operador

momentum está relacionado con ras trasraciones. con este resurtado es fácil ver que

.-/ d\,, u(x tiü Lu(t-iy)
cos 

\u¡ )utt1
,_/ d.\,, u(x tiu¡ - u(x - iE)s'n (Ydr/tl(r)

"o"h(, 
d \,/,\: u(¡ ril+u(r.-y)

\" a, 1-''' 2

'r"r, (vf)«"1 - u(r + Y) -ru(t - Y) 
.

En el siguiente ejemplo veremos ur caso particular en que la serie que representa

" ó (*) r no converge si / es una función infinÍtamente diferenciable con soporte

compacto, lo cual nuevamente muestra las ventajas de trabajar en Ezp

Ejemplo 2,1.4. Sea / una funcíón infinítamente diferenciable con soporte compacto.

Consideremos la función enf,e.ra, Q(z): e". Sean a¡ y ó¡ los extremos izquierdo y
de¡echo del soporte de /, es decir, [a¡,b¡) es el conjunto más pequeño que contiene

al soporte de /. Vamos a utilizar el teorema 1 que aparece en [g] que nos dice que

para funciones cuadrado integrabres con soporte compacto podemos encontrar ros

extremos del soporte mediante las fórmulas

,, - - 1i-.ro log lr(/)(-¿Y)l

(2.1.t1)

(2.1.t2)

(21.13)a¡ : r-.r, los lr(/)('s)l 
,
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donde -F es la transformada de Fourier definida por la ecuación 1.1.36. Veamos como

actua e1 opcrador I (*¿) sobre /. Lla.memos f o - Df:,ff y.rpo,',gr-os que la

serie anterior converge en ¿il"(R) (el espacio de funciones integrables en cua,lquier

conjunto courpacto) a una lunción que llamaremos g. Como el soporte de cada /¡¡

esta contenido en ei soporte dc /, se tiene que

a¡Ianlbu1[¡.

Como integramos sobre un inte¡valo compacto, podcmos usar el teorema de conver-

gencia dominada para ver que

)*rr¡*lr¿- J*@)""'h: : t(s)Q)

(2.t.14)

(2.1.15)

(21.16)

u- [ut
t:; s@)e'"'

dr
t/zn

dx

./zn

Por otro la"do, usando }a propieda.d de la transformada de Fou¡ier de la derivada

do una furc'dn 117]. oLrene.rlos

rtÍ<)(,) f \ [" {^!9'-,,, d'
iá,,. Jo¡ ,t .,-' Jr,
@ -2n rb¡

-t:, l' t,""n"
í-- n! Jo¡

Juntando los dos resultados anleriores vemos que

r@)G): e "rff)@.
Fina.lmente, aplicando Ia fórmula 2.1.13 Ilegamos a
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ól>áe:límsup
9-+có

taslF (s) (i^s)l

que claramcnte es una contradicción pues ó¡ es finito, por lo que nuestra suposición

sobre la convergencia de {"fr}r es falsa.

2.7.2. La Ecuación ó(*)f - s

Con la teoría desarrollada hasta el momento, es fáci1 ver que la ecua.ción

óe)f : g con / entera ¡r 9 cle tipo exponencial siempre tiene al menos una solución

de tipo exponencial.

Teorema 2.7.5. Sea r! una función entera y g € Erp) y dn una distri,buc.¿ón de

soporte- compacto tal que g :p(d) y suppdni Z (ó) - A, donde Z(g) son las ceros

d,c la función $ (tal distribución eziste por el teorema 1.1.19). Entonces la ecuaczón

(2. r.18)

t'iene soLución en Erp d,ad,a por

,. Iog leu'f U)\u): 1rm Sup 

-

- rímsrp 
{, .ntrfl9x} - - o b¡ : *,

,-, (*)

a (fi) tat - 
'r"t,

Demostración. Primero, por 1.1.19 podemos escojer d, como una medida con soporte

en un círculo de radio R e V@), el conjunto de los modulos de los ceros de I (pues

los ceros dc una función analítica son discretos). Ahora, definamos J : P(dnl$ :
P(d¡), con d¡ - dnló Luego, por el teorema 2.1.1

(2 t.t7)

(2 i.1e)
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/,.t\
\*) rt,t :p(ó¿¡) :" (r*) :p@,) _ s(o), (2.120)

debido a que ra murtipricación de distribuciones es asociativa (ver en er apéndice raproposición A.1.1).

Obseruación. Notemos que por I-1.3.j nnrte-^- ^,.^,-
de la transformada de Bo¡er ,";'" 

podemos evaluar / explícitamente en términos

2.7.8. La Ecuación lfomogénea.

Como g(f;) : Exp _+ Et
interesante conocer su núcreo 

es un operador lineal ent¡e

o soruciones de ra ecuación a.j"il; 
vectoriales' es

. / d\
primero describiremos una fan 

@ 
\a ) t('l = o '

rilia de soluciones para esta ecuación.
?eorema 2.1.6. Sea $ una función entera, Z($) el conjunto d,e sus ceros y mq lamultiplicid'ad del cero ( e z(g). Entonces cuarquier 

"u o n oro de la Jorma

donde p1 es un polinomio de grado
ecuación homogénea Z. 1.22

f @): [ 
",e 

B(g)(O ac
rtct=a g(() zrt'

/(,): f pE(c)ee,,
eez@)

estrictamente menor

(2.1.21)

(2.1.22)

(2.1.23)

a m<, es soluciín de la

Demostración, Sea / como er

d = D<,uto¡pe(_0)66 ger*,l:;ll ,Tff::#;,:,"i."de 
d es ra distribución

por la ecuación 2.1.3 se cumpie que 
na distribución)' Luego

-
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0 ( *\ ¡O : P(,d.): » . 6a,pq@)óG)e<" >:0,
lez (ó)

(2.r.24)

trya que /(() : 0 por hipótesis.

El teorema 2.1.6 nos dice que entre más ceros tenga /, Ia ecuación 2-1.22 zdlr'ile

más soluciones. A continuación probaremos que cualquier solución de la ecuación

homogénea es de la forma dada por 2-1,.23. Para esto, primero vamos a probar el

siguiente lema. Sea R > 0, B/? : {( , l(l < R} y A(Bp) el espacio de funciones

analíticas en Bn y continuas err l(l : R con la norma del supremo. Sea E. e A(Bp)

la función definida por E,(0: eA. Dada una función entera /, sea

M¿.n:span{E,$: zeC},

donde Ia clausura se toma en A(B¿).

Lema 2.7.7. Sea $ una función entera, Z($) el conjunto de sus ceros, lZ(S)l sus

respectiuos módulos u R é lZ(ó)1. Sea {(¡}f:, una enurneración d,e Z(g)ñ B¡ y sea

m¡ la multi,pLi,cid,ad correspondi,ente al cero (¡. Entonces

Ma,a: lb e A(BR) : tf; es cero en ek con multiplici.dad.> m¡, k : L, ..., Kj

Demostración. Sea$e M4,n,luego ry' - DToo^óE^. Para probar qoe M6,¡¡está

contenido en el conjunto a la de¡echa en el lema, basta ver que 1a función dada por

,bG)lG-Q*r-1 va"le cero eva.luada en (¡ para todo tb e Ma,ay toda,L = 7,...,K.

Como el funcional evaluación p -+ p(eü es continuo pa,ra toda (o € Bn, entonces

L
Ia^ó8"^ I

- (r)-* I 
I

th@ 
I(( (d^- l,- Á« - (*)-"-'l«

S^. --,u d((-) 
Itr- r'\mk 1 0' (2 125)

fl.:0 \l \/i/ e,*
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pues (¡ es cero de d con multiplicidad m¡. Esto es válido para h - 1,.,., K, luego {
es cero en todos los Ce con multiplicad al menos ?¿t. Para ver la contención recíproca,

sea ú € A(BR) que sea cero et (¡, k : 1,,...K con multiplicad > m¡. Ltrcgo tl.t f S e

,4(B¿). Como los polinomios son densos en A(B¡) (ya que la serie de Taylor de

una función an¿:"lítica converge unifo¡mementc sobre cornpactos), entonces para todo

¿ > 0 existc un polinornio p tal que )rl,ló - pl) < e. Sea {fo}p, ,"u sucesión de

polinomios taies que p¡ -)¡ +- ry'/@. Entonces

))ów -,l,ll - )lé(po -,1, I illl < ló)ilpx,l, I ól _+ x.* o,

Jucgo /, r qPo . Tamlién .e licne qup Pol r Spa¡11 5. , . a 6¡. Para. v.r F\ro. nolc-

mos que e] lado derecho contiene a la función constante 1, pues E6(z) : 1. También

contierre a la función identidad, pues podemos tomar (8,(() ,l) I z e Span{E, : z e

C) y tomando el límite z -+ 0 obtenernos (. Por último, notamos que el producto

de una combinación iineal de funciones de la forma ezk<, z¡ € C, seguirá sienclo una

combinación lineal de Ias mismas funciones, por 1o tanto es un álgebra. Finalmente

t! c dPii c sp;T¿A ,;Z aI

n

Teorema 2.1.8. Sea J e Erp, con típo erponenc,ial r. Supongamos que J es salucíón

de la ecuación homogénea ó(*)f (r) :0. Sea Z(il - {e*}Lo una erutmeraci.ón d.e

los ceros d,e $ y m¡ sus respecti,uas mul,tipltcidades. Er¡,tonces etisten poLi.nomios p¡

con grado menor a mk tales tlue la solución J se representa como

/(") : I nx(r)e"eo
l1¡.)!¡

(2.1.26)
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Demostración. Sea / solución de la ecuación 2.1.22 de tipo exponencial r. Como los

ceros de una función analítica son discretos, podemos encontrar R > z tal que no

haya.n ceros en el conjunto {( e C : , < l(] < ft}. Por el teorema 1.1.19 existe una

medida 7-r con soporte en el círculo de radio R tal que f : P(t"). Consideremos el

espario cuociente A(B a) lMa,a. Recordemos que una función ana,lítica tiene un cero

en ( con multiplicidad n si y solo si sus derivadas de orden menor que r¿ evaluadas

en ( son cero (la enesima derivada en ( es la primera distinta de cero). Luego, Ia

clase de equivalencia fr/l € A(B p) lMa,a queda completamente determinada por los

valores

Iqlt :k:1,...K.0<¡<-¡], (2.t.27)Ia('lr-'" -"'""J
o, equivalentemente, estos valores son las coordenadas de [ry'] en cierta base. Por lo

tanto A(B¡) I M4,a tiene dimensión firita. Sea I un elemento de el dual de -4(B¡) I Jvlo,a.

Su acción queda completamente determinada por cómo actúa sobre la base. Luego

existen polinomios p& con grado menor a m[ ta.les que:

qat=ip-e\rl 
,

&:1 \ us '/ ](n

donde los coeflcientes de p¡ vienen dados por la acción de I en los elementos de la

base que acompañan a las coo¡denadas r/ti)16; Dado un espacio vectorial V, un

subespacio W y un funcional f e V-, podemos defini¡ ie (VlW)' como

. I[r] ,:. l,t, >, pero sólo estará bien definido si J(l4z) - 0. En particular, p

define un funcional lineal en á(B¡) mediante ,L -+ f údl.t. Por el teorema 2.1.1,

P(ót ) :0, luego el funcional definido por p aniquila a M6,a, por lo tanto
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f (r) -< tl,e<'>

(21.28)

n

Corolario 2.1.9. El operador d(¿¿) es invertible en Eep si y soto si @ no tiene ceros.

El tal caso, e1 operador inverso viene dado por

('(*t)) ' :;(*)

< i, l"*1 , [ ,,,a¡, - i.o, ( | \,,' ,- -f ,,Qt".,"J 
= 

\1'(/ '" fl"

; (*s) (, (*) ,) -;(*)P(4,d) -, (f) :P(d) - r

, G) (i(#), : r (*) " G) 
: 

" (T) : Pk' : f

(2.1.2e)

D emr.tstro.ciÁn. Por el teo¡ema 2.1.5, es claro que el operador d(S) es sobreyectivo.

Si { no ticne ceros, cl teorema 2.1.8 nos dice que la única solución a la ecuación

homogénea es cero, luego el núcIeo ó(*) "" 
cero y por 1o tanto es inyectivo 5, el

operador es invertible. Recíprocamente, 
"i ó(*) es invertible entonces es inyectivo,

luego su núc1eo es nulo. Entonces, aplicando una vez más el teorema 2.1.6, se deduce

que @ no puede tener ceros. Finalmente notemos que si /: P(d) e Ury, entonces

n

El siguiente corolario muestra como se rclacionan las diferentes soluciones de la

ecria"ción 2.] l

Corolario 2.1.10. Sean h : P(dt) y fz: P (dr) soluciones de la ecuación

Ó(*)f : g, donde d1 y d2 son distribuciones con soporte compacto. Sea B :
sup{lz] :z€snppdlUsuppd2}. Luego fi - /2 viene dado por 2.\.26conr - R.



32

Demostración. Como fi y fi son solucioncs de 2.1,5, fi /2 es solución de Ia ecuación

homogénea ó(ilf @ - 0. Adem¿ís, por el tcorema 1.1.1g el tipo exponcncial de

ft- fzes menor o igual que,R: sup{lz] :z€suppdlUsuppd2}. n

2.2. Aplicaciones

En esta sccciones estudiaremos algunas aplicaciones dc 1a teoría desarrollada an-

teriormente. Veremos que para ciertas funciones @, Ia ecuación 2.1.1 describe a algu-

nas familias de ecuaciones que aparecen cn ot¡os contextos, como son las ecuaciones

diferenciales con rctardo y }as ecuaciones de convolución.

2.2.1. Ecuaciones Diferenciales con Retardo

Recordemos de la demostración del teor-ema 2.1.1 que p((¿¡) - -d4;p (d) - f,(z)
y más en general

fir -'¡e"0,1 (2.2.1)

Luego, si considera.mos funciones de la forma @(() - Li:rpo()"e",con p¿ polinomios

! z¡ e C, obserr,ando cl ejemplo 2.1.3 vemos que la ecuación resultante es

r (*) t :L,,(*) r@ + z¿)

A este tipo de ecuaciones se lc conoce como ecuaciones diferenciales con retardo [14].

EI té¡mino retardo está asociado a sus apiicaciones en física, donde el argumento es

cl liempo y las derivadas de la funcón estan dadas err terminos de Ia función en un

tiempo previo (como sucede, por ejemplo, en electrodinámica, ver lt6l). Veamos un

ejemplo.
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Ejemplo 2.2.1. Consideremos Ia función entera @(z) : 2zcoshz : z(e, + e-") y

estudiemos Ia ccuación

' / d \ "'0l¡) t{"): Jt(r +t) + ft(r - t) - !t("),
para algunas funciones g. El teorema 2.1.5 nos indica. que la función

t:, ("k)
es solución de ia ecuación. Consideremos el caso en que 9(r) : e. -P(6). Entonccs

la solución correspondiente es

rv¡ [ . "'*. 6(, t)dz. - e' /o o r\' Jc 2¿cosh z" 2cosh I \L L'1)

En efecto

J'(r+t)+ f'(r -,,- "';*f; ' :""ffi: ", (2.25)

Si aho-a.orrrn,-6" 9 r) ca5t.rt , (r-; ,) (¿). erroncc.

tfe"
¡rt\ =¡ 

J"u_r}ln r(6(z - it t 6 z.L i\¡dz

: "n e_i, sin z e.2.6)

¿,, ,"osh , .l;.osh I : a* f
Vcamos si es cierto:

f'(t; + \) + f'(x t, -

2cos¿cos1 
2cos1

' 2cos-L cosr'

que es e1 resultado que esperábamos.
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Ahora veamos otro ejemplo que servirá para reconsiclera.r los espacios en 1os que

es posible encontrar solrrr:iones dc ja ecuación 2.1.1.

Ejemplo 2.2.2. Sea ó(") : "' 1. ErLtonces la ecuación homogenea ,b (*) - O

corresponde a

/(r+1) -f(,)-o (22.7)

Notemos que cualquier función con periodo 1 sa.tisface 2.2.7, aunque el formalismo

desa¡rollado sóIo se aplique para funciones enteras de tipo exponencial y el límite del

lado de¡echo en 2.1.3 sóio tenga scntido para funciones infinítamente diferenciabl.es.

Los ceros de / son {2ri.k}rcc.Por el teorema 2.1.8, cualquier solución en Exp sera

de Ia forma

/(") : I ,ke2"iL", cq€C, (2.2.8)
kj/2r

con ¡ el tipo exponencial de /. trs claro que cualquier función de esta forma será

dc período uno. Si conside¡amos funcioncs como en 2.2.8 pero con series infinitas,

entonces podemos obtener cualquier función en Ifl"(R) de periodo 1 mediante su

transformada de Fourier.

Retomaremos éstc tipo de ecuaciones cuando estudiemos problemas con valores

inicia.les.

2.2.2. Ecuaciones de convolución

El segundo caso particular que estudiaremos está relacionado con ecuaciones de

convolución. Sea L € ¿1(lR) con soporte compacto y definamos
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gQ) : l* e-"'u(x)d.t z ec. (2.2.e)

Como 'u, tiene soporte compacto, la integral eúste para cualquier z en el plano com-

plejo. Por otro lado:

donde C es la medida de Lebesgue del soporte de ¿. Notemos que este último término

puede hacerse arbitráriamente pequeño cuando lz - (l disminuye por Ia continuidad

de la función exponencial, por 1o que / es continua en todo C Por último, para

cualquier camino cerrado 7 en el plano complejo

^ I f -",rldrl'ló(z)-ó((\l' lL*"@t"- I

<ll,lP l*le"' - e'erdc

< Cll"ll' \rtax le'" - e'(12 ,
resupp u

l,oeto" 
: l, lo,@)u" 

o, o,

: 
l*"ot(1.,n**) *

: 
I*"o' 'o d'r : o 

'

(2.2.10)

(2.2.11)

donde el soporte compacto de z hace que la función sea integrable y podamos usar

el teorema de Fubini y la integral entre paréntesis de la segunda línea es cero por el

teorema de Cauchy. Como'y es a,rbitra.rio, por el teorema de Morera / es holomorfa

en todo el plano complejo, Iuego es entera. Ademas

ló@l< llu@)e"ldx I llrll"*El,

coll 16: Max{]zl : r € Suppz}. En resumen tenemos la siguiente proposición.
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Proposición 2.2.!. Sea u ,integrable c:on sopotle compacto. Entonces

((z) : Jou(r,) e-"'tlr es u.n,a función en,tera r).e tipo etpon,encial.

Recordemos que Ia convolución dc dos funciones se deflne como (/ * 9)(¿) :

/a s(¿ - r) J @)dt. Ahora consideremos / como en 2.2.g y veamos cómo actua

sobre el operador diferencjal S. Por el teorema 2.1.1, para cualquier función entera

/ d. r;¡o r¡p6¡c¡n:¿l ¡e¡-¡¡65

/.1 \
4'\ )_)ik)-P(ód¡)

- [ u'r -,d ¡t ¡( z)
JA

(2 2.12)
: f.r (l_*_.u',^roo) nqu,

- t- to,t, rt(y)dt,¡(¿)rJt

donde podemos usar el teorema de Fubini por el soporte conpacto d.e u y d,¡,r.¡. pero

d¡t¡ es lal qt:.e {o e'b-tt) ¿¡,1¡ (r) - f (" - g), por lo que concluímos que

/d\ t*
^\¡)¡t¡ J _f,,-y\ttls\dy:(u-l)\rt {2213)

Ejemplo 2.2.3. Consideremos z -- Xl_r,01 la función caractcrística del inter.valo

10,1]. Entonces si definimos @ como en 2.2.9, esta será de la forma

óa): f r*,1d0": l:,e-'"rtx- -=| ,:=
Entonces se tiene que los ceros de @ son de Ia forma 2trik cor A entero distinto de

cero. Po¡ el teorema 2.1.B, Ias soluciones de z * / : 0 son de la forma D*,N "x"r"*
donde N depende del tipo exponencial de .f y c¡ son constantes. Haciendo cI cálculo

explícito vemos que en efecto
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t0
u,f _ | f (, - y)Jll

J_1
V ro , ,o (2.2 14)

Lrr I e2-tt'\¡ r)da: f .*"r-'r, | ,-n,+',¿, : g.
Á-1 J)

Ejemplo 2.2.4. Sea f e Erp y zr € C.-(lR). Notemos que si / y g son funciones

integrables, diferenciables y con derivada integrable, entonces se tiene que /, x g :

(/ x g)'. Una manera de demostrar esto es notar que

t ( 1o * e)) (¿) - itr:(.f * s)(t) - itr(f)(t)F(s)(t)
\d, " ''/

-/dl \ ,.,r\r lfi-o) ttt, \;,) 
(t)r(a\(t),tft.f)tt)Ft3)(t).

Luego, por la inyectividad de la transformada de Fourier, ambas son iguales. En caso

de que 'u tenga soporte compacto y I e Er,p, podemos tomar una sucesión /, de

funciones infinÍtamente diferenciables con soporte compacto tales que J* + J en la

norma de l2(1R). Entonces se tiene que u' * fn : (" * f,)'. Como el soporte de z es

compacto, se curnple que por el teorema de convergencia dominada. Luego

| .. d |..^im l u(s\'.1^t t y) lim ,- / ú(¡)[.lr - s)dsn '* J n ',>a o.r .J

Lo que implica que

r ,tf
J u'(Yl|tt u)d! - '¡ 

I u,o'Itt - v)¿v -

Ahora usaremos Io anterior para estudiar l¡, ecua,ción

f - u" * f 't s, (2.2.15)

con u con soporte compacto y g e E:xp. Notemos que
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t') 1,0,-u d"

-*J- ,;u+f
d-L' d,_T.'

)2r
-,,olurytflt-s)dyúr' JR

i2¡

-* I urs) ler"dp¡{q)d-t'Jp. Ja
&tr

- d," J"e\.' J*u(t\e 
( 

'dYP¡ (\

f^ f
I C'"" I u(s\--(!dydp,(,) PlEp¡\.

Ja JR

cola Q(z) : z2 .lpu(y)e-'!d9 (que ya vimos que es una función entera) y donde el

teorema de Fubini y el paso de Ia derivada dentro de Ia integral sc justifican por

e1 soporte compacto de la función z y 1a medida ¿r. Ahora definimos .,1, - 1-,i,
y la ecuación 2.2.15 es equivalente a t!(dldx)f : g. Consideremos el caso en que

9(t) - 2cosr. Entonces por el teorema 2.1.5 se tiene

, _ n (6(, i) + á(¿ +,)\r-,\ t_ó@ )
[.,6("-i) +ri(z+i)

Jr: 1- z¿ | u(Y)e-'tdy

"i, e 't

I JuyleiLdy 1 [uly)e':udE
eí, e-í*

1+ \/Zir@) I + \f2rF-1(u)
Los términos en 1os denominadores nunca son cero pues 1a transformada (inversa)

de Fou¡ier de una función con integrable con soporte compacto nunca es constante.

2.3. fnterpretación de ó (f;) via teorema espectral

Otra manera dc abordar el problema es conside¡ar el operador adjunto no acotado

P : D(P) -+ ¿'z(R), P - i* cor D(P) el espacio de Schwartz y utilizar el teorema

(2.2 \6)

(2.2.17)
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espectral. La proyección que diagonaliza el operador es Ia iransformada de Fou¡ier

(ver ft9], pag.229), iuego para'1, e ¿-(R) es natural dcfinir

El siguiente teorema cs el recíproco de 1a proposición 2.2.7 y correspondc al

teorema 19.3 en 123].

Teorema 2.3.1 (Paley Wiener). Sea f una función entera de tipo etponencial r

cuya restricci,ón ¿ lR esfa ez tr'z(lR). Entonces exxste F e L2(-r,r) tal que:

¡¡,¡: l',r¡t1"0'"at

EI teorema anterior seña1a que una función entera de tipo exponencial e integrable

es Ia transformada inversa de Fou¡ier de una función integrable con soporte compacto.

Luego, si / es una función ente¡a de tipo exponencial se tiene que F-1(/) tiene

soporte compacto y por Io tanto podemos aplicar la ecuación 1.1.35 y el teorema de

inversión de la transformada de Fourier

r ( ,*) r@) :- r 'Qtr(Í)) (,)

l@) - r(r-1(f»at: fir (ao(€1,'-'(/l(-r)) (,)

I: 
,2¡P 

{AoG)t (/)(a)) (r\

Luego, por el teorema 2.1.5 y definicndo ó(z) - ?t( xz)

(2.3 1)

(2.3.2)
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f (,) : P (d(0¿.(0r(/) (ry)) (z)

1

-- 
ur- 

(aot{)7'( .fttnt.eGót(t)

l | "-.^: 
Jñ J e'"q(i\\rtJ'1/t1\d\

)"f
\/ ¿7r J

Por 1o tanto, la interpretación del simbolo $(d I dr) dada por la ecuación 2.3.1 coincide

con el desarrollado en 1as secciones anteriores para funciones enteras acotadas. La

solución de Ia ecuación l: 1(t!f $\Q;): g(x) la podemos encontrar inviertiendo Ia

transfbrmada de Fou¡ier

f(,)-, ,(?),,, (2.3.4)

La dificultad cle este método radica en cómo integtar 2.3.4 cuando f tiene ceros en

el eje real, dificuliad que se evita en 2.1.19 por 1a flexibilidad que existe para escoger

la medida dr, de manera que c1 camino de integración no pase por ningún cero.

Ejemplo 2.3.2. Veremos un caso sencillo en que la dificultad mencionada en el

párrafo anterior no aparece. Volvamos a estudiar el ejemplo 2.2.7 cott el nuevo méto-

do. EI sírLboio utilizado en ese ejemplo es Q(z) - 2zcoshz, hrego )a función co-

rrespondiente será jl(r) -- 2i,rcosx. Si utilizamos 9(r) : cosr su transformada, de

Fourier es vEi (ü + d-1)/2, luego por 2.3.4 tenemos:

'(*)

(2.3.3)

tó(k-1)+á(,b-1)I J, t -- - 

- 

e'h'dk
J 4xk cos K

e'' e-ir sin ¡
4ricosl 4dcosI 2cos1'

misma solución qte tcníamos antes.

lno 
ou */-- +\

? 8F-Ll9l!9A;
ü.q§rr8AL á
\t *t

(ou.ttÉ

(2.3 5)
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Ejemplo 2.3.3. corrsideremos eI problema de resolver la ecuación del caror en rR

con condición inicial

(2 3.6)

Intuitivamente, si pensamos en el operador áj como un número, la ecuación 2.3.6 sc

vueive una ecuación diferencial ordinari¿ de primer orden cuya solución es

.f (",t) - "'a3sk).

Luego la solución viene dada por 2.3.1

f (,,t) : f ..

.f 
e-tK" J:ls)(k)e'k'dk .

Si g es tal que vale e1 teorema de convolución, entonces

1

t/ 2r
(238)

(2.3 e)

(2 3.10)

ftn+\- 7 ¡ 1¡" tk21\*\"/r'
\/ zlf

"-c21+t+O:-+o' 2t/¡rt

Ahora sea 9 - H es Ia función escalón de Heaviside, podemos pensarla como una

distribución en S', el dual del espacio de Schwartz (notemos q.rr.e e-th'e S), luego el

teorema dc convolución puede aplicarse [1g] y Ia solución es:

r(,,t)-#.,@): l, *#*: lI#*
Notemos que e" l4t f f 4trt corresponcle al núcleo de la ecuación del calor. Ademris,

la solución corresponde con la intuición física pues tiendc a 1/2 cuarrdo f ticnde a

infinito. Si intentamos interpretar la ecuaoión 2.3.7 con g - H corno hemos hecho

en las otras seccioncs, es decir, como en el tcorema 2.1.1 nos encontramos en un

problema, pues la solución 2.3.10 es única pero
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.r,2l4t N ¡n ;2n
! lt ,z lrlr | " , ''- lt1r..

,,/ 4rt N1ñ /--i nl dr'¿n
(2.3.11)

pucs el lado derecho es igual a 1l más una dist¡ibución con soporte en cero, por lo

que vale cero en todo el semi eje negativo y no puede converger a ll2. El problema

radica en que e1 método que estamos usando solo funciona para funciones entcras de

tipo expcnencial. En tal ca-so, notemos que:

""' - 1 " (2.3.12)

€ S pues el rápidoLuego, por el cálculo 2.2.12 (rye sigue sicndo váliclo para z

decaimiento de z asegura la integrabiiidad), vemos que

f (",L) - etaz g(r) - e "/4tt/4nt* g,

por 1o que ambos métodos coinciden en este caso.

(2.3.13)

2.4. Problemas con valores iniciales

Consideremos ahora problemas con valores iniciales. Como veremos a continua-

ción, este problema esta íntimamentc relacionado con los ceros de la función entera

que consideremos como símbolo. Para comenzar, supongamos que / tiene N ceros,

contados incluyendo su multiplicidad, y estudiemos el siguiente sistema

e 12lat

,/Z"t
dr.

(2.4.\)

Comencemos viendo algunos ejemplos.

Ejemplo 2.4.1. Supongamos quc / tiene sóIo un cero de multiplicidad 1al que

llamaremos (. Por cl teorema 2.1.5 sabemos que existc al menos una solución (de

I óé) i@) - g(,), s e Erp

\ aI:9-." n-1, ,N
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tipo exponencial) a Ia primera parte del sistema 2.4.1, a la que Ilamaremos ñ. Por

el teorema 2.1.6, para cualquier nrimero complejo a 1a función ae(" cs solución de la

ecuación homogenea, por' 1o que la función f(r) - h(r) + ¿e(" también es solución

de Ia primera parte del sistema. Escogiendo a. - c1 - h.(0), entonces / soluciona el

sistema 2.4.1. Supongamos que /* también soiuciona el sistem¿¡.. Luego / "f* es

solución de Ia ecuación homogenea, luego por el teorema 2.1.8 se tiene que

f(") f.(r) - cec' ,

para alguna constante C. Evaluando en cero se tiene que C: c1 ct :0, por lo que

1a solución / es única.

Ahora supongamos que el cero ( tiene multiplicidad 2, de tal manera que la fun-

ciór (a+br)e.e'es solución de Ia ecuación homogerrea para ¿r y ó números complejos-

Repitiendo el proceso anterior y mantenienclo la notación, vemos que escogiendo

a: c1 h(0) y b- cz ((c1 - ñ(o)) -,b/(0), la función / soluciona el sistema.

Nuevamente, suponiendo que existe otra solución /*, entonces

f(") f-(") - (C, i C2r)e<' ,

con C1 y C2 constantes. La condición /(0) : /.(0) : c1 implica que G - 0, mientras

que f'(0) - "f.'(0) - c2 implica que C2 es cero, por 1o que ]a solución es única.

Finalmente, supongamos que tenemos un solo cero de multiplicidad 11. Entonces

tenemos la solución

J@): n@) + p(r)ee" ,

donde p(x) es un polinomio de grado estrictamente menor a K. Las deriradas de /
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son

"/'''(r) ¡' rtr) - »,"'' ('\p'"-"G)C'.
-j4 \J '/

Si p(z) - D?:a atri , entonces, para ,k I n se tiene

nk -

p1k)(r) : )- f14o**,ri.
ÁJl

Juntando todo esto, vemos que

.f ''rol i'ror ¡('),:,,q'' *, n:u, ,A-t.I,at¿/
Éste sistema es fácil de resolver pues para 7¿ : 0 solo aparece a6 y podemos despejaria

fácilmente. Para n : 1 aparecen a6 (que ya conocemos) y a1, luego tambien la

podemos despejar, como en el caso anterior en que supusimos un cero de multiplicidad

2. Continnando vemos que podemos encont¡ar cada oi en términos de ai con i < j,
por io que la solución siempre existe. EI mismo argumento que Llsamós en el caso

anterior muestra que }a solución es única.

Ejemplo 2.4.2. Supongamos que / es una función entera con dos ceros, (1 y (2,

cada uno con multipliciclad 1. Repitiendo el proceso visto en el ejemplo anterior,

vemos que Ia función f (r) : h(r) + aleeP ¡ a2eC," es una solución de Ia primera

parte de1 sistema 2.4.1 pala cualesquiela núrneros complejos a1 y a2, siempre que h.

tambien sea solución. Imponiendo las condiciones iniciales, vemos que Ias constantes

a1 y a2 deben satisfacer ia ecuación matricial

(¿ ¿) (t) : (;; il?]) (2.4.2)
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Sea A 1a matriz cuadra.da que aparece en la ecuación anterior. Se tiene que

det (,a) -- (z - (r y este siempre es distinto de cero (ya que por hipótesis los cc-

ros son distintos entre si), Iuego el sistema siempre tiene solución y ésta es única.

Ahora supongamos que f tiene tres ceros, todos con rrrultiplicidad uno. Proce,

diendo igual que antes, llegamos a las ecuaciones

/t 1
L

I (r (2
l.-,\{i {:

El determinante de la matriz es

É) (;i) 
:€-,id) (2.4.3)

como matriz

,Jet A - (29 - e3e." - G,e3 (i(r) + e,(r, C?e,
(2.4.4): ((. (,)((: - (')((z - (,) I o

pues estamos suponiendo que todos los ceros son diferentes. Luego Ia solución cxiste

y es única.

Si ahora suponemos que eisten n ceros {(}o_ar, cada uno con multiplicad 1, y

procedemos igual que en los casos anteriores, llegarnos al siguiente sistema

(2.4.5)

) ljji )
la ecuación anterior se conoce

: lJ le¡ - e,l
1!í<j <n

La matliz cuadrada" que aparece en

de Vandermonde, y su determinante es (ver 113])

1

e"
/2

:

11
*Cz
(i \;
::

/n-1 ,n t(r tz

(2.4.6)
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De aquí es claro que si iodos lcs ceros son difercntes, el dcterminante será distinto

de cero, por Io tanto el sistcma nueva.mente ticne solución y ésta es únic:r..

Ei caso más gene.al es una combinación dc los dos ejempros anter-iores. Es claro

que si el número de ceros de @ contados incluyendo su multiplicidarl es N, errtonces

a una soiución cualquiera de Ia primera. parte del sistema 2.4.1 se le pueden añadir

soluciones de Ia ecuación homogenea con 1y' constantes arbitrarias, pero no es evidente

que estas constantes se puedan elegir de manera que el sistema siempre tenga solución

y esta sea única, como en los ejemplos anteriores. Usando un enfoque clistinto, basado

en la transformada de Laplace, en [tZ] se prueba que el sistema 2.4.1 siempre tiene

solución 5. que esta es única.

Ahora pasaremos a estudiar el caso en que ry' es una función entera con infinitos

ceros. Es de esperarse, a raíz de los ejemplos anteriores, que sean neces¿rias infinitas

condiciones iniciales para que eI sistema 2.4.1 tenga solución única, lo cual implica

conocer /(")(0) para todo n natural. Sin embargo, al estar trabajando con funcjones

analíticas, esto es lo rnismo que conocer Ia solución de antemano 1,a quc / esta

completamente determinada por su serie de Taylor

E 1rñ) /^\
/1") :Ir'+')r'

Otra opción cs considcrar sistemas de Ia forma

f ¿(*t lt,, st.r) s + E.,p

I /1,: ¡

(2.4.7)

(2.4.8)

con 1 C lR un intervalo. Sin embargo, este problema es nuer¿mcnte reclundante,

pues si / es entera podemos conocer su seric de Taylor conociendo a / en cualquier

intervalo. Luego, para estudiar problemas con valor inicial para simbolos con infinitos
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ceros debemos buscar soiuciones fuera de Exp. Ya vimos en el ejemplo 2.2.2 q:e si

ó(") : "'- 1, entonces las soluciones a la ecuación homogénea ó(*) ¡ (r) : 0 serán

todas las funciones en .Eap cuya restricción a la recta real tenga periodo 1, aunque la

ecuación 2.2.7 tenga sentido en muchos otros espacios de funciones. Además, vimos

que si admitimos como solución sumas infinitas en 2.2-8 podíamos obtener funciones

con período 1 en /,¿"(R). En el siguiente ejemplo veremos que accptando soluciones

en la clausura et L2 de las soluciones obtenidas con eI teorema 2.1.26, entonces para

todo intervalo 1 el sistema 2.4.8, cor, g :0, siempre tiene solución pero esta nunca

es única.

Ejemplo 2.4.3. Para cada r¿ número natural, consideremos rm € IR tal que rz <

r^ < 2m y r^fr^, I Q para cada par * * m'. Consideremos los conjuntos

Z^: {r^n: rz e Z\{0}}

Z_

Entonces para todo k > 1 se tiene que

U
,?¡ÉN

5-
c€iz

I s-_ 1

-: 
\ \ 

-
l(lk ?-*!',rrorlt,""lo

:S'S,,1) t* lk .¿--r l^lk
m.:t 'ml n:tl''l

.\- 1 \- z

= !-l*lo f'-lnP'

(2.4.e)

Luego, por Ia ecuación 9.2 y Ia proposición 9.4 del capitulo VII de [24], la firnción
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(2.4.\0)

es una función entera de tipo exponencial con ceros de multiplicidad 1 en cada

( < iZ y solamente allí. Luego, por el teorema 2.1-26 las soluciones de Ia ecuación

óe)J @) - o son el conjunto dado por

óa) - fr (, - í) u,,

sp-. 
[_J {e*"} ,

zeZ

es decir, todas las combinaciones lineaies finitas de elementos de Ia forma ¿i'" con

z € Z. Sirr embargo, vamos a suponer tiene sentido tomar límites jusio como en

eI ejemplo 2.2.2. Entonces veremos que para cualquier interl.alo I y F e L2(I) el

problema 2.4.8, con 9 : 0, siempre tiene solución, pero para ningún intervalo tal

solución es única. Vamos a probar que el conjunto {ei'"},ez es denso en L2(I) para

todo intervalo f. Pa¡a esto utilizaremos un resultado clásico de Levinson sobre la

completitud de este tipo de conjuntos, de la forma en que se encuentra en [20],

teorema 8.

Teorema 2.4.4. El conjunto {ei^"*} es denso en I?(I), con I un interualo de Largo

2rD si

o_.rof f L(t)-2ptdl*loc"l _ ^^:1"J"IJ, ¿ *' s J'-*' (2.4.L2)

d,onde \r(t) es la ard.inalidad del conjunto d.e los ),* tales que l^"1 <t a i * i : ,.

Continuando con el ejemplo, vamos a mostrar que para toda C > 0 existe -R > 0

tai que, si r > R, se tiene que

(2.4t-r)

¡' Lz1) 
¿¡ s ¿r

Jt t - (2 4.13)



49

donde lts cuenta elementos en Z , lo que demuestra 2.4.72. Pa¡z esto, notemos pri-

mero que si lnr-l < r entonces lnl < r lr^,ltego

o-
Lz^?) > :' - 2. (2.4.14)

Tñ

Luego, como r* > 1 para toda r¿ se tiene que, para r > r@

l,' ^,*ú : ¡^y*". l:^G-,r) " 
:, (* -.* (;))

(2.4.r5)

Como log z !af e para toda ¡ > 0 podemos concluir que

l,' 
v*.d*,(:- -, - *) : (, 2) *,-,.(,- :) ! -z (z+,0)

Por otro lado, notemos que

/\z(t):»t\z^(t). (2.4-t7)
ñ=1

Como rn < r,nr para todo f la serie anterior tiene una cantidad fi¡ita de términos'

Luego conmuta con Ia integral y tenemos

l,' ** : 
l,' 

D?='!"(t) 
" 

: 
*,1,' 

n*",
(2.4.18)

por lo que para todo M € N y r > rM se cumple que

f ^r(L)at, S i' ¡,-(t)¿t> (r-e ,tÉ1 z¡r. (2.4.re)
J, t ---luJt L - '".*

Como la serie armonica diverge, 2.4.13 queda demostrada. Luego siempre encontra-

remos soluciones al sistema 2.4.8 con 9:0. Tomando un intervalo J más grande,
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las soluciones de la ecuación homogenea siguen siendo densas en tr2(J), por. Io que

poclcmos extender F z J de varias maneras y todas seguiran sicndo solución, lo que

demuestra que hay in6nitas soluciones.

Ifefinición 2.4.5. Sea ó una función entera y Z sus ce¡os distintos de cero. Ei

exponente de convergencia de 1os ceros de / es el ínfimo de Ios rc > 0 tales que

D",rl,l-. <,o.

El ejemplo anterior nos dice que, restrigiendonos a cualquicr intervalo finito 1,

cralquier función en 1,2(1) esia tan cerca, como queramos de una solución de la ecua-

ción $(fr)f (z):0 en Etp. Esio se debe al mccimiento de Ia función 47, por lo que

podemos ver una relación entre 1a densidad de las solucloncs y la cantidad de ceros

de las función. La función { usada en el ejemplo tiene exponente de convergerrcia 1,

pero veremos que cl fenómeno se repite para funciones con exponente de convergencia

mayor. Para ello utilizaremos el lema 2.5.7 de [2].

Lerna 2.4.6. Sea a > 0, $ una Junc,ión entera, Z el conjunto d,e sus ce_ros (sin

p érditla de generali,dad, supondremos que 0 S Z) y 1\ la función que cuenta sus

ceros. Entonces la seri,e

\-1
1¿ ¡a
e€z \)

/- 
^(¿) 

,

Jn t"+taL

(2.4.20)

d'r,uerge si, A solo s,i la integral

(2.4.21)

diuerg e.

Teorerna 2,4.7 . Sea $ u,na función e.nte,ra cuyr: erponente de conuergencia es es-

tri,ctamente mayar que 1 y cuyas raíces son imagznarias. Entonces las soluciones d"e
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la ecuación ó(*)f :0 en Erp son d,ensas e,n L2(I) para cualquier interuaLo acotad.o

I.

Detnostrac'¿ón. Sin perdida de gencralida.d, supongamos que cero no es urra ra,íz cle @-

Las soluciones de ia ecuación homogenea son combinaciones lineales de furrciones de

la forma e(", con ( € Z. Ltego basta proba.r que límsup" r-r 1frr-l,l1.(t)dt: oo y

por el teorema de Levinson obtend¡emos el resultado. Supongamos que éste ú1timo

límite es falso. Entonces cxiste C > 0 tal que

! [ &rr. 
". 

(2422)r Ja t

Ademas, como A es una función monótonamente creciente, se cumple que

^(¿) 
: 

^(¿)roge 
- A(r) 

1," * , f,"' 
n?'o, 

= "* (2.4.23)

Sin embargo, como el exponente de convergencia de / es mayor que 1, el lema 2.4.6

nos dicc que para todo ,4 > 1 se tienc que

/-H":- (2 4.24)

Notemos que como ( no es cero de @, ,{ es cero en un intervalo que comienza en cero,

por Io que la divergcncia es en el infinito. Esto nos lleva a una contradicción, pues

por otro la.do tenemos

[* Cot ^ l-* C"
| ,r*,dt -('el t^df

.tt I J1k-I

para k > 1.

(2.4.25)

n

Para fina,Lizar veamos un ejemplo de un sistema como eI mencionado en 2.4.8.
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Ejemplo 2.4.8. Consideremos Ia función entera $(z) : ze-z * 1. Luego 1a ecuación

2.1.1 se ¡educe a

f'(" - t) + J@) : s(r) , (2 4.26)

una ecua,ción diferenciai con retardo como las estudiadas en ]a sección 2.2.1. Los ceros

de f están dados por las distintas ramas de la función multievaluada W de Lambert,

que se define como Ia inversa de la función f (W) : W ew (ver 17]) . Entonces Ios ceros

clc { son (¡ : 144(1), con ,t entero y W¡ las distintas ramas de la función. Como

se explica en 114], para que la ecuación anterior tenga solución única para s > 0 en

C1(10, co]), debe especificarse una condición inicial (continua) para / en | 1,0]. Los

ceros de { son infinitos, lo que calza con Io anterio¡ debido a que un conjunto finito

de condiciones para ./ y sus clerivadas en cero no impondrán unicidad a Ia sr,lucjón.

Las solucioncs en Ezp estan dadas por

f@)-P(3)+ »
<r€z(ó

ckelot , (2.4.27)

donde Ia serie es Ánita y corresponde ¿ las soluciones de la ecuación homogénea.



Apéndice A

4.1. Teoría de Distribuciones

4.1.1. Espacios Vectoriales Topológicos

Reüsaremos algunas topologías que se les puede dar a algunos espacios vectoriales

no normados, que generalizan los conceptos de espacios de Hilbe¡t y de Banach. Para

mas detalles consultar [25]

Deffnición A.1.1. Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial sobre C equipado

con una topología generada por una familia numerable de seminormas {ll.]l¿}¿s¡.¡ que

separan puntos, es decir, si se cumple que llr.rll¿ : 0 pa¡a todo i en N, entonces u : 0,

y que es completo con la siguiente distancia inducida por las seminormas:

S 2-ull" - vllra\r,U) : ).- .., .- l*,1,-.
/c:0 - ll- Y llk

Notemos que cualquier espario de Banach es un espacio de Fréchet,

norma es una seminorma que separa pultos.

(A.i.1)

pues una

Ejemplo 4,1.2. El conjunto de funciones enteras es un espacio de Fréchet con la

familia de seminormas
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lljll": sup{lf(z)l : lzl<n} n€N. (A.1.2)

La topología de un espacio de Fréchet es más complicada que la de uno de Bana¿h.

Por ejemplo, el teorema de la función inversa no es válido en general para espacios

de Fréchet. Sin embargo, otros resultados como el teorema de Hahn-Banach o el de

la función abierta siguen siendo válidos 125].

Definición 4.1.3. Diremos que un espacio vectorial tr/ es un espacio LF si I/ puede

obtener como el límite inductivo de una cantidad contable de espacios de Fréchet,

es decir, eiste una secuencia {%}".N de espacios de Fréchet tales que, para toda

n, V^ C W+u V = U"eNV" y Ia topología inducidad por V¿+r en V,, es idéntica a la

topología de V". La topología de 7 queda definida al fijar que un conjunto convexo

U es una vecindad de cero si y solo si U ltV. es vecindad de cero para todo z.

A.1.2. Distribuciones

Ahora haremos una breve introduccón al tema de Ias dist¡ibuciones, centrándonos

en aquellos tópicos que se utilizaron a 1o largo de la tesis. En lo que sigue, a denotara

un multi-índice, es decü, una z - tupla o: (ot,. ..,d") y se define

(A.1.3)

Las distribuciones son funcionales lineales en el espacio de funciones inflnitamente

diferenciables con sopofte comparto Cf (0), donde f) C iR" es un abierto, que cum-

plen cierta condición de continuidad. Siguiendo a Hórmander, indicaremos cúa,l es

ésta condición y más adelante indicaremos qué topologra en Cf(O) convie¡te al es-

pacio de distribuciones en el dual topológico de éste. Los detalles pueden encontrarse

en [i5]

l*t:É,,, a"ó- aqJ*,.¡.
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Definición A.1.4. Sea Q C R! abierto. Una distribución d es u¡r funciónal lineal

del espacio de funciones infinitamente dife¡enciables en f) con soporte compacto

contenido en f) tal que para todo -If C O compacto existen constantes C y ,b tales

que

1d,,e >:: d(d S C | ""p ¡a"e1"¡¡, ,/ € Cf (O),

l"lSt ""

I < t",p > t:ll.r*13 7,(r)sup k(r)1, (p € cf (c¿),

. t,v r-- f rv.

(A.1.4)

Si k puede escojerse independientemente de I(, diremos que d tiene orden finito y el

orden de d sera el menor de tales ,b.

Revisemos algunos ejemplos.

Ejemplo A.1.5. Sea p una medida en O. Entonces q -+ I Vdp define un funcional

lineal en Cfl(0). Ademas, pa,ra todo K C f,) compacto

(A 1.5)

por Io que toda medida en l) define una distribución de orden cero. De la misma

manera, si / es una función localmente integrable, es decir, integrable sobre cualquÍer

conjunto compacto, entonces define una distribución d.e orden cero, que tambien

llama¡emos /, mediante

(A.1.6)

Notemos que si K c IR" es compacto, sup,.¡¡ lá*/1, con a recorriendo todos los

multi-índices, define una familia de seminormas et Cf;(K) que separa puntos y en

la que Ia convergencia implica que J y todas sus derivadas parciales convergen uni-

formemente. Como una sucesión de fulciones infiníta¡lente diferenciables converge
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u¡iformemente a una función infinítamente diferenciable, este espacio es completo,

luego es un espacio de Fréchet. Dado f¿ C lR", existe una sucesión de compactos 1l,

con I{^ C K^+t y Q = U7=, K" Luego podemos fo¡mar una sucesión {Cf (f")} de

espacios de F¡échet tales que Cf (O) - U"Cf (K") y que cumplen todas las condicio-

nes de Ia definición 4.1.3. Luego el espacio de funciones infinitamente diferenciable

con soporte compacto contenido en un abierto O es un espacio LF. El espacio de

distribuciones es el dual topológico de este espacio con Ia topología señalada ante-

riormente. La ecuación 4.1.5 asegura la continuidad, luego para cualquier distribu-

ción d se cumpie que para toda sucesión {9"} que converge a tp en C6-(O) , es decir,

existe K compacto con supp g,,, supp g C K y 0"9^ -+ 0"9 uniformemente en K

para todo multindice a, se tiene 1 d,pn 2-+1 d,9 > en C. Llamaremos 2(f)) al

conjunto de funciones infiníta,mente diferenciables con esta topología y 2'(O) a su

dual topológico (es decir, las distribuciones). A continuación introduciremos algunas

operaciones que se pueden realiza¡ con distribuciones.

Definición 4.1.6. Sea / una función infinitamente diferenciable y d una distribu-

ción. Definimos la distribución /d rnediante < .f d,p >:< d, ip >

Proposición A.1,7. La multiplicaci,ón d,e Junc'iones por d.istribuci,ones es asociati,ua.

Demostraci,ón. Sean / y g funciones in6nitamente diferenciables y d una distribución.

Entonces

< (f g)¿,e >:< d,(f g)p >:< d,sjd >:< sd, f e >:< f Gd)'e >

A continua¿ión veremos como diferenciar una distribución.

n
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1aDefinición A.1.7. Sea d una distribución. Se cleÉne su

formula:

(A.17)

Una consecuencia inmediata de esta deÉnición es que toda distribución es infini-

tamente diferenciable.

Soporte de una distribución

La deflnición de soporte de una función / : 0 -+ C puede extenderse para distri-

buciones. Para e}1o introduci¡emos Ia siguiente notación.

Definición A.1.8. Sea X C 0 un abierto y d éD'(n) una distribución. Definimos

la rest¡icción de d a X como }a distribución dx € 2/(X) definida por dx(ó) : d(ó)

para toda ó e D(X).

Tambión necesitaremos cl siguiente resultado que puede encontrarse en lt5], teo

rerLa 2.2.1.

Teorema 4.1.9. Sea d € D'(A) una d,i,stri,buc,ión que cumple que cad,a t e Q tiene

una uencidad tal que la restricci,ón de d a esa ueci,ndad es cero. Entonces d, - 0.

Luego resulta na,tu¡al extender la definición de soporte como sigue.

Deflnición A.1.10. Sea d e D' (A). Definirnos el soporte de d, supp d como el

conjunto de puntos en l) que no tienen una vccindad abierta en la que la restricción

de d sea cero.

Por definición, el complemerrto Ce supp d es el conjunto de puntos con una vecin-

dad en la o.ue la restrición de d se anuia, luego por e1 ieorema A.1.g se cumple que

(#,,)--(,,#)
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d5¿¡",ro ¿ es cero. Llamaremos 2i(f)) a] conjunto de distribuciones en fl con soporte

compacto. Notemos que si d € l:L(O) V d € C-(CI), podemos clefinir d(@) - d(x,t)

donde X una función infinitamente dife¡enciable con soporte compacto que vale 1 en

supp d.

Ejemplo A.1.11. Regresemos al ejemplo A.1.5. Sea / una función Iocalmente in-

tegrable. Entonces su distribución asociada tiene soporte igual ai soporte de /. En

particular, si / tiene soporte compacto, su distribución asociada tiene soporte com-

pacto.

Ejemplo A.1.12. Consideremos la distribución delta de Dirac definida como

< 6, ó >: {(0) para toda / e 2(f)). Luego el soporte de á es {0}.
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