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RL]SU\itrN

Dado { uu toro colrlplejo r"f un:r furLciiiu holo¡rorf¿ cle X eri -Y se quicrc' estudiar el

nr'rme¡o de purrtos 6jos dc las lirnciorres iteraclas /" ¡'rniís específicarncntc cl «)rnportlrulicllto

asint(iti.ro urarrrlo n tie[dc a inlinito. En 1] se clcmuestra qrre para rlimcnsión 2 csta sucesiórr

pucde tener solo tres t¡)os dc comport¡rnlieltos: -1. que esto deperrderá dc los valo¡es p¡ol¡ios

clc 1¿r íunciiilL. Lo c¡ue sc h¿rr¡i en este ¡¡alr¿iio cs iutroclLLcir algunits hcrrarnieltas cle teo¡ía clc

uúrue¡os l'rtproxirlacirin diof¿rrrtiua pala erLe[der c] rcsultarlo a dim-.nsiorre's ¿r¡l¡it¡arias.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Toros complejos y variedades abelianas

Sea V un C-espacio vectorial de dimensión.q y.L un reticulado en V; es decir, un subgmpo

discreto de rango maximal, y por Io tanto isomorfo a Z2s. ErLtonces a Ia va¡iedad compleja

T : VIL se Ie llama toro complejo de dimensión g Se observa que ? es un grupo abeliano por

ser cuociente de grupos abelianos, y es una variedad compacta por ser -L un subgrupo de rango

maximal.

Ejemplo 1.1. Consideramos dos vectores {27, z2} en C, }inealmente independientes sobre lR y

definimos ¡, : {nz1 + rnz2 | n,rn € Z}. Entonces f : C.lL es un toro complejo de dimensió¡r

uno.

Ejernplo 1.2. Un caso particular del ejemplo anterio¡ es considerar los vecto¡es {1,2} en C,

que claramente son linealmente independientes sob¡e lR. En este caso el ¡eticuiado.L es el grupo

de los ente¡os de Gauss Z[d] (de hecho este tiene estructura de anillo, pero pa.ra 1o que se qLriere

hacer esto no hace diferencia). De este modo cbtendremos un toro complejo de dimensión 1.

:r : clz,li)

La gracia de este ejemplo es que podemos ver este toro haciendo Ia identiicación de lados

opuestos de un cuadrado de lado 1, de 1a misma manera que se contruye el toro real de dimensión

2 como un complejo de celdas (ver figura 1.1).



Figura 1.1: inc¡ustación del toro bidimensional ¡eal en 1R3 y su respectiva representación como

CW-complejo de dimensión 2,

En general para representax un toro complejo de Ia forma T = V I L se escogen bases V :
{rr,...,rs} de y como C-espacio vectorial y h,...,fze de L corno Z-módulo. De esta manera al

ser V base de tr2, se tiene que /j : T,"nturt 
con ¡'ij € C. De este modo denotemos por rrj ! ..., Í'eJ

Ias coo¡denadas de /j con respecto a la base V.

La matriz

1Í g,\ "' 1r g,2g

En M(9 x 29,C) se llama la matriz período de ? (con respecto a las bases escogidas).

Nos preguntamos en este punto ¿es toda matriz II € M(9 x 29, C) la matriz período de algún

toro complejo? Para responder a esta inteuogante debemos ir a Ia sigui.ente proposición.

Proposición 1.3. II € M(9 x 29, C) es la matriz período d.e algún toro analítico si y sólo si, la
/Il\

matrxz .t' : 
[nJ 

., na sLngular.

Demostraci,ón. Po¡ lo visto previamente, una matdz II es la matriz período de un toro compleio

si y solamente si los vectores columnas de éste generan un reticulado en el espacio vectorial, y

esto pasa si y solo si ios vecto¡es columnas son R-linealmente iudependientes.

Supongamos que las columnas de lI no son linealmente independientes sobre R, es decir, podemos

encontrar , € R2e no nulo, con IIc :0- Luego se tendrá que P:z:0-
Reciprocamente si suponemos que P es una matriz no invertible, entonces hay vectores r, g €
IR2e, no ambos cero, tales que P(z*iy) - 0. Pero esto significa que II(r r iy) 0 y II(r+Íy)) = O.

1f1 i ... 1fl a^

,:(



Luego II(e - ig) : ñ(" + rr) : 0. De esta manera como ll(c + rig) : TI(r. - ig): 0, concluimos

queIIc:IIy:0,donde:¿*0oA10.LuegoIascolumnasdefInopuedenserlinealmente
independientes sobre lR. Así se concluye que fI no puede ser una matriz período.

tr

Ejemplo 1.4. Sean zt:7, 22: ¿ en C. Podemos tomar la base {u : 1} de C como C-espacio

vectorial, y {Ít, fz} : {1, l} base de .L como Z-módu7o. Entonces Ia. matriz período de 7 : C/-L

es (1 i), y la matriz P de ta proposición anterior ." P = (' ') o* es claramente no
\1-il

singula.r (determinante no nulo).

Deffnición 1.5. Sean ?1 y ?2 dos toros comp§os. Un homomorfismo de fi en ?2 es una función

analítica I : T1 --+ T2 compatible con Ia estructura de grupo.

Definición 1.6. Sea ? un toro complejo, y z6 e 7, se define }a traslación por zo como la firnción

analítica i,o :7 -+ T dada por t,oQ):7 ¡ 70.

Obseruaci,ón. La tra.slación ¿zo no es un homomorlisr¡o de toros complejos (sa1vo que z¡ : 0),

ya que no preserva la estructura de grupo, pero sí es utra función holomorfa.

Proposición 7,7. Sea h : T1 -+ T2 una función analítica, con T1 : V1l\ y T2 : Vzllz,
entonces

1. Eriste un único homoríLorfismo d.e grupos f .. T1 -+ T2 taL que

h:t¡p1c J

es decir, h(z) : "f(z) + ¿(0) Yz € T1 .

2. Eriste una única apLi,cacr,ón C-lineal F : V1 -+ V2 con l-(L1) Q L2 que induce eL homomor-

fismo f .

Demostración. Definimos f : tne) " h, y consideremos la siguiente composición de funciones

v\--t]t-t2



Por otro lado como I/2 es ei recubrimiento universal de ?2. 1a fu.nción 
"/ 

o zrr puede se¡ levantada

a una función F : V¡ ---+ y2 analítica de fo¡¡ca úniea de rnanera que e1 diagrama siguieúte

conmute

V\ J\ V2

\j""r "* J
T2

y taI que f'(0) - 0.

De la conmutatividad del diagrama veroos que F(u + l) -,t¡u) € L2, para toiio I € tr1 y .u e \rr.

Entonces esta furción de u es constante. Así

l¡(r, + l) : F(u) -i .E(¿)

para todo I e L1y u € y1, y por lo tanto las deri.zadas parciales de F son periódicas ccn períodos

¿1. y por lo tanto constantes. Como F(0) :0, se sigue que F es C-lineal.

ti

EI conjunto de todos los homomc¡¡fismos de ?1 en ?2 forman un grupo abeliano (con ia

operación suma punto a punto), denotado por H o¡n(lh, fz). La proposición anterior nos entrega

un monomorfismo de grupos

p" : H orn(Ty.T2) - H orn,¡(V1.V2)

(donde ,Yom6(l'i, !/2) es el espacio vectoriai comr,lejo de transformaciones C-lineales ent¡e los

C-espacios vectoriaies % y 7z) dado por p,("f) : F y ilauradn la representación analÍtica de

H o'm(T1..1\). p"("I) recibe el nomb¡e de reprcsentación analíiica de /.
Por otro lado, Ia restricción F¡. : L1 -> L2 d,e F al ¡eticulado Lt es Z .linea.l. Así se tiene

un ¡nonomo¡fis¡ao

p, : H om(.Ty,I\) , H om,?,(L1, L2)

(donde Homv(L1, tr2) es el grupo <ie homomorfismos de Z módulos entre ¿1 y -L2) darl,r por

p,(f) : FU y llamado Ia representación racionai dc IIotn('fL,Tz), y ¿ p,("/) la representaciór.r

racional de /.



Definición 1.8. Cuando 7r : '[, los hornomorfisrnos j : T1 -+ Ty son llamados endomo¡fismos

de'{. A1 coniunto de todos los endomorfismos 10 denotamos pot End(71).

Ejemplo 1.9. Dado un toro ? : V lL y un eniero n, se tiene el endomorfismo n7 : T -+ T,

cuya. iepresentaciór analítica esta dada por p"(nr) : V ---» V , p"(nT)(z) : nz.

Definición 1.10. Sea T:VlL un toro y,9 un subconjunto de T. Se dice que S es uu subtoro

de ? si existe un subespacio W de V y un reticulado M en W tal que M C W a L y t¿ü que

s:wl^,r

Proposición 7.1!. Sea J : T1 -+ T2 un hornornxf,srto de. taros. Entonces

(1) I¡nf es u,r't subtoro d,e T2.

(2) I{erf es urt subgrupo compat:lo del\. Su. cotr.,porLp-nte cane?J que contiene a 0, d,enotada

por (.lterf)q, es u,n stbtoro d.e T\ d,e írtCice Jir,i"to en kerf.

Demosirc.L'.iún. Lo primero que se riebe rotax es que y3 :: ¡-(l/t) q y2 es un subespacio vectori&I.

Por otra parte L3 :: L2 n I'(V1) es discretc, pues está ccntenido er ¿2 y además genera a y3

como ]R-espacio veciorial. De esia manera se co[cluye que lrnf : yr l 1,t. Así queda demostrado

(r ).

Ahora se probará (2). Corno kerf : "f-1((.).¡,), se tien!. que kerl es un subglupo cerrado de A,
y por Io ta,nto compacto (cerrado en un compacio es cornpacto). Luego tiene una cantidad finiia
de componentes conexas, y cada una cor¡pacta. De est¡ manera (kerf)¡ es conexa, por 1o que

sólo basta probar que este es un subtoro.

Como Ia representación analítica F de I es lineal, se tiele que V4:: F-1(L2)a es un subespacio

vecto¡ial de y1. De esta manera se ve que (her J)s : V4l Lr a'v'4, pero como (ker f )¡ es compacto,

se tiene que tr1n I/4 tiene que ser de rango maximal, luego es un reticulado en I,'a. De esta manera

se concluye que (kerl)6 es un subto¡o de 7r.

tr

Obset'uación. Para todo to¡o ? : VIL y vt enlero n f 0, el endcmorfismo n7 de ? ciefinido

anteriormente tiene como núcleo a 1os puutos dr: o¡den rr en ?, también llamados puntos de

n-torsión, y denotados por ?[zl]. Además se tiene que Tln] = (Z lnz)2



A continuacj,ón se introducirá Ia noción de va¡iedad abeliana, objetos particularmente impor-

tartes en geometría algebraica y geometría compleja. T,,a defirición que se dará es la más córnoda,

para trabajar en este coltexto! sin embargo, se pueden encontrar otras deffniciones equivalentes

en la literatua.

Definición 1.12. Sea dirá que un toro 7: VfL es ur,a va¡iedad abeüana si es que tiene una

inmersión a algún espacio proyectivo.

Ejemplo 1.13. Se define una curva elíptica E cor¡ro una curva proyectiva de género 1. Estas

cur\r,s tienen estructura de grupo abeliano (ver [18] para rr,ayor detalle de Ia est¡uctu¡a de óste),

luego las curvas elípticas son va¡iedades abeliauas.

Veremos en Ia siguiente proposición que podemos conside¡a¡ productos de va¡iedaries abe-

Iianas para obtene¡ nuevamente una va¡iedad abeliana

Proposición 1.74. Dado X,Y d,os aari,ed,ad,es cbelianas, entonces el prod.ucto X x Y es u,na

tariedad,es abeliana,

Demost'¡-ación. Decir que X e Y son.lariedades abelianas, es equilalentes a decir que son toros

complejos, con estructura de variedad algebraica proyectiva. Luego X, Y son proyectivas, por Io

tanto X x y es proyectiva (ver [17, Sección 5, Capíiulo 1]). Adernas, por otro lado, es directo
que producto de toros es un to¡o. Así concluimos que producto de va¡iedades abelianas es

abeliana. tr

7.2. Algebra y teorÍa de númcros algebraicos

7.2.7. Teoría de cuerpos y Galois

En Io que sigue, aparecerán ftecuentemente extensiones finitas de Q y sus respectivos anillos

de enteros, por 1o que se repasará y esta"blecerá cierta notación y coDvenciones.

Todas Ias extensiones de cuerpos que consideraremos serán finitas (por Io tanto aigebraicas)

sobre Q, por lo tanto pensaremos que todas ellas están dentro de u¡a misma clausura algebraica

Q ¿e Q, mrls aún supondremos que esta clausura está contcnida en el cuerpo de los números

complejos C.



Qr@cC

Definición 1.15, Sea K una extensión linita de ,Q, enrcnces diremos que 7( es un cuerpo dc

números.

Otro hecho importante es que en Ia teoría general, dada una extensión de cuerpos ,L/-I(.

existen s incrustaciones -L .-+ K que fijan K, donde s es el grado de sepa¡abiiidad de la extensión.

Afo¡tunadamente como se traba,jará sólo con cuerpos de números, el grado de sepa.rabilidad

coincide con el $ado de ia extensión.

De esle modo un cuerpo d" núme¡os ¡l Liene , i¡1¡' ¿5¡ ¿ r-jr¡¡e5 en O. pero se d.costumbra a decil.

(y es como se dirá en este trabajo) que K tiere r incrustaciones en C. Ot¡o hecho importarrte

digno de recalca.r es eI siguiente.

Obseraaci1n, Dada una incrusiación, digarnos r, entonces 7 también define una iacmstación, y

de hecho esta se¡á distinta si T no toma sólo valores reales. De esta manera, podemos escribir el

siguiente resultado.

Proposición 7-16, Un cuerpo d,e números K d,e grad,o n, tiene n incrustaci,ones a O, r d,e ias

cuaLes son reales g 2s son no recoles, para ciertos números r, s € N, con, r * 2s : rr

Demostraci,ón. Es directo del hecho que los cuerpos de números son extensiones separables de

Q, de la observación anterior, y de que se fijó una clausura algebraica de Q dentro de ios núme¡os

complejos.

Obseruaci1n. ia configuración o tupla (r, s) ¡ecibe el ncmbre de signatura de K.

Una lunción muy importanie en teoría de cuerpos, álgebras y teo¡ía de núme¡os, es Ia norma

asociada, a, una extensión. En lo que sigue se definirán y expondrán algunos resultados y hechos

básicos.

Sea.L/-P una extensión S.nita de cuerpos de grado n. Entonces podemos ver a -L como un

F-espacio vectodal de dimensión n. Tomemos un elemento o € 1, Cife¡ente de cero y definamos

1a aplicación I'Jineal

tl



tnc! : L ---+ L
+aÍ

Una comprobación rápida muesta que ma es invertible, de hecho mil : mo-r. Como rno

es una aplicación -F.-lineal, tenemos que dada una ¡'-base de .L, existe una matriz Mo con

coeficientes en .É, que representa a rno. Como rno es invertible, se tiene que det Mo I 0. De esta

manera definimos Ia siguiente fulción:

N¡¡p : L" -- J .P.

o r- + det .IrzI"

A esta aplicación se le lla.ma Ia norma de L/F
Lo primero que debemos observar es que a1 estar ia norma definida, como el determinante de

una matriz, esta debería tener alguna propiedad de tipo multiplj.cativo, y de hecho es así y se

verá en 1a siguiente proposi.ción.

Proposición 7.L7. La función norrn a reci.én d,e.finid,a es un homomorJismo entre los grupos

multipLicati os L. a F*.

Demostraci.ón. Es directo del hecho q\e MaMp: Map tr

Uua de las ca¡acterísticas de Ia no¡ma es que aparece ftecuentemente, y de distintas maneras,

es por eso que se darán las ca¡acte¡izaciones más usadas que ésta tietre.

Proposición L.L8. Dad,a una ettensi,ón d,e cuerpos Lf F, la norma NL/F se pued,e co,lcular d,e

si g ui ent e s f o ryn (ts equiu al ent es.

El d,etenr¿i,nante d,e la matriz Mo asociad,a a La funci,ón rno

si a € L, y a1, a2, ...1arn son sus conjugad,os (en el senti,do d,e Galoi,s), entonces Nal p(a) :

II",)
c) Si. p(t) : tn + am-tr 1+...+ar¿+o0 € ¡'l¿] es el polinomio m.ininLal d.e cr sobre F,

entonces N;¡p(a) : a[/^

t)

b)



/ n 1 [r:r)'
d,) si, oy, .--, on son las distinto.s n incrustacxones d.e L enT , entonces NL/F(a) = ( l{ "l 

(") 
)

d,onde lL : F), es et grado de inseparabiiid,ad, d.e La extensión LIF (en el 
"orf,'áL "u",lo"

d,e núrneros este grad,o es 1).

Demostración. Una demostración puede ser encontrada en 115, Teorema 8.6 y Teorema 8.12] X

1.2,2. Teoría de números algebraicos

Los anillos que se usarán siempre serán a,sociativos, conmutativos y con elemento unidad,

además cuando se tengan contenciones de aniilos (á e B) se asurlrirá que 1¡ : 1¿.

Sean.4,B anillos tales que,4. C B como subanillo. Entonces diremos que un elemento ó € B
es entero (o integral) sobre á si este satisface url polinomio mónico con coeficieutes en A; es

decir, existen do,...,an-t e ,4 tales que

b" + an-Lb"-t + ... + a'1b + ao - 0

Si todo elemento b € B es entero sobre ,4, entonces diremos que B es entero sob¡e A.

A continuación se darál caracterizaciones equivalentes a que un elemento en B sea e¡rtero

sobre un anillo A.

Proposición L.L9. Sean A, B d,os anillos tales que A ! B, g seab e B. Entonces las sigui.entes

afirmacio ne s s on equi,u alent es :

i. b es un elemento entero sabre A

i.i. Alb] es un A-mód,ulo Jinitamente generado

i,ii,. Eciste un ani.Llo interrned,i,o AaC C B que contiene ab g que es f,nitamente generad,o

mtno A-móduLo

Dernostración. La. demostración de esta proposición se puede encontrar en [2, Proposición 8.1].

tr

Va,¡¡ros a ver ahora que dada cuaiquier extensión de a¡rillos A g B, el conjunto de elementos

enteros es interesante y tiene buenas propiedades.



Proposición 7.20, Sea A I B una eÍtensión de anillos, consid,eremos el conjunto C = {b c
B I b es entero sobre Aj . Entonces el conjunto C es un anillo. Este anil,lo es conoc,id.o corno la

clausura integraL d,e A sobre B

Demostración. Ver [2, Corolario 5.3]. D

El tipo de extensiones de anillos que nos va a interesar es el siguiente:

Sea Il ur cuerpo de números, de esta manera tenemos la extensión de anillos Z c K- Se

defrne Oy como la clausura trLiegral de Z en K.
Alguna propiedades importantes que tiene 0¡ y que pueden sex de interés, es que es un dominio

Noetheriano, normal y de dimensión 1. A este tipo de anillos se le llama dominio de De<i.ehind

(ver 116, Sec 8, Capíiulo 1l).

Or,¡os hechos impor antes son 1os sig-rientes:

Proposición 7.21, Sea Kf Q un cuerpo d.e númeras d,e grad.o n, entonces (9y es un Z,mód,u,lo

de rango n, es d,ecir, genera a K como Q-espaci,o uectorial (Q@vOx: K)

Demostraci.ón. Ver [16, Proposición 2.10, Capítulo 1], n

Teorema 1.22 (Teorema de las unidades de Dirichlet). Sea k un cuerpo d,e números, entonces

el grupo de unidad,es Oi d,e Ok es i.somorfo al prod,ucto d,el gnrpo finito ¡_t(h) y el grapo abeti.ano

libre d.e ranqo r * s - 1; d.onde p(k) es el grupo d,e raíces de la uni.d.ad. contenid,as en k, y (r, s)

es la signatura c\e k.

Demostraci.ón. Ver 116, Teorema 7.4 Capítulo i] ¡

1.2,3. Polinomios y teoría de números

El comportamiento de frFir(f") está íntimamente relacionado con los valores propios de

la representación analítica de /. Pero estos va.lores propios también aparecen como raíces del

polinomio característico de la representación ¡acional de / (ver 1.1). La particularidad de este

polinomio es que es mónico y tiene coefrcientes efi Z. Esle hecho c¡ea un lazo entre el problema

que se está estudia¡tdo y teoria de uúmeros, ya que, dicho en otro lenguaje, los valores propios que

gobiernan el comportamiento estudiado son enteros algebraicos, iema central en teoría algebraíca

de núme¡os.
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Se necesitará algunos Iemas de esta teoría quc nos ayudarán mas adelante en e1 desarrolio

del trabajo.

Lo primero que debemos ver es qué sucede cuando en un polinomio mónico con coefientes

enteros aparecen solo raíces con módu1o igual a 1.

Teorema 1.23 (Kronecker). Sea T(X) e V,lXl un polinomío móni,co con coef,cientes enteros.

Supongamos que todas le,s raíces d.e T tienen mód,ulo i,gual a 1. Entonces tod,as las raíces de T
son raíces ¡l,e Ia unid,ad.

Demostraci,ón. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que et polinomio ?(X) es irreduc!
ble, pues si no Io es, podemos aplicar el resultado a cada" facto¡ irteducible de este. Si ar,...,an
son todas las raíces, entonces podemos escribir ?(X) : fI f" - ar) y para cada ,k > L con-

1<i<¿

sideramos el polinomio 
"&(X) 

: fI 6 - "l) Los coeflclentes de ft(X) están en Z, ya que,

sus ¡aíces son enteros ufg"Ur"i.o"]lit, los a¿ son enteros algebra"icos. Ademiís, como siempre,

los coeficientes de T6(X) son polinomios sin:ét¡icos , Iuego ei coeficiente de Xn-ñ está acotado

por (fi), pues lafl : f. f,o que esto nos dice es que en total hay un núme¡o finito de posibles

polinomios ?¿(X), en particula¡ el número de posibilidades para of; es finito. Luego existen dos

enteros,kr * kztales quu of' : s.\z l okr-k2:1, es decir dí esÍaíz de Ia unidad. Luego como

habíamos supuesto 7(X) irreducible, se tiene que iodas las otras raíces deben ser raíces de 1a

unidad, pues son conjugados de oi (basta aplicar el grupo de Galois de la cLausu¡a normal de

16» tr

Ahora ve¡emos que los enteros algebraicos de módulo J- tienen polinomios minimales espe-

ciales, Ios cuales tienen bastantes propiedades interesantes,

Proposición 1,24. Sea a e C un entero algebrai,co d,e ua\or absoluto 1 y d,,iferente d.e I1.
Enlonces su poli,nomio minirr¡,al es un poli,nomi,o sobre V, de grad,o par con coefi,cientes si,métricos,

cuyas raíces o,parecen en pares conjugad,os.

Demostraci,ón. Clarame!.te el polinomio minimal es mónico y tiene coeflcientes en Z pues el

elemento o es eniero. Aho¡a nos resta probar ia sinet¡ía del polinomio.
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Como lal = 1 tenemos que 1/o: Z, además sabernos que a- es ¡aiz del polinomio (pues tiene

coeficientes redes). Por otra pa¡te tenemos que

h(i/a) :h(o):0

Así, A es también raÍz del polinomio t"h(l /t) qe es de gradr: n,luego tnh(7lt) : c.h(t) para

algun c € Q. Tomando f = 1 tenemos que h(1) : c. h(1), pero como supusimos que a era disiinto

de :l1 se tiene que á(1) I 0, luego c : l. de esta manera

t'Lh(7lt) : h(t)

con esto se conclul¡e que las raíces aparecen a pares recíprocos y por Io tanto el polinomio tiene

grado par, tr

abseruación. A este tipo de polinomios tambión se le liama palindrómico, pues los coeficientes

se leen igual de derecha a izquierda que de izquierda a de¡echa.

1.3, Algunos resultados de análisis armónico y criterio de equi-

distribución de Weyl.

En Ia demostración del Teo¡ema principai todo se reducirá a estudiar el comporta,miento de

la sucesión {)"}".x, donde I es un elemento algebraico que no es raíz de la uuidad. llsa¡emos

algunas herramientas de análisis axmónico para decir cin mayor certeza como es que se distri-

buyen estas potencias en el cÍ¡culo unitario.

A continuación desa¡rollaremos un poco de esta teoría, basandonos en [10].

Una obse¡vación muy importante es que estudiaremos distribuciones en el cí¡culo unitaxio y en

el intervalo, useindo la parte entera, sin hacer mayor distinción entre elias. Estas son dos folmas

distintas, pero equivalentes de habla¡ de lo misrno, ya que, el círculo unitario Io podemcs ver

como un toro ¡eal. unidimensional, que se obiiene como el cuociente de grupos topolcgicos abe-

lianos R/Z (el equir.alente unidimensional de Ia figura 1.1).

Dado un número real cualquiera u, se puede considerar [z] como Ia parte entera de u, y (u) como

Ia parte fraccionaria. Clara"mente ?, : [u] + (u). Se obser'',a que 0 < (u) < 1. Si u es irracional,

entonces Ia sucesión (ku), k:1,2,.-. se mueve a Io largo del intervalo (0, 1) (no puede ser cero,
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pues en ese caso ,&u seria un entero, pero esto no puede pasar). Haciendo el análoBo a lo que
nosoiros queremos, ver Ia sucesión {(ku)}¡.x es equivalente que ver la súcesión que nos importa
en el círculo, pues hay una biyección entre las raíces de la unidad y el conjunto e n [0, 1).

sea u¡ una sucesión de números reales contenid.os en un intervaro r. para cualquier subiniervaro
J § r, tomaremos p(J) la medida en er sentido cie Lebesgue, y "I(n) er número de erementos de
1¿l, ..., ?r¿ que pertenecen a -I. Esta. secuencia de puntos se ilamará equidistribuida o uniforme-
mente distibuida en f si para cada J subinte¡valo contenido en I.

.. J(n\
Itl¡ --

Ahora veremos url teorema que nos permite ver esta. definicióI de secuencias equidistribuicias en
Ienguaje netamenie analítico.

Teorema 7.25. (criterio d,e equid.istribución d,e weyt) (Jna secuencia {u¡} conteni,r),a en el
i.nteruaLo i0,2r) es uni,formernente di,stribuicla en el i,nter"ualo s,i A soLamente si

(1 1)

para tado, función f que es conti,nua y 2tr-yteri,óCzca.

De h'echo se tiene que es sufci'ente que 1.1 se cumpla para las funciones eijt (para tod,o entero
j ) , es d.ecir, de d,ebe cumpl,i,r que

1¡¡ 1f",j"r =g

Demostración, Una demost¡ación de este teorema puede ser encontrada en 110]. No se demos-
trará aquí debido a que la demostración de esto no juega un papel preponderante en lo que
sigue, sumado a 1o técnica que ésta es. tr

En esta sección usa¡ernos la siguiente nctación: pa¡a r¡¡r núme¡o real a € IR, lloll denota la
distancia al entero más cercano

Lema 1.26. Sean a,p €R.. Entonces poro N € N,

¡¿

lle(an + fll S nzin{N, (2llall)-li

ÉiEú-orec,e !
ilNfRAi (,,r

-4r)p,(r)

rim -) /(u,) - lfi,+\dpn)tu ,r).1¿ I

{1.2)

,»ot c,a
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Demostración. Primeramente debemos observar que Ia constante B no atecta la desigualdad,

pues

Si a:0, entonces Ia suma es -ltr (e(Ol : 1¡ Si a 10, entonces ia.r^u 
". "qolf-4..911, 

pu",
es una suma geométrica. Por otra parte sabemos que el seno complejo .,-,rr.,pr. ár, fo\tlgui.rrt"
ideniidad

,]

si.n(z):4Qt,-e,,)
Luego la suma anterior es a Io más lsrinral t. corno si,n¡¡a > 2]!a se concluye Ia desigualdad.

D

Teorema 7,27, (Teorerna d,e equid,istribución d,e Weyt): Sea a un número real itracional. En-
tonces la sucesión {(an)} es equi.d,istribui,da

Demost.aci,6n. Por el criterio de equidistribución de Weyl, nos basta con probar que para todo
k€Nsetiene

ri- 1l$"r¡,",r] : o
rv-+- lV lz- ' 

I

Como ka es ir¡acional, entonces por Lema 1.26, si ,^/ es sl¡fcientemente grande entonces las sumas
parciales dan a los mas I l2llkol]. Lo importante de todo esto es que esta cota es independiente
del N (cuando este es grande por srrpuesto)- Luego

rlA I r
ru lL"tt""t¡ 

< ,ñi[0,, ----+ o

Así concluimos que Ia sucesión que nos interesa es equidistribuida en el círculo unita¡io.

n
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Capítulo 2

Puntos fijos y valores propios

2,7. Fórmula para el número de puntos fijos

Consideremos)funtorocomplejodedimensióugyftX-+Xunaaplicaciónholomorfa,
que no tiene que ser necesadamente un homomorfismo de grupos. Se probó en la Sección 1.1 que

f es una traslaciór, (J = h + a) de un endomo¡fismo de to¡os h e End(X) por algún eiemento

o en la va¡iedad X.

Obset-uo,ción. f" : h" * b, donde ó es un elemento de X. Po¡ inducción se demuestra que
/,_a \

Í"(r): h^(r) + l)'h'(@) I\=)
Deffnición 2.1. Dado una aplicación holomorfa f : X -+ X, se define el conjunto:

Ftr(f): {a e xll@): a}

Además junto con esto, definimos;

I EI cardinal del conjurto Fi.x(f) sieste es finito
SFt't¡f) - \

| 0 en , aso comr¿rio

Proposición 2.2. Sea f :X +X una ap\,icación l,"olomorfa, y seah:X -+X el end,omorfismo

d,e toros que es un traslad,ad,o d,e f. Entonces

ftFix(f) : SFir(h)
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Demos|ración. Ver 15, Lema 1.11. tr

La importancia de Ia proposición precedente es que si quercmos entende¡ el número de

puntos ffjos de las funciones holomorfas de X ea X, nos basta con estudiar los puntos fijos de

los endomorfismos de X.

Corolario 2,S. Sea f :X -+X una apl'icac'ió'n holomorfa, y seah:X + X eL endomorfi,srno

d,e toros que es un trasladad,a de J. Entonces

#F¡a(J") : SF;.a(h")

Dernostraci,ón. Es di¡ecto de la proposición y Ia observación precedentes D

Proposición 2,4. Dod,a f : X -+ X un endl.tmorJismo d,e un toro complejo g-di,rrLensiondL, y

)1,..,,1, los ualores propios d,e la representac'ión analíti,ca d,e f, entonces se ti,ene que

#Fío(Í^):

Demostración. Por 1a Fórmula de Puntos Fijos de Lefschetz para funciones holomorfas (ver

[5, Teorema 1.2]), el número de puntos fijos puede ser calculado de La representación ana.lítica

p,(l) e M,(c),

#F¡a(f") - ldei(1e - p"(f)\f .

Como 1os valores propios de po(/¿) son .\f , -..,,\|, concluimos que el número de puntos fijos viene

dado por 1a fórmula a¡rterior. tr

Por comodidad diremos que ,\1,...,.\, son Ios valores propios de l.
La proposición nos dice que la asignación r¿ F+ ffFl.r(f^) está gobernada por los valores propios

de /, y mas aún, por el tamaño de estos.

De esta proposición podemos sacax directamente el siguiente corola¡io.

Corolario 2.5. Sea f : X -+ X un endonroT frsrno d.e un toro complejol taL que, tod.os sus lalores

propíos tienen rnód,uLo mayor a 1, entonces la su,cesión d,e rrirneros d,e puntos fijos {Sf*.$^)}
tiene crechniento exponencial.
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Ejemplo 2.6. Sea -X un toro complejo ¡:lc dimcnsión 9 _1/ sea / : mx, es decir Ia función
multiplicación por m. obse¡vamos quc ra rcpresc'.tación analíLica de / vie.e dada por la f,nción
F : V + y, tal que ,L) + mu. Es Iácil clarse cuenta que 1os va.lo¡es propios de _F son rr¡ con
muLtiplicidad g. Luego

!l'tx(.f") - tm,, -112s

A contiluació¡ vamos a aostrar un ejcmplo en dimensión 2.

Ejerrplo 2,7, Sea D un¿i curva elíptica, con est¿ co,struimos e1 toroX :ExE y delinimos
1a apiicación

I :{ -+ X , (r.9) .r (g - y,x1

/ tiene como valores propios . t;I ,, Lil
Obse¡vamos que arnbos ,alores propios son raíces scxtas cie Ia unicl¿ld, por 1o quc para calcular

]a cantidad ce pun+,os fiios de ra función iterada nos basta con ca-rcura¡ las prirreras 6 potcncias
de ambos.

, ('nf)': ¡--tl-v-:1 (,-f)'= ( , /=)
r (r+/-3)3: r,1: j=;:: -i

, ('+f-r)a:t 5€1,('f-)n:( 1l-i./ r)

_;,--

, (1+v-3\6 - 1,(L}/=)6 _ 1

Dc esta ürancra concluimos que

#Fir(Í"):
0, iln=0
1,. il r¡=7
I, if n.=2
1{1, ifn =3

77

(mod 6)

on=5 (mod6)

on=4(mod6)
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2,2. El problema para dimensión 2

En esta sección nos enfocaremos específicamente al estudio de endomorfismos de toros com-

plejos de dimensión 2, en particulax desa¡rolla¡e¡rros el trabajo de Thomas Bauer y Thorsien
Herrig sobre este tema (ver [4]).

El método que se pretende usar para iograr entender el conrportamiento de la sucesión {fFir(/")}
es tratar de ver todos los posibles tipos de valores propios que puede tener un endomorfismo de

toro. A continua,ción ve¡emos que están estos valores muy restringidos, por 1o que se puede dar

una ca¡acterización completa mediante una serie de resultados.

Lo primero que veremos es que no todos los v.alores propios de un endomorflsmo pueden tener

módulo meno¡ a 1.

Proposición2.S,SeaXuntorocornplejoded,i,mensi,ón2yJ:X-+Xunend.omorfismo.Si

f tien"e un ualor propio no nulo p d,e módulo menor a 1, entonces tambi,én ti,ene u,n ualor propi,o

d,e módulo rnagor a 1.

Dernostración. Yer l4l ¡

Una Proposición parecida a esta se pr-rede enunciar para el caso en que el toro tenga dimensión

arbitraria, pero eso se verá más adelante.

Ahora nos gustaría estudiar e1 caso particular de los valc¡¡es propios que tienen móduto igual a

uno. La siguiente proposición nos riirá exactamente qué es lo que pasa cuando aparece un valor

propio con valc¡ absoiuto igual a 1.

Proposición2-9.SeaXuntorocomplejo2dirnensionalyf:X-+Xunendornorf,sm,o.Si
\¡ es un uaLor propio de f, con. l,\11 : 1, entonccs ).1 es una r.díz d,e la unid,ad".

Demostración. Ver [4, Proposición 1.7] D

Luego de estas dos proposiciones previa^s, estamos en condiciones de enuncia¡ eI teorema
principal de [4], en el que se caracteriza por completo el comportamiento asintótico deI núme¡o

de puntos fijos de un endomorfismo de toros complejos bidjmensional.
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Teorema2.LO.SeaXuntorocompleja2-dimensionalyseaJ:X-+Xunendornorfismo.
Entonces la función cle puntos fulos n + ffFi:t(fn) tiene una de Los si,gui.entes camporlarnientos.

(C1) Su crecimiento es ecponencial en n; es decir, er,isten canstantes reales A,.B ) 1 y ,¿n

entero N tal que para tod,o n I N ,

An ¿- #F¿affn) < 3n.

En este caso ambos ualores Í)ro'paos d,e I ticnen, mé,Julo d,istinto de 1

(C2) Es una funci,ón periód,icn. En. este cet ra los talot es p t ctpios dist¿ILtos d,e r-ero d,e J son. rcíces

d,e ia unídad", y ellos estri,rL conte'ai,Cos en el ccnjunto ¡ie las k. ésimas raíccs de la uni.tiad,

dond.e h E [1, 2, 3, 4, 5, 6,8, 10, i2]

(C3) Es d.e la .forma

ffFir'l.f^)= { o sin'=a ¡moc r)

I hln) en atro casa

Dond,e r \ 2 es un entero y h es un,a fur,ti,ór, d,e {)recirniento erponenc,iaL. En este co,so

uno d,e los ualores propios de f es d,e uqlor absaluto mayor que I y el otro es una raíz d,e

la unid.ad.

Cada uno d.e estos tres casos ocun-en en to?-os proAec.üuos, es decir, en superfici,es abeli,anas.

Demostracíón. Sean ),1, ).2 los lalores propios de .f, sin pérdida de generalidad pode(]os suponer

que l.\11 < l.\21. Sabemos que

ffFtr(!"): l(1 - 
^i)(1 

- )3)1,

Supongamos primero que l)11 > 1. Entonces por la suposiciórL que acabamos de hacer tene-

mos que J)21 > 1, enionces las sucesión de puntos fijos tendrá el comportamiento (C1).

Aho¡a vea¡nos ei casc.¡ eu que 0 < l.l1l < 1. Sique de la Proposición 2.8 que l,\21 > 1, y en este

casc también se teudrá crecimiento exponepciai, pues i(1 -.\!)i ---+ co de forma expcnenci¿l,
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mientras que l(i ¡?)l -+ f .

Ahora nos queda solo el caso en que l.\11 : 1, por Proposición 2.9 se iiene que )¡ clebe ser

una raíz de la unidad. Observamos que j,\21 no puede ser menor que uno por Proposición 2.8. Si

l)zl : 1, entonces )2 es una raíz de la unidad, luego es claro que el comportamienio de fFir(/n)
es periódico, es decir, tiene el comportamiento (C2). Finaimente si )z ) L, entonces Ia función

de puntos fijos tiene el comportamiento (C3). En cuaiquier caso, Ias raíces c1e la unidad que

aparecen son enteros algebraicos de grado mencr o igual a 4, entonces ellas son ¡aíces k-ésimas

de ta unidad solo para k € {1, 2, 3,4, 5, 6, 8, 10, 12}(que son los núme¡os tal que qi(,t) ( 4, doncle

1a fimción { es Ia función de Euler).

Pa¡a conclui¡ veremos qué pasa si ,\1 : 0. Dn este caso tend¡ernos comportamiento (Cl) si

llzl > 1 V comportamiento (C2) si l.\21 : 1. Recordemos que por Proposición 2.8 no se puede

dar el caso en que l.\2 < 1.

Para conclui¡ debemos ver que cada ¡tno de estos comportamientos aparece en algún endomor-

fismo de superficie abeliana.

EI comportamiento (C1) ocure en la multiplicaciór por un en:tero n t) rnr el cualquier super-

ficie abeliana X y para lm > 2. El Ejemplo 2.1i a continuación rnost¡ará el comportamiento

(C3), y el Ejemplo 2.7 muestra el comportamiento (C2).

Es importante observar que los dos últimos ejemplos sol superficies abelianas por ser producto

de cunas elípticas, las cuales son proyectivas ta,l como se concluye del Ejemplo1.13 y Proposición

1.14.

il

Ejemplo 2.11. (un valor propio cie valo¡ absoluto mayor a 1 y otro raÍz de }a unidad)

Conside¡emos una curva elíptica .E con muiiiplicaciót $ TZli), y consi<ieramos la superficie

abeliana X : E x E. Dado el endomo¡fismo

X + X, (.a,y) * (i.c,2iy),

/¿ o \
se ve que la matriz que representa a Ai es { - J. 

Luego Ios valo¡es propios de f soniy2i,
\" "' /

y entonces la función de puntos fijos tienen comportamiento (C3):
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#rm¡¡" 'i' o sin=0 (nod4)

I hln) "1¡ oiro c..,r

Aquí 1a función ñ. crece cxponencialmelite (h(.",) - 22").
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Capítulo 3

Generalización del problema a
cualquier dimensión

3.1. Teorema principal

Ahora estudia¡emos los puntos fijos de endomorfismos de to¡os complejos g-dimensionales.

Ai i.gual que en el caso de dimensión 2, debemos estudiar el tipo de valores propios que aparece!

para los endomorfismos, por Io que necesitaremos una serie de resultados sob¡e estos. Alg¡rnos

son muy similares a los ya vistos en las secciones precedentes, pero lamentablemente, ahora

aparecen casos que antes no se veían. Para dimensiones mayores nos encontramos con endomor-

Ésmos que tienen valores propios de módulo 1 y que no son raices de Ia unidad, y ésta es la gran

piedra de tope cuando uno quiere generalizar el trabajo de Bauer y Herrig. Efectivamente si ) es

urr entero algebraico con las ca¡acterísticas recién mencionadas, entonces por Teorema 1.27, se

tiene que Ia órbita de 1a sucesión {,\"},6¡q es densa en el cí¡culo unitario complejo, y mas aún,

la distribución de los puntos es uniforme. Salvo este caso eL ¡esto es en general muy parecido

a Io anterior. Dicho esto veremos algunos resultados previos que nos ayuda.rán a la" gene¡aiización.

EI objetivo es demostrar el siguiente teorerna.

Teorerna 3.1. Sea X un toro complejo d,e d,imensión g y sea I un end,otnorfismo d,e X . Enionces

ffF;,n(f") ti,ene alguno d,e los si,guientes comportami,entas:
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(1) Tiene crecimiento erponenciai en n, es d,ecir, eristen constantes reales A,B ) I y un

entero N tal que,Yn> N, A <SFír,(Jn) < B"

(2) Es una función periód,i,ca, y los ualores propios d,i,stintos d.e cero d.e f son raíccs h-ésimo.

d,e la unid.ad' d,ond.e k estó cantenido en el, conjunto {n. e I{ : $(n ) ! 2g), dond,e ó es la

función d,e Euler.

(3) Eci;ten enteros Uj...,nr /2 y una funci.ón d.e creci.tn'¡.ento ecponenci,al h:N -+ I{ lol qze

#F¡.x(f-): { : . 
sin=a (mod ni) para aLsúni'

I trln) en otr() c&so

EI primer Iema que veremos es una generalización de la Proposición 2.8, que como se men-

cionó en su momento es etr cierta medida aplicable a toros de dimensión 9.

Lema 3.2. Sea X un toro cornplejo d.e dirnenstón g,

un ualor propio que sati,sface 0 < ilr I < 7. Entonces J
mayor a 1.

yf :X + X un end,omorfiuno que tiene

tiene atro ualor propio con, uo,Lor absoluto

Demostraci,ón. El argumento de Ia demoslración es el uismo que en dimensión 2.

Se tiene que el polinomio ca,racterístico de la representación racional tiene Ia forma

I
Pí(t): Pi(üF{i: llt¿ _ .ro)t¿ _r,l

d:1

Supongamos que todos los vaiores propios son distintos de cero, entonces llf:, ]f¿l'es un entero

pues es el coeficiente libre de Pi(t) (que tiene coeficientes enteros). Si todos Ios valores propios

tienen módu1o menor que 1, entonces el elemento mencionado recientemente es un eatero mayor

que 0 y menor que 1, Io que es una cont¡adicción. Luego aI menos uno de los valores propios

debe tener módulo mayor a 1.

Ahora bien si alguno de los valores propios es igual a cero, entonces Pf(f) es divisible por una

potencia de f. Luego de hace¡ la división obtenemos un polinomio É1t) qre oo es divisible por ¿

y tiene coeficientes enteros, además el te¡mino lib¡e de este polinomio es f], l)i 2 donde j corre

entre 1 y g tal que l,\¡l 10. Igual que en el primer caso este último producto es un entero! por

1o que alguno de los valores propios tiene módu1o mayor a 1. D



Proposición 3.3. SecL X un toro campLejo A f e End(X). S,t tod,os los aalores propios de f que

ti.enen aalor absoluto i,gual a 1 son raíces de La unid,ad,, entonces ffFi,r(f") erh,,íbe er,actamente

uno d,e los comportarrui,entos d,el Teore¡rtq 3,1

Demostración. Si Pi(t) no tiere raÍces que sean raÍces de Ia unidad, entonces por Lema 3.2, hay

valores propios con valo¡ absoiuto mayor a 1. Luego, de la fórmula general para la ca¡tidad de

puntos fljos se obse¡va que estos crecen exponencialmente, pues los valores propios con módu1o

mayor a 1 aportan el crecimiento exponencial, mientras que los de módulo menor a 1 aportan

una sucesión acotada que se acerca a 1. Además por suposición no hay ',alores propios con

módu1o 1..

Si Pi(t) tiene sólo raíces que son raíces de la unidad, entonces la fiirLc),ót ffFiz(f^) es períodica,

con período m.c.rn.{n1, ..., ru,}(mínimo común múliiplo), donde los zli son los grados de las ¡aíces

de la unidad que aparecen como valores propios.

Supongamos ahora que hay valores propios que son ¡aíces de la unidad y otros que no lo son,

entonces podemos factorizar Pf(á) como sigue:

P¡(.t) - P(I)QA)

Donde P(f), Q(f) e Zltl son tal que, Ias raíces de P(ú) son raíces de la unidad y Ias de Q(t)
no Io son (esto es pues Ios conjugados de raÍces de Ia unidad son también ¡aíces de Ia unidad).

Tenemos entonces

/ \/ \
#Firtf") - ( rI ,, - *,') { l[ rr -.r"¡, )

\^t r / \.r-r /
Una obse¡vación útil ¿" esta- altrIla es el hecho que ll lr =r 

(1 - f") X ll1,r 7r (1 - f") son elementos

en Z pues son enteros algebraicos (ver Subsección 1.2.2) y son invaria.ntes bajo la acción del

grupo de Galois de l'(¿) v A(¿) respectivamente. Sean rL1,-..,n, los ordeues de las dife¡eotes

raíces de Q(l)

r_Lrr_,,¡n\ í nhl si n,/ 01mod n1.,...n,)
1r) ol\r t - 1 ll t *' 11 - l- 12 .n orco caso

donde h es una función de c¡ecimiento exponencial. Esto da un crecimiento del tipo (3) en el
'-L'corema 3. I tr
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A continuación se mostrará una se¡ie de ejemplos de tcros complejos de dimensión mayor a

dos en donde se muestre que estos compo¡tamientos exlsten.

Ejemplo 3.4, Pa.ra cualquier toro X siempre podemcrs considera¡ el endomorñsmo multiplica-

ción por m, donde r¿ es un entero. A este endomorfis¡no io hemos denotado por mx, y cuyos

valores propios son m repetido o veces, Luego

ffFic(m\) : (mn -- t)2s .

Como Ia función Fi¿ tiene esa forma, el oecimiento es evidentemente exponencia.l.

Ejemplo 3.5. SeanX, -E y / como en e1 Ejemplo 2.7. Conside¡emos Y : XxE con el siguiente

endomo¡fismo:

g: ]', --) y
(2,z) .- + (f (r),tz)

La matriz que corresponde a la represeniaciór aflalÍtica de / viene dado por

/r -r o\II
11 0 0l
\o o ; )

cuyos valores propios son $, $, i. Todos ellos raíces de la ulidad, por lo ta,nto, esto muestra

un ejemplo del comportamiento periódico (C2) en una va¡iedad abeliana.

Nos va¡nos a aprovechar de este último ejemplo, haciéndole una pequeña modificación para

obtener comportamiento de1 iipo (C3).

Ejemplo 3.6. Modifiquemos Ia fu¡ción del trjemplo 3.5 de Ia siguiente manera:

g',Y-JY
(r , z) ,---s (f (r) , mz)

para. rn e Z, lml < 2. La, n)dltiz de la representación atralÍtica. es

/r -r o \
l, o o 

I

\o o *)
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cuyos rralores propios son ** .Uf , ^ Los clos primeros son ¡aíces <1e 1a unic1acl, y ei riirimo de
rnódulo mayor a l Por lo tanto este endomoriismo muest¡a crecimiento der ripo (c3). Adcnás
cor¡ro se e,spccificó en el Ejempio 3.5, y es una va¡ieclaci abcliana.

3.2. Medida de Mahler.

La demost¡ació¡. del teo¡ema principal pasa por rlinámica algebraica v apioximación diofan
tina, y una de las be¡¡amientas que se usa para simplilica.r las notaciones es Ia llamacja med.iCa
de \4ahle¡.

Deñnición 3.7. Par.a cuaLquicr poliromic no nulo

d

F(r) - ¡¡od -- ad r¡r-'1 ! ... . -nq, - o. fl(" o,)
i=1

en c[r' (condc los cri son las ¡aíces rleL polinonio i'(r)). se r1eflne la rnedida cle Nlahle¡ oe r
como

-¡

M(l') : .¡d fl rnar{1. a; l
i=1

En esta dcfinición. *n producto 
'acío 

se supone como 1. es clecir, la medida cle Mahler cle los
po):r or.o. ,o'1." r. I - - r ^. o

abse,tación. La medida dc \'fahre¡ de un polinomio ¡ros da una ide¿¡, cLe cuán lejos estaí sus
r¿íccs del disco unitario, salr'o por la corrstanre ctue esrá a1 frente del proclucro. Esto se ve¡á
mrrcho mcjor si considc¡amos só1o poiirromios nónicos.

Ejemplo 3.8. Sca -4(z) : p"(r) e1 polinotrio ciclotónico n_ésirno, este tienc grado o(n) (1a

función de Euter). Por definición el polinomio ciclotómico tiene como ¡aíccs a ias raíces de ia
unidad (cligamos (,) y sus potencias, entor-Lccs máxi1. ({ } : i Luego se concluye que Ia me_

dida de lJahlcr de los polinomios ciciotómicos es 1.

Abser"uct'ción. La medida dc Nfahlc¡ tiene gran interés centro del mundo de Ia teo¡ía cic nrime¡o¡.
prilcipahnenl"c se b'JSCan cotas inferiores para ¡rolirroririos con coelicien¡cs enteros. Esie Droblcma
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es conocido como el problema de Lehmer. De liecho hs,v un conjetura conocida como la conjetura

de Lehmer sob¡e medid¿s de Mahler, que dice que existe p € R tal que tcdo polinomic con

coeficientes enteros tiene medida de Mahler mayor r: igual ¡-r,, o bien tiene medida de Mahle¡

igual a 1.

Hasta aho¡a el polinomio con medida de Mahle¡ mas pequeña conocida es el llamado polinomio

de Lehme¡.

P(r):¡1o +t9 -27 -tG 15 -na -c3 +r+l
cuya medida de Mahle¡ es M(P) :1,176280818... . A. esta constante se Ie llamó,r, y es 1a cota

que aparece en la conjetura. Una de las cosas ioteresantes de ¡.u es que es un núme¡o de Salem.

Los polinomios que tienen medida de MahLer igual a i nc son de tanto interés, ya que si M(.F) :
i, sigrifica que tiene todas sus raíces en el disco unitario, pero por Lema 3.2 si tiene rrna raÍz de

módulo menor a 1, entonces debe tener ur,a de módulo mayor a 1, lo cual no es el caso, así todas

las raíces tienen módulo 1 y por el l'eo¡ema de Kronecke¡ (ver 1.23, Sección i.2.3) se tiene que

todas las ra.íces rie ,F son ¡aíces <ie la unidad, Iuego -P es un producto de polinomios ciclotómicos.

Por 1r: tanto los polinomios con medida unidi:.d estáu totalmente clasificados.

Por otro lado tambiéü se ha¡ hecho avances <iependiendo del tipo cie extensión que generan.

Pcr ejemplo en 1L] demuestran u¡ resultado cuando la extensión de cuerpos Q(a)/Q es Galois,

donde a es la ¡aíz de rm polinomio F.
Ei ieorema dice que existe c > 0 tal que si Ia. extensión Q(a)/Q es de Galois y o es distinto de

cero y de a.lgtna raíz de la unldad, entonces M(Ir) ) c

Otros resultados de teoía algebraica de núme¡os dan otras cctas, por ejempto se demosiró que

si a es rrn entero algebraico de grado d tal que exista ut primo no menor que d log d que es no

ramificado cn Q(o), entonces M(F) > 1,2.

Definición 3.9. Definiremos la medida" iogaríimica de Mahler como

rn(F) : Iog,v/(l)

Además extenderemos esta definición para incluir al polinomio nuio, para eso diremos que ia
medida logarítririca de Mahler del polinomio rLulo es m(C) : oo,

Obseruación. Existen ot¡os tipos de medidas para polinomios que en algúl sentido son nrás

natu¡ales como la altura (-Fr(¡)) V el largo (I(Ir)) que se definen como
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d

fi(F) = ¡¡¿;*11o ¡t ' Lt'F): I la;i
1:lJ

Para un polinomio F(x) : ddrd + ... i air ¡ 0,n.

Se puede demosiar que existe una est,-echa ¡eiación enire estas medidas y ia de Mairle¡, de hecho

se satisfacen la,s siguientes propiedades:

2-dIJ(¡-) <,\.r(F) < d.ff(,E')

v

2-ó.r,(.F) I ! {iF) .i, .Li.F'i

donde d es e1 grado de1 polinomio F.

Antes de seguir ramos a introduci¡ un poco de nota(:ión. Dsta es usada en [8].

Escribiremos log+ ) para referirnos a logmáx{1, )}.
Dado uu polinomio mónico

F(r) : rd + a¿-.trd-l I.. * a¡r + as e zlrtl,

con iacto,-ización en C[o]

d

r(r):rl(r-ar),
i:1

entonces, para cada 7¿ € N (distinto de cero) se deflne

d.

a.(r)=l[t"i-rt.
i:1'

Si alguno de 1os a¿ es una raíz de la unidad entonces existe N e N tal eue af : 1, 1rr"*o

A"(F) .= 0 para cada n que divida, a N, por esia razón no nos interesaremos tanto err este c¿so.

Obser"uoci,ón, El elemento A"(F) es un entero, pues se obtiene ccmo el resultado de pr:oductos y
srunas de elernentos algebraicos, luegc es un elenenio aigebroico. Po¡: otro lado comc aparecel

toios los conjugados de cada uno de los a¿, se tiene que A^(F) es i¡rva¡iante por Ia acción rie

algún grupo de Galois, Iuego es u.n racionai. tlonclrrimos que es utr entero ])or ser u.n enrero

algebraico racional.
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Obseruación. Debemos notar que nos interesa de sob¡enanera el elemento A"(,F) y el ccmpor-

tamiento asintótico que este tiene cuandc n -r crc, por Ia similitud que tiene ccr, #Fi,r(.fL). De

hecho se tiene que si P(ú) es el polinomio característico Ce la representación racional de alglin

endomorflsmo f de un toro )(, entonces

#F¡t(f"): 
^,¿(P)

y esto sale del hecho que

19 t2

+¡'i,c(/") : lJIil )i)l
l¿:r I

I
: fI 11- )it'?

í:1
s

,, A"+riF)
l1m l-::n*col az(.E)

:l[(r \rL]1 l;'i)
I:IIt, -^i)(1-E)

: 
^"(P)

Esta última igualdad se tiene pues las raÍces de la representación racional P(f) son las raíces

)1,..., ), de la representción analítica más los conjugados de estas. pues p? = p? @4 lYe, Ltl,
Proposición 1.2.3])

A continuación mostraremos la primera conexión entre A"(tr') y la medida de Mahler M(F).

Lema 3.10. Si F(r) e Zlx) mónico, tal que no tíene raíces d,e mód,ulo 7, entonces

d

: f[nzau{l, larl} : M(I)

Dcmastraci,ón. Esio es directo, sólo hay que ponerse en los dos distintos casos en que el módulo

de cada raíz a de F es menor o mayor a 1

ri- lo,', -1¡_ 1l"i 
.l l"t > r

"-oo' o"-1 I lt si.o,<t

29



A continrración enunciaremos el Teorema de Baker, que es un resultado de aproximación

diofantina, el cual será Ia, clave para demostrar nuesiro teo¡eua pricipal.

Teorema 3.11 (Teorema de Baker). Sean aL...,dr núrneros algebraicos, U n e Z un pector

con coeficientes en los enteros, escril)im,os lnl : má*iin¿l). Entonces para cualquier elección de

ramas d,el loga?"itmo, si lnllogal * ... * z" log a" I I 0, eti,ste c que d.epend.e sólo d,e a¡ --., a, tal
que

,a1 Iog a1 * ... - n, log a,, >¡ ,,-1-
l?¿l'

Demostracíón. Ver [3, Teorerna 3 i] tr

Lerna 3.12, Sea a un entero algebraico con lat, - 7 quc- no sea ntíz C,e kt unidad. entonces

eai,sten constar"tes A, B que depend.en. salo d,e o (no d,e n) tal que

.1
(\i1 -7:. - D

Demostración. Como sabemos que Ia sucesión de potencias de o es equidistribuida en el círculo

unitario, ei problema se produce cuando a' está muy cerca de 1, y este es el caso del que nos

vanos a preocupar.

Escribamos d.: eia paxa alg¡n á € IR. Observamos que a¿ está cerca de 1si y solamente si

existe algún m e Z pata el cual n0 + 2rm está ce¡ca de 0, o equivalentemente que n0 está cerca

de un multiplo de 2¡. Entonces

an -1': ei(nt+2rn) -7^i(n?+2fm)
püa lores pequeños de n0 + 2rrr" (expansión de Taylor de primer orden de Ia función expo-

nencial). Luego es suf.ciente encontrar uua cota inferior pa,ra

in1 + 2ri.m (3.1)

Eligiendo alguna rama de loga.ritmo podemos esc¡ibi¡ ei8 : s : ¿losa. Luego tomando una

rama no principal, y del hecho que e2ni - 1, podemos reescribh la expresión 3.1 de Ia forma

'ln ) I
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nlog a + mlogl

Esia última expresión es distinta de cero, pues a no es raíz de la unidad, entonces por Teo¡ema

de Baker (3.11) se tiene que

lin| !2ri,ml: lnloga+?rziogll >> 
- 

.!-.-- (máx{lnl, lmli)'
Por otra parte, nA + 2¡m es pequeño, entonces r¿ y n? están muy cerca de múltiplos constantes

uno del otro, esto muestra

ln log o + ra log 1¡ >> ,1,.
i¿1"

La desigualdad buscada sigue de la conocida desigualdad del logaritmo

lz - 1. > llogz para lz - 11 < 1.

tr

El Teo¡ema 3.11 y el Lema 3.12 dan cotas para Ia expresión ]añ - 1l las cuales son de ext¡ema

utiiidad, para caicular el núrrero de puntos fijos de un endomorfismo de un toro, y mejor aún,

e1 Lema 3.12 nos dice qué pasa cuando o no es una raíz de la unidad.

A continuación enunciaremos un teorem& que nos deja.rá en buen pie para poder demcst¡ar el

teorema principal dei trabajo (Teorema 3.1.).

Teorema 3,13. ,9ea F un polinomio no nulo que no tiene raíces d,e Lo, unid,ad como raíces.

Entonces el límite

tim I loe l^, (F)

siempre e:ri,ste, y es i,guaL a m(F) .

Demostraci,ón, P¡imero debemos observar que como

¿.

^"(¡)-{l{o:-1,.t:l
se tiene que

d

loE A- i'F) : \- Ioe lal - t .

i=1
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Debemos ver cada sumando por separado. Por esto, debemos ver qué pasa en los casos en que

el módulo de a¿ sea menor, igual o mayor a 1.

. Si lql > 1, entonces

l toe lri - 1l -+ log o¿ = Iog+ la¿ln

Si arl < 1, entonces

I toe oi' - 1l + 0 : logr la¿n

Si lorl : 1, entonces eüste una subsucesión nj -) oo con la propiedad que afj -+ i., esto

existe por Ia equidistribución de las potencias de elementos de módulo 1 que no son raíces

de Ia u¡idad. Entonces

Ioglcti' - Il -+ co

como los o¿ no son ¡aíces de la unidad, por Teorema 3.11 tenemos que existen constantes

positivas A, B independientes de z tales que

A

lail > fr vn> t.

Luego se tiene que

log lai - 1l :O(loen),

Por Io tanto

ltosjoT - 1l --+ 0 : los+ la¿1.
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3.3. Demostración del Teorema principal

Lema 3.14. Ses X un toro com.plejo g-rLtmensi.onaL, y J un end,omorfismo d,e X. Supongamc's

que f tiene un aalor propio en el, círculo unitario que no es raíz d,e la unid"ad,, entonces debe

tener atro d,e mód,ulo mo,yor a 1

Demostración. Supongamos que el resultado es falso, es decir, no existen valores propios con

módulo mayor a 1.

. Caso l.: Supongamos que todos los valores propios tienen módu].os igual a 1, esto implica
que todas las raíces del polinomio caracte¡ístico de la ¡epresentación ra,cional tienen módulo

1, pero recordemos que este polinomio tiene coeficientes et Z. Ltrcgo por el Teorema 1.23

todas las raíces son raíces de la unidad, 1o que es una contradicción con las hipótesis.

. Caso 2: Supongamos que I tiene al menos un valo¡ propio de módulo menor a 1, pero por

Lema 3.2 existe uno con módulo mayor a 1-, io que es una cont¡adicción a lo que había"rnos

supuesto.

Luego debe existir algún valor propio de módulo mayor a 1. !

Ahora se dará ia demostración de1 teorema principal de este trabajo (Teorema 3.1)

Detnostraci,ón, En la Proposición 3.3 se demuest¡a que para un endomorfismo / que no tenga

valores propios de módulo 1 que no son raíces de la unidad, entonces ei Teorema 3.1 se cumple,

y de hecho se dan ejemplos de cada uno de esos comportamientos en va¡iedades abelianas.

Pa¡a concluir Ia demostración solo debemos abordar el ca"so en que f tenga valores propios

unimodulares que no son raíces de la uuidad. Pa¡a esto recordemos que si P es el polinomio

característico de la representación ¡acional de f, entonces

¡r por Teorerna 3.13

#Fir(f") - 
^"(P)

,qg I r"g q4rl"1 f\) : -(p)



Como / tiene un valor propio unimodula¡ que no es raíz de Ia unidad, por Lema 3.14, debe

eistir alguao con módulo mayor a 1. De esta manera M (P) > 7, por Io que m(P) > O.

De esta forma se concluye que

SFta(ir) : oGn m(P)\

donde o(a(n )) representa notación asintótica o-chica de o(n), es decir, $.F iz(1") crece de forma

exponencial como función de n.

Ahora solo nos basta mostrar un ejemplo para demostrar que en realidad se puede dar este

tipo de comportamientos, pero más adelante habrá una sección exclusiva a la construcción de

este tipo de toros y de endomorfismos. Por ahora para acabar Ia demost¡ación podemos ver eI

Ejernplo 4.7. tr

Obseruación. Una acoiación interesante es que este problema tiene una interpretación desde el

punto de vista de slstemas dinámicos que no se profirndizara mayormente por ).a naturaleza del

enfoque que se ha dado a lo largo del trabajo. Básicamente un endomorfisrno de toros complejos

induce un sistema dinamico en el toro, además este endomorfismo visto como transformación

p-invariante (donde ¡r es la medida de Haa¡ asociada al toro como grupo topologico localmente

compa,cto Hausdorff) es ergódica si y solamerrte si no aparecen valores propios que sean raíz de

1a unidad. Por oira parte el número ffFirlfn) puede interpretarse como eI número de elementos

n-periódicos de la transformación. Por último la entropia topológica del sistema corresponde a

Ia medida de Mahle¡ del polinomio caxacteristico de la t¡ansfo¡mación.

IJn corolario

Lo que veremos ahora es una consecuencia analíti.ca aplicada a algo algebraico que se sigue

de Ia demostración de Teorema 3.1 .

Lo primero que debemos hacer es relacionar ffFlr(f") con la norma N¡76 (la norma sobre un

cuerpo de números).

Como siempre, se toma / un endomorfimo de un toro complejo X. Conside¡emos P(f) el poti-

nomio ca¡acterísiico de la representación ¡acional de /. Sabemos que P(Í) es un polinomio con

coef.cientes en Z, y consideremos su factorización en polinomios ir¡educibles sob\e Z,lt)

P(t)-Pt(t)...P,(t)
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Sea o una raíz de P1(l), y supongamos [Q(") , Q] : s, entonces por la Proposición 1.L8

Nq¡*¡7q(1 - a") : |lo¿(1 - a,)
¿:1

donde o1, ..., ds son Ias s incrustaciones distintas de Q(o) en C.

De esta manera se tiene que si a1,..., o. son raíces de P1(t),..., P.(i) respectivamente, entonces

se tiene que

ffFtx(J"): NA(or)/a(1 - o.Y.. Nq1".¡7q(1 - ai)

Por e1 Teo¡ema 3.1 sabemos que cuando aparece una unidad unimodular que no es raíz de

la urridad como valo¡ propio, entonces ffF*(f"') crece de fo¡ma exponencial. Entonces 1o que

podemos sacar como co¡olario de este resuliado y de 1o mencionado preüamente en esta sección

es lo siguiente

Corola¡io 3.15. .9e¿ a € (: un entero algebraico que ,no es raíz de la unid,ad. t¡ue tiene entonces

1vq1"17q(1 - o") ;;J *
mas aún, el ord,en d,e crecirniento es etponencial.

Demostración. Como se mencionó previamente, este resultado es consecuencia directa del Teo-

¡ema 3.1 ¡

Una propiedad aritmética de Ia función Fix

Si bien el comportamiento de ffFir(J ) -como función de zu- puede ser un tanto extraño a
priori, hemos visto que su definición es básicarnente ope¡aciones a¡itméticas de enteros algebrai-

cos, más aún, de enteros algebraicos y todos sus conjuga.dos. Por este motivo SFfu(!") tiene
una propiedad interesante desde e} punto de vista aritmético.

Como siempre sea X un toro complejo de dimensión g y J e End(X). Se& )1 un valor propio

de l, y )1, ..., ), Ios conjugados de )1,

Proposición 3,L6. Bajo las hipótesis reci,ért menc,ionadas se tiene que nlk =+ gFir(fn)lS.Fír(f k).
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Lema 3,17. Seo, 
^r 

un entero algebrai,co, y ).1...., -\, szs

d.ond,e $n es el n-ési,mo polinomi,o ci,clotórnico.

I
coniugad,os, entonces fró.(\) e Z,

,i=1

Dernostración. Como e1 conjunto de los enteros algebraicos es ceüado bajo suma y producto se

tiene que cacla d,(.\r) es un entero aigebraico, tuego f] d*()t) es un entero algebraico. Por otra

parte, e1 grupo de Galois Gal(K lQ) actúa en este p;.=olducto, dond.e If es un cuerpc sufciente-

mente grande paJa que contenga a.\1 y a todos sus conjugados (basta tomar Ia clausura normai

de Q(.\r)). Por otro lado

/! \ e e e

o I flo"(r.r) ] - fl"td"(rn))=flo"(o(.r;)) = flo,(]')
\: .L ,/ ¡=s ;-l

pues en el producto apa¡ecen todo,s Ios conjugados de )1. i,uego como es in¡r¿riaote bajo Ia

acción de GaL(KlQ),se tiene que ¡O.l^ul € Q. Luego como es entero algebraico y racional se

í:T
tiene que eslá erL Z.

Demostraci,ón. (Demostración de la Proposición 3.16) Conio tenemos que

#Fir(f"): II *"1^1,
¿1"

Donde é,()) : fl ó,()r)]'?, ten<lremos que f-Fir (J'\ #F¿c(fk) si y solamente si ll Or1,l¡ e
dlkd¡tu

Z, pero por lo riemost¡ado en ei 1ema, cada é¿(\) a Z,,lvega #Fi,r(Í")l#Fis(f k). tr

36



Capítulo 4

Construcción de toros complejos y
endomorfismos con valores propios
en eI cÍrculo unitario

Antes de dar ejemplos explicitos de estos toros con este tipo de endomorfismo, necesitamos

algunos lesultado previos que ayudaran en la consirucción de estos.

Algunos hechos sobre polinomios con raíces en eI círculo unitario

A 1o largo del trabajo nos hemos dado cuenta que ia mayoría de los polinomios que aparecer¡.

y que nos interesan estudiar son polinomics ir¡educibles con coeficientes enteros y palindrórnicos,

es decir, que sus coeficientes se leen iguai de derecha a izquierda que de izquierda a derecha.

Po¡ este motivo en esia subsección expondremos un resuitado que nos será bastante útil. Este y
ot¡os resultados pueden verse en mas detalLe en i12]

Una buena obse¡vación para comenzar es el hecho que rros interesaremos principalrnente en

polinomios de grado par, pues si un polincmio pzJirrdrómico tiene grado impar, entorces --1 es

una ¡aíz del poiinomio, por lo que este caso pierde interés al ser reducible.

EI ¡esultado a continuación nos da condiciones sjuficientes sobre 1os coeficientes para, que

tenga raíces en ei cí¡culo unita¡io.
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Proposición 1.7. Sea f (t) un poli,n omio palíndrcme con coeficientes reales y d,e gr-ana n, .pl,,r,

taL que

máx{la¿l : ke {A,1,2,....n12 t)} | la"12l

taL poLin omio tiene uno raíz ert el círculo unitarío. En parti,cular polinornio palindrómicos

coef'ci,entes A y 1 tienen una raíz en el círcula unitari.o.

Demostración. Ver [12, Corolario 1].

4.1. Existencia

L]

Como hemos visto hasta ahora la generalización Cel resuliado exauesto en [4] no tiene mayores

inconvenientes y se pueden usa¡ casi 1as mismas técrricas, salv,: que eventuálmente podrÍan

aparecer elementos de módulo l que no sean r¿íces de ia unidad como valores propicrs del

end.omorfi.smo /. Primeramente debemos responder a ia siguienie iaterrogante ¿Existetr enteros

algebraicos que tengan módulo l pero que no sean raíz de Ia rrnidad?

Para probal la existencia vamcs a pr:esentar a.lgunos result¿dos expuestos en [7j, los cuales

gara,ntizan Ia existencia bajo ciertas hipóiesis. Luego de eso da¡emos algunos e,jemplos para

ilustrar un pcco mejor 1o que en realidad está sucedjendo.

Dado un cuerpo de números Il denotaremos por V¡¡ al conjunto de erteros algebraicos de módulc

1. !7¡ denota el grupo de raíces de la unidad que están en K y Ry será el conjunto de unidsdes

reales, es decir -R¡¡ : (rk n IR

Obseruaci,ón. Los elementos del conjunto I/.¡¡ son unidades en Or, pues si u € Vy, entonces u

es también raíz del polinomio irreducible de ¿ sobre Q, perc al tene¡ u, módulo 1, se concluye

que u: u-1, Iuego u 1 € O¡¡.

De este modo y.K es un subgrupo del grupo de unidades Oja. De esto último se tiene que

V¡ es un grupo abeliano finitamente generado, y por el Teorema de las unidades de Düicnlet
conocemos una cota para el rango y sabemos además cuá1 es su parte de torsión.

Lo que se quiere estudiar es cuando Vx I Wx. Una respuesta parcia,l a esta, pregunta €s

dada por MacClue¡ y Parry cuando la extensión If/Q es de Galois. En l14l se demulstra que

si Ia extensión es de Galois entonces lV¡¡ I Vx si y solc) si 1l es un cuerpo ircaginario y no ul
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cuerpo cNI.

A continuación se enuncia¡á el resuitado principal de [7], que ca¡acteiza la ¿ristencia. de

elementos unimodulares en cuerpos de núme¡os.

Teorema 4,2. See K un cuerpo ¡ie núr,eros A L = K r-tk, dond,e k es eL arrrpo que sc

obtiene al conjugar (en eL sentid,a complejo) los elementos d.e K. Entonces K contiene unid,ad,es

unímod,ulares que no son raíces d,e la unid,ed, si y solamente si L es un cuerpo imaginario y no

un cuerpo CM.

Demostración. Ver 17, Teorema 3] ú

A¡.tes de comenzar con las construcciones, vamos a dar un ejemplo de un elemento algebraico

de este tipo.

Ejemplo 4.3. Conside¡emos el polinomio P(t):t6 +4t5 +4t1 +4P i.-4t+!, por 1a Proposiciór

4.1, sumado al hecho que 1y -1 no son ¡aíces de P(l), se tieae que este polinomio tiene a

io menos clos ¡aíces en el cí¡culo unitario. Por otra parte, es posible ver que es rrn polinomio

üreducible (bastó uua comprobación con SAGE) y también se puede ver que esie poiinomio no

divide a ningún polinomio ciclotómico. Una forma de ve¡ esto último es que e1 primer polinomio

ciclotómico con coeficientes distintos de 1 es el de grado 105 (3.5.7).

4.2, Construcciones

4.2.1. Primera construcción

En la sección anterior vimos que en general existen elementos que son enteros algebraicos de

módulo 1 pero que no son raíces de Ia rLnidad, pero a nosotros nos interesa ver si es que estos

aparecen como valores propios de endomo¡fismos de toros complejos. A priori no c-s obvia lJ res-

puesta. Por ahora Io que se sabe es que en dimensión 2 uo pueden aparecer como consecuenci¿

de Proposición 2.9.

Para demosta¡ Ia existencia de toros con esios valores propios Io que haremos es tomar un entero

aigebraico d de módulo 1 que no sea raÍz de Ia unidad de grado 29 1'tal que la extensión de

cuerpos Q(á)/Q sea totalmerte compleja, y construüemos un toro complejo de dirnensión g que



A L -L- LL _::+ Cs
rll¿l lJ¿ llr¿+t{

or. *:+ Lr -:!+ cs

Figura 4.I: Const¡ucción

tenga a ó como valor propio.

Esta, construcción está basada en rrna, he¡¡amienta análitica clásica que se usa en la teoria de

números algebraicos para probar cie¡tos hecho corno e] Teo¡ema de las unidades de Dirichlet o la

fi¡ritud dei núme¡o de clase eu un cuerpo de números (véuse 1.22 y [16, Teorema 6.4 Capítulo 1]).

Construcción:

Sea á e C un entero algebraico de módulo 1 tal que Q(¿r)/Q es una extensión totalmente

imaginaria de grado 29. y'n,...,Ts: Q(ó) .-+ C, 9 incrustaciones distintas y tal que no existan

dos que sean conjugada una de ia otra (las otras g incrusiaciones son las conjugadas de estas).

Llama¡emos -L al cuerpo Q(ó). Es un hecho que la aplicación 6 : (r1,...,rs) ma¡da (r¿ a un

¡eticulado en Ce (vease [16, Sección 5 Capitulo 1]) que llamaremos A¿.

Observemos el diagrama 4.1 y estudiemos qué es Io que ocurre en cada paso.

La función o '. O¡ ----+ A¿ es la aplicación dada por las g-incrustaciones, e .id es la inclusión

de A¿ en Ce. Po¡ otro lado la flecha vertical de la izquierda representa el homorno¡fismo Z-líreal
multiplicación por ó .

La función 16 : A¿ -+ -tl¿ viene dada por la acción de Z[d] en A¡ de la siguiente manera.

J: l\7 -+
(r1(c), ..., rr(r)) '- +

It¡
(21(óz), ..., r, (dr))

Finalmente tenemos la fuación .F5 que aparece en forma vertical al lado derecho del diagrama.

Esta función es Ia extensión C-lineal de F¿ a todo Ce.

Proposición 4.4. La función F5 ind,uce un end,omorfisrno de toros cornplejos (en ciet-to toro)

cuEos ralores propios san \(6), ..-,rg(6). Notar que 6 es uTLo d,e los ualores propios d,e f .
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Detnostraci,ón. Fá es i*a aplicación Clineai tal que ¡ó(^¿) e A¡, luego induce una aplicación
en el toro Ce/^¿:

! : Cs llt ¡ ---+ C..e l ly¡.

Como e1 diagrama es conmutativo F6(r) : rr15¡*, luego r1(d), ..., zr(ó) son Ios valores propios

de F6. ¡

De esta ma¡era probamos lo siguiente:

Teorerna 4.5. Enisten toros cotnplejos y end,ornoT-flsmos tal que tienen como ualor propio un
entero algebrai,co de mód,uln 1 qte no es míz d,e La un,id,ad,

Demostraci,ón. Esto ¡esulta de 1a Proposrción 4.4 tr

Teorerna 4.6. Para cad,a g 2 3 etisten toros complejos X d,e d,imensíón g y end,crnorf,smos

i e End(X) qlte lengd un ralor propi,o en el círculo uni,tario que na es .raíz d,e la unidad,.

Antes de demost¡ar este teorem& veremos u¡1 ejemplo, del cual Ia demost¡ación será di¡ecta

Ejemplo 4.7. Sea E Ia cuxva elíptica con un automorfismo de orden 4, E : j; . Considercmos
LILI

Ia siguiente matriz M € Ms (ZEl) que representa u¡ endomo¡fismo de -83.

/oo -,\IIM:l ', o -2i. I

[n, -, I'/
Con esto vemos que la representación ¡acional del endomorfismo es Pi(¿) : t6 + 4ts + 4t4 +
4t' + 4t + 1, que se vió en e1 Ejemplo 4.3 que debe tencr una raíz en el cÍrculo unita¡io que no

es raíz de la unidad. Luego este endomorfismo tiene un valor propio con las caracteristicas que

se buscaba.

Demostracíon del Teorema 4.6. Sea Y un toro complejo de dimensión (S - 3), V definamos el

toro X: Y x Es, donde.U es la curva elíptica recién mencionada. Defilimos e1 endomo¡fismo

?: i xitl,:X=)"x E3 +Y x E3



Entonces los valo¡es propios de i son Los valores propios de / y 1 repetido (9 - 3)-veces. Asi
X es un toro de dimemión g con un endomo¡fismo que tiene como valor propio un elemcnto

unimoduiar que no es raíz de la unidad. tr

Ya sabíamos que en toros complejos de dimensión 2 no pueden aparecer endomorfismos con

este tipo de valores propios. Ahora veamos qué sucede si intentamos construir un toro complejo

de dimensión dos que tenga un endomo¡fismo con valor propio de módulo uno que no sea raíz

de la unidad media¡te Ia const¡ucción que acabamos de mostrar.

Debemos tomar un entero algebraico ó unimodula¡ no raíz de la unidad de grado 4 con Q(6)

cuerpo totalmente imaginario, sin embargo, IA(O ' Ql : 4, y por otra parte á-1 : á, hrego

Q(á + ó-1) es un cuerpo totaimente real con [Q(6) : Q(ó + ó-1)] : 2. Luego Q(ó) es un cuerpo

CM. Pero esto es una contradicción con el Teo¡ema 4.2. La cont¡adicción nace al suponer que

existe una unidad unimodular que no es r&íz de Ia unidad y totalmente imaginaria de grado 4.

Lo que se acaba de mostrar es que hay coherencia entre lo sabido para toros 2-dimensionales y

Ia construcción recién mostrada.

4.2.2. Segunda construcción

En el Teo¡ema 4.6 vimos que para cualquier dimensión mayor o igual a tres podemos encon

trar un toro de dicha dimensión con un endomorfismo que tenga como valor propio un elemento

unimodular que no es ¡aíz de la unidad.

En la Subsección 4.2.1 se vio una construcción para encontrar toros complejos y endomorfis-

mos en ellos con'r'alores propios unimodulares que no son raíces de la unidad, que básicamente

consiste en encontrar un entero algebraico de grado 29 en el círculo unita"rio, y tal que todos sus

conjugados sean no reaies. Entonces el problema se ¡educe a encontrar enteros algebraicos de

dimensión 29 para todo g. ¿De qué malera podemos encontrax esios? Una manera de hacer].o es

encontrar polinomios de grado 29 tales que se esté seguro que tienen raíces en eI círculo unita¡io.

Es en este pur)to donde los resultados de 1a Subsección 4 empiezan a jugar un papel importante.

Consideremos la siguiente familia de polinomios
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Pz\t)

P:(¿)

pn(t)

ps(t)

t4-2t3+t2-2t+l
tG - 2ts ¡¡a ¡¿t ¡* -2t+t
t8 - 2t7 +t6 +t5 +t¿ +t3 +t2 -2t+:,
tlo - 2ts +tB +t7 +t6 +t5 +ta +t3 +t2 -2t+L

:

En general podemos escribir el k-ésimo polinomio de Ia siguiente forma

p*(¿) : Iro - 3¿ - 3¿2*-1

Por el Co¡olario 4.1 todos estos polinomios tienen al menos dos raíces en el círculo r-mitario,

por otra parte Io que se conjetura es que ésta es una familia de polinomios irreducibles, no

ciclotómicos y que sólo tienen raíces no ¡eales. La i¡¡educibilidad ha sido chequeada hasta k : 500

(es decir grado 1000), mientras que el hecho de que no <iivide a polinomios ciclotómicos se ha

comprobado hasta ,k : 200,

Si se pudiera demost¡ar Ia conjetura podríamos enuncia¡ el siguiente teorema:

Teorema 4.8. Para tod,o entero g 13, eaiste un toro complejo d,e d,irnensión g que ti,ene un

end,omorfismo con aalores propáos enteros algebruicos unitnodulares totalrnente imaEi,narios que

no son, raíces d,e la unidad,.

Demostr0,ci,ón. Dado un g > 3, tomamos el pclinomio ps(ú), y hacemos la construcción de la

Subsección 4.2.7 cort la xaíz de este polinonio que está en el cí¡culo unitario. D
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