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Resumen

Uno de los prohlema.s riel es1¡rdio rle Superfir'ies de Riemann Com-
pactas es el de busca¡ ecuaciones que las delinan como curvas pla.nas.

Esta tcsis estudia un método para encontrai ese tipo de ecuaciones
pa.ra Superficies de Rieman¡r Compactas de género mayor o igual a 2
cluc icngan acción cic un A po cíclico tic tal Íbrma quc la, supcrficic
cociente sea isomorfa ¿ la esfera de Riema¡n. Además, se desarrollan
ejemplos concretos en los cu¿rles se aplica dicho método.



A lref r.qnf

One of the problems in the study of Rieuraru Surfaces is to find
cquatiotrs th¿t dcfii¡c tlrt:i¡i ¿x affiric plinrc cun'cs. This thmis siudics
a method io find these equations for Compact Riema¡n Surfaces of
genus Breater or equa,l than two, having an action of a cyclic group
such that the quotient surface is isomorphic to the fuemann Sphere.
Several examl¡les where the method is applied are developed.
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LTna Srrperfreie de Biema¡n X es una vaxied¿d compieja de dimen-
sión 1 con un sistema de cartas compatibles. Existen va¡ios ejemplos
de estas superficies. Uno de 1os más comrines es el de ias curvas plana,s
afines suaves, que corresponden al lugax de ceros de un polinomio en
dos variablcs con cocficicntcs cn C. Otro ejemplo son las curvás pro-
yectivas suaves, es decir, clases de equivalencia de ceros de polinomios
homogéneos en tres vaxiables. Apaxte de tener esa estructura comple-
ja, las superflcies de Riemafln se pueden ver también como variedades
rr:alcs difercnciahlcs oricntahlcs tlc dimcnsión 2- Por o.llo. cuando ia, su-
perficie es compacta, se s¿be que. o bien, es horneomo¡fa (como espacio
topológico) a, una esfera, o bien, a una sum& conexa de toros, por 1o

que se puede hablar de1 género de ura superficie de Riema¡rn compac-
f¡ Arl¡.rrr:ís ,'l .tr'rtrr rl¡. irtlt.rnn¡'r'fiqrrrrrq ¡lp rrr¡,r r.rlrrprfi,.ic rl¡, Ri.rru¡rr,
cuardo ésta tiene género g mayor o igual a 2, tiene orden finito, aco-
tado por 8 (9 - 1) se$irr el Teorema de Hrurvitz (ver en [L], Teorema
rv.1.3).

I-Tn nroh'lema actlal en la Te¡rÍa de Srrnprfirips de Rjsman¡ ¡6m-
pacta^s es el de cómo expresalla"s mediante ecrraciones e.xplícitas- v es-
pecíficartrerrte couro ulla (:ulv¿ pla,lra afíu. Es opottutro observ¿l que e

caso de que ésta tenga singularidades, su nortralización corresponderá a
l¡ srrnprfinip nrioinal

Esta tesis se basa en un axtículo de Aaron Wootton que estudia el
caso ell el que 1a superficie en cuestión es de género mayor o igual á
2 y tiene lm gllU)o de ¿utomorñsrrron círlico de^crrden pritno ta.l que

Ia superficie cociente respectiva es isomoda a C. En dicho trabajo,
sc cspceífica para tal tipo dc supcrflcics. rm mól;odo para cncontrar
una ecuación que defina a la superficie como una cuñ,a plaria afÍn.
El estrrdio en dicho tra.bajo rer¡rrierc no sólo de la teoría. de Variallle
Compleja que es necesaria. para e1 tema de las superficies de Riemann,
sino quc tambión rcquicrc TcorÍa dc Grupos, cspccialmcotc al cstutli¿u
los gmpos de automorflsmos de ias superficies y ias superficies cocientes
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que originan cii<lros grttpOs. pro{Ílso r€n(lSil1io pala finaJntcnte encontl¿}
t¡.nl ectla¡ iott (lrte Ii' ¡lr.ict'ilr:r.

Fl intcrés 
'.1e 

e..tc t¡al-'ajo.lc tési.. es cstr-id.iar el tr:bajo rle \'voott.-.rn.

explicarlo v aplicarlo pala erlco[trar ecuacioncs plana^s para diferentes

superficries. El particular. on la secciórr de Aplicaciónes. desarrollanos
una ectración para la curva de Bri g, qlte de hecho tlorrige la er:uación

elcorrt¡:¿da por \fu.-r:rottriu en str artítr-tl,-.,. 1.". r:tal rrt, c'lrrespLrrlrl{r a t¿1-1

cu¡r,a. Finalmcntc, v ctt búsqucdit dc trrra gcncraliz¿r,ciórr. haccmos ¿rl-

grmas consitleraciones con respccto a1 caso de grtrpos cíclicos de orrlcn
no prirno.

Esta lesis se dir¡iqLe en tt'es ,::apít,.r1os. El el prlimtlo. .-l¿r,re11lo!c co!l-

tr¡rtos básicos {¡le usalcnlos para trabajar los sigtientes capítulos, r'c>

mo el criircepto de curvas plartas afines. superfities hiperelíptlca.s v el

'feorcrn¿r dc finiformiz:rción. En cl Capítulo 2, cxpontlrcmos d trabajo
r-le \.\.botton n:losrranrl-o }os teorerra,s ruá-s irrrL,rort¿-ntes.'tlltilc-* l,¡¿r'a, el

r¡rétodo rle encontritr ecuaciorres. En cl Capítrrlo 3 llostt'aremo's tjem-

¡rlos concletos rj.c stperficles de fue¡¡r:uln a las cu:tles se puedc aplitirr
diclro rlétorlo, y (i)feler así ecu¿ciolrtts ¡.rlartiLs par;r ell¡.s. Fiir¡.1rtr erlte.

ha.renros con,qirl-era-ciones para- e1 r:aso no ptimo, ¡nr-,stra:ldcr una' curva'

para 1a cual es posible encontrar urra ectrar:iórr pl¿ura de la uisma firrura

clue cn e1 caso prirno.



Capítulo L: Conceptos Básicos

El problema planteado en esta tesis es el de encontrar ecuaciones
que definan a algunas superficies de Riema¡n dada ciertas condiciones
especiales sobre su grupo de automorfismos. Aquí presentamos en esta
i¡rtroducción una mc¡tiva.ción a este problema, que consiste en estudiar
supcrficics dcfinidas por cicrio tipo dc ccuacioncs y cxplicamos cómo
inspiran el problema anterioremente mencionado.

Rccordcmos quc una Supcrficic dc Ricmar¡¡r X es un espacio to-
pológico conexo. Hausdorff, segundo cont able y con una colección de
homeomorfismos

A = {ó¡: U¡ _+ V,,i e l},

con {Lr,},-' una familia. dp qhiprtos pn Y ., f 1/}.-, ,,lna familia de'"..t"7,,E,...,.Jt,¿J,c|.
abiertos en C tales que

Uu,: r,
¿€1

y si í,j € 1, o biérr t/¿ ñ U; es vacío, ó bierr

ó. o ¡hr l . 
^ 

(lT ñll.\ -+ ,h.(lt nÍl,\fJ -r\-.' -Jt -r\-.

cs holomorfa como función de l'ariablc complcja. La colccción zl se
üama ,4flas complejo.

t. Curvas Pla¡ras Afines Suaves

Primc¡o rccordamos la dcfinición dc rut¿ r:r.¿rr.,r¿ plo.n.a afín, stt,atc:

Dmtslctó¡r 1.1. Sco X ,= C'eI lugar Ce ceros dc un pollncmio
I e Clx,yl. Si / tiene ambas derimdas parciales 0J lfu y 0! l0.g r.iulas
en un punto p € X decimos que X es si,ngular en p. En caso contrario,

11



12 CI¡.PÍTI,'],O 1: COIfCEPTOS BÁSICO'q

.lecimos que / es r¿o singlllor en lr. En caso qtlé .f es no sirlgular ell

todos los puntos de .X ciecimos clue f es n'o singulur y que X es una

curua pl,ana, ai'ín suaue.

El nonüro ¡)e curt;a pln,n,o, a;fín slt,arP' sc clebe a qu€' si X es ei lugar

de ceros rlc urr poiinornio no singular en todos los puntos de X, entonces

por el Tenroma rlp 1¡ É'ttnci¡1rt IrnJtlír'ii,¡. X es lor'¡lure¡to ol g¡{fi.rr 1l'e

urr¿ lutx:iórr holot¡rr.ilfa h. : A '+ C corr ,4 C C.

Se Jxtctie dotal rle tur atl¿s colrplejo á llna cluva plau:r alín sttavt: X,
usatrdu el TeorÍitiá de ld. Fuitt:iirii It plíciia. P¿¡a ver'1,r (le-tiiüstt¿if,ii(iiI d(l

cso, consultar en i2] (pág 11). Sin embargo, depentliendo de1 polinornio

que defina a X. tal curva puede ser concxa o rro. Pol ejemplo' si -{ es

rlefiriida ¡xrr el polinomic, ,[(t','¡1) : Q * ¡1)Q * | 1) entonces X es

compuesio.le dos rectas compieias que no se intersectan. Iuego nt¡ es

conexo. Sin embargo, existe utl caso en que una curva plana zrfín strave

es cotlcxa:

T¡og,r¡",I-t !.L. ,Seu X .tTti:! .:tJ!t){t- 'plo.na. afír, sr-ttt¡:e ,lef,ni.do' Ft¡r ttt;

'polinomio J e Clt:.g) qrte es i,n'cd'ucible. Er¡ton'ces X es conc:ct¡'

Con esto, si X cs culva plana irfín su¿ve deñmda ¡rol un polinolrtio

irre.-iuci1,,1e, erttotces X es sttperlitie tle B-icuaur.

IJn c¿rso especial tle cu¡r'as planas afint:s sua¡,:cs es el sigrtierrtc:

EJEIIiPLo 1.1. Sea p e Ci¿l rtrt poiinolri<.r en una v¿riabie 1Io con§-

tarte que rto es cuacirado perfecto' Entonces .[ e AV,y) definido por

.f (t:.'a) : y2 - p(,r) t:s irredtlt:ible. Aclemás si p rto l,ieue raír:es mliltiples'
aritorr""t / es no sirrgular y su lugar de celos -\ es urta superfitrie de

Eier¡rann.

Den,osllac'ión': Priuerrt, debemos cleulostrar que f cs irreduciblc'

Pa,ra ello, us¿lrcmos cl Lem¿r de Gtruss, clcnostra¡do que .f (r.9) que es

irrecj.ur:il--1c eI} C(:r)fyl, pues es prirnitiYo on r'. Cr:nsi¿1crenó:- los 
'rr'crpl-rs

I{ : A(f v I : 1((r') dondo r es urra raiz cuacirada de;¡r' Es claro quc

l¿r cxtensiórr I'l K es Clalois de grado 2 3' Grt'l(Llli .\ es cícli¿o de orden 2'

pues r/ no es ctrar{ratlo perlccto. Arleilírs -r lam}¡ién cs raiz crt¿dl¿da

d.: 11. Lr,.ego /.es irre.J,,rcil-r1e.

Ahora. hay que probar que si 2 uo tle.ne raíces rrttrlti¡ies, enton(le's

/' es uo singuiar. Para ello c¿lculemos ]as derilarlas parciales de / y irrs

igualiuuos a cero:



2. APLICACIONES HOLOMORFAS EI{TRE SUPERFICTES DE RTEMANN 13

af
.1 : p,(r) :0

ox

'! :rr:o
OT

Las irnicos posibles puntos que curnplen con esta igualdad son de
ia Íurur¿ (0, ¡) ,.luutie ..t cs url¿ rtnt' ie ¡iit). Peto culuo l¿rs r'aíces de
p(r) son riistínta"s, es decir, de multÍplicidad 1. se tendrá que p (e) es

no nula en tales rauces. Luego ttta raíz de y'(.r) no es raíz de p(x) y
viceversa. Así, para tura raiz ¡ de 1(r), "f(O,X) 

: p(X) I 0 y luego
taies (0, ¡) no pertenecen a X. Luego / es no singuiar.

Concluyendo, entonces si p no es cuadrado perfecto en C[r] y no tie-
ne ra.íces múliiples. entonces el polinomio / es irreducible y no singular,
w srr lttrtl¡ do rnrnq ns rrt¡¡ strtrnrfi¡i¡ dn Ri¡m;rnn O E D

Esto también es válido en el caso de que la curva plana afÍn sea

rlcfinida por cl polinomio f (r,y) : A^ * q(z), con n mayor a 2 y
q e Clel sin raíces múJtiples, que no sea potencia d-ésim¿ de otro
polinomio para cualquier d divisor de n.

2. Aplicaciones Holomorfas Entre Superficies de Riemann

Pa¡a el estudio objetivo de este trabajo, necesitamos estudia,r ciertas
ñxrciones t1e interés entre superficies de Riema¡n. Como las superficies
de Riernann tienen coordenadas locales en C. sc prtcrlc dcfinir cl con-
cepto de holomorficidad de una aplicación entre dos superficies. Para
ello delinimos lo siguiente:

Deri¡¡tcióN 2.1. SeanX e Y dos sur:erficies de Riemann y F: X -+
Y urra aplicación eorrtilua cntrc X e Y. Deci¡¡ros que ,l7 es holomorfa

con F(c) € Uz tales que rf2 o F o 4i;r es holomorfa en fi(r). Si W g X
es abierto, entonces decimos que F es holomorfa en W si es holomorfa
en todo punto de W. En particula¡ si 14¡ : X decimos que F es una
aplicaczón holomorfa.

OsseavAcró:q 2.1. Si ,,'es holonlorfa en.{ y: € -Y, ent.onces

existen cartas $1 :U1 -+V1 conreUtlh:U2+V2conF(t)eU2
tales que h " F' " éf 1 es holomorfa al menos en fi(r). Sea :ro € [.Ir

distinto de r y $y : Ui -+ V! con u6 e U! y ltz : UL --+ V/ cott
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lt(r) e Ui cartas tales erre g2 o F o ti'¡l es holomorfa en ?y'r(?6). Es
claro que h n Ui es no vacio, pues ,r0 está en U1 ñ [{ y por ende
Il2 n Ul, que contiene a l'(l/r f-l Ul), es no vacio. Luego, '1.,, o 6f 1 

es

holomorfa en óy(n¡), tlt1o g;t (dr(ro)) - r/,r(ro) y 42"|:lt es holomorfa
en d2 o F o !,ir (úr(zo)). Finalmente observanclo que

A ^^:¡ | ^^t, ^ D^-t,-f ^-t, ^A-l -A ^¡^¡-l\t ¿- t,'2 "\1¿2v ' v r/1 "v,lv\rt - \t/¿", - ttrt ¡

se concluye que /2 o F o dfl es holomo¡fa en /1(rrc6). Como.16 es

arbitrario, entonces $2a F o /fl es holomorfa en todo U¡

Con Ia Observación 2.1, uno puede demostrar lo siguiente:

LEMA 2.1. Sea F : X + Y 'una aph,cac'ión entre superfi,c,ies de

Riemann y Í € X. Entonces F es holomorfa en r si y sóIo si para
cualquter par d,e cartas $1 : (l¡ -+ Vt con :I: e tly y $r: {lz 1 V2 con
I.'(r) e t-12 se cumple que g2o l'o g¡1 es holomorla en S1(x).

A I lnrr,,r..r r rr', 
'r 

ri,",l,r,l¡,,- r l. Lr< :rr rli¡,,r,.i r¡r re. lr, rl, 
'r 

r¡, * f,rr pr !r rp (rrr rplfi,.i.{
de Riemann se incluyen en el siguiente iema:

LEMA 2.2. Sean F: X -+\' y G:Y -+ Z aytli,caci,ones holomorfas
entre superlicies de Riemann. Enionces G o F es hoiomorja.

Demostración: Pa¡a demostra¡ que G o }. es holomorfa, sea xr e X.
Sean /¡ :U7 i l\ con r € Uty óz: Uz -+ Vz con F(r) e Uz cartas
en X e y rspectivarnente tales que $2o F o rf;l es holomorfa en fi(r).
Sea adem¿ís $3 : Us --+ y3 una carta en Z con G o F (x) € [A tal que

ós " G , {, 1 es holomorfa en @2(F(r)). A1 iguai que antes, podemos
suponer que F.(U, ) C Uz y G (.Uz) C U¡. Ento¡rces

$soG o 1¡o d¡r1: d¡ " Go élt o4»o F o$rt.

fla-n,r,-^ D^;-| ^ h^t^-^-f4 ^^ ).,-t-\,, z.-^t1^),-l -- t^l^-^.f-vvtlte Yz

en $2(F(r)),entonces Q3oQoForfrl es holomorfa en q51(r). Luego GoF
es holomorfa en 7. Como r¿ es axbitrario, entonces G o F es holomorfa
en X. Q.E.D.

Rocnrdpmos nrp pn Tnnolllqía. rl,¡s psll¡cins rnnolópicnq son 11 rntl.s-

r¿o si existe urr horlet¡rnorfisuro errtre ellos; e"rr Algebra lirreal, dos es-
pacios vec$oriales son e¡ rn'isnto st existe un isomexfismo entre ellos;
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Li urisurc,r en ttxrría de grupos. a¡rillos. tltc. Aquí vamos a defitur rul

(x)uccpt o análog0 irarl1 strperfir:ies de Riemiuur:

Dt¡'iurcróx 2.2. Sca.l -lj, Y stpcrili:ics dr Pictlau ¡' I '-rn:'- ap1!

cación rie X en )/. Diremos clrtc 1r es un dsont,orf,'smo de superficies de

Rierlra:ln si !: es ¿rirlic:reión holouiorfa. bi-vtlctir':r v corr inversa F-r ho-

Iotrorfa. Si existc¡ un isr..¡rnolfismo eüre dos suporlicies rie Riomann 'Y

e'!'. clircrur¡s .-lr-re -¡: e )' scttt i-"orr'.orÍ0.s. El el caslr que -f : Y ¡leciuos

quc F es tn autrtvttrfisrrlLo de -{.

Se prre<Ie clerni.¡strar clue si ,Y es una srtperficic de Riemarm enton-

ces ei co ittnÍo dc iocios ios ¿ntorrtor'fisuros de -{, es un grupo con ia

corn¡rosiciórr. A t al gnlpo 10 ifellotirmos Aut(X)

At¡rí errtregamos algrrnas pro¡losir:iones sobre aplicaciotles holornor-

f¡,s er¡1r'c srt¡:ellicies i1e Bi"m¡,nn.

PtoposIctó¡¡ 2.1. Sea F : X -+ Y uno, aplicttr:ión' holomo'r.f a no

cr.tsntrtnte enfle supr':'rf,cies d,e R,i r:m,urn¡,. Dntoru:es l" es abiertrt'

Dern.ostruci(.ttt: Sea I,I abierto en -X. Dcbe¡uos cler¡rostrar que F(t'¡)

cs abie*o en Y. Para c¿rcla ;¿: € L'. sean tb, : L.i,. + I¡- con r e [,L ]¡

¡;,, ti, - ü. con F(:) € ['. taltas cri -\ e ]' teslectivanclte tales

quc rr;, o F o p;l es holomorfa cn r¿(:rr)- AI i¡1ual quc en el Le¡¡ra 2'2.

poclemos sLrponet que F(l/, ) a I;.. Cada ¿', n I' es aLrierto y como

p; I es horneomorfismo. entonces é; 1 (U" n I/) es abierto en C' Por
(-ibsr¡rvación 2 1. cor¡to rr.:- o F o ó;i es hoJonlorfa en (»-(Il,), es ahiert¿l

ahi. De est¿ m¿nrrra q;, o Fory';1(,r-(Ir'naL)) : rr- o F([/OiI-) es abierto

en C v coulo q;1 cs lrttttt«trtrol fisruo. t'rLtottcres ¡'(¿In¿i,) es ¿*rierto en

l'. Y corno U,.,, F(Ii n U,) : Ir(L¡) entcxices F(l/) es abierto en Y'

Q.E D

PnopostclóN 2.2. S«¡.n X t, Y s uperJit:tes d,e Riemtmn. cnn X
urnzpacta y Ir 'untt o'pltca,ci,ín ñ.olomor fa ¡¿o t:onstanl'c cntrt X e Y '

En¡t'nr ts i. , , suÜtt ? -r' Pc ntntpnciü.

D emo stro,ciótt. Por Proposit:iírn 2.1 i'es aplicaeitin abicrta Adcrlás

.Y es abierto cn .Y. Luego i-(-Y) cs abietio en Y. Por otra p¿rie X es

coupact o \r por Definir:iriu 2.1 , É' cs corrtinua. Luego F(X) es cornpacto'

Co¡no Y r:s l-I¡mstk¡rft. elrtoltces É'(X) es cerr¿rdo err Y. Atlerlás Y es

conexo; pot ser supcrficie de Riemiurn, por lo t¿Ilto. conm I(X) es
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abierto y cer]-ado en 1' a la vez, y : F(-X). Por 1o tarrto .F es sobre e

Y es cornpacto. Q.E.D.

Pg.-tpt--'sIcIó¡'t 2.3. Sertr¿ -\' e Y sgp.',{, !': d!. R!'- t!'L't'"'tL 'u ¡': -{ +

Y un,a o¡tlicat:ttin holc,morfa no con,sturtte entre ambus super.li't:íes ' En'-

ton.ces1tura codtt y € f', F-l(y) es u.n su'bconj'ur¡t.o dtscreto de X ' F¡t'

part'tcular si X es corrtpacto. entonles I"-|(u) r:s .fi,ntt,rt 1 no t'o'r:ío'

n-,,,,,,t,,,,;,,,,. q.",,. t' t \'' 1-, 1 Á -l¡,,t f-lrt'r' /- "' l'^1"^"''+;
v ir,.\J=¡ ;r.\ur¡'v

consiclcre 95: (.t s V carta ccntracla en Í y sea l::U'+ V cart¿

certrada en t7 de lroclo quo ,: tf: o F c 1b"\ sea hololnorfa ett 0 Conto

las cart¿rs sur ccntradas, .9(t)) ..' U- i\tlerrrá-s. ¡ror Ol.rselvaciót 2'1. g

es irokruroría et g(i,t). Cortttl it¡s ceros de uua íurltiól iroior¡rolfa lil
constante form¿u¡ un coljunto discretr:, se puede ver que en alguna

r,ecindad cio ;r, r. es la tinica preimagetr rle lt bajo r7. Esto prueba tiuc

i'-1(g) es cliscreto.

En el caso particular en quc X es compacto. por Proposición 2 2.

Y es conipacto y É' es sobre, luego 1"-1(y) es ut) varío p fil cada I € Y
y es compacto ("rto p,r"t ,É'cs coutinua, g cs cerrado, lucgo 1¡ 1(y) es

i,e..e,,l" 
"* 

-Y ccinpacto). Conc es cliscreto, p:"ra ca<1a:;; e F-r(3i) cxinte

nn abierto LI" ta1 que I/, n É--1(y) : :1:. La. colección {[I,].6¡-'i,,; es

un c:ubrirüento abiefto de F -1(g) Couro I t(y) cs compact'o. cxiste

uu subctürimientr¡ finito {I,;,}Lr. Como carla I/, só1o co¡rtiene a r;
r,uL(¡ur'És l:-t,,y¡) ,. iirri;rr. ( j.E.D.

La sig,uierrte proposición los da una forma de como repl'esentar

I¡c¿lrttr:ttte rtrt:r iq)Lit ¿ciólr liolgr¡Ülfit 11o (lollst¿rltu erltrt: superficies tlt:

RieDraDr:

PRopcrstctóN 2.4. Sea F : X -+ \" ttna altlttnci,ón hok¡t¡torf a erúre'

.supt:rtctes tle Rie'm.a,n,n, y sea t e X - Enlor¡ces erisle un, úrtt,c'o er¡Letn

pos'ii'ruT nt.F., tl'ue stt¿'isjuce íu tit¡tLienie prvpietiu,ti: ptru itttiu cut'i'a tiz :

ti.z -+ )t enit- c:entrad,a en FQ), et'iste una carta Qt: {,I1 -+ I'! en '{
r:entv ada et'¡, r ta,l que. 4:¿(ltlÓtrG))) : ,r""'"

Dernostrul:ión'. -rer 12]. pá.g. 41--15.

Corr csto. haceulos la sigtrieirl e rlefilir:irin.

D¡'ft¡vlCIót'¡ 2 ll. Sean !,'. :t y ttt¡ ,, t',-)11I,.) e1t la, Irrt¡L,,.rsicir'itt ¿r:tterit¡t

Entonces clef,nimos la multípli,citlad de i' en ¿ como el nítmero nr¡".
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Por }a Proposición 2.4. se ve que rn4, - 1.

Otra definición importa^nte es la siguiente:

Dprtxtctót'¡ 2.4. Se¿ F : X -+ Y rura apLicación holomorfa no
constante entre superficies de Riema¡¡n y sean r € X,, A € y . Si
my* ) 2 entonces decimos qlle J es tn punto de rarni,ficaczón de F. Si
y es ima.gen de rtn punto de ramificación de F entonce.s decimos que y
es tr punto t'%ma.

Se ¡rrrede rlemostra¡ qrle en una aplicación holomorla F : X -+ Y
pnf rp crrnprfi¡ip< dp Riprnqnn iql nrr,, la Y ec rornnar'tq lnc nrrnt.os dp

ramiflcación F forma,n un subconjunto discreto de X. Pa¡a ello, veanse
1os <ietalles en l2]. pág. 45. Como consecuencia de esto, ios puntos
ra,ma dc una aplicarión holomorfa forma¡r un subconjunto discrcto dci
pqne¡in de llpo¡da Arlprrr4q ,.i X oc nñrnnanfq pnirlrrr'pc lnc nrrntnc do

ramiflcación de ,F, forman un conjunto fiúto.

La siguiente proposición sólo tiene sentido en aplicaciones holornor-
fas entre superfieles de Ricur¿nn compacta.s:

PRopos¡cróN 2.5. Sea tr' : X -+ Y un aplicaci,ón holom,orfa entre
superfi,cies de Rtemann conlpactas. Para catla !! e Y sea

)u)."y -
\-
¿-
F-1

mÍ,,.

Entonces dF.a es constante, independíente d.e y,

Dp,¡nnct¡,n¡iÁn..uo" ltl n4, a l7-n?

DBr'¡Nrc¡óN 2.5. Bajo las hipótesis de la proposición anterior, lla-
maremos al nt'rmero d,p,,, el grailo de F. En adelante 1o denotamos
ur9\r ).

A cr¡utirruacióll luly ul te<.nern¿ que rel¿cioltl los gérrerrx de dos
superficies de Riemann compactas dada una aplicación holornorfa no
constante entre ambas. Este teorema se conoce como la fórmula rle

Ri,ernann-Hu¡witz:

TEoR-EMA 2.L. Sea P : X -+ Y tn,o, o;plí,r.n,ci,ón h.olom,orfa n,o cons-
tur¡.te enh'e s'uperJir:ies de Rienta,r¿rL corrLpuctus. Sem g(X) y !l(Y) los
géneros de X e l' respectiuamente. Entonces

(u)
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zsT) - z = d'es@)Qs(Y) - 2) + !(,"n" - t).
o€-f

D emastmción: ver [2], pág. 5]53.

3. Superftcies de Riemann Hiperelípticas

Ya he.mos hablaclo sob¡e curvas planas a.fines suar¡es definidas por
ecuaciones de la forma y2 : q(r) con q e C[r] un polinomio irreducible
sin ¡a¡ccs muiiipics. Estas supcríicics dc iljcma¡¡ no son comp¿ctas.
Sin ernbargo, nlediante el proceso de pegado de superficies de Riemanl
üa isomorfismos, se puede compactificar una curva definida por una
ecuación de la forma ya, menciona,<1a. Describiremos brevemente este
proceso, ver [2] para miis rictallcs.

Sea lz e C[r] un polinomio irreducible sin raÍces nrúltiples de grado
29 * lI r, donde c cs 0 ó 1. Sca X la curva plana afin suavc dcfinida
^o¡ t., o¡rr..iÁn ,,2 - h{t\ q-" ,r - - ",\ . yl- + nl. {/ es obierr,c¡ ¿ \{../. rwq u L\¿'y./
en X.

Sea k(z) : zze+2h(Ll'). Obsena¡nos que A' es un polinomio sin
raíces mú1tip1es pues á 1o es. Sea Y la curva plana afin suave definida
por la ecuación u2 -- k(z). Sea V : {(z"tr) e Ylz I 0). V es abierto
en Y.

Como [/ y V son abiertos en X e Y respectiva:nente, se les puede
dot¿r de un¿ estructula de superficies tle Rietu¿um :¡, ¿urbos subcoujurr-
tos. Xrf¿ís aún, el siguiente lema afirma que L¡ y V son isomorfos.

LEMA 3.1. La .fu,nci,ón, @: U -+ V d,e.fin,ida por

ó(x,s): (tlx,ylr'g+t).

es un isotnorfi.smo entre U y V .

Demostración: Primero demostra¡ernos que { está bien definida, es

decir que ó(*,y): (z,w) e V para cualquier (c,y) en U. Esto se ve
por:

w2 = y2 ¡¡z(t+r) _ (h(t))lr2tt+t) - (h(tlz))22(r+t) : kQ),

con lo ryre / está hien definida..
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Ahora, veamos que / es biyectiva. Sean (e, y), (t, u,) en U tales que

ó(,, y) = @(2, u). Entonces

t1t- ",t-91'l\ - 
tl tt -,tlg+l\\tl ¿,9t r" ) - \L/ L, ut L ).

Dc Ia comparación cntrc 1as primcras coordcn¿das sc vc tluc z : f
y usando esto se ve por ias segundas coordenadas que y: u. Luego S
es ¡q¡ectir¡a. Obser..,ando además que para cada (2.,u) e !/, (:, u,) :
é(llz,utzs+L) se ve que / es epiyectiva, a.i notar que (lf z,wze+t) e Lf,
pues:

¡-..-0-l12 - -,,2 -2(9-l) - 
¡'/t /-\\u,¿ ) -u - -,l\Lt¿).

Por lo ta.nto, ry' es bÍyeciila.

Para ver que / es isomorfismo entre I/ y L', recordemos que las
c¿,r'tars de las curv¿x pl¿ur¿s afirres su¿]ves sorl proyecciorres k¡cales tle
ta.les curvas en C mediante ias coordenadas de los puntos (2, y). Sea
p : b),g) u¡ punto de U. Si h'(t) I O ertonces existe r¡na ñrnción 9
holomorfa tal que en una vecindad .¡1 de 2, I/ es ei gráfie o tle q(.x) : 7¡,y
la calta correspt¡rrdierrte es la proyeceiritr local zr1(2,9) : ¡. Observando
que en r1(l) se tiene ó o n¡t(r) : (llr,q(:r)lrl+1), sea la carta en
V quo sc usc, la corlposiciorr dcsc¿l"tla da,r'á uua fuirciórr holt¡r.nolfa cl
z1(A). Si h!(x) : g entor¡ces A +Oy existe nna. fi¡neión j holomorfa.
tal que en una vecindad B de p U es el gr¿ífico Ae r = j (y) y la carta
correspoudiente es Ia proyección loca.l r2(r.y) : y. El procedimiento
es a.rrálogo ¿l c¡so tr¿t¿d<¡- Ct¡rr esto se conptueba que / es holomorfa.

QED.
Este lema se usa en [2] para tler¡u¡stra,r la siguieute proposición:

PRoposrcIóN 3.1. Sea Z = XlJYlq el pegado ile X eY uia 4¡.

Errtonces Z es una superf,cte tle Rietnanro cornpacta de género g.

Demostración: ver [Z], pág. OUet.

Dsr¡¡{icró¡i 3-1. La superfrcie Z construida como en el lema ar¡te-
rior se llama superficie hiperelíptica.

El siguiente hecho se desprende de las ecuaciones que definen los
conjuntos X e Y que dan origen a las superficies hiperelípticas.

LEMA 3.2. Toda superJít:ie hiper el:íptit* Z tiene 'un autornrsrJisur.o
de orden 2.
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Demostraci,ón: Sea J : Z -r Z dadapor Í(n,y):(r,-V). Está bien
definida v es cla¡arne¡te hiyectiva. Usando la,s ca¡ta.s de proyecciones
locales, se verilica que f es hoiomorfa. Finalnrente, observamos que

Í o Í(*,ü = f(r, -y) : (r,ú.

En conclusión. / es hoiomorfa y de orden 2. Q.E.D.

DsrINrcróN 3.2. El automorfismo ./ del lema anterior se llama in,-
u o lu ci ó n, h' ip ere líXt ti ca.

El siqrriente hecho recrriere de estudio de funciones meromorfas de
supcrficics dc Ricma¡rn on C y monod¡omía (r'cr [2]).

PRoposrcróx 3.2. Una stryterfici,e ¡l,e R,iem an,n crtmpacl,o, X es iso-
tnuiju ú urtu supcr1-túc lúper elípiicu ti g súiu si. c¡iste urtu uplicuciúit
holomorfa F : X -+ C de grado 2.

Dertulcróu 3.-1. Si .{ cs urü :ulielfi(ie,-le Rietu:rrtr is,¿trro¡fl ir urra

superfrcie hiperelíptica Y, entonces diremos que X es hiperelíptica

4. Teoremas de Uniformización y Grupos }\¡chsianos

Antí co hclrl»rí cnhrp ¡tn» fnrme dp dpsrrihir pn opnpr¡l r¡»l¡uior
supcrficic dc Ricma¡n. Pa¡a cllo sc ncccsita, cntrc otras cosas, tcoría
de grupos para estudiar los grupos de automorfismos de superficies de
Riernamr y las superfrcies de Riema¡rn cocientes. Ei teorema más irnpor-
ta-nte de esta sección es el teorema de Lrniformización que no-s da t:na
forma dc dcscribi¡ una supcrficic dc Ricm¿nn dada. Otros clcmcntos
que se necesitan son: I¿ teorí¿ de funciones harmónica,s en superficies
de Riemann y una descripción de los gmpos fundamentales de las su-
nerfir"res i¡voltr¡ra rla.s. No se darán todos los detalles aauí nero sí se

exporrdli,rr los prirrcipales resulta¡l¡s tiue se ttecesitarií,rt pa,r'a este trü-
bajo. También menciona¡emos resultados sobre los grupos F\rchsianos,
que son grupos de gran importancía para 1os siguientes capítuIo,s de es-
te lr:rhei¡¡ nups ¡v¡rdan a desnrilrir l¿s sr¡npTfinips dp Ripmaln t.Ír,licas

¡rgonales, que son el centro de estudio de esta tesis.

Antes de esto, recordemos que en 12] (Sección 3, CapÍtulo II1) se

expuire e1 terrr¿ tle ias acciolies de grupus st-rl,rle superficies tle Rieu¿,trIl.
Más aÍrn, dada una superficie X y un grupo G actuando en ella con
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cierta.s condiciones, se explica cómo dota¡ aJ espacio cociente XIG de
rrna estrrrctrua de srrperficie rle Biema¡rn. Prime¡o partimos con ias
siquientes defrniciones:

DBTINIcIóN 4.1. Sea X una superficie de Riema¡rn. Sea Ad(X) el
grupo de automorfismos de X. U¡a acción holornorfa de un grupo G
en Y es un homomol'flstno de grttpos

A: G -+ Aut(X).

Dccimos ta.mbión quc G actúa dc Jorma h,olomarfa en X. Si K er(A)
es trivial, entonces decimos qre G actúa de Jorm,a electi,ua en X

Dpnr¡¡Icrów 4.2. Sea G un grupo que actúa de fbrma holomorfa en

ura supcrficic dc Ricuralur X. Ei esíabiiiza,ior tie urt pullcr ¿ € X err

G se define como

Sto,h¡;(r): {o e GIA(1¡)("): "}.
Considerando la notación de esta definición, se puede ver que Stab,3(t)

es un subgrupo de G.

T.a cioricntp ¡lcfini¡ión es crrrcial nara el desa-¡¡olln de la tenria rle
superficies de Riemann cocientes:

D¡rrNrcIóN 4.3. Sea G un subgrupo de PSI(2,C). Entonces G es

un $upo tie automorfismos de C, ia esíera tie fuema¡rn. Decimos que G
actúa ile Jonna prop'tamente di,scantinua en r € C, si ,Súab6(z) es finito
y existe una vecindad lI de r tal que a(I/) : [/ para todo q e Sto,bc(a)

J's(U)¡U -Asiy€G\S/ürG'(r). -
Llamamos A(G) al conjunto de todos los a; e C en los cuales G

actúa de forma propiamente discontinua.

Ahora. menciona¡emos los teoremas de uniformización de sr:perfl-
cies de Riema¡n. Primero, el Teo¡ema de Uniformización de superficies
de Riema.nn simplemente conexas:

TEoF-EMA 4.L. Sea .\ une c11p¿¡fi¿io de Riemann simplenent e

cone:¡a. Entonces X es isom,orfa a, u,na d,c la,s siqu,ientes .sttperf.cie.s:

(i) q
(ii) C, Io esÍere ¡le Ri,emann.
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(iii) It{:: {:r e Cllm(r:) > 0}

Una tiernostratrión de cste tecilr:ma se puede ver erl f1l en 1a sección

IV..1.

Ahola.'i,'a:nos ¿r. t'cr cl teorcma de turifbrr¡rización gr:nelal 1-rara toilas

las s,-rperfieies dc R.ier¡larln. Plimero partrrnos «xr la. siguierrte <leflrri-

ciór r:

D¡Ft¡qtctóN .1..1. Un grupo G rie transformaciones de X'{oebius se

l1ama gnrpc Klelniar¡l si O(G) es no r'¿cío. Si ¿dernás exisie lrn semi-

plano abierto o disco al¡ierto en f)(G) qtre es invalia"nte bajo la acción

de G entonces se dice que G cs un grupo Fuchsiano.

Se ¡ruede <leinosttar qiic un Bniilo Kleirliano cs ¡r lo nl¡is uiiilerabl<:
(\,er l1l).

Ahora rlaremos el teo¡ema de rurifon¡izaciól general de superficies

tlr¡ Rierlan¡. Para str demosl,r:rción vea*se 111. scrrciórr IV.5.6:

Tnon¡trt¡ 1.2- Toda su¡tcrfit:ie tle Rietn,anlt X es isomorfa a urt'

coc'i,ente 7l f G dort'de M t:s u'ntt srpx:'rfiut' ¡J¡: Rtcttt'tttln' si'ntplcrnuttc
{:one'ro lJ G un subgnryrt de PSL(Z,C) que tctúa dl: foru'rr pt'opitunP '
te (i tst:orrtln't),a, i'tbre rie pu,ntos fiios g ytresttruan¡lo iti. ivlÍtÍs a'úrt' G es

isomorJo ul gntqto fu.ndanrcntul de X .

Sean -Y, llJ v G como ctl el Tcorem¿r 4.3. ',' supolgarnos que 'X es

coulpac:ta y M : lt. -Lntonces (l es un grupo lichsiano. Pol otra p¿lrte

cr¡lno X os {rolupa(tt.i. tittrte utt t:ielto gétte«r 1 > 1,.y corno espacio

topológirtr es ho¡neomttrfa a 1t.rt¿ surlla conexa de I toros topológicos'

Finalnteltc, r-¡bserr,'ando ciue el grupo furidamental de una sutna colex;1

dc I torr¡s os lln g tpo no :tbc1i:ulo r1arlo prlr la sigrritrntc prcscntatriiin:

r{:

concluirnos qur: (/ tiene la mism¿ pr-esentación.

I)¡¡¡NICIó¡¡ 4.5. Sea. I r-r-n grr-rpo f¡rchsiar.ro ral q're J( : EI/I t:s

colnpacta. Sea a¡ la aplicaciril cociente. Sea 9 el género de -{ La 'siq-

n.at'¡rra rle f se delint'cr¡ttto la t:upla (rt:nr.r, -..,rn,) donde r es el ntimero

rle puntos rama de 7rf y 1os tnti .] r:preselrt:üt los írlrlices tie r¿ lific¿l,Ciórr

rle los purttos r:rma" (Def. 2.4).

{n,.,,,,i,,. ..,r,1f{¡,,.r,,1 - r}
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La signatura de un grupo fuchsiano f da información sobre su re.
presentacióri:

TEOREIT4A 4.3. Sea. I utt. gr"upt' Futh.*iut¿t, 4.ue utt.úu "7¡ ffi I q.l rnt.e

k\.ff es compacta. Sea (g;m1,...,fi1¡) su signatura. Entonces eriste un
cowjunto {a1, ..., a s, bt, ..., b s, ct,,.., c,} de elernento s de T tal que:

(i) f: (a1. .... an,br, ...,bn, ct. .... G).
(ii) Los generudores c'urrtpien lus s'i¡¡'u'ientes teluci¡v¿es:

gt-

c'i" , ..., cT .(fIto,, aJ)(fI 
"r).i:t j=l

(iii) Cada clcmcnto dc ordcn finito yacc cn un único conjugado d.e

(q) para algún i.
(iv) Cada eletnento d.e orden fini.to tiene un punto fi,jo en W. Los

elem.entos d,e ortl,en infnito no tienen. pupl.ps fias.

D¡rrwrcróu 4.6. A 1os elementos de un conjunto de generadores
de un grupo fticlsiano I que cumplan 1as hipótesis y conclusiones del
teorema anterior les llamaremos qen,em.d,ores can,óni,e¡¡s ri,e I .

Demostración d,el Teorema l.l: Yer [5], págs. 3&39.

Este teorema implica que urr grupo fuchsia;ro I como en cl teorema
no es abeliano a menos de que g : 1, r : 0 ó 9 : 6, r : 1 . Además,
en [1]. se expone que la,s rinica.s supe-rficies <le Rie.mann eompatftus ron
grupos furrda,rlerrt¿les abeliauos sol las que tienerr gérrero rnetol a 2,

v que son isomorfas ¿ cocienies de C o C. Por lo tanto si el género
de uria super{icie de Rierla¡rr X es mayor o igual a 2, entonces X es

isomorfa a un cociente de la forma HI/l donde I es un grupo fuchsia¡ro
no abeliarro.

Ahnrq ci f pe 
"nq c¡rnprfi¿,ip rlp Riprnenn nñrr rtn or"uyr^ ñnitñ (7

actuando de fo¡ma holomorfa y efectiva en el1a, se puede dar una es-
tnrcttrra dc srper'ficic dc Ricma¡u¡ al cspncio cocicnte XfG:

TEOB-EIvLA 4.4. Sea U .¿1¡ r11'ttp¿t j;.tritt' uct.uun,lo,Jc Jt'.rtrtu holrnnotfu
y efectiua en una superficie de Riemann X. Entonces Xf G se puede d,o-

tar d.e una esh'uctura ile superficie ile Ri.emau't. Aderuís, la aph,coción
cociente ¡ : X -+ XIC es holomorfa de grado lGl 'y m,,": lS¿¿lr¿r(lrl)l
nnrnt.n¡lntcX

Demasttacién: Ver [2], capítulo 3, sección 3.



Capítulo 2: Superficies cíclicas n-gcnales

5, Ecuaciones para superficies cíclicas ¡rgonales con ¡; primo

ITn nrohlem¡ ahierin en Ia tenría de Slrncrfirips dp B-ipmann Com-
pactas es encontrar una ecuación que defina a rrra superfi.cie X dado
un gnrpo de uniformizaciól A ( PSL(2,R). En geleral, si eI género
de X es mavor o igual a 2, no es del todo clarc¡ como se puede abordar
cste prnhlema. Sln embargo, si X aduritc ¿utomo¡Esrnos. se puede usar
la teoría de Galois paxa encontra.r ecuaciones que la definan. En este
capÍtulo esttrdialemos el trahaio rle A. Wootr¡n el l3] eI cual considera
el caso en que X admite utr grupo ó', de autorlr.nfisul¡s cíclieo tle r¡r<lerr
nrimn rr tel nrrp ol acnacjn nrrnripnl" X l(1.. tiene qénero cero. Esto es--1"p ""'" at -"'-"

una generalización de superflcies hiperelípticas, en la,s cuales p: 2.

DorrurclóN 5.1. Si X admite un grupo C, de automorflsmos cíclico
ric nrrlpn nrirno,, fql nrra pl aqnenin ¡rrneipnJ.o Y/t' tipttt' uér,,,r',' ,.,,¡',,'- "t' p

llamaremos a X una superJici.e p-gonal y a Cp ún grupo pgonal para
,Y.

(-'nmo va- \1mrr-s elt el ca.nÍttilo altteriñr. 1.rrr1¡- stincrfirie de Biemann
compatta X de gérrerr.r rrayor o igual a 2 puede ser ol-¡te¡ritla corlo
un cociente de Ia forma HI/A donde A es un grupo Ihchsiarro libre de
torsión lla¡nado ln gr"upo d,e s'uperficie para X. La siguiente proposición
dpscri!-¡e cómn,lche¡ sor los srrlrr.t dc errlnmorfismns de llna sllnprfirip
de Riemann de esta forma:

PnoposlcróN 5.1. Sea X : H/A un.a, ntperfic¡ de Riem.ann, com.-

pacta d.e gé.nero r¡taAor a igual a 2. Entonces un gl-apo finito G de

automlrrtsrnos de X debe serisornorfo a 'ur¡ cociente de La forma l'/,\
para algún gt-üpo Fuchsiano I que antiene a L corno subgrapo normal.

De.m,ostración: 1,/er 
[6], pág. 252.

PRoposrcróN 5.2. Consitl,étese lu notuc'ión tle lu Pro¡tosic'iórt 5.1.
Entorures se t'¿ene que W]l se identifim con XIG y que la aplicación
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coc'i,ente rG : X -+ X lG mmi,fica sobre los m:i.smos punfos que n¡ : IHI -+
fn fl con Los m.ism,os índ,ices ¡te ra,m,ifica,cíón,, ln cu.o,l es equ.úta,l,en.le o,

que el stgu'iente di,agrama conn-¿utz,

(1)

Demostración: Obse¡vamos primero que si teuemos dos superfrcies
de Rjemann X. Y isomorfas, con / el tesnectivo isomorfismo v G es

un grupo de automorfismos de X, entonces existe un grupo H de au-
tomorfismos de 1' que es isomorfo a G (pues si arnba.s superfrcies son
isomorfas, entonces sus grupos de automorfisnros son isomorfbs). De
h¡¡hn r,¡ icomnr6crnn 6r'tt^ Alttl Y\ v At't(Y\ os ,i' .l¡r'in nnr./., -.-"\.

óki:f"soi-t.
Ahn¡a rtamnc+ra Yla=VlH S".^ ?-ytr: ---+YlH ¡la-J '^t " ',/ __

aa por i(l.r]) = l/(r,r)], cloncie r: *+ [r:] representa Ia clase de ¡ en X
ó Y lrriluk¡ G o H segrir correspouda. Priirero, esta fulcióu está bietr
definida, pues si z, z' € X pertenecerr a la misma órbita bajo G, en-

Lurrces exisLe g' e G Lal que 9'(r) = z'. Busuanos [. e H la,i que
h(/(z)): /(z'). Sea h: ó(s'). Entonces

¿U(r)) : Í{s',lr'(f (*)))) : /(g'(r)) : /(¡r').

Además, como / tiene inversa, se puede def,nir F de la -isma
máir.exa v se verifica que ./ o.f-t^: ldryla y .f-r " f - ld,y¡¡;. Ltego, ,f
es invertible. Para verificar que f es isomorfismo de superficies de Rie.
mann, se observa que si z'a cs la provocción cocicntc dc X en X lG y n ¡¡
es la proyección cociente de Y en )JH entonces el siguiente diagrama
es conmutativo:

H
I ---'.- ""¿ 7r^ --\_

x : H/A """ X¡C:tt¡r

-. I_{ 

---+ 

I

i"" . 1",
xlG -t..-1'lH

\¿)

-! : r t : i -^ -¡- - -r- r-- -^--- --t:-- -: -.-.uull (§u l¿ I lulultlul l¡ ul uit(t ue J §e ucrrva uu rir¡ ulld"5 aPu(-¿r('lulrc¡

involucradas.
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Por otra parte, dernostraremos que si X es superficie de Rjct¡ia¡tr -v

N. ,[y' son girrpos rle atrtomotflsrlros de X tales quc -\' < 1ly', entonces

-\i rll = (A /l\ )/(11//-'v I.

Arrtes. ohserv¡rmos r¡re ia accir'¡u ¡le ,1I/N sobre X/N se defrne de

la sigrtierrte ftrr¡rra: sea P : ll -¡ -{,/lN 1a ir,plicat:ión cocientc, st.r

r É 1/' \,' r' scr r¿ f ./' lf r;. S,'l-r i.r'1 v Il r itsc dc .l r= .Y etr .\,/A'.
Entonces se definc la acciól de i1I/N sobre -Y/rV como:

r(l.rJ¡) : ln(:;)1.v.

l.i'e¿lur.rs r¡re .:stil :lt.-iótt t*tir'l--'ictr t]-etilli''la ¡9e:r c € l'!{i/N 1,r sear a

r, b en P 1(r). Corno ab I e iY, entonces a(.r) y b(z) estén (rn la misua
órhita bajo N. Por kr tarrto, la(:r)],r' : [a(r:)]¡. Ahora. es claro que

si a € ,V, entortces lo(:r)],v : l:N,nr. Finalmerte, si r v d ostán es .\ Y

u < !'-1(t). b € l'-1(C,\. se -"odfilrr' ri'.rc:

cd(i:r;lx) : laü(,r)l,r : la(ü(.r))|.r : c(ltr(r)l¡) : c(d(lrl.t')).

f,l^rrchrimo,c qire h. :..cción eslí l¡ien rieflnir1a..

Para clcmostlar que -t/,\l ry (-X/X )/(.\1/N), sea

rt:: Xf tt + (.Y/.v)/(¡flAr).

claciar por d,(l¡]) : llr:]], cirtndc lr,l y ll"]] clettotan las clases de :r cn

cad¡1 supellicie respectiva. Parl, vet qtrc estti bien defirrida, supo ganlos

clr,e , 1, r,:' cstán cr la misrna cl;¡-sc cri X,/A/- Entonces oxiste ./ € l / tzl
que.9(r'): rrl. Sea 9la clase de 9 en Jl.l/,V. Sea 1a clase lrl^- de:r en

X/.rí. E¡tonces llr].r : Ig(r,)1" : l:r/]. Luego ll*]] : llr']].

Para r.er que es iiiyectiva, supong¿n.is que i/(lz]) : ú(ir/]). En-

tonces existe g e l/f lN tal clue 9l.r!¡ : lS(r)], : l,¡']¡. Lr.rego. existe

fi € ,ry ta1 que ñ(r1(z)) : ¡r. Como .N está contenido en 1/, cutonces

h o g e Ll , v así [r] : lz'] en Xllit.Por iie{nricióu' d es iiutotnítica-
mente sobre.

t)ara ver que es holomorfa) sear ri : X/A' -+ (XlÑ)/(n/i,V), la pro-

vección (que es holornorfa) v /' : X/,\ -+ X lful clefiuitla por /'(lz]^'') :
iz] cn -Yln1. Esta fturción es scbre ¡'cs holornclfa. l»les si 7Ir\. 7r-1I sorl

1ai proycc,:iorres de .{ en X lN v X livf ,, se cumph ciue ./' o 7r¡¡ : r,r/ y
es claro r,¡ue tls o Jt : r. Luego'qr es holnmo'-fa" Por ciaridad resumi¡nos

10 anterior en er1 siguierrte diagr:Lma corlmutativo:
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(3) X
l--.-"^'

l---,.-_:1,, x/N.l --' iv 2-'' t, Ix/^/ " "i
--r Y

(x/N)/(^,r/N)

Anli¡¡ndn l¡r ¡nterinr a le <iinqnián rlpl fpnrprnr cp lienp nrp

x/c=(Ln/$l(r/^)=H/f.

Finqlrnpntp añrn^ ,iñ : 4¡,a o rrt Inq nrrntns r¡rnq rlp r¡- snn los

misrnos que 1os de zr¡ y 1ns índices de ¡amilcación son los mismos dado
que -4. no tiene torsión. Q.E.D.

Si f es un gmpo fudrsia.no v A es un subgrupo norrnal de l, entonces
existe una relación entre los géneros de ambos grupos.

PnoposrcróN 5.3. ,Sea I un gru,po fuchsi,ano con signatura
( o-'"n. m^ m \ /,'or DefrniriÁn I \) u 

^ 
tm "uhonrn2 notw"a! de I\.Yr, ¡úr.¡r!2, .t."/ J'-

dc índ'icc fini.to N tal que cad,a qly e I lit, con i. = 1,...,r ti,ene orden
t¡. Entonces eI gevlero g¡ de la superficie cociente k\/A estd dado por:

/..r

Demostración: es una inmediata consecuencia dei ieorema de Rie-
mann Hurwitz (ver 2.1).

Si X es una superficie pgonal con grupo pgorl Co,, erfionces X f Co

es isomorfa a C. La idea es estudiar los grupos G que actúan en X,
contengan a Co como subgrupo normal, y que K = GlCp actúe en

Xf C, como grupo isornorfo a un grupo de automorfismos de C. Tales
grupos G deben admitir rura sucesión exacta del tipo siguiente (no
ne¡esari cnrente rirlicc )'

9¡*t:¡¿(q.-r)+# ('- ;)

7-+C?-+G-+K-+L.
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El grupo 1( actita en X f( ), tltte tiene génoro cero. luego A es un

subgnr¡ro finitr¡ cle 1',1-L(2.lR). Los gruptls ffuritos c¡rc ¿ctt't¡n t:n C sott

r.orociclos .\,'1r-)s anotarlo,s eu la. stgrtieltr: talrla rol srr respertivo dato d-e

raruificar:irin (qttc es trn vc(r1or Íorr largo el tnimert) de puütos t¿ütra de

la a¡rlicaciótr coi:itrrtt: respectivir- y urtr;n1ius los írldices tler rarlrific¿ciótl

de ios puntos rama):

L)es¡p¡.rAcIóN 5.1. Dos grupos lilit'.ls isornr:lfos dc a'.rtonorfisltas
de la esfera, son conjugados dentro rlel grupo de automolfisrnos de ella
(ver Teorclra A.1 de i3J o Teorema IV.9.12 de l1]).

Dn¡'rNrcróN 5.2, Si X i's Jr-gonr1. con sirlora renrrls (J: .\',4"¿l-':, (r-;)
y 1o iiarnarrtos el supergrupo nonn,al de l)r. Llamamos li : L] lCp c<ln'c¡

eI qru¡ro de es/era cle X.

I-fsarylo la notaciól de la d-eli¡rir:ión a-nterior. sea A el Srtr¡o d.
superficirr para.Y (de modo que X : H/A) "v sear:r I y f, gruPos

firr']rsianr¡s l ales qtre f/,\ - {J y fr/.\ - Cr. Sear g : I' -+ (} y.1 :

f -+ li h¡s epltuorfisrttos ca,lótrie os coll rrírtleos A y l, respectivarnente'
J,ueeo 11(.'... : H/1.. r¡ -r.-./G : f{/f . E-.to sc res1.L1ll. en e1 sigtrierrtcl' "1 v '

diagrama corlututativo :

lt\

X : [Íl¡\
n"o ),

xlc:e:wlro=e

tHi

xlc-Hr/f=e

Gmpo Daio de Ranrificación
(l¡ (Ai ,-\t

Dt l, ) ,k l- _s .)

A

51

A5

'lil
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PRoposrclÓN 5.4. Si X es p-gono,l, entonces la si,gnatura delo es

de Ia fonna (0; p. . p) pam nl.qú.n r > 2.
UVJ
r ueces

Demostración'. Corno C, es un grupo de orden primo p, entonces los
estabilizadores Stab¡;o(r) de ca.da punto r e X deben ser de órden 1 o p,
r' 

^^f.n^ 'n : lqt.h^ I "\l en+nnnac lac rnrrltinli¡irl¡rlo< rlo lr¡c n,,ntnc
' 

I v'¡!e¡¡!!v

de X sorl 1 ó p. Por Propr-rsiciórr 5.2, se tierre que 7-r, l arnifica st¡bre
los mismos puntos rama de n¡o con los mismos índices de ramificación.
Además por la fórmula de la Proposición 5.3, usando que l/A tiene
orden p, se tiene qi.ie

9^-1:p(gr,-1)-Ii
t:1

Como ,.rn ) 2.se liene oue

t-?+:É(,-1)-,
' ;=r \ t'/

+r(p-1)>2(1+p)

*rr2(7+p.) rz.- (p- 1)

Luego. la signatura de l, es de la forma deseada. Q.E.D.

Pa¡a cncont¡a¡ Ia signatura dc I hay quc fijalsc cn cl grupo G v su
dato de ¡amiñcación:

(,- ;)

Pero gro : 0 pues 1HI/1, = Xl(i, (par Proposición 5.2) -r XlC,
tiene gétrero cero, y los ¿, son iguales ¿ p, pues existe un generador de
nrripn n an I' /A L,,orrn l" fÁrvn,,lo "ntarinv.,,r..l"._ P/ " -_'O-

,*('-;)

;E('-;)

p+

p+

9¡-l:-

=)9¡:1-

Pnopos¡cIótt 5.5. (i) Si K I C,, para todo r¿ € Nl

to d.e ratni,fi,cación es (2,u. u) entonces la si,gnatura
y su da-
d.e I es
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(0'.2o.-bu.a,.p....,p\ donde {1. b'g c son 1 o p tlependiendo s'i
\-\r'J
s tJ(accs

los puntos tam,a de x¿- coi,n,cíden, (:on. l,os puntos ¡Jr: mm,ifi'cu

ci,ótt d,c l,o, e,pl,i.ca.ct.ón r:oci en.t,c r¡ : Xf C, -) Hl/|. Ert este c'aso

Itt btqttotütü tle l, es {U: 1r. .... ¡t.) tlottrlt :

R. t¡er:es

(^ 
-1\lk'l ll\- 1\lKl/r:sl1il+ffi*ffi+

(ii) ^9, 1í : C,, ptta algún rt, rrúero m'ayrx o 'igual
la szgnatum ,?e I es (0; ún,bn.. !)..... p,) dor'de a

s l)eces
d,e.pend'iendo si los pu,ntos rama de ficp caitlci(left con los Ttu,ntos

d.e rami;fir,a,r:t ón, de la aph'co'ctótt ct¡ciente n¡ : Xf Cl,, -+ II{ll.
En este caso la s iqno,turo' de l, es (0; P,.-..p.) donde:

R z¡eccs

ii:*n-*+ l:r+
Dem,ostraciórt: P¿ra encr¡ntrar la signatura de f . r:onsidele ia's apli-

caciones cocientes ,rf : IHI -+ [,4.11 . r ¡ : lHI -+ [JI/,'l. La irltirna aplicaciórr
es 1lo r¿rilif,cada pues A o tieiie to¡siriii. Aclemás. iror eI Dia$arla (2)

es claro que 1ir : lTK o ,rLr? o lr^. Si a es tin punto ra1]Ia de r¡ etrtonces

deber ser uD punto r¿l,ura de ,TK o biel], ser itnageu de un prurto ranta de

ficp o ¿mlbos. Si ocurre 1o pri[rero v no lo segundo entont-es el orticn

de r¿rmificaciírn de n¡ crr a es l, u <.r ¿r en el caso K I (1, o rz en e1 cas<r

K : ('". Si lo ocurre 1o prirnero -y ocurre 1o segundo. entonces el orde¡t

de r¿mi{icación de r¡ crt rr es p. Si ocurren ambos entonces el orclcn cle

raurifrcación es rn2 rlonde n¿ varía segun Ios ca,sc¡s K t' C,. o K : {),".

P¿ra r,ll,rtll¿t lir siB!¡-lt! ¿r- ,Je lo, e'.tu,jitr,renro-s lcrs pr-rrrtr )-q ra'tr¡' de

ri¿-o baio la ar:r:ión de I(. Suporrclrelnos quc K : C" con n > 1

Eritonces I( ticne dato de r¿rni{icatión (,, ") y 1a si.glirtura de f es

(0; on, irn, p, ..., ¡r) donde p se rcpite s veces.

qa., ,' '¡" ,l,. -. Pnr ln ¡n¡orinr q144. {,!) ripnp,'r,llrr !

ri ¿. En el primer caso, entonces o tttt es utt plmtt¡ de r'¿ilific¿rciótt dc ;r¡.
luego cae en uno de los prtntos rama de rr con indiee de ramificación p.

Se puede ver que para c¿da punto raura de n¡ cotr indice ¿* ¡¿sifl¿ación

7t ltaX r puntos rB,r!la, dQ rq, e\L stl l)relluá,ge:1. l'¿r¿r- r¡er e-qln, aomo (!

es utr purrto de esa fbnna. etltolt(es 1¿ i»bit¿ O follil¿d¿ lior tse purltu
bajo 1a accir'ru rie I( es clc cardüralic1ad n, d¿rdo que su estalrilizador es

)r
a 2, entonces
gbsoniop
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trivial (y por eilo tanüién los estabilizadores de los otros elementos de
la orbita). AsÍ, Ila.mando z'6 la proyección de X en X lG se tiene que
TC=TKoifcrY

deg(tr ¡¡ o tr ¡,) : nltt¿r,'m*a,*¿r1,1

Como son n puntos de Ia ó¡bita y o es punto rama de 7rc,, entonces
I,rs ,lel¡Js i.a¡rl'ié¡ !,-ls sutr. Lu"gr', h.ay rr puntos rama rle ir,; en la
misma órbita. Entonces el número de puntos rama de 7rp que está en
este caso es s?1,

Ahora, si Stabx@) es de orden /¿, errtorces ese purrto es el único
punto de su órbita bajo K. Como hay dos puntos rarna de zr¡, entonces
eso aporfa a 1o más dos prurtos rama de zr¡:o. Ese nt'une¡o de puntos
rarr¿ er esta situación es (a - 7)l{p - 1) + (ü - l)l(p - 1), pues si a
es p. entonces hay un punto ¡ama de 7r.p que es punto de ramificación
de ny y 1 en caso de que no, y Io mismo con b.

Finalmente, usardo la Proposición 5.4 se tiene que la signatura de
f, es de la forma (0;p,...,p) donde p se repite .B'veces, y con 1o hecho
anteriormente, se 1lega a que

R:sn* a-l nb-1.p-7 p-7
El caso .Il * C- es análogo. Q.E.D.

OsspRvectóN 5.2. Denotemos por;r a zrq,, ia aplicaciírn coriente
tle urra superficie pgonal X con grupo 'ygo:oal Cr. Sea A el gupo de
superficie de X y sean I y f, como antes. Sea ademrís C(r) el subcuerpo
de M(X) (eI cuerpo de aplicaciones holomorfas de X en e) generado
nnr r" w lqq fi,n¡innpc ¡.rncr!trntoc Spa,in ln pwnlinqdn p^ tal ci ib/a' ,,)

es un polinomio irreducible en C(r) y su cuerpo de descomposición
e* M(X) entonces X es isornorfa ¿ l¿ ouva plana afín deflnirla por
la eeuacióu Ó(r,U) : 0. P¿ra ver estg. véase la secció¡ 10.9 de [7]..,^lvla¡ aUlt, UUlllU.\ CS tlll l'tl l rlllUlelll U Cll llCU (le \- llleul¿UlLe /lCe, .l¿t

exte¡sión de ctrerpos "lZ(X)lA(z) es cÍclica. Así polteorÍa de Krrmrner,
pa.r'a el caso que estamos estudiando, se puede demostrar que existe
y e M(X) y ul polinomio q con coeficientes en C, y con factores

:In7
r€r;t (r¡<(o))

\.- -.-uP - 12 |LncP r.
r€o
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linealcs cic multiplicidad ntenor a2 tal rlne el ctterpo de des' umposili'in
de yt : rl(r,) es 

^,.f 

(X).

tri objetirro es obtqr.rer r,r¡a. ecr-ra.cií¡n má,s cletalla-d-a t1'-le ':leliua a ]a-

superficic. Antes de csto, liacemt-rs una observació¡r:

OesrRvacIóN 5.3. Sea ¿.¡. ull p1nlto ralra de rr,-r,, y sea t e r ¡)(.a)
Sea g : i, 'i' C, ci huürortiuifisluu oar.ólicu (i.t:. Kt:i'(p): A, el Siulro
dc superflcie de .Y). ¡,'¿, un gener¿dol calóuico (Def. 4,61 de f, con

irnagerr / Lrajo p. Cotro o es punto ra¡n¿r de 7rcp, se tielle qtre l(r) : ¡.
Si d es un isomorfismo entre X y Hill y ¿1 e§ u11¿1 preimag;cn de {(r)
bajo 11. entolrces r:(a) : ¿.

Corr cst:r obscn:tciórt, stt pucdc lrtlccr lit siguicrttc ck:fÍtricióIr:

D¡¡IxrcIóu 5.¿r. Se¡" a uI) puntt! ra;u¡- r'le r.; Entontes es 1a ima-
gen rlcl ptinto liio rr de a.lgrin generarlor c¡nónico c de fr. Llaln¿rrnos a

o cl punto ra¡rra de r¡; correspondiente a r.

Co¡r e-strr, se puede forntula.r el teorerna,:

TEoREMA 5.1. ,Sear¿ t7,....{:t gt:nerudores ran'ótt'itos de lo. Sea lt

'urt generadnr rte C, tal que. &)mo elemer¿to de Gal(C(r,ll) lC(t )) '

',t 
. 4 : ,,2"tlr r. Para ca,da ¡a, :i€(i ü¡ iü p1L:17to ranra cartc,siiandie nte .

Sea p : l, -+ C, el hom,ornorf,nnn t:s,nónico y para cada I < .i < r'
sea ñ¡ r:l fi,úntero e'n.tero posl,fxrtt ÍrLtL'yor a cerú § n|e'rl,or u p, tal qtte

lr¡,,(cr) : bn,. En,tonces X c.s 'lsumrtrfa a l,a su|tcr.littr: dcfinttlu Ttor la

ecu,aciótt,

u, :fit, _ e),,i,

si,empre qne n;trtqu,rt o de los q sea, 'igual o rc. ,Si parr-t, cie'r'to

I < i. 1r, n,í : iñ entorlces X es isomorfa a kt su.lterfit:r,r. deJin'id,o. por
l,¡L t:t:uttt:iór¡.

t1
.rn : ll(:r: - o¡),', fI ir - a.,)^,.

j:1 )=¡+1

f¡",.^.+"", ',i"' rra, 11A)' ''' '.* t_-J'
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Oes¡Rvac¡óN 5.4. La ecuación para una superficie ¡;-gona.l no ne-
cesaxiarnentc es r'urlc¿. Depende de ia elerr:ión rle los puntos rama de
¡'c-, la cual puede hacerse de muchas formas posibles, dado que hay in-
finitas identificaciones de ,Y/C, con la esfera de Riemann (componiendo
un isomo¡fi.smo particular con cua.lquier transformación de Moebius).
Esto hacc quc sc pucda clcgir cualquicr rcprcscntación dc If (una vez
determinarlo lí de a,cuerdo a la Tahla. 1) para encontra.r los prrntos
rama de 26,,r -

tr{ás aún, ver Teorema 5.a de f3J, dos curvas delinidas por ye - q(r)
e yP : r(t) son isomo¡fas si y sólo si r(z) : (Sr@))o con ,t eoprimo a
p, i1/ una transformación de tr{oebius y q¡¡ e1 polinomio obtenido por
aplicar- M a los ce¡os de q(z).

Lo anterior, unido a que tocl:s 1os grupos de transformaciones de
ivioebius isomorfos a il son conjugacios cntrc sÍ (vcr úbscrvación 5.1).
determina que las (posiblemente distintas) ecuaciones encontradas con
e1 método aquí presentado corresponden a la misma superficie p-gonal.

trn f|l <o olrnlinc nrrp rnpiiantp ol a<trrdio rle 1n< orrrp¿g fUchSianOS

involucrados y el estudio de la acción de K en los puntos rama de rcp,
se puede hacer m¿ás explícita ta1 ecuación. A continuación explicaremos
estos métodos.

Cnnsideremns ol or¡no K CornO antes. aCtuandO ett YIC YlC-'t "P' "t'P
es isomorfo a la esfera de Riemann, por io tanto K corresponde (es

isomorfo) a uno dc los grupos ñnitm dc la Tabla l. El conjunto dc los
puntos rarna de z'6',, mediante Ia acción de I(, se descompone en y'(-
,1,-L.¡+^^ /a^l^ l¿' A-li- ^ l^ ,,- -,,-+^ ^l ^^-i,,-I^ í 1^/",,\ l-, ¡r¡ r{_r¡¡Ju¡üu t^ \ú,/, h \-
S,,], donde.S,,, es un conjunto de representantes de las clases laterales
de Sfab¡¡(u) en K. Estt¡ iurplica l:r, siguieute propt.rsic'ióu:

Pn-oposrctóu 5.6. Sec .Y ur-"a superf,cic cíclira p-go".at. C, un gr-u-
po yt-gonal para X, G su supergntpo norznal 1t-gonal, n¿o: X -+ Xf C,
lu apliuciórt. taciuttc, K : G lCp y {dr,...,6,'} un conjunlo de repre-
sentantes d,e las li -órbitas de los putltü ratna d,e 1Tcp. Entonces eú,sten

t -/ -: -/ -t l- - O t^l-^ ^^.^ V ^^;^^^.^-¡^ ^ t^ ^-.^^-a^:^ctLt/ctu,) tÜL,k r \r\,.,\'cLrOi t¿t t¿L't gttL /r a.\ LtutRUtJu u ttlt:tt PctJLLtL
d,efinid.a por Ia ecuacr,ón:

i:l /c€,96,
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Esto d¿ t'ln¿t forma de córnt; cll«llltrar ex¡rlícitarnenf e ltls factoles

lineales rtn l¿r errrr¿ció¡r, pero no da inforrnació solrre lc¡s exponerrtcs de

diclios factorcs lineales. Ese ¡:roblerla se estutii¿r usando el supergrupo

norur¿ll de -Y.

Suponemi:s trlor ahora, l¿s <:oncliciones tle la Pro¡rosición 5.6 En-

tonces. para cada o;, sea c, cl genelador c:rlénir:o ccrrespondiente a tt¡.

Sea.1 : I + K e1 epimorflsmo cantilico cou Kcr(.y) : fr.

El siguie.nte lema nos da urra form,r de cómo re-prese'ntar los gene-

r¿dores c¿nóuicos de fr:

LEMA 5.1. St:a {d1,...,G,,} un trtnjurtto tle- rcp'rc:sentantes de las Ií'
órb'ilas qur: fortrtan los puntos ttt,n¿a tle Í{'p, 'y f)ara cad'a 1 I i | / , sea

{)i su (t enlrad.or ca'¡¡ ét,icct correltort di.et'.te. Ert!,onces cut quiu'coniunto
rlr: gr:it,crarl,.rn:s canón.tct¡s para l'r, es d.e k formrt''/i.rc1 ! ft ( i ! r'.
1 ! 1 < l1r.l/lstaÜ¡(r4)l) donde los ^¡¡.¡ tien,en la proptt'.datl tle qu,e

t('r,,¡) € 5.,.

L)11114strt ci ón: Vs¡ l-11, pá.q. 114.

DprtNIcróN 5..1. Un curirurto ritl generadores t¡ruónir:os {r,r.-. ',-'l
(no neccszlriamelte de 1a misma cardirtalidad que e1 con-iurrto clc los

liu¡iios r¿Lr¿) de rL-p cül] lti prirpic,da,i dcr iiue todo oir'o geleradcrr

calónico es de la fo¡mn ^,,,r";?iil descrit¿r anteriormente. se denotniul
l;rt I - t :o t t l Lt t t,t o tl, r: t ¡ t'n t t rul o t c s t t tn ti r ¿ u : tt s.

Ot¡o 1cua. inl,.r¡¡¡-¡¡a cs el siguiente. rl¡-re rela'cio¡ra' gerrera'dorcs

canótricos de l, con Ios cleme¡ttos de /í:

LEIVIA 5.2. St:rL k' e Ii . E¡t,trtnlt:s el gt'.n,erni,or' ¡L¡,'nánit " t\)r"rrs[)on

tiit ntt n I (i;) es -,, ,, ,' :: dorulr it' ,t : ¡

Aliora bien, supongamos qu<: A : Ií + Aut{C r) dcnota 1;r aplicación

de Ia acción de 1{ en Cr. Como Aut($) es cíclico, cxis{e ,(i1 € 'li tal
que ,4(Lo) genera la iutageu de .4(]f) en ,4ttt(C".)- Para tal ft0. sea '\¡
errielu i¿1 quc;i(i's)(Ü) : üN, dotit-lc' 

' 
es ci getier-á(iur rle C, cornu eu

el Teorcma 5.1. Con esto se oL¡tiene el siguiente rcsuitado:

LE {A 5.'1- -9u?tt'tqamos q1rc Slci) : Ü" 'parcL ! < ¡ < rt ' Entonces

ol^u,¡a^tii): ¿(r(r',;))(0"') Ltt pnñrcutnr st l.-o !) \ sor¡' «¡rno antes

g r(r'r) e 1"[ ticr(A) enton|cs al'r, 
't,1;rt\ 

: ¡/n' \'r dorrd'e rt'¡'nir es

ams kl,emttlo rnó rlukt p.
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Gracias a cst.r sc lruede esrlihil con más detalle Ia er:uerr:ión para la
slll)crf,cie x.

Tro¡-rl,tl 5-2- Seq, X una s,Lpt:r.f,r:t.e tíclica p-gonol, (ip s,.t gt',.Lpo 7t-
gono,l, G el re-sq:.ectito s'upetgrupo nornnl, ,r1 I{ el. grapo de esferu (Def.
5.2). Sea L el tlnqxt d,e sttper,lt.r:i.c dc X y I' 'g I ,, orupos ludtsianos tales
que I I l\ - t] y tt,lL - Cr,. S uponent,t.¡s tuut,bién. k¡s ut¡t,tlitlon ¿s rludus

el la Proposici"ón 5 f; ll en los Leml-" 5 1. 5.2 y 5.3. Er,t,-.r'.<r:s X es

isotnor'.fa, o, la su,perJtcíe d.e.fin'iila 'pr»' la ecttación:

,/: IITI ^ .. 
^¡ 

i:(.r - o(o, )) '' ".fTI¡'
seAl ,rl er ( ",i)n s'¿

donde losG,, son repre-sent(Lrlt.es de las K -órb ita,s r|,c yntntos rant,a rlt'.
.ji K t . L son Los qtn.cror!.orr:s r:r':.rt ó'nt rt:' s rtrl:pon.rl't'.n I ts rt, ctldn G,, b es

el generudor de (', d,el TeoTen¿a 5.1, r¡ - l1i : S/aú¡(á;)] , los ñ¡ so'n

ntint,r:ros r:ntrc I y p 1 tales qtte p(¿,) : lra', k'o es tal qlLe A(.kl) genercl

A(li ) en C, N es tat que A(ko)lb) : ü{ I para catla i' se considera
: ^r'i --- . -r.-1. -- -,-.--.- t^)^ :utuuLuu y LtLttu tutru l-

Par¿r demostrar esto, simplcmente observa¡los (luc p¿1ra cada ñ,.

§,, : U(tu¿I(er(,4) n s'4),
J:0

y que pala cada element,r a € ,(',1Ir',. r(,4) n .§;-. ei íactor lineai
r S(á¡) tierre exponente lirrcal cougrtretrte a n,-V' poi- Leua 5.3.

Datl¿ la cantidad de cálcnlos invoiucrados, ¡rr.; Ílclttir¡ros en este

punto aplic¿rciolcs dc cstc tcorcrri¿i. Dcjatrcs cl siguicnk: capÍt', o para

e11o.

6. Estudio de superflcies n-gonales y grupos fuchsianos.

Arltií cstr-r,1iar etrt,--rs e1 tritL:rjL-' ,-1e S. A-. BrrtugLir--u ], A-. W-t-'otttur

en 14] sol:re supcrficies de Riemann que contiene resultarlos de las su-

perficies cíclicas rl-gonales, r, llo necesa¡iarnento prino. En tai trabajc.i,
Brrrttghtotl y \{oo11on tstttrlia,n ios gnt¡los rle ¡tttomotfi.suros involt«'¡a-
r1,-rs. tt-q¡:rr1,-r tle ttuetrt' -qrr])elgtr-tl,)Lts t,-rt: r ¡¡,-1.:s r-1,-'!1¡5 g1-111-r¡r5,:íelir,-,s rle

intcrés t' 1e'i'altamierrto r1e t:rles grupos a littpo's ftlchsianr¡s que acttiiur
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err lH[. Estos resullados pueden ser utilizark;s dc rnanora cfectiva para

cllcolttr¿l oclltlci(luesi seglin el ürétorlo plesentatll¡ err l¡r settitln 5'

CorrLcnza¡rcs crlu I ¿¡- si gr.iierrte .lefi rrir:ión:

DnptNIctóx 6.1. Una suppdicie r{e Rjemann X de génerr.r ¿¡ ) 2 se

r-l\ce it:licu n -gor¿¿¿l si existt: trrr grupo cítlict, tlc :trttotrt i¡t fisll tt ¡s tlc ordcrr

rr que tlelolalm" (1,, iai tlue ei cspacio cocicrtle X/í). ir:lga gérrt:r'o 0.

Err ese caso. Ia aplicacit-»r cocie¡rtc ¡<,,, . X + X lC," sc conoce corno

uy t.cactón cítlic:a. n.-gort.ul v llarni¡rnos a ( ,',, el ¡¡rttpo cíchco n-gonal.

El lo qrlq sig¡le, ,qupolrc1no. Y lr-11¡- c¡r-nnrf ir'''ít]ir-tr n-go¡ra-l pa-ra'

algún l entero positivo, y (1,, tl respcctivo grupo r:íclir:o rr-gonai Sea

.r7 el género di: -Y. Se¿ G : N.u,lx)((),) de modo que al', < aJ <
-4u,t(X) E1 método c1e trab¿rio en 14] co11§iste en lev¿rrrt¿r esta tripleta
dc gtuJros ¡. ¡-rna triplct:t dc grul-r.,,s fuchsia-uos fc. < fc ( f¡,¿(--';) ta-l

qrle f 6,/1c,, = Cl I C,, y usár teoría de gr:tipos para itt4rlementat una
clasificar:ií»r. La forma gencral de cótuo hacerlo es:

(i) lispelificar uur¡ !estrjcciírl cn l.os iti1rlcs 1'r;,, ':l I'c ( J-,,r,,¡(-.;)

irnlrr»rieudo lesttit:ciortcs tle tipr; gt'orrétri(), ¿ritllréti(io' o dc

teorízr de glupos.
(ii) Calcular 1as signnturas de los grupos fuchsiairos involucrados.

/iiir ñ¡rnlmir¡qr l,'- irr¡lrrrinrr.' f <- f . '.. ,10,' \ )
(iv) I)etcrminar la suces'iótr exact& f ¡,, + lc -+ (} l(',,
(v) Usar los pa,r'es l¿; ( 1.a,,4¡1 Y f¿'" I 16 parn calcular C:,, {

G A,41i(X) (haciendo cocicnte colr el grupo de snperficie de
Y\,1 .lr.r¡.,!trrt nvtnr¡sr,',r' ¡1¡ l.- < (l < A¡,t{Y\ ¡t--r i '-' -¡1 r:r'"'rr:.r. ! ua ¡r.r

16,, J fc ( fq,r(r) rro existe.

Para efectos clc este trabajo, relacionalldo esto con 1o visto en 1a

snlción nntprior. sóLr est¡rdia¡eurls la,s relaliol.s ettre G, C.l¡,,,.1c
v el grrrpti tle supotficie t1e 1il superficie err cuestiórr, tltre llartrarurtlis A.

Err adelante, liarnamos C : G l)ar¿ algrin n fiio.

n"á^" ]-.- .'T-- ,lnc o,,,r.r'q fit¡hqi',-.," t"lAc ¡,¡¡p T..,.' T.,, íT.,. f.-l
u .) r ü uur ¡ri t;irr;i ru-,!i,ri..i - (rr i^ ú - - \,1

es finito, y H/f ,, y lHl/l'c; seirn sllpetlir:ics de Rjemir,nn txntrpactas rlt'

génoro cero. se¿ A' : 15,/11--. Segírn l4], I( es utr grupo qile actúa en C
y la.s imágenes de los generadores de oldeu ñnito bajo el horttomorfismo
r¿rttiritrr .[r:.¡, .ir: -+ i( saiisia.t:el las rlrislrir''i rei¿t:ioles que diciros

lielrer'¿rdores, I)epetrditrttL-i tle qué grupo sea 1í (<1c ¿cuerdo a la lista de

la Tabla 1) la signatura S(fc) se¡á de alguna cle i:r,s siguientes forma¡;:
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(i) Si 1{ es cíclico de ordetr ¿ entonces 1a signatur:r dc fc es de 1a

forrna

(rl-.t 
- tñ. t ¡'t. t¡',^ tt'- ,,, l' \'u/ \ "",' '"¿'

(ii) Si If no cs cídico. entonccs su d¿rto de ralrif,r:¿ción es (a, ü, c),

scglin Io visto clt 1¡r Tal;la I -1'trrtonlcs l:r sipgr:rtltr:r dc 1-¡; cs cle

la fr¡rma:

"{1f i';; : (U: '/}'}'rr.Ürn^.r 
r/t3. rr, ¡.... ttl,.).

Con los rn'rs númcros cntclos positivos.

Para, .-lemo-qtr-a¡ 1.,, a-nterior, colsirl-ele 1¿r,-s pro¡,pc¡!¡¡¡¡s ft.. ]n I
H/f., y ,jrc : []l -+ [1[/I'¡;. Por la Ptoposiciriu 5.2.Hl|,G * (H.ll(.')lK 

'
luego la proyecc.ión r ¡¡ : W-f l q -+ H/f c está llietl deJinida.

Si lí es c'íclicc, de r¡rtleri i, ctitoitces rlc ¿rcuerdo a ia Tabia 1, a7¡

ticle dos puttos tle r¡rmilicar:íóu de multipliciclad ¿. Además, cs clalo
quc rré : r¡i o n¡. (ver cl diagra ra conmutativo (5) dc a conii-
mraciórr). Pr¡t l¡i fanlo en la sigrrattrrn de f6. hirtrrlr"li tlos v:rloros r¡te
ser'ál rlúitipios de l. El <:aso en clrie lí lti es citiico t:s auáio¡lo.

(5) fi1:

I --_--..- ¡r¿'

i ---\-
i _ rf /r1
I ,,fc fllr a
| "i----'
(Er/f(r)//iH/f(r =

1\[,,¡;1 r}r¡:, clrcnnr'!:l! ll -.igl:,,1tri'¡, da l'C. 11s¡.mas la sigrricntc ilr'li-
nició¡r:

DnrtNIctótt 6.2. Sca n : I -+ C un homomorlisrnr¡ dc grtlpos L¿l

quc ,iirr (4) : Á es utt ¡;ruPtt sitt 'L,or;iót y (Ü:trt1.....rrt,') itr, si¡iua.LLtrir,

de l. Pa¡¿ cada z : 1..... r. sea l ltn gtmerador c¿nónico dc f cle

orcicrr r¡¿¡. Sea g, : ry(?;). Para caci¿ i el orden de g; es igutü zii de

r., lll:, g; : 1 ! G : \9t...., g,.). I"Jamamos eutouces a (0; nr1. .... nr.,.)

ia s'ígrmiura cie ja acció¡r tie r? en ,l : [ni''i f ii¿trtanios ¿i \'f(tor
(flr,-..,!),) un (m1. ...,rn,)-uector generadttr tle ().

E1 hecho dc ciue e1 m; -- l^lil = lrol se debe a que si rr.; : lr¡l < rn;

entonces ^;i'E It"er(t¡). C,:nrn 1i' / I tlLtr'll..t-s silí:r llll eleltterrto sitl

torsirir. lo r¡ue no Jntede pasar. hiego ll¡.tl: n r.
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Sc puede 1€r que el el r:¿Lso dc 1{ cor¡ro altes. si su dato de ratnifi-
c¿ciótr es {.at,. .a") con e i¡l'rtai t 2 o 3. segtitr los c¿sos tle ia, Tnbla 1.

entonees la signatura de Ii es (t); a1, .... o.).

PnoposrctóN 6.1. Srqtonga qtr'e (:r'1, ....r',.) (con L { e < r ) es tLtt

(u1. ....a,.)-uector gencrzdnt d,r; K, r:on re sprrcto a algún. grupo fur:lxtano
A. ,!eq. {.!),,, '!j,} ur¡. ¡l¡tl¡"'ttry.to t:1.: q en r:rz.lJ.ores co.rt.ánicos d.¡' I c to.k:s

q'ue si 7 ! i < c, el orden de q, ts'múl'l.tplo dc a'¡. Erúonces sr: puede

dt.fínir .1,:, : f,; ) l¡' con,(¡:

t.-(,,.\: t. t ¿ , / ,
,t t ,., \irt /

fc,t(Y'):7 c'*'1<i<r'
Entc¡r¿ccs Kerl.lc c-) - lL et úllic{} '

E1 otro punto iurlrortaltr-' r}re -se r,'-stt-rdia erl cste t¡a'h¿r'jo, es la- st:-

ccsiilrr cxact¿r

,\ -+ lr -+ C.

Supolie:r,:lr-, .f¡; ¡ tl cpirl,.:rlisrru' Lir:fil ri,:Lt¡ :urt'.ls y f r-: ' + I'Lr --+ Ií
I¿ sui:e-sión exacta respectiv¿. bL¡.sr:amos ahora ctr¿¡rtlo /6.¡ sLrrge dcl

nornalizarlor rie una atcióu cíclica n-gonal. es decir. que e-xista url

grupo cíclico C de ¿rutomorfisuos de Íll/4. con nortnaliz¿clol /l tal que

ii lC a lí. Se necesii¿ un elrimctrfisrnr¡ ó : I c: + C doncie rll es un

gmpo cíclico tal qrre I{e r(4) - A seil libre de torsión' Para que tal
cpimorñsruo cxist¿r. sc dcbcrr tumplir ricrta-s coudicioncs cspccífici:L,s:

Sca a.hora {r. . ,(" un r:onjurttrt cle gencradores canónicos para f¿. tal
que par¿ catia 1 ( tl ( s, ei ordctr tie {¿ sea igual a l¡ (l¿ estrirr dadas
pol 1a signatula, rle l¡). P¿rra cada 1 < i f s riefinimos 2, : o(6;) Así.
(., , .... ,") es un (11, -.., /.J-r,'trct,r» gcltrr;rdor dc 1¿ atciórL tlr: C. Pzrra que

t¡rl 1€clol exista v fL:ea libre de torsirirl. se debe tener. clltlo otr'os.

que:

(i)

r-f
.LI -, - ''

(ii) Pnra cada 1 ( rl ( s

l.,i: l€,1

(iii)
lCl : rncn¿(l{,1 ,l("1)
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Supongamos ahora clue C cumple con todas las condiciones ante-
riores. Entonces el conjunl,o:

A¿: {{u1,,...,w,)ll-"1: El,[ir, : r1,
j=r

es no vacío. Con esto se pueden enumer&r los epimorfismos
Q : T¿ -+ C dado que @ -+ @(t¡),. , a(€")) es una correspondencia
1-1.

Ahora necesitamos deterrnina¡ cuándo el homomorfismo f se ex-
tiencle a un epimorfismo ri; : f6 -+ -ñ tal qre,

(i) ñ' es un grupo que contiene a ó'satisfaciendo C <Ñ v Ñ lt: =
K.

(ii) ¿/ lr.: d.

E1 grupo ñ será igual a G cua.ndo se identifica con un subgrupo de
Aut(X). Para demostrar que tales dos condiciones se cumplen, basta
demostra¡ que A es trormai en 16, pues tiados fc y A, este ú1timo sin
torsión taies que 

^ 
< fdJ entonces definimos K : tc/lt, y de esta

manera se cumplen (¿) V (¿¿).

Para hacer esto: Sea:r € I¡;, deflnimos @, : f¡7 -+ C como

d"(r): ó@t,*').
Kcr(ó"): x-11\r y A os normal cn f6. si y sólo si I{ cr(Ó") - lt:

K er{1t:,\. Esto pa"sa, si y sólo si existe u:, e At .(O\ t,al c¡ne

4,"(^t) : ó@t "-') 
: w"(ó}D.

Entonces, para rl lt en f.,, ]¡ 7 en la, se verifica rlue rr",,(ó(r)) :
-'(.n@OD. Luego tr,, :'trro'Irc., y así, z -+ ?¿!r es urr holno¡rtot fistutr
de lc en Aut{C). Como C es abeliano entonces w": I d,c,, si r € f6: y
z -+ tu, induce una fimción K -+ Aut(C) dada por k t+ u:¡, k e K .

Esta firnción hl -+ Attt(a\ rpn!'escnra l¡ ¡nli¡.r¡iÁn .i.e la acción de
K en C vista antes ("4 del Lema 5.3). Es asÍ donde esta sección es útil
para el método desa¡¡ollado en la sección 5. Veamrrs:

En caso de ¡ro conocer bien el normalizador G de un grupo n-gonai
C de rma superficie n-gonal X. usando la Proposición 5.1, se sahe
que el grupo tle ¿utt¡r¡rorfisruos de X es ismomo¡fo a un cociente de
grupos fuchsianos de la forma l/4, donde A es ur grupo de superficie
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para X, y del mismo modo C es isomorfo a un cociente fr/A. Si se

prtrlieran conocor hlel] I v fr, sr¡roniendo qtre l, c f, y c¿Jcrrlanlos el
normaliz¿dor O de l, en l. entonces aplicamos lo aqur expuesto para
encontrar G. Conocer G es funda,mental para encontrar una ecuación
para X.



Capítulo 3: Ejemplcs ¡r Aplicacicnes

Este t:ai:iíttio está derlicailo lr aplii:iir 1o r-lsi¡i cn los r:aiiítu1os ante
riotcs. mostlando ejemplos de strperlicies rlc Riern¿¡tn l.-gonales' Pri-
nrero partilemos con supelficics esi.recíficas V der¡rosiratcmos que soll

n-gonales para aigítir rl. Despttés aplical:rnos 10 liisto on el Capítulo 2'

par-a e¡rcontr¿rr ecuaciorres pianas para osios e,jempios.

Conto se pudo apreciar err el capítulo antelio¡. el desarrollar este

métotlo envuelve varios cálr:rilos ¡' la tlctermirración de difererres olrjer

lrr¡, im,rl hsll¡os plilrl,¡s iiir'\ óti¡ilr\ e'nlrr'{'llrisl

Con el objetivo cle recopilal los dilererrtes objctos involr'rcra<ios en

el ciesa:rol1o del rnétocio. rcpetirnos eI diagarna corurnttativo 'l el cual

dc-ucribe I¡-.,s stil'eriicies v cullrielltes iur¡th-tc¡atlos e incltüt¡tos r-ul¿ tabla-

quo los resturte (adetrrís etttrega tlóttde file tlelirritL¡ o tu¿rdo cl tibjettr

en cr.rest iírr) .

x:H/^
"-1

\lG :ljrlf = (Hi fp)r'f I-r) = C

E]I ..

xl( ip: H/r, o (n{/A)/(relA) = e
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7. Eiemplos de superficies r¿-gonales.

I¡,,s sil-iLieItes rj,:Url-,1,-,-q L)refÉ'rlr-1r- 1 t ilr-rstra-l'1a, ter.)Ií;i, sul,r{:'l fir:ies 1¡-

gonales. Los dos pri.rneros son simples y se inclrt¡'en para explicar las

ideas inr,olucrarlas

E.¡oiutpt tr 7.1. []¡ta, supe.rficlr: h,zpere,lí7;t,ica,. Sea X la supcrfitie hipe-

relíptica dada por 1a cctaciri¡r ?J2 : t.:6 - 1 Se ve de inmediato clue e1

género rle la strperflcir: es 2. Sea C2 el griipo de attl or¡irirlisuros gcneradrr

lrot eJ. autourorfistrrr-r ./' de la Dtlfirriciólr 11.2. / tiene orclen 2. lucgo la
aplicación cociente F : X -+ X/Ú': ticrre grado 2. Por otra parte. es

claro que los puntos de larnificación de I' so¡r 6 y sorr rle la forr¡ra

().0) drxide ) es rura r¡iz sext¿r rle l¿r tr¡rirlarl, Y cad¡r luro rie ellrs liene
ruultiplicitlad 2. Cotr estos tlatos. si apliciiltr()s l¿r fórluttla de Ritrtiuut-
Hrlrrvitz sc tir:ne c¡rr::

2Lq(r) |:ttc,q(F)(2¡¡{xlcr\ z)+f(nrri 1)

r€-Y

.> 2(2 - 1) : 4{.q(x l(:r) - 1) + 6

-a2:.{q{XlQ)+2.

1-+A +f +G +1
i-+f- +f -+ri-+ i

laterales rle Sfb¡ru e¡l A
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Con lo quc ae llega a que q(X/("/) : 0. Por 1o tanto. X es una

srrper-licie 2-goturl.

Estcr rls ¡:n r.'a.s{) r) á,,q 4-special d-el sigr.iir:trte llecho qrte lti.lede cl-emos-

tra.rse de la utisma lorrra rlue el eiempio anterior:

E;EIr,tpr-o 7.2. Toda, srlperficie hipelelípticn es una sllperficie 2-
,-__ - 1

BUr1¿1]-

Ira conversá de esta ¿fil-tnaci/m es cierta: si ,\ cs 2-gorral 1 C sn

grnpo 2-gonal. entonccs la prover:ción r(' : X ') -YlC'es cie grado 2 -v

corno Xft.i es rle gértelo eeto, es isorrlotÍit a C, 1uego. por'la Proposit:iótt

3.2, -)( es hipr:rtlÍptictr.

Arrtcs del siguiente ejtupio. mertcionarernos e1 siguient'e icma quc

será útii en io que sigrie:

LENIA 7.1. Sea G t¿n gruqto ol:fruando holomorfa '¡1 eJec:ti'rto'm'entr: en'

x,rn supcrJír:t.c dc R.ntnanrt X y sea IIo < G el estabi,lizud,or d,e utL punto

p en G. Si Hn t:s Jinito. ctltotLcí..s es t!,n, s bq'r'u.po cícl.ico tl,¡: (,! .

Dent,osttación; \¡er 12 , página 76.

E,¡¡.¡¡pl,o 7 .-\ C',.tn,a tl.,: Fenttl't. Sea. X 1¡- superficie ¡ro1'r'ctiya en

CIF2 tlefiuida couro cl lttgttt de cetos del lrolirtotrrio lxrrtrogélrerr

I'(r,Y' z) : r" + Y" + L" 
'

con ?1 lIra+'or o igr-ral a- 4 Esta sullerf,r:ie es i:olocid¡' t:r-'!.]. ¡: \¿ r:u"!-L¡Q

rle Fermat de grnrlo rr. Clararrtente el polinciurio no tiene silgulariclades'
Iuego X es una superficie de Riem¿nn colnpact,a. Se ¡rue<1e derncist'rar

que el génelo de X es (n - i)(n 2)f2. Supongamos que rr cs primo

v ma-r/o!' o igual a- 5. Etitcrces t1 género dq Y es uaJo! a, 2. Sea .f :

X -+ X dt'firritla pcr Jlr: y : z): fo: : s : 'z] drinde ¿ es una

r ¿íz n-ésima priuitiva de la unidad. Est¿r ftnción est.¿i bicn defir¡rda

v es un alitorlolfsrno de ordeu n. Sea ll c1 grupo generaclo por ,f y
P : -X -+ .{lG l¡. :l¡lic:.ción coriule.

Supongamos cluc lf : u : t] cs u11 plmtrl dr: ramiiicaciórr rle F,

entonces .flt'. u,:1'] : lo¿ : ir : r'] : fr : z : rN. Etrtc¡rtces a| : ¡:'t 
¡

'u : t:'u1 ¿' : .iu pala aigúrr r: disiitlto de celo. Alifill¿lrlús que ¿i : 1'

De 1o corrtario, 1), : t) - 0 \' usando 1¿r ecuación t¡rc deline a X. sc
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ve que f : 0. Luego c : 1 y eso implica que o¿ : ú. Como a no es

cero ni 1, entonces f : 0. Esto implica que u y ü no pueden ser cero.
Como tal punto está en X, se tiene que u," * tt' :0 lo que implica que
ufu : ut es una raíz n-ésima de -1. Hay n de taleij raíces, luego hay n
puntos de ra¡nificación. cada uno con multiplicidad n. Aplicando esto
a la fórmu.la dc Ricmann Hurwitz sc ticnc quu

/n - 1\/,¡ -r\ -, : ,'(rh(Ylí:\ - r\ r n/rr - l)^/\" -./

+ n(n - 3) : n(zs(x lG) - 2 + n - 1)

+n-3 =2s(XlC) -3fn.
f¡a ¡lnnrlo ca rlocnranrlo n¡o ^( v / /1\ - O E'ntnn¡oc Y oe --rnnol

Ahora, para r¿ > 4, no primo, también se cumple que X es ?1-

gonal. Supongamos que d > I divide a n. Consideramos f, C y F
definidas como antes y sea [r : y : z] u punto de ra¡nificación de F
cuyo estabilizador FI tiene orden d. Por el Lema 7.1, H es cíclico, y
como el único subrgupo de G de orden d es es ei generad o por !n/a
entonces H :a ¡'¡a >. De esta ma¡era

tnldtt^. ".. -1\ - 
l,-nld^. ^. . -l - 

t- , -. . -tJ \t¿.9."1)-t(, r,.9-"1 -tt.g--)-

Usa¡do un axgumento pa¡ecido a,l a¡terior para el caso primo, se

ve que r:0 y luego lr: y: zl es de la misma fo¡ma anterior. Pe¡o
ohscrua¡do nrrp

.f([0: s: zJ) : [0: y : z].

se tipnp n¡re f <: H 1¡ nrro ivnnlica nttc d : r Cnrnn hcv ,¡ nrrntoc rlp

la forma requerida, entonces al aplicar la fórmula de fuemann-Hurwitz
se tiere e1 misrno resultado de a¡rtes. Luego ,{ es n-gonal.

E'rrr¡nrn , 
^ 

/-",X-¿^-^ )- I/'1^"^ Q^^ \/ I^ ^,,'-,^ --^,,^^¡i,,^ ^,. tf-P2!ur v« PrutuLU¡vo \ u v-r

definida como el luga.r de ce¡os del polinomio

P@,y, z) : rul + yzs + ¿r3 .

Se puede demostrar que este polinomio es Areducible y es no sin-
girlar. Corr esto, X es uIra s1]J)erfi(ie de Riern¿url cornpacta. Se puede
demostrar quc su género es 3.
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Sea r¿ rr¡ra. raíz séptima prirnitiva. de 1a unidad v .l : X -+ -Y definida
por l(ir : y: z)\ : ir: a2y, a-1;]. Vearnos que / esiá bien rlefir¡id¿r:

obserlarnos quc:

t(t2y)3 + a2'y(a-1 t)¿ I- a-1¿:;3 -- rro s7¡3 + a-1'yz3 + ¿-12.r;3

Luego. si lt : y : z'1 está cn ,Y, también srt imagcn bajo l. a"sí. /
está l¡ien definid¿-

Se r¡elifica- fár:ilmente r-lu{) ,f es lrij¡ecti¡'¿: supong¿r.üros que

l.r '. o¿ u :,r l--. : | ,t1 u o '1 ,',.

Entonccs r:risfp /r € (l* t,al qre

(t' n2Y' a-1;) : Ó(I,¿2tt,n-rr)'

De io que se desr)rende que (:r. y. z) -- b(i,,u,,t;) ¡r crxr e1b. iz : 'q :

z): lt: a : '"-]. Luego / es iril"ectir.a. Es epi,r'ectiva, pues [r' : u : :] :
,f \lr: a -9 . a.)).

Para','er q'üe ./ es holomorfa, sca p - lt : u : ;.11 e .Y. Sr.ipongamos

que ;x es no cero. Entonces 1¿u c¿rrtas loctrlcs 1¿ Y ir e p son r-'cspec-

tivamente mantiar lt, : u : tl a u,f L o tt r'//, segurr si las derivada-s de

P et y o z sorr no nulas. De todas lbrmas, en cada ca^so, vemos que

eo i o ó-t ur¿urd¿ z eli tL2:. ti.t o.f o e-| rri¿urcl¿t z en ¿-1¿, 'q: o.i o E-l
manrla z cn a-1h(z) donde /¿ cs 1¿r furrciól holornorfa dcl tcorcma dt'

Ia firnción intplicita en la ctrrra afil d¿tla pol P(1. y,,e) : 0. v análogo

con o o,f o lt)-1. E cualquicr caso. sc ve ,:1ue / cs holonrorfa.

Fina-1nrcnte, ¡,rq 4rl-r5q1w. 2 qr-¡4

l'Qr, y: zl): f.r : ,,r{¡ : it-7rl :[r:q:--,.

l,rrcgo, ./ es t¡ll alltotrrr¡tfisltto,ic r¡r'rie¡ 7.

Sca G e1 grupo generaclo por -f -v F : -X -+ Xl{} la aplioacíón

cociente. Demostrarernos cluc X es tttr:r sttpe it:ie 7-gonal.

ca'lcldetnos los pttntos tic ranificacitin de i' Eso'" p'-rrrtos son 1os

puntos Ir : r7 : z] tales que .f(l;r : ! : zl) - lt : o2y : n, l zl : lt: : y : zl.
Luego existe r: nit¡tLrtt.¡ tlrrtplcjo tlistiuto de r:ero t¿rl que (,r'.T7,;) :
c(t:, a211, tt 1z). De 1a prirlera coordenada se clcs¡rrende quoÍ(c-1) :0.
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Si r es r:ero, entonccs por la ecuación r1e P se tie¡re que y:3 :0, luego

u - 0 ó z:0, pero no arrüros. Si c: 1, entonces se Llesprcnde que

lt : z. :0. Luego. los lrurrtos dc raruificación de ]' son 3: ii : 0 : 01,

l0: 1:0] 1'10:0:1], cada Lrno con multiplick.lad 7.

Por ott'a parte. rir.r7( F') : lcl :7. Aplicanclo csto v ios datos antc-

rlores el la fór¡rtulil Ce Rient¿nn-Hurwitz sc tiene que:

2 3 2:7\)qlXlG) -2) 3 6

-+ I : uq(xlG)' 14+ 18 : 1ag(xlc) +a.

L)A l,' ,iltn s. rlo-pr,'r',ln ,¡tte el g, n"t.-. ,l.e .Y /ri n* r'ar,'. !-¡noa. \. n¡

urra supelllcie 7-gorr:r1.

E;r¡,¡¡'t o 7.5. Soa i la intersccr:ión en CiF3 cle 1os lugares de ccros

de kis tr;ollnomios homogérteos

I'(.r.11. z.t) : :12 + !J) + :2

Q(r'Y':'t): LB - t!;t

En [9], sc establece que X es lrrra superficie clc Riema¡rn de génertr

4, Su grupo de atttornt.¡rlismos. segúti el rnisrno artícukr. es isomollb al
qr¡l,urunn At,Cltl ^le,e!lelr¡1,, rr,,r l¡. r,rer.i,"s ! B. ¿ '.,1,¡ll,ie:rt¡1,'¿íluij'J.:.....\-.-/-i¡i1¡ú

con ?rr una raiz círbica priluitiva de la ulidad.

B:

C:

[i,' 0 U 0l
I,, u,o ul
in n ,,, n l'
Ló ó ó ,,,.]

Io
lr

t:

In
t;
lo
Ln

1 r\ n ''l

o r) ul
0 1 0l

I0 0 -1.1

olol
0 0 0l
1 0 0l
ú u 1l

Clon at'itda del prr,rgrama GAP. se puede

or-derr 3. ,B tienc orden ,1 v que cl ordert de
ver que -4 y Cl tienen

.Auf (.t) es 72. Por otra
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partc, se lluede yer que ,4 cDnrlruta con B y con a.'. lucgo, 3i ¿,1, es c1

€llfrpo gerolado por.' -4, Lrntonces su Ilormaliz¿idor es todo Aut.(X). La
represent¿ciúir de ,,1 como autolrolÍisllio de X se -\e colni:l i¡iultiplicar
,,1 con un "vector"que se elige coltro reprcsentallte dc algun eicrnerrto

cle -Y. es dccir, que

doucle

Fnr l¡r +¡ntn A(1.t . ,, . -.rl\:i,','' t'¡,tr1
i_ Y'"'*'j'

Sea ¡.," la pr'oyección tle X en X/C3. Probarernos que l' es 3-gonal.

Calt'ullruos l¿L ral r r ificacitirr tle l,': r1... Sea l:r': y: z: t] uu punto
<ie ramificacióu tie F, por io que es un punio frjo'bajo,'i. Es ciecir,

existc ir ('orrplejo no (,ero t:r} que (:2. g, z.t) : c{r.u. z, urf ). Si c: tr-r
entonces :t: : lJ: ¿ - 0 -v enton{lcs por la ecttncirin daria iror Q: Q

se \-c qLle / : (1. Lucgo ,' : 1 l¡ con ello. / - 0. Po¡ la r:ctración dc

Q se r..e que a.l ¡nenos una de las otras tres coordenadas es nula, percr

si dos lo fueran, entonces la ierrccla tantbiélt 1o sería. Supongamos que

síi1o ; - 0- Entouccs por ia u:uación 1' : 0 sc vc que z? * 92 : 0,

Iuego. suporicndo que t : 1, se iieile que g : ií. Con esto se ticne
que il : +i :0:01 son Umtos de ramificación dc F. Si 9:0, por un
r-¿1zon¿rnicnto an¿ilúgo se llega ir Ios ¡rltntos 11 : 0 : -i : 0] v si:r :0, se

llega a 1r.rs puntos l0: 1 : ltl :01. Lur:go, ha¡- 6 putltos rlr: rantificación.
cada uno col] multiplicidad 3' Corno deQ(F') :3 I ei gónero de x es '1'

si.g es el género de ,\/C3. aplicandt¡ la fórmrila tle Riemanrl-Hltr¡¡'itz
se tiene clue:

6:69-6¡1.):$r1 !€t

I)e aqrÍ se desprertiie qrte.q:0. hiego. X es 3-gorrtrl

EJELIPL0 7.b. C'uru(r r1.e Brirtg. Sea -Y la cxr., a pro1.¡ectir,¿ eI) CIP4

corrcspondiente a la intersección de k-rs lugares de ct¡ros de trcs polinc>

mios lri con i : 1. 2. 3 definidos eotr-ro:

f'l ll'::lI l:l ['t]lll:l; L;;ll:l:l;li
L,'] ln o {) ,,'J L,_l 1,,,,1

P,¡.r. ¡1.2.1.. u't : t: t g' ' z' ii - ,,'.
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En [15] se señala que es una superflcie de R.iemann de gérrero 4.

Además. en 1101. se seirala. qlre sll g-IllJ)o rle ¿rtttt¡t¡torf,smos es isomotfo

a 5's, ei cual aciúa como permutaciones de las coot'denatlas homogénea^s.

Sea/:X + X defirrida como

f,1,.,,. .t ,,lt: t¡.-.1 t,.'

Es claro c¡re / es bi-r't:ctila. v corrto es una pelrnlltación de las

coordenad¿"s hotlr.rgérteas. de.ja itrva ia.ntes los ¡xrlinotnir-'s fl, luego es

urr aufollot fist lr o- Atleur¿is. su oltltrr es 5.

5s¿ (,,. el grupo generado por ./ y sea F- - v (i. Arriilogirme.ute ,l 1os

eieülpios anteriores, riernostrarernos que X es 5-gonai.

So¡ l¡ ¡¡ : , 't ul rr-,r r¡lr1!1r) de r'¡tnifir¡.ción de F. Etltonces existc- 'L,, r, - "l '__ r"
c rrtiureru coruplej{) rto ll[]o tal rluc (y. 2.t.. u..ti) : ci:r. !r.z.l- u)' De
esto, se vc que si alguna de la-s coor¡lenadas es rlul¿. las otras tanbién'
luego ninguua coordcnada es nul¿. Po(lelttos suponer (iue u::1. lucgo

!): c, J: {:2,t: tl . u - ta, v comc son pultos Ce X. eu particular
pertenecen al lugar ele ceros cle Pl,lucgo se tiete que cr¡mplir que

l+r:+c2+c3+cl:0.

Por 1o ta¡rttr, . es 1ttr4. laíz qttitl.l ¡rrimitila de 1¡r ttnirlad. ()ou esto.

se vr que ti¡.rnl¡ión está ett tl lugar th leros tle L't t' ['e, Lucgo es un
pllnto err X. Colio hay cuatr<i raíces qlú[trLs primitivas rie la urrirlad,
cntonces hay cuzrtro puntos de la fr,rrrna il : c . c2 : c3 : r1] con c raiz
r¡rüila primitivir do 1a 11ni([a(1. Ltrego. ha-v 4 p1uÍos r]e r'¡¡rifir'ac rirr lo¡r
multiplicidad 5.

Conro ¿dernás deQ(,F) - 5 ). el girlrero de X cs 4. llarnando g al
gónero de X/ó15 I aplic:rnclo Riemarrrr-Hur¡l'itz se iiene quc

2 4 2 :5(.2;) 2) + 4(5 1)

+6:109-t6

De lo quc se desprend.: qrle /j : 0 Por 1o ta,lto -Y es 5-gona"l.
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8. Aplicaciones del método para encontrar ecuaciones.

Al¡nlr ¡nlic¡rpmoq ln tiqtn pn ol llanínrln ? n¡r¡ ltttst ¿l e,::ttacit¡

nes que replesenten superf¿ics 7¿-gorlales. usando ejemPios Iclst'r¿rdos

en la sección 7. De atuerdo & 10 estudiado ¿ntes. se estairlece que 1os

pasos para, círcontral 1:r ccu:rción par¿r ulra supcrficic Trgoual son ios
sigirierrtes:

Encontrar el uorrrializador G del g.-rqro cíciico 1r'gonal (lu en

,Aat(X) v el grupo K : GlLlt,
Enro¡tra¡ l:rs sigratula-s de | ¡' f,,.
Erreoutr¿u un:l itlelrtilicrrt'iórr tle X/C, con l¿ esfera de R.ie¡nann

clc morlo qile el grupo If sea un grtr¡rci tie ¿iutol1)orlismos dr e l'
usar los prrlltos c1c irlgrrna órbita b¿¡io Ii couro los puntos rama
dc r,¿-r.

(iv) trstudiar la acciór clc ff err ó'r.
(v) Apiicar ios Lcutas 5.1, 5.2 r- 5.3.

EI pa,-<o i es irnl{rrt:ull Ér. pttes:r1rtrda. ¡..l"finir ctiá1 l's e! grl¡-Po I(. c]

eual. rncdiatrte 1a pt oposit;ititr 5.5, pclurite el ¡raso i'i. E1 paso lli os cl que

de-fiue- los factores line¡rles clc1 polinomio q que da hrpJar a lir eurcaciórr

,r' : qQ:). El pa*so iu es ilrportante para elrcoltrar los exponentes ilc 1os

fa,ctorr.s line¡"1es de g Filaltrtente, ,§e jrllrt¡" io a.ntericrr dc Ios prirneros

cuat]'o p¿Lsos p¿ra dar lugar al paso r', medialte erl cual se obtielle ia
ecuación para x.

II-¡EI'IPLQ 8.1. Sca,,Y Ia cur¡¡a, cle Fer¡na,t rlrr glar.lo p priuro may,'r
a 5. Segun 1o vistr¡ cu [8], ,aut(X). el gnt¡xr ile atttr¡rnorfisrnos de X cs

isonrorfo a ur producto semidirecto de 53 corr C, x (.',,. (,1,, x' Liu'aetuit
como ei coujrtnto de itls autontor{ismtts rlo 1a fontra

t \., ... -I-I.,-.,,i,,..

dc¡ndc a es urra taiz p-ésima ¡lrimitiva rle la rmid¿ld, 5'3 actÍta cotro o1

conjrurto de las perrnutaciones de l¿r's coortlenada's hourogérteas de cada
pur.ri,o de X. Sea g : ./1.¡. Culro -va vilros, si Cp:< g > ellolces X/C,
tiene géncro cero. luego X es pgonal. Cotrto primer pa.so, busquernos

G: rY4,,¿(x)(Cle). Considerernos ,{. l, v I cotno en c1 ca¡rítulo 2. (-1,

e-stá cr¡ntenirlr¡ a¿¡¡(i.,,x(tp, c¡:e e-s abelia.no. Luego (? contierre ¿'.Cnx(17,

\.. por eiio, Niene orrietr rlavor o igua a p2. Airora, trav qrte vcr si ios

cletrerrtos cle S'3 están en G. Sea /¿: X -+ X rlefinirla por

(i)

{ii)
(iii)
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i11.r :Y: : ): ls: : : rr

E,qtc autr¡mo¡fl,qrno cr,)rresporrrle 1-r.n?-r, pcrrlltt:r.¿:ión ,:1e 1a-s arlorr-lella--

das homogérreari J¡ pol t¿nto pertertece a S'3. O1-rserva,nclo r¡rc

t,^.,^L 1t1,,.,,..,\-i, ,.1)-i'¡,¡- ,.,, I-1 ,, ¡'ltl tl ' i). \ t .rj .-.)-¡¡-.,/r -.-I .li,j -/r\i¿-..¡ lt 1-

: llrq-l:t:: up-| g . z] : 1,,-r r-r(l:r,:'g : zl),

sc tiene ciuc i, no pcrtenecc ¿1 G. Sin erubargo. si def,.ninros

h' . X - X colio l','(ir. q:.]) : [,.;:e], se x€ itire

h' o q,, lt'-l(lt:: y : zi1: lt' " g(lr: z : y]')

: lr(l¿;r : z : ry)) : lro.:r'. y : z),: q(l::: t) : zl).

Se ve clue ñ'está en G, conmuta colr g y cl¿rramente es una inl'olu-
ción. Se concluyc que a; es e} glupú de orden 2p2 generado por izl y los

elt r::reltos de a:], y. C,,. L,-rego li : t: lalt, ticle orrleu 2p. Srilo !¡1'¡ rlos

posiLrilidades: que -h sr:a isourorfb a 02, o a l),,. Pero ol]§ervamos que

h'r.fu.roh'-'(t:t:¡;:21,¡:lt!"j'¡,¡{lt:z:y)\':h'(t¡t:a;:ft;:lt:y:a;)
:t,etP-t r'.,,P ttt. ¿] : /,, lr. rrlr:U: :l).

Conch¡iruos que G Do es ¿rbelianc¡.

Denote la clase en /( cle un elenlelrto z e G arbitrario como 7. Sea

g' : fst. Couro ,1.¡, : ,/0,r, o .L o. se tiene que l¡,¡ : 9'k . Por 1o ¿nter-.ior.

E.s así que en y'( se sátisface il;l - 7=;f,.
,K es generacio por ia cla^se cle r¡t v ia clase de ll', pues el G tocio

elemerrto es dc la ftlr¡rra

lt, o .!¡.* : lt o Jo,x o,l,o : h " g'r' n t)i.

co¡clr-r,"iril. K es isolrorfc, a l),r. pues sr.l-s Qierlelrtos son de la.E¡l
forrna llo g'¡.
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Ahora. el segundo paso es encontrar las signaturas de I y fo. Para
encorltrar 1a signatrua cle I, r:alo a¡nos ]a ramificación de

.,,..Y/{l --+ YlC"¡r'-'/"P --t"'

Como K es isomorfo a /)r,, por la Proposición 5.5, 1a signatura de
I debe ser de la forma (0;2t,2u,pu,p,..,p). Por la estructura de Dr,
s¡hcmos orrc los strh¡yttnos dc orricn 2 son corjriga.dr¡s r:ntrc sí. Po¡ lo
tanto, ba"sta analizar los ptrntos fijos (si es qrte e.xisten) eleF y q'.

Sea o € Xf Co utt punto frjo dc F. Sea lz : g : z) € zr;?1({o}). Existe
I entero entre 0 v p - 1 ta1 que

H{lr y: zl) = le : z: y): latx: y'. zl: st(la: y: zl).

Entnnces cr¡isf.p r nrimern r.nmnlpin distinfn de rprn tal nrre

(", 
",y) 

: e(dr,y, z).

De ar¡rí ol:tene.mos r¡re dz : z. S\ z es cero, entonces ;n e,r7 tamhién
(por la igualdad iuiterit¡t y por la ecu¿rciór de X). Luego I : 1.

Si c : * 1, entonces z : -\J como r¿ es una raiz lrésima de la
unidad, n : 0. Cla¡ament e z: -'g curnple corr la ecuación de X. y r:uí,

tenemos el punto l0 : 1 : -11 en zr;j({o}).

Si c:1entonces 2:yy att: c. Si z:0, por la ecuación de X
se llega a que !/ : 0. Luego r no es cero y esto hace que I : 0.

Pt¡r l¿ ccuación dr: X se tiene que ú : --ZAp, iuego c: t,y donde
wp: -2 y así tenemos e1 punto [u : 1 : 1j en n¿f({a}).

Clara,mente, en este último caso para todo rr raiz de xp : -2,- l.r i. -l,r r'
iu' : 1 : ij e ni;(iai), y corno sorr p punros <ie esa forma, r¡j (iai)
consiste de tales puntos.

La clase de [0 : 1 : -1] en Xf C, es distinta de la clase de lro : 1 : 1].
\{is ¿urr. urrb:rs ll¡*,res s.-.rr disrirltus er X fG (pues uno de ellos tiene
coordenada cero). Obser ,mos que [0 : 1 : -1] es punto fijo de g, pero
que ftu:1:1] no. Como 9'([0 : 1, -1]) : [0 : o : 1J, [0 : 1, -1] no es
prrnto fiio rie 9r y tampoco ftrr : I : 1l para nütgrrn zr raiz de rp : -2,
v jrltlyls t!!r!tfr)! {,rtr fiirr. lr¡iu Jtr.

Ahora, sea ¡3 e XlC, rln pruato fijo rle 7 y lt : u, : ul e n¿l({§}).
Entonces existe lr entero entre 0 y p - 1 tal que
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í(.lt u: t]) : [t : a.u: !]: lakt u: ul : So([¿ : u : o]).

Luego, existe á no cero en C tal que (t, au. u) = ó(¿h, z, t,). Se sara
de aquí que b¿ :'u. Si b f 1 entonces u:0, y por la ecuación de X se

tiene que I y u son no nulos. Se saca de ahí que 1 - bak y a: ó. Luego
k: p- 1. Y se tiene que f/*zr:0, luego it: a: o] : [,f: 1:0] con
,\ una raiz pésiura de la unidad. Si ó : 1 entonces u:0 y k: 0, luego
tp *up :0y lt: u,: u] : [,\ :0: -1], con,\ igual que en el caso anteríor.
Cla¡amente arnbos tipos de puntos dan clases distintas en X fC, pero
dan la misma ciase en XIG ptes h'([): -1 : 0]) : [,\:0: -1].

L¿s t1t.¡s dases de eler¡leltr-.rs fijos ¡rur ll en X /(, deur iltágeles
distintas por 7rK. y ltx elerrrerrtus fijt» por y' dan la misma imagen
por tal proyeccrón. Esto es coherente con ei hecho <ie que ei dato rie
ra¡nificación de Do es (2,2,p).Además. una de las clases de elementos
fijos pol H es un purrto rama de la proye cción 16, : X -+ X/C, mientras
que el resto de los puntos rama de esa aplicáción no son purrtos de
ramificación dc zr¡. Sin embargo, tales puntos eran de la forma i0 :

'u : 1] con u una raiz pésima de -1 y eso"s puntos perteneccn a Ia
misma clase en X fG , pues dados dos puntos de esa forrna, existe un fr
entero entre 0 y p - 7 ta1 que uno es mandado a1 otro via -q'b (dado que
multiplicar una raiz pósima dc -1 por u¡a raiz pcsima dc la unidad
da una raiz 7résirna de -1), luego, todos pertenecen a la misrna clase en
XlG. Por Io tanto. la signatura de I es (0; 2,p,2p).

I-Isan,lo la notación de la. Pro¡nsirión 5.5. se ve qrle .c = 0, I: r: 1

y a = p, luego la sigrratura de f, es de 1a forma (0; p, .., p) donde p se

repite r veces con

(o. - 1\lKir: i=fr::p
Ahora btrsc¿ulos rura irlcntiflcación da. X fCo cor¡ C adecuada. Por

^r. 
...-" ,'.. F r ¡- -l\_rl_rscr v¿luruu u.{. la crc(erun uc lar rurlttllt( il.ulur I q> ¿11ullf itJi¿! saivo lsaF

morflsmo 
"o, 

l. Er, [3], págrna 120. hay una tabla (la cual incluinos
en un apéndice) donde especifica representaciones de automorfismos de
Ia esfera de fuemann. Pa¡a el caso que estamos estudiando, K = Dp
y D, de acuerdo a ia ¡abia. ai verio como grupo de auiomorfismos de
la esfera de Riemann, es conjugado aJ grupo generado por o, donde
olz) - (z con { urra ra.íz pésima primitiva de la unidad, y por r donde
r\z) - ¡¡¿ Pcdernos hace¡ la identificación de F ccn r y de 7 con



8. .{PLICACIONES DEL MÉTODO P.A.B-A ENCONTRA.R ECI-T.A.CIONES. 55

a. Observemos ahora que los únicos puntos fijos bajo a son 0 y m,
v los prmtos fiios haio r son 1 y -1. Para cada z fijo, por r o o¿ con
1 < ¿ < p- 1, se tiene que ll?tz) : z, luego €-t = ,2, y por ello,
z:i(con(':('

Ahora. veamos la arción de /T en ó'r. Consideremos como en el
Capítrilo 2, A : K --+ Artt{Cr)., b ul generador canónico de C, según
el Teorema 5.2 y lú el número tal que,4(ft,s)(b) : h'v, coo ke como en
dicho teorema. Entonces 6 : ge con /c entre 1 y p - 1. Dado que la
acción de K en Co es por conjugación, es decir, que ,4(7)(ó) : tbt*|,
se tiene que /ü:1, pues ñ'y.g'conmutan con g. por 1o que e1 núcleo
de Ia ¿r:r:ión es todo I(.

Pa¡a obtener una ecuación de 1¿ forrna yp : q{t) para X, primero
encontr¿remos los factores líneaies de q. Hacjendo l¿ irlentificaeión de I(
con l)p, estudiaremos las órbitas de l), en C (ver 0 bservación 5.3). De
la tahla antes menejonada (Tahla 3 del Apéndice) se ohtiene qrre hav 3
órbitas de largo menor a llil:2'p. Estas son, {0, oo}, {6}le : 0, ..., p-1}
y {('*-'l(' : €.k = 0, ... ,7t * 1}. Como son puntos fijos de elementos
de Dr, estos constituirán los té¡minos lihres de 1os factores lineales de
q.

Ahora, sean p y X como en el Capítulo 2 (o ver Tabia resumen
a.l inicio cic cstc capÍttiio). .t\piica.rcmos ahora ci paso Íinai. Como hay
p puntos rama de l¡cp, la proyección canónica de X en XIC* debe-
mos elegir una órlrita de elementos de ca¡dinalidad p para escribil Ia
ecuación de X. Recordamos del Teorema 5.2, que los puntos rarna se

dividcn cn órbitas bajo K.

Usaremos la órbita con reptesentiurte { }' calcuia¡emos las imágenes
dcl gcncrador ca¡rónico c1 correspondiente a ( bajo p. Por el Lema
ü.(,, lul¡lu ,v = -t! ruuub rus B(uerauultss ciillurlrcus l1(Bdrl lJilJu g ó 1a

misma imagen, luego, podemos suponer que esa imágen ss ¿: g*. Los
demás generadores ca¡ónicos de l, son conjugados de r; (por Lema
5.1), y estos sotr geneta,dores canouicos cortespondierrtes ¿ los derlás
eiementc¡s de ia órbita de i, por Lema 5.2. Por io tanto, ios té¡minr¡s
lineales correspondientes a 1os (r - (k) tienen exponente 1.

Con esto, agrupamos los datos en 1a siguiente Tabla:
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Datos Va.lores

Nrimcri¡ dc purrto.s ratna dc n¡, 't)

P¡rrfr¡< Ilrnr¡ dp ¡¡-

¡?,1. e1 exponcute de J - € 1

1

r¿r.lf' 1

De esf,¿r luanrelA- por el 'Ieoletua 5-2, Ia etltrciótl pala X cs de Ia
forrra:

p1
,, Í-

r7r' : llr r {') : ,'P L
i:0

OesrRv¡cróN f.i. Si hacorrros cl trai¡aio cúl ia ó[bii¿r dc i. sc ]iega

a urra corl:lusión similar y la ecuación es dada por

r, 1

...p _ I-Í'- /¡\ - ,.p - re - I I"/ \ / - '¡ I r'
--¡

En ¿unbos c¿isos es úohere!]te con e1 hecho de que )í es ropreseütado
p1'ovectivamelrtc por L¿ ecuación -rl'+yn ¡ lp : 0, es dccir, el resrihado
a-rrieliúi er¿i cspei aclú pé.o 10 aies¿i r arll¡iiilos e1r de,i¿tlk:s ¡rar¿¡ e¡iribir ei

ülétodo.

E-tpltPlr¡ 8.2, Sea X la crtí¡tir'¿r, clc I(lc!¡ d,.1 Ejcmplo 7 4 y sca

.f como en ese eiemplo. Es sal¡ido que cl grttpo de autorllorfismos ,Y
cs isomo¡-fo a I'Str(2,7). Este gru¡ro es de ordcrr 168. nírrrero que es

r,livisible por 7 -v que nirtguna potencia superior de 7 kr <livide, hxrgo si

lla-rrra,rlos C7 a.l grr:po gererado Lrol f . ettculces c5 ¡1¡1 f-gul-rgrupo rlc

S1.lo'w de Aut(X). Con avurla de lJ"2l, se establece cluc P-sL(2,7) tiene

dos generaclores de ordcn 7. v arlbos tienen lormaliz¿dtrr cle orden 21.

Esto es cohereute con el hecho tle que dos subgmpos de S.vlo\Á'del niislro
¡,rl.dcr! sr-¡tr tr-rrrjr:g¿¡{r-¡,< 1r sus rrorrlaliziLr-1t-}r'es t¿1.1!!},riérI r,ttrt r:ot t jug,,,.d,-ts.

Corr esto. vemos que si (J es el normalizaclor dc Ci, entonces Ii : G lCr
tiene orden 3. E[tü1{'es ln t¿rt:¿ cs eltcontr¿r 1ur ¿¡Jtom{)rli.smo do ordell
3 eu Arf(.{) que noruralicÉr (lT.

Sca" 1 : .\ --' ,Y '-l¡.d:. po.-- 3(l:r : ''; : zl) : l,u : :: ¿:1. Es tlaro
que 4 está hicn definida v cs Jriyectiva. \'eamos.llle es holomorlil. Sca

¡¡ : fr : y : z] e -\- . Suporrgamn$, sir] perder goreraliciacl que :¿: cr;

distinto de cero. Sea p la carta local que ell\¡ía la lecirxlad dc a en 9/r



8. -I.PLIC1.'-]IONE§ I]EL \IIÉTODO PA¡..A. E\I'T.-¡N'I'F"¡.8' ELTUA.TjIOI\'ES, 57

(o e/r: scgún sea el caso) v sea p 1zr carta local que envín la vecindad

dc a(a) a yf t o zf r segtirr sea er1 caso. trtttonces;:.9p envía ¿ en -; Ia

cual es holomorfa. Observanos clue t/ iiene orcien 3, v que

g o f o g-t (i¡, : y : 2]) : q c .f {iz : :r : yl) : g(lz : a2 t : tt'-t yl)

: f¿2,,1 , ¡i-1 ¡j : ):: t-¡ : ,,'i' : c-2:] : Í2'rl¡t :'g , 21,1,

con 1o que g € G. Podcrnos suponer ertonces quc I y .l ¡¿eueran (J

t qur- Ia r'laso de y e,olrcra 
^'.

Considerarrdo que X es 7-goual. bttscattx¡tos una ecuación de la
forma 97 : qlz) para X. Repitienckr los pasos de} ejcmplo anterior.
tenemos f el grupo fuchsiano tal que X/G: Hlf I'17 el grupo fucli-

si¡n.¡ ta,1 ty-te \ f (lr: UIII'r. Busr:a-¡ernos la signatr.ur' 
'-1e 

I L''' hareltos

de truevo estulia.ndo la ramificaciótl de ¡n.

Se¿ ¿r ul punto do lamificar:ión de csa provecr:ióu 1'sca l:; : t : zl e
a,,,](i«)). E¡rtorrces ¿! es url fiurltó fi.io }-raio l¿ clase t1e r/, i,l que illrpiica
tlue cxiste A cntero etrtro 0 y 6 tal que

s(.lt :'!t : z)1 : lA (l,t: : Y : z)\'

Es r-iecir-,

't!l : 'r) =,'r"ti:] '¡ :'t 
t:'

h:ego exi-<te <: rl-i,(i,ilto de cero en C ta.l q¡:e

(g z ,,') : t'i'' ' "2t' 
g ' ''-|' 

z) '

Concluirn-o-* qt-1.e r. U. .z sor! rrl nuios. Sin pr:rrlet geirera'1ida'd, s'-r-

ponemos r : 1 . Deducimos tle la pritrrera y seguuda coordellacla-s que

l) : t: y z : ? ri21 . Además. de la tercer¡r coordenada. obtenrlnlos

c3 : r¿--a : r¿64, luego, t:: u)a2k con ur tula ralz ct'.rJ;ica de ia unid¿rd.

I-uegc; ; : ¿¿2*64 - tt:2t, k ',' ;r¡lir':rnrlo Pr1lr PII l;r cllli'.aiór rlc X s-'

tiene <1tte

1-u3a6t +,u:a2*'r-u6a 
3l + ¡r,2r: Á:0

.+, ri1 *u; + 2r2) =0.
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Como o no es cero, u es una raíz cúbica primiti\r¿ de la unidad, y

@ : y : z) : lL '. ruo2k '. *'o-07.I{ay rlos plmt os de ra.mificaeión <le a'¡
(uno por cada lalor de'u) con multiplicidad 3, pues no se puede enviar
wak en u2 at mediante una ponderación por potencia de a.

Por otr¿ parte, como son puntos fijos por la cla^se de g en 1f, sus

irnágenes bajo r¡ son clases distintas et XlG. Estc es coherente con
el hecho de que e1 dato de ¡amificacún de C3 (ver Tabla 1) ai verlo

como grupo de automorfismos sobre C, es (3,3), de ac¡erdo a la Tabla
1. Observando que Ios puntos de ramificación de a'¡. no son imágenes
de los puntos de ramificación de zr¡1, : .P ca,lculados en el Ejemplo 7.4,
sc tionc c¡rc la signattua ric I cs (0; 3,3,7). Usa¡rrlo 1a notación rlc la
Proposición 5.5, se tiene eue a: b: s: 1, y con ello, fl: 3, luego lz
tiene como signatura (0;7,7,7),1o que es coherente cou el hecho que
ha¡r il prrntos rama de n¿r-.

Aht¡ra. itlerrtific 'attrcs X f C7 
"o, 

e du modo que los puntos rama de
fio? sear nírmeros complejos conocidos. Para elltl, sea Il la transfor-
mación de X.{oebius definida por

z*L?--+-- -32-2
Sc nrrede wor n¡re Al Lienc nrdpn 3. nilps su ntatriz asociada es:

¡:11^'^1.' L-3 -21 
'

I es r:¡a ma.¡riz de .letermina-nte 1, pues

t. (-2) - 1. (-3) : -2 + 3 : L.

Y el orden es .3 ¡-rues

., It tlit 1l_l-2 -1.l _,-,A':l ^ ^l l^ ^l :l^ .l:A" L-3-2lL-3-21 -13 1l-"
Va.nos a considera¡ K tomo cl grupo genera.do por /l I, y los pun-

tos rama de z¿; los elegireuros c<¡lro la órbita de 0 bajo K. Pode-
mos hacer una ele.cción así. por Observación 5.4. 0 no es punto fijo
por ,V1 pues M(0) = - 1/2. Además se puede ver que luf (-l 12) :
I -l l) - 1\ I(2l, - r\ : l-l l)\ /( -I /2) : -1 

T¡ nl¡r.qrr¡r,ni.p 4/l-1) : n
-) \-t -)t \ '/ -)

Luego {0, -112. -1} ser'Á ei corrjur*o de pultos que usarerlrx pala la
ecuación de X.
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Sea ahora c el generarlor canóuico de 17 correspondiente a 0. Sean p :f -+ G, y,l -+ K los ho¡nomorfsmn. a*i Copit-,-rtn Z, ¿ l_ apli<:ar.ión
de la acción de 1í en ói. Sea ¿/_una p..i-;;;'á; ;; iJlo ¡. rrton"", atiene orclen mayor o igual a 3. Del Ái.*. -"a. qr;;;'"j 

"*" anrerior,se ve que {c,dcd-t.&cd-2} es un conjunto de generadores canónicos

["-ii ;?* 
u,o .o..",po,át",,t; 

" 
0;'-;7;ñ";;;;;"*renre (por

, Ahor; aJ idcntifica¡ M con laclase de g en I{,y haciendo b = /Áel generador canónico de C7, observanr*;;"*' 
¡¡ I r u((

"A"(At)(b) 
: sbs | : s.fk s-1 : f2k : 6e .

luego Iy' : 2.- Suponga.mos que p(c) : ü. Eutonces ñr : 0. Anota_mos entonces todos los datos en ia siguiente Tabla:

Aplicando el lema b.B. se tiene que p(dcd-i) : p, para z : 1,2.Luego, el exponente del factor f , . üilir-ü .1 a-" i, + I) es 4. Así,ia ecua¡eiér¡ para X es

a7 =r.(r+t/2)2@+t)a.

""oÍrrjrrro.r.t"tóN 

8.2. La clausura pro)¡ecti1,a de 1a cur.¡a dada por la

az:r(t+Ll2)2(r+L)a
es la curva y en Cpp dada por la ecuación:

y7:x(x+z/2)2(r+z)4.

",, . S"". 1{e d: [14], es pusible tletenrúra.r. urr isourt¡rfisrro cou(.reto
'l' ' t : r en¡re las dos exprp.siones- algcbraicas para Ia curva de Klein(recordamos que P: x3y + ylt -t zt ¡1.

tlt(f* : s : zl) : l*(2r + z)(r + z)z :4r/7(a + z)(%: + z)g ,43/zsr7.
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Observamos que 4' avud¿ a trasladar los atrtomt¡rfrsmos de una

expresií)ü algelrraica a }a o1lt. scgr'rn e1l (ruál sea mis fácil l:r riescri¡rción'

E:r¡,tplr¡ 8 .3. Sea -ll 1¿ cur''¡a riel trjeupio 7.5 
',' 

,:<usidérese t'-'da la

rotación tlsada en dirlho e.]ellplo. Sea G el normalizador de C3 entonces

G : Ati.(X) v tiene oi..den 72. luego li : Gl(:a tiene order 24. G ttct

cs abeliaro, pues se puede ver (con avuda de 113]) que lJ v C no

riormr-r.tall Por tanto, Ii no ptrerle ser cíl1ico. r¡. 'sqgr-'¡] Ia' Ta'l-¡la' 1' sólo

puede scr urr rlihedral o 51.

Usando t'l Teoronla de Sylow, c:orno 24 : 8-3, el nrimero de 3-subgru-
pc's de St,low no puede scr 8. p1les tio es cúllg1teuic a 1 urórlult¡ 3 Luego'

f,icnc qrur scr 1 tí 1,

Por otra parte, conlo '4 conllluta con B ¡r ('" todo elemento de ¿;

es cte la forma Dlt' donrle D i:stí. [orm;r<l<¡ por prorlttctos de I con C'

Es ci¿rro c¡ue ntngún producto de lJ ('on (' iorma 'i o su triverso. iuego

K es isoutorfo trl subgmpo de li gernerado por B y C', c¡ue llamarnos

7. Como C es ric orclen 3, el subgrupo (:111e gerlera es ul 3-subgrupo cle

S¡,}ov,,. ¡tur,Oo 113]. sc puedc','er rir.te /? no pcrtenecc a1 normalizador

c1e C en'1'. Lucgo. el minloro de &sullgrr4los de sylow dc -l{ es rnayor

a 1, en consecuencia es 4.

/)12 sólo tiene urt strbgrupo de ortlert 3. por lo t¿r¡to. Ii es iso¡norfo

a 5a y es generacio por urr elcrnento rie orciel 2 y por uno tic orcii:n'i

Sean [,i. l*'y 11' funciones de X cn si mismr¡ rlefinirlas pr»'

Ii(l:r: : i; : z : t)) : lr:r'. z : t1 : li

V(l:r : Y: z : t]) : j1 : :t : z :t'\

lVl't' t¡: : /ll : ^.: tt t". I

Es r:l¿tro que I/, V v lli estárr blen definitl¿s (al ser permutaciones

en clos dc las tres prilrera,s .,aria}:1cs) y son bi1'ectirras. Son holou r-rrfa-s

piies caiia '..iaa sc pueii.c iePrcsciii'ai' eii GL('i, C) '1e l¿t silaüiF i' fL'r-rri¿':

[rooolln n r nl|.,"."Ir0 1 0 0l

[o ,r o r.]

tJ-
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t/ .-

tt::

Estas mat¡ices asociadas están eD T- Pa-ra deruostrar esto, sea F :
Q(rr,) y deú : G -+ F* 1a aplicación que envía una matriz O a deú(O).
Observamos que, con uso de [L3], B y C tienen determinarites -1 y 1,

luego, del(?) :: {1, -1}.
Dp n¡revn r.o,, llll qo \¡c nrrc l¡c m¡rricec ,lc ll V .¡ I4l tienen de-

terminante -1. así que, independiente de si tales matrices o sus inversos
aditivos están en G, entonces esta¡án en ?. Si estuüeran en las clases
latera.les AT o A2T entonces sus determinantes serían *w ó tu2 , lo
nrre no ec nñcihlp

Adem¡ís, r'ecordando cómo son los puntos de ramificación de zr¿.,
sc ve qlrc c¿rda tu:o rlc cllos cs cnvi¿do a los riomás por composicioncs
de estas tres funciones, por 1o que esos puntos pertenecen a la misma
órbita bajo G. luego sus imágenes bajo -F estrín en la misma órbita bajo
K. Como son 6 puntos rama: por lo señalado en el ca,pítuio 2, entonces
cstos forrna,n un¿ órbita dc ca¡dinalid¿d 6.

F.- lCl /.' " 
'I'ohl. ?,-lal añÁh;i^al ca acno¡ifi¡o rrno n¡aoarrto¡iÁn

para 
^94 

como eI grupo generado por las funciones f , g h, y .7 dcf,nidas
por

sQ) : r/z
-t1

h.lzl: 

-
:-1
r)-;

.t\z): ;-_¡,
se especifica adem:ís que una órbita de orden 6 es Ia formada por

0, 1, -i, r., -ri y oo. A<iemis, hav una órhiia de ca¡dinalida¡i 8 y rura
de c¿rdin¿lidad 12. Esas st¡rr Las úrúcas órL¡itas de ca¡dirr¿lidad urerror
a 24.

lorool
lr o o ol

133á?l
[oorolt^,^^t
lr ¿ ; ;l
L0o01.J



52 CAPÍTI,ILO iI: E.IEMPLO-C Y APLICACIONES

Identifica¡'emos G con esa representación de Sa y elegiremos que
cada punto rama de ,i-ce sea llno y sólo nno rle los ptrntos de la órllita
de 6 puntos, 1uego, los 5 puntos distintos de oo deterrnina¡án los factores
lineales del polinomio de la ecuación de X. Esta elección es posible, por
la Observa¿ién 5.4.

AI ver tales órbitas corno puntos de XfG, son precisamente 1os

puntos ramá, de r¡a, lo que es coherente con e1 hecho de que el dato de
ramificación dc Sa cs (2,3,4) scgún la Tabla 1 (2 pa.ra la dc ca¡dinalid¿d
12, 3 para la de cardina.lidad 8 y 4 para la de cardinalidad 6).

Cnrnn los nuntns r¡m¡. dp z-^ nst ¿ín nn l¡ órhit ¡ dr ca¡dínalidad,.. .,L3 -

6, se tiene. por Proposición 5.5, que la signatura de f es (0,2,3, 12).
Usando la notación de dicha proposición, se tie:re que s : 0, o : b = 1

y c : 3,1uego .E : 6, io que coincide con e1 hecho de que hay 6 puntos
_--___- -- Lll'

Sea,n I y f3 Ios grupos fuchsianos relacionarlos con G y C3. Sea c¡
cl gcncrador canónico dc fB correspondiente a 0. Por tanto, los otros
generadores c¿nónicos son coniugados de c¡, de aruerdo al Lema 5.1.

Ahora, sea.,4 la aplicación de Ia ¿cción dc K en C3, y sean ó y
N como en ei Teorema 5.2. Co¡¡ro ,4 es ei generador de C3 y B y C
conrnutan con ,4, la acción de I{ en C3 es trivia.l. Por un razonamiento
similar a1 Ejempio 8.1, se ve que .fo = 1.

Con esto, podemos raaonar igual que en dicho ejemplo y podemos
suponer que todm lm generadores ca¡ónicos llegan a la nisma iruagen,
ia clue podemos suponer que es b. Anota¡iros los datos en Ia siguiente
ta.bla:

Datos Valores
Número cle puntos rama cle n¿. 6

Puntos rama de n6', 0, 1, -1, i, -i, a
N 1

rr,¡, 'i :7,...,6 1

Por 1o tanto, -X tiene como ecuaciór:

aa = l(r- 1)(r + 1)(r - i)(c + rl) = ¡5 - rr.

E¡B¡r¿p¡,o 8.4" Sea X la ctuva de Brirrg del Ejerlplo 7.ti y coruitlére-
se toda la notación usa.da en dicho ejemplo. Es cla¡o que /, aJ ser visto
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como permutación en 55, se corresponde con el ciclo (1 2 3 4 5). Usan-
rlo [12], se observa que e1 normalizador de1 subgrupo de .95 generado
por (1 2 3 4 5) es senerado por esa misma permutación v por (2,4, 5, 3)
y tiene orden 20. Luego, el normalizador de C5 es generado por / y por
g: X -s X deflnida por

^tl- . "'' z' t ' "l\ : l.' ','t,'"''r]rJ\tú. i/ - -. *).t

Este automorfismo tiene orden 4 y K - G/C5 tiene orden 4. Es

claro que la clase de g en K tiene orden 4, por io que K es cíciico de

orden 4, generado por g.

Sabemos que existen puntm rama de 7I'r{, pues Ca tiene dato de

¡a¡nifrcación (a,a). En vcz dc c¿rlc¡ a¡lGq, !'carnüs si los pturtos rirma dc
7r6,s, que soi¡ las clases er Xf C5 de puntos,le Ia foriiia '¡7 : c'. c2 : t3 '. ca)

con ctaíz quinta primitiva de l¿ unidad. son puntos de ramificación de

1rK.

Ohsprwe r¡ios nrrp

g(ll : c : é, 
"3, 

cal) = lt : é, 
"n'. 

c, c3f : 11 : é : c4'. cE : c9f .

E:r clcro quc le. clase de 11 : r : c2 : 13 : cal. cn Xf Ci no queCa

fija por 1 € l(,luego f; permuta 1os puntos rama de n¡". Como Ios

estabilizadores de puntos en XlC5 só}o puetlerr terre¡ utdeu I ó 4 (por
el dato de ralniflcación de l(), e1 estabilizador en K de 1a clase de

11 : c: c2 : c3:,:1] eii Xf C5 t',errc o¡den 1. Concluimos que Ia signaiura
de f es (0; 4,4,5).

Usando la Proposición 5.5 se tiene que s : a: b = 1 y con elIo,
R:4. Po¡ lo ta.nto, la signatrua rie Is es (O;a,a,a,Q,lo q,-re coincide
con el hecho cle que los puntos rama de n¿¡ son 4.

Haremos la identifrcación de XlCs"o, e d" una manera análoga al
caso de 1a curva de Klein, es decir, eligiendo 1os puntos rama de r¡--u de

modo quc sca¡r la órbita dc una transformación dc llocbiu^s dc ordcn
4, usando }a Observación 5.4.

Sea ,[{ la tl¿ursfbnn¿ciriu do \{t¡cbius dcfirritla por

M(r) : iz -'i1_ L
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Componiendo vaxias veces M seve que para c¿da A entero positivo
se tiene que:

t¡kt-\ -;k- ;k r r.tt 
\4,-.4 L t L

En particular, si /c:4 se ve que

t,tkt-¡ -;4- ;4 r r - - r I .t 
- ^ttt \.)-r. ' L-Ltr

Luego, M tiene orden 4.

Elegiremos los puntos rama de 7oB como la órbita de 0 baio Jl,l.

Usando 1a formula para lt[k se ve que M](0) : 1-ri]. Sean {¡ = Mk@)
con k : 0. 1,2.3. Identifica¡nos 7 con lll de modo que /( es generado
por M.

Spa.n n I - + A .r 'r, | -+ I( los llomomorfismn" dpl caníf .¡-
L-: 2 (vcr Tabla rcsrulcn al inicir¡ dc cstc capÍtulo). Sca c el genera-
dor ca¡ónico corraspondiente a 0 : (o y d una preimágen de llf ba-
jo X. Entonces, de la misma ülanera que en los ejemplos antedores,
rrc. rlrd.-t .d2cd-2.Fcd 3j es un eonjrrntc rle generedoren c*:.ánicos qrre
gerrera I'5, catla uru.¡ correspondierrte ¿ turo y sólo url¡ tle los (1.

Sean "4 la aplir:aciórr de 1a acción de Ií en Cs, b y N como en el
Teorerna 5.2. Entonces ¡: -/É para algun k entero. Al ideutific¿r ,4,I

con ,, se ve que ,4(M)(b) -- Sbg-' .Observando que

g(/(s-1([r:y: z:t:'4))) : s(Í(r:t: s: u,: z])) = s(lt:y:u: z:rl)
: lL :'u : x : g : zl= /3(lz : g : z : L :'u))

se cumple que N : 3.

Entonces, aplica.ndc el Lema 5.3, con B(c) : b2,5, enotando lcs
datos en Ia siguiente tabla:

Datos Va.lores
Nrimern dc nrrrtos ¡erna l,c r,, 4

Puntos rama de n¡. f - i".i :0.....3
N o

se vc nr¡c n( *r¡l-i\ : I¡3' . hrcso

e{dcd 1):64
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p(&rrl-') - l¡t, :6s - ¡t

P(f cd-l) : bls - l)2? - b2

Con esto, el exponente de1 factorr-(7-i)es3,elder-2es4y
e] de r - (f + f) es 2. Po¡ 1o tanto, X tiene como eeu¿cióu:

3

s5 = fl(r - €o)"n : r.(a - 1* i)3@ - 2)a(r - 1- i,)'
i:0

Oesrtr,.c.clóN 8.c?. En [3],la curr.a de Bring también aparece como

ejemplo, luego de ¿plicar el método aquí expuesto, determina que una
ec¡rarión plana pa,ra esa cluv¿ es de 1a fo¡ma

,,5 - l.-2 r\l-2 r r\4v -\r

Al ana.lizar la cruva delnida po¡ dicha ecuación, se ve que tiene un
automorfismo dc ordcn 10, cl cual sc dcfinc por

(*, y) -+ (-r. oy)

Donde ¿ es rtna ralz qrrinta primitiva de ia rmida¡l. Esto contradice
el hedro de que el gmpo de autourt.r¡fistrrtx de 1a curv¿ de Briug es 5i,
nnp nn f ipnc clcmcli.os ,lc orden 10.

Pudimc¡s determinar que el error se produjo aJ caJcular que la acción
de K en C, corresponde d "A(M)(h) : ba, lo que es incorrecto. Esto
rnotivó a estudiar este ejemplo y obtetrer utta verdadera represetrtacióu
nlqnq dp la cr¡rwe de Rrino

9 Reflexiones sobre el caso no primo.

Ahnrc lc nrprrrnt a es' ; ñué n¡s¡ cuando pl .¡rrrno r,írliro n-solral es

de orden n no necesariamente primo?. La teoría antes expuesta en los

capíiulos ¿nlteriores expole supe.r'ficies n-gonales con tz primo para las
cuaies se pueden encontra¡ ecuaciones explícita,s. Interesa sabe¡ si se

puede ertend.er el mismo método al caso cuando n ao es primo. Es claro
qrre 1a Ohservar:ióu 5.2 vale para el caso ctrando p : n no es primo,
p<.n lo que existe la ptrsibilitla,<I de que se pue<la erteorttra,r u¡ra ecuaciór¡
análoga paxa una (de hecho, cualquier) superficie ?¿-gonal X.

Penqemas nor eiemnlo el cáco pn flup ?, p-§ !!!! l'l!¿rlrado rle ulr llúlttel'r-r
primo p. Cuando estudiamos el caso primo, se ve que 1os puntos rama
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de la aplicación z"-, tienen índices de ramiflcación p. En el caso en

eue r¿ = p2, con p plimo, la acción de un grupo cíclico C* sobre una
superf,cie .X puede ser tal que algunos de 1os puntos rama de 7r.'. tenga¡
íudices de raurificirión p, por 1o que la acciórr del grupo cíclict¡ rro
tendría ramificación total, es decirl que cacla punto ra,ma tenga una
sola preimágen de multiplicidad p2. Los siguientes ejenrplos son una
mrrcsl.T, de orc es nn<ih]c rrrrp trn¡ en¡irin rlp r¡n rrrrnn nl¡]ino rl-oonal
tetrga raurifieaciórr total o to.

E;oltplo 9.1. Sea X 1a curva de Fermat de grado p2 con p un
nrimn mavnr n isrr¡l a ? Spa I ¡ñmrl cn p] Eicmnln 73 v qee C pl

grupo generado por /. Por 1o antes hecho, se ve que todos 1os puntos
de ra¡nificación de la proyección de X en X/G tienen multiplicidad p2

y eso hace que -tr sea f-gonal con G el grupo p2-gonal respectivo y 1a

larrific¿,¡:ióu cs total.

E¡pup¡.o 9.2. Sea X la superficie hiperelíptica definida por ia ecua-
ción 'y2 : r¡(r) donde

q(r) : r(ta - r)(cE + 1414 + 1).

E} polinomio g ticnc grado 13, lucgo cl géncro dc X cs 6. Adcmrís
se ve que q(-r): -q(r).

Sea I ; X -+ X dcfinitla por f Q.y) = (-x,iy). Como s(--z) *
-q(r), se ve que / está bie¡ definida. Además, es claro que / es biyec-
tiva.

Probemos que / es holornorfa. Sea (r, y) en X. Si q'(c) I 0, local-
mente / es de la forma z -+ iz. Si g I 0, Iocalmente / es de Ia forma
z --+ - z Pór lñ f.árrf.al f ps holnrnorfc F,n cl nrirr¡pr aq§rr rrqarrrñ§ ,,

cr.ltr.ro parirrnetro, err el segurrtlo r.

Finalmente, vemos que .f tiene orden 4 y que /2 es ia involución
hiperelípticrr.

Sea Ca ei grupo generado por.f y lt¿o: X -+ XlC4 Ia proyección
c¿trólica. Calcularlos los puuttis de latnific¿rcióu de nsn. Es claro que
ios ímicos puntos fijos de / son (0,0) y el " punto en infnito", que
ilamamos z. Por otra parte, 1os puntos iij os de f2 son z y 1os de la
forma (o, 0) con o. raiz de q y es claro que (0, 0) es uno de esos puntos.
Luego, terrernos 12 prurtos de rar¡rific¿ción de 7ró! con multípIícidad 2

y 2 puntos de ramificación con multiplicidad 4.
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Sea.q el génelo de X/C!. Salremos que e1 gérrero tlc X es 6 y que

rl,,g(n¿".j . 4. A¡rlicmrdo la frirmul* de Riema¡rn Htrr'r'itz se tiene qtte:

2 6-2:a(2t-4)+2 3+12

=+10:89-8+18:8g+10'

De kr quc se ve que 9:0' luego X es una su¡rerfitrie 4-gottal' pcrc

Ia ramifrcaiiót cle 1a aplicaciótr cocir¡nte no es tota.l en toclos 1os putrtos

IAIlIA.

Los ejemJrhs arrteriores mllestralr tltte ia-s ramificaciones rlc sttper'li-

cies n-gorrales tro sicrnpre son totales, para rt rrcr priuro'

Ahora bien, sea X una supcrficitr ¡.r2-goiral. c:ol p prim'l I lon y

su góICIo. Sca k¡ c1 nlimcto dt: ptrntcs 1¿m¿i con rmrlt iplicirltrd y' cott

i : 7.2. Entonces por la fórnlrla de Rienr¿nn-Htlrwitz se rierre quc:

2s 2: - 2p2 + k2(7t2 1) + lL(p 1)

= ii 2 )i;¿ : !..¿(i;2 1., I t''tr 1)

2(t + 2(e? - 1) : A:z{p2 1) + ft¡ (p - 1).

s¿l¡emiis qüe e]¡isten sr¡luciones a 1a ecuacií,r ¡liofántica eü vari¿l¡les

kzY kt

29 + 2('p2 - 7) : k"(t,2 - 1) + k1 (P - 1)'

si y sólo si eI máxino com'.in r1iüs+r dc ¡"2 - 1;r'p - 1di-''iCe c' 29'

P"ro es" máxino t'omút: clivisor es igtlal a p - l Para distirttos valorcs

de ?r v q se pueclen ir descartalldo c¿rsos de posibles accioles de grupos

.í.ii,or',rl supt,tÍtcit:s tlc urr górrtxr tlado quc l'rs Lagal ¡i2-gonales'

Supolga'uros que I: r: 5 Elt'¡lt:es la ecr-taciórr diolár¡tica- qrrecl¡r:

58:2412+4*rr,

Per-o 58 ro es .-1i.¡isil:.,le Lrcrr 4, r{1q es e1 ¡n c.d .-1'e 21 y 1 L'-regr¡' rro

hny Superñcies 25-gtrnaJes de gérrero 5.

AsÍ. si 1¿ ecuaciírn rliof¿{¡tlca

l.,^ Il
:ti : :¡t :^2\íi jj nt\P tt
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tiene soluciones para determinados valores d" g y p, el siguiente
ohie;tivo se¡ía encont¡ar algtrna superficie p2-gonal de géuero g.

^ 
h^-^ -,,-^--^ \/ ^. r,h. ",,h^vf,,,i^ -2 -,,,,"1 ,, fr ^ ",, d.,,-^¡ r¡¡v¡sr JuPvuo4¡^vJ yuv /, \ ú ú¡tú uuP\¡¡¡!¡! ,, óvuqa J

p2-gonal. Si usamos Ia notación del Capítulo 2, entonces se ve que la
sisnatrua de f,- ^ es dc Ia forma

t^.^ - -2 ".2\\út Y ",lr1Y 1 lr 11

s v€C€S g, yg6gg

donde s y s' dcpcndcn dc la gcomctrí¿r, dc lir acción clcl grupo ¡rgonal
en la superficie. Si s es cero, }a ramiñcación es total.

Arralizando los datos dcl Capítulo 2, sc vc quc cl hccho dc quc n sea

primo afecta a 1¿ signatu-ra de 1,, es decir- hace que la ramificación de

fl'o. sea totai, y en que Au,t(C") es cíclico. Todo eso ayuda a desaxrollar
la teorÍa a,ntes expuesta. Además, al estudia¡ '4: l( --+ AtrtlC"), si

k e y'( es tal que genera a "4(Ií) y.A(kXá) : DN, entonces N es primo
relativo a n.

Ahora, r,eremos ,.u: ejcmplo que valida Ia conjetura para. el easo

, : i y ramificación to[al. p primo:

EJEMeLo 9.3. Sea X la curva plana a.fín riefinida portP : r8 * l,
y searr i', U y V como en ia sección de superlicies hipereiípiicas. Sea Z
la superficie hiperelíptica obtenida a, partir de X, Ia cual tiene género

3. Sea o 1¿ iuvoluciórr hiperelíptic.r,.

e,^^ t 7 --:, 7 A-É¡iA¡ nnr /'t ,, "'\ - l; " ¡¡l l-nrnn /;,\8 - r¡'8u.G .i J; iJvL ,¡ \-t.qJ \'...r/. "*..." \.,/

entonces / está bierr defitrid¿. Clar¿¡treute es blyectiva, hol<-rrrtirfá y
tiene orden 4.

Sea C¿ el grupo generado por f v sea n¡¡ la proyecc'iórr ca¡órrica de

X en XIC+. Calculemos 1os puntos rama de t6:r. Estos son los puntos
fijos por /. En X. unos puntos fijos son los puntos de la forma (0. f í).
En Y. r¡re es la crrva definida por tnz : 1- 28, unos puntos raffia son

1os puntos de ia forma (0, +1). Claramente estos plrntos son rlistintos y
es cl¿ro también que estos puntos son los únicos puntos fijos de /2. Por
1o ta,rito, la ra.r¡riflcación de fi'L,a es total, con 4 puntos de ra,miflcació¡r
de multiplicidad 4. Como e1 grado de 7rc4 es 4 y el gé¡ero de Z es 3.,

aplicando la fór'nrula de Riemanl-Hurq'itz con g el género de -Y,/('¡ se

ve que:

2.3*2:89-8+4.3
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+4=8g*4.

Por lo que I : 0, luego, Z es A-,gona| Observe que /2 no es la
invohrción hipcrclíptica.

En [11], se tiene que el grupo de automorfis¡nos de Z es isomorfo a

rf - f^ L1.,4 - L8 - /^A\2 -/^-1,.\2-tl'ü- t,ü,utu -|' - \úu/ -\ú |') -t)

Usando [12], se ve que Vs tiene orden 32, y que el máximo de los
órdcncs dc sus clcmcntos cs 8. A1 cstudiar los clcmcntos dc ordcn 4,
sc ohqcrla nrrp lns s¡lh.rr¡¡nr¡q ñuc ocneráJt tienen normaliza.dores .le
ordenes 8 ó 32. En el caso de C¿, observamos que ei autornorfismo g de
Z de orden 8 deflnido por

.i+iqlr,a): rar,r,
satisface 92 = /, luego 9 conmuta con /.Es claro que g, y por en-

de. f contnrrl ,rn r-on la i¡r'nlr.¡¡l{n hinercliutir¡.. lr:eso. el lorm-.-rlizado¡
de Ca tiene orden mayor a 8, por 10 tanto, es e1 grupo completo V6.

Observamos que K: Aut(Z)lCa tiene orden 8.

Sea h: Z -+ Z definid¿ conio

(tlx,iylra) si (z,e) e U
(o,ts) <Y si (r,e): (0,ti) € x
(0,iu) e X si (r, o) : (0, +1) € Y

§e puede ver que l¿ est¿i bier¡ defirrida, es Lriyettiva, eri holor¡rorf¿
y que ñ2 es la im'olución hipereJíptica, por lo que á es de orden 4.

También se puede ver que l¿ no co¡rmuta con I pues en la primera
coor<1enada, áoo envía u no cero en tl($+ l.)nlt/l) y g"h. envía .¡ no
cero en (1 + ¿) I (llx). Pero á2 conmuta con g) por lo antes explicado.
Con esto al ver E y ! en I{, se ve que } tiene orden 2 (pues .q2 : ¡;, y
que ñ tiene orden 4. Entonces es claro que Ií es isomorfo a Da.

No ca,icularemos Ia sig-natura de I corno en los otros ejempios, pero
como los puntos ra.rna de 7r¿a son 4 con mrútiplirirlad 4, se ve r¡re fa
tiene signatura (0; a,  . a, a), pues por la Proprisici<irr 5.2, l¿ r¿rnificaciórr
de fa coincide con la de n¡,.

Iderrtiñearnt.x Ii con Da de la misma forma que en el Ejemplo 8.1
(ver Tabla 3 de1 Apéndice), recordemos de Ia Observación 5.4 que tal

h@,ü: 
{
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identificación puede ser efectuada, de modo que los puntos rama de
fca son el conjunto formado por 1,i,-1,-i. Identificando ñ con Ia
t¡ansfonnación de Moebius dada rror M(z\ : i.z, entonces, Ia órbita de
1 bajo ,rl1 es dicho conjunto.

Aho¡a. estudiamos Ia acción "A de K en Ca. Sean Ir' v b : .fi como
antes. Ya vimos que g conmuta con /, pero observamos que si lr: I0,

h.f h-t{x,y) : h.f (tlx. -isra) : h(i.lr,-¿sua)

= {-ix.y): /3(", y).

Como los @.'g) e U , al verlos en Z , forman un conjunto denso (por
la conexidad de X y el hecho que los puntos que no están en U forma¡
un conjunto finif6). ss tiene que hf h.-r : /3, luego, N:3.

Fina.lmente, sea c el generador ca¡ónico de fa correspondiente a.1

puüto rama 1. Sean p y ¡ los homomorfismos del Capítulo 2 y sea. d
una prcimágcn dc M bajo X. Se tiene que el conjunto

{c. t)ut-t , tl2 cd-2 , ,13 cd-3}

genera fa, con cada generador ca¡¡ónico correspondiente a 1, 1t, -1
y -i respectivamente. Podemos suponer que p(c) : b. Anotamos los
datos en la tabla siguiente:

Datos Va]ores
Númert¡ de puntos rama de zr6i 6

Puntos rarna de 16." 1., -l i, -1,
N
Tll 1

Aplicando ei Lema 5.3 se tiene que:

p(,1",1-'): b3 = p!su]-1)

p@2cd-\: b

Por lo tanto, el exponente del factor:¿:* 1 es 1;r el de t - x y x:+i
es 3. Asi, uno podria esperax que una ecuarión para Z como superfrcie
4gonal fuese
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Ve¡iflcando con [14], se ve que Z es isomorfa a la cruva tleflnida por
l¿ ectración ertcontrada anteriormente. Entonces se ve qlre el método de
\[botton sirve en este caso.

A ra.iz dcl últirno cjc,rrrplo, sc podría cstaL¡lceor la siguicltc coujc.
tura:

Sea n : p2, p pri,mo. X urtu s'uitct lix.ic n-gcnal con grupo n-gonal
Cn tal que la ramificación d,e 1rc- sea total, es decir, tod,os los puntos d,e

ranúrtcacxón de tal aplicación tienen rrultiptli.cid,ad, n. Sea {a1,...,a,} el
conjurtto de los puntos rama d,e ficn qu,e sean d,istintos de a:. Su,ponga
i¡ue se ueúticuii, tt¡¡las las ki¡tótesis ¡lel Tea¡ er¡ta 5.1. Er¿tor¿ces X es

i,somorJa a la cun¡a definida por l,0, ecuaci,ón:

n^ :fi1, - ,,)^'.
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Apéndice.

hrcluiruos aquí paltc dc la págira dci trabajo [3], la cuai coütiene
ia Tabia 3, uiilizada eIr diversos purrt<-rs dei Capíiuio 3.
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