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INTRODUCClON

En The Anerican l,lathemarical Monthl)' (1983, pá9. 518-528) aparece

un artículo de James Cross titulado The Euler O-function in the Gaussian

lntegers. En ese trabajo se define y esEudia 1a funci6n (' de Euler en

Z L\/--Ll determinando la esrructura de 1os grupos de unidades de los

anillos cuocientes de Zllr=¡1 módulo potencias de primos de este ani -

11o princi.pal y obtiene corno resultado adicional todos 1os enteros gaussia

nos que tienen raÍces prÍmitivas.

En este trabajo defi¡imos y estudíaoos 1a funci6n Q de Euler en

ztvll , e1 ani11o de enteros del cuerpo cuadrático real q(a-4 y de-

terainaEos todos 1os erteros de este anillo que tj.enen raíces prinitivas

sigui-endo un programa análogo al de Gross en su trabajo, salvo en 1a sec-

ción 9, en donde determinamos 1os enteros de Zl{2} que tienen raíces

primitivas siguiendo las icieas en [:] .

En 1as Secciones 4, 6 y 7 determinamos

pos de unidades del anilto -' I..I-2) , donde
i al\/ ¿]

1as estructuras de 1os gru

es uno cualquiera de

los tres tipos de primos en Z t\f21 . Empleamos estos res ul tacios en 1a



l1

Secci6n 9 Para detenninar los enteros

uitivas.

en z Irf2l que tienen raíces pri-

Podemos generalizar e1 Teorema 3 de 1a Secci6n 4. En

posible detentrinar 1a estructiira de 1os grupos de unidades lo*/ ).
I /1")

ES

don

de { es un ideal primo de K = A[\ad) ta1 que ui LI' = {a) , q p::ímo

racional que se factoriza en CIK De hecho se deBuestra que

lÚ"i lu - I z I poderDos también <ieter¡¡Linar 1a estructura de los gru-

[,Zq"J - lo" o)

pos de unidades lO"/ ̂ ). donde f, = (ol , o primo ::acional inerte en

\ /Y ")
d" Esta estructura se determina solo para é - 2 6 3(4) , donde d es

ta1 que x = q(y-a) . E1 resultado obtenido es e1 siguiente:

efecto,

Para

dos

It'It,/
| /R"!'

primos racionales

salvo para d=-1

)*
I =c.,-rtcn-t^c:
J p P P -1

que son cuadrados de ideales priuos

y d=2

Cross demuestra en [4] qt,"

c , c - . c, , sl n = 2o
2*- a 2*-, q

no hal res ult a

Para ci = -1 ,

1 lL t_\/ -Ij:^ ^l_:l
lU lL l,tt - t) )

tr'-' xc

.2

.m- I
CO,si n=2m+l

, de modo que (2) = (a)2dcnde o=I+i,



Í'ar e en la Secciónde¡no s trano s

111

7 de este lrabajo que

n= 2m

{zl't1) )," -
["'z [v z]J

x C ^ > C^ ,
2m z*-' t S1

x c . x c^ .
zfr 2.-a ¿

si n = 2n * I

(z) = (o)tz (o) indiea el ideal enAquí d = \f2 , de manera que

7,1{21 generado Por a ,



CAPlTULO 1

LA T'UNCION 4,, DE EULER EN 7,1{Z

l. l§ o. ione- Prelim,nares.

Co1trerrzamos esta Sección revisando 1a funciól $ de Euler en Z ,

la definimos en 7,1\421 y discutinos algunos problemas cu-!-as respuestas

sorL blen conocidas en 7- y que íntental0os resol§er en ?Z lr/11

Sea n un erltero + O y Z,/nZ el anillo cuociente de Z m6'/

dulo n Si n > 0, entonces

z/ _*/ 
"z = {tol , tll' ...' tn - Il .'

donde 1os paréntesis cuadrados indican clases de equivalencias, módulo

. Z.¡ - Z/ -n la que , rLL ' / -nZ nos restringimos solo a enleros posirivos'

Las unidades de este anillo foroan un grupo multiplicativo que se denota

(n , )x
por \"/"2) y e1 valor de 1a función $ <ie Euler en n se define co-

mo el orden de este gruPo. Es claro que tk] en O /n' es una unid¿d

sí y s61o si (k,n) = 1, es decir, sí -v sólo si k y n son relativa -



menEe primos. Así, para n > I , Ó(n) es e1 número de enteros positivos

menores que n y relatrvamerre primos con n si ¡/ro). es cÍclico

y It] un gene::ador de este grupo, entonces k se 11ama una raíz primi-

tiva módu1o n

q/

Si denotaaos por Co e1 gruPo aciitivo (cíc1ico,l de n,'nZ , "r-
:7, ,/ )*

tonces para m > 1 la estructura de l*/ aZ ) está dada Por (ver [5] ):
'(.n / \*i) l*/ zz. I -c.

1

[n t l*ii) ty*/ +z 1 r c:

t-L
íii) 'u/"r- l^-a,*c--,, n>:

\'¿ u) ¿

(q , )*
iv) l^/ "-1 ^ C p primo impar' \ / D lL \ l n-l\ . / p_p

v) l"/*,.,r). - {o/-o). " {"A"). , (u,n) = 1

í- t -- llL / \^
La esEructura de \*l^Z I para m arbiLrario se obiiene por su lacLo-

rizaci6n en primos '

De los isonorfismos en (i), (ii) y (iv) y de nuesrra deflnicl6u

de i:aíces primitivas se deduce de inEiediato que haY raíces primitivas mó-

dulo 2, 4 y pt Sin embargo, no hay raíees primitivas nódulo 8 pués

y este grupo tiene solo elernenlos de orcien 2 6 l. Lit resul¡ado mu.v cono-

cido (ve¡ por ejeoplo [ 5] ) establece que n tiene raíces prirnitivas sí

-v s61o si ,, - 2, 4, p" ó 2pn , don<ie p es un primo inpar,v n > 1 .

l"/rr). = {r}r. f 3r, t51, JTtr - cz, cz



La definición de ia funci6n { o" out". puede extenderse

ra narural a zlv'? . sea f, lo en , ¡"1-21 , izl"'f\ ).

po de unidades de1 ani ito --4frt1 Enronces ,, ,::.i5;'J."
E Z,\T2]

sobre Z, Ld-21 se define por

q1F'1 = t¡(-zlalL).
G z\rzl)

de mane

el gru-

Euler

Con mayor generalidad, Para todo

teros d* se define la frrnci6n

o".K por

!,810 en v.lfz\

r/_cuerpu de números '-/q con aniIIo

d-- sobre el coniunto de ideales tn
I\

de e¡r

I (o)

)ia sc l1-os en es te

K = aly'z) ;

Por el Teorema

cons l de rar

a & L\/ ¿l

Z.LJ 2)
(l 

m)

sclarnente e1 c ¡rs c.

se tiere:

particular:,

p r:irnos de

donde yr, ..., Yn, son enteros relatj.vamente pririios.

n- n
P = B-1 ... B t, n. > I es 1a factorlzación de g

I T A-

nl,/ z1 :

1'I - ir-.\/ -l -

En

en

si

n.,r'r
D,

lñ ,'r ;,
ú..( (¡ ) = itl-*¡_ t,§ \ /uli

trabajo nos limitamos a

A* = ,Ltf?l

Chino de1 Resto aplicado

- 
lL l\t ¿l y- (rr)

I 3.1\/-l z.t,/*21,



Este isooorfisno de anillos induce un isono¡fisac de grupos de unidade:

r ri- / fi !.1. li l. rl
l_lr ir1

nuestra función q so

deL grupo cie uni dades

e

Z
r.

zlt4l , neces l cancs

, doncie !

b

i

t

es pr ioc. er,

¿

? Con ma1'or generalidad, ¿para qué

- , r=1ente:os i e: //l\' ¿j cíc-icc' L¿ re:¡ues:¿ ¿ l. p:-

n€:¿ pregu:r¡a es ¡c. Esio se :e::ir.¿ró¿ lcs órcenes ir .r.': eie-

me.itos de ', ..2lt-21 
'' * . 

"ora 
10 vereEc's ec e] Ejerprc 4, uc sisrei¿t-¿ ^¡ -^1lJ /L l\ ¿l 

.i

coEpleto de representanles incongrue¡ies uóriu1c 9 está dadc pcr ei con;ur

¿o a + b 1,¡2 , donrie a -r b recorre¡ independien teEent e los enteros

entre O ¡' 9 -v- a1 l¡elros uno de e11os es rela tiTa¡cei'i:e priEc co¡ 3 . Los 7 2

eleuentos de este Srupo ]' sus órdenes están dados en e1 orcienaniento rec-

tangul-ar de 1a Tabla 1,

l-z!fi-_l- = f-zJr2l-l*,. ..... , i-z['',rz] )*
'¡É zlrA ' |.,,, zt..4t] t;", 21.,-z1t;

Er particular

¿ lc\\f\F'7

VeEcs que para conocer

coDocer 1e es truc tura

zL\/-]

es un prim.- raci.onal impar, entoncer 'ro , oo, ,* es cícli

co. ¿Ocurre 1c oisno con
( zlJ-zl \*i..:_-|
tp''z [\-2] j



t rl

I

lzl
6

I\/-21

12.

I t + \/-21

24

Í z + t/-zl

24

I t + t/-zl

t2

Il + 1-2¡

24

I 5 + \f-¿l

24

16 + \/-rl
t2

[t +{-zl
24

I8 + \/11

24

I z \/-21

4

Ir + 2\f1l
24

Iz + 2.v,-]

¿4

13 + 2 \/11

L2

la + 2¡-21

24

15 + 2 \/-2l

24

16 + z ,\/'.)l

12

17 + 2 \f2l
24

Í8 + 2\t-21

24

I1 + 3 \/*21

3

l2 + 1 ,rat

6

t 4 \/-2)
1 .',,

11 + 4 \/-21

24

[2 + 4 \/-1)

8

[s + !,\fa)

t2

[4 + 4 \/-21

24

[5 + 4.{-2)

24

16 I 4 \f1l
t2

17 + 4 \/*21

8

Ia+ t, n/-zl

24

l5 \f-zl

t2

lr + s \a2l

2A

lz + s{zl
8

[: + sfil
l2

It + 5 ur27

24

I 5 + 5 V 2l

24

It' + s ¡-r¡
L2

lt + 5uq7

B

[8 + s v2]
24

lt+6v/21

3

[z + o1/-l

6

f 7 \/*21

4

It + 7 \,,/-21

24

[2 + 7 {-2l¡

24

[t + t,¡21

12

[4 + 7 \/-21

24

ts+¡{-zl
24

16 + 7 \/11

l2

[t + 7 \/-l

[s + I ur2¡

24

I I \/-21

t2

[t + a.rrr¡

24

[z + a¡"r,

t3 + B\f2l

t?"

[¿ + s \,/-21

24

I s + s v/ 2l

¿t

I6 | 8 \a)l
12

17 + s\/zl
24

f 8 + 8fi1
24

f41

3

I 5l

6

ta + 3 ¡ 27

3

Is + 3¡21

6

14 + 6 \/-l
3

Is+6\/-21

6

I7l

3

t8l
.>

Lt + 3\f2l
3

18 + 3 \/-zl
6

[7 + 6{-zl
3

IB + 6fi1
6



En esta l-abla, los paréntesis cuadrados lndican clases de equiva-

leacia, los números sin paréntesis indican ordenes' ?or ejenplo' el orden

de t4 + 7\f2l es 24, el orrien de t5l es 6, eI orden de ¡t+:fz1

es 3. Estos ordenes fueron determinados por cálculos dírectos' Por ejem-

plo:

A_(I+V2)"-l\/2(9)

ORDEIi

t1

8

6

4

z4

8

t2

24

24

t7

8

(r + rr?;7 7

7

{z(t +.,[z) - s + t (e)

(1 +r2) - 1+\/- (e)

a-(t + \f2)' - 3 + 2\/ 2 (9)

(L + \/-»3 = 7 + 5."f2 (s)

(1 +f2)4.8 + 3 \,/-2 (9)

(t + {z)5 = 5 + 2\/ 2 (g)

{z

_ 1ó(r + v :) --
t1(r +v 2)"

_12(I + V 2)

(e)

(e)

- 
ii(l + v 2) -- 

=

._14
(1 + V 2)

_ I((t + \/ 2)'- = -(1 + '[z)3 = 2 + 4 \f2 lg)

6



_q.-(l+\/2)-=4+j\r2O)

= -(t + ,[z¡6 - z \/2

_ ))(I +\/ 2)" 
=

(r +lz)23
_ )/,(I +v 2)--

Sea x=[t+ Vlj y G=(x) e1 grupo cíclico de orden 24 generado

Por x E1 conjunto de generadores de G consiste de los elernentos *t ,

donde (s,24) = I , es decir, 1os generadores de G son *, *5, "7, ,ll,
13 t't 19 23X -, X-', x-- ,' x-- . Así, [t+ V2] , [t+ J-zl2 = 15+ z\r2l ,...

')1
[] + V2] '-=[A+ y]l son elenentos de orden 24 Sea y€c, enton

Lces y = x' e ], genera un subgrupo de orden #d En parricular,

2y = x genera un subgrupo de orden 12 Los generadores de G, = (v ) =

= ( *?) son elenentos de 1a forma -..t , .o, (t,12) = I es decir son y,
..5 7 ]t - 2 I0 14 22y,) el" o x,x ,x yx . Estos son 1os elementos de orde¡

( ^t 
-r\^12 en i-!L|-]J-l It+ \/-:] 3= l7*5\,-J genera un subgrupo de

ls zl1ril )

2t1orden t = G7O) . Los otros generadores de este subgrupo son [ 1 +.J-43 ,

__ - 16(i +v 2)

1--(1 +y 2)''

(t + r/-z) 
l8

- 
lo(I +\/ 2)''

- )rt(1 + \' 2)'"

_ ,\(1 + v 2)-^

-a-(l +rz 2¡"

-a-(l + \/ 2)-

- 
ln

11
-(1 +rZ 2¡'-

- t,
-(L + \/ 2)"

:8+6\/2(9)

: I + 5 V 2 (9)

- 3 + 7 \- (9)

= B +J 2 (9)

- I (9)

- -(1 +v 2)" = I + 6,\/ 2 (9)

(9)

ORDEN

I

24

6

8

L2

24

I



1r+ y-zl 9, Ir
con los elementos

Ya

ha-v pr imos

Probarenos

2)+ 1f)1 " y Il + ."/-2]

que res tan .

De esta manera se continúa

Tabla es 24, resulta que

a nuesti'a Pregun¡a es no'

que

impa

ene

í z {,,"-2r l*
Vamos ahora a determrnar I¿ estructula de ios grupos l- 

-
\:" zl\r2) )

d.onde 6 es un p::imo en Z L\f2l . Para e]-Io:

i) Identificámos 1os primos en Z \fzl Bay s61o tres tipos de e11os'

(ver, por ejemplo, [3] , páe. 358).

ii) Descríbinos los elealento§ de los anillos cuocientes de O ¡tt-21

módulo potencias de primos y Ios elementcs de los grupos de unida<ies

de tales anillos.

iii) Estudiauos la estructura de estcs grupos uediaate ejel0Plos que perroi

tan formular conjeturas sobre los factores direcios de estos grupos

que son grupos abelianos fiaitos. I'inalmente,

i v) Demosrramos estas conjeturas.

I

I )*izÁrzl | _^
Effil :calcr' c8



2. Primos en Z Lrt=1\ (ver [ 3] , pás ' 3S¿) .

sean ü y E en z l.\/1i , divide a cr 1o que anotamos

§io. , "i o - BY , para a1gún '\ € Z L\az) v es una unidad si ui1 ,

es decir 1=W, paraalgún \ € Z L\/-2\ . En particular I y -1 son

unidades de 7, Í,\i 2l . Los números UÉ se dicen asociados de E Un nú-

mero 1r er; Z l{2] se dice prirno si es divisibie solo Por unidades -v

sus asociados. Si !1, UZ , lr" I 0 son unrdades entonces !1u2 .Y

lr,I 
"or', 

unidades. Para B = a + b."f2 definimos e1 conjugado de E por
t2

l' = a - b tfT . La norma li de p se define por

Nh=É(Ét'=^2-2o2

La norma de I es un entero racional. La no rBa de un Producto es e1 pro-

ducto de las norr¡as. ! es una unidad sl y sólo si NU = i1

Todo prino ?7, en ZL Ll/-2) es un divisor de exactamenEe un primo

racional p [1] ' Sea p=z)., donde Xe zlyr?] . Entonces N?r = p2 6

2
N7i= p Si Nr = p- , p es un asociado de r Y por tanto es prlmo en

zl,y 2l . supongamos que Nn=.2 ' 2a2 =p , 7 = a+ b 1/-2 Si

p = 1 3(mod 8) , 1a ecuaclSn .'- 2lr' = p es iuposible en Z (Pués

))
sj ," -2L,'=p es soluble e¡: z, entonces a'- 2r>'. -' 3(rroi 8).

1)Pero a' - 2l¡' - o, : l, - 2, r(nnod 8) Luego )os prinos raciona-

les de la forma Bk 1 3 son primos en z ll'-Z]

Si p=i 1(mod 8), entonces 2 es resto cuadrático m6du1o p , es

a
decÍr, pl"'- 2 = (x+ {2) (x - .'ll) , para a1gún entero raciooar x '



10

Si p es primc en Z. Ldll , pix + J-2 6 p,, - 1'? E"to es imposi

b1e. Luego p no es primo en Z,IJ-Z) , pero si ]o Bon t y )' = a' '

IinaLmen te

^ , f Z\2r = [\

) v.-2 es princ en z l1r2l Así, los prinos er. zl*-21 son

Z. Los primos racionafes de la forBa 8i: - 3

3, Los factores a * by--2 de lo-q Priao: racionales de Ia foraa 8l:: 1

-v los asociacios de todos estcs nú¡¡e¡os.

La factorización en prinos de Z í,*41 es única, salvo e1 crden

de 1o-. factores y nultipl-icaci6:r por unidades. ver [3] , pág' 212.

Ejenplo 1. En z lv-21 , -7= (i + 2\.-2)(1 - 2v-2) si 1+ 7\/1 =

= f'r en Z i.,,-21 ' enionces N(l + 2.""-2; = -7 = 6¡¡1 e! Z Luego

¡ii = I I ó N'' =: 1, es decir, a1 neDos uno de los factores es un¿ unioaC.

Por tartc 1+ 21,-2 es prioo en E l\-2) . En fo¡ua a¡ráloga se prueba

que I-?.\/2 es Primo.

Ejenplc ?. Sea p = 3 Si 3 -- ?'\' ell Z L\-2) , 9 = li3l'r'r eL Z. Ln -

tonces ¡ia = J = Nl o la nc¡aa de uno <i= ios fa¡¡c¡es es i. la que

"' - 2t'- = 3 es inposrble en z, se tien€ qu€ i 6 1 es una unioac.

Luee( J es Pr]Di en ¿L l\' 1) ,



ii

3. Las clases de equivarenciu on .ZJ:2J- 
- 

; or.,-rl I . donde
,." z[v-z] it" z|,,ril

§ es primo en Z i\f2)

Ahora que henos encontrado 1os primos en Z- l\/-21 1os elevamos a

potencia entera positiva 1' buscamos representantes para ]as clases de equi

valencia de 1os anillos cuocientes y grupos de unidades eo rrespondi ent es .

Los Teoremas I y 2 que enunciamos a continuación resuelven este problema.

En 10 que sigue adoptamos la siguienfe ootacidn: p > 0 y q indícan

primos racionales tales que p = l3(mod 8) y q : :l(mod 8) z indíca

un factor prino de q y harenos a = \f2 . Nos restringimos a primos p

positivos pues (-p)t = (-l)tp' J¡ en consecue r.ru --4M(-p)n zl,tfz)
_ zl\a2l

p" z l:t-zl

Teorema 1. Las clases de equivalencia de Z.l\/ 1l módu1o una potencia de

un primo están dadas por

, ZÁT2I I, 't. = rr"l 10. a. lolnl
nn z l¡-21 t - '' )

^ z.lw'-21 í, ' )¿. --- =1ta+ b\,fzj 0.u.pn, O.U.p'I
P"v-ltt1l \ - - J

3. +J'/-'?l: ={t "*b\-21 i0.a.2tr, r,rb.2Io}
o'-zLv1l t' - - )

4. zÍ{2) ={t" * b vrzl lo. ". 2Él ; o.. u. z*}t--)- 2rrli -| -.rJ 1¿l\. ¿)



L2

Er: ei enunciadc de este Teorema, así cono en 1os

mos a contir:t¡ación entendenos que J.os conjuntos

son coupletos Y sia rePetiei6n.

Demcstrac-iór¡: o)se:-veDos prir,erc que

LJ eEp.i os que considere-

de represen¿antes dados

á lr, -l - ¿1\ -- -va que

2uc

2r,
o

tL l\ ¿t

^I¡ a + b 1,'2 =
2n-+ I -, , ^rC ¿Zl\ tl I O tt l\' ¿J

= c+d.,¡2 (ozt) , eDronces ?fr dlvide a a*c+('D-d)12'7, e-. de -

cÍ¡ |to divi<ie a e-c !á b-d ?ero a,ct3E, b,dt2tr Luego

? = c i. b = d Estc sigaifica que l-as clases en (3) sor torias distin -

tas. 1-1r, arglll¡entc sirila¡ se usa Para Probar que 1as ciases ea (2) no se

repiren. Las clases e¡ (i) son todas distintas pues si Ia] = Ibl er,

z'lr 2l , entcnces nl,a-b.Sea a-b=zt1 ,paraaJgún ] en

rP z\t1)
Z Lv-Zt: Conjueando se tie¡e

CoEc .l; .., ,it son Prinos no

Así, a=b ¡ 1as clases en

. 2tr+ la'| b1 2 - c + ci1'2 (r )

2t¡b - ,l Cori: b - d < ?tr ,

cir,

a - b = (¡¡')nl'' ¿!e Eanera cue (r')nia - b

asociacjos se taene qu€ (rr:')n = q'ir - b

(1) son todas distin:as. Iinalaente, si

, entonces ZEo:e - c + (b - d) r'l i

sÉ t:.ene b = ri Ar¡Jr. lor. - c , e: de-

a- c \¿ - c,., \ - óí /-.1

2*,u

nrl ,Luego 2 la - c

que las clases en

,CoBoa-c

(1) son todas

n+1<2rsetleite

disiintas.

¿=c.Eeoosprobadc

- 
lLl\t ¿l
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Probamos ahora

ma son coapletos. sea

-nPor z se obtrene

a una de 1as clases en

obteniendo

En ¿on ce s

que 1cs sasieDas dacics po::

5 =¡+¡r,r-2 e! Z l,rf}l

1os conj un tos dej Tecre

. Divi.diendo x e rr

^tr-x-a=¿k - ^ID. .x-b= Zk

donde k y son eDteros I a,b son enteros Do Degarivos ambcs !0eno-

^r!res que 2- Lsto significa que Í : a + br'I (l-l ¡'en consecuei';cía

É perieIlece a una de 1as clases en (3). Coloo un arEL¡sento similar s€ pru€

ba que E pertenece a una de 1as clases en (2). Reduciendo x e f por
n'¿ I dlEúltiplos de 2*l se riens t=a+ b .'.-: {?*r; , donde a } t sor.

enrercs nc neEativos aEbos Deno:-es que 2Él si b . :L , E perEenece

.8. -51 C a¿ ' 
Sá Suae \ les¡-c - O2r+l - |o llt

a + b 1 . = e + (b - l-¡ \ 2 + 2-::

^I! ^ 
r , ^tr' ^trrl ^IE ^Eoc:róÉ L, < b - I < 2 (puÉs I 1é' I = - ¿ - , . Asr., : PeriF-

necÉ a una de 1as clases er (a). Detr,ostranos airor¿ qrre 1'7 pe:renec.

a una de las clases er 1l). Sea l;t =. - b."¡3 , eutoD:es b r,'-2 i a(rn,r

Se tiene que (b,q.) = 1 , pues si q1'o , enronces rib l' ,]a Ta¡sbién

ti' a , de rDénera que g = Ár' ¡a Por tantc, qiro que es inposibLe.

Asi, (b,q) = 1 y ta cong::uencia Uz = f (lel¡) es soluble en Z. De La

ccngruencia b V'? = a(rn) se deduce bz 1rr7 = az(rn; , esto es,
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,ñ - ar{l') Drvidie¡dc az por io.,n se obiie:e

- r -^1clases de 4 t\ Lr . Ya que xr;. -v vtT está;-
¡o z l.u-21

ses, entonces I = x + y r.z-2 tanbiÉn está.

tsrr feoren¿ jmpli.c¿ que zL\rA !jet.t
¡" z l..t zl

,rl1 en una de las

e¡ u¡a <ie esLas c1a -

elementcs.,

,n
t9 elemer.tos

LL i\ :: . ^nflenE I eieneirtos.L1.,, 2l r
P lLL\ t)

f - r ¡- - '-11I ó ¡ L V -J

-r] -i ,-l

Estos hechos son casos especiales dei siguiente ¡e=-¡1tado general: el nü-

7- 1.., 2l
mero d. ÉleELntcs er es

^ -i r^1, 4t\ zl
lx:i v.. I l] , c"p. rx.

Deierairlanos ahora las unldades de ]cs anii.,-os culos eiercentos se

han especificado en e1 Teorena enterior.

Iec'reEa -. L¿i es una unidad sí -'- s61o sí (a,C) = l

!- t /-.;i

en -..jjÉ es un¿ ur-i clac sí . sí:-- si
p 4l\t ¿i

z¡ i- -ti[á - 'c \' 2j er -] e: u:.¿ u:.dda
n _f 

-^1C /1 l\ t)

(a,p) = j

S1 ! SCIC S]

par:a algír ó

I (-r') , es to es ,

tal es una

(b,p) = I

2i "

Demostración:

-( -.74 t\' Lt
efi 

-

- r /___F)

\ lL l\i ¿l

en 7.\f-21

sí -r, sólo sí

Seangyy

sí ,v sóIo s i

Entonces IB]

],

er Z \,r 21 . Entonces I Éi es uca uniriai

I;lI;'l = i1l

es unidad sí ¡ sólc -.- 6L '
pari a1gúr, r1 C Z l¡ 2) Así,

¡t' zit/ ?)

4!{lt



unidad en z ltr2) 
- , f Y son reletivaEente pri-Dos. Se deduee

[.] es una unicad * *!= - (a,¡n) - I : (a,r) - t: qla¡" v'\rjl

[a + 11,'¡-21 es una unÍcad en + b 1/ 1,p".¡ = I :
P

'- pia 6 ptb

: (6 + b V 2,r")

z-ly-z)
pía + b r/-2

A /¿l\/ ¿

r,-2," + b\a2: a + brr? - 2t + a t¡l
\[ z 

ttl"-Z):2a '

Ejenplo 3. Sea 'It =

Por los Teoreoas 1v

I + 2\f2
2 se t iene

. Fi.nalnente,

= 1: - f1-t -'\.c

ñ es prino en O lr,-Zl pues 
"ri, = -7

que

i5

I z 1,,-21

[a + U 1/-2¡ es una uni.dad

+ b r'? . Pero

;"1\'-!, = ir or , r¡r, ..., r ¿er .
¡- Zl,,/ 2l i .

r-. tal 4 L\t t! es una unidad sí I, s61o si 7 no cjivide a a . ¿A

2-1cuÉ c-lase EoqJ-[c ,? perterec( \ 2 : r'= g + 1ff] , rje morj: cue

4 1.:: - -9(¡2 ¡ . Multi¡iica¡d¡ esi¿ congiuencia Di: l: se obtienÉ

4y \ I - r, 2 : -I05(a-) . fa que ¡' es un divj-sc: de 4g, está contruei.;

ci.a se ¡eciuce , \-2: lO¡r2; podeDcs verificar dlrectanenr,e esE€ re-

suttaio: !* = lu 
- t=' = z - rt 2, de maoere que ,2 er un dj_7t- 9 + 4 \.,, 2

vi.so¡ de fO - 1r.'? en Z l,f| . En consecue¡cia 1.-2 = l0(r2) )
\,r2 pertenece a [10] .
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: l"/o o]o " 0"" t"70, ,)- es cíclico' ¡2 = g + 4'"f? tiene

raíces primilivas. De hecho, 3 es una raíz primitiva nódu1o nZ .

Ejemplo 4. Por los Teoreraa 1 y 2

f l"- f ,*
l-z.l\/2f | =l zl,,'_:!l'_{1""b\21 :0.a,b<e,
\t' zltt-zlj l, zl,\/-l) '

En es te Ejemplo se comprueba quc
I
I

t (r + 2 \,''z¡? zlrazl
o¡y-zl

(3'a) = i 6

l(3,b) = 1J

r )-I zl,t-zl l^en l-l
\g zÍ,,r71)

I Z] , I g] I prede j.<ientificarse ¡re-
J

l2l,l4l, trl,l;1, tal | .n
)

+j-zl ,I3+\fzl ,Is+r/-zl ,

ll + z nr27, [5 + 2 \42],
I

,l:+:{zl ,li+3\f2ll
I

t3l , 151 , f71 i está incluído isomórfi-
)

1* 
oo ". cíclico y ya que todo

/ t-
I zlv'2l Il#i no es cíc1ico.
lo' zl.,,rzl )

obse:vemos que (o /^ -'" está inriuíco isomorf icamen¡e' \ /Y .L)

..(
pues (r/on l'= 11 1l ,l2l . t4l ,l5l ,\ / - *) \

diante Ia aplicaci6n jrclusÍ6n .", 
{l 

,t ,

r )*I zl,fzl l'l-------_-i
ls zl,/ zi)

Eiemplo 5. En vi::tud de los Teoremas I y

I z\:21 )" . { z¡rzt ).
r¡o5 

z Lv7l'J l.0. zl.,/-il )

t
=11 tl,l:l,l:l,izl.ir

ll +1rzl , {i + 2y-z),

Lt + z ,rzl ,13 + 3 ^'f2\

observemos que fu /^^1" = {L ,i,. 
\ /ótL) l.

I -- lxI zl,/ 2l Icamente en i#l . Como

lo' zl,/-l )

subgrupo de un grupo cíclíco es cíclicc,
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.5
En consecuencla (r =

Ad e lan té¡lono s

r \._I *r ,..^r l"
I 4L\/ ¿)l
I J 

- l ' ^1 J

[u /L ty ¿]J

A \f? no tiene raíces prinitivas.

a los resultados determínando la

el subgrupo generado por I I +

estructura de

,f21 KyJ

1os subgrupos generados por I i] y I -l] . Entonces

[3 + 2

,={'

n = {trl, tr +

*={r,r,rrr}
{21,

v

rl , t5l , t-rl ,

áen K, Kñ

se tiene que

tl-zl , Í t

11, t-1r)

_t+r/ 2J I

Ahora

KXJ=

Como t-11 no

li tienen orden

Lue go

)t]1, t5l, t7l, t3l I
)

-v ya que tanto K

e Hx(KxJ) es

x J como

, , 5.rb = Q(0 )

elementos de 1os gru

r-5r) = {l\

r = {t 1l l

el orden d

I
es i

4,

a' v- lv' 2l
= H r K ' ¡ : C4 , CZ, C2

Usa¡do 1os Teoreoas 1 1,' 2.podemos

pos de unidades, ObtereDos 1cs siguientes

. , n n n n-l n-1.r) q(7)=q,(q)=q -q =q (q-

. , n. 2n 2n-2 2n-2. 211) Q(p)=p -p =p (p -l)

i i i) ó(-Yn) = 2' - ?n-l - ,r'-)rra/ Y\u ,, r

contar 1os

resultados

1)

A modo de ejemplo probemos (ii). va que e1 ninero de clases en
4, l\/ ¿i

ll * r r-^ rp lL L\,/ t)

ariillo se-.)-n ¿1. nes Np = p-' , eJ orden 1(p-) del grupo de uoiCades de esle
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se obtiene restando de pzn el número de clases I a + b y-2)

para 1as cuales p es un divisor de a y b }tay entre 0
p" zltl-zl

nYP ' P
n-l enteros

que son múltip1os de

a que son múlriplos de p i p '

2n-2p Es dec rr, hat p - clases en

enteros b

lL l\t ¿l
n , --p Zlyi 2)

en 1as que p es un dj-visor de a y b por 10 tantc

, , n, 2n 2n-2 2n-2. 2Q(p)=p _p = p-''_(p- _t,)

En forna aná1oga se obrienen Los otros resultados. Estos pueden verificar-
se en 1os Ejenlplos 3, 4 y 5.

Prosiguiendo con nuestro programa, vamos a determinar 1as estruc_

turas de los grupos de unidades que henos estado estudiando.
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4. La es tructura dÉ

Vimos en e}

r l*i zl'fz\ i

\,''"1{A)
I z 1., -:l l*

Ejemplo 3 que 
I,J-T 

"l{rl)

es cíc1ico. Es tc corres

ponde exacta$ente a l-a situación general'

; -.l*
reorema 3. | =ol' 11 ,\ I c, ,., , n-r

¡i' zl* zl) iql -,q,

Demostraci6n: Por e1 Teorema 2

f r*
I zL{zl 

f 

^ - {r.l 10.,. :c'n ,

'¡'" z tv-21 j \

rn/ lo 
-t.l 

.
La aplÍcacj-ón lrl É 

l"/ lq,-. z t

nes (a,lql") = 1- qla v lql" i'- ¡ * ¡n;" - u implican que

tal *[a] está bien definida' Además' 
"l"- 

6-q'¡a - b significa

(z I ', * .. ! z t"'-zl l^ t ienen eI mismo orden
Por otra Parte l/,c;"2) ' [r, zl..,,azi .]

ñ 'n ' 'n-l de modo que Ia aplicación es sobrevectiva'
O(Í") = lql - lqr

q ai

z

1*

tEa
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5. Algunas ideas preliminares refer:entes a

I - 'r *I zl¡/ z) ti-:------_1va
lú" z-l\/ 2l )I )*

/L t\J t) |l-l
\p" zl{zl)

En la Secci.6n anterior tratamos de priuos en Z \fZl que son

facEores de prinos racíona1es, Los grupos de unidades que corresponden a

los otr:os dos tipos de prímos son en general no cíclicos según lo visto

en la lntroducción y en el Ejemplo 5, Demostramos en e1 Ejemplo 5 que

obtener una es tructura simi

lar cuando cr se eleva a una potencia par.

los Teoremas 1\.2

I
= r[a + b \.-2] ;0. atb < I , z+ ^l)

S ean

lt +

cono antes H,ii y J subgrupos de

V-21 , t:l y t-11 respectivaurente. Entonces

generados por

tt

t

1l , t

3+ 6

r +v-fl , I

l-21 , I't +

{t11, t5l}

3 + 2 \,r2), I z + s /z], i r +

,/-21 ':

J = it rl , t-11 i

4 \-21 , [1+ 5 v'2]

Hn(KxJ)=Se tiene que xx¡= {[ t],

= {t 1l } , Luego e1 orden de

, t7l i , de nodo que

J es :z = 9(a6)

t3l, tsl

HXKX

Ejemplo 6. Por

I )*i zl../ zl I

lJ"wat)
í _. II v. 1,,/ 2t tl--Ti
l8 z.l\/ 2) )

Luego =lixKxJ
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donde H,h y J

respectivaEent€,

Inos otr¿ reíetentÉ a

( -- \*
; Zl¡,' 2l i E H , t( y J
i.o" z tlrzl j

r?l , [5J ] l-1]

"8, o"ro conside¡e
I )*
) ll l\/ ll li- Esle cc;-retu::¿ inlol.ucre el subsr-u-
' I 

-, -^,[r al! ¿) )

Estudiarenos este subtrupc _r- e1 subgrupo

1
o(5-) = 60C Es clarc que 1as

-' -^' l*LL\ ¿i l

:Éi nc puecer. oDt€ -

nerse dan<ic tablas de multiplicación, Sin eebargo. ueciiante cálcu1os dj -

rectos, pueden encontrarse 1os óroenes de Los e1e¡e:-ros de algurrcs de es-

tos grupos J esperar observar algc significativc. Los resultacos de esEe

cálcu1o se resuúen a continuación doncie henos ealculaoo los oáxinos orcie-

nes ohservados v el order. de J I + p 'r.li

Los Eje=pios 5 1 6 permiten conjetura: quc

so¡ l-os subgrupos generados po¡ [i +

Esla conjetura funciona para 07 i'

Po

ti

generado por It + pr,/-z]

simultáneamente.

Ahora ql¡2) = l;, q(33) = o¿t ,

ideas que se refieren a 1a estructura de
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ct',,?i:

Y!A}.. OR'E}i DE ORDEN

U}i ELEHE§"TO [T+P

2t, - 3(32 - l) 3

^2.^2/l = J (J - t)

r2o=5(52-1)

ooo=s2(s2-l)

].32c = 11(1i2 - 1)

!I
;-a

..*
t//t! t)r'. II / ^. -t -^1[ '7 

tl l\,/ ¿l)

ORDE}i

:2(¡2 - i)

= zq(s? - t)

-2.-2= 5 (5 - 1)

.*tz.l\ 2l / ., I

I /.J -r .-.'l
\ / i //-t| L))

izk-zl / "l, /s'

6¿, E

604
I

1l

lemos en

ciuctc de

iu:ar que

-- 1 ?

=tsxñxE,donde

Obser:vaDos tan-¡ián

n-lceserF,sl

' ¡-i 'orcen observalo es F (P

es c(p") = p-" -(p- - 1)

!i ricnoe L es cíclicc de

2 ..- I) :i e]- p::o

. Podemcs conj e-

orden

en

- t -.14L\ ¿)

zlt,1)

-v(tt

da

!e
I
i-
I

!P

)

ca

ES

! e order'r p

i. tieDe ordec P

que e1 or<iee áe I l

n>l

,. -, ,*
' 4l\' ¿l I

. Estc l¡p.r'lcárla quE !-:--------=- I1 t: qt /.1 |

!'l ¿ L\' jj i

rr-r y R tie-D¿ ordel p'- I
.;

úl / 1)I Ll\ L) t+ p\ ?J er l_ 

-. 

Pari-
Lt _t a- t.L. a l\ /l

E-iellll. ;. Cor. reiLrencj¿ á

/ \-
; zltl ?l I p"r"rrdo, ,o,
[r z ir, z1 

.l

Ia Tabla 1 sean ts'x

li+3V-21 , [¿'] y

1' E los subgrupos <ie

17 + 5afTl . Entonces

izl1,21 t" - l*
\ /5' zlt zl)

15.000 = :4 (s2 - r)

tzl¡-zl/ " - l* ll2trl2-r)
\ ,/ ti' zlv 2l )

caso que e1 uavor

nuEero coil p
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¡ = {til, [l + ¡\2], tt + o/-zli

x - ittl, t4l , t7l i

y R = it 11 , [7 + 5\'2],lttt-21 'l'¡ + Etlz),181 , [2 + a'', z],

1z 1,-zl, l2 + 5 \,-l I .

Ya que Hnli=itl]f ' ExK liene orden 9 y comc 8 es relaiivamente

prino con 9, (l]nX)nX={[ 1].i (C grupo finitc, GltG' t2tC

tlc,i, icri) =1=.1 nGz=i]l ' En efecto, s€c!ñe^: lelllcrl

leiiiGzl = leli(tcl¡' ¡cri) =1-s=1) se tiene así que ItxKxR

liene 12 = qG?) elenenlos. Pcr 1c tanlo

I rLt\ L) l

\.s 'zl\/ ?) )
=HXKXR

En reslraen, los Ejeaplos 5,6 y 7 ¡ la Tabla de ó¡clenes nos perui-

ter afiroar que

¡ -r .-;r \X
il 't 4l\ ¿J 't = H x K x j o ¡ioaie H'K t J sor Serlerados Por

lo" ztrñ\ .i

It+ r,' z] , isl t [-l] re spe ctlvaoen te .

; 'nl-,.1 '^iil I l¿t\'¿l i =E>il:>,R, donde ti es gensraóc Por: It+pr'¡T],
lp- 3- lx 2) j

R tíeae orden pt-I , (r, > 1) > P. tíene orden p2 - I

Probaremcs ahora estas afírmaciones est¡¡Ciandc 1os subgrupos indi-

cadcs por E e¡ (i.) ;* (ii). Para el1o recesitasos 1os siguientes dos Le-

o¿s cuyas demostracio¡es son básicaaente las ciei l,ena 3 y Corolarios I y
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Z en [6] p. 42, 13.

Lema l. Sea { entero posicivo ) É = )¡pl¡ , .otoo.",

^D ¡- t+] .E' = Y' (p )

¡
Demostración: PodeEos escribir É=) +p4ó, t e Zly-Z) . por el Teore-

ua de1 Bi-nomio, BP = vp + of*t-rt-ió + A , donde A es un enrero de

z l¡l-zl divisible por pL*2 , E! segundo térg,ioc es claraDente divjsible
L+l - ^D - r, 1+I.por p As1, E' :Y (p )

Leu¿ 2. Sea k entero no ne€tatj-vo. Entonces

k
(t*pe¡l;P'=l*ok*'.,,-z*p!'*!l , .y e v-f\.'11

Denostración: Probarenos por io<iucci6n sobre k que

k
(t +pB)p :i+PK+ti(Fi(=l), +k>o

Para k = 0 , la congruencia es inpediata. Supongaocs que para cierlo
k

k>0, (i + pc¡P- = I + pk+i51pk*2¡ prob..encs que 6sra es verciadera

para k + 1 Po¡ el Lema 1 teaenos que

k+l
(1 + pÉ)p : (i + pk-li)P(pk*3,

por el Teoreü¿ del Binou.io, (i.o**"ro= I+pk+2í-B, donde D es
t-l

una suna de p - I téroinos, Ya que p es prioc, i',)., 0 < j < p, es
!J.l

dividible por p Así, todos 1os tár¡linos de B, con 1a posible excep -
(k+1 ) p -E L+3clon de] uitl-Eo, p " l' , son d]-vrstb]es por p - , puesto qu€



1+2(k+l)>k+3 6i k>0 Adaás, 1* j(t+1)>k+3,pues

j>2.Yaque p>3, p(k+t)>3 Así, pk*3 divíde a B y

_ _ k+l -. D k+2 k-¿3(i + p L.l' : r + p t.(p )

k
Heocs detrosrrado que (r + pg)p = 1+ pk+1g(pk*2) , *k > 0

Haciendc É = rrl , se obtiene Ia fórnula dei LeEa.

Corolario. Sea n entero mayor que I. Sea F=l+pyt-2. Ertonces e1

n-l

Denostraci6n : Eaciendo k = n - 1 en la fóroula del Leo¿ 2 se tiene

orden de I c,l er. l, z I t/-zl l* ., D

i.P' z lr'-zl i

por consiguiente, el orden de tpl

te probar que

I - . n.

liaciendo k = n - 2, teaenos

cP =l+pnrv-+pnl

ñ-1:l+p"V2(p"l

pp =]+p'v2+p"'1 , para aIgún 1en

- n.
= l(p ) ,

- r- les un d1v]-sor de p

1 e z i1,-21

Es suficien-
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Por 10 tanco e} orden de [t + p 1.'- ]

f )*i zfJ 2l i n-lI-l es P

[pn z t1,rz] J

i _, -^, )'
lr +\/il en l+i \ en' 1.," zly'zl .i

nos permj te f orllu-Lar una conjetut o

Estudiamcs ahora e1 orden de

í -. loI Zlx,2) It . La slgulente tabla
[o'"'' zLr,2] .l

a1 resPecto:

GRUPO

(z I't-zl / ,I /""

{zttfz) / ,
\ /"-

{zL\/-21 / 6I /s

lzÍtfz) / .,

\ /a'

[zW-21 / "\ /""

lzt.,/-t) / n
I /0

!

zLtt'z) )

loztrt zl )

zly-21

zL,t11

lo
zti11 )

zt{z))

ORI]EN

L
16=2

- , ^o

128 = 21

ORDEN DE

Lr +{z)

,"2

.^2

,¡

1

t

/!16=2

pa¡:e cer e1

ozñt zl.tlzl

I 1¡'. ¡.._z) . ^

it+12i e,, i-;}-, \,n
\,,,,, zlrt z)

2' . D. becho este es e1 caso si ql > 1
z l\,-2)

A1

[-

rden de

ES Nues tra

li + rr21conjetura no se cumple para m = 1 Se verifica que ei or<ien de
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f --- )x
en I ,.'t'l 't ¡ es 2. sin embargo, el orden de tl+\f2) erl

la' zI¡ z))

rLI z.l,fzl l^i "-l es q.

lo- z [rz1] J

Lema 3. Sea al un enlrero navoi

se ob t i er,e

que I y ó = 1+f2 . Entonce.

(*)

: -. - 2*,' v : r 1.- 21 (2r.,r

e1 orden
( 

- 
l,^ I 'i ,i

de Iól en | _z l\r21 | \ en j . f lr':l ," es 2m

lc'* zl{ zl) lo"'' zl\f\,

Demos t ra ción: Obse¡vemos pr:ime ro que

^ .^m . ^2 2 -to+lt : 1,(2 G) - ó = y (2 ¡)

))
É -Y = (.', -Y)(E +y) = 2#lot,, "oo y e zl{zl

Usemos inducción para denostrar que

^m6z = I (2mo¿) . f e > 1

Para m=2, U4\f2)4=ü+

Sea m

,m*1
ó

-r¡
En efecto, de E I y(2 o)

= 1 (4a)

-2- r
supongamos que ¿ - f(2 o)

o,) Luego

Por (*) se tiene

=1+

,2 \/ 2

4\/ 2 (8)

>2 y

= I ( 2In+1

^In./ ..^I! .C = r(l 0.) i-n > l
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)' er orden de tá I en l--Zl-*l ',-

ln¿ÉI z¡tr21 '1

es un divisor de 2m . para de-

orden de t¿ l 2m es suficiente probar que
uostrar que e1

,n- l
c :1+ ,m-l ,-^,"m .¿ \' z(.: trl ,

Si n = 3 ,
1,ó = 17 +

:1+

t2 \/ 2

rz \[- G6)

Couro 6¡ divide a 16, se obtlene

./1ó-: t + 4vT (8&)

Para n>3, supongamos que 6"-t = I + 2r-ly- qz.o¡ , Entonces por
(*) se tiene

ó2* = 1t + z*-l Vl) I (rÉ1o)

: I + 2m v-2 + 22n-l (2Élo;

- ^E+lreIO I Ct dl\,tde a m> 3:

,7u-l
^rr+Izo

Luego

,ID¿'=I+ ^m ,-^ . ^IIrl1¿ \/ ¿ \¿ o)



,o

Pa¡a n=2,

e2 = (r *rfz)z = 3 + z{z l t{+a)

Hemos probado así que

^m- 1

¿' I 1(2no.l Yu> I

Por tanro, el o¡den de tó l ^mes 1

E1 resultado an teri or

^m ^rn- 1

at - I(2n) y ¿' I I (28) ,

de modo que e1 o::<ien de t6 l es tasibiér 2T¡.

De acuerdo con nuestras conjeturas intentaEcs usar 1os sübBrupos

generados por: li + p fz] y Il + /11 e indicados por H como facto-

res de ciertos productos directos. Para este propósito será necesa¡io el

siguiente Lema que se refiere a la foroa de 1os elenentos .ie H

i

Lema 4. Sean u -v n erteros positivos aa1'ores que 1.

[ ]J , de1 subgruPo de

j

z\r2l
2rré,l - 1 -^lL L\/ Z

ca que

t
1iamP

Sean a=L+pl/1 y t=1+ \/2' Ningún elenento, excePto [1], del
I - l*

subgrupo de 'l z'l\/ 4 | generado por tp I y ningún elemento, excePto

\v" zl¡-zl )

[ ,="r{4,,o o d.
\d'- zl\/ 21 )

-*zl,,/ z1 i#l generado
'*' z l..rzl 1

{
t-
\0

depor t6 I puede rep::esentarse por una clase

donde c es u¡! entero racion¿l.

la forma tcl 6 LcJzl ,
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Denostración: ün núm¿ro c € IR se llana especial sr c € V. é

-.=c,V-2, donde .la Z, Probarenos que para todc b, 0.b.pn-] ,
l-gu no es congruente oódu1o pn a un nú.oero especral Sea

r = {u, o . b . Fn-l , ..b = .(on) j

n-2-- n-l n-2
p yts,puessl F te E, entonces gP =.(p"l ,donde s esal-
gúr núnero especial . Por otr¿ parle, haciendo 1: - n - 2 en 1a f6rouLa

n-2
del Le¿a 2 se tiene cP i I + pn-l a.r7 {n") . s€ deduce que

n-l1-s+P'''r,'2:0(p''i

si s € z, enronces In pn-l si = = ., r-: , entonces pn,l

En anbcs casos ha] c on t ¡ a d i. c c -i on e s cue proviener, oe suponer que p"-3 e B

. -,)Por tarto p'' ' q B Para comple¡ar la deuostraciór: supongarDos que B

es no vacío y sea L eI menor eleraento de B. Sear d y r en Z ta

1es que

n-l
F'=l-c+r,cor:0'r<L

¡-l5: r=L, p =LL )- f=p . para a1gúr t cue sarisÍace

0 < t < n-2 (Iieuos cieoost::ado oue t #n- 2) E¡¡onces

n-l n-f-t
D L.D

í' = L

L- - nCoE]c Leb, f : í,esPeclal (F) ! et- consecueDcia

n-2 n-2- tD L'D - nf,' ' : lj especLa.l. (p ),

1o que es inposible, pues pn-2 I ¡ . por tanro r # 0
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n- 1
Ya que el orden de tc ] es p

(l) lrl = tpldl Ip'] = ["] [p']

donde s es

ro racional.

no divide a

pi b) sea

núnrero especiai.

que [ "] es unfa

x , (pues [a + b V-2] €

y€z tal que [ry] =[

divi I

I

l

11

-2

de

t'

axv en Z y rambíén en

. Multiplicando (1)
¡r

(2) iyl = Iy'i Lc'l
L'[2]

Si

sí

s = x, entonces ty] =lp'l .

s - xv 2 , entonces [:'! = iv':il.t] (3)

}- ¡r,,-2i -, = [r\.r] ,Pero l{21 es un elemenio de

tte Z , es una clase especial. Pues, si f a + b'/ z¡ e -ZJl2)- ",p" zlJ-z)

ra1 que ta+bV2l tV 2l =[1] , entonces 2b- l+ aJ-2 - Q(pn; , es

decir, po¡zu-t y p"i, se deduce que a=0 y 2b = 1(pn) ss-

ta ú1tima congruencia tiene solución b : u en Z, pues p no divide a

2 Mulriplicando (3) por [r,D] -] se obtiene t y" r/?i = [ pr] En arn-

bos casos, p' es congruente m6dulo p' a un número especial, es decir,

ZI
n_.'1Lp

I

f IxI zl\/ 2l Ien l-l
lp" zl,/11)

Sea s=x

elemento de

p" ztt/-zl
Il en (zt) /n

\ /p

z l'/-z) . P",

por Iy] se

con x ente-

entonces p

-l-.-p a o

eDtonces p

[ *vj = [ t]

unidad

)^
Iz)

tanto

tiene
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\

r e B , 10 que contradi-ce nuestra elecclón de 1- Esta contradicción pro-

viene de suponer que B es no vacÍo. He¡r¡os demostrado asÍ Ia primera par-

te de1 Leua, Para 1a demostración de la segunda parte se considera nueva-

mente

B={b1o<b< 2In , 6b- c(zn)rIc

Coeo antes se deduce que 2*-1 + B . S". L el e1e¡renio mínimo de B y

d,r enteros racionales tales que

2a=Ld+r 0<r<L

Ento.lces r I 0

Ya que ei orden de t6 l

i-\ zl,t z1 t'en l=--
[G 1]' L\./ t) )

)fr

Lrl = i ¿Ldl l¿'l = ["] [¿']
(

I zii z)
l-.-r+

lo'- zl*-l

para algún s especial. Sea s=x 6 t=xr'1,

Puesto que I s] es un elenento de1 grupo de

por el Teorema 2, s = xV1 es 1rnposib1e. Si s = x

impar. Sea y € 7, tal que [ --or] = [ t] en {,n i ^\/:"'z
divide a x-r,' - I en 7' y ea v- l'."f21 . Por tanÍo,
| , )*I zl',/ 2) |i-_----_-
i2"' zl\/ 2l )

Multiplicando (4) por iYl se tiene

x entero.

unidades, entorces

entonces x es

*_^rI)
- Enronces ¿

xyl = [1]

lyl = iv"lt6rl = [6r]
r 1-I zkril 1^en l____-_=--l
lat' zl.,fzl)



Luego r € B , 1o que contradice nuestra elección de

do así que ningún elemento, salvo [1], de1 subgrupo

Hemos denostra
r \-I zt.,fzl i^

lo'* o I,,,-rl l

ú1timo que ll b

se completa 1a

t¿

-b
ó

del

generado por

0<b<2m,

deEos tración

] es ,rna clase especial. Observemos por

7 s(zm) implica 6b 7 "(z'o) . con esro

Lema ,
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6, Estructura de

'l

,]
az)

\/-
7zl

lL

I

t

Ccnj eluramos

donde H es generado por II + p."42] , K tiene orden pn-l ¡ R es

,
de orden p' - 1 Hemos establecido 1as propiedades que nos interesan en

H Estudiaremos ahora el subgrupo K

(- / 'r *
en er r-JemPro ¿{ que lL/o n I

\ t ¿ 4)

mediante un i-somorfisno obvlo.

es tá contenido en

Esto es un caso particular

resultado general: la aplícaci6n

precedente que i-"La¿l = H, K x R,
lp,, zlrfzl )

en 1a Sec c10n

Vimos

( 
- ixI zzL../ 2l it------t

\.s z 1.,/ z1 )

de1 s iguiente

es u¡r isomorfismo. Sabernos cue I es clcllco de orden

n-1 ,p (P - l) Entonces exis te

,/",plzt.
l"l

se represen-

de orden

subgrupo R

r )-
I zLJll l^l------_-l
\P ¿L lV ¿i 

.t

Coaro p es priroo en

es cíclico de orden p

z.l\/-l ,

2_,

,Ú

I l*
1"1 e (z / )* 

-t 

lal c I zl\/ 2l 
i

I / o" ,] ip" zl.,t1li.

isomcrftsuo iinplica luego que ["]

Sea K el subgrupo generado por Ial Ca¿a elemento

ta por una clase especíal, Así, H n K = i[ f] ] y H

2n-2
P

n-I I zl,/1t'l*trene orcen p en l-1.
[o" zltrzt )

l- 'rJ^ n_Ien tll / i oe oroen pt /n^l
\ ./D lLi

de f-

xK es

Estudiar¡os ahora el

2.1.,t11 es url cuerPo y
p zlrt\
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ya que es el grupo BuLtíPlicativord" to cuerpc ficrto. Sea ti ] ün Sene-

rador <ie este grupo. Lntonces 9F--l = :(pl I fI -'= I + Yp , cierto
-n- 1

'y e z 11-21 Por Ia demos¡¡ación de1 Lema 2, (1 + lr)t = 1+ lP" , con
n-l 2

.) e. T- l\,-) , por ranro (gP )P -' = I (pn) , es óecir, e1 orden de

i - l*
- f ^l

I fr I en I ¿Li\ tt I es un d:vi.sor de ¡- - l see. t el order,
'l.pn z tv z,l .

n-1 n-1 n-l
rje liP I . Entonces ,tp : l(pEl y en conss:uencia ltf - tG)

I - )*

lp zl.,/ 2) t

-- I 2 r'-)p'- i d.riot e tF"' . coxúo p- - i ]' F' so: relatjvamente prioos,
)^

sigue que p¿-l es un divisor cie t. Luego t=P'- I -v e1 crde¡ <ie

- r I 
- 

l*, ¡", 21.,., 2lli- I er. ,--l .. p'- I S"a R e- sub¡::upo de:n _r lli
lP tll\' ¿).

z-'t^, 2) :t-:---------=-iI rr - r ^r l

\P tt L',, ¿t j

tien€ orden uÉ¿

generado pcr IgP fa que toic eieraento de li > ia

POEenCla

n- i

deP'

- 1) = ó(pH>Ii>ResP(P

I'i) ñ F. = :i :l j r,' e1 orden de

4zLr'21 
'r. - r ,-^ r

\P 4 t\', ¿! 
'

(ti x

D.
)

=ExKxR está desiostrada- En resuEeri

c - xc - xc^
D-i n-r l,p P p -!

Le deuoslraci6n de este Tecrema es

feoreGa tanbj-6n se cuEFle para a = 1 .

,\
I zltt Zl ¡

1p ztV 2li p -1

t-

¡r' Z tr' 2J

válida só1c pa::a n>1,pero

E! esie casc C o_l es trivial
p

e1
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0bservaci6¡r. En e1 Ejemplo 7, los subgrupos K y R pueden obtenerse

sin referencia a 1a Tabla

\*
lr/g "J 

, en con t ran do

po generado por t 4l en Luego escribimos ios ocho elemen

I 
- 

)*- I z[r,2] iros oe l=-=.-l )'

lt zLJ ztl

1. Examinarnos primero los seis elementos de

que t 4l tiene orden 3 v hacemos K el subgru-
f \ -,-I 

-r.-^rl^I a\v t] 
Itt

ls zll zl )

R como e1 subgrupo

vemos que I t + /.1 es un generador. Cons j.dera-

generado por t(r *.,?)31 =Íi + 5\a2l en
/ )-
I zly z) l^t_t
ls zlt zl)
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(
7 . Es t ruc t ura de I 7z tr,'-21 l*

1"" z¡r/-z1J

comprobanos en Ja secci 6n 5 que [_ZLtlt_J. - ..

lon z[r,l] j -n"r' r, don-
de H,KyJ son los subgrupos generados por ll +\.r?l , t5] f I_¡lrespectivamente. Sin embargo, e1 Lema 3 se cumple para n > I , de manera
que Para n < 4 determinamos directamenle .la estructura de [ , \-al i.
lrás aún, en [gtZl-| ='t ,lr-rt l* t''" ,tu-¿l

[c- zlv-z] i l. zl,r¡ er subgrupo generado por l5l
es trivial. por tanto danos 1a esrrucrura de I z¡nl i

1," ,l.,nll en dos Teore
mas; e1 prinero aplicable a n= 1,2,3:_ 4 y el segundo, a ¡>5.
Teorema 5.

(.
IzrJz]1.^- |

t;;;f rc, ; lzN.:t 1"..,[o'zlv':] j -

i -, -, r*J-i$l- =.. ; ir ,¿r.\_"L]. _ "i.ü-zl\/-2] i 1 l"ori¡it=c2,C4
Demostración: por e1 Teoreea 2,

= it rl i

= itil, Lt+¡-211

[-z-tr*a ),.

la ztJ-t)

[-+t"z_.j.
\o' z t\/-l j
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I 7, l\/' 2l
l---
\.o' z ll 2l

l-
l= it 1l , t3l , Ít+\/-21 , [3+\r2l)

t

lema 5. Sea n > 5 E1 orden cie [5]

-_l2'" si n=2n. ó n=2mi I

¡ro está en K

Demosrración; Se

l3l , Lt+\f2]l , 13+\f2), lt
2\fzl , [1+3\42] , l3+3\a2l

í - l*I zlJ 21 I ^n-2en I+r eS ¿ A

\a" zfxfzl)
| -.-. lo

ele,enEo t-11 de t z'l\/ 2l 
I

¡a" zlxt1l )

+2

).

il ,

3+

\-'ll ,

n _ 1.1

D = {l

L1

Cemuestra usando inducción que para I > 3

( , )*
I zft, z) 

|

l"a zt,11l)

I -. )*1 vl,/-:I 1,.
Podernos verificar que i-# | es el grupo cíclico de orden cuatro

[o' z lr' z] j
I 

- 
rrr

generado po: t I + \ll . Por olra parle, I -zll! '1 es el producto
l"' z Ir-l 

.r

directo de los subgrupos cíclicos

11 , lt+\az), [3+2j?], ¡z+1rzl)

1l , t,t + zt-])

SupongaEos ahora que n : 5 y probamos la afirmaeión (i) de 1a

Secci6n 5. Hemos estudiado el subgrupo H en lo que se refiere a su or:den

y a la forma de sus elementos. Las propieciades de ii que nos interesan

esEán dadas en el siguienle Lema:

52- 
' 

= t + zL-L (zL)
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Cuando n=2m 6 n=2m+l 'haganos X=¡r 6 {=m+I en (*). Se

obtienen

52'-2. J(2r) . ,r*-' : r(zdl) ,

es decír, t5] Liene orden 2t-2 en 'z /- l. s orden 2*-1 en

I /z'z)
lz L, l* ,. que las aplicacrones
I /z^'' o)

.* : ztf ,f.ll ',

|al€ lz./^ l--3[a] € l-f!\1-4r '

I /z^ ,I ic,'"' zl!-21 ;

lal c lz-/^,, l*- ' -i zltt-2. l-
\/2"'z) ''i * l-.z'*2t,1

son ísomoríisfnos, se deduce que 1( tiene orden ?t-Z ", ;3LZ
a'"' zl,,rz1

I - ,*
v orcien 2'-I en | ^ 

v-,1'/ 2l i e"t. probar que I -1.1 no eslá en' lt"*' zla[27 
."

K observemos que -1 = 5t(2¿), ¡J'¿>3, ottt2L-2 inplica

2 = 0(4) lo que es lmPosible.

Puesto que t-1] ro está en K, KñJ='-[ I]i y ya que cada

elemento de K x J es una clase de 1a for¡aa I c] con c € 7' ,

Hñ(KxJ)={t 1]} E1 orden de HxKxJ es por tanto

(*)

z^.?*-2.2 = ,zm-r = r'-1 Q(d") , si n=2m

z^.2*-r.z = 22^ = 2t-1 = 6lcro¡ , "i n=28+L
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( _ ),t
por lanto I --zt"'21 I =HxKrJ. Hemos probado et siguiente 'reorema

[o" z ty2) J

Teorema 6. Si n > 5, entonces

fc >c ^xc . si n=2m
I z* 2n-t 2I - )* I -

I zlt, zl | - J

lo' ztr-zl I - I'l
lC xC .xC , sj B=28+ jt 

2' 2^-' 2
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8. Q es mu lt ip l ica t iva..

Probaremos aquí que i (;1¡,) = í (i.l)i{:?) , para todo

9t,9Za Z l1/-1 tales que (il,E") = i La herramienta fundamental a e¡n

plear será el Teorema Chino de1 Resto. Adoptaremos en esta Sección 1a si-

guiente notaci6n:

i) b nl\i-21 = (l) ;

ii) [r] = r, + (8)

Teorema 8. Sean :, ) Ér en Zl\tLl tales que (:,,;r) = I Lnton-

ces

[z tr z I. - ¡z 1.,,,-zl ln * ,1, z)

l(Lte))-t(¿i) ) (?rt

út f^t -l f^l

!gqs!lIe!¡Éq: s.. t : zlr-zl ---) !t+# > Lt\ ¿t' (!r) (.2)

:, - (f , (r.),f "(r,)) 
1a aplicaci6n de Zl\/-1 en el proCucto de ani i'los

inducida por J-os homomorf ismos canónicos f . : z lyrZ) ----+ ftff con
I

f -. 
(:') =', + (6.) , i = 1.2 f es un homomorfismo sobre¡,ec¡ivo de nú -l1

c.Leo (6, ) n (É^) . En efectc
tl

¡ € Ker f.- f(n) = (n + (sr), ,- + (É2)) = ((01)'(82))

*rr +(Éi)=(ti), i=1,2

-rr€ (3i) , í=1,2

.- Il e (81) n (92)



42

Observemos también que (81,32) = I implica (:r) n

?ara verificar la sobre)'ect iví dad sea (n, + (lr), n,

zrlr't?l , 'rl=r?l . Lnronces "I,.2 
€ zlvll 1. por(El ,) \p?)

Resto existe n e Zl!1) ta1 que n:nr(Er), i=

n + (Br) = rti + (8i) , í = 1,2, Entonces f-(¡) =r:

f(n) = (nr + (81), ,Z+ (9)) . se deduce que

De1 Tec reua anrerior se deduce que

o(3182) = v Er,ir. 7.lr/-) (91,e") = 1

(F?) = (t1)(02)

+ ( 82) ) en

eI Teorema Chino de1

1,2 , es de ci r,

. + (a.) v
11

i . zl."-2) ., zl\,f2) 
^ 

zld2!
' (t1É2) ' (r1) (82)

i(¡ + (BrBr)) = (fl(n), f2(n)) es un isonorfismo de ani11os. Este isonor-

fismo induce un isonorfismo entre 1os grupos de unidades, pues

(n,3rBr) = i implíca (n,Br)=1r (n,Br) = I Luego

[21.,,-t1':* - lzlv'21 ]n izlv 21.'^

rr{?,i -t-Gl j '¡-*;;,

Por

que

inducción se

tr a \ - I
1',]

0(gi)+(82),

denuestra que si

, -\r-i + i ,

Llr ..r tr Zilt-Z\ son tales

0(Er ... Br) = 0(81)

Ec partjcular, si ¡ = rl' ..' Ert,
zlv-?l y nl' ...' nr enteros > 1

a(B) = Orrr') ....-

. ., áa son primos en

... ó([ )r

donde 91,

, entonces

n
/ - r\0l9r J
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E1 siguiente ejeurplo ilustra los principales resul.tados de este trabajo,

Ejemplo 8. Sea ",( = 744 + 162.y' 2e ZI\fz) . La norna de y es

Nl = -:t .1>Z = -23 t2'34

1
Ya qne a'= 2 y -7 = (l + 2 \f2) (l - 2 v-2\

N) = -o6. (r ) 2\,r»2(t - z r/*z)? la

= ¡2. (r + z ¡*212o3t, z2 (t + z\-2)2(o3)l' = y¡.'

Luego, 1a descornposicíón de "¡ en factores prirnos de Z lx-Z) es

,a - )y = 3-c¡-(l + ?r/ 2)-

zl\-21Sería interesante describir 1os elementos del anil1o 
ffi 

. ,rr^

e11o sea {f ,y V-2 } una base entera del ideal (1-) Entonces

(y) = (r ,r tt*z) = Oaa + rcz \f2, 324 + t44 .\42)

= (1764, -80 + r8 \i2)

Así,

z ltt-21 r t-==r:= r.La + b\fzl la < a < L764, 0 < b < I8l.f
y z l.rtll

observemos qde las clases en z l{21 son Eodas distintas -v que cual-
t ztt/-z]l

quier en¡ero de Z.l.iFzl pertenece a una de es ta clases . El número tie

el1as es 1764 x 18 = 31152 = lr¡f l .ya que r¡ = 32o3n2 , donde 3,o y

¡ = t + 2 y-2 son primos en Z.l,,aTl , Ia estructura dei anillo



u L\ L! está dada

I Zl:¡-2\
po l:

zlv-21 - ?zlt/ 2) , nÍ.,:i) , 21l,.2)

I zl\Q1 - t2 zl.,l-zl a3 z¡."'-21 '? zl',f zj

E1 orden de1 grupo de unidades de este anillo diferencia, módu1o Y es

O(y) = ó(32)O(o2)O(r,2) = 72.4.t,? = 12096

Sin e¡nbargo, una informaci6n más importante de este gruPo abeliano de

I2096 elementos está dada Por su estructura

I zl.{z) lu ^ | ztr-zl ,o. zl.-'-.1 , , i rl,'r2l'l
fr z tr-zr .l - lr' zlv z) ,J ,,' zl\-?l', ',n' 7' I ','11 ,

44
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Definici6n: Sean Lr )' E enteros relativanente Prioos

se llaura una raíz priniLiva m6dulo E. si ct 
(t) -- l(:)

p' = 1(3) para 1 < r < O(g) Podenos reformular esta
( 

- l*
sigue: sea [pJ un elemento de I zt\'2] | p es

ls zl'.zl I

f _, -^, io
uódulo E si el orden de Ip l en |!+i es e1 orden 9 ( i ) del

\.1 z l,\' 21 )
I 1." {

srupo I zít-zl l* u..o signifj.ca que I ztttfl l- es cícrico con

ll zlv z) ) lL zl\/ 21 I

generador Io)

| -, -^,
Eiemplo 9. Sea c ' I Lntonces l::+

\J lL t\/ ¿)

/ )x
_ j zlt/ zl I po. 

"r
lo2 z\fzl)

reore,a 5 tenemos que t-=¡t:fl 
o 

"" ,,,lo,' zlrt zl 
1

cíc1ico de orde¡

9. Raíces Primitlvas.

ó(o2) = 2 con genera<ior [t + ,f2)

vas m6du1o 2, El]a es I + fi si"

nddulo 4 pues por e1 Teorema 5, :

I zl^,rzl't,o f zt.,'zl l" -l-: =tL --, -
l+ zly-z), lo' zl*/ 2l t

y esic Do es un gn:Po cíclico.

E1 Teore¡na 4 implica que

en z l¡,r?1 p

-v no se cump 1e

definici6n corno

una raiz p rirni t iva

Existen por lanto raíces prir¡lti-

embargo nc ha¡ raíces pr iuitivas

'2 
* c,.,

I I*I zvz) Il-:- I

\p" zlt z\ )

es cícllco solo si n = I Ha)'

por tarto ::aíces primitivas móCulo P , para Ead. pr imo r.tcionaI
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p = 
j.3(8) En particular 3 tiene

raíces prinitivas recordemos que

raíces primi t ivas . Para calculár estas

[-zL-,:r-1. =

13 zl\/ 2l)
I

2

{t

t

I) , t 2l , [.'"./-2 ] , I

1+ 2 \a2l , [2 +

+fzl ,lz+yfzl ,lzlfzl ,

riz I I - cs

Un €lenerador de es te

tt + v7] 3 = [] * 2r,

= [z +y 2] Así, ta

t +1i-z i I+2y-2

módulo 6? Ya que 6 =

Restos implicar que

I - )*
| 21,,,2) |l--.1
16 zl\, 2l j

grupo es I t + V-2] . Los o¡ros generadores son
(_,,

z1 t II+\':l '=[:+2r 2] r II+r,/zl'=
s raíces primitivas (iocongruentes) módu1o 3 son

, 2 + 2 \,-2 r' 2 +1'? ¿Har raíces primirívas
)

3cr- , los Teoremas 4, 5 )- e1 Teorema Chlno de los

I

z'ly'1\ t" -

-l

C. ' C,,)!

- ¿L l\/ t)l

Sabemos que ei producto de dos grupos cíclicos es cíc1ico
I - 'l*

sus oroenes son relativa¡nente primos. Alrora l-Z#;
\t zl1.-zl I

son grupos cíclicos ambos de orden. par. Luegc)

co y 6 no tiene raíces primitivas.

Sea É = 8+ 5 y-2 . Enronces ?, -- dZ$ + 1\-) = o.r , donde

o=v- y Í=5+Ur¡2, rr'= -7.1(8) son priuos en Z l^,t-21

Ha1' raíces priritivas m6dulo ¡: pues

S1 v s61o si
I - l*I z1..'2l Il-;--l
ld' zlrzl )

no es c í cli-

[-z]*!:,- ^ { zrttrzl l. . { zt,lzt l- - l' ,t.,.zi }. -.
[e zt.,)l] - l" ,¡'rz1] l" zl\rzlj - r., zl^,,r2lJ - "o
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es un grupo cíc1ico de orden ó(É,) = 6 para

vas m6du1o B sea i1,g \-zj una base entera

calcular 1as raíces primiti

del ideal (3) Entonces

(3) = (rr, É1,,-!¡ = (8+5\/2, l0+ s/-2) = (ta, _++.[zi

lL l\,/ I I

B zl\/-21
= {l a + u .,.42} ]a < a < t4 , o.:

= it ol , t1l , t2l Irz] . ¡13¡ r

Las raíces primitivas módu1o B = 8 + 5 \a2
sentantes de las clases anteriores que son

lales que ,8(É) . t (r,) , o' I r1g¡ para

se e¡icuentran entre 1os repre

rclatlvanente prirnos con E y

I <r<0(r_-) enora, 131

es un elernento <ie1 grupo
I t -'.

z l.,r2l )'l-l
\e ztJ-zt )

pues 3 es prirno en z.l\/-21 que

no divide a É = 8 + S1- Las potencias de 3 módulo ¡S:, = tA son

ya que

Así,

3, 32:g,33=t:, 14.lt, j5=5,

B divide a 14, t3l tiene orden O(g) = 6 en

36 = 1

,' l-i zl,t-zl l^1-.-l
\Í zI\/ 2l )

/ -- )*
l3\!l =(t3t) =(r5l )

16 zltt-l )

= {t11, t31, t5l,

t5l = t3sl

tel , trll , ti3l i

y 1as raíces primÍtÍvas m6dulo

E1 Ejemplo 9 nuestra que

primitivas , El siguiente Teorenra

? = 8+ 5,*'-2 son

no todo entero en

determina todos los

1,/- l\"/ l)

enteros

tiene raíces

que 1as t ie-
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Teorema 8. E1 entero

23n0 ,ü , P,lt '

ces por los Teoremas 3, L

tíene raíces primitivas sí v solo si 2 = ¡ ,

n
) c(?r , n> l.

5 ¡' eI Teorema Clrino de 1os Restos en Zlt/ 2)

es cícljco. Luego jos enteros anteriores tie-

Denos iración: Si E es uno cualquiera de los enteros anteriores, enton -

üp

)t_ lt
I

nen raíces primltivas. Supongamos ahora que exlsten raíces primitivas mó-

dulo un entero B de V- ltf 2) Sea

t

se tiene que I zlY zl

lr. zltt-2\

I In_
^ a_ ].F=(f, 11 D

1

1a factorización de

q. = i r(8)

en primos de ZZ l\/1\ . Entolces

',-zlltt )* - | ztr'zt ,* , I
[g 2t.'.¡z] I \:" zl',r{) t

S

T
1

jj

( ,-
I Zl\/ 2l1,,,. i1 , 

-,I[er- z t1' :1 -

r )+
i z.lt/-zl 

I

| ', I

\Ir .r z'f\i 2) )

es cíclrco .v por e1 Teorena 5,

son cíclicos y por e1

Teorema 4, ,í=1, Yí Se deduce r=1,pues

1 )* I t*
I zlv-zl l^ - | z t.' zl j^ es cícrico, ya que es

lpr z lv2l j l.0, z. f\/-2] )

sit>2,entonces

un subgrupo de1 gru-

po cíc1Íco

Pero Q(lr)

. Luego sus ordenes son relativamenre primos.

2
O(nr) = li - t son aubos pares )'el máxirno común

a < 3 . Se tiene iambién que 1os
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I . Has ia

llt ,

-l ztv'zt l., [-- lo" z ly-21j lo zí^,/-21
es cíc1ico s61o si a = I

I a, -zl l.
[.' ," " i"-il ]

( ,"

- i z trazl l^,
- I a -, -^,tu tL t\/ ¿t.l

I l-ri v 1.,r2) I

1"" "W-rl)

caso anterior, que

prirnitivas só1o si

aquí hemos probado que

a<3,yaque

ti ene ra cíces primitivas
f!

{\1t

es cíc1ico s61o si

só1o si f:=a,0

1, se conciuve que

inO , P,7r , cP
-}',

z fvrzl

P

divisor de sus ordenes es divisible

{ -, .",
Por el Teorema 3, los l;?*

l« ) zLllz\

t.ra, como en e1

$ tiene raíces
I )*1 zl^r 2l il,---^,1
[o p r¿ tv zjJ

v

2. Ct¡r¡t¡adirci6n. Luego r = I

lLt-l_-l son cíclicos. Se dernuesI n, I -
\c.t z

po r

=
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