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IN'IRODUCCION

Dieudonné en "La geometrié des groupes classiques" y C. Che-

vafley en "The algebraic theory of spinorsrr, dan una definici6n de Ia

norma espinorial sobre eI grupo ortogonal O(q) relaLivo a una forma

cuadrática q , obteniendo en particular e1 siguiente resultado:

Si q es isotr6pica, de di¡rensión mayor de 2 e índice posi-

tivo, entonces la sucesión

1 't.'(q) ,or tq)l * orr¡ 9 x*¡r.*2 t

es exacta.

Io*(q),o*(q)] indica aquí el grupo de conmutadores del grupo de rotacic-

nes o+(q) y 0 : o(a) "> y*, /y+,2 Ia norma espinorial. (v6ase cap rlr.

§ 1 para las definiciones detalladas).

EI problema de esta tesis es! Extender 1a definici6n y re -

sultados antes expuestos a1 grupo de sinilitudes I(q)

María J. wonenburger en "The Clifford algebras and the groups

of similitudes" dá esta definici6n, pero sobre un cuerpo de característi-

ca distinta de 2 y en un trabajo bastante denso que a1 final pierde eL

obj etivo del mismo.

Este trabajo consistirá entonces en reordenar 1as ideas da-

das por v{onenburger y demostrar que 1os rcsultados son -independientes de

las características del cuerpo.



Para eIIo damos en eI Capítul-o I las nociones necesarias pa-

ra desarrollar eI trabajo. En particular definiciones apropiadas de á1ge-

bra (c(¡l,q) ) , qrupo (I) y grupo extendido (T) de ctifford, válidas

para cuerpos de característica cualquiera.

En el Capítulo Il veremos que, igual como existe un epimor -

fismo Q de I sobre O(q) existe un epimorfisrno (.t' de T sobre

X (s)

obtendremos así la sucesión exacta

1 -+ A*(q) ., f Ú-¡ I (q) + r

donde A(s) es extensión cuadrática de k (definido en cap l. 4.6.2).

Estos resultados se obtienen suponj"endo que 1a dimensión del

espacio cuadrático es par, ya que de 1o contrario se puede reducir eI

asunto aI caso del grupo ortogonal.

En el capítulo rII estudiaremos 1a norma espinorial sobre eI

grupo de similitudes obteniéndose así los siguientes resultados:

Si dün M = 4r + 2 entonces existe homomorfismo

0' : X(q) -+ kr./N(Ar(q)) y si dj-m M = 4r entonces existe funci6n
)

0' , I(q) + L*/(L* (q) )- . con 0' definida por 0'(o) = l(s) (mod n(A*(q)))

o 0' (o) = tr (s) (Irlod(A* (q) ) 
2) respectivamente, donde s € T es ta1 que

if '(s) = o

0'(o) es 1a norma espinorial de Ia similitud o

Además se obtiene que si dim M : 4r + 2 e índice de q es

positivo entonces 1a sucesi6n

l-r



1 - »2 (q) * ¡ 1n¡ 9J-1 k*/N (A* (q) ) - 1

es exacta, donde [2 (s) es er subgrupo de I(g) generado Por los cua -

drados de I (q)

t1r



CAPITUI,O 1

DE]'II.]ICf 
'NES 

Y NOCiONES 1]RNLI}1]I]AFES

! 1. Fc,rmas Cuddr áti cas

l1 .lenotar:á un espacio -7cci-oLial clr: 'liinensión fiilita sobl:É:

un cuerL)o k

1.1. Definición: utra Íonna cuadrática q sobre tr1 es urla función

q:M-)k ta1 que

i) q(,¿x) = u2q(x) vüe k' vx€M

ii) La aplicación Bq : M x ¡1 -> k definida por

B (x,r-) = q(x + y; - q(x) " q(v)
q

es una forma billneal simótrica sobre M

Et ira.r (M,r,i) 1() Lfamamos s¡I]gllo ,r!*gtL§g.

'1 . 2. Matriz asoc1..d* a 1a f orna q

sea (M,q) espacio cuadrátiL:o sol-'r!: l(

M - kx., o "' 6 kxn

La malniz A - (llq(x ,x ) ) se ll.rr'a mairiz- 'lsociada 
a q

re specto a la basc lx1, ... , xr]l d.e M si tomalno'i 'tra base

ie1, ..., er,) dc M y B = (Bc(e.,e.)) cs la natriz ascciada a 11

respecto a esta base erltonces, B = C¡rCt clc¡nclc C cs 1i1 maLriz cle paso

Ce una base a otra.



Sc tienc cleL B = (iÉit A (det C; 
2 . I-,uc,go .'n y-t'* 7¡1*2

detB=dctA.

1 .3. Definiciones varias

1.3.1. (11,q) se llama no singular (o regufar) ssi clct A y' 0 para aI-

qún A asociado a q.

1-\-)- n lo) ={ftex lf,xe ¡l , r-la y q(x) =iÜ"k'Y¡

1.1.1. rt't,q) se dirá i-)':,ól ico . si o - Dr(t)

1.1.4. (M,q) se clirá anisotrópic.r sri A q )vlq)

1- '.5. (¡4,q) sr djrá r-nrr'^ . rl - D, ( ) =

1.3.6. Un plano hiperbó1icc es u¡r espar:jo II = ke1 0 ke2 coll

o1 .¡ = q(e^) 0 - P-(..,,.' = I. 2 - r ..

Un espacio tliperbófico es suina de planos hiperbó:T icos.

Nota: D. 0l) = k
,<

1.3-7. sea caract k = 2 , una base {nl , ii, ..., nrr, fj de M se di-

rá base simptéctica de1 espacio (M,q) relaciva a la for-n1a Bq ssi

qrc.)=a e k, l(f.)=b.ai', B((.,r-)- .-. (-ond- d. rsl
] ' j J 9 J r r-r rl

sj i=i y o si il)) y ¡l = ( c 
1 

, f I ) I . . . I ( e,, , f ,, 
)

1-4. oDeraciones con for-¡ras cuadráti,tras

1.4.1. Suma ortogonal:

Scan (M1 ,q1) y (M-,Or) i1or, es|acLos c'r;¡dráticos' so rlcf i-

ne: (u., ,e., ) I (M?.q2) = (M1 o l42.qt f q2)



donde

fine

(t. I ci") (x, ,xr) = t., (x, ) l- l^ (r'r)

Se tiene que (M1 4) l'\2,a'1 L !2) es rin espacio ci1¿1dtático'

l.¿.-. Pl od'¡. .o tcnsc.,rial

Sean (t"11 .q1) y (¡42.q2) cios es¡',rcios cuadráti'ros, se de-

iri,, ,o., ) € (M2,.12) = (M1 € M2,qt e .{2) donde

(o., e ,rr) (x., O xr) = 2v., (x,)u"(xr)

Teniénctose así que (M1 Ou2,ql € q2) es un espacio cuadrá-

tico.

1 . 5. P,Iop_lsgCd" e

En este pírrafo suponenos q rcr¡rllar' Adr--más sci lo cnuncia -

remos propiedaC:s frlnclamentales que se ocupan e¡l cste trabajo'

1.5.1. proposición: 1'oda forma isotrópica conticne un plarro hiPerbólico'

I-uego, sl (M,q) es isolrópico, entonces es univers¿rf'

1.5.2. proposición: Si (M,q) es isctrópico entonces ':<iste¡ e'f e M

con q(e) =q(f) =0 y Bq(e,f) =1

Dem. sea e € M isotrópico. Por ser (!1,q) rLo singular existe g É M

tal que B (e,q) l0 sin pérdida de generalidad se puede suponer
'q

B (e,q) = 1
q

sea f =tre+g con tr € k , debemos demostrar que exlste



I € k de modo que Bq(e,f) = 'l v q(f) = 0

Se tiene:

Bn(e,f) : tren(e,e) + Bq(e,g) = 1+ Bn(e,f) = 1 Y).e k ya

que nn(e,e) = 0 cualquiera sea caract k .

e(f) = ¡2n,", + q(q) + lBq(e¡g) = 0 + ). = -s(s) € k

q.e.d.

1.5.3. Teorema de descomposición de trlitt: Todo espacio cuadrático (tq.S)

se descompone en suma ortogonaf (t't.,e.) 1 {\,On) I (Ma,qa) donde Ms

es totalmente isotrópico. \ es hiperbólico y M. es an.isotrópico.

Demostración: ver Ia] Teorema 4.1. pág. 15.

1.6. Definición: n1 índice de una forma cuadrát-ica q es la dimensi.ón

del subespacio isotrópico de (M.S)

1.7. Espacios isométricos

1.7.1. Definici6n: sean (M1 ,q1) v @r,<tr) espactos cuédráLicos. Dire-

mos que e1los son isométricos (Notación 3) ssi existe un isomorfisno Ii-

neal f : Mt + M2 ta1 que q2 (f (x) ) = e1 (x) vx € M1 .

1.7.2. Teorema de cancelación de witt: sean 9, 9t Y nZ formas cuadrá-

ti cas. Entonces: qI q- -', 9* 92 Y1 !12'

Demostración: ver [ ¿] Teorema 4-2. pág. 15 -



I 2. Grupo ortogonal

2.1- itefinición: una aplicación orlogonal err un espacio cuadrático (M,q)

es una transfor¡¡ación linr:al Ú : It1 -' M tal que q(o (x) ) = c1(x) Vxe i\i

Designaremos Por

o(q) = {o : Ia- M I o cs tr'r1-r:jiormación or Loc;ona1} '

2. 2. observacione s:

Para toda forma q no singuiar (o(q) ,0) es un grupo' I1a-

nado grupo ortogona-I de (l'1, q)

En este caso vafe que vo € o(q) det o = 1 1

Cuando caract k I 2 cl su]r-qrup'r de o(q) definldo por

o+(q) : io e o(q) I d.:t Lr = 1]

Io llamaremos cI gn.Pe-!9-r"!gg."r,!s dc (M,'1)

Sc puarde ver corl facilldaci cit-r t:

'1 O (¡) (') :) lt I

es exacta, además o- (q) es un subgrulo de Índice 2 de o('1)

Sl cat:act k = 2 entonce:j det O = 1 . Esto es, .iet. no es

uD invarj-ante importante para o . En este c¿1so se lntl:oduce 1a invarjan-

tc de Dickson cic la siguietrte forma:

En primer lugar hay qlle notar que bast¿r tomar eI caso

din M = 2 , pues un espacio cuadrático, nrt lingular, en caracte::ística 2

tiLne sóIñ Jimcn iln 1ar.



Sca fe.,f ., . .. , e-, f--J base simpléctica de M y o € o(e)ll nn
luego

n
o(e.) = I (c..e. + B..f .)t 

'=1 
rJl rll

otj'Brj'rii'6¡r t k

n
o(f.) = I (i/..c. + ó..f .)J i-1 ',ll r l1 -L

Se define D : o(e) -+ k por

D(o) = I (a.o..1 ., + 8..1 .. + b.8..6..)
i i I rl ll rl ]-l J rl fl

donde q(e.) = a. , q(f .) = b, Se tiene que D(o) es una invariante

de o , esto es invariante de Ia base ie ,f .] y además Vo € O(q)
,o(o)- + D(o) = 0. Luego D(o)=0 ó o16¡ =1 y se obtiene así una

función.

D : o(q) ", z/2 z

D(o) se lfama e] invariante de Dj-ckson de o .

Se define entonces e] grupo de rotaciones O+(S) por:

o*(q) = {o€o(q) loto¡:o}

y se tiene que 1a sucesión

r --' o+(q) * o(q) I n /2 z -r a

es exacta.



2. 3. Simetrías

2.3.1. oefinición: Una simetría respecto a x € M es una aplicación

O E (J(q) detfnrda Dorx_
B (x,v)

o (v) = v - -S-.-:-- xx - q(x)

2.3.2. proposici6n: Si o € O(q) entonces O es producto de un número

menor o igual a n= d.imM simetrías o-, con x€M anisotrópico.

Dem: ver [ 3] cup. rI 5,6. y lzl paQ, zo-Zl .

§ 3. crupo de similitudes

3.'l . Defj,nición: Una aplicación linea1 o: M+M ta1 que Vx€M

q(o(x)) = pq(x) , p € k se lIa¡na una similitud de razón p

Llamaremos

I(q) = {o: M+M lo es similirud} .

(I(g),0) es un grupo llamado grupo de simifitudes relati-

vas a q,

Como de costumbre consideramos q no singular.

3.2. Lenar O(q) es subgrupo cle I(q)

Demostración: Si o € o(q) entonces o es simil-itud de razón 1 .

3.3. Lema: Si o y o' € I(q) sr:n similitudes de razón p y p' res-

pectivamente, entonces o " o' € I(q) es de razón p.p'

Demostracj-ón: q(o(o' (x) ¡1 = pq(o' (x) ) = p.p'q(x) vx € M



§ 4. Alqebras de Clifford

4.'l . Definición: Sea M espacio vectorial- de dimensión finita sobre k ,

k cuerpo, f (M) el álgebra tensorial de M sobre k, q:M+k

forma cuadrática de M sobre k , r(q) eI ideal bi1átero de T(M) ge-

nerado por elementos de la forma x Ox - q(x) 1 , xeM Entonces eI

álgebra c(M,q) = t(¡¿) ,zt(q) se 1Iama álgebra de clifford del espacio

vectorial M relativo a Ia forma cuadrática q .

4.2. Observaciones:

La inclusión i : M -) T(M) lnduce una función lineal

i : T(M) + C(M,q) . /hotaremos 1a iragen de *, @ ... O xr € T(M) por

x-.x^. ... .x € C(M,q)t¿r-

Con esta notación se tiene:

*2 = q{x) vxÉM

xy + yx = Bq(x,y) vx,y € M

Lo cual se obtiene a1 considerar (x + y) O (x + y) = q(x + y)

3) si {x1, ... , xr.,} es base ortogonal de M entonces

x.x. = -x.x- í + irl I l
4) si {e., ,f .,, ... , erfrr} es base sirnpléctica de M entonces:

Io si il j
c.f . , f ,e. - ó. con .5.. = Irt lr rl rl 

[r si i= j

e.e. : e,e.a_'tT1
V1 ,l

f .f . = f .f .1l I r

1)

2)



Es sabido .Jue ef

r or -C (r) @ t (¡l¡ :ond.
' n

n>O

álgebra tr:n sori a I

r. (M) =, u 0ri €,..
n

27, /2 7¿-qr aC\ar dc

T (!1) se puede expresal:

. 014 n vcces.

fa siguiente f crma:Adenás se puede

T (M)

r+ (n)

= T'+(¡t) @ 1' (r,i)

= 6 Trr', (M) Y
n¿0

r' (14) -. * Tr,.],,(*)
r''0

una iz, / 2 'Z-g L ad'racl ó¡r de C (l'1,c-)Esta graduació¡r induce

Ce la siguiente fo¡¡a:

donde

donde

c (M,q) = c+ (M,q) e c (M,cI)

++|
L.l (M,q) = r (M) /I (q) C (M,q) r (r.1) /r (q)

4. 4. !leorema:

rt'-,- (q; ',l l I l/ -

5i r , ..., X "S b.1s. I

ln

(l J" ..- ) n) v
-l

.1imM= n irnplica dim C(¡l,q)

:2n-1

ver l4l cap. 5, 1.8. -'1 1'9'

r(q) n r (M)

M , entonces los Productos

forman una base de C(M,q)

ñ+
= 2" y drm C (M,q) =

I r It

Lln particular

= dim C (¡1, q )

Demostración:

con
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4. 5. El conj unto ¡,12

4.5.1, Definición: Direnos que un elemento de C(M,q) es de longitud p

ssi es producto de p vectores linealmente independientes de M

Llamaremos M- al- coniunto formado por todos 1os vecto -tpl
res de longiLud p

4.5.2. observacj-ón: Si dim M = n entonces *Lara es eI subconiunto de

C(M,q) formado por vectores de longitud máxima esto es por productos de

elementos de cualquier base de M .

4.5.3. Definjción¡ Llamaremos M^ eI sjguiente subconjunto de C(M,q)

M2=k+,r[r1 , {o+x loet y xc(rD] ,}

donde ( M[2] ) es eI k-módulo generado nor *rr,

4.6. Centro del álgebra de Clifford

4.6.1. Centro de C(M.q) : El siguiente resultado es conocido (ver Il]

cap. 2 § 3. ).

Si dim M es par, entonces Z(C(M,q) ) = k y

z(c+(M,q)) = A(e) = k + kz

si dim M es jÍpar, entonces z(C(¡4,q) ) = k + kz y

z (c+ (M,<t)) = k

En ¿ bos casos z es un elemento separable de grado 2 so-

bre k



i)

't 
1

4. 6. 2, Caracterización ¿.----:--!e¡C-- d i*,l1 -l-"r:

Caract k I 2

Sin pér:clida de generaliCad eI polinorrio r¡i¡rimal de z sobre

2,k tiene la foma x - d,

ConcruLan-n' ¡ L' 'ln.io 'x. , . . , :<2n ' on' bda, ol ;un¡l

cle M , se puede cscogcr z = x1x2.-. tlI, st- tiorre:

? ^. n (2n-1) ,z - l- l) 'ct(xr) ... o(xrr.,) = id É k*

con d = q(x-) ... q'.x^ ) ._t 'zn

Nota:: además que sl díLrt M = 4r + 2 entonces ,2 = -d y

si dim M = 4r entonces ,2 = d, .

ii) Caract k=2

Sin párdida de generalidad el polinomio minimal de z sobre

2k tiene la forroa x +x+d.

Si le-,f ^, ..., e ,f-] es hase simplácLica de M , enton-'I I n r.

ces se puede elegir z := e,f , + ... + ".rf., Sa tiene que

)
z.' + z= q(e1)q(Il) +... l- g(en)q (frl) - dC k*

4.6.3. Involución y norma sobre A(S)

ConsÍderemos sobrc ¡(q) 1a slguiL:1rtc involución:

-:¿(q)-+,(q) definicla Por l=l -,

Nótcse que s,i caract k l2 5e puÉlde transfomaL z pot

l-
2 - - ll v sr olrt Lne 'l -U .2-
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En resumen se tiene:

-z si canact k l 2

z+1 si caract k=2

y para un elemento cualquiera CI + Bz € A(q) se tiene:

(a-8" si caract kl2
::--.---;_ I

" - u, - f
[o+B+Bzsi caract k=2

Podemos así definir una norma r¡ : A(q) - k por N(x) = xx .

Por ú1timo se ve con facilidad tomando base ortogonal o simpléctica, se-

gún sea eI caso que:

,*= *Z vx€M

4.6.4. Anti-automorfismo * de C(M,q)

Definaños en C(M,q) el siquiente anti -automorfismo:

* : C(M,q) -' c(M,q) ta1 que (x] ... xn) * = "n.*n_1 ... x1 .

Si caracl- k f 2 , {x.,, ..., xrr,} base ortog;onal de M

y z 't = *1 ... "2r., entonces z*z = c1(x,) ... e(xr,,) = : d .

Si caract k = 2 , {.1 ,fl , ..., er.,, fr.,} base simpláctica

de M y z ': : e.rf a * .., + er.rfa entonces ,*, = ,2 + z: d .

4.6.5. Lelna: Consider.emos z como en 4.6,2,

i)

ii)

si dimM= 4r+2, entonces z* -Z

Si clim M = 4r , entonces z* - z
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Dc,mostración: r) Sea cat acl k I 2 , {xt, . , nnr...) lrase ortogon¿ll

.lc M y ,-.j.-. t4r.l2 LuLrgo

z* -x. ^... x- = ,-rr'*#Ú z= t-1) 
(2r-1)(4rr1)z - ,--,

4Y+Z I

sca caract k=2, i.t,f.l , .-', ..2r*1,f2r*1J basc sim -

p]éctlca de lu1 y z= t:,f , +-.- i .2.*1f2.n, LuecÍo

ii)

c f L r¡. I .. -f I I - z t 1- i- 1'l -r'l2t' 1 ---, -rr-
2ta+1-vecals

Para der¡osrtrar (il) :e ilroce.lc en for-m¿ análoqa a la ante -

Llor Y ul,t.n:(j Z z.

q.e.d.

! 5. El qru]¡c cle:__Ciifford

5- 1- DÉ,linic.ión: El ,rrul,o .1e Clifforcl c'::: e1 si.gui ente subglrupo mulLipii-

cativo de C (M, q)

l: {se c*(M,q) | .r,t-1 eu vx€ Ml

donde c*(¡t.q) indica 1os elementos invertibles <ie C(M,s)

5.2. Propos-ición: Si s e I entonces s induce una transformación orto-

-1gonal os: M+M definida por o"(x) =sxs VxeM'

Demostración: Es fáci1 ver que o" es una transforrnaci6n lineaf'
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Ahora :

q(os(x)) = q(sxs-1) - u*r-'.*.-1 = sq{y) s-1 - q{x)

Luego os e o (q)

q.e.d.

§ 6. EI grupo extendido de Clifford

6.1. Definición: El grupo extendido de Clifford es eI subgrupo multipli-

cativo de C(M,q) definido porr

T={s€ c*(M,q) | .*"-1 €k+t 2l v*u trl ,

donde ¡4 .l es ef subconjunto de C(M,S) definido en 4.5.2.
I ¿1

b.z.Lema:1L1

Demostración: sea sef ,Iuego r*r-1 €M vx€M.
-1p.d. sxys € 14 ^r donde x e y son i.i. en M .

l¿t

-1 -1 -1sxys = sxs sys

= os (x)os (Y)

donde o" es fa transfor¡nación ortogronal definida en 5.2.. Como x e y

son f.i. y g" es transfomación ortogonal, luego or(x) y os(y) son

f.i. en M. l,uego os(x)ostv) e 
\Zl

q. e. d.

6.3. Corofario: Si s € T entonces r*a-l € M" Vx € M-22
_1

Demostraci6n: s(c + xy)s - cÜ + sxys' C M--¿
q.e.d.



15

CAPITULO

GRTJPO DE SIMIIJITUDES Y CRUPO EXTENDTDO DE CLIFT'ORD

§ 1.

1,1. Homomonfismo ú: f -.l O(q)

Es conocido eI hecho que existe un homomorfismo r.p : f _ O(q)

dado de la siguiente forma

Consideremos ef caso caract k / 2

Existe homomorfismo o. r M _) C(M,q) tal que cr(x)

Vx E M r este se puede extender a un homomorfismo de C(M,q) ,

bién llamaremos 0, , dado por:

que tañ -

0.(x)
xsi

-x si

I
I\

fineSe de

x € c+ (¡4,q)

x € c (M,q)

i) U(s) € o(q)

t! ; f -+ o1q¡

pues ü(s)

Por {,r(s) (x) = s(s)xs-1

: M+M es 1ineal y

-1 -1S(Ú(s) (x)) - q(o(s)xs ') = q(s)xs-'u(s)xs-'

a _1
= 1 O.(s)x s

=:t o(s)q(x)s '

= q (x)
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ii) ,.f es homomorf i:;r¡o c1e 9r!1pos pues:

-1 -1
{(ss') (x) = ¡1 (55')x:' s

-1 -1- 0(s)o(s')xs, s

-1
cr ( s ) rir I s ' ) ( x ) s

= rf (s)rf (s') (x)

1,2. Teorema: Si caracL k / 2 , entonces la siguiente sucesión es

exacta

1 -, k* - f { otql - I

Demostrar:ión: i) Ú es epiYectiva

Si o € O(cl) entonces o : 'lvr "' 'r. 
(l'rop' 2'3'2' CaIr -l)

Sea s = v.l ...V, , como carla v. cs anisotrópico se tiene

.-' c .. 1v,q1 . sosL' '.en. '; q-- 
' 

I L' : :

vv€M, vx€M se tiene

B (x,v)
ru(x)-"-#v:x-H'

=,.-ffi rGt= ffi=-"""-'

: ¡1 1vy xv- 1

AsÍ u,. ... ,-tt-l --. u;' = ', ("'(r, (x))) e M -
"l

-1.".-' e M vx e I,1 Luego s € I
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Además tp(s) = o pues:

rf (s) (x) = o(v1 ... .rr)*u-1 ... ";'

= c(v-) ... c!(v )*t-1 ... lr- 
1

rrrl

=r ...r (x) =o1r,t'r t,

Luego ilr es epi"yectiva.

ii) Ker tf = ¡*

s € Ker p .- q¡15¡ 1s-1 = ¡ Vx € ¡,1

€ o,(s)x = xs vx € M

<- s e k n c*(M,q) (ver [1] cap rr 3.10)

". 
rer V, = k*

q.e.d.

En caso caract k = 2 se obtienen los mismos resultados

(ver [:] cap II 5 t0.6.).

§ 2. Basede M bajo s€T

En este párrafo veremos que si {x., , .. . , xrr} es base de

M y sGT entonces s, -1*1"i" = oi n ylyi con eI mismo y, Vi , ade-

¡nás {v.,, ,.., vr.,} es base de M .

Ta¡nbién obtendre-mos relaciones entre amtras bases.

Como de costumbre e1 espacio cr.radrático (lt,q) será no

singular. Esto impl-ica que dim M será par en e1 caso caract k = 2 .
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2.1. Proposición: Si {"1, .--, "J .:- L¡';c üc }1 con q(x1) I o v

sÉ T entonces tr.,*..-t .= ü + Y1yÍ e iv., ,.", yJ es basc de M '

I)emosLración: sea ="-*.t-' 
: ^. + L z. n > i > 1, Cemostraremos que

la 1 aa

cs ¡rosible obtener .",,.r-' = B. * Yl)- 'on l1 cLe' I)a:La todo t

scan t..,trt-t -- i)2 + l222 o .:'r'r"-' ='t3 ' Ll'3

l"lu1i-iplicaDdo ambos obteneños :

'n, = x,xrx,xrr 1 - ,- + '.,'a ' l- I 1:./

= J.2\'\3 + ,t2L3r3 * o3t2"2 u ,2'2t3"3

como lLroa * o2a3r3 u o3"2,2 e ,02 ljego t2'2t3'3 t 1"12 ,

donde tz es I.i. con "2 Y t: es 1.i' con "3 '

Afir.mo ( t2,?-2) a Itt,za) = l'-z , dondc (t 'zi) indica e1

espacio de dimensión 2 generado por ai y z, i liues:

Dirt) \ 1-2tz2,t-3'za\ = 3 ya quc si fuelre de djmensión 2 se

tendría:

-lr*1"2" : o2* t2r2

=r1*3" = d3+ Bt2z2

-'t -1luego sBxlx2s' - tr,*a.-' : orB - oi = o3 - ?'crz+ B'1','1*3 = o

+ x1 (!x2 - x]) € k 3 xT 1.d. ce *2 ! x. , contrad'cciórL

Luego dí'.n { t2,22,t.3,2-.) = 3

Así ne ce s¿¡ria¡¡ente (tr,zr) ñ (t-a,z,r) = l:'
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l,uego ze \ l,2,z2t a z= ut2- ?'22 '-2= '' ''+? '2 í'rln)

! -1
z € ( ta,za) * z = ü't3 - B'''l = ti - "z+ "' 

''-, tL''10)

Asi se tiene:

-1 -l I

sxl.",- ,2 ' r'- ' ''.'t., - --q\¿'.t ?¡ 'r)

-t .-1 -l
y s*1*3s' = r t (.".- I t',"2a)za,' " a\7'.) - z\''' z.t

-1
Sera Y1 i = z , 12, - ':t 22 , Y-- : = '-l' 

'z'a 
'

-t -l
.j'2 i |42 't)q\22) Y ," : 'l' ''' -Lzr) l go

-1a*l*2r = r2¡ y.tt? , .*r*3. -- t, r YIY

Notar llue si o-o 6 ct'= 0 (cc'nsiderer¡os il' = 0) grltÓrl-

ce5

-1.*t*2" = ü-2+ t2B ,-02'B'Gq\r2?\ + z:2l

= ¡r, + g-le.,tt),2) + ztl-1tr)

obteniéndose así e1 resultado deseado.

Por último se ve clara$ente de las definiciones que Yl'Yz

. y3 son l. i'

Consideremos a1]ora ef caso

-'-t,.,='= r, t' . i I
lrlr

. Pro.redierido en fc¡nna análoga a fa antÉlrjor se obLiene;

(r.,:.) l(y-,;,), Lw Y'l 1 t¿
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( r.,2. ) n ( y., ,y,) : kr.,,'

Así ,e ( ),1 ,\r)-w - 3.1Y1 t (11 tY,

n€(t,,2.) = (t.,zr) " (rtyj + 1i.,yr,u) con u€(t 'z )

w, € (yt,ya) + w' : o.2y1+ g2Y3

w'e (t.,2.) +(¡.,2.) =(o2Yl * 6zY:,') con v€(t 'z )

Luego

( r.,r., * E.,oz,r) = (o2yt + aa-)2y3,v» = lrrYi + Frr', €(ü1v1 .n 81v2'u)

+ or2r-t -i E,rva = ii (o¡Y1 * B1lr) + 'ru

Afimo v = O Pues si v I 0 se tiene:

u:61y1 + 62y2 + 63Y3

Como

t. € ( cx1yt + S1yr,u) = ti = *oYt * Bor, * Yot = oy1 + l1y2+yv3

z. € (o.,y] * BlYz,.) = ri - o'Y, + B'Y, + Y'Y:

donde u fué reemplazado por 6.,V., + 6rv, + 6rVa

Asa

'- ^-1 - ,. I (oy. r Bv- * lv,) (o' /t * }'vZ I Y'v:)r" ¡^i- - *i "i-i 'i . 1 .2 J

Desarrolla¡do estos productos y teniendo en cuenta que

-1 -l -1

"r1*2r 
t - art y,!r, "*1*3" 

' - o, 'Y,Y, ) =*2*l= - uo' urYlY2 u

+ u2y1y3 + u3y2y3 (u. € k) se obtiene:
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sxix.s 1 - r{yl * \2*112 *y3"1"3 * yrxrxa)s-1

luego

xx :Y +Yxx +Yxx l vxx1i '1 ',212 ',3 13 '423

1o cual no puede ser pues 1, *1*2, *1"3, *1ri, *2*3 son f-i- en C(M,q)

así v=o

Se tendrá entonces necesariamente que

a2y1+ B2y3 = U(olyr + Bav) + 02 - |1.r1 = 81 = B, = o

Luego w = 0,1y1 y w' = r)ry1

y se tiene

( t.,2. ) n (Y.,,Yr) = kY.,

(t.,2.) n (v.,,va) = kv.,

En forna análoga a la hecha para el caso i = 2,3 se obtie-

ne sxlx's = g. + y1y1 y 1os vectores y1,Yr, ..., Y., son 1.j-..- Como

dim M = n se tiene que {Vr, ..., V,.r} constituyen una base de M.

q.e.d.

2.2. Definición: si {r,",...,r} es base cle M y s€T entonces Ia

base {yl , ..., yr.r} que se obtiene de acuerdo a 1a proposición anterior,

se llama la transformada de x1, ... , xn respecto a s -
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2.3. Lema: Si {v., ..., y } y lz., ..., zl son dos bases de M ta-

les que VrVi = zizi vi,j y q(y1) I 0 entonces yi : ori Vi con

0 € {+1 ,-1} .

Demostración: Como v.v. = z.z. en esoecial se tiene y y. = z z. vL > 2'-L'l .I I ^ 'l'r 1 r
Por [5] lema 3 se tiene:

( y1 ,yi) = ( za,z.l vi > 2

Luego z" = n.y" + B,y. Vj > 2
) t t L-L

= oiYl * Bivi = c,,jv1 + Bjvj ílj>2

- (oi oj)r., * Biyi - Bjyj = o

* oi = o.j , Bi = Bj = o

-11 = oY1 con d€k

Como yty. = z1z. se tiene q(y1)y. = oe(V.,) z. y asi

y. = C\2. Vi>2._1 a -

Luego como v ,vi = ,iz) se tiene ,ur.r. = ,r", lo quc irn-

plica que a2 = 1 , fuego cx € {1,-1}

Luego y. = Ctz. vi y ü e Jl,*l]

q.e.d.

2.4, Lema: Dado (M,S) espacio cuadrático, s € T , sea {x., , ..., xr.,}

base de M e {V.,, ..., Vr.,} la base transformada resPecto a s . Luego

valenr

i) q(x.,)q(x.) = o] + oren(vl,yi) + q(yi)s(yi)
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j i) 2cr, - Bq(x1 ,x. ) - Bq (y1 ,v. )

-1donde r* I*i= = oi ,1U,

Demostración: (i) Como

-l r -1 -r ! r -l(.r,,r, ) l,x,<. )-= (: I *, ^.r,

cloncie * it1dj ca e1 .anti-autornorf ismo oe a i¡1,.j) clelinido (.n Cap i. 4.6.4.

Además se ve¡á e¡l Cap rfr que s*s G z(c+(rt,s))

Luego:

(.*r*r= ')'{-*,* - ¡, 
--- Li\xrr \;i)

- (Lr.i + y,y. ) 
* (ri. + yt y. )

'- ( r v. -J(u. I "Y )rtit

2
= r, + ü,(YiYr 1 )'rYi) + Yir'lYrYi

2- .l I .i",(l ,,1.) " or",)q,1.)

(li ) Ca lcul emos:

*1 ? -1tsv,x.s ) i::i-x.. \-^. '-
Il1 l

= 
"r., 

, . ,., ,t a-'

l-...,x.r:x1\i 1 .* ,(, '

= un(r1,x.) (ui + v1Vr) - q(xr)q(x.)

= oirq(*.,.x.) + Bq(x1 ,*i)ylyi - u(x., )o(xr)

= oiuq(rl,xr) + nn(x.,,ri)ytyi - af - o.entv.,v. ) *

- q(v-)q(v.)_ - j _ -r



24

)
= -ui * oi(Bq(x1,x.) - Bq(y1 ,yi)) - q(yr)q(y.) * tn(r.,,*i)yryi

Por otro lado

-1 2(sx1x.s ) = (0i + y1y. ) (q.

2
d,i + 2oiytyi +

2r}. + (20. + B1t-q

+ vrvr) = o2 + 2o.y1yi + yrylyiyi

(Bn (y., ,y.) - vrV.,)v.,y.

(v.,.y. ))v.,v. - q(y., )q(v. )

Luego:

0,. (B (x- ,x. ) -1q¡a Bq(yr,yr), * un,*.,,"i)yryi - ,o1 * (2o. + Bn(v.,,vr) )v.,v,

2

( ov' i = 1

o (x.) , = Js 1 
[art{v,,)-'r., 

* r,

similitud de razón p = q(x, )q(y" )-l

o, (Bn (x1 ,x. ) - Bn(v., ,yr) ) =

Bg(x1 ,x.) - 2ai uq(yl ,yi)

2cr. = Bq(x-, ,x. ) - Bn(y., ,y. )

2. 5. Proposici6n: Si

c(M,q) e iyl , ...,

tonces !

i) os : M -+ M

q. e. d.

{*", ..., * } es basc de M con x- invertible en-| n'l
y ) es la base transformada respecto a s € T en -_n'

definida por

í = 2, .-., n

es una
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ii) t¡J' : T -+ I(q) definido por ú'(s) : = O. es una función bien

definida.

De¡nostrqgión; i) O^ es u¡a aplicación linea1 y además:
s

c(o"(x.,)) - e(py.,) - p2o(y1) = rq(x., )q(y., )-1e(v., ) = 0q(x., )

y para i>2:

q(os(x.)) : s(o.e(v.,) 1v., + y.)

1 -1 -1= olc{v.,) + q(y.) + oiq(y1) 'Bq(y1 .y.)

- to? * oi"q(y., ,vr))e(v., ¡-1 + q(yr)

Por otro lado por e1 lema anterior

q(x.,)q(x.) = oi * or"ofr., ,vr) + q(y1)q(y.)

Luego:

q(o-(x.)) - q(y,)-1q(x.)q(x,) =,q(x.) Vi 2, .,., n-sl -l lr a

AnálogaÍente:

Bn (o= (x., ) ,o" (x. ) ) = 
"n 

(pr., ,arc (v., ) 
-1y., + y. )

= ooiq(yt)-1nn{v.,,yt) + pBq (y.t ,y. )

= Q2sí + pBq(vl ,yr) Pues Bn(Y., ,v1 ) = 2q(y1)

= QBn(x1 ,x.) por lema anterior

luego os € t(S)
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ii) tf' : T'+ I1q¡ está bien definida por e1 lema 2,3 y parte (1).

U' es un honomorfismo de grupos se verá en teorema 3.8.

q. e. d.

§ 3. Automorfismo I de C(M,q) asociado a una similitud o

Este párrafo es muy .importante en la teoría que estamos Cesarro-

1}ando. El nos permitirá desarrollar eI Capítulo II1, demostrar que si

dim M es impar entonces T = f y nos dará 1as herramientas necesarias

para probar que la sucesión

1 -) (A(s))* - T !L: ,(q) -' '1

es exacta.

3,'1 . Lema: Si o € I(q) es de razón p entonces existe automorfismo I

ae :r+ (¡.t) , asociado a o , definido por

a,a '(yl arr.) = P'o(yt) e ... Oo(vr.)

además bajo este aulomorfismo r*(q) queda fijo

Demostración: I está bien definido pues lleva base en base.

» es un homomorfismo pues:

((v., E... C rr.) O (*., Q... Oxr"))I =

= p "'-'o(vr) ... o(vrr)o(xt) ... o(x2s)

= o 'o(y.,) ... o(vra) o -o (x., ) -.. o(xrr)

- (yt ...Orr.)I(*l .. O*r.)I
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La biyecci6n es fáciI verla.

Demostremos que r+ (q) qued.a fijo por L :

Para elLo bastará demostrar que un elemento de 1a forma

d=v @...Qv e (x O x - q (x) ) O z - € . . . C z e I+(q) con'1 -r I s

r + s = 2t es ta] que dI e f*(q)

t__5
d'" = (y1 O .. . ú v, O x ( x € 2., O ... Q. z.)" -

- lolx)v 6,..- Av 6'z O.-- @, )'i'' ''1 'r 1 s

- /+t1\: p ''"'{o{v.,) ... o(yr)o(x)o(x)o(2.,) .'. o(zu)) -

-f¡-tq (x ) o (y, ) ... aQr)ó(zl . . .o (r.)

-/+r1\= p '- '' {o{v1 ) ... o(yr)o(x)o(x)o(21) ... o(2") ) -

- /rf,1\
-lr ''"'q(o(x) )o(y1) ... o(yr) o(21)... o(zs)

_\L-r,/ 
,u(y1, ... uryr) (o(x)o(x) - q(o(x) ))o(zl ... olzJ e lF(q)

q.e.d'

3.2. corolario: Existe automorfismo de c+ (¡'t,q) inducido por I , que

también llamaremos I y será llamado automorfismo asociado a la sinili-

tudo-

3.3. Definici6n: Sea dim M = 2T y A € )l (q) por e1 corolario anterior

existe automorfismo [: c+(t¡,q) - c+(M,q) asociado a o.

veremos que X puede ser extendido a c(M.q)

Ahora L/L(crl : ¡tel ] ¡tql es un autonorfisno de grupos. De

modo que z € A(q) = k + kz bajo este autonorfismo puede tener por ima-

genazoz.
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o

ú

z

;Si

I

l
entonces diremos que la simiJ-itud

entonces d.iremos que 1a similitud

es DroDaa _

es impropia.

asociados a o

3,4. Lcma: Sean o y 01 € I(q) de razón f y ol respectivamente ,

ta1 que o(x) = oo., (x) vx€ M y o € k Luego los automorfismos de

c+(t¡,q) asociados a o y a ot son iguales. Además vale et = a-2f,

Demostracióni i) veamos primero que 1a razón de 01 es pc 2 . Co¡no

q(oo1 (x)) = s(o(x)¡ = pq(x) y por otro lado q(s6t (x) ) = cr2e{o-, {x¡¡ =

? -1= s-p.,q(x) . Por 10 tanLo p1 = 0 p

ii) Demostraremos ahora que los automorfismos I y I'

y ol respectivamente son iguales. Tenemos:

i) Si dim M es impar entonces

ii) si dim M es par entonces

tVxeM x-=o(x) («+Bz).

{x., ... ,r*)I = p-ko{x.,) ... o(*zr)

: p-ko,o., (x.,) ... o,o., (xr*)

-1 -L= (p0 ') ''o1 (x1) . . . 01 (x2k)

- (x1 .. *r*)' '

q.e.d.

+3.5. Teorema: Si I es un automorfismo de C (1,1,q) asoclado a una si-

militud o € I(g) de razón p entonces I puede ser extendido a un

automorfismo interior de C(M.q) Además:

p€k*2 y vx€u xIe M

p-1 =r¡(o+ Bz)/o+ Bz€A(q)



Demostración: Demostrarenos primero (i). Sea dim M : 2r + 1

Bastará considerar el caso caract k I 2 , pues un espacio cua-

drático no singular en característica 2 tiene sólo dimensión par.

Sea {x1 , ...,*Zr*J base ortogonal de M y 1lamsnos 4 = "
se tiene que co(x., ) conmuta con c+(¡¡,q) pues:

r -r -1 to(x1)(x1x.)- = o(x1)p 'o (x.t )o(x.) = -p 'o(x1)o(x.)o(xt) - -(x.,x.)'o 1xl¡

TXIIy c(xtx.) = (*1*1rj) = -(x1x.x1) = -(x1xi) c, luego c y o(x.,)

antj,-conmutan con {*.,,".)I y por 1o tanto con c+(¡l,q) , se tiene así

que co (xr) conmuta con c+1la,q¡ .

Luego co(x1) € z(C+(M,s) ) = k* , luego co(xt) = o., € k* , .e

tiene c = c{.o(xj) con o. = 0.1 (q(o(x) ))-1

Adenás P =¿-2¿Y*2 pues:

t"ff 2 = 1co(xr))2 = o2q¡o{x.,)) = ct2pqt,.,)

por otro lado

r*fl2 = {x.,xr)t = q{*.,)I = q(*l)

luego

') -a
P=o ck

Adenás Vx€M tenemos:

I -1 I -i r fx = (q(x., ) *1*.1*) = e(x.,) xi(x,x)

_1
= O (x., ) '0o(x1)P 'o (x., )o (x)
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= q (x.t ) '0o 'q(o(x1))o{x)

-1 -'l= q(x1) 'oo 'pq(x1)o(x)

= rxo(x) € M

(ii) Sea dim M = 2r

Si {x. , .. . , x"_.} es base ortogonal o simpléctica de M yt2r
I. - *í entonces, co(xt) € Z(C+(M,q)) = k + kz según sea 1a caract de

k , pues:

s.r caract k I 2 se procede en forma anáfoga a 1a anterior y

se obtiene eI resultado.

Si caract k = 2 , {"1 ,ft, ..., er.,, fr,} base sirnpléctica de M.

ty c=e1 entonces:

Para il1-

co(e.,).("rf .)I = co(e.i)O-1o(e., )o1¡.¡ = qp-161el)o(f .)o(e1)

= 1e.,e.,f . )Io (e.,) = (e.,f .e.,)Io(er) = (c.,fr) Ico(e.,)

Además co(e., ) (e., e )I = (e.,e.)Xco1n,¡ es aná1ogo a1 caso ante-

rior.

Para i=1

co(e.,) (e.,f.,)X = co(et)p 1o(e.,)o(f.,) = q1p-1o(e1)o(f .,)o(e.,) + o(e.,))

(Esto sale de1 hecho, fácilmente comprobable, que si o € I(q) es de ra-

z6n p y {"t,fl , ..., er.,, fr.,} es base sirnpl6ctica de M , entonces

{p-1o{e.,) ,o(f ,r) , '. ', Q-1o(er.,),o(fr.,)} es base simpléctica de M ) -
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Luego

co(e') (e'r')r 

= ll:l:,,;,,:,,..".,.:,,
= (u1fr.., * 

".,)Xo 
(e.,) + co (e.,)

= (u.,f ., )I"o(..,) + co(e., ) + co(e1)

= (e., f.,)tco(e.,)

Por úItimo co(e., ) (e.,e., )I = co(et)q(et) : 9(e., ) co(e., ) = {e.,e., )Xco(er) .

Luego co(el) € z(c*(¡,t,q)) = k + kz

Demostremos ahora que p-1 = r¡ (ct + Bz) , ct,B € k , caract k

cualquiera.

como co(x.,) = o'+ B'z,1uego c = o(x1) (o + Bz)

calculemos t"f i 2

f . tt
fxlt'= qix., ) = xixf = c.c - o(*l) (tx + Bz)o(x1) (o. + Bz)

= o (xt )o l*., ) tc , Br) (r r Gz)

= o(o(x1))N(q + Bz)

= Pq(x.,)N(a + Sz)

luego

q(xr) = pq(x1)N(o. + 9z) a p-l = ¡l(c¿ + Bz)
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Demostremos que vx € M *I = o (*) (tx + Bz)

*t = ,^1. )-1* -,,r '. ,-1 I,....,)lx - (q(xl, t1r.l") - q(xll xl lxlx)

-'1 - 1

- e (x1 ) 6 (x1 ) (o + Bz)O o (x., )o (x)

= ¡ 'q(x., ) 'q(o (xl) ) (rx. + Bz)o (x)

-1 . -l- o q(xt) pq(x.,)o (x) (-¿ + Bz)

= s (1) (c¿ + Bz)

iii) Demostraremos ahora que el automorfismo » de C+(¡,t,q) , asociado

a o , puede ser extendido a un automorfis¡no inEerior de C(M,q)

Caso 1. dim M par.

Por parte (i) o es de razón p = u2 e k*2

Si consideramos Ia similit,-,d p-1o entonces:

q(u 't (x)) U'q(o(1) ) = q(x) ,

por eI lena anterior los automorfismos asociados a o y U-1o son igua-

1es, luego , es igual at automorfismo asociado a una rotación. Pero to-

da rotación define un automorfismo interior de C(M,q) , luego I se

puede extender a u.n automorfismo interior de C(M,S)

Caso 2. dim M es par

Si o es similitud propia, es decir "L = " , entonces e1 au-

tomorfismo I asociado a d deja invariante el centro de C+(U,q) , así

por u:e teorema de Albert (ver [¿] corolario 1.9, pág. 75\, )l es un auto-

morfismo interior de c+(¡'t,q) que se puede extender a un automorfismo in-

terior de C (M,q)



Si o es similitud impropja, es decir

n.imos or . de Ia manera sigui.ente:

de finlmos :

I_z =z , entonces def i.-

I < L . 2r - I

-1 -1 -1 .I' .Iu*2.*1*i*2r, = uxlx'u - (x1x ) = (x1x )

y si í = 2r entonces i

-1 -',r -1 .t' .I
'*2r*1*2.*2r' - -ux1x2ru = -(x1x2r) = \*1*2r)

zL: r+ 1

sea {e., ,f -1, , er,f.} base simpl6ctica de M y

-- ^ É r r ^ €=t'r

Definamos: o'(e.) = o(e,)lf
vi

'l <i< r-

o (e )+ . + = o(f )q(e I r-r

Para caract k I 2 tomamos base ortogonal {x.1 , ..., "r) y

o'(x.) = o(x.)IA

r lt
SPa u r C (M,q) tal quLr c"

fine un automorfismo interior de C(M,q)

tomorlismo I , pues:

Si íl2r entonces

Si caract k = 2 entonces

o'(f .) = o(f .)1]

o' (f ) = s(f )rr

ú'(x^ ) = -o(x^ )2f )t

De esta forma O' es rlna similitud propia y e1 automorfismo

[' asocj"ado a or es interior.

-1= ucu y v-x2r. uv de-

que incluce en c+(¡¡,q) eI au-

1

po (er)
* 

n ro t"rr
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Se tiene:

,I' = p-'o(e.,)o(f.,) + ... + 0-1o{e.)lr,r.., - Httt]
-1= p (o(e.,)o(f.,) + ... + o(er)o (fr) + p)

= rL *, = z+ 1+ i = z

Luego o' es una similitud propia y el automorfismo I' aso-

ciado a or es interior. si u e 6*1t't,q) ta1 que .I' = t-r"r-'

vc € 6+1¡4,n¡ y v = o(fr) , entonces vu define un automorfismo inter.ior

de c(M,s) que induce en c*(¡'t.q) el automorfismo I

q.e.d.

3.6. Lema: Si s € T y rf '(s) = o. definido como en 2.5. y

f : C(M,q) -. C(M,q) automorfisno interior definido por: sxs-1 = f-(x)sS
entonces f es un automorfismo interior dc C(M,q) asociado a Ia sjfli-

S

litud o .

-l
Demostrac.ión: Recordar que os(x. ) = cr C(V.,) Yl * Yi L > 2

-1 t
¡.d. "*t ... ,2a. ' - (x., ... xra)' - f .(x., ... *2a)

Se tiene

-1 -1 -1 -l
""1 

.. . *2t" = "*1*2t "r3,4" 
... 

""2t-1*2t'

Demostraremos que en general se tiene .r-*.=-1 = p-1o{x.)o(x ) ,
1l f )

teniendo este resultado obtenemos:

""1 ... rr."-1 : p-1olx.,)o(xr)p-1o(xr)o(xr,) ... Q-l o(xrr-lo.xrr)
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-t- o -o (x-) ... (x.
1-2t

= (x- ... x^ )
I ./ f:

-1 -1'- l. sx..r.s , ' (x ) ,i )
rJl

S.i i I 1 enlonc.r-'r:

-1 ,-1 -1

"*j.rjn = q(v,1) .r1r1.i.1"

= q ("1 ) ls:<., 
{t, . (:, ,t t - * ., ),-,. t-l

- q rr) '., *,,*.)=*.,,, : - t.','-',* '-*,* ,=-'

= s(rl)-'rn{",,x.)(ü, + ylyj) - ,J(x.,t-1(, + vtyi) (u + vlyj)

= u(x., )-1 {r:nir., ,x.) - s. - ytvi) (n. + ylyj)

= q(x1)-1 {i:., {".,,x. ) - 21. + o.. - v.,y )(o. n v,vr)

= o(rl)-t {uotr,,Y.) + r, - vtvi) (ri + v.,vr) (Por Le-

ma 2. 4. (ii) )

Por otro,Laaic

-l I

, (x.) (x.) 1' l:u]r 'u., , il r ' 1(Y.,) I ' '')

' ,r 1(1 ,¡ 
I + u-q(¡'.,)-'r.,, t 

"' 'l 
(v,)-lvil/', + YrY'

= ^; j9r'.,'-l - .o, -)-lv ) ' j-lt)rr 
1t.' 

,,Y')

-'q(I,)-'u,r,,rrt',

= q(yt )-t (o.o. * ,iYlYj * ,,,j,t., (o., ,vi) - tiiviyi + 'r(v' )v 
"' 

)

= q(1r.,)-t (o.,r, + ü1\'jyj I .tj1Jq(v1 ,-vi) - o.jvlyi + vtylYivi)
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= qty.,)-1(o.o.. + oiyryj * oj un(rr,vr) - Cl,rrlv, * 
"n,rr,yi)ylyj - ylyiylyj)

= s(yl)-1[o, (o,. + ylyj) + Bq(yr,yr) (oj + ylyj) - ylyi(q. + v.,vr)l

= c(yr) (Bn(yl ,yi) + a. - yryr) (o. + ylyj)

= q{y1)-1s(xr)e(*.,)-1 (Bn(v.,,v.) + cr. - y.,y-) (u. + y.,y.)

-1= Psx,x . s.1 l

Para i=1 se tiene:

-1 -1 -1p 'o(x1 )o(x2) = p 'pyl (o,e(v1) 'y1 t y2) = o1 * yry2 = sxrx2s '

luego

sx. x, s '= o'o(x.)o(x.)f I 1 l
vi, j

q. e. d.

3.7, Proposición: Si dim M es impar entonces T = f .

Demostración: Basta demostrar T C f

sea s€T,p.d. r*u-1 aM vx€M

considerenos e1 automoriismo f- , c'(M,q) - c+(¡¿,q) definjdo
s

por f (x) = sxs .-s

Por eI lema anterior t, es un automorfismo asociado a una si-

militud, luego por teorema 3.5., *I = "*"-t 
a * vx e M .

Luego scI.

q.e.d.
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Podemos concluir que bastará anafizar el caso en que dím M es

par, pues si dim M es impar entonces nuestro problema se reduce al caso

dcl párrafo 'l , es dcci.r J la -uc.sión

1 * k* -> I 4 o(q) - I

De ahora en adelante dim l¡ será par a no ser qrle se d-iga 10

contrario.

3-8. Teorena: La sucesión

1 -+ A*(q) * 1 !L-¡¡ 1n; - 1

es exacta, dcndc -rr.r ' es 1a f uncií-'n def i n:l d¿:L ,:rll 2 . 5 .

Dernostración: i.) r];' es un homo¡orfisrno di: grupos

p.d. ú'(ss., ) = {'(s)tf" (s.,)

p.d. Si o y o.l son similitudes de razón p y gl respectj-vamente

asociadas a s y 
"1 

entonces oool está asociada a ss.,

-.1p.d. ="111*i.l :r - (pp1) 'o(ot(x1))o(or(x.) )

-1 -1 -1.= l*1ri"1 s - sO1 o I 
(xt )ol (x. ) s

= (Qp., )-1o(o, (x1))o(o1 (x.))

ii) U' es epiyectiva

sea o€I(q) y I automorfismo de c+(t¡,q) asociado a o'

Por Teorena 3.5. Cap. lr sabemos que I es ta1 que vx € M

t
x- = o(x) (cr + Bz)

Además es un automorfismo del álgebra simple c(M.q) que deja



e1 centro k invariante. Luego existe s € T tal que

-1sxs'--o(x) (ft lPz) VxeM.

Demostraremos que Lf '(s) = o , es decir:

' -1sxtx.s , o. 'l ytyi donde o(x,) - o.q(2., ) tl ,Y;

i = 2, ..., n y o(x1) - oyt

Se tiene:

-1 -1 -1
"*1*i" = sxls 

""i"

-- o(x")(0 I Bz)o (x. ) (ü + Bz)

-1 o(xr)o(x.)

-1 -1- P (Pv., ) (o o(Y1) Y1 I Y.)

= y" ro.o(v-)-1y. + y.)'r 'i"'l ' '1 'a

= u. + y.,y1

iii) Núc1eo de rf' :

Si o es la identidad en I(q) es decir o(x) = x vx € M ,

Q=1¡ y s€'i' es talque {'(s) : o, entonces:

sx.,x.s ' -, 's(x1)o(x.) - x.,x

á sxlx,s = *.1*j - .*.1*i - *l*it

.+ s e z* (c+ (M,q) ) = A*(s) (* pues s es invertible)

f,uego Ker ü' = A* (s)

q-e.d.
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3- 9. Teorc¡na: Ef diagrama sigui!-'nte es colmutativo:

! 4. sjmilitudes propias e i¡npropias.

4,1. lnvariante de Dickson gener:alizado

Recordemos }a defi¡rición 3.3. Cal,. II qur: decía: Si o € I(ci)

y I es automorfism<¡ asociado a o, entonces:

ú es similitud propla ssi z = z

s rni rr"1rd r-11 '-or ,- ssi :' )

sea .[ la involución conjugación sobre A(q) , sc tiene,

I,/A(q) =Jt con . € {0,1}

De esta manera C es slnj.litud propia ssi c = 0 e imp.opia

ssi e = 1

Con esto podemos definj-I e1 jrlva+ante .ic Dj-ckson generallzado

],or Ia tunclon

D : r(q) - {0,1} tal que o > D((l) colr

Io sj ,s i-tlltLJ lr"ol ra
D(;) = l

| ' -i ..r i*-uun .m1 I..i.r
\

+l.2. El gnupo I (q)

Sea ll'F (q) e1 subq.ru[).] de )- (q] form¿Lclo i)or las similitudcs

propi as

I ---- J k* 
-> 

i'I, ot.i) --,,- I

111,-J
1 

-¡ 
¡*(q) 

-) 
t ü' ,:: (q) 

-? 
r
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sea o€:(q) y s€'l' ta]-que rl)'(s) = 4. Cor.o s deline

un autcnorfismo i]ll-Llrior ¿sociaclo ¿t Ú y por :lrr o si'-ni1ltud propia sc

tiene:

Luego se ter]dre.

ú' /T+ '' T+ ' r+ (q)

Def inimos in (q) = rrng r¡'/T+ y sc Lienc ),' /'l* . 'l+ - ¡l+ (q)

(Notar quc estc es c1 .oric(rpl-o Lrquivalcnte a1 subcirupc) de rotacioncs

o+ (q) c1e o(q) , en efecto se puede ver el Ill cap. rrr 5 3' que

o: (q) - {o e o(.¡) | » iol = o} l.
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CAPITULO I]1

LA NORMA ESPINORIAI SOBRE EI GRUPO DE SIMILITUDES

§ 1. Norma espinorial sobre el grupo ortogonat

Este párrafo s6lo dará un bosquejo de resultados ya conocidos,

como se puede comprobar al leer I z] v [¡] "

1.1. Definición: Es conocido que existe u¡r homomor:fismo

tr: f *k*

dado por ). (s) = s*s , donde f indica el grupo de clifford y * es e1

anti -automorfismo de C(M,q) definido en Cap. f 4-6.4. tr(s) = s*s se

1lama 1a norma espinorial de s € f ,

1.2. Definición: Sea o e o(q) como t, : f - o(q) es epiyectiva existe

s e I taf que rf (s) = o

si existe s.,€l ta1 que ,l(s., ) =o, enlonces .rl1 e ¡ur,¡, =¡*,

luego s1 = o,s con cl € k* , teniéndose así que }(as) = o2l(r)

Se define 1a norma espinorial de o € o(q) por 0(o) , donde

0 : o (q) -, Y* /x*2

tal que 0(o) = I(s) (mod k*2) , .on s € f que satisface tf (s) = o

1.3. observaci6n: Notar, cono sc vió en Cap. fI , Teorema 1.2- que si

s€f es asociado a o€o(q) Por ü . entonces s puede tomarse de la

forma s = v ... v con O - 1 ... 'r v v. 1 < i < t Son1t t1 vt-1-
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vectores anisotrópicos de M Se tendrá entorrces

l(s) = vr ... r1r1 ... ,t = U(v., ) ... q(v")

Asl obtenemos:

0(o) = q(vr) ... 9(va)k*2 e k*/k*2

que es la forma como define Dieudonné 1a norma espinorial sobre e1 grupo

ortogonal.

1.4. observación: Es un resultado conocldo (ver [:] ) que si q es isotró-

pica entonces 1a norma espinorial 0 es epiyectiva, además el núc1eo de

0 es [o*(q) , o+(s)] , grupo de con¡nutadores de las rotaciones (ver tam-

bién § 4.,4.1.).

Luego si q es isotr6pica la sucesión

I - [o+(q),o+(e)] - o(q) I r*,zx*2 - I

es exacta.

por último también es conocido que ef grupo [o*(q),o+(q)] es

generado por Ios cuadrados de O+(q) ; y si dim M > 2, índice q > O

entonces Io+(q),o+(q)] = [o(q),o(s)l

§ 2. Norma espinorial sobre eI grupo de similitudes

En este párrafo se verá que es posible extender Ia definición

de norma espinoriaf al grupo de similitudes.

Como de costu¡nbre bastará considerar el caso din M par, pues
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eI caso dim M impar se reduce a] párrafo anterior.

Notar que con e1 estudio realizado hasta aquí podenos construj-r

ef siguiente diagrama:

lrlü'rü
T <- ¡ -¿-7 k*

ü'l '{Pl Ivüv
¡ (q) <- o (q) -9-2 y* 1y*2

2.1, Proposición

i) Si dj:nM=4r+2 entonces l,Ttk* es un homomorfismo

ii) Si dim M = 4r. entonces ). : T - A*(q) Además la restricción

de ), a T+ es un homomorfismo y l(s) € k* ssi s e f

aqui I se define igual que antes, a saber, l(s) = s*s .

Demostración: 1) dim M = 4r + 2

Sea s€T y (r'(s) =o, sabemos por Cap. If teorema 3.5. que

vx€M rr"-t =o(x) (cr + Bz) y por cap. I lema 4.6.5. que 
"" =i, don-

de z es efegido como en Cap. I 4.6.2,

Vx€M se tiene:

("*.-1¡ * 
= ("*)-1*"* = (o(x) (d + Bz\)* : (n + Bz) 

*6(x)

= ts , Brlo(x) = o(x) (o. + B.) = "*r-1
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luego

Yx€M

= I (s) : s*5 e- Z* (c (lq,q) ) = k*

fuego

I : 'i' - ¡*

Además ) es \ln ilomomorf i:-:rno, ¡rues:

**'(s.,sr) - '. i-., ., - ' ('.) 'i2']

ii) Dim ¡1 = rir .

lln este c¿rso por Cap. I L.r¡a 4.6.5' sabemos que z* = z

Sea s€T Y Ü'(s) = i-r. Se t-icn.:

-1 -1 -1sx.x.5 = sx,s sx.srl a l

= o(*i) (o + Bz)o(x.) (o + Bz)

Ahora sr {x-, .-., x^ } es base de I'1 , entonces:
'I t+L

-l * * -l *(sx.x.s)-(s,*j*r.

{s*)-'{en{*.,x ) - x x )s*

= (u*) -1"*B (x.,x.) - {=*)-1r,*."'
q I J L'l

= e (x,,x.) - (s*)-1*-r..*
q ] I 1l
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por otro lado

-iucg o

luego

("n.*."-1)* = (p-lo(x,)o(x ))* -,-]o(x )o(x )

'-"i'-j" r' J l 1

= o-I {an {o (x. ) ,o (x.l ) - o(x.)o (x.))

- o '(r Bq(x.,x.) n(x )o{x ))

= en(x. ,x.) - p-1o 1r.), {* )

= B (x.,*.) - rr.r."-1q I I al

. -i ¡ -1 , ',o-) 'x x.s : 'x I s - 'it, - x ^.'

=+ ). (s) € z* (c* (r¡,q) ) : A* (q)

),. f; il com1.rou.r 1u, /t (" :l ¡o"ñ -t'sn^'

DemosLremos por último l(s) e k- <=> . É l'

+) I (¡r) e k '+ s :rx = xs*.i Yx (i Ir'

= "r.=-l = 1=rr-1) 
*

+ \Xl \ ' ¿t : ,*,, ' t 
_l 

,

+0,+Bz=ct+Bz

-B=o

sxs I = o.o(x) e M vx e M ? s € T,

El recíproco es tr:ivial pues si s € f entonces l1s¡ € k*

q.e.d.
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2-2. Def 1a norma inorial sobre eI

Sea o€f(q), como rl '. --'(.f)

existe seT tal que rl'(s) =o

de tudes

es epiyectiva, entonces

Si además existe s.., € T tal que Q, (s., ) = o I entonces

ss1'€ Kerpr ; luego s1 = rls con oe A*1q¡ = KerU, y así 0.s y s

definen Ia misma similitud o .

Si calculamos I (C[s) obtenemos:

I (as) - 
"*c¿*o,s = cr*o,l (s) = r (o) I (s)

donde T está dado por:

Cuando

ya que: Si o, =

te + .¡rl (S + yz)

di¡n M = 4r + 2 , T(cr) es simplemente Ia norma de

B +'yze¡*1q¡ entonces T(o) = (B+yr)*(B +\z) =

= N (o)

Cua¡do dimM=4r, f (o) = o¿2 ya que

r(o) = (B + yz)*{B + yz) = lfi + yz) (g t yz\ = (r2 .

Definimos así la norma espinorial por medio de 1a funci6n 0'

dada de 1a siguiente forma:

Si dimM=4r+2 entonces:

o' ; x (q) -| k*/N (A* (q) )

0'(o) = tr(s) (mod N(^"(q))) donde s € T es tal que rl'(s) = o

Si dim M = 4r entonces

0' : r(q) - A*(q),/(A*(s) )2
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con e'(o) = l(s) (moa(A*(q) ) 
2) donde s € T es tal que ü'(s) = o

0'(o) fa llamamos 1a norma espinorial de o € )l(q)

2.3. Proposición¡ Los siguientes diagrarnas son conmutativos:

i)DimM=4r+2 ii) DimM=4r

I
?

t

l

I

:

§
§

61q1 -!-> ¡*7¡*2 o1q¡ -!-> ¡*7¡*2

J ", J J J
r(e) 0'> x*,t¡(A*(q) ) rist 0' , ¿*tqil(¡*tq))2

§ 3, El grupo de conmutadores de I(q)

como se vi6 en observac.ión 1.4. de este capítulo, eI grupo de

conmutadores juega un papel importante en e1 núc1eo de 0 Por eso este

párrafo hace u¡ estudio sobre é1.

3.1. Proposición: Sea op sinilitud de razón 0 y s € f+ asociado a

la rotación c : M + M definida por c(x) = p-1 (o2(x) )

i) Si dimM=4r+2 y

-+ tonces ,\ 19¡ - p 1l<*2¡oO e ¿ (q) en

op t r- (n) entonces l(g) = I (x*2)

donde I-(e) = {oe l(q)l se T- asociado a o} ={6e I(q)lo es simi-

litud inpropia) .

Así si índice q>0, c e [o+(e),o+(q)l ssi op e t-(q) ó

p = 1(k*2) .

ii) si dim ¡4 = 4r y

op a x* (q) entonces tr (s) = I (k*2)

oo € I- (q) entonces tr(g) = p(L*2)

I
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Así si índice q>0, e e [o*(e),o*(q)]

p = 1(k*2)

Demostraci6n: i) Diln M = 4r + 2

sea o, e I+(q) y s € T+ asociado a
t)

_1
sxs ' = op(x) (o + Bz) vx€M.

Notar que:

s'x(s') ' = ""*s 
's - s6p(x) (d + Bz)s

2de s pues:

g(0 + Bz) 'x(o + l¡z)q ' = l\I + lz) qxg

ssi o € t'(q)p-

o Se tiene
p

'(ü + Bz) (Pues

s € I" g c'(rI,q) )

-1

= 5 (a-I-lZ¡ oo 1x) s-1

= tdT grlsoo{x)s-l (Pues s € T+ c c+(¡¡,q) )

)
= (0 + Bz)o:(x) (l} I Bz)p

2 ^.2= ol(x) (o, + Bz)-p

Por otro lado g(o + Br)-1 define el- mismo automorfismo interior

: (a + Bz) 'p 'o; (x) (c +

- 

-1 2
= p(0. + gz)p o;(x) (0 +

)): oitxl 1a + $z)-

Bz)

Bz) (Pues p ' = (0 { Bz) (ü + 0z) )

luego por lena 4.4. Cap 1I

) -1s- = ]q(0 { Bz) Yek
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y )(.2) = (I(s))2 = 12 € k*2

2 """"'---:- * t= y-p(o. + Bz) S Sp(a + Bz)

= l-p-(c - Bz)) (s) (0 + 62)

1a _1
= y-p'p 't (s)

luego

2 2 2 -1. -1 u2 - .2v- =Y-p-p 'tr(q) * tr(s)o =;n- l{s) =o1roo **-,.
YP

sea ahora o- e X-(q) y s € T- ta1 que Vx e M
p

-1sxs ' = o^(x) (o + $z) - Notar que en este caso "zs 
' = z'+ sz - zs i

fJ

pues Ia si¡niljtud es irnpropia.

Se tiene entonces:

s'x(s') '= s(ct +gz)ap(x)s '= (o + Bz)son(x)s

= 13 r- grro] (x) (., r rz)
0

2
= o-(x)N(tr + Bz)p

-1 2. -1=0 op(x) = gxg

luego

2 -.),s =Yg con YEK y

v2 = l(s2) = I (ys) =.¡2tr{e) + 
^(s) 

= 1(k*2)
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Por ú1timo se sabe que

c € [o (q),o (q) ] ssi índice q o

c c [o' (q) ,o' 1q¡ 1 ..i oo e I {c) 6

ii) Di¡n M = 4r .

_+r
Caso '1 : O €) (o) y s€T con 1,,'(s) Op I'

Como en el- caso anteri-or se tiene:

2 - -1s = )g(0. + f3z)

y tr(q) = 1(k*2) . Lueso

p = 1(k*2)

"*"-' = oo(x) (g + gz)

s € c+(M,q) )

(x) (cr + Bz) (ct' + B'z))*

+ B'z) (ü + Bz)op (x) (Pues dim M =

=4raz*=z)

Además sabenos que si di¡¡ M = 4r entonces l1s¡ = A*1n¡ .

tr(s) =o, +B,z =.*s*"-1 = (cr,+ B,z)-1s*

-1- sxs = sx (o ' + g'z) 's"

sxs* (c,' + B'z) ' (pues

-1y como sxs - g (x) (o + Sz) se tiene:
p

.rtsxs - o (x) (o + P,z) (at + ?,t z\ ;
t)

luego :

además como

entonces

*(sxs ) = sxs

op (x) (0 + Bz) (rI' + B' z)
fl
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: op(x) (0. + Bz) (0,' + B'z)

luego

(o + Bz) (tl' + B'z) = t" * Srl «r--- + gkl = 1n + Bz) (o'' + iB'z) =

- lL- k

y nultiplic--rndo ¡ r ,--1", :'ol '''¡' 11.----' ' .-

go
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Igua-L que antes se obtiene s2 = fg Y

1
tr (s') = fit (.x .r- 5z)s*s

. . -t j
- ,tt'lo | Ó?) l' ' z\ : 'r' ' t-

por otro lado

I (s2) = I (lq) - y2). (s)

entonces

) (s) -- p (k'',2)

por úftimo c e Io+(q),o+(.1)l ss1 índjce q>o y o, e I+1q¡

ó p. = 1 1o*2,

q.e-d.

3.2, Lema: sea ú € i ((¡) de razón p 1' "*" ' = o(x) (o + Bz) corr

s €'l' asociado a u

1 -¡ ^ -',]
i) Si sé s Jsoc:d l o enrun'L'- i x5:' lv') t 'lz)

ii) si s € T es asociado a o entonces .-'," = o 1tx) 
t t + ")-1

-t
D{mosL¡aci:n: i) (x) - t-'t -'{x)s 's

= s 'o(o '(x))1, I frz)s

- s-'(x,s(LL,Jzr (iu,s . C' 'C (M,l))

lueqo
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ii) Se demuestra en forma análoga a Ia anterior y teniendo en cuenLa que

si s€T entonces 
""=2"

q-e.d-

3.3. Lena: Sea dim M= 4r y s€T tal que r*.-' = o(x) (o +gz)

i) Si s€T entonces l(s) =pla+Bzlr y l(s') =U'(0 iBz)' ,

u€k.

ii) Si s€T entonces tr(s) =U(o+Bz) y l{s-1) =U-l(o * B"l-1

u€ k -

Demostraci6n: Como dim M = 4r , sabemos que:

tr(s) = o' + Btze A"tq) - s-1 = (cr' + B'z)-1s*

i) Si s € T+ entonces:

"r"-1 = sx(o,' + B'r)-1"* = "*"*(o,, + B,z)-1

y como "*r-' = o (x) (0 + Bz) entonces

5*"* : o (x) (u + ?)z) (o.t + Bt z)

y como (sxs*¡* = "r"* se tiene

o(x) (o + Bz) (cr' + $'z) = 6 t"l la +-Bzl tü' + g'zl

luego

(cr + Bz)(cr' + B'z) = t€k y mul-tiplicando por (a+ Bz) obte-

nernos a' + B'z - ptfO * 6rl
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Llamemos 0t = U , 1-el1er,os:

l(s) =U11 + $z) =) s s - 1r (r.r + frz)

- 1 - (s*) 'U(r + ijz)s '

-t , + -l - -;.
, t ..2\ f ) )

ii) Si s€T entonces

O(x) (CI + 0z) = sxs-r= sx(.r' + i'z) '.* = t'"* (O'' + $'z\ '

(Pues sz = zs)

luego

sxs* = o (x) (a r ?,2) (t,' + l.'z)

*y como sxs = {sxs ) ten(lmos:

o (x) (u + Bz) (rr' + B'z) = Lr (x) (cr + Ez) (ü' + (l'z)

luego

(o+ Br)(cr'+B' =tek y multiplicanda por (ü+ Bz) te-

nemos:

(u'+ E'z) - pt(.r + Bz)

Llamando r'j = pt tenemos:

(i) - s*s = I \, z) ¿ 1 - "*'-1,.: ' ¿) '-l

,, 't.-, ;'-1 , * -l ' ,u. ' ., z.; .t s' - )

Lue-lo . {q/ - L \^ 1 .z) v {J ', ' ,- t.' n 1)-

q.e.d.



55

3. 4. Proposición, a".r oO.,

pectivaÍente. Si 9 € t+ es

-1 -1o-'o-'o- o eIl(q) ,[(o)1p1 p2 p.t p2

y o^ en I ( q) de razón o1 y
P2

un elemento asociado a 1a rotación
e^ e_2 1 k*2\ dondeentonces l(S) - p1 p2 (

P2 res -

, or, respecti_

= o (x) (cr^ + B^z)9z ¿ z

fo
l

I

t'
Sean

o € I'(q)
fr.

1

Demostración:

vamente, es decir

vx€M

Caso 1: Din M = 4r

i = 1,2

en T asociados a o
o,1

(x) (ol + Blz) y srxsr'

a
(q)€IS1 p.

l-

tl Y t2

-'lsxs =ó.t .l p1

+2

En este caso tr , T - k* es un homomorfisno, luego

,1.(s-'s-'s-s-) 1| ¿ t¿

caso 1.'1 .: Si s, y s.€'l-, es decir, o^ eIr(q) para i-1,2.,i
entonces Yx € M

-1 -'r -'1 -1 -1 -',l -1 -1 -1("., =, ..,"r) * (=1 .2 t.,"2) =.1 .2 =1.2k.2.1 .2t1

-1 -1= s" s^ o^ (o- (x) ) s^s" (o,., + gf\ (a2 + g2z)| ¿ p1 p2 ¿ |

-1 -1s.t oo oo on (x)s, (,,., I B,z)

-1 -1: O Ll O O (x) e M
Q1 Q2 Ql p2

(Notar que Lodas estas igualdades se obtienen aplicando el lema 3,2. y

considerando 
"1 

y s, e T+ ) .
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Luego tenemos

-1 -1 +rl "2"1=2=9€f =l(g) =l

luego

*?i (g) - p1p2(k )

Caso 1.2.: Sl .1 € T* y s2 € I entonces Vx C M :

-1 -.1 -1 -l -l -1 -1t1 "2 ..1"2*"2 "1 "2"1 = "1 "2 rro'r,*r=., srs.(ur + B rz)

= "1 "2 oo,oor(*)"2"'' (o'' ' B'") lc'2 + B 2z')

= ""oo]o,.',onr t*'t, (01 + B f )

-1 -1=o o o o (x) (rI. +Rz\' ((}1 + Btz)oI 0Z 0l 02 "1

luego 
"., 

1rr1r.,., 
= 9(o1 + Btz) con g € f+ asociado u ollo-1o^ o

91 p2 a1 p2
pues:

g(\1 F Btz)x(o., r Brz)-'r-'= (o, - Brz)gxg-'io., o G.,r)-l

. -t -t -1= (c. r [3"2)o. a o o 1¡) (01 n U.,",P1 P2 P1 lt2

-1 -1= o. o o o (x) (rt. + fi., z) (sl r Brz) 'p¡ p2 91 pZ I

Luego:

1= l(s., 's2's1s2) = )(q(ol + B.,r)) = (o, + Brz)*q*g(a, + gaz¡

= f tol tu., + q") (ü1 + B1z) (Pucs si dim M = 4r + 2 entonces

"*=))
-1= tr (g)ar
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r o _2)
\ (q) ; pl[., (k"

Cg!g-E.: s., € T- y 
"2 

€ 'l'+ en forroa aná1oqa af caso anterior se

o I *t
r.,Lt i ,-ne t t9 ) l¡ 

(k )

Caso 1.4. ¡ s- € 'l Y s- C - .i t'ien ::--: 1 -2

-l-1 -,"-r".. - o-'1o-1.. (x) rüt - f),z)r,¡tll't1 t2 tl=2^'¿' t s..tl ' ,"'r", r'-'

t;, ' "'¡t \t2 1 2z)-

luego

".. 

1"r1r.,=, = st1 * e ¡l FL2 + e' 22)

luego

entonces

I : -)
l ' 1,,t- 

¡ ¡t.'r- -z)) 
- 

I z''ro) 
' r'') t t) )

Caso 2: Dim M : 4r

Caso 2.'1 .: s, Y s. en

fn este caso ^(s-1.11'.=).1 luLs ,'{ -': ur l'o¡ul orfism'-
t2l¿

EI resuftado se obtiene entonces en forma análoga al caso 1' 1'

€-Caso 2.2.: s- ( Y s-

-1 -1
como , n 1 caso 1.2. srr rj.ne .l'=r'",s, - ;{'l Bl')

Además

. -: -l * * -l* -l* -1 -1\(s, .r's.,sr) - s;sis2 .t .1 .2 1t2
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* ^ -'1 * -i 

- 

-t -i
- trr,.:'"1 ,'('1 L 111 t2 "'t)

-1 ,( * -1 
--= 

' -1-;=;=; ,sr-'t'.r- trzt ,,' t')

-r;';''ii., lo, - 1'¿t'¿tt2z) ,- 1z'

-1 -=,tlz 1' 2\!:' t t z) r'1-iÍ'\.)- '-'''' ''.'' t')

= (o1 * Z,r:A., + ,i) 
-1 = | l{c,,., 

+ ,z)2

(Notar que todas estas lgua1dac1es se obtiene¡i aplicando cL fema 3'3' y

Eeni endo en c,Jerta que a, t I * \ tr'

l,uego

Qt(o.1 * B f)2 - )' (q(1 1 + Ef)) - tr ('l) (rI + Í1 ,z) 
* 

i"r:', + Í1 ,z)

= I(g) (ü. + E,z)2 (Pues din M = 4r+ z* '= z)

luego

I ' rr)
l(g) = f 112(R

caso 2'3': si s, €'i' y 
"2 

€ T+ entonce'i en forma análoga a fa anl-e-

raor se obtiene:

r tsl = ¡1r]ir..2l

Ca:.-, 2.4.: Si tl C Y s- C cnlo¡' -

-l -l :
r. .'.r'=rt. '= , ( 

t ' l3 1z') 
('? t t.z)

y f"t,,:ll i', ' -/)) - r"r-,:?t't2t ,' '''
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I

I luego

rtsl = plpltx.2l

q.e.d.

3.5. Corolario: Si o- € I-(g) entonces c- (I(q)) está generado porJop

mútti-p1os escalares de oo y u¡ sulgrupo ae o+ (q)

Demostraci6n: Si o€C o (I(q)¡ - [o c I(q) luoo = o^o] en¡onces

-r -1 P "
O O OO = .rdentr-dad .pp

Además 1 € T+ está asoci-ado con 1a identidad y l(1) = 1

Si o e X+(q) entonces 1 = tr(1) = p(:.*2) , luego Ia razón de

o tiene que ser un cuadrado. Llamámosla ,r,2 , d. dorrd.

)q(o(x)) = s-q(x) = q(ox) + o(x) = üG(x) donde G es una rotació¡.

si o € X (q) entonces 1 = tr(1) = pp' 1t<*2) corr p' raz6n

de o . Tenemos asi p' = o2p y

q(o '(o(x))) = p 'q(o(x)) = o-q(v) .-0

l-uego la razón de ooto es o2 y se tiene o(x) = o.opc(x) ,

donde G es una rotaci6n.

q.e.d.

3.6. corolario: Si o f r 1:.*21 entonces no existe o € I-(q) tal que

o € co (f,(q) ) con oo e I+1q¡ de razón fr
p
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Demostración: Si exisLiese Lal o e I (o) cntonces .,-1o-1 ,o^ = 1 ypp
- - - ,. *2,r : l.J (R J , contradf cc ! on.

q.e.d.

3.7. corolario: Si índice q > O entonccs I I(q) ,)-(q)] está generado

por elernentos de o+(q) asociados a g € f+ con l(s) = p(k*2) , donde

p es la razón de alguna similitud en X(q) Si dim M > 4 entonces

It'(q) ,r'(q) ] = [o(q),o(q) I

Demostración¡ Si o € [t(q) ,I(q)] entonces o es producto de elementos

, -'t -1de Ia torma o 6 o Op1 p2 p1 p2

ehora o]lollo- o- € o+(q) y está asociada a g € f+ talp1 p2 p,t p2

e, e , 1
que tr(g) = p12p21 (k*2) Luego o está asociado a un g e f+ con

-*2l(g) =Pl ... p.(k--) y como cada p., .l < i< s, es raz6n de u¡ra

sim.ilitud entonces p = p1 ... p. es raz6n de una similitud.

rnversamente, sea o € o+(q) asociado a g € l+ ta1 que

.- t2.,\(9) = p(k--) , con p raz6n de una similitud. Si IItql .Itqll tiene

a19ún elemento con tal norma espinorial entonces o e IIíq),f (q) ]

Por proposición anterior si existe una similitud prop.ia op

de razón A , ollu-lo^u es una rotaci6n con ta1 norma espinoriar si0p
u € t (q)

La ú1tima parte del- corolario es consecuencia del siguiente

hecho que se puede ver en [3] §9.si dimM> 4, indice q>o y F

es cualquier subgrupo del grupo ortogonal O(q) taI que
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Iotq),o(q)] c F c o(q) entonces el corunutador de F es Io(q),o(.1)]

q.e.d.

3.8. Teorema: Si índice q > o y dim ¡{ > 2 entonces II(q) ,t(q)] está

generado por 1as roLaciones c de Ia forma a1*¡ = p-'o2{*) con C, Ya-

z6n de óa, y fx*(q),r*(q)l = [ol(q) ,o' tq)]

Además las rotaciones o-1 o?- con o^ g x+(q) genera:'0p

i) lItql ,Xtql] si dim M = 4r + 2

i i) [o' (q) ,o' (q)] si din M = 4r

II(q),X(q) ] = [o(q),otq)] ssi la razón de cualquier si:nilitud

es un cuadrado en k* .

Demostracj-ón: Por observacián 1.4., Cap 1II, si dim ¡4 > 2

Iotq),ote)] c II(q) .I(q)] está generado por cuadrados de rotaciones, 1ue-

go está en e1 grupo generado por 1os G . Además las rotaciones asociadas

a elementos de f1 = {" € l+ll(s) = 1} está en el grupo generado por 1os
o

c . Luego por corolario 3.7. If(q),I(q)] está formado por rotaciones

asociadas a g € f- con .l (g) - p(k*-) y por proposición 1.1. estas si-

militudes están en ef grupo generado por 1os G .

Inversamente, cualquier elemento del grupo generado por 1os G

es una rotación asociada a un 9 € f+ con l(g) = p(r*2) donde p es Ia

razón de una simi litud.

f,uego este grupo es I f(g),Itql] por e1 corolario anterior.

consideremos ahora e1 grupo generado por 1os G definido por

sirnilitudes propias
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Luego por el corolario anterior e1 grupo de rotac.iones G de-

finido por similitudes propias g"r.,"ra I I (q) ,I (q) ]

Si dim M = 4r por proposición 3.1. e1 grupo anterior es

Io(q) .o (e) ]

La última parte se demuestra aplicando el corolario 3.7.

q.e.d.

Por proposici6n 3.1.

I (q) = p (k*2)

si dimM=4r+2 entonces

tal que q(s) = 0 ,

g 4.

4.'t .

Núc1eo y epiyeqción de Ia noma esplnorial

Núcl"eo de e1

4. 1.1. Proposición: Si q es isotr6pica, entonces 1a norma espinorial

0 : o(q) ' k* /k*2 es epiyectiva

Demostración: Se sat,e que si- q es isotrópica entonces (M.q) contiene

un plano hiperbólico, fuego:

,:.(q) = {o(x) le(x) I o} = k*

sea q¿k*2 e k* ¡k*2

Como q es isotrópica existe s € M

afirmo s€f ,pues:

i) s es invertible ya que =-1 = =q(t)-1

sxs'€Mpuesil) Yx€M



63

Como s y x están en M tenemos dos posibilidades, a saber,

e1los son linea.lrente dependientes o linealmente independientes.

Si s es l.i. con x entonces

-1 -1sxs' - (B (s,x) -xs)s' =B (s,x)s' -x€Mqq

Luego vx€M =*r-'aM+s€f

Si s es 1.d. con x entonces x = Bs ,

sxs ' - Bsss ' - Bs = x e M

B€k.luego

= 0, , con 1o cual hemos demostrado que

entonces 0(o¡ = ¡1=¡ (mod k"2¡ , luego

q.e.d.

Sl q es isotrópica en-

0 (o) = clk*2

Luego 0 es epiyectiva.

Nora: ,-lamamo. 0F = 0/0+(q) , o+ 1q¡ * k*7¡*2

tonces e+ es epiye ct.iva.

Tenemos: tr (s) = q(s)

).: f -k* es epiyectiva.

Si rl(s) =o€o(q),

4.1,2. Proposición: Si q es isotrópica y dim M > 2 entonces

Ker 0' Io'(ql ,o'tql I

Demostración: ver IZ] lI. 3.9.

4.1.3, Teorema: Si q es isotrópica y dlm M > 2 cntonces 1a sucesión

es exacta.
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4.2. Epiyección de Ia nonna espinoxial sobre e] grupo de similitudes

consideraremos el caso dim tl = 4r + 2 pues, s6fo en este caso

la norma espinorial es un homomorfismo.

4.2.1. Teorema: si indice q>O y dimM=41:+2 entonces Ia norma

espinorial e' es epiyectiva.

Demostración: como dim M = 4r + 2 sabemos que 0' : I(q) - k*/N(A*(q) )

Y I : T -+ k* son homomorfismos.

sea 0,N (A* (q) ) G k*/N (A* (q) )

Sabemos que si índice q > O , es decir q isotrópica¿ enton-

ces existe sl0 en M con q(s)=o Aflrmo s€T,pues:

i) s es invertj-b1e ya que 
"-1 = o-1"

-1ii) sea x=v-w€121 p.d. sxs e**rl ,l

-'t -1sxs = svh¡s

Si s es 1.d. con v ó w , (supongamos que Io es con v),

entonces s = yv y .*"-' = 1q(v)ws-1 a 
\rl a o * r[ ,]

Si s es l.i. con v y w , entonces

"rr.-1 = (Bq(s,v) - .r"¡rs-1 = Bn(s,r)ws-1 - 'lr.ra-'

= Bn(s,v)r.-1 - v(Bn(s,w) - ws)s-1

= Bn(s,v).,s-l - en(s,w)vs-l + vw

= (Bn(s,v)w - Bn(s,w)v)"-1 * .r,



= (Bq(s,v)w

= B (s,v)Bqq

si o € I (q)

se tiene I
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- Bq(s,w) v)s-1 + (en(s,v)w - Bn(s,w)v) (-Bn(s,w) -1w) +

-'l+ Bq(s,v) Bq(s,w) q (w)

(s,w)-1q(w) + (B (s,v)w -- q Bq(s'w)v)

{s-1 - nn{.,r)-1r¡ e t + M1 
2j

luego s € T

Se tendrá l1s1 = "*" = q(s) = o

es tal que Ü'(r) = o , entonces por defini-ción

de 0'

0' 1o¡ = tr (s) (¡¡ (a* (q) ) ) * 0' (o) = oN (A* (q) )

Luego 0' es epiyectiva.

q.e.d.

4.3. Núcleo de Ia norna espinorial sobre e] grupo de sj-rnilitudcs

Corno de costumbre dim M = 4r + 2 -

4.3.1. Le¡na: [¡(q),¡(q)] c kero'

Demostraci6n: o e II(q),¡(s)] * o e o+(q) (Teorema 3. B. Cap II1.)

g e f+ c T+ tal que ú'(s) = o

Además por proposición 3.4. Cap IIr.

É^ e_
- 

¿ I ).¿l(s) : p1 p2 (k )

pero p1 y p2 pertenecen a N(A*(q)) . por teorema 3.4. Cap rr., luego
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), (s) € N(A*(q)) y así

0' (o) = 1(N(A+(s)))

luego o € kero'

4. 3. 2. Lema: kero ' = rr' (ker^ )

o € {r' (kertr) .+ 6 = tlr(t)

q.e.d.

Demostr.aci6n: con tr(t) = 1

+ 0'(o) = 1(N(A*(s)))

=r o € kerO,

Inversamente: o € ker6' .+ existe

Y rl.r' (s) = o

Si l(s) = N(0, + Bz) = (c¿ + Bz) (0 +

tonces s.=(\+Bz es ta1 que l(sl) = ),(s)

teker^.

s€T con ).(s) c N(A*(s))

gz) = (o + Bz)*(0 + Bz)

, luego: s = ts1 con

Bastará demostrar que t define t, , es decir ú'(t) = o

Como

o.i + ylyi =.*,*r, 1= t(o + 3z)x,x. (c( + 13")-1u-1 = t*.,*it 1

luego t define o y se tiene U'(t) = g

Luego Kero ' = i/r 
| (kertr )

q.e.d.
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1 i.r ,.-, -1, 1: r ¡ I sCc'(u,.t)'

entonces kerl = H

Demostración: Si t C ll cntonces existe s e 'l' tal qu€l

t = (1 + s*) 'ls I l; .

.j =r = ,- q ..r-,r.'..j .: I r s' , --'ro t ,-l-l .

p.d. t e ker). , cs '-:lccir ), (t) " I

¡ - 1 * -l(tr - 'r:ir .t) s"', (s,) 
,

Ai.ror.a cono " (s., ) - sf s., cnlioncirsi

-T -t * -1
=;' t-,1-',* '.,'i.,t - l l

Luego

l(t) - )'(s,) 'i(s., ) 5 r(t) = 1

+ t € ker)'

Inversamente

S € l<cr¡.= s*s = 1 + 5 + s*s ='': + l

=) (1 + s*)s = s + l

+ s = (1 + so)-l (s + 1)

+seH

.')
4,3.4. Teorema: Ker0, = (Iz(q)) , donde (I¿(q) ) indica eI subgrupo de

l(q) generado por cuadrados de similitudes'
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Demostración: i) p.d. kerO' C ( 12 (q) I

Como kero ' = ' (ker,\) = ,]r' (u) , donde Il es e1 ccniunto .lc l.l

proposición antcrior, Cebemos Ceincst rar:

Lir' (H) c ( 12 1q¡ I

sca 11 + s*)-l1t + s) € !l l, calculemos l.'((1 + 
"*)-1 

(l + s)) ,

para e Llo debenos calcul¿r

(1 + s*) I (1 + s)x1x.1t * 
")-1(1 

.1- s*)

.londe {xl, . , .nr*l es base de if .

Como

,\(1 + s)I(1 + s)-1 = 1- 11 'n 
"*) 

(1 + s)¡(1 r s1-1 = 1

sc tienen asi Las siguientes igualCades:

(1 + s*)-1 = (t + s)i(i + s)-1

-1 * l(l l:) (l r': )'(i -:r

(1 + s*) = l(1 + s) (1 + s) 1

de donde

(1 + s*)-1 1i +.) = 1t + s))(1 + s)-.1 1t + 
") = r(1 +.)-1 ('l u n)2

1t + s)-1(1 1 s*) = 1t + .)-1) (1 + s) (1 * n)-1 = (1 + s)2'(l + s)
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(1 + s*)-1(I + s)xlx. (t + s)-1 (t + s*) =

= tr(1 + 
")-1 

(l * .)2*.1*i(l + s)-2tr (l + s)

= ('t + s)2*.,*, {'t + ")-2

Si op€ »(q) es tal que qr'(1 + s) = op , entonces como ú'

es un homomorfisno

U'((1 + tl2l= of,=U'((1 * "*)-'(1 +s))€x2(q).

Luego

!r'(H) c (12(q))

ii) P.d. 12 (q) q re.o'

si o e L2 (q) entonces existe oO € I (q) taI que ,3 = . .

Luego existe 5€T ta1 que rl.,'(s) = ofr V ,¡'(s2) =o. SetieneasÍ

quc o provrenc dc un .'u T , u ao,n,,

\ ("2) = tr (s).\ (s) e k*2 q N (A* (q) )

luego:

luego

0'{o¡ = 1(N(A*(q) )) + o € kero'

Luego

Kero, = ( 12 (q) )

q.e.d-
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obtenemos eI siguiente teorema:

4.3.6. Teorema: Si di-mM=4r+2 e índice de q>O entonces 1a suce-

saon

i -(r2(s)) - x(q) u' , o*r",0* (q) ) * r

es exacta.

4. 3. 7. Observaciones :

1) Sabíamos que [:t,{l ,f (q)] = ( ,-to3) . Si nos restringimos a1 grupo or-

togonal entonces { p-1o2) '- <o2) = [o*(q),o'(q)l , y es un resultado co -

nocido que, si dimM>2 e índice de q>o entonces 1a sucesi6n

1- ¡s+1q),o+(q)I *o1q¡ 9¡*7¡*2- 1

es exacta -

Se tiene entonces: Si dimM=4r+2 e índice q>0 enton-

ces eI siguiente diagrama es conmutativo:

1* [o+(q),o+(q)] * o(q) a) k* ¡*r2 
-1 

1

1itü{J
I 

-> 
( o2 (q) ) 

-, 
I (q) L, k*,/N (A* (q) ) - l

2) Lo hecho hasta aquí ha sido para eI caso din 14 = 4r + 2 e índice

g > 0 , que es eL caso en que tenemos homomorfismo para la norma espino-

rial 0'

Sin embargo, si consideramos dirn M = 4r e índice q > 0 y

tomamos las similitudes propias tambi6n 0' es un homomorfismo.
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Paraencontrarelnúcleodeestehomomorfismo'sirevisamosel

caso anterior. sólo es necesario que tr sea un homomorfismo y es indepen-

diente a la dimensión de tt y además l(s2) e t*2: {A*{e))2 por lo tan-

to kerO'/X+ (q) = ( o2 (q) )

Se tiene así que la sucesion

t - (¡.2(q) ) *;+tql l&> rmc¡(!'/ir(q)) - i

es exacta.

sóto quedaria por ver- cuá1 es snq(E'/T'+ (q)) , se sospecha que

^* 
(q) / (¡* (.1) ) 

2
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