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INTRODUCCION

En [ 5] , Pomareda da algunas condiciones generales que permiten cons

truir abanicos parciales que definen planos de trasfaci6n de orden q2

(q potencia de un primo impar ) que admiten un grupo de homologías afines

de orden q + 1 , de manera que una de sus órbitas de componentes determina

un ré9u1o en PG(3,q)

En eI presente trabajo, consideramos eI caso q = 7 y siguiendo

Ia técnica desarrollada en [5] , probamos (capítulo 1I) el siguiente resul -

tado: "Existen salvo isomorfismo y/o derivaci6n simple o múItip1e, 4 planos

de traslaciones de orden 72 y núcleo cF(7) que admiten un grupo de ho -

mologías afines de orden 8, de manera que una de sus 6rbitas de componentes

define un régulo en PG(3,7) . uno de estos planos es e1 plano desarguesia-

no.

En eI Capítulo IIf describimos algr¡nas pxopiedades de 1os abanicos

que nos permitirán, en Ios Capítulos IV, Vr vI dar información acerca de

1os grupos de colineaciones de estos planos.
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En los dos casos se describe totalmente e1 grupo de colineaciones,

[., y plano IIa (Capítulo fv y vI). Estos grupos son pequeños (orden

y tienen, respectivamenLe 6 y 7 6rbitas sobre Z- .

EI caso II" es el más interesante en el sentido que admite un gruz-
po de homologías cíclicas de orden 64 y puede ser obtenido del plano desar-

guesiano, por med j,o de un reemplazo de un nido de régulos (Capítulo v).



CAPITULO I

ALGUNAS NOCIONES BASICAS SOBR.E PLANOS DE TRASIAC]ONES

DEFINICION 1.'1 . Un ptarlo finito de traslación Jl es un espacio vectorial

V de dimensi6n 2r (r > O) sobre r:n cuerpo E = GF(q) (q = P" , p pri

fro, e entero) junto con r¡na colecci6n S de su.bespacios de dimensión r ,

que tienen dos a dos intersección trivial y que cubren V La colección S

se ltama abanico y los elementos de S son 1as componentes de I] (o de

S). E] mayor cuerpo L con E C L sobre e1 cual cada elemento de S es

un L-subespacio se llama el núc1eo de II - El plano ll se dice de d.inensi6n

k sobre eI núcleo L si el espacio vectorial asociado es de dimensión

2k Un plano de traslación jl eon abanico S 1o anotamos por 11 (V,S) ó I1(S)

NOTA 1.2. Si ll(v,S) es u! plano de traslación entonces ll es un plano

afín, definiend.o 1os pL¡¡tos de Jt como los vectores de V y Ias rectas co

mo los subconjuntos {v+s7vev} para cada S€S

PROPoSICIoN 1-2. Sea S un abanico en urr plano de traslación JI Sean

R-,R^,R- tres elenentos distintos en S . Entor¡ces se puede escoqer unatz3
base de V ta1 que



R1 = {(0,0,..., o, y-r,yr, ..., y) / yi € cr(q) , i=1,...,r}

n, = {(x., ,x2, , xr, o,a, .,., a) / "ie sr(q) , í= 1,..., r}

na = {{x1,22, .,".,*1 ,*2,,.-,xr)/ x, €cF(q), i= 1,,.., r}

Más aún, si R¿ a S - {n., ,nr,nr} entonces

R4= {(x1 ....,xr, (xl ....,xr)M)/x. € c¡'(q) , í=1,..., ri

donde M es una matriz de r x r t no singular, con coeficientes en cF(q)

Finalmente si

Q= lzt,...t zrt @t, , zr)N/ z. €cr(q) , i= 1,..., r]

es otra componente de S,con Ne Gl(r.q) y M / N, entonces M-N

es no singular.

NOTACION 1.4. Anotaremos por X a1 vector (x.,, ..., xr) y por y a

(yl ,'..,yr) Por (x=0) a R1 ' por (Y=0) a R2, por (Y=x)

. R3 y por (Y = xM) . R4 De esta forma el abanico

S={(x=o), (y=o), (y = x¡{r) i=1....,st-1}

donde M, son matrices de r x r , no singulares y Mi - Mj no singular

víli.

Demoslraci6n de 1.3. seá {w .... v } una base de R v seá

{w., , ..., w.} base de Rl . Entonces {vl , . vr,r1 , .... *r} es una

base de V. Respecto a esta base, un vector (x1tx2, ..., xrty., ..., yr) e

a *., sí y s61o si x, =*2-..= *r=0.



también (x1,x2, ..., x.ry1 , ..., yr) € R2 sí y só1o sj- r-l = y2

-r

Afirmamos que si (x1,x2, ..., x.rylr ..., y.) e R, entonces

Q,,yr, ..., yr) es una función lineal de *1 , ..., xr. Para ello notemos

que si (*t, , xrtylt -., , yr\ y lxr,xrr .,. , xr,z1,z2, .. . t zr) es -

tán en R3, entonces (0,O, ..., O,yl - rj, -.., y. - zr) € R1ñ R3 = {O} ,

de donde yr= "i Vi = 1, ..., r . Luego (V.,, ..., yr) = f ((x1 . ..., x.))

Un argumento similar prueba que f es cF(q)-lineal biyectiva.

"" ","""::: ,.' . 

-:,-:;r-":'." 

"",:'-:,":..',"':"_,":".r."'"iij-íL. I ,-'J
entonces *3 es (Y = X)

Sea R, e S - {nr,nr,nr} entonces *4 es (v = xN) , para una

N . Por ú1timo si (Y = xR) I (Y = xS) son componentes decierta matriz

S entonces R - S es no singular, ya que si

v(R- S) = 0+vR=vS

+ (v,vR) = (v,vS) € (Y = xR) n (Y = xS) = {0}

NOTA '1 .5. E1 recíproco de (1.3) es también vátiao, es decir. si /ü es una

colecci6n de mat:rices de r x r con coeficientes en cF(q) tales que

r
lMl = s + 1

0,I € M , donde O es la matriz nula, I la matriz identidad.

(1)

(2)

(3) Si R,S e M, entonces R-S=O ó R-S es no singular.



Entonces podemos construir un plano de traslaci6n mediante ef aba-

nlco

S = itfx-rX^, ..., x ),(:| ¿ . *1'

u {(0,0, ..., o,y., ...,
¡

-.., x )M) /MeMr

v \ /v. € cF(q) .-t -f

, x. € cF (q) , i = 1, ..,, rj
I

i = I -1

DEFINICIoN 'l .6. Una colineaci6n de un plano de traslación 1I es una coli -

neaci6n del plano afin 1I , es decir, es una biyecci6n entre los puntos de

II y de 1as rectas de Ii que respeta 1a incidencia.

Con 1a notación de (1.4) el grupo

r = {r- ,- : (x,y) * (x,v) + (a,b),/ (a,b) e v}
á,b

es un grupo de colineaciones de iI llamado grupo de traslaciones de IT

si Aut(II) denota el grupo de todas las colineaciones de JL en-

tor¡ces se puede probar [:, cap. I] que Aut(lT) = GoT , donde 
"o 

es un sub

grupo de lL(2r,q) que fija aI abanico S , donde lL(2r,o") dénota a1 gru

po de tran sf ormac j-ones semi lineales de un espacio de di¡r 2r sobre cF(q)

G se 11ama eI complemento de traslaci6n de II y G- ñ GL(2r,q)
(,

se llama eI complemento de traslación ]ineal de II EI grupo T de tras -
,-

laciones de 1I es un p-grupo abeliano elemental de orden q'- .

NoTA 1.7. Si una colineaci6n q. de JI está en e1 complemento de traslación

de II , entonces c{, induce una permutación entre las componentes de IL

esto es, YM€S, (Y=xu)o€S



DEFINICION 1.8. Con la notación de (1.4) . e1 orden de II es qr , y II

se dice que es de dimensión r sobre cF(q)

Podemos extender el plano afín II a un plano proyectj-vo. Usaremos

la notación Z- para la recta en el infinito de II

Una @.Igg.Íg de JI es una homología del plano proyectlvo asociado,

esto es, una colineación que fija todos los puntos de una recta { y todas

1as rectas que pasan por un punto P 7 .L . La recta Z es el eje de la ho-

mología y e1 punto P es e1 centro.

NOTA 1.9. Con 1a notaci6n de (1.4), se puede probar que el grupo

es el grupo de homologías de eje y centro (0,O)

NoTA 'l .10. Si o es una homología de eje afín en un plano de traslaci6n

II , ya que eI grupo de traslaciones actúa transitivamence sobre los puntos

afines de II , podemos suponer que e1 eje de o, es una componente de II

DEFINICION 1 ,1'l . Si c! es una homología en eI complemento lineal de tras

lación de II , la componente que pasa por eI centro de q, se denomina el

coeje de cx, .

DEFINICION 1.12. Sea ) e1 espacio proyectivo de dimensi6n 3 sobre e1 cuer

po eF(q) Sean a.b.c tres rectas

de a pasa exacEamente una recta que

juntas de X . Por cualquier punto

. Ta1 recta es lla -

mada una transversal a a,b y c.Hay te q+1 transversales a

ñ={r,,r-,",,,[" o 
J 0€cF(s)]

aby c

cualquier trio de rectas distintas y as son mutuamente disjuntas. Sean



ar,br,cr tres transversales a a,b y c . E1 conjunto R de transversa -

les a a',b' y c' e1 cual incluye a las rectas a,b y c es indepen

diente de la elecci6n de a',b' y c' y se llama el régulo determinado

por a,b y c.

NOTA 1.13. Se puede probar que e1 mismo rágulo es determinado por cuales -

quiera tres de sus rectas, rnás aún, e1 conjunto de transversales a cualquier

trío de rectas de R es independiente de la particular elección de 1as tres

rectas de R y forma un r69u1o R' , llamado eI régulo opuesto a R .

DEFINICION 'l .i4. Sea X eI espacio proyectivo de d.im 3 sobre eI cuerpo

cf (q) Un abanico W en ) es un conjunto d.e q2 + 1 rectas de ) que

son tales que cada punto de X está sobre exactamente una recta de !f

,
OBSERVACION 1.15. Si JI es un plano de traslaci6n de orden q- definido

por un abanico S , entonces S determir¡a en X = PG(3,q) un abanico en

eL sentido de (1.14) .

DEFINICIoN 1.16. Sea S un abanico en , = PG(3,q) con 1a propiedad que

S contiene un conjunto de q - 1 régulos disjuntos. Entonces S tla ori -

gen a una clase de abanicos en I que incluye al mismo S y a Ios abani -

cos obtenidos de S r por reemplazo de cada régulo *i en cualquier subcon

junto de régulos disjuntos, por su régulo opuesto R: Nos referiremos a

cualesquiera de dos abanicos en esta clase como "obtenidos por reemplazorr.

OBSERVACION 1.17. Estudiaremos aquellos abanicos que satisfacen (1.16) y

que dan origen a pLanos de traslaciones de orden q2 = '12 los cuaLes admi-

ten grupos de homologías afines de orden B y cuyas 6rbitas no trivialés

6



sobre fos abanicos

guesiano Y de los

asociados son

planos de Ha1I.

ré9u1os. E ste

Estos Planos

es e1 caso del

son obtenidos

plano desar-

por reemplazo.



CAPITULO II

PI,ANOS DE TRASIACIONES DE ORDEN 49 QUE ADM]TEN

UN GRUPO DE HOMOLOGIAS DE ORDEN 8

OBSERVACIoN 2.1. En [5] Pomareda considera Ia s.iguiente situación greneral:

II un plano de traslación de orden q2 (S impar) cuyo núc1eo contiene a

Gp(g) si II admite un grupo de homologías c en e1 complemento lineal

de traslaci6n de orden 9 + I , con eje f( , de modo que una de sus c-órbi-

tas de componentes define un régulo en PG(3,q) entonces se tienen los si-

guientes re sultados :

(1) G es un grupo cíc1ico.

(2) Existe una coordenatización ta1 que los elementos de G tienen 1a

-I -MC hc -i
forma L --- I donde h es un no cuadrado fijo enL c r - MC_J

cF(q) , M es una matriz de 2 x 2 que define el eje de la homolo

gía y c = o ó c = (M + trr)-l , tr € cF(q) . ¡,rás aún se puede ete

fo 1lqir. M = l- _l y- Lh 0l

(3) Cada G-6rbita de conponentes de II define una red derivable, en



{4)

(s)

particular, si q es primo. cada G-órbita de componentes defino un

régulo en PG(3,q)

Usando la coordenatiz ación de (2), existen funciones f,g defini -

das en GF(q) tales que, para cada a € cF(q) 1a matriz
I o "-], . I determina una componente de n
Lt (al I (aL

Las funciones f y g de (4) satisfacen las siguientes condicio -

( i)

(v)

f es una biyecci6n en GF(q) .

(ii) f (x) = 1¡., para x=o, 1,-1 y f("-1)f(x) :h2 vxlo

(iii) q(o)=s(1) =s(-r)=o y e(*1) =-ifl+ vxla
(iv) {srx)[riy) + h] (y - 1) - s(y) [r(x) + tr] G - t)]2 +

+ 4(x - y)[f(x) - f (y)] (1 - *y)[n2 -f (x)f (y)] es un no cua-

drado en GF(S) , para cada x,y , * I y,y-1 en particular:

92(*) * r*f (") es un no cuadrad.o en cF(q) , v x,y ,

.-1x I YtY

La colecci6n de 1as G-6rbitas de Ias compónentes determinadas

I o ulpor -: , : , i definen un abanico parcial n
Lr (a,l I (a)l - o

si I1 y TI1 son planos de traslaciones construidas a par -

tir de [o y si en cada uno de e11os las G-6rbitas de com -

ponentes definen réqulos en PG(3,q) , entonces IT y I11

son obtenidos uno deI otro, por reemplazo.

Cualquier no cuadrado h e GE(q) puede ser usado para des -

cribir eI abanico parcial IIo , en el sentido que 1os planos

así construídos son isomorfos.

(vi)

9
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(ver [5] Teoremas (3.2), (3.3) , (3.4), (3.5) , (3.6) y (3.7)).

2-2. q= 7 .

IT un plano de traslaci6n de orden 49 e1 cual admite un grupo

de homologías c de orden 8 , una de cuyas 6rbitas de componentes define

un régu1o en PG(3,7) . Entonces por (2.1) c es un grupo cíclico y cada

c-órbita de componentes es una red derivable, y de aquí, cada G-órbita de-

fine un régu1o en PG(3,7) .

En lo que sigue, fijaremos el no cuadrado h = -1 en GF(7) .

PRoPoSICIoN 2.3. Existen exactamente 8 funciones f definidas en GF(7)

que satisfacen Ias condlciones de (2.1),

Demostraci6n: De 1as condiciones (i) , (ii) de (2.1). (5) ; nos basta definir

f (2) y f (3) Así, fQ\ e {2,3,4¡5} y entonces f (3) € {2,3,4,5} -

- {tQ),f (4)} - obtenemos de esa forma 8 funciones f 1as cuales están da-

das por:

El caso

f., (x) = 6x

f2(x) =3*5+4"4+3x2+3*
\12f3(x) =3x-+3x'+4x-+3x
E

f, (x) = 6"-

q?
f5 (x) = 4x" + 4x' + 5x

q¿1,2
f6(x)=x-+3x'+42'+4x-

54'.,2
f7 (x) = x- + 4x' + 4x- + 3x-

q412
f8(x) =x-+3x'+4x"+4x-

+x

+x

Estas expresiones se obtienen

del cuadrado de valores de 1as

f. (x) , aplicando Ia fórmula
I

de Lagrange.
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NOTA 2.4. Para a€ cF(7) . alO,sea R' el régu1o opuesto al régu1o

Ra definido por 1a G-6rbita de 1a componenre , = *L,0", o,f,ll . u".o"-
I o - u-l

ces Rl es Ia G-órbita de Ia componente v = Xl , .l de un planoa - L'+ ?+-"il
obtenido de 11 por reemplazo (de R por R')

- Para f1 (x) = 6x .

Primeramente si reemplazamos sola¡nente e1 régulo R2 por Ri obtenemos

un abanico parcial definido por Ia G-órbj-ta de las componentes

Io ul ] ^..---.-.--..I - I S" es una función que satisface 2.1.4.
Lf 2 

(a) s2 (a)..1

Igualmente si reemplazamos só1o R3 por Rj obtenemos Ias componentes

I o "-l
[r, r"r i.,",_l

Finalmente si reemplazamos tanto *2 como R¡ obtenemos

I o "-lt-l
lrn t"t sn t"l-l

si procedemos en igual forma con f 5(x) = 4x5 t- 4x3 + 5x

obtenemos consecuentemente

fo . I
Ltu iu rur..l

f o "-l I- o a -l

[.r,", ,t, r^l ' 1r.,", i, r",J

.'. Podemos quedarnos

(x)=4x5+4x3+5x.f (x) = 6r,

sólo con
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PROPOS]CION 2.5.

(a) Para f (x) = 6* existen dos funciones 9l , definiaas en GF(7) , que

satisfacen (2.1.5) y están dadas por

1 rl) 6 5 J 2
e;(x) =o Y 9)'(x) =6x r6x rx

(b) Para f (x) = 4*5 + 4x3 + 5x , existen dos funciones nl'' que satisfa

cen (2.1.5) dadas por

l2). 6 5 4 -3 2r 5x- r x'+ 5x- + lx - dx

t2\ 6 - 4 2q^(x)-x-5x+x'2

Demostración: (1) f (x) = 6, au. g una funci6n como en (2.1) , entonces

s(0) = q(1) = q(-1) = 0 y

-l o(x)q(x )-* vxl0xr (xl

Nos basta definir, en nuestro caso g(2) y g(3) con la condici6n

dada en (2.1), de donde obtenemos que s(2) € {0,1,-1} y g(3) e {a,2,-2}

Pero si verificamos 1a condici6n (2.1.5) nos quedamos solo con

o]tzr - o 
1

sl') t:r =o I

oll)tur =o 
I

sj')r.l = z I
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Aplicando la f6rmula de l,agrange obtenemos para

1

s- (x) = o
I

(1). -6 5 3 2y q^ (x, -bx +6x +x +x
¿

NOTA 2.6. Por medio de cálculos elementales, completamos en cada r.rno de los

casos anteriores los cuatro abanicos parciales definidos por 1os pares de

- (i)fL¡nciones f, y 9]-', L=1,2, )=1,2.para
L)

ffv) = ^v o(') (*) = o
"l

Este abanico está definido por eI conjunto de matrices

{l: ?l ",o€ cF(?)} , y es er abanico asociado ar ptano desarsuesiano.\L' )

En 1os otraos tres casos. solanente mostraremos las matrices que de-

finen 1as c-6rbitas de componentes diferentes de Ia G-6rbita de Ia componen

te x=0.

Caso 1: f(a) = 6.

-6 _ 5 3 2g(a) = t,a + ba + a + a

t: ;l E I l: ¡ t x É I tr il t; I

I I I X I f t t t i) [') [ x

P1
[s ..]

[o :-Jt^
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Este abanico está definido por Ias matrj [ ^ b -l
ces 

lo,' t",ol v, (a,rl-l '
a,b€GF(7),donde

ó.,{a.t¡ = uu(5b + 2b2 +6b3 + 5b4 * 5b5) * uu(6b * 3b2 + 4b3 + 5b4 + 6b5) +

*.41b * 2b2 + 2b3 + 3b4 + rb5¡ * u3 ga * za2 + 5b3 + 14 * ab5¡ *

+a2 1b + 4b2 +b3 + 3b4 + s¡5) + a(:u * ,b2 * 4b3 + 6b4 + 6b3¡ +6b

ü., ta,l¡ = b6(o * 3a + 5a2 + 6a3 + 2u4 + zu5¡ + b5 16 + 3a + 5a2 r 6u.3 + 2a4 +.5¡ +

+ b4q2^ + 5^2 + 5a3 +2a4+ 5.5¡ +¡3J1 + 5a + 2u2 + 2u3 + 2u4 * aut) *

+ b21t + 5a + a3 + 6a4 + 6"5) + b(" * 2^2 * 4u4¡ + a .

caso 2: f (a) = 4.5 + 4a3 + 5a

-6 _5 4 _3 ,2-5a +a +5a !Ja +4a

fo 2f lb 41 f¿ i fa 4-1 .7 5l li 3-l [a tl ts 21rrrrrL,^1.^1".1

o 3l [o s.l l-s sl [a 1-r ll el [r :-l l-s r-J [¿ 6l
t, 1l ls s_l l-s 6-l r! '_l lo z_l l_s 6-l l_, ,_l l-o ,-l

rste abanico i, esrá definido por las marrices fr,,i,o, ,f,rfl,ol]r' ) , ¿

a,b € cF (7) donde

q q '-5u3 *5^2 + a+4) +b4 16u6 * 6"5 * .4 r 5.3 * 4a2 + 2a\ +0., (a,r¡ = b- (2a' + 6a' {

+ b3ioa5 + 2u4 +2a3 + 5a + +¡ + tt21.6 + 5a5 + 6"4 + 5"3 + 3.2¡ +

+ b15.6 +.5 + 6a3 + 4a2 + 2a + 5)
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6 5 4 4"3 + 4u2 + 4a + 3) + b5 (.6 + 4^4 * 6"3 + -) +ürta,l) = b-(6a- + 2a- +

* bn(6ut + a5 + 2a4 + 6a3 + u'* uu * r¡ *

+ b3 i5a6 + 5"5 + 
"4 

+ 6.3 + 3a2 + a¡ +

* ¡2(u5 + 4a4 + 6u.3 + 5"2 + 6a + 3) +

+ b(5a6 + 2a4 + 4u3 + 4u2 +3a+6) +a

Caso 3: f (a) = 4a5 + 4a3 + 5^

642g(a) = a - 5a I a

lb ,t t. i,V,l [".-l la ?-l t: f 'a t ri ,
2 1J l+ z) l: r. t* rr Lf, ¿) L) .-] ls o- lz ,-l

foil ,tll [r:-1 5Ir1l'3r-sq--t,12 ls ,.r L, n) '.s ^) L, t.] L, ,-l t rl Lz 1

En este caso eL afanico §a está definido por las matrices

f""ldonde
ló. {a,ll U, {a,rl 

I

6 5 
' 5b' +b) +a5(b5 +b4 +2b3 +4b2 +6b) +or{a,l¡ =a(5b +b +(

+ a4 12y5 + 4b4 + 4b3 + 3b2 + 2b) +.3 12b3 + 6b2¡ +

*u2 14o5 +b4 +3b3 +5b2 +b) + a(3b5 + 2b4 + zb3 + 4b2 + 4b) +

+ 4b5 + 4b3 + 5b

5 6 t 
2b4 +4b3+ lyt2 +z) *.4 13bt + 5b5 + ro4 * 6ot + 5b) +ú3(a,b) = a'\4b- + 6b- +

* u3(2ou +b5 + 2b4 +5b3+¡¡2+¡) * u.'13b6 + 4b5 + 5b4 +4b3+¡) +

+ a14r6 + 2b5 + 3lr2 + l) + 6b6 + 5t4 + y2



C A P I T U L O III

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS ABANICOS

NOTA 3.1. Para facilitar 1os cálculos concernientes a grupos de colineaclo-

nes, podemos coord.enatizar 1os planos construídos en (11) de modo que eI

eje y coeje de las homoLagias de1 grupo G coincidan ahora con las compo-

nentes (v = 0) y (x = 0) re spectivamente.

definida por 1a matriz R , se transforma en una componente definida por la

matriz (r - RM)-'(* - *)

De esta manera obtenemos tres abanicos S., , Sz y S: con los que

trabaiaremos de aquí en adelante. Estos abanicos están definidos por las

matrices:

S,,

(r)
,t1 =tt: ll [l ?] l; ;) l, :l [: ;] [; 3) [: :] [r :]]

por medio de 1a transformación 1ineal o. = t+l*J , donde
_l-

M = ' I como en (rl) cada componenLe de los abanicos S, , S- y S
"- _-t oJ 1 2 - 1



1'1

_(1)
2

(1)
R:

-(1)

R(1)
5

l1)
R.

6

sll

'll=fio
lls

oll
,)l= lfo

I 13

rl)= f (,
I I 

j

;l): f (,
u2

3l)

sl)
( (o

tl.

:l)
((o

= t['

:l)t(o=u,

1l)

zl (s o) (a, :l
"l ln .l lo o)') \' ')

¿l fo :l ls o)z) la s) [z t)

sl 16 2\ ls olt) la a) l: a)

rl (a 4\ [: oJ,) ls e) l, 'J

l: ¿l la ¿lt. .l 1. ^ltr rl (r

(e rl [r 6l
fz rl ls a)

(e sl
l. ,.J

[;:]

[; :] [: :][:

la ol lr rl lt
l.+ z) l: sl ls

[1

I3

zl(za)lsrlho) [e :J l, nJ la

3l
la

l,

?l[?;][¿Í][:

:l[¿?][?i][:¿][;l(q= t[.

f (t- lt,

v

:l[3;][:

[:3]

¡l[t?][;3]
zl fs o) (t :lol lo s) l+ +l

S,

11

sl 15 s)
"1.^l

(2\
1

(2)
2

( )_\
R

3

(2\
R

4

"1')5

(2\
R'

6

:') (a ¿JltrJ 15 6)

zl l: sl
t) [o a)

[o oj

l0 0J

al [o :l {tz) 14 5) 12

sl (a zl (s

:.] [o r) l:
12 6l ts t\ (z

la ,J l, nJ la

ol
a)

ol
6)

[: ¿l 14 ¿l

f: t) l: a)

(6 rl lr ol
l, ,l lo ")

16 sl 1,, z]

(2 2l (e ol fo

[s z) [o a) l,

13 :l 12 ol lo
l.a z) lo z) l:
(6 6l 11 rl (s

fa z) l: s) [s

[¿l[:
[::][:

{t}

((¿

t[,

[i s][; ¿] [;
t6 ¡lt, ,t' -,

1l

6t
t) rli

4))
,)|

t2 . t4 5l t3 zl lz
f: a) lr 6., [b r] 

11



1B

S. [: s]

[fo 6t fr o] ls z) (z sl (s sl (z zl 16 ol ro rl)= tl, oJ lo ',J I' s) lz z) lz s) [s z) lo u) lo ,)¡

-;, ={ll il lz :l li !, lr ;l [: ^s r1 rl [; :] [: ':,1

.¿., ={[; t f: i] l2 :l [: :] 11 1) 11 :l [: ^s [l Í]]

(3)
n1

.j'' ={[: ;] [: 3] [; :] [t,] [¿ t] [; 3] [; 3] [: :j]

"i" {[: i] [3 i] [; s] l: sl lz , l; rl [: z) [l :]]

.j'' ={[¿ ?] [: 3] l; :] G ¿l [: ;] [; l] lt 3l [: :]]

OBSERVACION 3.2. Para cada i = 1,2,3 se tiene que

R€S. + -R€S.1a
1€S .

f

r,EMA 3.3. Sea S un abanico en un espacio vectorial V de dimensi6n 2r

sobre cF(p), (I] primo impar) tal que v R€ S + -p€ S

I € S entonces

Si existe una colineación n que transforme (x = 0) en (x = o)

y (Y=0) en (Y=r'N), N€S o bien que 1leve

Nl0

(Y= xN) en (x=0) y

(x=0) en (Y-0)
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entonces R+N€s, vR€s

Demostración: Supongamos (x = 0) -5 (x=0) para NeS

(v=o¡*\ (y= xN)

Supongamos tambián que (y = X)
C[ (Y = xP) P€S, PIN

Luego

, c.ierto A€ GL(r,q)

ReS ta1 queEntonces, \¡ M c S, existe

(Y = xR) -9-o iy = xtt¡

.'. A-rRA - (¡4 - N) rp - r.¡)-l

Como tambián -R€S, existe Q€S ta1 que

A-l(-R)A - (e - N) (p - N)-l

(1)

(2)

sumando (l) y (Z) se tiene que

-M+2N QeS .. M-2NCS VM€S (3)

y aplicando (3) reiteradamente y ya que (-2) es un generador de1 grupo

aditlvo de cr(p) , (p impar) se tiene que M+N€S, VM€S

Procediendo en igual forma. se prueba 1a segunda parte de1 1ema.

LE¡4A 3.4. Sea S un abanico en un espacio vectorial de dimensi6n 2r so-

bre GF(p) , p prj-mo impar.

Si existe colineaci6n ü tal que
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(Y : o) --g'-----: (Y = o)

(x=o) -3-* (y:xN), N€S, Nlov

o bien si

(Y = xN) - --------+- (x = o) , N € S , N I O

(Y = 0) -----------+ (x = o)

entonces (M'+N') 'e S, VM€S, MlO.

Demostración: Supongamos que exlste una colineación Ct de] primer tipo,

consideremos ahora S-1 = I*-1 / n e S] , enton""s S-1 es un abanico ya

que para todo R I T ¿ iT-1 - n-l¡ =-n-1(t - R)T-'l es invertj-b1e. Si

ll-1 es e1 plano asociad.o . S-1 , entonces 1a colineacj-ón inducida por o

transforma (X = O) en (X = O) e (y = O) en y = xr¡-l) Aplicando

ahora (3.3) se obtiene 10 pedido.

LE¡4A 3.5. Sea S un abanico en rrn plano de traslación 11 ta1 que

I€ S y R€ S+ -R€ S, entonces, sí existe una colineación a tal que

(x = o) -9- (y = xR)

(Y o) __-- iv = xS¡

,lentonces se tiene que , (R ' S) F S

qellgstr.llciéq: Supongamos que existe una ta1 colinealción cr, , supongamos

además que Ia imagen bajo 0, de 1a componente (Y = X) es Ia componente

/v = v¡¡\ .¡ c C
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Por 1a proposición 6lq, pág. 491] obtenemos que para cada Me S

existe N€S taI que

(r) lrn- nt-l- ,S - R) 
-lll(r - R) - (S - e¡ 

-11 -t = ,q-lNn

para cierta A € GL(2,q) (y recíprocamente) . Reemplazando N por (-N)

en (1), tenemos que existe L € S tal que

t2) lrl - nt-l - rs - R) 
-lll(r - R)-l - (s - R)-'l-'= o-'(-*)o

sumando (1) y (2) y simplificando tenemos:

-1(J) (L-R) +(M-R) =2(S-R) '

despejando L en (3) , tenemos entonces que la aplicación ta1 que

(4) M+L=n+[-(l¡-R) -] +zts-nl-ll -1

es una colineaclón de Ii

Esta colineación transforma (X = O) en (y = Xe) donde

1p = ; {n + S)

j. Q.S - 1,.+s)€S



CAPITULO

GRUPO DE COLINEACIONES DEL PLANO DEFINIDO POR 31

Sea G el grupo de homologías que mencioná-bamos en eI Capítuto II.

1a coordenatización realizada en (3.1) c es un grupo de homologías de

(Y=0) y coeje (x=0) y

NOTA 4.1. Las únicas matrices en 51 que tienen inverso multiplicativo en

S., son las corre spondiente s a1 r6gu1o definido por 1a 6rbita de Ia compo -

nente (Y = X)

Por

eje

PROPOSICION 4.2.

(1) EI único grupo de homologÍas de eje

grupo G

(2) El único grupo de homologías

(Y = 0) y coeje (X = 0) es ef

de eje (X : O) y coeje

denotaremos por H

22

{t+,i t-F,l} al que

(Y = 0)
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DCmOSEracaOn: ( t) 5a

entonces ü se puede

C¿ es una homologia de eje (y = O) y coeje (X = O)

representar en la forma

lnll
b = l--f-r] ' para cierta B e GL(2,71

v R e sl

\¡ R € s1 ,

'l loll , ae¡enos tener que 
I0.1 |.1

- fo ¿l rF - l. .l , tenemos que 
I.) \

( o 6lB =t I

l1 0J

llne s_ vR€-s_,,J' I

n rl[n ¿) lr rJ- 't - 'l t- _t a c6 oJ 1,3 2, lo 3, -"'r

( ii)

.=f'f^l .

Luego ¡ R€51,

y también ¡n € St ,

en particular, R = I - *,r-'€ 51 , nuevamente por (4.1) tenemos que

e € ( s)

Sea B 111

I

li) si * = ['
l. 1

pero escoglendo

., no puede ser

cierta A € GL(2,7)

entonces na€Sl vR€51 , en particular R=r=oaSt y tanüián

.o*o o-'c ArL(sl) cenemos que a-l e s.

-lA,A € 51 , por (4.1) tenemos que A €( g) , es decir ü, € G

(2) Si 13 es una homología de eje (X = O) y coeje (y = O) entonces

(¡ ¡l-2
" lt )l , enEonces B - , una contradiccíón.
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rE "l(iii) r - I: l' ; romando * = lY i] debemos rener que

[s sJ lo 4l - ^ r, "r,: . : ] es,, iu ] Í a s, -, finalmenle tampoco puede ser,, (,
I s slB= L" .l

CoRol-ARlo 4.3. No existe colineación cx. € Aut(ll1) que transforme (Y = 0)

en (x=0)

Demostraci6n: Resulta irunediatamente del hecho que si o es una colineaci6n

de [., que envía (Y = O) en (x = O) , entonces o-tao es un grupo de

homologías de eje (x = 0) y coeje (v = O) de orden B, 10 que contradice

(¿, ) ) \

PROPOSICION 4.4. Sea cl € Aut(lil) , entonces t fija 1a componente (X = 0)

si y sólo sj t fija (Y = 0)

Demostración: sea o € Aut(IIl) . supongamos que ct fija 1a componente

(X=O),ysupongamosque d, transforma (Y=O) en (Y= xN) , Ne Sl

Entonces por (3.3) debemos tener que R+Ne 51 vR€51

Probaremos que esta condición no puede darse. Como e1 grupo G fija

(x = 0) , (Y : 0) y actúa transitivamente en cada órbita, podemos conside-

rar sofamente cada uno de 1os siguientes casos:

r1 0. lo 4l(r) N - ^ ,l , \2\ ,t = l: :l , (3) N - l; :' tu t) [5 u) () ¿]

lt ¡, r 'r la, 2l\4) N= l] ',1 , (5) \= " : , t6) N= l: :l[r r,l l¿ r.] (u rJ



25

Caso (1): *= l,] 9l L o z)
(J l, ons-derar * = 

It oJ entonces

t, "lN+R= - Íl es
l) t) 1

caso(2), l.l=[9 ?), l,o 2t -fo 4] o.
rc \)) sea "=[t ,) ' 

t't +n-l: o] Ét,

caso (3), *=f! 1l ".. *-'o ol , N+p ro rl --(r ¿) sea "- 1., ,) ' t't + tt= 
le o) n t"

caso (4), *-[l ?l ..u p= ] 'l , N+R r' rr

11 rJ --- (1 3)' '=l; á] ut,

caso (5), n=fl 'l , I ¡' 2 6] *s
12 1) *-]', .) 't'i*n-la 2J '1

caso (6), * = [o zl t¿ )\ r' al , .
lu 3) *=[o r,J 'N*n-[o u,et,

Recíprocamente, supongamos que p es una colineaci6n de [., que

flja (Y = o) y transforma (x = 0) en (y = xN) , (N I O) entonces

por (3.4)

1n'+N')'e Sl YReSI , RIA (1)

Nuevamente veremos que esta situación no puede darse, por 10 que nos basta

considerar

,0. fl, ol lo 2, tn a) ,r 5r lr :l f+ ,l\ .t(u 1/ (5 o.] ]'., z) l, ,,] l: lJ .o 3tl

Si consideramos R = N en la re1aclón (1) debemos tener que

Ln c c

t l(q ¡) 'o 1r ,ñ .' r, a) (t ., ,, ll\ " s = Jlo ,l\,*.flo ;) l;.l l;;) l; ;l l; ;) (o s)t -, r.6 o))

.. N só1o puede ser 
[g A]
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Pero si

-1 -'t -1(R + N ) =

coRorARro 4.5.

(1) No existen en III ' elaciones de eje (x = 0) , ni elaciones de

eje (Y = o)

(2\ No existen en JIl ' homologías de eie (Y = o) y coeje (Y = xR) ,

R € 51 , tampoco existen homologías de eje (x = 0) v coeje (v = xs) r

S € 51 , S I O

Demostraci6n: (1) Irunediato de (4.4).

(2) si o, es una homología de eje (Y = o) y coeje (x = 0) y g

es una homología de eje (Y=o) y coeje (Y=xR). R€31 , entonces

por un teorema de André [¡], c.p. I.. existe en (o.B) una elación de eje

(v = O) que transforma (x = O) en (Y = YR) , 10 que contradice (4.4).

(a
* = [,

l0 3l

f4 4)

2) lo 4l
o) sea * = i, z) entonces

(o zl= [s ,)vt.'

o) 4.6. Sea o una colineaci6n de II., que fija

(4.4\ , o fija (Y=0)

A tB e GL(z ,7\ tales que

ESTABTLTZADoR DE (x =

(X = 0) , entonces por

Luego, existen

Ad.emás tenemos por (4.2.1) que G < Aut(ll1 ) , en particular

Sea d el subgrupo de GL(2r7) generado por A =

-1cr G0,

(z sl
[z 2)

=G

ces G=(t+» yentonces

, enton-

'= [.tH
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| -1IA
1l0 r

". 
B norn

PROPOSICION 4.7 . Se

normalizador en cI

*""(r,r)

donde ,=ln ol
11 4l

lo r )anvoLucron l, Ol

ol le ol '1 , o' -r-
-t I i=r----r___.-b CL=C
sji.o r.J lo lol

Demostraci6n : Calculando

G.

/ , r\
= (, - l1 l] ) .i"riro de orden B. EnLonce

\ l¿ ")/
de G se puede obtener como

(v) U¿(v) ,

a eI cent-ral-Lzador en CL\2, /) de C V 5

-1 -1que 5 gJ=C

directamente se tiene que

seI

es la

,., t2,r),U, - {[-i :] a,b c cF(7) , (a,b) I (o,o)]

y es un grupo ciclico de orden 16 x 3 = 48 generado por v = T.z ¿ donde

,, -- f' :l de or.ren r 6 ( z o'
(4 ¿) ' '= lo 2) de orden 'l '

Como aut(G) es un grupo de orden 4 se tiene que el índice de

ccL(2,7) (G) en 
"crtz,;) 

(c) es 1' 2 6 4'

rn r)Pero , = li o] normaliza G, pero no lo centraliza, con 1o cual

l*""(r,r,'e' ' t"r,r,r,'"'l 'l

por otra parte, en forma directa, se puede ver que no existe ae GL(2,7)

tal que ,-tg., = 93 o" allí, tampoco existe b e GLQ,1) ta1 que

b-1qb = 95 pues si así fuera. como á-1g.Á = s-1 , tendríamos
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-t-
l¿ 6l

" = [, +)
luego

^=[?

lut

;l

LEMA 4.8. Las únicas colineaciones de II., de fa forma o = ffi , nuru

SeG, son tales que A= I

la ol
" = [r |;.-J una ta1 corineaci6n, entoncesDemostración: Sea

se tiene que

'a lol G Iolfe lo)
o lsl - [o leJ[o I iJ

como o= t#"J€c.entonces B= lilqJ esunacorineaciany por4.22

lz :l= lo ,l entonces en

" = [.+.] 
una tal colineación como ,2 e c , por (4. 8)

Como o, es una colineación de [, se tiene que

I

2
LE¡¡A 4.9. Sea T = V

leloltorma 0= ----l- I .
IO ITJ

[., no hay colineación de la

Demostraci6n: Sea

se tiene que A2 = 1t

(1) si A=!I .

¡-1nT € s1 , vRe s1

en particular t'r € Sl contradicción.
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)(2) Si A-

A 'r € s v
I

= a t Al -r

det(A 'r) = 1

entonces det A =

debemos tener que

-1 . Como se tiene que

sl
4)' 5)'

4i
5)'

pero ninguna de las anteriores es de orden 2"

2(3) Sí A =-I , A es de orden 4 y detA='1 debemos tener que

-l -1o * 5, , pero det(A t) - -l y 5, no conLiene componentes derermina

das por. matrices de determinante -1 Con esto se compfeta 1a demostración.

(. tr)l-tL-f2 3)J
. It

l'3

ls
l4

-t - [ (¿

I l'2

COROIARIO 4.10. No hay en Ii., colineaciones de 1a forma

Demostración: Tnmeo-Lato de (4.9) ya que r3 = .

de homolo -

Zgías de centro en el or.igen y eje Z.o y Lo denotaremos por

LEMA 4.13. No existen en II1 colineaciones del tipo c =

k € z , ni tampoco de 1a forma í+--i--,- J que no

Io | ""^-"]generddo por C,H y Z .

(a I::-l:l ,Í.k+) |

lv)
sean 1as de1 subgrupo

^ [o]ol!¡ - l:-T--L .
[u v )

COROI-ARIO 4.11. No existen en [1 colineaciones de1 tipo ¡x =

ls I o I tc li impar, ni del tipo l"-É1 , ni del tipo l"-l--CI;Tll0 , v-.' "J I I ,".' J

DemosLración: lnmediato ya que '2t ,- c , ,6k c t

OBSERVACION 4.12. EL grupo cíclico de orden 6 descrito por

{t+f--q.i, r € GF(7)-} corresponde ar subsrupo d.e Aur(11, )((0 l^rl )

Demostración: Supongamos que (} = es una colineación de [.,
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2 2 2 2 _- 2
Como v = (2'r) =4f y T e G, tenemos que v =49

"- [++-,-| €Aut(II1),lueso ".= l^-1-"] 
eeut(Il1), vporertema

4.8 se tiene que 2A = lld , Iuego A = t4I y de aIIí

'= ['F+"o,]t+Ji|-j e<c,z'H» '

La segunda parte de1 lema es aná1oga a Ia primera, notando que

ALIA¡r'= 1Zr)'=2T , r'€c.

,^,!
CoRoLARIO 4.'14. No existen colineaciones de [1 de Ia forma 

" 
= l^ f-tu \

i entero, diferentes de aquellas en e1 grupo generado por G'H y z -

q

Demostración: lnmediato de 4.8 - 4.1.3. y del hecho que v- es también un

generador de (v) .

LEMA 4.15. sea Á € Ncr,(2,7) (d) 
: : 

= 
[? ;] enronces no hav colineacio-

nes de II1 de ra rorma . = 
[+-]-r, ] 

, A e cLQ,l) .

pemostración: sea ¡¡¿ = t+]-iJ , supongamos que G € Aut (ll 
1 
) como

t. I JJ

,12 = t+ por (4.2.2), o'a H , luego t2 = lt .

Caso 1: Si A=ff =tRó€S.,

contradicción.

Caso 2r si e2=r, A=tI , luego detA= -'l ,trazaA=O'

como a-l,l e S, y aet (a-14 )

- A-1á e sl n sr,(z,z) = 
{.[-o1

v R € St en particular tá € 51 -+ <-

;1,'[; lJ, '[; z),,[i ;]]
luego
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^-t, [(o ,l ', ol .2 sl ,lsa e ta^ -l,r o.l'[o -,J'[s s.]'ls

pero si en cada uno de los casos chequeamos con

-1que a MFS, 'l- contradicción.

caso 3: a2 = -r = A4 = r y det A = 1

1

Pero a-ls € Sl y aet a-1.ó = -1 'l- contradicción pues en S., no

hay matrices de determinante -1

1a forma

l,e ] oltorma tj = ---*-l
l.o I 5zl

,)

(o ¿lR: l" ,l

,_(1),ü _1r*2 t -n2

{R(1))0 _ R('1 )

53

vemos

sobre

R(1)
5

R( 
t)

4

[, de

de 1a

con B€ cL(2,7') , ze z.

Demostración: Inmediato de (4.15) 2k - Ir o 'l -ya que 't e G V k y o - | ",.i 
*

lo '-'^ )

€ Aur 0T1 )

LEMA 4.17. La transformaci6n lnducida por La matriz ct =

una colineación de Ii., , de orden 4 que produce 4 órbitas

¿- - {(o) ,(.")}

Demostración: Calculando directamente se tiene que

I,EMA

ma

4.18. I-a [tlr'lt--T*

,*(1))o
3

,o(l) ,o
6

(4.17) escolineaci6n cx, =

con A É GL(2,'7)[ol I
l--T-r5.1

la unlca de -[a tor-
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(lr¡2 = -a tenemos que por (4.8) e2 = tt

Caso l: A - '-L , como R{sT) L S, V R
t

= r¿r € 51 -l-

2
Caso 2: A = I ,

colineaci6n de 1r_ . Ya Cfuet- ^r = r7^ y

det A = -1 , debemos tener que

S, no contiene matrices de d,etermi-
I

A ,ÁT e -\ DeroI'

na¡te -1

2

Al:tI , entonces

det(A ',5r) = -1 y

Caso 3: A = -I , entonces A es de orden 4 y

,[; i),.1r;]]

detA=1

.'. A '.5r e S1 n sr,tz,z)

={.[o rl *1, ol
[ [-r o)' [o t)'

Iuego

si A=

-1A R,óT

o-' . f. l.1
I. 1.5

-l (z slsa o ='Lr n)

lo ¿l*= l, ,j ",
-1 (a slsi- A = rl. _lr)

'1

(i)

(ii)

:l)

, escogiendo

* = l'
L1

a S., tenemos que, escogiendo

' +l-

, o bien

se ve que

:l *ln
2J', -ls

s)
:l

(z :l
[: s) =

(t ,)

l¿, )l '.'. la única posibilidad -1es A es decir A =



TEOREMA 4.19. E] estabilizad.or de (Y = O) es un subgrupo de orden 27

rado por (e ,g,z,w\ y tiene 6 órbitas sobre Zoo de longitudes 1,

8,8, 16 y 16 re spect ivamente. A este grupo lo anotaremos por t

de (Y=0)

Además por (4.4) y (4.6) toda colineación de fl1 que fija (Y = O)

es de ra f orma 0 - fl-l con A , GL(2.'7\
[0 B.]

B € N^-,^ -. (C) por
\tL\¿, / )

'3 gene

1,

Demostración: Por (4,17) I : ( c,H,z,w) es un subgrupo del estabilizador

si es una co-(4.16) y (4.14) ,

i r neEcl.)n de I ,]

Por (4 . '1

impar, como v =

s6lo nos fal,ta verificar que

enLonces o e (c,H,Z,!.i)

la forma 0 =

o

.óT

,57

fA

t;

A

t;

6) si i es par, entonces no hay ta1 o . Supongamos

2T I nos basta comprobar que fas colineaciones de II.,

i impar son sóIo las de 6

6 ¿ut([l) , entonces como TSea CÚ =

-'lq con geG

:ii
S

2k+1 2k
=T T=gT=

A

0
2k+1

.óT

q
TA

l+
lo

_J

luego por (4. 1B) , cv,€E

TEOREMA 4.20. Toda coLineación de [1

a (Y = 0) ).

Demostración: Sea c(

fija a (x = 0) (y de (4.4 ) también

y supongamos que 0 trans -

por (4.3) .

una colineación de

(Y- XR) , donde Rl

tal que (Y = a)0 =

n.,

0forma (X = 0) en

sea s€Sl (y = XS) (por (4.4)) . Entonces

ln I ollr lol
l¡-f-,.llo ftl
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por (3.5)

1 _^
,(R I S) L 5.j

Como el estabilizador d.e (X = 0) tiene 4 6rbitas sobre 51 . Po-

demos suponer que R es alg:uno de 1os representantes de dichas 6rbitas

ie. podemos suponer que

(tt or lo 2l fo 4l ¡ 5ll*'tlo ,]' [t o]' l, ,.J' l, tl '

lo zlcaso l: n = ll -L entonces cal-culando directamente:t5 uj

r . . =JIo ,) fs sl [o tl\,('t5,) ^5',=1r-r o)'12 5J '[2.j ]
(o sl(i) t = l; ;] = -- no puede ser ya que en tal- caso como R,S están en

fa misma 6rbita bajo E , tendríamos que (x = 0) e (Y = O) estarían en

una misma órbita, 10 que contradice a (4.3).

Nos quedan sóro . 
I 
t,, 

J] - r,, 6 s =

Por otra parte. e1 subgrupo de E que fija a R =

y o transforma (Y = xS1 ) -} (Y = xs.l )

(Y= xsr) " (Y= xS;)

eltonces si o : 1' - 6¡ ' /v - wc \
',.,"1,

üo: (x=0) -+ (x= XR)

(Y= o1 - (Y=xS,)

(s sl

lz sJ

l'o 2

ls 0

I

.] 
está generado

donde si

entonces

(q zi
f: z)
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y por (3.5) nuevamente I tn * sil e S,] es decir

contradicci6n, argumento similar descarta , 32 -

a S., -l- ,,.'"

fo 4lcaso z: R = entonces l,* * S.) 'l S, = '-n y amoos están en Ia
IJ ¿)

misrna órbita bajo E

(o 4l
[: o]

fr sl l
Caso 3: n=ll : =(RtS_)nS_[r J,] ¿ | i

e1los está en la misna órbita bajo I

.. La única posjbi tjdad es - = [] Ii.o 1

lrnrs) a-s =((n ll f-r
2"' -r' -r 1[-, o]'lo

lo rl l-r ol
podemo_ desconrar a 

[_.] o-J 
, lo -,]

ma órbita que R bajo I

= {t: i] , [: i]] v cualquiera de

que R

I , "r, ""a. caso tenemos

il, [? ;], [1 i], [; :], [3 :]]

v 1 ^' ya qre esLán er 1a ni--
[r u./

lt ¿)(i) Si S = . ;l entonces la componente (Y = x) se transforma bajo
[J J)

c{, en alguna de 1as componentes de S, - {n,s} Examinando cada una

de las posibles imágenes bajo c[ de (Y = x) , todas eLlas nos condu

cen a contradicc ione s . Mostramos a continuación un par de casos, Ios

restantes se prueban usando arg\mentos similares:

- si (Y = x)0 = (x = o) entonces ü =

Ae GL(2,7) . pero en este caso

....G (.. ..fr 2)l - "¿^t - [" = "l' 'J.,l "''

_.. o (.. ..(s zll-Si (Y-X) - lY=X , entonces
I 15 5))

A€ GL(2,7) , pero entonces

para cierta

42
54

cierta
A

4

5

2

4
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1v = 2x)o = [" = "l.o ']L .
l.- - ^t: oJJ ' ",

Y así, se descarta eada una de las posibilidades .'. este caso no

puede darse.

(" .\(ii) S = l; :l tampoco puede darse, ya que e1 estabi-Iizad.or de (x = O) ,
[+ 5)

(y = o) e (y = x) rransrorma l, = *l,1 ¿)l [ (t ¡)l
r rr .)) en 

L" 
= '[n ,)) '

(iii) La única alternativa que nos queda es que 1v = o¡o = (Y = 2x) ie

^ (z ol"- lo z) '

Nuevanente al igual que en (i) , examinando cada posibilidad para

1V = X¡o , llegamos, por argumentos simÍlares a 1os usados en (i), a una

contradicción.

.'. No existe una ta1 colineaci6n

"' 
eI teorema sigue.

Tenemo s así eI siguiente

TEOREMA 4.21 . EL conplemento de traslaci6n lineal de1 plano [1 es eI gru

po generado por c,H,Z , de orden 21 .l y tiene 6 6rbitas sobre Z- de

longitudes 1 | 1 ,8 ,A ,16 ,16 .

Demostración: Inmediato de (4.19) y (4.2O1 .



CAPITUI,O

EL PIANO DEFINIDO POR S,
2

PRoPoslCIoN 5.1. El plano Í, posee un grupo de homotogías de eje (x = o)

y coeje (Y: 0) , cíclico de orden 24, e1 cual tiene 2 órbÍtas sobre

Q - lrv = n\ /v = nrL

Demostraci6n: Sea H el grupo generado por 10
01

directamente vemos que H es un grupo de

transforma

col"lneaciones de frZ

Calculando

. Además H

R(2) - R(2)12

(2) (2\
"2 -'3

t) \ (2\
y H fija a R4-' y a R5-'

NOTACION 5.2. Como en (4), sea

lt sl
fz 2) '

(2\ (2)R -R36

(2\ (2\
R. -R-

G e1 subgrupo de GL(2,7) generado por

37
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Así, " {[ffi] ;..i
Igualmente, sea ll el subgrupo de GL(2t-l) generado por f: :l(r a)

en esta forma:

'=ff¡'nr --l
r tó-1--'] n'*J

OBSERVACION 5.3. Las únicas matrices que definen componentes de S, que

tienen inversas que también definen componentes de S, son 1as s.iguientes:

,[, ol .-[o ,J.,1, tl . '. '.] ta t) ,ñ sl rr rl
(o rJ , r-r o), -lz 2t, t2 rJ , l, oJ , -[n 

nJ , -[r 6,

los cLales forman exactamente C U u

LEMA 5.4. (1) El único grupo de homologías de eje (v = 0) y coeje (x = 0)

es e1 grupo G .

(2) 11 único grupo de homologías de eje (x = 0) y coeje (Y = o) es el

grupo H

¡emostración: (1) ."- r = l++-l una honología de eje (Y = o) y coeje
IU L ÑJ

(X= O) , para cierto K€ cL(2,7)

Luego Rx€52 v R€52, en particular, K€52 También como

ü-1 es una colineación se tiene que K-1 € 52 , luego por (5.3)

re cull .

si Ks c, enLonces r-l.-{ll ?l ,h' -1'} pero si veririca-
tt" '.1 1." '))

mos cada posibilidad para K , vemos que escogiend" - = f: 1l . a, se
l, ')

tiene que ¡11 I 52 , una contradicción.
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[¡. o](2) sea B = 
[¡-1-i] 

una tal homolosía, L e cLQ,l\ por el mis-

mo argrmento anterior se tiene que L y 
"-' 

a SZ si L f I entonces

L € G - {t1} tqlr..ra^.nte veriflcando cada posible L y escogiendo
(a 4l -lR = l; ,l vemos que L 'R g 52
(c t )

PROPOSICIoN 5.5. Sea ü una colineación de II2 , entonces (I, fija a

(X = 0) sí y sóIo si ct. fija a (Y = O)

Demostraci6n: =) Supongamos que Ct es una cofineación de l, que trans

forma (X=O) en (Y=XN), I{€SZ y que además fija a (Y:O) En-

tonces por (3.3) se tiene

(l) (R'+N') €52. vR€S, rn particular R=N tenemos que

4N € 52 Apli-cando nuevamente (1) a 4N y siguiendo este proceso con

cluimos que IN € S, , V I € cF(7) pero una simpte inspección nos
4

muestra que ésto no es verdadero. Luego CI' debe también fijar a

(x = o)

€) Aplicando (3.4) y usando el mismo argu¡nento que en eI caso an-

terior.

COROLARIO 5.6. No existen elaciones de eje (X = O) , ni elaciones de eje

(Y = 0) en eI pldno 11^-2

OBSERVACION 5.7. El plano de trasLación rl2 admite un grupo de coli -

neaciones G = G x H e1 producto d.irecto de dos grupos cíclicos de orden

B con eje afin. nn estas condiciones a partir del teorema :-t <1e [2] , se

prueba
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(1) II^ es un plano de André2'

(2) f, se construye a partir del ptano desarguesiano por reemplazo de

un 8-nido de régulos 0

(3) Tl2 se construye del plano desarguesiano por reemplazo de un 8-ni-

do y de un cor¡junto de redes de André mutuamente dj-sjuntas.

Antes de dar una respuesta a cual de las alternativas anteriores

se verifica en nuestro caso, calculemos primeramente:

ESTABILIZADOR DE (X = 0) 5.8. Sea f eI estabilizador ¿q G en eI comple

mento 1ineal de traslaciones de ,

Entonces por (5.4) tenemos in¡nediatamente :

I,EMA 5.9. H y G son subgrupos nomales de f .

oBsERvAcroN 5.1o. sea o, € f entonces por (5.5) 
" = l+l+l , para cier-

tu I E.,

tas A,B e GL(2,'7) y ya que c <f , H <I se tiene

-1 -10, GCI'=G , o' liC=H

Iuego ". 
*c"(z,u 

) 
(G) , A € *""(z,z) (É)

A continuaci6n emrmeraremos una serie de resultad.os destinados a

determinar cuales A a r"r(r,r) (F) , , a *"r,r,r, ,", son tales que

lalo)o = lffil es una col ineación de II .(" | "./

PrjJoeramente tenemos. calculando dj-rectamente que :



^""(z,z) 
(G) = ( v,¿ 7'v.l = ,:v7 , rn8 = L2 = t)

"=[i :] ,, [? ¿]

LEMA 5. 12 -

A € Gl (2,7 )

fc, sí ael

(2) Nc e:;isten colineaciones cie It-2 de Ia forrra

- GL-,:,, =r,'-:'l-

Demostr:ación: (1) rgual a (4-B)-

,= [il'.] ,

\2) Por (1) , C2 e u y siguiendo argumento si¡r,ilar a (4-9) -

I-EILA 5-13. (1) No hay colineaciones de ia foIlr,a o = ["
lo

ol
ar 

I'arr nrn'lun

1 ir,Lpar A e GL \2 ,7 )

.2. \o r.-) colir-. aclones oe la ro:rrr¿. 
ig---:- pelo - ' C-,2,7)
t( l'l

,3) I\- nay col]nedclo:ies de o :o-rn- 
-l-j'

.,' ] 
r"rdld DY utt., ) .

r4) No nay col rnLc:lonós oa .lo :-.rl]a " : l
,nós oA .lo :.rla 

: fr] 
I r G

Demostración: (1) Ifl.necaato de (5.'l 2-2) ya que 1 es de orden 24.
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(2\

(3)

(4)

lnmediato de

2Como .ó = I
a (4.15)

De (3)

(5.12)

, por (5-12-1)¿ 2-A CIi Y

COROI,ARIO 5.'14. No hay colineaciones

A e GL(2 ,7)

Demostraci6n ¡ De (5.13.2),

siguiendo argumento simiiar

de Ia forma para i impar,

no hay colineaciones de la forma

impar .

se tiene que

1

No hay colineaciones de Ia forma

c € cL(2,-j) excepto 1as de ( c

(* t )

l-]il con m. c.d (j,48) =
l. lvl

De 5.12, no hay para j = 3r , r

LEMA 5.15.

[c) I

l--l-¿'

lell--f-*
(v

ni de 1a forma

, excepto las

Demostración:

COROLARIO 5.16. No hay colineaciones de fa forma

de (G x H,z)

Demostración: Inmediato de (5.15) y (5.14).

directamente tenemos

u2 = 4r2 , t2 € c . aplicando (5.12.1) slgue el- lema.

( 2\
1

(2)
R"2

R(2)
3

c[.

C',

-----)

(2\
R

4

(2\
R

5

(2)
R

6

---+

que

^(2)
4

^(2J*5

R(2)
1

A

PRoPosrcroN s'17' " = [+l+j derine una co]ineacrón de 2 '

Demostraci6n: Calculando

(2)
H

6

*3

(2)
R-2 -)



ll,2 , áv es de orden 12

y (áv) 2 = 3t . como tái6n i-',r.rl 2 c s2 :o-2 . s,
¡-14v e S, = det Ae {'t,2t4} ypor ( ) A normatiza

:. o I *'k-1 (ya que éstos tienen det -1 , 3 ó 5)

si A=wzK k=1,...,24 como ¡e-2eS-A€ Jw4, rro, r,u,
22 2A 34 40 46_w r!f I ltt tw ,w j . pero en cada uno de estos casos obtenemos que

A 'óv € S,2

r,uego A 7 *i , todo .i .

LEMA 5.18. tas únicas colineaciones de la forma

po generado por cxH, Z y o".

.'. A€ r*i, cierto i

como det A € 11 ,2,4j - i debe ser impar,

i inpar tal que e-1 (¿.r) € SZ obtenemos

- -7 1? 119,Ae lirw, y\], :rtÍ', rw J .

6t-- 6r_-Como w eH, v -€ c, la proposici6n sigue.

LEMA 5.19. Las únicas colineaciones de 1a forma

A € GL(2.7) son aquellas en (G x g,Z,a)

lel 'l
l-i * | son 1as del gru
l. ., vJ

calculando para A= rwi

i entero,

Demostración: Si

y aplicando (5.18) ,

€ aut([r) entonces o =

(5.I6) y (5.'14) se concluye.

43

Demostraci6n: Sea
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PROPOSICION 5.20. El estabifizador E

traslación lineal de 1T2 es el grupo

ne 5 órbitas sobre .¿ 

"" 
de longitudes

de (x : 0) en el complemento de

< c x H,z [)) de orden z1 . s y tie-

1 ,1 ,32,4,4.

E1 plano lI^ obtenido del plano desarguesiano por reemplazo de un nldo de

rágu1os.

DEFINICIoN 5.21. Sea q > 5 potencia de un primo impar. t = PG(3,q) e1

3 espacio proyectivo, f) un abanico regular (esto es, un abanico que deter

mina al plano desarguesiano.

un t - nldo N de rágulos de Q es una colección de t

r6gulos en Q tal que cada recta de Q está contenida en exactamente 0

ó 2 régulos de N. Por úItimo, e1 t - nido N se dice ree'nplazable

si existe un abanico parcial v de X que cubre los mismos puntos que N

y que no tenga componente en comú¡ con N .

E]. problema de1 reemplazo: sea o € G x H dada por o =

entonces lo : ¿ y o fija por 10 menos 3 subespacios mutuamente disjun-

tos sobre FG(7) , a saber; los subespacios de dimensi6n 2 determinados por

1as componenres de t, derinidas por ras matrices lf :], [1 ]], [f f]
entonces por [11 , todos los subespacios de dim 2 sobre GF(7) que son in

variantes bajo o son mutuamente disjuntos y definen un abanico regular.

Ta1 colección de subespacios están dad.os por
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f ," ". , ,. : t"
l."""'o' / 'o iu

"+¡ l)tu-o] J^, o."r , ,l

En efecto, si transformamos esta colección via p =

vemos que ésta se convierte en

l[,.*[o -Bill
l.t"'"l.B o.Jllo,sc6¡12¡

en donde reconocemos unas claramente aI plano desarguesiano.

l,^ seqún U obtene¡osCoordenatizando nuestro plano or.iginal
,^uabanjco S; deLerm'inado por fas matrices

[: :], [r :], [: :], [1 3] [; ',) lt :], [: ?] [? r]

[: i] [: :] [: ?] lt 1) [: ;] l: :l [; ^S l: 3]

[: ;] [: É] [l :] [3 ?] [¿ ¿] [: ¿] [¿ s] [; 3]

[: r] [i :] [l i] [l :] [; ;] [: 1] [: I [: ,]]

u ?l [: 2) [: | [: t] 11 ',) [; ',l lz:] [; 3]l

[; 3] 13 3l [r ;] [: ;] [; i] [; ;] [i 3] l; ,)

representar ahora como

y nuestro qrupo H .

e1 subgrupo de

como ef subgrupo

Nuestro grupo G se puede

l-rlo
gene rado por 

I -l*at , f
P [;;t

-(- .l --l

ll; ;l \ I) por t'¡_--[-r"]

GL (4 ,7 )

qenerado
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NoTA. En eI plano desaguesiano.

a 1a colecci6n de componentes

La reunión de estas N6

llamamos una red de André NA (6 € GF(7))

I(Y = XMI tales que M" = ó

, 6 € cF(7) . cubren todo eI plano desar-

Elijamos ahora una componente T de nuestro plano, que no sea una

componente del plano desarguesiano D por ejemplo. Ia componente T de-

lo 6ltermrnada por lo 6l

Entonces T es un subplano de Baer de 0

sea R- eJ- régu1o determinado por r en 0 , en nuestro caso,T-
R está determinado por
T-

[:

Ir

4l
z)'

rl
6)'

o)
oJ,

:)
a)'

fo r) lz
[e o]' l,
(e el (a

l, ol'lo

12 :) 14 ¿)1,.,1.,1,('

Entonces tenemos que

n ¡¡¡.1=Z L- 1,2,4,o
T 1'

R nN =A=R ñNT53

es declr, \ comparte 0 ó 2 componentes con cada red de André N6 de

, en tales condiciones, tenemos que la órbita de RT bajo G x H corres

ponde a un nido de r6gulos en 0. sean *i , í=1,..., I 1a órbita

de Rr bajo G x H entonces si en e1 plano desarguesiano, mantenemos 1os

ejes (x=0) , (Y=O) y Ias redes de Andrá aomunes N5 y N3, yreem

pfazamos cada uno de 1os r6gulos R. por sus opuestos, obtenemos nuestro
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nuestro plano iI

OBSERVACIoN. Estudiando nuestro plano original , desde este ú1tino punto de

vista, es decj-r, obtenido de1 plano desarguesianof es muy posible que poda-

nos obtener más informacidn respecto a1 grupo completo de colineaciones.

Este trabajo, esperamos realizarlo a continuación.



CAPITULO VI

GRUPO DE CO]-INEACIONES DET PI,ANO DEFINIDO POR S.
3

OBSERVACION 6.1. Las únicas matrices en S, que t.ienen universo multipli-

. lo rl lr o) lz sl Ís 5lcatavo en "3 son t 
[-, o,J ' t 

lo ,,J ' t |., ,) ' '1, sJ corre spondiente s

- ; -5--.- r. ,{o :l -{a ¿la G ademas cle tl I-[z ¿J'-[s oJ

(o :) -1 (4 ¿)'entoncesk=-l" [2 4) " 15 oJ

Con Ia misma notación defj,nida en (4) tenemos

PROPOSICION 6,2. (1) 11 único grupo de hornologías de eje (y = O) y coeje

(X = O) es e1 grupo c .

(2) E1 único grupo de homologías de eje (x = O) y coeje

(y = o) es i t+--l-$ ] que seguiremos denotando por H como en (4) .[[u tlJ]

Demo.stlaci6n: (2) Sea c! una homología de eje (Y = O) y coeje (X = O)

entonces . = [+] cierto Ae cLQ,l)

Como o es una colineación, o-'* a S, v R € 53 , en partj-cular

e € s:
48
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como ü | ¡ambián es colineación, o'- S:

.'. ,qcSj y A'FSl

"-f o 1i ,(t or t2 5 ;s 5l(u].0 ,'..i4 1li'' A = t [-, oJ, lo r], lz z)' lz sjj " ) [z ¿J' -ls o]l

caso. 1: si ^ 
t.1 i),, o =.-l-0, ¿] u ^ = l; :] escosiendo

lr sla-rseveorea'RqS-." [6 1) -

Caso 2: Si A = 1k 6 a = 1k-1 .o^o o2 debe ser una colineación. se

tiene a'R€S:
-)

(x = o)

Demostraci6n: Aná1ogo a (4.3) .

.'. I,as únicas Posibifidades son

v R pero escosiendo . = [¿ ?] , "" tiene que

A=tl , de donde (}efl

cÁr = " 
t 

una homologÍa de eje(r) "*. u - [ e.J

V R € 53 , en particular B € 33 Tambi6n RB

B-1 L53,Iuego si B9G entonces B -.-k,

* - ] ]' , aurl.*o, que en cada caso *g E S 
I-' 1.6 1)

Luego ne C Y c{,€G -

CoRoLARIo 6.3. No existe colineaci6n de [, que transforme (Y = 0) en

lY = O) entonces ng tr S:

'aq v R, en Particular-3

--,1 ' , pero si escooemos

PROPOSlCION 6.4 .

si y s6Lo si cr

sea ü € Aut(lir) entonces

fija (Y = o)

fija la componente (x = o)
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(*) [r o] (o sl fo s) fr sl fr ¿l {z ¿)

lo ,J'[n n)'1, o)'lu,J'[u ,J'[n a)

Demostración: Sea o, C Aut(n3) taI que 1x = O¡o = (X = O) y (y = 6¡0 =

= (Y = XN) , cierto Ne Sg , por (3.3) debemos tener que R + N€ 33

Y R e 33 procediendo en forma anáLoga a (4.4) podemos reducirnos solo a

Ios casos en que N es alguna de las siguientes:

pero si en cada uno de estos casos escogiendo R= N se ve que R+ NÉ53

I,uego, no hay tal colineación,

Recíprocamente, sea $ una colección de I13 que fija (v = 0) y

transforma (X=0) en (Y=XN). Nl0. Entonces por (3.4) se tiene

(R + N ') e S¡ , v R€ Sa . Nuevamente, nos basta considerar eI caso en

que N es una de las de 1*¡. si en cada uno de estos casos escoqemos

R = N , deberíamos tener que 4N € 53 , pero calculando en cada elecci6n

posible de N , vemos que esto uo ocurre.

,'. No hay taI B .

CoRoLARIo 6.5. (l) No existen en J13 elaciones de eje (x = 0) , ni ela -

ciones de eje (v = 0)

(2) No existen en TI3 homologías de eje (Y = 0) y coeje (Y = xR) ,

R€ S: , ni homologías de eje (X=0) y coeje (Y= xS) , S€S:,

sl0

Demostraci6n: (1) tnmediato de (6.4).

(2) Anátogo a (4.5).
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6.6. ESTABILIZADOR DE (X : 0) Análogamente a (4.6) si cr, es una coli-

neación de II- que fija (X = O) , entonces 0 fija (y = O) y de allÍ3-

hlo)
" = [oJ-rJ , A,B e GL(2,7) Y B normaliza G

De (4.1) tenemos que eI normaLizador de c en cr-(2,7) está ge-

nerado por " = f: ?l o o = l.9 ll donde v es un eremento de orden- l1 4) [1 0J

48 que genera eI centralizaaor de d y ,S es una invoLuci6n ta1 que

-1 '1

ó v.ó =v

LEMA 6.7. Las únicas colineaciones de n, de la forma

A€ GL(2,7) , S eE son tales que A = tI .

Demostración: Análogo a (4.8) .

lalo)a = l:--t-l con(u lsl

I.EMA 6.8. Sea r = "'= l1 ]l . *. hay colineaciones de [: de 1a forma
(4 ¿)

i|trJ, AecLe,T\

Caso l: si A=11 , nte53 v R€ 53, en particular 1T€53 -l-

contradicción.

caso 2r x2=t, Al!I , detA=-1 ytrazaA= o.

-1 -'rComo A Rr€S, V Re 53 , en part.icular A r€53 y como

det(A-11) = 1,1uego a-l'r e n., ,*2r*3

-1/i \ 
^ '- c n\¿,/át-LgLs

Demostración: S"" o = l.LL-9] una colineación de It^ , para A € cr(2,7).(u I r.l 3 -

como ,2 ad , por (6.?), »2 = xt .
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Pero como

(ii) si

^-' 
. fl? ^^), (x ¿], [i ?], [;

el único de estos de det - 1 y l-l.aza cero es I

. = [; i] tenemos que o-'*. = .[; 3] o., .

(iii) a-1.r e R. - 
^-, 

. 
{-[; ;], [; 

,) 
[;

eI único de los anteriores de icraza O y d.et -'l

nuevamente escosiendo - = 
[; Í] se tiene que

.', E1 caso a2 = r no puede ser.

1 centraliza c , gT ' es de orden 16.

-1A T€R2 entonces

.. NO nay cal cotJ.neacron.

1l)

{a e}

lr :.J
pero escogiendo

s)
e)'

2
Caso 3: A =-I entonces A es de orden 4 y detA=1 escogiend.o

fl ¿) -1-=t; ?j , u"o. tenerse que A'nr€53,pero det(A-lnt) = 5 yen S,

no hay matrices de det 5

(z ,ll
[1 o.]l

-1 _ -(1- - 
[o

gQ

esA

A-1R,

s)
e.J ' ruto

coRoLARro 6.9. No hay corineaciones de IIa de ta forma 
[¡-r"1 , 

""r"
A € Gr,(2,7)

Demostración: Inmediato de (6.8) y. qo" .rr3 = a .

COROIARIO 6.10. No existen en fi3 colineaciones del tipo

impar, A€ GL(2,7) . Nj- rampoco del ripo f-"-]- t I

fe I ol

t;T¡] 
,



(c o )l__.-L-| 6k+3 |

fo \t )

Demostración: Análogo a (4.11).

OBSERVACToN 6. 11 . Nuevamente er subsrupo , = {[f+^ j l € GF (7) e§

e1 subgrupo de Aut(]13) correspondiente a homoloqías de centro el origen

y eje {.o

LEMA 6.12. No existen en 11- colineaciones del tipo

k e z, , A € GL(2,7) , ni tampoco de 1a forma 3 =

sean aquellas en el subgrupo generado por G,L1 y z

Demostración: Análoqo a (4.13).

coRoLARrO 6. 13.

Para Le ,

por G,H Y Z

Demostración: lgual que l+. 14, .

No existen colineaciones de It, de la forma " = i=--"-lfo v )

A e cLQ,1) , excepto de aquellas en e] subgrupo generado

LEMA 6.14. No existen coli-neaciones de

n L s!\zrl/ .

fe , ol
[..¡ de Ia forma 0 - l.01-j] ,p.-

suponqamos que o, = 
[h]-n^ ] 

. Aut (II3) ' como 'Á2 = I , por

^='r - -\trq contradicción.

=I, Al!a Entonces detA=-1 , trazaA= o

Demostracron:

Caso 1 : Si

tal o lI I 6k+21 '
lo 1." )
0l

-l.o:ueno
6k+4 | -

)

2
Caso 2: A
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como A-1á e S, y det(a-14) = I I debemos tener que

4-1ó € R,, uR2 uR3

(i) 4-1a € R1 entonces

"-' . {.[; :], [? ¿], [; ;], t; ;]i
-', o-'=.[? l] u "-,=.[3 l] ,"".orru,,u" .=[: ;] tenemos

qr" n-1n6 g Sa

- " o-' = .[J :] escoeer . = [¿ ?] y a-1n¿ s S,

- " o-' ='[i , escoser 
" = [l 1] , o o-,* u., .

... ¡_la F R1 .

(ii) si a-11 e R, entonces

^-' . {'[; :]. t: ;1, () á1, t3 3l]

pero ninguno de éstos es de traza O .

(iii) ¿-1á € R3 entonces

^-'.{,[; t,[:;],[s N,[r ;]]

y ninguno de ellos tiene traza O .

.'. A no puede ser de ord.en 2.
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caso3:si lr2:-l , entonces A es de orden 4 y detA:1, entonces
'' ol aS , vemos quee-lR5 e S¡ v Rcs3, pero sl escogemos *= 
[, 1t 3

-1det(A 'R,ó) = 5 y Sa no contiene matrices de determinante 5'

Lo que concluye 1a demostración.

COROLARIO 6.15. No existen colineaciones de [, de 1a forma Cl =

K - 4 , A L sr-\¿, // ,

z€2, B € GL(2,7) .

5 órbitas so-

l l) 0,(*i )

._(3),cr.(*4 )

. (3).(I(n2 )

(3) cx(Rs )

,_(3),c, _ -(3)\^j t - ,.2

,--(3),cr -(3){K_ .¡ - Á-
brl

_(3)
- ril

_ (3)
5

LEMA 6. 17. La colineación

A E GL\2 ,7 )

Demostración: Sea o =

tenemos Por (6.2) ,

or de (6. 16)

colineaclón de 11, Como (,st\2 = -l

también ya que .át f S, , A I lr

es Ia única de la forma

2
Caso 1: A =

A 'Rór € S,
J

ni tampoco d.e ra rorma U = ffiJ , 
""t

Demostración: Aná1ogo a (4.16) .

LEMA 6.'l 6. La transformaci6n determinada por 1a matriz c¿ =

induce una colineación de orden 4 de lla y ( c,l) produce

bre L - i(O) ,("")]

Demostración: Calculando dlrectamente, se tiene que

(3)
1

(3)
4

I, AlxI . Entonces detA= -1 , lraza a=0 y

I ¿) -:r(e-,Mt) = 5v R€S¡, pues escogjendo *= 
[, ,.J "a-r, 

o.

0
,JT

2
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, Sa no contiene matrices de det 5

Caso 2: 12 = -t. Entonces A es de orden 4 y det A = 1 .

como A-1.ór € S, y det (a-1¡-r) = I

= A-r.ót e n,(3) u nj3) u *{et

(i) 
""" o-1¿. e *j3) entonces

o-, . f=[n 6) _lt 4] ,(u s). .la ,rl\^ - l-tn rJ'-lo ¿.,1'"ts ,J,=[, 4)J

d.e Ias anteriores, solo a[¿ ^S es de orden 4 y en tal caso escogiendo

l't t\- = ll fJ , ""."= que e-1ut f s, .

(ii) e '¡r € nl'

o-r = /*lr 
s) (2 r'l ls r). -[r ,.]\

t |.s u,]''|., r,]''[u o.]''[o '')J

De Ias anteriores, (z r)

lr cr 
sóIo 't' s) es de orden 4' pero en tal caso escogien-

do . = [¿ ij . a, tenenos que a-1nat f s. -

-1 /?) 
entonces(iii) a lr€nr-

o-,. f.|.1 u]. .lr n). ln sl .ft 3l\' - [-[r s)' 'ls z), -ls :J' -[¡ 2)J

pe.o si A-1 es crialquiera de .[3 ;J. .[Í :], ,[: ;J escosiendo

It ¿i- = l; tJ , ""*"" que a-1nat F s,
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(z :l 5.'. Solamente nos quedamos con e1 caso A = 
[] SJ = -S, y

TEORIMA 6.18. E1 ."¡u5i1ir¿¿e¡ I de (x - 0) en el complemento de tras-

laclones de i-la es de orden z7 z y está generado por G ' H I z

y v , donde V es eI subgrupo generado por la colineaci6n ü de (6'16)'

edemás, tiene 7 órbitas sobre Z.o de longitudes 1,1' a, 16, a,

8. B respe ctivamente.

Demostración: Aná1oga a (4.19) .

TEoREMA 6.19. Toda coLineación de [a fija a (x = 0) (v por (6.4) tam -

bien a (Y = O) )

Demostración: sea ci una colineación de IIa y supongamos que (x = o)o =

= (y= xR) , cierto * aSa , Rla entonces por (6.3) hay S€53,

tal que (v = 0)0 = (Y = XS)

Entonces Por (3.5) . se tiene que

1^
;(R+s) c5,

Nos basta considerar e1 caso en que R es un representante de 1as

órbitas del estabilizador de (x = o) en S.

Esto es: basta considerar fos casos

.. {[l ?], [: ;], t: ?1, [l i], [i :]]
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lr ol
Caso l: R = L^ -l

[u t )
I

calculamos entonces los S € 53 taLes que 7(R + S) e 5, y obte-

[ -t o )
nemos solamente ef valor S = l-^ ". I pero en esta situación, R y S

I U -IJ

están en fa misma órbita del estabil-izador de (x = 0) , con 10 cual ten -

dríamos que (x = O) e (Y = O) están en una misma órbita, 10 que contra

dice a (6.3) .

. = [? ;] entonces ]tn + s.r ' t. = {[3 :], t:
(o 2))- "litr ") )

bajo e1

I
R

Caso 2:

pero cualquiera d.e los anteriores está en Ia mi sma 6rbita que

estabilizador de (x = 0) Siguiendo e} mismo argumento que en e1 caso an

terior obtenemos una contradicci6n.

. rr sr 116 ,l = -o\ v esrá encaso l: *=[u i] ""t".,..= ,(R + 5r) 3=il, o, - -"/ v ÉsLo c¡'¡

la misma órbita que R bajo I . Nuevamente una contradicci6n'

easo 4:

terior.

Caso 5¡

n' = ll il , |i* * 5-.¡ € s3 = {-R} nuevamente isual a1 caso an-
1,5 t) , r

() ¿) l* = t'r, :l , 7(B + S,) e S, - -Rl

una contradicción.

No existe tal colineación y el teorema sigue'

TEOREMA 6.20. E1 complemento de traslación 1inea1 de [a es e1 grupo I

de orden 2/.3 y tiene 7 órbitas sobre Zoo de longitudes 1,1.8,16,8?'j l'

Demostracidn: Irrmedi.ato de (6.19) y (6.18)'



B I B ! I OG RAF I A

tr] Johnson, N.L., Translation pla¡es of order ,' that admit q +'1

ela:ions, ceometriae Dedicata 15 (1984) , 329-337.

lZl Johnso¡, N.1,. and Pomareda, R., Andrá planes and Nest of reguli, sub-

miiied to Geom. Ded.

t:] Luneburg, H., Tra¡lslation planes, SPringer verlag 1980, New York,

Beriin, Heidelberg.

t¿l Maduran, D.M., Ma-.rix representation of translation ptanes, Geometriae

Dedicata 4 (1975) , 4A5-492.

I S] Pomareda, R., Translation planes of odd order that adnit a homology

group of order q + 1 . submitted to Geom. Ded. (1987).

59


