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RESUMEN

En esta tesis consideramos formas cuspidales de Jacobi de peso k, fndice m y caracter de Dirichlet
x sobre el grupo [y (N) x Z2, con expansion de Fourier

fln)= 3 dnn)d, 4 =€ g, = e
n,rel
Amn>re
Luego definimos la torcedura de esta serie por un caracter primitivo de Dirichlet ¢,
Fy(rz)= 3 win)e(n,)aral.
n,rci

Amn>rZ

Demostramos que tal funcién se puede representar por la suma finita de series

2ma-1 00 5
fudn, z) = Z (Z e, (D)qqf_)/ilm) ( Z @ /4mq:>.

=0 D=1 res
r=rg {(2meex)

Posteriormente definimos el sistema de 2mao series de Dirichlet

=]
dro (D
Lrn (f’%st ‘9) = %;_) ' 0 < < 2me—1
D=1

donde o es el conductor de v, y para cada una de ellas asociamos las funciones A
Ay ve2 (s 8) = (QmU'\/N)Sf V2031 (8) Ly (fpr 5)-

Por otro lado, definimos un cierto operador Wz “de tipo Fricke” que transforma la funcién f(7, z)
en otra forma de Jacobi que denotamos g(7, z).

Con todo esto, nuestro resultado principal es el siguiente:

Teorema Sean m, k, N enteros positivos. Sea f € Ji'0 P (To(N) x Z2) tal que

Gyt az) = (V@R kemvet (- Z)p, (- L 2)

Na?r' T
Entonces para cualquier ¢ caracter primitivo de Dirichlet de conductor o con {a, N) = 1 se tiene que:

(i) Las series A, naz(fy:8) ¥ Argva2(gg: ) para O < mg < 2ma — 1 admiten una extension
analitica a todo el plano complejo.

(ii) Estas series son acotadas sobre cualquier franja vertical.

(iii) Paracadaa = 0,1,...,2ma — 1 se verifica la ecuacién funcional

2ma—1 aro Doy 1/2 & 1
ZO 8(— 2n‘),(})AT”’Na2(f¢’S) = (W) 1 ‘OybAafoﬂ (qu"fk— 35— 5),
ro=

donde Cy = x(a)W(—N) C;—i y 4y, % son las sumas de Gauss asociadas a ¢ y 1 respectivamente.
¥
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ABSTRACT

In this thesis we consider Jacobi cusp forms of weight k, index m with Dirichlet character x on the
group I'g(N) x Z?, with a Fourier development

fna)= D cnn)dlel, ¢ =™ g, ="
,TEZ
-1:m§r2

Then, we define the twist of this serie by a primitive Dirichlet character 1,
folmz)= D p(n)e(n,r)qlql.
n,re

Amn»r?

We prove that this function can be represented by a finite sum of series

2mao—1 [eS]
foln2)= ) (de(D)qf/“m)( > Qf"‘”‘QZ).

ro=0 D=1 reZ

r=rg (2ma)

Later, we define a system of 2ma Dirichlet series

oo
d (D
Lro(fu,8) = —% , 0 <2ma—1
D=1

where «r is the conductor of ¢, and for all of them we associate the functions A
Arg Na2(fys8) = (2nﬁa\/ﬁ)s—1/2ﬂ'_sr(5) Lyy(fy8)-

On the other hand, we define a certain operator Whyaz of “Fricke-type” which transforms the func-
tion f(7, z) in other Jacobi form which we’ll denote g(7, 2).

With this, our main result is the following:

Theorem Let m, k, N positive integers. Let [ € J'F (To(NV) x Z?) such that

2
/ —k mNo? Z 1 z
Cog(r,z) = (VNaPr) *eme? (= Z) fo (= oz 7)-
Then for any v primitive Dirichlet character of conductor « with (<, N') = 1 one gets:

(i) The series A, nva2(fy, 5) and Ay va2 (g—w, s) for 0 < rg < 2ma — 1 allow an analytic extension
on the whole complex plane.

(ii) These series are bounded on any vertical strip.

(iii) Forany o = 0,1,...,2ma — 1 these series verify the functional equation
2ma—1
e GTO)A ; =(2T_a)1/2.k(vA ( . 7'];)
Tuzzzo E( 2mao ro,Na? (f‘¢‘7 5:) \/N UGy Ny Na? gg’ s 5 )

where €, = x(a)y(-N )Z—’i and ¥y, 4 are the Gauss sums associated to 1 and 1, respectively.
(]
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Capitulo 1

Introduccion

Aligual que muchos otros conceptos y definiciones dentro de las Matemdticas, las formas modulares
no son un caso excepcional en cuanto a su génesis, sintesis, sistematizacion y generalizacion.

Sus origenes se remontan a la segunda década del siglo XIX con los trabajos de Jacobi y Abel en
conexidén con la teoria de funciones elipticas. En este perfodo de 1a historia se pueden encontrar casos
particulares de lo que ahora es nuestro objeto de estudio. Posteriormente, hacia fines del siglo XIX, con
Klein y Poincare se sentaron las bases de lo que hoy conocemos como formas automorfas y formas
modulares.

Desde entonces las formas modulares han sido objeto de profundos estudios y han aparecido muilti-
ples relaciones entre éstas y otras dreas de las Matemdticas. Podemos mencionar, por ejemplo, relaciones
con varios problemas en la teoria de nimeros elemental, con las funciones elipticas, con las formas
cuadraticas, con representaciones de grupos, con la geometria algebraica y con la Fisica Matematica,
entre otras.

Actuaimente las generalizaciones y analogias que han devenido y derivado del concepto clésico de
forma modular muestran Ja vitalidad de las ideas primitivas y la importancia de su estudio particular y

general. Entre estas generalizaciones podemos citar a las formas de Siegel, formas de Maass, formas de



Hilbert y las formas de Jacobi. Son estas tltimas en las que centraremos nuestro trabajo de tesis.

Las formas de Jacobi fueron estudiadas sistemdticamente por Eichler y Zagier en [3). Son, a grosso
modo, un cruce entre funciones elipticas y formas modulares en una variable (ver [3], p.1). Ejemplos
clasicos de este tipo de funciones son las series Theta, la funcién g de Weierstrass y los coeficientes
de Fourier para formas modulares de Siegel de grado 2. Hoy en dia es posible cncontrar las formas de
Jacobi en trabajos relativos al estudio de los Agujeros Negros!, entre otros campos de la Fisica moderna.

Por otro lado, las formas modulares sobre el grupo SLo(7Z) estdn conectadas, sorprendentemente,
con ciertas series de Dirichlet. Esta relacion fue dada explicitamente por Hecke en [6] y establece que

2minT

=]
una serie de Fourier f(r) = Z ane corresponde a una forma modular sobre SL4(Z) si y sélo si
n=1

la serie de Dirichlet L(s) = i %" satisface ciertas propiedades analiticas (continuacién meromorfa
n=1

y ecuacion funcional). En general, una equivalencia entre formas modulares y series de Dirichlet es

llamada Teorema Converso (ver por ejemplo [7], [9]). El teorema converso de Hecke fue generaliza-

do por Weil en [10] para las formas modulares sobre los subgrupos de congruencia I'g(N). Para su

demostracion Weil utilizé la prueba de Hecke y formas modulares “torcidas”por ciertos caracteres de

Dirichlet.

Con el advenimiento de las formas de Jacobi ha sido natural tratar de extender los resultados cono-
cidos sobre las formas modulares a este nuevo objeto. El simil del teorema converso de Hecke para las
formas de Jacobi sobre SLy(Z) x Z? fue dado por Martin en [8]. Un teorema converso andlogo al de
Weil en el contexto de las formas de Jacobi aiin no se conoce. En este trabajo se obtiene un resultado
parcial en esta direccién, ya que probamos que las series de Dirichlet asociadas a las formas de Jacobi
sobre T'g(N) x Z2 satisfacen propiedades analiticas anédlogas a las observadas en el teorema converso
de Weil.

El siguiente esquema resume la analogfa que queremos empezar a desarrollar con este trabajo de

tesis y muestra la pregunta que eventualmente deseamos responder

Uhitp:/farxiv.org/PS _cache/hep-th/pdf/0603/0603066v2.pdf



formas modulares formas de Jacobi
teorema converso de Hecke teorema converso de Martin
sobre SLs(7Z), 1936 sobre SLo(Z) x 72,1996

teorema converso de Weil 9
sobre I'g(N), 1967 -

En esta tesis probamos una de las dos implicaciones que el teorema converso faltante en este diagra-

ma debiera poseer.

1.1. Breve historia de los Teoremas Conversos en formas modu-
lares elipticas

En esta seccién haremos una breve introduccion histérica para comprender el contexto global en
que se desarrolla el problema de esta tesis. Como explicamos anteriormente, todo teorema converso
considerado acd es una implicacién doble que relaciona formas modulares o formas de Jacobi (definidas
por una serie de Fourier) y una o mds series de Dirichlet.

En lo que sigue describiremos con exactitud una de las implicaciones, en la direccién que nos intere-
sa, para cada uno de los teoremas conversos de Hecke, Weil y Martin. Mostraremos cada implicacion

recalcando sus resultados obtenidos, con el fin de direccionar y anticipar nuestro trabajo.

Cualquier forma modular eliptica f(7) sobre el grupo S L,(Z) tiene una expansién de Fourier de la

forma

oc
firy=) anlly B =e",
n=0



y por lo tanto es natural asociarle la serie de Dirichlet

L{f,s) = i aan 2,

n=1

Reciprocamente, cualquier serie como la anterior define una serie de Fourier. Si bien en muchos
casos esta Ultima representa una funcién holomorfa sobre % = {z € C : Im(z) > 0}, no es nece-
sariamente una forma modular. En 1936 Erich Hecke demostré que si f(7) es una forma modular sobre
SLy(Z) entonces la serie de Dirichlet asociada a ella satisface ciertas propiedades analiticas. Ademads
establecio las condiciones que debia satisfacer una serie de Dirichlet para que la serie de Fourier corre-
spondiente fuese una forma modular sobre 5L;(Z).

Recordemos que una forma modular eliptica de peso k > 0y condicién de multiplicador C = =1

1

para el grupo de sustituciones generado por 7 — 7 4+ N (con N entero positivo) y 7 — — es una

funcién holomorfa [(7) sobre 2% que satisface
L f(r+N)=[(r)
1 T\k
2 4(-3)=c(3) 1o
3. f(7) es una funcién holomorfa en oo, es decir tiene una expansion de Fourier

o

f(r)= Z s el

n=0

El conjunto de tales funciones es un C—espacio vectorial que denotamos por .#; (N, C).

Asociamos a tal f(7) las series de Dirichlet y A,



donde T'(s) corresponde a la funcién gamma de Euler.

o

-1
Por dltimo se define el operador de Fricke Wy = , para N entero positivo,

Teorema (Hecke) Sea f(7) € #u(N,C)y g(r,2) = (V/Nz)7* f(—1/Nz) (que anotamos g =

[x[Wnx]). Entonces

(D) Las series Anx(f,s) y An (g, s) admiten una extension analitica a todo el plano complejo.

a b
(I An(f,s)+ ?O + : O s acotada sobre cualquier franja vertical (donde bg es el primer coeficiente

v — 5

en el desarrollo de Fourier para g).

(1) Las series An(f, ) y An(g.k — s) satisfacen la ecuacion funcional

AN(f,S) = CAN(g,k - 5)

El teorema converso de Hecke consta de este teorema y de la demostracion de que el reciproco tam-

bién es cierto. Note que para N = 1 se tiene el teorema converso para el grupo S Lo(Z).

El resultado de Hecke fue extendido por André Weil en 1967 para formas modulares sobre grupos
de congruencia I'g(/N) con caracter de Dirichlet x. Estos subgrupos tienen en general multiples gen-
eradores, al contrario de los grupos cubiertos por el teorema de Hecke, que se refiere sélo a aquellos
generados por 7 — T+ Ny 7 — —1.

La idea clave de Weil para obtener tal generalizacién fue torcer la forma modular f(7} mediante un
caracter primitivo de Dirichlet ¢ mod m, poniendo

o0

folr) = w(n)angr.

n=0



A partir de clla define la serie de Dirichlet torcida por el caracter 2,

L(f,w,s) — Z w(nzan
n=1

n
y la funcién A torcida por el caracter ¥ de conductor m

An(S%,5) = (mzjﬁ) TTE)LU, . 9).

Para especificar los caracteres 1 necesarios para su resultado, Weil consideré cualquier conjunto M

de primos impares o 4 tal que
(a) Cualquier elemento de M es primo relativo con N

(b) M A(a,b) # & para cualquier progresion aritmética A(a, b) = {a +nb : n € Z}, donde a, b son

dos enteros positivos relativamente primos entre si.

Tales conjuntos M existen. Por ejemplo, podemos tomar como M el conjunto de todos los niimeros

primos impares relativamente primos con IV por el Teorema de Dirichlet sobre progresiones aritméticas.

Teorema (Weil) Sean k, N enteros positivos y x un caracter de Dirichlet mod N tal que x(-1) =
(—1)¥. Sea f() una forma modular de peso k y caracter 4 sobre [o(N), g(7, z) = (V'N2z)™* f(=1/Nz)
(0g=flk[WnDy

Cygy(T,2) = (VNaZ?z)~* f(~1/Na?z) (0 95 = fu|k[Wnqz]), donde Cy, es una constante que de-
pende de 9, N y x. Entonces para cualquier caracter primitivo de Dirichlet ¢ cuyo conductor m € M,

se tiene

() Las series An(f,%,5) y Ax(g. 7. s) admiten una extension analftica a todo el plano complejo.

(II) Estas son acotadas sobre cualquier franja vertical.



(II) Las series An(f ¥, 8)y A N(g,ﬁ k — s) satisfacen la ecuacién funcional

An(fi¥,8) = *CyAN(9: Pk — 9)

la demostracion de que el reciproco también

El teorema converso de Weil consta de este teorema y de

es cierto.

1.2. Teorema Converso para Formas de Jacobi

Para el caso de las formas cuspidales de Jacobi de indice m y peso k, con m, k enteros positivos,

sobre el grupo S L2 (Z) 72, existe un teorema CONverso analogo al de Hecke dado por Yves Martin en

1996. Para ello, considerd la serie de potencia

2m—1 o0
firdl= 3 (}:%me)( O a :)
D=1 rek

ro=0
r=rg (2m}

A partir de esto define el sistema de 2m series de Dirichlet

[+ o]

il

Lfo(-ff's)= E CK}SS) " Ué?‘uSQm—l
D=1

y para cada una de ellas asocia las funciones A

Ao (fy8) = (2m)* ™ 2n = T(s) Lo s).

Teorema (Martin) Si la serie de potencia f(, z) representa una forma cuspidal de Jacobi de indice m

—kg—2mimz?/7 f(~1/T, z/T), entonces

y peso k sobre SLy(Z) x 22 y 9(7, ="

— 1 admiten una extensién analitica a todo el

(I) Las series Ar(f.8) Y Ary (g, ) para0 < 7o < 2m

plano complejo.



(1) Cada una de ellas es acotada sobre cualquier franja vertical.

(IIl) Paracadaa =0,1,...,2m — 1 se verifica la ecuacién funcional
e ary 1
e F = 1/2;k g
TDZ:U e( 2m)Aru(f=5) (2m)*/ 41 Aa(g,k s 2),

El teorema converso de Martin consta de este teorema y de la demostracién de que el reciproco

también es cierto.

En este trabajo de tesis nos interesa obtener el andlogo del teorema de Weil, dado més arriba.
Mis precisamente, consideramos formas cuspidales de Jacobi de peso k, indice m y caracter de

Dirichlet x sobre el grupo I'y{ N) x Z2, con expansién de Fourier

flriz)= Z e(n, r)g .

n,rEL
Amn>r2

Definimos la torcedura de esta serie por un caracter primitivo de Dirichlet ¢,

folr2)= Y w(n)e(n,r)grqL.

n,rel
amn>r?

Y demostramos que tal funcidén se puede representar por la suma finita de scries

2mea—1 oo
FALEIEEDY (de(D)qf/“”‘)( > 022/4”‘92).
D=1

ro=0 TEL
9 r=rg (2ma)

Posteriormente definimos el sistema de 2ma series de Dirichlet

L?‘O(f’d)a'sJ o= Z _DT , 0<rmg<2ma-1



donde a es el conductor de v, y para cada una de ellas asociamos las funciones A
Aro, N2 (fyp:5) = (2ma/N)* =207 T(5) Lo (fy. ).

Por otro lado, definimos un cierto operader WNQ:; “de tipo Fricke’que transforma la funcién f(r, 2)

en otra forma de Jacobi que denotamos g(7, z).
Con todo esto, nuestro resultado principal es el siguiente:

Teorema 1 Sean m, k, N enteros positivos. Sea f € Ji'" (To(N) x Z?) tal que

Cugg(raz) = (VNaTr)kenio (- Z)p, (- L 2)

Ne2r' 7
Entonces para cualquier 9 caracter primitivo de Dirichlet de conductor « con (o, N') = 1 se tiene que:

(i) Las series Ay nva2(fy,5) ¥ Arg a2 (g;!-,, s) para 0 < 79 < 2ma — 1 admiten una extension

analftica a todo el plano complejo.
(i1) Estas series son acotadas sobre cualquier franja vertical.

(iii) Paracadaa = 0,1,...,2ma — 1 se verifica la ecuacién funcional

3 e( e %)Am.mz(fw:s) = (%)l/zikcwﬁn,Naz (9; E—s~ %)

donde Cy, = x(a)¥(—N) Z;i Y %y, % son las sumas de Gauss asociadasa vy 1 respectivamente.
Y

Para desarrollar todas estas ideas dividiremos esta tesis en cinco capitulos.

El primero de ellos corresponde justamente a esta introduccidn.
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En el segundo capitulo definiremos las nociones bdsicas necesarias para el trabajo posterior. En par-
ticular introduciremos los conceptos de grupo y formas de Jacobi. También recordaremos la definicién
de caracteres de Dirichlet y probaremos que las formas de Jacobi se pueden expresar mediante una serie
de Fourier y mediante una combinacién de funciones Theta.

El tercer capitulo es netamente técnico. En €l estimamos el tamafio de los coeficientes de Fourier
de cualquier forma cuspidal de Jacobi. Esto nos asegurard la convergencia uniforme de las series de
Dirichlet que se ocuparin en el capitulo cinco.

Posteriormente, en el capitulo cuatro, introduciremos conceptos anilogos al operador de Fricke y a
la torcedura con caracteres de Dirichlet usados por Weil en el contexto de las formas de Jacobi. Estos
conceptos han sido poco estudiados en la literatura, pero en esta tesis juegan un papel fundamental. El
resultado principal de esta seccién corresponde a la proposicién 3, que relaciona los torcidos de f con
los torcidos de g, donde g es la imagen de f bajo la accién del operador de Fricke.

Finalmente, en el quinto capitulo definimos las series de Dirichlet que nosotros asociamos a una
forma de Jacobi. Nuestro resultado principal es el teorema 1, donde se exhiben las propiedades analiticas

mds importantes de tales series de Dirichlet.



Capitulo 2

Definiciones preliminares

2.1. El Grupo de Jacobi

Definicién 1 Para A = R, Q o Z denotamos por A2*? el conjunto de matrices de 2 x 2 con coeficientes

en A y definimos el grupo

sLaA) = { & Bl o at g o
) ) = & rad —be=1

Definicién 2 El grupo de Jacobi G es el conjunto de triples [y, X, (| donde
a b
y= € SLy(R) , X =(\u eR?, (€S,
(con8' = {2z € C:|z| =1} ycuyaleyde multiplicacidn estd dada por

I X, QU X1 € = [ X+ X (e et ) eX)
-

11
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Aqui y en lo que sigue e™(z) = ¢2™™ paratodom € Zy z € C.

Su indole como producto semidirecto del grupo de tipo Heisenberg Hz = {(X,0): X g R? (e

S} y SL5(R) es evidente al observar que este dltimo actda sobre Hg por la derecha mediante
(X,{)y=(X~,{) donde v € SLy(R), X € R?, ¢e st

Ademds, para cada par de enteros positivos k, 7 podemos definir una accién de G sobre el conjunto

de funciones {f : 5 x C — C} via

Jm), €] (7 2) =

c d

c(z + A7 + )?
ct+d

ar+b z+ AT+ p
cr+d  er+d

™ (er 4 a’.)#kem( - + AT+ 2Xz2 4 A;J«) ./'( ) (2.2)

Para mas detalles ver [3], p.14.

2.2. Grupos Modulares de Congruencia

A todos los subgrupos de SL;(Z) de indice finito los llamaremos grupos modulares.

Para un entero positivo M, definimos los subgrupos

a b
ro(M) = { ESLQ(Z):CEDmodM},
c d
a b
r(m) = { € SLy(Z)  b=c=0, azdzlmod]‘v[}.
c d
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Notamos que SLy(Z) = T'g(1) = T(1).
Ademds, si M'|M entonces ['o(M’) > To(M), T(M') 2 T(M).
Estos subgrupos de S Ly(Z) tienen ndice finito (para una demostracion ver [9], p. 103). Llamaremos
a ['(M) el grupo modular principal de congruencia. Diremos que M es el nivel de T'o(M) y T'(M).
Cualquier grupo modular que contenga un grupo modular principal de congruencia es llamado un grupo

modular de congruencia.

En esta tesis trabajamos con los grupos modulares de congruencia I'y( M) y reticulados de la forma
T =AZ % :};Z para A, B, M enteros positivos tales que AB|M. De aqui que consideramos el producto
semidirecto o (M) x (T-{(p)) € G, donde {5 es una rafz primitiva 3-ésima de la unidad y T ((p) =
{(X,Q) e Hr: X € T, ¢ €¢5}.

Note que el subgrupo ((g) aparece en el grupo I'y (M) x (T'- (C)) para que la ley de multiplicacién
dada para el grupo de Jacobi G7 en (2.1) tenga sentido, ya que si X, X’ € T entonces

X

e(det ) € {Cr)-

XI

Note ademds que la condiciéon AB|M es necesaria para que la accién de I'y(M) sobre T - ((g)

esté bien definida, pues de esta manera se tiene que

(X, Q7= (X7.¢) € T-({Cs)

para cualquier X € T,y € I'g(M) y ¢ € ((B).

En particular, definimos

To(N)? :=To(N) x (Z2- (1)). (2.3)
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Nota: Cuando hablamos del nivel M lo hacemos de manera global, con el fin de cubrir todos los casos

posibles que se generen en nuestra tesis. En cambio, el nivel N hace referencia a un entero positivo en

particular.

2.3. Caracteres de Dirichlet

En esta seccién recordamos el concepto de caracter de Dirichlet y algunas de sus propiedades. Para

mayores detalles ver [9], p.79-81.

Sea N un entero positivo y X un caracter del grupo multiplicativo (Z/NZ)*. Para cualquier entero

7L PONEmos

X(nmod N) si (n,N)=1
x(n) = ; 2.4)

0 i (n,N)#£1

Entonces y es una funcién de Z a C que satisface

() x(mn) = x(m)x(n)

(2) x(m) = x(n) sim = n (mod N)

(3) x(n) # 0siysolosi(n, N)=1.

Los caracteres x de (Z/NZ)" y las funciones x de Z en C que satisfacen las condiciones (1), (2) y
(3) se corresponden biyectivamente por medio de (2.4). A tal funcién x de Z en C la llamamos caracter
de Dirichlet mod N o simplemente caracter mod N. El menor entero positivo N es llamado mddulo de
X. Al caracter de Dirichlet que corresponde al caracter trivial de (Z/NZ)* lo llamamos caracter trivial

mod N. Ademds, denotamos por X el caracter trivial mod 1 y lo llamamos caracter principal.
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Para un caracter de Dirichlet ¥ mod IV, definimos el caracter conjugado X por

X(n) =x(n) para n€Z, 2.5)

que también es un caracter mod N. Para un miltiplo N "de N, ponemos

x(n) si (n,N')=1
X' (n) = :
0 si (n,N')#1
entonces %’ es un caracter mod N. Al caracter x' lo llamamos caracter inducido desde y mod N.
Dado un caracter de Dirichlet x mod N, sea Ny = {m € Z* : m|N y x es inducido por un caracter mod m}.

Como N pertenece a N, este conjunto no es vacio. Para cualquier par de elementos my, mg en Ny, el
maximo comiin divisor de m; y my también pertenece a N, . Para probar esto ponemos d = (my, ma)
y recordamos que X es un caracter mod V. Como d € Z*, d|m, y d|m entonces d|N. Luego, basta
verificar que la funcién a — x(a) define un caracter inducido mod d, para cada ¢ = 1 (mod d). Esta
funcién es multiplicativa sobre Z, luego basta con probar que x(a) = 1, paracadaa = 1 (mod d). Como
@ = 1+dk = 14 (cmy+8ma)k, paraciertos k, my, ma € Z, entonces x(a) = x(1+amik+8mak) =
x(1) = 1 ya que x es caracter inducido mod my y mod ms. Por lo tanto, el menor entero m,, contenido
en N, es un divisor de todos los elementos del conjunto. Llamamos a m,, el conductor de x. Cuando
N = m,, x es llamado un caracter primitivo mod V.

Para dos caracteres de Dirichlet x mod N y 1 mod M, ponemos

(x¥)(n) = x(n)(n) para neZ,

entonces Y1 es un caracter mod L, donde L es el minimo comun miltiplo entre Ny M.
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Para un caracter de Dirichlet primitivo x con conductor m, definimos la suma de Gauss de x por
m—1
Be= Y xla)eimiolm. @6)
a=0

La siguiente propiedad de %, es fundamental en este trabajo (para su demostracién ver [9], p. 80).

Lema 1 Sea x un caracter primitivo de Dirichlet mod m. Entonces

m-—1

> x(@e™m ™ = 36}

a=—0
para todo entero b.

Sea y un caracter de Dirichlet mod M. Definimos un caracter x de I'o(M) por
x(v)=x(d), = € [o(M).

2.4. Formas de Jacobi

Para definir formas de Jacobi, introducimos primero un concepto topoldgico.

Definicién 3 Una ciispide de I'g(M ) es cualquier 6rbita de o M) en QU{oo}. Su significado topolégi-
co es que es un punto de compactificacién de la superficie de Riemann /Ty (M),
Frecuentemente identificaremos una ciispide con cualquiera de sus representantes s € Q U {ico}

(ver detalles en [9], p.25).

Definicién 4 Sean k, m, A, B, C enteros positivos tales que B|C'y x un caracter de Dirichlet médulo
M . Una forma de Jacobi de indice m(C/, peso k y caracter x sobre el grupo I'o (M) x (1" ({g)), donde

T'= AZ x L7, es una funcién holomorfa f(7,z) : # x C — C que satisface las dos ecuaciones
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a b a b
1) flk,mc{ (0,0, 1](1,2) = x{(d)f(r,2z) para € Tp(M),
c d c d
1 0
@) Slemelid, (A p),C](7,2) = f(r,z) para (A, p) € T, € ((g), Id = ,
0 1
y es tal que

(3) f(7.z) es “holomorfa en las cdspides” de T'o(M) x (7" {(g)). Sobre este punto nos explayaremos

en seguida.

Observacion 1 Notar que (1) y (2) pueden reescribirse por (2.2) de la siguiente forma:

2 b

" g . _1 —komc| €% ar+b z a
") £(r,2) = ()M er +d) e m+d)f(m+d,w+d) , ) € Io(M).
[

@) f(rz)= A r+22z+Ap)f(mz+Ar+u) , (\Mp)eT, e ((p).

Observacién 2 En este punto nos guiamos por [3], p.57-58, pero extendemos tal trabajo ya que ahf lo

desarrollan solamente para el grupo I'g(1)”. Sea s la ciispide oo de I'g(M). Consideremos

!

T'ee = Stabpy(an(00) = {7 € To(M) : v(00) = 00} = { £

Es claro que para cualquier v € I’y se debe tener f|i m[v, (0,0),1](r. z) = f(7, z). En particular

1. A4

f(r+1,2) = flk,mc[ ,(0,0), 1](T, 2) = [(7,2) @7

01

Ademds, tenemos que (0, 1/3) € T, luego

f(r,2+1/B) = flimc|Id, (0,1/B),1)(7,2) = f(1.2) (2.8)
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De (2.7) y (2.8) se tiene que f(7, z) define una funcién holomorfa sobre el producto cartesiano de

anillos D x D donde D = {w € C: 0 < |w| < 1}. De esta forma,

flr,z) = Z (:(n,'r')q’;q;B , G = €2, g, = %7 (2.9)
n.rek

donde ¢(n, r) € C. La representacion (2.9) es llamada la serie de Fourier de f (7, ) en la cispide cc.

Por otro lado, la segunda ley de transformacién para formas de J acobi implica ciertas identidades no

obvias entre los coeficientes c(n, 7). A saber, la ecuacién funcional (2°)
flr,z) = ™A1 42 z+ M) f(7, 2+ AT+ p) paratodo (\u)eT.
Yaque T = AZ x %;Z’., un caso particular de la identidad anterior nos da
f(r,2) = e™C((AN)2r + 24N 2) f (7, 2 + AN'T)

para todo X € Z.

Esto implica que la serie de Fourier (2.9) satisface

»B ANYmC 24N mC gt B
S el r)aral = g mEEANTE S T en, 107 6 aven)-

n,reL n,red

Recordando que B|C, digamos C' = Bt para algiin ¢ € Z, obtenemos

e e g 'l 2 v . ?
Z C(T.'., ,I,)qn rB _ Z (:(Tf,, ’I')(].g.rH AXrB4(AX) m,(,.)qg +2AM ) B

T 1z
n,r€é n,rEL
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De esto se sigue que

e(nyr) = e(n/, ')

cuando n' = n + ANrB + (AN)>mC y ' = r + 24ANmt, en otras palabras cuando r’ =
r (mod 2mAt) y 4mn't — r?B = 4mnt — r?B. Esto demuestra que los coeficientes c(n,r) de-

penden sélo de 4mnt — 2B y de 7 (mod 2mAt).

La recursividad de los coeficientes ¢(n, 1) puede ser aprovechada de la siguicnte manera. Si defini-

mos

er(D) = c(n,r) (2.10)

paratodor € Zy DD = 4mnt — r? B, entonces ¢,» (D) = ¢,(D) para cada r’ = r (mod 2mAt).

La ecuacion (2.10) nos da los coeficientes ¢, (D) paracadary € Z/2mAtZ (org € {0, 1,...,2mAt—

1}) y todos los enteros D que satisfacen D = —r B (mod 4mt), a saber
D+rB
¢ro(D) = c( 4mt ’T)

para cualquier » € Z con r = ry (mod 2mAt).

Ahora extendemos la definicién para todo D € Z poniendo

cry(D) =0 si D# —r3B (mod 4mt)
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y a partir de esto definimos

Fro(1) = Y er(D)gP /4™, @.11)

DeZ

También consideramos la funcién Theta definida por la serie

dmAt
Omarrg(r,2) = 3 gl /amatgr (2.12)
rei
rErg(2maAt)
Asi
2mAt-—-1
flrz) = Z Z Zcro(élmnl—r B)qtq" B
— rez
"0 r=r>0(ezm.d.ﬂ.) e
2mAL-1 DirZn i
= 2 Y YeDatg
T0=D -r—PQr(2ZnAt) DEZ
2mAt—1
D/4 2 t
= 2 DX (D)l Brimern
0= TEE
Ya=l rsru(i’mAt) Bes
2mAt—1
r*B/4mt_rB
= 2 X ey
ro=0 rEL
r=rg(2mAt)
2mAt-1
= > Fo(T)Omarr(ABT, B2). (2.13)
ro=0

A (2.13) le llamaremos la descomposicion theta para f(7, z) en el infinito.

El que f(7, z) sea holomorfa en oc significa que para cada 7, las series fro(7) definen funciones

holomorfas en J#. Esto significa que D > 0 en cada caso (equivalentemente 4mnt > r2).

Observacion 3 Sea s € Q una ciispide de I'o(M). Consideramos T’y = Stabr,(ay(s) = {v € To(M) :
v(s) = s} y tomamos p € SL2(Q) tal que p(s) = oo (tal p siempre existe). Notamos ademds que

T, =p"1Tp.
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Claramente [p, (0,0),1] € G’ y

[, (0,0), 1} (I-\S X ({0} x {0}) ' <1>)[p_l1 (0,0),1] = {[p"f{)—]‘, (0,0), 1]/7 & Fs}

1 H,
— {.0,0),1]/6 € {= /len}}
0o 1

para cierto H, € Q, H, > 0 (ver, por ejemplo [9], p.18). Luego flemelp™,(0,0),1): # xC—-C

es una funcién holomorfa sobre J# x C que satisface una igualdad aniloga a (2.7), a saber

Flemelp™, (0,0),1](7 + Hp, 2)

f!k:,rncf[p_l: (01 D) 1”.‘6,'”1.0{

flimelp™(0,0),1)(r, 2) (2.14)

Ahora sea N € Z* tal que Np € Z2*2, Afirmamos que (0, NA) € Tp~* yaque sip =

entonces (0, NA)p = (cNA,dNA) € T, luego

i

Il

k,mc{p—la (0, 0),1){7, 2z + NA) f|k‘=’-'nC[P#11 (0, U)’ 1“-’6."»0[[“’*3 (0= NA), 1(r, 2V)
= f‘k‘mbc[pilﬂ (O:NA)leT: Z)
= flemeclld, (cN A, dN A, [kmelp™ " (0,0), 1)(r, 2)

= flemelp™,(0,0),1](r, 2) (2.15)

De (2.14) y (2.15) se tiene que f|k,me|p™", (0,0),1](7, z) define una funcién con una expansion de

Fourier del tipo
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Hemolo™,(0,0),1](7,2) = > epln,r)gp/Hegy/ M
n.rei

donde c,y(n, ) € C. Sin pérdida de generalidad podemos modificar la notacién de los coeficientes para

reescribir la serie anterior como

Flemelp™ (0,00, 1)(r2) = 3 eo(n,r)gp/Frq;/he (2.16)

n,rez

donde h, es el minimo comun miltiplo entre N A y el numerador de H,.

El resultado (2.16) es llamado la serie de Fourier de f(7, z) en la cispide s.

Como en el caso de la cispide infinito, también hay una descomposicién en funciones Theta para

una cispide arbitraria s. A saber, utilizando (X, u) = (ANX',0) € 7', para cualquier M € Znosda

Flemelp™(0,0), lpmeld, (ANN,0),1] = flemclp™", (ANX,0),1]

f‘k,‘mC[‘rda (AN/\’ 0),(), 1“k,mC [/)_1: (0: O): 1]

f*.’c,a’n()[fda (O’,AN/\’, bAN’\I). ]-“k,”m(/'[p_la (0: O), }}

a b
como p = entonces (ANX,0)p = (aANX,bANX) € T, yaque N € ZT es tal que

¢ d

Np € Z%%2. De esta manera,

f|k:mC[fJ71, (0: 0)1 1”k,mC[Ida (AN/\", 0)1 1] - f‘k,m.C[Id: (O'AN/\Ia hAN)\"), 1-H.'c,m(?[-pulﬂ (01 0) 11

= .ﬂk,mc [ﬁ—] s (01 0)= l}



23

Esto implica que la serie de Fourier (2.16) satisface

n/hp r/m _ ANXNY?mC ZAN/\’m(‘ r/h,
> coln,r)gh/trg/he = g{ANN) > colmn)gr g
n,res n,reL
’ "2 ’
_ Z cp(n,r')q£"+AN‘\ r4+h,(ANX') mC)/h,,qir+2h,.AN.\ mC)/h,
nrek

A su vez, esto implica que
epln,v)=iey(n’,r") (2.17)

sin’ =n+ ANNT + h,(ANN)?mC y v/ =r + 2h,ANNmC.
Andlogamente a lo que ocurre en la cispide infinito, tal recursividad de los coeficientes ¢,(n, )
puede ser aprovechada. Si definimos D = 4mCh,n — %y

(!)—!—r2

- i 4mCh,|D + r*
' 4mChP’T) si 4mCh,|D + 7

Cp,,-(D) =
0 si 4mChpr+r2

entonces la igualdad (2.17) es equivalente a la ecuacién
cor(D) = cpr (D)

cada vez que 7 = ' (mod 2mCANh,).

A partir de esto definimos

D/4mCh2
Foro(T Z Cp,ra(
DEE

paracada 0 < g < 2mCAh, — 1.
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Utilizando la definicién para la funcién Theta dada en (2.12) tenemos

2 /4mCh?
OmcANh, g (ANT Ry, 2/h,) = Z i /4 o g/t

TEZ
rEro(ZmGAth)

De este modo

2mCANh,—1
fre) = 3 Y. Y cpro(4mChon — 12)gr/hegl/he
- rez
T0=0 r‘ErO(szCANhH) =
2mCANh,—1 Dir?
_ ! AmCRE 1 /h
- E : § :("P,rn(D)qT a'
To=0 rEi-'rO(IZ:‘ngNh[,j bez
2mCANh, -1 - ,
D/amCh: r*/dmCh? h,
= Z Z Z Co.ro(D)ar "qr “gy/h
= rel
re=4 riro('amECANh,-,) Dek
2mCANh,—1 , R
. r*/AmCh? .1}
= Z Z Fore(T)ar Pl
'rn=(J reZ
rErg(2mCANhy)
2mCAah,—1
= Y foro(")Omcann,r(ANT/hy, 5/hy). (2.18)
=0

A (2.18) le llamaremos la descomposicion theta para f|i mc[p™!, (0,0), 1](7, 2).

Luego, que f(r,z) sea holomorfa en s significa que para cada ry, las series f,,,(7) definen fun-
ciones holomorfas en 5. Esto significa que ) > 0 en cada caso o equivalentemente 4mCh,n > 72

(esta proposicidn es independiente de la eleccion de p, ver [9] p.19).

Por conveniencia, para comodidad del lector, creemos pertinente repetir la definicién de forma de
Jacobi dada en la pagina 12, pues ya conocemos lo que sucede en las clispides. Una forma de Jacobi
de indice mC, peso k y caracter de Dirichlet x médulo M sobre el grupo I'o(M) x (T - (Cp)) es una

funcién f : 5 x C — Ctal que

(1) f(r,z) es holomorfa sobre .7 x C.
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a b
@ flemely, (A ). €)(r. 2) = x(d) f(r, 2) para cada € Lo(M), (A, p) € T, C € (¢B)
c d
(3) f(7,2) es holomorfa en las cispides de I'o(Af) x (T - ((g)), es decir, en el infinito tiene una

expansion en serie de Fourier

Flrz)= Z c(n, r)g L2 (2.19)
4m:‘:§f213

y en la cispide s tiene una expansion en serie de Fourier

flemelp™,(0,0),1)(r,2) = 3 cplmyr)gp/Megl/e (2.20)
n,r€Z
AmChynzr?

También podemos caracterizar a cada una de estas expansiones en series de Fourier mediante sus
descomposiciones en funciones Theta dadas por (2.13) y (2.18) respectivamente.

Si ademds c(n,r) = 0 cada vez que 4mnl — r?B = 0 (en la cispide infinito) y c,(n,r) = 0
cada vez que 4mCh,n — r2 = 0 (en cualquier otra ciispide), la funcién f (7, z) es llamada una for-

ma cuspidal de Jacobi. Luego, cada vez que hagamos referencia a una forma cuspidal tendremos D > 1.

El C- espacio vectorial de todas las formas de Jacobi de indice mC, peso k y caracter de Dirichlet x
sobre I'g (M) x (T'- ({g}) es denotado por Ji me (To{M) x (T {¢g))) y el de las formas cuspidales
JEuse, (Co(M) x (T - ((a))).

Comentario Por el teorema 1.1 (dado en [3], p.10) sabemos que el C- espacio vectorial Ji mc (o (M) x

(T'- (¢p))) tiene dimensién finita. Ademds, si k > 2 entonces Jxme,x = I mex D JiEw o donde

qusp

. . El .
k,mC,x €8 €l espacio de las formas cuspidales en Jx mc,x ¥ Jimc,y € €l espacio generado por las

series de Eisenstein (ver [3], p.25). Estas series han sido profundamente estudiadas y son bastante cono-

cidas; en cambio, las formas cuspidales son un poco mas complejas. Es por este hecho que el trabajo de
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Capitulo 3

Comportamiento asintotico de Formas

de Jacobi

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de las formas de Jacobi cuando I'm(r) = y — oo,
lo que nos ayudard principalmente para dos propdsitos: estimar el tamafio de los coeficientes de una for-
ma cuspidal de Jacobi y probar la convergencia uniforme y absoluta de las series de Dirichlet asociadas
a tales formas. Aqui, en la proposicién 1, extendemos el trabajo hecho por Berndt y Bécherer en [2],

p.23, ya que en él se trabaja sobre el grupo I'g(1)”.

De ahora en adelante, salvo que expresemos lo contrario, solamente ocuparemos la serie de Fourier
y la descomposicidn theta de una forma de Jacobi f(7, z) en la cispide infinito. Ademds, la notacién
que utilizaremos ser4 la introducida en la seccién 2.4, en particular tenemos 1" = AZ x %Z, C =Bty

AB|M.

Lema 2 Si f(1,2) € JJ k. (To(M) x (T'- (())) entonces para cada par de nimeros reales positivos

217
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Yo y R, lafuncién f(r, z)e™ (pBtz) es uniformemente acotada sobre dominios del tipo
{(r.2) e A xC:y >y, lp| < R}
donde r =z +iy , z=pr+q paraz,y,p, g € R. Ademis,
f(r, z)e™(Btpz) = O(e(ﬁ—t)) cuando y — oo 3.1)

Demostracién: Por (2.13) sabemos que podemos descomponer f(7, z) como

2mAt—-1 2mAt—1 "
Jm2)= Y [0o(NOmanr(ABT,Bz)= > [o(r) D g} B/AmiglB
ro=0 ro=0 rex
r=rg(2mAt)
luego
2mAt-1 2
f(r,2)e™ (pBtz) = Z Jro(7) z e(mBT)E('rBz)e(mthz)
mo=0 rEr(;(EE:iv.At)
2mAt—1 7_2 ,
= TZ_O frn(T) ; E((m + pr+mp t) BT)G(BTq+mthq)
0= r=rg(2mAt)
e (r + 2mtp)*
= Z Fro(T) Z (i(TBT)(:‘((T+TIL£}))B(}).
ro=0 reZ m
r=rg(2mAt)
Asf que
2mAt—1 9
r + 2mip) ;
A EBal < 30 ] B [Tt Br)el(r + minBa)
1o rarg(2mAt)
2mAt—1 ,
< Z 1 fro ()] Z o~ (r2mip)?n By /j2me
ro=0 rei
rErg(2mAt)
2mAt—1

A

Z lfro('r)|/oo e_(""‘zmtl’)z?fo/thdrl

ro=0
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Usando la férmula integral
/oo e—"'(“"'b)zdu _ (E)l/2
I s a ’

vélida para a > 0 (ver [5]), concluimos que la integral anterior converge a (2mt/ By)'/2.

Por lo tanto

_ omix 1/2 2MAL-1
el < (F) T X Ul
ro=0

Por otro lado

0o 00
fr 7)< e (D (_:—TrDy/'lerL =e—:ﬂry/2m.'. e (D e—-rr(f)—l)y/}m.’,
o V] 0
D=1 D=1

implica que

Int 1/2 y_,1/2 2mAi-1 oo

rn2emwBa) < () w3 (X len(D)em@-Du/am),
’ D=1

Tp=0
Observe que el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 cuando Y — 0O pues

-1/2

H_”(Dkl)y/zmt) g (;7.0(1) Y (,%]m -0

(3 kenD)
D=1

Esto prueba la primera parte del lema. Para la férmula asintética, notamos que y~/2 < 1 cuando

y — 0. Con esto tenemos la segunda parte del lema.

Lema3 Sea f(r,2) € J'0% | (o(M) x (T - (C5))). Entonces la funcion f(7, z)e™ (pBtz)Im(r)*/2

es acotada en 7 x C.
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Demostracién: Consideremos la funcién

g{r. z) = | f(r, z)e™(pBtz) |Im(-r)k/2.

b
Entonces, para cada vy = [ ,(0,0), 1] € Io(M) x (T - (Cp)) se tiene que

c d

.g(ry(ﬂz))z‘f(a-r—!—b z )e’“(p’Bt z )]Im(aT+b)k/2

er+d et +d et +d et +d

donde p' € R satisface

z _),a‘r-rb
cr+d Poer+d

+4q.

Luego

st = it e (e g | )

cr+d ler + d|?

Recordamos que C = Bt, |x(d)| = 1 y deducimos de la ecuacién previa que

p' =pd—qc.

Por lo tanto

o (E22) 0 i

_ \emc c(pr +q)* + (pd — gc)(pT + 9)

( er+d
(

g(v(7,2))

)f('r,z)'{m(f)"/2

p*r(cr +d) + pgler + d)
et +d

)f (7, 2)|Im(r)?

li

1€™C (p2)f (7, 2) Im(7)*/? = g(r, 2). (3.2)
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10
Por otro lado, para cada y = [ (A 1), €| € To(M) x (T ({B))

0 1

g(v(7,2)) = |f(r,z+ AT +,r.',)rfmc(p”(z + AT+ ;L))Jhn('r)k/z

donde p” € R es tal que

24+ Ar+p=p'r4+4q".

Luego
g(y(1,2)) = [(C™C) "L f (7, 2)e™C (=A% — 22z — Ap)e™C (p" (2 + AT + )| Im(T)*/2.

Ya que p” = p + A obtenemos

g(v(7. 2)) |f(7, z)r:mc(~)\2‘r —2Az — )\;_L)ﬁmc (p"(z + At + jm))\hn(’r)kﬂ
= |f(7,2)e™C(=A’T = 2z — A+ (p + M) (z + A7 + w)) [ Im(r)H/?
= |f(n z)emc(pz— Az + pAT +p,u)|lm(-r)k/2

= |fln z)emc(p2T +pq — ApT + Ag + p)\’r)U"i'n(?')"‘/2

= |f(r,2)e™C (p2) [ Im(r)*/? = g(r,2),

donde hemos usado que |¢?| = ¢} paratodo z € C.

En consecuencia, para cada v € I'g(M) x (T"- {{g)) hemos probado que g(v(7,z)) = g(7,z);es
decir, podemos mirar a g(r, z) como una funcién continua sobre (3 x C)/T'o(M) x (T - (¢g)). Sia
este cuociente le agregamos un nimero finito de puntos, las cispides de I'g(A/), obtenemos un espacio
topolégico compacto. En lo que sigue verificamos que la funcién g(r, z) es acotada en una vecindad de

cada una de estas ciipides.
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Sea s una ctspide de I'g( M) y sea p un elemento de SL2(Q) tal que p(s) = oo.

En cada ciispide s, por (2.20), f(, z) tiene un desarrollo de Fourier de la forma

Flemelo (0,00, 10(r,2) = Y. cp(n.r)ar/Pegl/™

n.reL
AmChan>r2

Entonces
ap ' (12) = |flkmele™ (0,0),1](r, 2)e™C (p2)| Im(r)*/2
= ‘ Z (:p('n,'r')q;‘/'l”f’(gg/}lf’ emc(pz) Im('r)k/z
! n,rEk
4mChpn>r?
2mCANh, 1
= ‘ 3 fore(T)Omc AN (ANT/hp 2/ hp)e™ (p2) Im(7)*/?
=0
2MmCANh,—-1 o
— |‘ Z j.Per(T) Z Q; /4m pq';/h"’emc(pz)\f’rﬂ(T)k/z
ro=0 TEL
r=rg(2mCANhp)
2mCANh, -1 7‘2 "
k:/? . Lo 2.
S Zo |fp’r”(T)| ; 6(4',”0]?‘%33})6(}%?’31/) e(mCp™iy)
o= r=rg(2mCANR,)
2mCANh,—1 2
_ ke (r+2mCh,p)” .
y Z_U |foyrs (7)] Z e(—FCh% iy
= r=rp(2mCANh)
es decir
2mCANR,—1 o
F 2
i) € P Y ()l [ e ramenian iy
T‘0=0 —oo

;. 2m(/'h2 1/2 2mCANR,—1
< y(k 1)/2( = p) Z or ()]
ro=0
o il 27‘!10.’352 1/2 - ‘.z‘ZFmCANh.,,fl 50 P
< ylk 1)/2.(_W_e) e Y 3 [epma(D)le (D=1)my/2mCHE

Tp=0 D=1
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que tiende a 0 cuando y — oo. O sea, g(p~ (7, z)) — 0. Luego g(, 2) es acotada en una vecindad de s.

Por otro lado, en el infinito f(7, z) tiene un desarrollo de la forma

2mAt—1
r?famt r
Z ro(7) Z 4pr 4Bz
r(,:[) rek

r=rg(2mAt)

Entonces, como se vio en la demostracion del lema anterior

2mAt—1

2mity 1/2
’JTI, < anes .
[Fimap ERE) & (By) TOZ:D [ fra(7)]
Por lo tanto
m k/2 - (k—l)/z%wuu1 . 2miy1/2
f(r,2)e™(pBtz)y""| < Ky > fr(r)| donde R:(?) _
=0

Como también vimos que

o0 oC
|f1"o Z Cfn —ery/2mt — efﬂy/th( Z ‘Cro (D)|e-‘n'(D—1)y/2mt)!
D=1

D=1
podemos concluir

y(k 1)/2 2mAL—1 5]

U(T,Z}em(thz)yk/Qi < 6wy/2mt Z (216"“0 —W(D‘“l)'y/2mf.)'

ro=0 D=1

Claramente la expresion a la derecha de esta desigualdad tiende a 0 cuando y — oo. Esto muestra que
la funcién f(r, z)e™ (pBtz)y*/? es acotada en una vecindad de la ciispide infinito.

En resumen, hemos probado que g(7, z) define una funcién continua sobre {F#° x C)/To(M) & (1
{¢5)) ¥ que es acotada en una vecindad de cada punto de compactificacion de este cuociente.

Por lo tanto, g(7, z) es una funcién continua sobre un compacto. Esto prueba el lema.
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Proposicion 1 Sea f(r,2) € Jg¢:  (Lo(M) % (T - ((5))). Entonces existe un nimero real positivo

E tal que |c,, (D)| < ED*/2, donde D = 4mnt — 2 B.

Demostracion; Por el lema anterior, existe una constante M > 0 tal que
|f (7, 2)e™ (pBt2)Im(r)¥/2| = | f(r, z) [y*/ 22T B®*Y < M.
Por otro lado, podemos determinar los coeficientes de la serie de Fourier de f(7, z) mediante
1 1/B o _
c(n, T) = / / f(T, Z)e——zmnfefmmrBzd:L_d&’
0 Jo
donde T =z +iy,z=pr+q=§E+1in Asi

1 /B
le(n,r)| < / ] A/[egfﬂfifemﬂ‘ﬁ;nyeZﬂTnB!,pzyy—k/zdmdé
0 0

Ii

B
/1 ]1/ M 2Bty (7 pr/2amt)*+D/4m*t? B) 52 dde
0 0

%yfk/2€2ﬁm8ty((p+r‘/’2mf._)2 }-D/flmzLZB) )

1A

En particular, tomando y = 1/D, p = —r/2mt obtenemos

le(n, )] < M’ Dtidgriame



Capitulo 4

Formas de Jacobi torcidas y el

operador de tipo Fricke

En este capitulo introduciremos dos idcas centrales para obtener los resultados principales de esta
tesis: la torcedura de una forma de Jacobi por un caracter primitivo de Dirichlet y la accién de un
operador “de tipo Fricke”sobre estas funciones. Ademis, estudiaremos el efecto de este operador sobre
tales formas torcidas y algunas propiedades de ambos conceptos.

La idea de torcer por un caracter de Dirichlet fue utilizada por Weil en [10] para probar su teorema
converso en el contexto de las formas modulares elipticas, pero cn el dmbito de las formas de Jacobi ha
sido poco utilizada. El operador de tipo Fricke se encuentra definido en el trabajo de Eichler y Zagier

dado en [3], p.41, pero ha sido muy poco estudiado en la literatura de las formas de Jacobi.

4.1. Accion de un operador sobre una forma de Jacobi

Definicién 5 Definimos el operador U;, (I € RY) sobre funciones ¢ : 5 x C — C mediante

(Uid) (7. 2) = (7, 12)

35
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El operador [/; es una funcién que envia Jy , a Ji ;2 (ver demostracion en [3], p.41). Notar que

tal operador altera el {ndice de la forma de Jacobi sobre la cual se aplica.

.
Definicién 6 Sea W 5 = v ., N € R. Notar que W /5 € SLa(R).
VN 0

Ahora, consideremos f € Ji m (To(N)7). Entonces

Fleaml W30 (0.01 117, 2) = (Ve (= 21— 5.4

Luego

U e (Flml Wy (0,0), 1), 2) = (V) *em (= 2) (= . 2)).

Esto inspira la siguiente definicidn:

Definicion 7 Para cualquier f(7,2) € Jrme(To(M) x (T - ((5))) sea

HemWail(7 2) = U sz (kW 37 (0,0), 1)) (7, 2).

Diremos que |k, [WM] es un operador de tipo Fricke. Note que M corresponde al nivel del subgrupo

de congruencia I'g(M).
Proposicién 2 Sea f(7,2) € Jum(Co(N)?) yg(r,2) := f|klm[WN](T,z). Entonces

9(7.2) € Jemug(To(N) x (( %z) 6n))).

Este resultado es una caso particular de la proposicion 4 cuando en esta tiltima 1) es el caracter trivial

y @ = 1, como se probara en la pégina 28. Por lo tanto omitiremos su demostracion.
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4.2. Formas de Jacobi torcidas por un caracter de Dirichlet

Definicién 8 Consideremos la serie de Fourier f(r, z) = Z ¢(n,7)grq; y un caracter de Dirichlet

n,rEL
amn>r2

1. Definimos

folmz)= 3 w(n)e(n,r)glq] @1

n,rEL
Amn>r2

y diremos que ésta es la serie f torcida por 1.

Para uso posterior necesitamos introducir la matriz
O(z) = . xeR

Claramente 8(z) € SLy(R).

Lema 4 Sea f(7, z) una funcién holomorfa sobre # x C con representacién de Fourier

flnz)= 3" enr)gtq]

n,rci
Amn>r?

Yy v un caracter primitivo de Dirichlet de conductor o. Entonces, para cualquier &, m enteros positivos

tenemos que

fo =95 ij?ﬁ(umk,m [#(2), ©.0),1],

donde % es la suma de Gauss de .



Demostracién: Si aplicamos [H(g), (0,0), l} a f(r, z), obtenemos

flem0(2) @0 1] (2 = F(r+2.2) = 3 clmre(uu/a)arel.

n,r€Z
Amn>r2

;‘E(U)ﬂk,m [9(%) (0.0), 1] (r,2)

n,red u=1
amn>r?
Y(n)%;
G5y (7 2).

> elnr)( 3 Fwe(mu/a) )a?

T

q:
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Lema5 Sea f(7,2) € Jim,(Do(N)”) y 1 un caracter primitivo de Dirichlet de conductor a. En-

tonces fy(7,2) € Jimyp2(Do(Na?) x ((aZ x Z) - (1))). Ademds si f es cuspidal entonces fy

también lo es.

Demostracién: Debemos verificar que fy (7, z) cumple las condiciones que definen a una forma de

Jacobi.

La holomorficidad de fy (7, z) sobre 2 x C es clara a partir del lema anterior, ya que ésta se escribe

como una suma finita de funciones holomorfas [|x m[#(u/a), (0,0), 1](7, 2) (la matriz & (u/a) no altera

la holomorficidad de f pues solamente traslada la variable 7).

Ahora probamos que fy |k m [, (A, 1), 1] = (x¥2){7) fe paracaday € Iy(Na?), (A, 1) € aZ X Z.
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2
Il
>
—~
|2
R
@
>
T
‘n.
(%]
R
|
I
Rle
=]
—
|
=9
[ &}
ple

0 1 cNa? d) \0 1

2 —ad 5
a +uce b+ dull=22 — cd?u? g

2
eNa? d — ued? ﬂ;"—

Notar que 7 ¢s una matriz con coeficicentcs enteros pucs ad = 1 (mod Na?). Luego ¥ € I'g(NV a?).
a b
Escribiendo 7 = , tenemos que

¢ d

Na?

d=d—cd*u
a

= d (mod o).

Por lo tanto, usando que f(7,2) € Jimx(Lo(N )7) y recordando que X es miltiplo de a podemos

concluir

Pl [0(2)+ (0,00, 2] lknly, O 1), 1 P [0(5) % 0.1
6

- rewo(22) ]

= Jflem [ﬁ, (Am- dzu-j;) , 1] e [9(‘%) (0,0), 1]
= @ len[o(£2). 000.1]

d 2“’), (0,0), 1] .

[0

= X(@)lkm [0
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De esto y el lema 4 se sigue que

B e [8(2 )1 0,00, 1] lenlr (A, ), 1

[+

ag=1

[

f‘fi k,mh‘; ()\ f-“)’ 1]

d?u

= 4 ST e[ £, 0,001

En esta dltima expresion hacemos v = d®u y notamos que cuando u recorre un sistema completo de

residuos (mod «), entonces v también (ya que (d?, a) = 1). Luego, por el lema anterior

folimbr 2] = €54 S BT 2D e [0(% ). (0,0),1]
v=1 )
= A% Y B0 e [0(%). (0.0)1]
= XA Gl
= sz(’}')ftb

Para probar la holomorficidad de fy (7, 2) en las cispides s € @ U {oo}, tomamos cualquier

a b
pl= € SLy(Q) con p(s) = oo.
c d
Es fécil verificar que H(E)/f1 € SL,(Q) paracadal < u < «. Entonces
83

Il

-m[p—l, (01 0)9 1}(7! z)

(9 Sl [0(3). 0.0.1))),

u=1

= 4t ST (Flhon[0(2) 0,00 1] lonlo™, (0,0),1)
u=1

f¢|k,m[f)_1: (01 U)a 1](7_’ z)

= 7 i@(u) (£lkm [G(%)p—l, (0,0),1)).

u=1

Por otro lado, sabemos que para cada matriz 0(u/a)p~" € SLy(Q), la funcién Flem[0(u/a)p™t, (0,0),1]
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tiene una expansion en serie de Fourier del tipo (2.20), luego

Solkmlo™ 0.011)(r2) = 'Y Fw( Y culnriar )
u=1

n,rcE
4mChn>r?

donde h = h,, ,. Esto muestra que fy|k,m[p ', (0,0),1](7, 2) tiene una representacién de Fourier del

tipo deseado.

Un argumento andlogo se puede aplicar a formas cuspidales.
|

Proposicion 3 Sea f(7,2) € Jimx(Do(N)T) y g(r,2) = Flim[Wal(7, 2). Sea 1 un caracter primi-

tivo de Dirichlet de conductor « con (o, N') = 1. Entonces

FolkamWiaz)(7,2) = Cygy(r, 02)

g e
con Cy = X(a)l,[:(uN)gff, donde &, y % corresponden a la suma de Gauss de ¢ y 1), respectiva-
¥

mente.

Demostracién: Para cada u € Z con (v, &) = 1, existen z,y € Z tal que xo: — Nyu = 1 (recordar que

{, N) = 1 por hipétesis). Entonces

o(Z )W mas = o W0 (%) 4.2)
yN o

yaque

p—
Qe
o
aH
=
3
|
%

u

0(G) W = =
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Um ( .”k,m [9(%)1’1/\/@! (0'-0}:1])(71 z)

x(@)UaU /5 (flk,m W /5 (0,0), 11) lkm [o(%) (0,0), 1} (#,2)
x(@)glk,m [9(%), (0,0), 1] (7, z).

En el tltimo paso hemos usado la hip6tesis g = f lk,m[WN].

Aplicando ahora el lema 4, la igualdad anterior y que —uNy = 1 (mod c), con lo cual (u,y) =1

es decir, cada vez que u recorre un sistema completo de residuos (mod «) entonces y también, tenemos

que

Folkm[Wio2](7, 2)

Uymaz (fwlk.m[wmi. (0.0), 1]) (r.2)
95" ST (e [0(5) W 0.0 1])r.2)

x(@)¥. Zw( Nyl [0(2). (0,0) 1](r,a2)

x(@)p(~ 1Zw(y)g|k [0(£),0.0.1](r02)

(84

x(a)w(—N)%—,l%g;( ,az).

Proposicién 4 Sea [(7,2) € JemxLo(N)) ¥ g(r,2) = [lk.m[Wn](r. 2). Entonces

%(T, oz) € Jk,mNa?,W(FO(Na2) X ((Z X [—VlaZ) : {CNQ)))'

Demostracién: Debemos verificar las tres condiciones que definen a una forma de Jacobi dadas en la

seccion 2.4 .
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Sea h(7,2) = fyle,m[W smzz: (0,0),1](7, 2), es decir (U jzazh)(7,2) = Cygg(T, az). Como
fu es una funcién holomorfa sobre 7 x C y la accidn de la matriz 124 JNaT bajo la operacién |xm
no cambia la holomorficidad de fy;, (ya que fy|km[W /552 (0,0), 1] corresponde a una composicion
de funciones holomorfas), entonces h(r, z) también lo es. Ademds, el operador U -7 no altera la
holomorficidad de la funcién sobre la cual se estd aplicando. Luego, por la proposicidn 3, se tiene que

g5(7, @z) es holomorfa sobre 7 x C.

Veamos ahora que g k,mNa? [v, X,¢] = Xt[ﬂ(*y)% para cada v € [o(Na?), X € Z x 7\,1—02 y

¢ € {(na). Como fy € T maw2(Do(Ne?) x (aZ x Z) - (1}) (por lema 5), se tiene que para cada
a b .
(= I‘()(NCEZ)
eNa? d

a b

folrz) = x¥HD " olkm| (0,017, 2).

cNa? d

Aplicando 1k,m[W\/1—\,‘1—2, (0,0),1] a ambos lados de esta igualdad tenemos

h(TrZ) - X’L’[)Q(d)_l.f:u’:‘k,-m{

= XV fylkm| 0,0),1|(r. 2)

|

’ —bNa? a

0
= @ | ’ 46),(0,0)31}@2»
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De esto se tiene que

- —bNa?2? dr — ¢ =]
. 2 =1 2 —k_m
Blirga)= () BN e 0) e ( T NPT + a)h(—bNaz‘n" ta “bNaPr + a,)'

Luego, como ad = 1 (mod Na?)

— —bNo?(VNa?z)? dr —c Nao?z
= X02(a) " H(—bNaPr +a)*em( - )k :
x¥*(e)( i) e ( —bNo2r+a (—bNa2T+a’ beazr—l-a)

—bNa? 22

s e 2 —k _mNa? ([ dr —c <
A N e ( —bNoz27'+a>( VND‘Qh)(—bNo.fQT-A-a’—bNa2’r+a)'

Es decir

d —¢

(Umh) (r,2) = x¢%(a) "} ((U\/Wh) lk,mNaz [ :(0,0), 1]) (7, 2)

—bNa? @

d —c
para cada € I'o(Na?). Esto muestra que
—bNa? a

gliannazly: (0,0),1] = x¥?(v)gy , paratodo v € To(Na?).

Por otro lado, también tenemos que

fu(m,2) = FlemlId, (X p),1](7,2) , paracada (al, i) € aZ x Z.



Si aplicamos W, 575z

—3,(0,0), 1] a ambos lados de esta igualdad tenemos

hra) = fulomlld X)), | 0 7= 0.02)r
' Na? 0

0 — \ 0 o1 -

= f¢|k,m[ B! , (@A, 1) VNa ,1:[(7,2)
Na? 0 Na? 0

= feblkm[ ’ - ;\110;2 ;(H\"NQE,—L).].](T,Z)

o Na? 0 VN7

0 - 102 A

- fw k:,m[ Nl (1: ,(0’0)11] k,m[Id, ('u Naza_\/—ﬁ)‘l](‘r’z)

= hii [ld, (p—\/’m,f%ﬁ),l](ﬂz)
De esto se tiene que

A
hir,z) = €™ ((,u\/ Na?)%r + 2uVNa?z — p)\a)h('r, z+ puVNalr — W)
= ™ ((;Lv Na2)?r + 2uV Nrr2z) h (T, z+pvVNa?t — %)

Luego

A
h(r,VNao?z) = e™(u Na’r+2uNa?z)h ('T, VINa?z + pv Na?t — ﬁ)

A
gmiVa® (uir + 2,(1.::)h,(7', vV Nao? (z + pr — “N_oz') ) A

Poniendo A’ = py i = —A/Na tendremos

46
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h(r,VNa2z) = ™o ((\)27 42N 2)h(r, VN2 (z + X7 + 4))

= (NN (W27 4 2Nz + N ) (U yzh) (7, 2 + N7 + ).
Equivalentemente
(U /msh) (7. 2) = (U st lesmvasldds (X 1), ) (7. 2)
para cada (N, ') € Z x 7=Zy ¢ € {(N). Por tanto
9l amnnoz [Id, X, (]=gy . paratodo X € Z x ﬁz, { € {{na)-

Nos falta probar la holomorficidad de gy, @:z) en las cispides s.

a b
Seap~! = € S515(Q) tal que p~'(oc) = s. Es facil verificar que
¢ d
. . d —¢/Na?
o= Woas Wy na
—bNa? a
; d —¢/Na?) [0 -1 vV Na? 0
— W'_
Na?
~bNa? a 1 0 0 1/V Na?
—¢/No? —d Nao? 0
- WL
Nao?
a bNa? 0 1/vVNa?
—¢/Na? —d VNa? 0
Pongamos o~ ! = yM = .Notarque 0~} € SL,(Q).

a bN o? 0 1/vVNa?
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Entonces, la proposicion 3 implica que

Cgoglemnazle™, (0,00, 1(ra2) = (Uymaz(fulem W,z (0,0), 1]))‘ 71, (0,0), 1)(r, a2)

k.mNa?

Uymar ( (Folem!W, 7z (0,0),1]) |k'm[p—1, (0,0),1)) (r. a2)
U maz (folkemW mmzp . (0,0),1]) (1, az)

= U\/Nﬁ((fwlk‘m[a“,{ﬂ,m,1])Ik,m[M, (0,0),1])(1’, az).

Como [y (7, 2) € Jimxy2 (To(No?) x ((oZ x Z) - (1)) tenemos que fiy|x m[o™1, (0,0), 1](r, 2)

tiene una expansion en serie de Fourier del tipo

Felemlo™, 00 1(nz) = Y colmr)gi/eglhe.

n,rel
Amahsn>b2r2

Luego gglk,mnaz[p !, (0,0),1)(7, az) tiene una expansién similar ya que la accion de | [M, (0,0), 1]
y la accién de U, /57 no cambian el tipo de esta serie.
Nota La proposicién 4 nos dice que

Ua(05(7 9) € Jy v g (To (V) x ((Z % 57-2) - (w)))-

De esto no es dificil obtener que

75(7:2) € Jy s (To(Ve?) x (a2 x <) - (cw)))-



Capitulo 5

Resultado principal

5.1. Series de Dirichlet asociadas a una forma cuspidal

Como hemos visto en la introduccién, para poder pensar en un teorema converso para formas cuspi-
dales sobre Ty (M) & (T - {¢p)) 2 la manera de Weil, debemos necesariamente definir series de Dirichlet

y funciones L que estén asociadas a tales formas.

Definicion 9 Sea f(7,2) € .f,iff‘;f’x(l‘g(N)‘]). En este caso A = B = C =t = 1 (ver definici6n 4),

entonces el desarrollo de Fourier de f(7, z) en el infinito tiene la descomposicin en funciones Theta

(2.13). A saber

2m—1 00
flrz)= Z ( Z Crq {D)qf/‘lm) Oro (T, 2).

=0 D=1

Para tal {7, z) asociamos el sistema de 2m series de Dirichlet

i D
Lyy(f,8) = Z C”}j(s ) ,0<mg<2m—1. (5.1)
D=1

49
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A su vez, cada una de ellas se completa con ciertos factores exponenciales y factores gamma:
Argn(J28) = (2myV/N) =20~ (s) Ly (/. 8)- (5.2)

Con el mismo proceso encontramos la funcién completada para g(, 2).

Sea la forma cuspidal de Jacobi fy,(7,2). Porel lema 5, [y (7, 2) € Jim yyp2 (To(Na?) x ((aZ x
Z)-(1))).Enestecaso A = a, B = C = L = 1, luego el desarrollo de Fourier de fy(, z) en el infinito

tiene la descomposicién en funciones Theta (2.13) dada por

2ma—1 o0
folrz)= 3 (Zdm(mqfﬂm)ema,m(m,zy

ro=>0 D=1

Las 2ma series de Dirichlet se definirdn como en (5.1), pero las funciones completadas asociadas a

cada una de ellas seran
Ary, N (fy:5) = (2mavV/N)* /2m="(s) Ly (4, 9) (53)

Con un proceso andlogo encontramos la funcién completada para gz (7, @z).

Ya que ¢, (D) = O(D*/2) (ver proposicién 1, p.23) entonces Ly, (f,s) y Lro(fy.s) convergen
absoluta y uniformemente sobre cualquier subconjunto compacto del semiplano complejo Re(s) >

k/2+1.

Esta definicién extiende la dada por Martin en [8], p.187, ya que allf sc trabaja sobre cl grupo Tol1):
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5.2. Hacia un teorema converso para formas cuspidales de Jacobi

sobre I'((N)”/

En esta seccién establecemos el resultado principal de esta tesis. Como antes sean &, m, IV enteros
positivos, x un caracter de Dirichlet médulo N y f(, z) una forma cuspidal de Jacobi en Tk (To(N )7)

con representacion de Fourier en ¢l infinito

frz)= Y cln,r)grq]

n, €L
Amn>r2

La siguiente proposicién da una representacién integral para las funciones A asociadas a f(7, z) por

medio de una transformacién de Mellin generalizada.

Proposicién 5 Sea f(r,z) € JiF ([o(N)7), entonces

kn,x
2ma—1 00 pox 5 . i
_arg )A B :/ / ( 1y o a )em(Z ty ) s=1/24y 4
mzzo e( Gy ro,chz(f'\bs ) s J ftf) CY\/N,pQ' N Yme P CI\/N Yy p ay

donde se ha usado la parametrizacién de % x CdadaporT =z + iy, z=pr +qgconz, y, p, g € R,

Demostracién: Sea

R iy iy a 5 1Y -1/2
Ia= P - e™ —— )y’ dp dy. (54)

Usando el desarrollo en serie de Fourier de f,(7, z) tenemos que

W, W B B o i AT
fw(oz\/ﬁ’pa\/ﬁ a 2ma) - ng?_ (e T)e(na\/ﬁ)e(pra\/ﬁ chx)'
Amn>r2
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Por lo tanto

/(; /0 ; c(n, r)e((n +pr) a:}’ﬁ) e( . 2::a)em (pz %)y“‘”zdp dy.

Con el cambio de variable p = p/a + r/2ma, la integral anterior queda de la siguiente forma

I =

14r/2ma

/ Zc(nr ( gma)ys"l/zf

r/2ma

(Gt (op )+ (oP-5) ) o ) o

1+7/2ma ) :5'2
emV a—) dp dy
( JN/ P

=a [} Letnne(-g)r e (i) |

r/2me

En esta tltima igualdad agrupamos los términos segin c(n, 7) = c(n+ral+mad?, r+2mal), es
decir los coeficientes c(n, r) no cambian mediante pasos de ancho 2ma en la direcci6n r a lo largo de la
pardbola D = 4mn —r? (ver argumento dado en la Observacién 2, p.1l,conA=ayB=C =t =1).

Si usamos la notacién ¢, (D) = ¢(n, r) podemos escribir

2ma—1 00 oo =2
o _ GTU s—1/2 ; L_ -
s =i TZF_O e( 2y DZ=1 (D) / 4m\/_u_ )y ./_oo emw( NJa? ) oy

El intercambio del signo integral y la sumatoria se justifica ya que (por el lema 2) fy (7, z)e™(pz)
es uniformemente acotada sobre conjuntos del tipo {(7,z) € 5 x C : y > yp, |p| < R} y tiene un
decrecimiento exponencial cuando y — oo, por lo que la funcién fy (7, z)e™ (pz)ys‘l/ 2 sigue siendo
uniformemente acotada sobre este tipo de conjuntos y se anula cuando y tiende a infinito. Con todo esto
se verifican las condiciones del teorema de convergencia acotada de Lebesgue, lo que nos permite el

intercambio antes mencionado.
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Usamos las formulas integrales usuales (con a > 0)

[ eetap = (2)"

-0

00
/ e *x° ldz = a™°I'(s), Re(s) >0,
0

obtenemos

2rmoe—1 oo
_ _arg s 2my \-1/2 ﬁg_ =172
o = @ ?;) e( QmQ)DZ_lCr"(D)A (W) e(4mmzy)y “

2ma-—1

S R G ST SR
2ma—1

= aVN ZD e(—%)/\rﬂwaz(m,s) (5.5)
To=

si Re(s) > 0.

En consecuencia, de (5.4) y (5.5) se tiene la proposicién.
|

Teorema 1 Sean m, k, N enteros positivos. Sea f € J,fj‘,ffx(I‘o(N)") yg = f[k,m[WN, (0,0),1].

Entonces para cualquier v caracter primitivo de Dirichlet de conductor « con (@, N) = 1 se tiene que:

(i) Cada serie Ay Na2(fy,8) ¥ Aru,Nn?(ga" s) para 0 < ry < 2ma — 1 admite una extensién

analilica a todo ¢l plano complcjo.
(i) Estas funciones son acotadas sobre cualquier franja vertical.

(iii) Ademds, verifican el sistema de ecuaciones funcionales
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mni_le(‘ﬂ)f\ (f s}—(%—a)m"‘c A k 1
ro—0 2ma/ TONA$: S = VN L2 a.,NaZ(QE1 —5—'2—);

paraa = 0,1,...,2ma — 1, donde Cy, = x(rx)w(—N)'—Z%
al

¥

y Y, & son las sumas de Gauss

asociadas a v y 1), respectivamente.

Demostracién: Recordemos que fy, € J“" . (I'y(Na?) x (aZ x 7)) por el lema 5, p.26, y que

km.xv?
2
- —k_mNao? Z . 1 Z
C¢9E(T, az) = (VNa2r) ke ( - ?)jw( T N ;) (5.6)
por la proposicién 3, p,28, y por (2.2).
Por otro lado, sabemos que g;(7, az) € J;ifvuz,ﬁz‘(l‘o(Na?) x ((Z X w=Z) - (CNQ))); es

decir A =1, B = Na, C = Na?, t = a. Luego el desarrollo de Fourier de g@(r, az) en el infinito

tiene la descomposicion en serie de Fourier dada por (2.19)

gg(riaz) = Z d(n.m)gq ™ | con lo cual g5(r,2) = Z d(n,r)g gV,

nrek n,rez
Amn>riN Amn>riN

Ahora, tomemos @ € {0,1,...,2ma — 1} y consideremos nuevamente la integral

il iy iy a 1y ;
& =f / y — Pp— — )(im (‘)2; g°'1/2r£')dg
o Jo h (a\/N [(X\/N 2ma 4 a\/N)} Py

estudiada en la proposicién anterior.
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A continuacion separamos /,, en dos partes I, = I’ + I/, donde

b
2~
Il

1 o i 3 A
Yy ) _ a m(. 2 W ﬁ—l/2d d
/0]0 fw(a ,—N,pa ~ Qma)e (p T PN)y p dy,

o (33 e 9
" f f ( NS . )em( o Y -1/2 40 g
a 1 ghaj\’pm/ﬁ iR pm/ﬁ)y p dy

Por (3.1), f(r, z)e™(pz) = O(e(iy/4m)) cuando y — oo, pues 0 < p < . Por lo tanto

iy 1y

rmrasm )¢ Pavm) =0 ()

Por otro lado, la integral

> Ly —1/2
—_ )y dy = Re(s
]1‘ 6(4'mcf\/ﬁ)'j - g P(S)

es convergente. De esto se sigue que I/ es absoluta y uniformemente convergente sobre cualquier franja

vertical del plano s. Esto implica que I/ define una funcién holomorfa de s sobre C.

. . . 1 p a
Si usamos la identidad (5.6) con 7 = — L= — — + , obtenemos
g av Niy No?2  2ma2y/Niy
. . . 2 .
Wy iy a ) _— ;1 FiN e ( o W a a“i )
fo (a\/ﬁmax/ﬁ 2ma/l w( ] ) ® # N+v/Nad * PmNa3 g 4m2a3v/ Ny

W (IR SO WP W,
¥ a\/ﬁiy! alN QmOz\/Niy ‘

Si utilizamos esta igualdad en I’, y luego hacemos el cambio de variable 7 = y ' podemos escribir

00 par o i 2.~
fo=1'6y / / WP 6 ks mNe® (OGP Y Vdpdj.(5.7
a=1 Cw. 1 Jo %(aﬁ' alN chh/ﬁ)y ¢ (ma3N T 4m2&3\/ﬁ) P o)

Observamos que al denotar p = —a/2m se tiene

(iﬁ P @iy )EmNQz( ap_ a’iy )_
FW\ /N aN 2may/N moSN | dm2adN
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oo iy PN N 0P o i
e Covrdlomy s I (mmv )
= (e - Z)e (e - ) e(52)
[0 N ()r\/_- aN (y\/— alN 20

: : s i g . e a
Si aplicamos a esta iltima expresion la férmula asintética (3.1) y notamos que 6(2—p) es acotado,
83

concluimos que

5oy o ) (o * aiarm) = i)

cuando ¥ — oo. Esto implica que la integral (5.7) es absoluta y uniformemente convergente sobre
cualquier franja vertical del plano s y, por lo tanto, es una funcién holomorfa de s sobre C.
En consecuencia, I, es la suma de dos funciones enteras de s, acotadas sobre cualquier franja verti-

cal. Esto prueba que I, también satisface estas propiedades.

El mismo cambio de variable para [/ lleva a que

2 o
I:: = 3 C‘lﬁ/ / W _i _ O‘.Ly )--L 3/2— sem( ap +a‘ le)dpdfi

aN  2may/N ma  4dmPa

Recordando el desarrollo en serie de Fourier de g;(7, 2) y su convergencia uniforme, obtenemos

que
2
“j P U“J ~k—3/2— e ap N“}
[& = 2] T —— f d
: C“ / ./ v N GtN 2ma/ N ) (ma + 4m2a )(P ¥
ik y av ri@') ( a®VN W)~k s— 3/2/ p ~
= ©C d( = Z(a—r))dpd
'b./ HZH AT ( avN ) ( oma /°\ 4ma 0 e(a(a r)) ey
Amnmre N
dmn — a(2r — a)N 1 -
<k ~k—s5—3/2 4 ”
= aiC d(n,r) ( 17 / e(l(a — r))dldy.
¥ / nz'_;‘: ( dmov' N ) ) Y 0 (1 )

Amn>riN
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La integral interna es cero a menos que r = a (ver definicién (2.10) y su extensién), por tanto para

D =d4mn - a®’N, d,(D) = d(n,a)

o0 oo D
I, = aikC d, D/ p,(—a:r gEos=82qy
“ ¢DZ_1 o(D) 0 dma/N J)}

Is o= (D)
— ik0¢(Zma\/ﬁ)k-57llzfr"(kus_l"z)f‘(k —-8— E) Z m
D=1

: 1
= ai*Cu@mavN)2A, N (g; k—8— 5), para Re(s) < k—1/2.  (5.8)

Como /I, es una funcién entera de s y acotada sobre cualquier franja vertical, entonces por (5.8) se

tiene que Ag na2(gy, k — s — 1/2) admite una extensién holomorfa de s sobre C donde cada una de

ellas es acotada sobre franjas verticales, paracadaa = 0,1, ..., 2ma — 1.
Tenemos por (5.5) que
2mo—1 r
_ = 0
I, = C!\/F ZG E( QﬂJ‘a)Aro’Nuz(f"b.IS).
o=

Esta tltima igualdad junto con (5.8) prueba el sistema de ecuaciones funcionales.

Ademis

2ma-—1 2rme—1 2ma—1
ab

2 G(Zma)ja = oV az=u 6(2:;'?&) 2, e(_z(;:;)Arn,Noz(fw,S)

a=0

2ma-1 [ 2ma-—1
= o/N Y ( 3 f:(2;a(b—Tg)))ATn_Nu:(ﬁp,s)

ro=>0 a=0

= a\/N(Zm.u)Ab_Nuz(fug.: s),

ya que la suma interior es 2ma sirg = by 0sirg # b, paracada b = 0,1,...,2ma — 1. De aqui se
sigue que Ap noz(fy, s) admite una extensién holomorfa de s sobre C y cada una de ellas es acotada

sobre franjas verticales.

Finalmente, de (5.5), (5.8) y la holomorficidad de A, yaz2(fy, S) ¥ Mg, Na2 (g;,}, k—s—1/2) setiene
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el teorema.
| |

En particular, si tomamos 4 como el caracter trivial (por lo tanto a = 1) en el teorema anterior,

tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1 Sean m, k, N enteros positivos. Sea f € Joby (To(N)”) tal que

o) = W (= 2)r(- 57 0) G2

Entonces las series Ary v (f,5) ¥ Arg N (9, s) para0 < rg < 2m~—1 pueden ser extendidas analitica-
mente a todo el plano complejo. Estas funciones son acotadas sobre cualquier franja vertical y verifican

el sistema de ecuaciones funcionales

2m—1

S e[~ 5 )Arnlfis) = (%)I/Zik/\n,j\f (9.5 -~ %) (5.10)

ro=0

parac=0,1,...,2m— L

Este resultado generaliza la proposicion 4 del trabajo de Martin en [8], p.188, para cualquier entero

positivo N
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