
-TC
úqAq=n
AITL

Tesis
Entregada A La

Universidad De Chile
Cr:mp1inient'o ParciaL De Los Requisitos

Para Optar A1 Grado De

Magíster en Ciencias Mate¡náticas

Facultad De Ciencias

Por

Denis Orlando Osses Johns

Dícienbre, 2009

Director de Tesis Dr3 Yves Martin G.

PARA FORf"ÍAS

SOBRE

C, J-

TÍACIA T'N TEORE}IA
CUSPIDALES

CONVERSO
DE JACOBI
f,i(N )xff



FACULTAD DE CIENCIAS

T'NI\ZERSIDAD DE CHILE

INEORME DE APROBACION

TESIS DE MAGISTER

Se informa a la Escuela de Postgrado de Ia Facultad de Ciencia§
que La Tesis de Magíster presentada por e1 candidato.

DENIS ORT,A¡{DO OSSES .'OHNS

IIa sido aprobada Por le comísión de Evaluación de la tesis como
requisito para optar aI grado de l"fagíster en Ciencias !'fatemática§,
en eI exa¡nen de Defensa Privada de Tesis rendido eI día 15 de
Dícieúnbre de 2009.

Dil.ector de Tesis:
Dr. Yves Martirt

Co-Director de Tesis
Dr.

Comisión de Evaluación de Ia Tesis

Dra. Anita Roias

Dr. Luis Arénas





AGRADECIMIENTOS

Qüero agradecer a mis padres y hermanos por su formación y preocupación. A

mi mujer, Paula, ya que sin ella no estaría escribiendo esto hoy y por su profundo amor.

A mi hija, Elolsa, que me ha enseñado que la palabra correcta no es indiüduo, sino que

dividuo. A1 Profesor Yves por confiar en mí sin conocerme; por su apoyo, paciencia y

valiosos consejos. A mis amigos quienes me han mostrado que Ia distancia mrás corta

entre los hombres es, precisamente, 1a amistad.



RESUMEN

En esta tesis consideramos formas cuspidales de Jacobi de peso l:, índicc rl y caracter de Dirichlet

l sobre el grupo f 6(N) x 22, con expansión de Fourier

.it,..): I c(n.r)qiqi. q,: e2"i',q,: e2"".

Lucgo dcfinimos la f orcedurd de esta serie por un caracter primitivo de Dirichlet {i,

.1,¡i, z) : ! ú(").(,, ,)ai,ri.

,;;:i.
Demostramos que tal función se puede rcplgsentar por la suma linita de series

¿n-^-. / d \ / \

/'. r .:, \- f t ,r..^tr,),t" ,"'ll t ,i' '"',i.11- \/--'," i \ /¿ ')
r' 0 \I) | ' ;;,

Posteriormc¡te dellnimos el sistema de 2rra se¡ies de Dirichlct

L,"l.f.¡,."): i 143, u I,o I 2,,¡,, - I?, D'

donde o es el concluctor de r/, y para cada una de ellas asoclamos las funciones Á

^,",¡.,(./+, ") = (2i /"rvF)" r/'/7r-'l(')¿,"( /t, s)'

Por otro lado, dcfinimos un cictto opet'arJor ñ¡., -,Je tipo Fricke" que ransforma la función /(z ':)

en otra fotma de Jacobi que denotamos 9(7, z).

Con todo esto, nuestro resultado principal e§ el siguiente:

Teorema Sean rn, A, N enteros positivos. Sea / e .,rf f¡, (l¡ (N ) x Z') tal que

t-.
C.Lrg¡(r,o::): (vfra'/rl-tr-'\'"'( ;) f, ( ñ¿;,;)

Entonces para cualquier Ú caracter pimitivo de Dirichlet de conductor o con (o, N) : 1 se tiene que:

(i) Las series 4"",v",(/¿.s) y ,\,",¡^,(9¡,s) para 0 < r0 < 2mo 1 admiten una extensión

¡n,rhlica a lod,, el plano complcjo.

(ii) Estas series son acotadas sobre cualcluier franja venical.

(iii) Paracadaa:A.1,...,2mlt - 1se verilica la ecuación f'uncionai

''I'"(- j*)t ^".,, 
. - (:ts1 ';'r'..r,¡ '.(,..r " i)\ ¿tt)t\ v \.oo

4
donde ac : ¡@)u\- N ))y 9¡, '.(; son las sumas de Gauss asociadas a 1i y Ü respectivamente'

)t
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ABSTRACT

h this thesis we consider Jacobi cusp forms of weighr t, index r.,r wirh Dirichlet characrer I orl the
group f¡(N) x 22, with a Fourier developmenr

¡(,,4: D c(n,r)qiqi, q, : e2ni' , (t. : e2n"' .

Then, we define the ,y/i§/ of this serie by a primitive Dirichlet character ú,

f*(r,z) = | ,!,(n).(", r)oi oi.

"X.:lii,
We prove that this function can bc rcprcsentcd by a finite sum of series

2n^t/d \/ \
/.(r,:1= I (t d,"(D)q?/^-l[ » q'I,'/4ñq:1.

.=o \o--, /\""i2...", /
Later, we definc a system of 2mo Dirichlet series

L.(f,t,,"): i gP , olrn!2mo 1

D:7

where (} is the conductor of ú, aIId for all of them we associate the functions A

A-,r", (,f,r,, s) : (2ÍLa\/Ñ)"-t/2r-"r(s)/,,0 (/¿, s).

O¡ the other hand, we define a ccr(ain op"rato, í7r., of "Fricke-type" which transforms the func-
tion /(r, .:) in other Jacobi fo¡m which we'll denote g(7, z),

With this, our main result is the following:

Theorem Let m,,t, ¡y' positive integers, Let / e {fif*(f¡(1u) x 22) such that

-2,
c"¡siG.oz), l/ñn2¡) &r.BNo'z( - ;) "(- ñA;, )

Then for any I primitive Dirichlet characte¡ of conducto¡ <r wiü (.r, .lú) : 1 one gets:

(i) The series A,o ,y., (/a, s) and 4,,,,¡." (97, s) for 0 S ra < 2ma - 1 allow an analytic oxtension
on the whole complex plane.

(ii) These series are bounded on any vertical strip.

(iii) For any a = 0,1, . . . ,2rno L these series verifu the functional equation

2ma-7'$',¡-... oro ¡n .. t2m¡¡L/2, l. ,. I\
¿'(-lñ)^'.'"'tl' ") 

:t/¡i I '^r'd^orvo'?(etk 
s 

,,)

4_
where Co : Xlr"),ltl- N)Z and9,¡,9i are the Gauss sums associated to rl and f, respectively.'3r
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Capítulo L

Introducción

A1 igual que muchos otros conceptos y definicio¡es dent¡o de las Matemáticas, las forma§ modula-res

no son un caso excepcional en cuanto a su génesis, síltesis, sistematización y generaljzación.

Sus oígenes se remontan a la segunda década del siglo XIX cotr los trabajos de Jacobi y Abel en

conexiól con ]a reoda de fuflciones elípticas. En este pedodo de la historia se pueden encontrar casos

ptrticulares de 1o que alota es nuestro obieto de esrudio. Posteriomente, hacia frnes del siglo XlX, con

Klein y Poincare se sentaron las bases de lo que hoy

m(üula¡es.

formas automorfas v fomas

Desde entonces las formas modul¡res han sido ohjeto de prcfundos estudios y han aparecido múlti-

ples relaciones entre éstas y otras áreas de las Matemáticas. Podemos mencionar, por e.jemplo, relaciones

con va¡ios problemas en la teoía de números elemental, con las funciones elipticas, con las formas

cuaclráticas, con representaciones de glupos, con la geometda algebraica y con la Física Matemática,

enffe otIas.

Actualmente las generalizaciones y analogías que han devenido y derivado del concepto clásico de

forma mtxlul¿Lr muestran la vitalitiad de las ideas primitivas y la importancia de su estudio p ticular y

general- Entre esta-s generalizaciones podemos citar a las formas de Siegel. formas de Maass, formas de
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Hilben y las formas de Jacobi. Son estas últimas ell las que centraremos nuesúo trabajo de tesis.

Las formas de Jacobi fueron estudiadas sistemáticamente por Eichler y Zagier en [3]. Son, a grosso

modo, un cruce enúe funciones elípticas y formas modulares en una variable (ver [3], p.l). Ejemplos

clásicos de este tipo de funciones son las series Thet4 la función ú? de Wcierstrass y los coel¡cientes

de Fourier para formas modula¡es de Siegel de grado 2. Hoy en día cs posible cncontrar las formas dc

Jacobi en trabajos relativos al estudio de los Agujeros Negrosl, entre otros campos de ta Física modema.

Por otro lado, las formas modula¡es sobre el grupo S L2(Z) están conectadas, sorpre[dentemente,

con ciertas series de Dirichlet. Esta relación fue dada explícitamente por Hecke en [6] y establece que

una se¡ie de Fourier t j) : la^ez"'"' conesponde a una forma modular sobre S L2(Z) si y sólo si
n=l

Ia serie de Dirichlei ¿(s) : | ! satisface ciertas propiedades analíticas (continuación meromorfa¿r ,lsn=l
y ecuación funcional), En general, una equivalencia entre formas modulares y series de Dirichlet es

llamada Teorema Converso (ver por ejemplo [7], [9]). El teorema converso de Hecke fue generaliza-

do por Weil en [10] para las formas modulares sobre los subgrupos de congruencia l¡(N). Para su

demosúación Weil utilizó la prueba de Hecke y formas modulares "torcidas"por ciertos caracteres de

Dirichlet.

Con el advenimiento de las formas de Jacobi ha sido nauml tratar de extender los resultados cono-

cidos sobre las formas modulares a este nuevo objeto. El símil del teorema conve¡so de Hecke para las

formas de Jacobi sobre S L2(Z) x 22 fue dado por Martin en [8]. Un teorema converso análogo al de

Weil en el contexto de las formas de Jacobi aún no se conoce. En este trabajo se obtiene un resultado

parcial en esta dirección, ya que probamos que las series de Dirichlet asociadas a las formas de Jacobi

sobre ls(N) x 22 satisfacen propiedades analfticas análogas a las observadas en el teorema converso

de Weil.

El siguiente esquema resume la analogía quc qucfemos cmpezar a desarrollar con cste trabajo de

tesis y muestra la pregunta que eventualmente deseamos responder

I hrrp://arxiv.orgPS-cachcft ep-ü/pdfl0603/0603066v2.pdf



formas de Jacobi

I
teorcma conve$o de Hecke teorema conve¡so de Martin

sobre S L2(V,), 1936 sobre S L2(Z) K Z2 ,1-996

formas modularcs

I

I

I

teorema converso de Weil
sobre I's(jV), 1967

En esta tesis probamos una de las dos implicaciones que el teo¡ema converso faltante en este diagra-

ma debiera poseer.

1.1. Breve historia de los Teoremas Conversos en formas modu-

lares elípticas

En esta sección haremos una breve introducción histórica para comprender el contexto global en

que se desarrolla el pfoblema de esta tesis. Como explicamos anterio¡mente, todo teorcma converso

considerado acá es una implicación doblc que relaciona fomas modulares o fo¡mas de Jacobi (definidas

por una serie de Fou er) y una o más series de Dirichlet.

En lo que sigue describiremos con exactitud una de las implicaciones, en la dirección que nos intere-

sa, para cada uno de los teo¡emas conversos de Hecke, Weil y Manin. Mostraremos cada implicación

recalcando sus resultados obtcnidos, con cl fln de direccionar y anticipar nues[o tmbajo.

Cualquier forma modular elíptica ./ (z) sobre el grupo Si2(Z) tiene una expansión de Fourier de la

forma

f@=ia"ú' q':e2'i''



y por lo tanto es natu¡al asociarle Ia serie de Dirichlet

L(l.s):la"n-"
n:1

Recíprocamente, cualquier serie como la altcrior dellne una sede dc Fouder. Si bierl en muchos

casos esta última representa una función holomorfa sobre.ff : {z e C : I rn(z) > 0}, no es nece-

sariamente una forma modular. En 1936 Erich Hecke demostró que si /(7) es una forma modular sobre

S L2(Z) entonces la serie de Di¡ichlet asociada a ella satisface ciertas propiedades anallticas. Además

estableció las condiciones que debía satisfaccr una se¡ie dc Dirichlet para que Ia serie dc Fouricr corrc-

spondiente fuese una forma modular sobre S1,2(Z).

Recordemos que una.forma nodular elíptica de peso k > O y condicíón de multipl¡cadot C - +l

paraelgrupodesustitucionesgeneradoporzr.z*N(conNenteropositivo)yr*-]esuna

función holomorfa /(r) sobre -7f que satisface

1. /(r + ru) : /(z)

¿ 1r ¡rtk2 ¡\- ;): c(,,) /(f )

3. /(z) es una función holomorfa en co, es decir tiene una expansión de Fourier

f ?):D".q7/*.

El conjunto de tales funciones es un C-espacio vectorial que derctamos pot 'y'l¡(N,C)-

Asociamos a tal /(7) las seríes de Dirichlet y h,

r,(f,s): i g
u-n\

/r,\ s

^^'(J,,) 
: (l) .t.lr-tr,'-l



donde I(s) conesponde a la función gamma de Euler. 
/
lo

Por último se define el operador de Frick. ,^ : 
[,

Teorema (Hecke) Sea /(z) e "/fi(N,C) y SO'z) -

,irlr [lV,v]). Entonces

5

,\
l. 

p.rra .v entero Positivo.

t))

(rÑ.)-.o /( 1/Nz) (que anotamos 9 :

(I) Las series t\¡(/, s) y A,v(g, s) admiten una extersión analítica a todo el plano complejo'

n^ b"(Í) 
^N 

(/, s) + I +;! es acotada sobre cualquier franja vertical (donde ó0 es el primer coeflciente

en el desarollo de Fourier Para 9).

(Itr) Las series A¡(/, s) y A¡(9, k s) satisfacen la ecuación funcional

^N(/,s) 
=CA¡(9,k-s).

El teo¡ema converso de Hgcke consta de este teolema y de Ia demostración de que el recíploco tam-

bién es ciefo. Note que para ¡{ : 1 se tiene el teorema converso para el grupo S L2(Z)'

El rcsultado de Hecke fue extendido por André weil en 1967 pala formas modulares sobre gmpos

de congruencia f6(N) con caracter de Dirichlet x Esto§ sub$upos úenen en generat múltiples gen-

eradores, al contrario de los gmpos cubiertos por el teorema de Hecke' que se reflere sólo a aquellos

generados Por r r-+ z * lr' Y z r- -1'

La idea ctave de Weil para obtener tal gene ralizació¡ fue torcer la forma modutar I (r) mediante un

caracter primitivo de Didchlet ?y' mod m, poniendo

|,(r) : ! r,(r,)a,qi



A parLir dc cila dcflnc la scrie de Dirichlet torcida por el caracter 1,,

L(f,11,,s)=iry
¿=1

y la función A torcida por el caracter ú de conductor m

A¡v(/.rr',s) : (;H r(s)1-(/,rr'.s).

Para especificar los caructeres ly' necesados para su resultado, Weil consideró cualquier conjunto M

de primos impares o 4 tal que

(a) Cualquier elemento de M es primo relativo con .4y'

O) Mná(a,b) f Z para cualquier progresión aritmética A(a,b) = {a +nb: n e Z},dondea,áson

dos enteros positivos relativamente primos entre sí.

Tales conjunlos M existen. Por ejemplo, podemos tomar como M el conjunto de todos los números

primos impares relativamente primos con N por el Teorema de Dirichlet sobre progesiones aritméticas.

Teorcma (Weil) Sean k, N enteros positivos y x un caracter de Dirichlet mod ¡ú tal que x(-1) :

(-r)e.Sea/(z)unaformamodulardepeso,kycaracterr/sobrefs(N),g(r,z):(JÑz¡-k.¡1-t¡llz¡

(o s: f hlwNDv

CasíO, z) : $/Ñé ") 
k f (-llN q2 r) (o s¡ : f¡l¡lw¡¡",]), donde Cú es una constante que de-

pende de /, ¡¿ y X, Entonces para cualquier caracter p¡imitivo de Dirichlet ?y' cuyo conductor m € M,

se tiene

(I) Las series Á¡(/, ry', s) y A,v(g. rll. s) admiten una extensión analítica a todo el Plano complejo.

(tr) Éstas son acotadas sobre cualquier franja vertical.



(III) Las series A¡(/' Ú, ') 
y A¡(s'l''k - s) satisfacen la ecuación funcional

l¡('f 
' 
ú' s) -' ikc{LN(s'a'k - s)

El teo¡ema converso de Weil consm de este teotema y de la demostración de que el recíproco también

es cierto.

1.2. Teorema Converso para Formas de Jacobi

Para el ca§o de las formas cusPidales de Jacobi de índicc rn y peso k' con rn' k enteros po§itivos'

sobre el gnrpo 5L2( 7') v Z'2 ' existe \nteorema converso análogo al de Hecke dado por Yves Martin en

1996. Para ello. considero la serie de Potencia

r ?' 4 :T"lt',u "'o'r' ^*) ( 
"-¿ *, "'^-'')

A Partir de cstq define el sisGma de 2m series de Diriqhlet

r."(/,s) = i 4?' o t ro t2rn -l
D=7

y para cada una de ellas asocia las fu¡ciones A

A-(/'') = (Zm)'-1l'?¡-"I(s)¿'" ("f' s)

Tmrema (Ma in) Si la serie de potencia /(7' z) representa una forma cuspidal de Jacobi de índice n¡

ypesolc sobre Sr,2( Z) xZ'2 y g(r'z)=r k?-2"ü""/' Il-llÍ' z/r)' entonces

(I) Las series A"o(l.s) yA""(g's) para0lro 32m - Ladmiten una extensión analítica a todo el

Ptano comPlejo'



21n ),

» "(- #)n"u''= (2ml/2ik^"(s'h-"- i)'ro:0

El teorema converso de Madin consta de este teorema y de la demostración de que el recíproco

también es cierto.

(tr) Cada una de ellas es acotada sobre cualquier franja venical.

(III) Paracadao=0.1,...,2m- 1 se verifica la ecuación funcional

En este trabajo de tesis nos interesa obtener el análogo del teorema de Weil, dado más arriba.

Más precisamente, consideramos formas cuspidales de Jacobi de peso &, Índice m y caracter de

Dirichlet a sobre el grupo I¡(N) x 22, con expansión de Fou¡ie¡

¡(,,"): L c@,r)qid.

Delinimos la torcedurc de esta serie por un caracter primitivo de Dirichlet r/,

f¡(r, z) : | ,t'tn)"(n,,)t?t2.

^:::i:"

Y demostramos que tal función sc pucdc represcn(ar por la suma finit¿ dc scrics

2mo-t / ú \ / \
rtk,zt= » (I ¿,"(olq?to^l( » qi'to^cil.

"-"- \ o-- /\ iá /
.=fo \ztto)

Posteriormente definimos el sistema de 2m.o series de Dirichlet

r-*(/+.,) = i 4{3 . o ! r¡ !2mo -|i-¡:t '-



donde o es el conductor de ly', y para cada una de ellas asociamos las funciones A

^..,,,n^, 
(,ra, s) - (2ma.vF¡"-t/2¡-"1(s)I." (/q, s).

Por otro lado, dcfinimos un cierto operxdor Í7w., "de tipo Fricke"que trarsforma la función /(r, z)

en ot¡a forma de Jacobi que denotamos 9(r, z).

Con todo esto, nuestro resultado principal es el siguiente:

Teorema 1 Sean rn, /r, N enteros positivos. Sea / e Jfl;1x(f0(¡l) x 22) tal qu,e

ces6Q, az) : 6ñ az,¡-* 
"*N " (- +) k( - .ar, )

Entonces para cualquier Ú caracter primitivo de Dirichlet de conductor o con (o, N) : I se tiene que:

(i) Las series Á.",rv." (.f,r,, s) y Á",,iv., (o¡:, s) para 0 S ,0 I 2t¡n - 1 admiten una extensión

analítica a todo el plano complejo,

(ii) Estas series son acotadas sobrc cualquier franja vertical.

(iii) Paracadaa:o,7,.,,,2rna- 1sc ve¡ifica la ecuación funcional

'-E', 
( - 9) 

^.,,* 
* uu, "l = (ffi)' /' t c r ¡^, * * (cr, k-' - i)'

.4-..

donde C, : a@\r!(- w)-fiy 9p, ft son las sumas de Gauss asociadas a 1l,' y ry' respecúvamente.

Pa¡a desarrollar todas estas ideas dividiremos esta tesis en cinco capÍtulos.

El primero de ellos coresponde justamente a esta introducción.
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En el segundo capítulo dcfini¡emos las nociones básicas necesarias para el trabajo posterior. En par-

ricular introducircmos los conceptos de grupo y formas de Jacobi. También rcco¡da¡emos la deñnición

de caracteres de Dirichlet y probaremos que las formas de Jacobi se pueden expresar mediante una serie

de Fourier y mediante una combinación de funciones Theta.

El tercer capítulo cs nctamcnte técnico. En él estimamos el tamaño de los coeñcicntes de Irourier

de cualquier forma cuspidal de Jacobi, Esto nos asegurará la convergencia uniforme de las series de

Dirichlet que se ocuparán en el capítulo cinco.

Posteriormente, en el capítulo cuatro, introducircmos conceptos análogos al operador de Fricke y a

la torcedu¡a con ca¡acte¡es de Dirichlet usados por Weil en el contexto de las formas de Iacobi. Estos

conceptos han sido poco estudiados en la literatura, pero en esta tesis juegan un pap€l fundamental. El

resultado principal de esta sección corresponde a la proposición 3, que relaciona los torcidos de / con

los torcidos de 9, donde g es la imagen de / bajo la acción del operador de Fricke.

Finalmente, en el quinto capítulo delinimos las series de Dirichlet quc nosotros asociamos a una

forma de Jacobi. Nuestro resultado pincipal es el teorcma l, donde se exhiben las propiedades analíticas

más imponantes de tales series de Dirichlet.



Capítulo 2

Definiciones Preliminares

2.1, El Grupo de Jacobi

DeñniciónlPa¡aA:R,QoZdenotamosporA2x2etconjuntodematricesde2x2concoeficientes

en A y dclinimos el gIupo

sL2(A) =, 
I I 

eA2*2 :ad-b":t]

Definición 2 El grupo de Jacobi GJ es el conjunto de triples ['v' X' (] donde

/,, ,\,:l'" " I esr',(m) , x:(r'P)e R2 ' (esr''tt
\" ,/

(con ,91 = {z e C' : lzl: 1}) y cuya ley de multiplicación está dada por

/r"'\ . -

lr,x'(l[r'. x' C']: [rr"xr' ¡ ¡"61'"(att t 
^ ' 

l )l Ql)
L \ 

\*'/-

l1



t2

Aquíy en lo que sig\eem(z): e2"í^' para todo Ín €Zy z eC.

Su índole como producto semidirecto del grupo de tipo Heisenberg Ilq : {(X, () : X € lR2, C €

51 ) y ,912 (R) es evide[te al observar que este último actúa sob¡e I{R por la derccha mediante

(X,(h - (X-¡,() dontle 1e SIr(R), X€R2, (€5r'

AdemáS, para cada par de enteros positivos A, m podemos delinir una acción de GJ sobre el conjunto

de funciones {J : .Vf x C - C} ví¡

t,, ,,\,,^,II "1,.r,,r .1,,,,
\' '/

{ ', ,, . ,r, r, ,, ( +- \2- - 2\: - 
^t,) 

rl'; -t; 'l)' r" ) 'r.r,

Para más detalles ver [3], p.14.

2.2. Grupos Modulares de Congruencia

A todos los subgrupos de S L2(Z) de índice finito los llamaremos grupos modulares'

Para un entero posilivo -['/, dclinimos los subgrupos

/ ,\
ro¡ \/ = {l"l >t-2,2t: rr mod.\/}.

\. ,/

/. ,\
I(¡1) - il" 'l e SL2(Z):ó= c=0, o=d=1modM)'

\" ,/
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Notamos que Sl,2(Z) : ro(1) : I(1).

Además, si M/ M entonces lg(M') ) Io(M), f (M') ) l(M).

Estos subgrupos de ,9 L2(Z) tienen índice frnito (para una demostración ver [9], p. 103). Llamaremos

a l(M) el grupo modular principal de congruencid Diremos que M es el nivel de l¡(M) y l(rtl).

Cualquier grupo modular que contenga un grupo modular principal de congruencia es llamado un grzpo

modular de cong rue ncia.

En esta tesis trabajamos coo los gn:pos modulares de congnrencia 19(,41) y reticulados de la forma

'l' : AZ x SZpan A. B, M enteros positivos tales que ,4BlM. De aquí que consideramos el producto

semidirecto I¡ (,44) x (f ((r)) g cr, donde (B es una rafz primitiva B-ésima de la unidad y ?. ((r) :

{(x, () € JIR : X eT,e e Cal.

Note que el subgrupo ((s) aparece en el grupo 1'¡ (,41) x (7. ((r)) para que Ia ley de muttiplicación

dada para el grupo de Jacobi Gr en (2. I ) tenga sentido, ya que si X, X' € ? entonces

Note además que la condición ABltr[ es necesada para que la acción de lq(M) sobre ?' . ((s)

esté bien definida, pues de esta manera se tiene que

(x,()r: (x7,0 e 7 ((6)

paracualquierX € 
", 

? € lo(r1) y ( € ((B).

En panicular, definimos

"t*'(i)1.,,.,

f¡(N)J :: Io(N) x (z'z. (l)). (2.3\
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Nota: Cuando hablamos del nivel M lo bacemos de manera global, con el lin de cubrir todos los casos

posibles que se generen en nuestra tesis. En cambio, el nivel N hace referencia a un entero positivo en

particular

2.3. Caracteres de Dirichlet

En esta sección recordamos el concepto de ca¡acter de Dirichlet y algunas de sus propiedades. Para

mayores detalles ver [9], p.79-81.

Sea N un entero positivo y ! un caracter del grupo multiplicativo (ZINZ)., Para cualquier entero

n ponemos

x(n) =
st

sl

(n' -M) : 1

(n,N)lt

Entonces x es una función de Z a C que satisface

(r) ¡(nln) : x(m)x(n)

(2) x(m) : x(z) si m = r¿ (mod N)

(3) x(¿) * 0 si y sólo si (n, N) = r.

Los caracteres ! de (ZINZ). y las fwciones x de Z en C que satisfacen las condiciones (l), (2) y

(3) se corresponden biyectivamente por medio de (2.4). A tal función y deZ en C lallamamos caracfer

de Dirichlet mod N o simplemente caracrer mod N. El menor entero posiúvo N es llamado módulo de

x. Al caracter de Dirichlet que corresponde al ca¡acter trivial de (V,lNZ)- lo llamamos caracter tivial

mod N. Además, denotamos por x0 el caracter trivial mod 1 y lo llamamos caracter principal.

(2.4)
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Para un caracter de Dirichlet x mod Il, defirli,mos el caracter coniugado X pot

x(n) : rO para n e Z.

que también es un caracter mod Ñ Para un múltiplo ly'/ de N' ponemos

(2.5)

r'(n) :
n) si (n, N') : 1

si (n,lr') I 1

entonces X' os un camcter mod N. Al caractú X' lo ltamamos ca tacter inducido desde ¡ mod N'

Dado un caracter de Dirichlet x mod -lú, sea N, : {rz e V'+ : mlN y yes inducido Por un caractel mod m}

Como N pertenece a Nx, este conjunto no es vacío, Para cualquier par de elementos ml' 7¿2 en Nx' el

máximo común divisor de ml y rn2 también pertenece a Nx Para probar esto ponemos d : (rn1' rn2)

y recordamos que X es un caracter mod N. Como d € Z+ , dlml y dlrn2 entonces dl¡tr Luego' ba§ta

verillcar que la función a -, x(a) deline un caracter inducido mod d, para cada a = 1 (mod d) Esta

función es multiplicativa sobre Z, luego basta con prcbar que X(o) : 1, para cada a = 1 (mod d) Como

a : 7+dk : l+ (c!mt+ Pm2)k, pam ciefo§ /i, m1, m 2 € Z' entotces 7(a) : X(7+amft* Frnzk) :

X(1) : 1 ya que X es caracter inducido mod m1 ymodrn2 Pol Io tanto' el menor entelo r¿x contenido

en N, es un divisor de todos los elementos del conjunto. Llamamos a rtx el con¿uctor de l Cuando

¡y' : r¿x, X es llamado \tr caracter prinitivo mod .V.

Para dos caracteres de Dirichtet a mod -Iy' y r/ mod M, ponemos

(xP)(") : Y(n)r!'(n\ Para neZ'

entonces x¿r es un caracter mod ¿, donde 1, es el mínimo común múltiplo entre 'lúy '¡l'1'

J,,

I,
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Para un caracter de Di chlet primitivo X con conductor m, dcfi mos la suma de Garss de X por

sr: L x@)e2"t"/-. (2.6)

La siguieote propiedad de 9x es fundamental en este tabajo (para su demostración ver [9], p. 80).

Lema I Sea ¡ un caracter primitivo de Dirichlet mod r¡¿. Entonces

L x@)"'"*ot^ :x(b),sx ,

para todo entero á.

Sea ¡ un caracter de Dirichlet mod ¡1. Delinimos un caractct 1 de l'e(,[:l) por

/. ,\
\(.) = \rd) . -=l 

leror,1r.¡
\c dl\/

2.4. Formas de Jacobi

Para definir fonnas de Jacobi, int¡oducimos primero un concepto topológico.

Definición 3 Vnacúspide dels(]ú ) es cualquier órbita de f¡(,1,1) en QU{oo}. Su signiñcado topológi-

co es que es un punto dc compactilicación de la superficic de Riemann "8ll¡(M).

Frccuentsmente identificaremos una cúspide con cualquiera de sus rcpresentantes s € Q U {¿oo}

(ver detalles en [9], p.25).

Definición 4 Sean k,m, A, B.C entercs positivos tales que BIC y X un caracter de Dirichlet módulo

M. Una forma de Jacobi de índice mC, peso ,& y caracter x sobre el grupo 1's(M) x ('1' ((,3)), donde

'1' : AZ x tZ, es una función holomorfa /(r, z) : ./l x C, -. C que satisface las dos ecuaciones
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./. o\ /, o\
(r) /1,,-cll" 

,,J 
,o o, rlrr.z)= \(drl(r.¿) *, 

[,: , 
c r0(¡1).

(2) t l*.^cII d., (^, tt), (l(r, z) : .f (r, z) para (,\, p) .,, .,,rr, r, : (, l),

y es tal que

(3) /(2, z) es "holomorfa en las cúspides" de fe(M) x (T . ((6)). Sobre este punto nos explayaremos

en seguida.

Observación 1 Notar que (l) y (2) pueden reescribirse por (2,2) de la siguiente forma:

(r.) /(¡.2) = ¡1a¡ ,¡.+a¡ *"-.'( *l,t;*,i*) , (" | 
...,r,

(2') | (r, z) : (^2 r + 2^z + 
^p) 

l(r, z + ),r + p), (1, p) e 7, ( e ((a).

Observación 2 En este punto nos guiamos por [3], p.57-58, pero extendemos tal trabajo ya que ahí 1o

desanollan solamente para el grupo I'¡(1) /. Sea s la cúspide oo de I's(M), Consideremos

. l, \¿

I'- = Si oó¡o,aa1(cot ={lel'0(^/) :t(oo) .oo} -{ r | 'l ,,ru\.
\0 '/

Es claro que para cualquier f € f- se debe tener /l¡,-lf, (0,0), t](¡, z) - /(r, z). En particular

./r r\
f (r+t,z): /h,-"ll I,to ot,ijrr,z): [(r,z) (2l)

\o ,/

Además, tenemos que (0,t/B) e .1, 
luego

l(r,z+LlB)= Ílk,Í,clld,(o,L lB),tl(r, z) - J(r,z) (2.8)
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De (2.7) y (2.8) se tiene que /(r, z) dcfine una función holomorfa sobre el producto cartesiano de

anillos D x DclondeD: {u e C:0 < lu < 1}. De esta forma,

./ t, ,) : » r,Qt..r)qiq'.8 , qr : ('.2"1' , q" : ¡:2""
n'f <'¿

donde c(n., r) € C. La rePre§entación (2.9) es llamada la §erie de Fouder de /(2, z) en la cúspide oo'

Polotro[ado,lasegundaleydetmnsformaciónparaformasdeJacobiimplicaciertasidentidadesno

obvias ent¡e los coeficientes c(n, r). A saber, la ecuación funcional (2')

[(r,z) - e-c (\'2r +2),2 + 
^tilÍ 

z+.\r+p) para rodo (l,p) e 7'

Ya que '.1' : AZ x f,L, un caso particular de la identidad anteúor nos da

lQ, z) - ¿^ct ¡1¡¡t)2r r 2A\'z)l (r' z * AXr)

para todo ,\' e Z.

Esto irnplica que Ja serie de Fourier (2.9) satisface

(2.e)

Recordando que BlC, digamos C - Btpwaalgún t € Z, obtenemos

\ r:(n' r )t1i q',8 = » "("'')'if" 
I A 

^' 
t B t ( A^' )2 4c) q¡+2 A 

^r 
ntL) R



I9

De esto se sigue que

c(n,r) : c(nt, rt)

cuando n/ = n+AA¡IB+(A\')2mC y rt : r f 2A\tmt, eo otras palab¡as cuando r' =
r (md hnAt\ y 4nntt - rt2B : 4mnt - r2B. Esro demuestra que los coeficientes c(n,r) de-

penden sólo de 4mnt - 12 B y de r (mod2mAt).

La recursividad dc los coef,cic¡tes c(rr, ? ) pucdc ser aprovcch¿da de l¿ siguisnte mane¡a. Si dcfini-

mos

c,(D):= c(n,¡) (2.10)

pamtodo r €Zy D: mnt - 12 B, entonces c,.,(D) -¿,(D) paracadarr =r (mod,2mAt).

La ecuación (2.10) nos da los coeficicntes c,n (D) para cada r¡ e Zl2mAtZ (o ro € {0,1, . . . ,2mAt

1)) y todos los enteros D que satisfacen D= rfil| (mod 4rnf), a saber

.,"trl: "(L#,,)

para cualquier r' € Z cor, t =rs (mod 2n¡.At).

Ahora extendemos la dcfinición para todo D e Z ponendo

cr"(D) :o si Dt'-rf;B (mod 4rnt)



20

y a partir de esto delinimos

/", (') : » cro(D)qD/a,ú.
Dez

También conside¡amos la función Theta definida por la sede

Así

f(r, z) : » \ c."(atnnL - 12 B)qis:B

"="lfho,t ^ez

» L","(qq?#qiu

(2.|)

O""et,,"(r, z) = | nr2/tmetrr.
r=¡ot2ú^»

(2.t2)

I \ c:,o(n¡qD / t^t 
rr2 

B /4nt ([B

2ñAL-)
\-

2ntAL-l
\-

2ñAt-l
\-
1-

zmLt 7

\-¿- \-/-

"="[$!-^,, 
oez

f,"(r)q;" e/mt r"a

2mAt_l

= I ,f,"(')o *,,rt',.(Altt, Bz). Q.t3)
?o=0

A (2.13) Ie llamaremos Ia descomposición theta para /(2, _z) en el infinito.

El que .l (r, z) sea holomorfa en oo signilica que para cada r.e, las series /,o(z) definen funciones

holomorfas en -f. Esto significa que , ) 0 en cada caso (equivalentemente 4m.2ú 2 r2B).

Observación 3 Seas e Q una cúspide de fs(,¡tl). Consideramos l, : Sf0ó¡o¡¡7¡(s) : {.y e Io(M) :

r(s) : ,] y tomamos p e .g¿r(Q) tal que p(s) : oo (ral p siempre existe). Notamos además que

I, = p-ll'*p.
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Claramente lp, (0, il), r] e ci y

Ii,,(0,0).110', x ({o} x {0}) (1))[p-1,(0,0),11 : {[/¡/p-1,(0,0), t)lt er"] 
\ r

{l; ,n'o, r '^ , 
[, ,') " 

t',,

para cierro IIp e Q, Hp >0(ver,porejemplotgl,pl8).Luego/t,,"c[p-1,(0,0)'7): tr xC'C'

es una función holom orfa sobre .ff x C que satisface una igualdad análoga a (2 7), a saber

,fl¡,-c[p-1,(o,o),r](r + H,,z) : /[,,,,.][p-1,(0,o),r] u.,,.I

,r r,-c,fr, 1, (0, o). tl(2, '¡

Ahora sea ¡ú € Zr tal que ¡[p € 22"2. Alirmamos quc (0, N,4) € ?p-1 ya que si p :

entonces (0, tVA)p : (c^rA, d,VA) e ?, luego

J t .,"clt,-', (0,0), rl(r, : + I/A) : .1 t,,¡:ft,r,(0,u),11[,,,,(;1/'].(0,Nll),11(r,z)

: I t,,¡:lp 1, (0, ¡¡,1),11(r, z)

: f ¡ *6lI tl, (.cN A, dNA), 1l r'nofp t.(0,0),11(r,z)

: I n,^clp 1,(o,o),11(',2) (2.15)

De(2.14)y(2.15)setienequeJ k.nlclp t,(0,i1),1](z,z) dcfine una función con una expansión de

Fourier del tipo

/, 
",\

[.. , J 'n 
u'' '1t"'

(2. 14)

I("
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J A,-clp 1, (0.0). 1l(,,, : » c,(n.r)qi/tt'r'/t'i't
n-rcZ

donde cr(n, r) e c. sin pérdida dc generalidad podcmos modiiicar Ia notación de los coeficientes pala

reescribir la serie anterior como

./ r,-r,[¡¡ r,(0,0),t](',') : I r:n(tt',t)ql/t"q'/t'"
ñ.r €Z

donde h, es el mínilro común múttiplo entre N,4 y el numerador de 1Jr.

El resultado (2.16) es llamado la serie de Fourier de /(r, z) en la cúspide s'

(2.16)

Como en el caso cle la cúspide inlinito, también hay una descomposición en funciones Theta para

una cúspide arbitraria s. A saber, utilizando (.\, ¡) : (/,V.\" 0) € '1', para cualquier '\' € Z nos da

f t".,,c[t' ' (0,0), 1]l],,,,c lrrl, (,'t¡/l/.0),11 : .fl¡,,.¡tl¡t 1, (.'1¡'¡.\' 0),11

: .fl¡.,,,g1tt.,(AN.\'0)p. 1ll¡,,,¿ 12 
r, (0,0),11

: f it,.¡:lId., (o,AN)'. üA¡úl') 1llr,,,,crlp 1,(O,o).tl

/,, ,,\

"o,ro 
r: l l entonces (A¡/I',(l)p - (a, ll\', ó,4Xr.\') e ?, ya que lI € Z+ estalque't.t

\' '/
l\ p € /,' ". Lle esta mlnela.

-/ r-c[r, t.(o,o),r]Jr,,,c[/¿,(,lrv)',0),1] : ./ t,,,,cll t), @ AN \' 'h'aN)/) 1ll¡,-6'[p t'(0'0)' 
1]

: ,tlr,,,,cl¡,-r, (0, o), tl
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Esto implica que la sede de Fourier (2.16) satisface

I co@,r)qi/h,,qi/h,, qlAN^')'^c q2AN^'ñc L .o@, 
")s?/n, sillÁ* 

^,,¡

: I co@,r)ql"+AN \'¡1h.(AN^')2mcJ/hp q(r+zh.AN ^'mc)/ho

A su vez, esto implica que

cr(n,r) = co(nt,vt) (2.t7)

si nt = n I AN Xr ! ho(AN \')zmC y r':r+2hoANXntC.

Análogamente a lo que ocune en la cúspide inflnito, tal recursividad dc los coeficientes cr(n,, r)

puede ser aprovechada. Si def,dmos D :4mChpn r2 y

l. ¡ D+r2 
-1

c,,,(D):: l-o\+^cnr" 
t

[,

SI

st

4mchplD + 12

hnohplD+12

entonces Ia igualdad (2.1?) es equivalente a Ia ecuación

%..(D) : ce,., (D)

cada vez que r = rt (mod2mCANhr).

A patir de esto definimos

f o,^(,) : I c,,.," 1o¡ql 
/ a^c hi'

DEZ

para cada 0 !r¡{2mCAho 1,



Utilizando la definición para la función Theta dada en (2.12) tenemos

o.,¿¡¡¡¡",,o(ANr lhP z lho) : » si'/n^chl,s,tr,
¡<z

r=¡ot2nc ANha)

De este modo
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(2.18)

J(r, z) :

zitc AN h¡, -l
: » » \c0,,"1»1qlta*ch'"rñ=0 DeZréroQmc aNnr)

2tuCAN hp -r
= » t .tn,."(r),t:'/4^ch7q,/h"

¡o=0 .=.o¡24c^Ná,)
2mCAahF t

= » f o,,o?)@^so* r"',"(ANr lho, z lho)

D t a*c h'..r' / afuc hl." 
/ h,,

c e,r"(D)qf, '' """'"t o; 
t -"'" " 

" n

:'/o^ch| qi/h"

»

»

A (2.18) le llamaremos la descomposición theta para fl¡.-6lp- 1, (0, 0), 1](?, z).

Luego, que /(r, z) sea holomorfa en s significa que para cada ro, las series /r.,.o(z) dehncn fun-

ciones holomorfas en ./(. Esto significa que D ) 0 en cada caso o equivalentemente 4mCh,on / 12

(esta proposición es independiente de Ia elección de p, ver [9] p.19).

Por convcnicncia, para comodidad dcl lector, crccmos pcrtincntc repctir la dcfinición de fo¡ma de

Jacobi dada en la págha 12, pues ya conoaemos lo que sucede en las cúspides. Una forma de Jacobi

de índice rnC, peso t y caracter de Dirichlet x módulo rf sobre el grupo f¡(.[y') x (7. ((6)) es una

función / : ,/l x C. -+ C.tal qlue

(l) /(r, z) es holomorfa sobre .if x C.



(2) Íl¡,^cIt, (^, p). Cl(¡, z) = y(d)J(r, z) puacaaa

(3) f(r,z) es holomorfa en las cúspides de l¡(nl)

expansión en serie de Fourier
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¡\
| € ro(^/), (^, p\ e7'.e e «ul

dl

' ((r)), es decir, en el infi¡ito tiene una

("

x(T

l(r, z) : c(n,, r)qi qiB (2.re)

y en la cúspide s tiene una expansión en serie de Fou¡ier

llr,-clp-1, (0, o), rl(¡, z) : cr(rt,r){'/h" q'/ n" (2.20)

También podemos cancterizar a c¿rda una de estas expansiones en se¡ies de Fourier mediante sus

descomposiciones en funaiones Theta dadas por (2.13) y (2.18) respectivamente.

Si además c(z,r) - gcadavezque 4mnl-r2B:0 (en la cúspide innnito) y co(n.r): g

cada vez qlue  tn.Cll t,u ¡ 2 : 0 (en cualquier otra cúspide), la función .f(r, z) es llamada una for-

ma cuspidal de Jacobi. Luego, cada vez que hagamos referencia a una forma cuspidal tendremos D > 1.

El C- espacio vectorial de todas las formas de Jacobi de índicc ,¿C, peso i; y caracter de Dirichlet 1

sobre I'e(tV1) x (?. ((6))es denotado por J¡,,,¡.,*(l¡(¡1) x (7' ((s))) y el de las formas cuspidales

rí,T:c,x(ro@) x (r. ((s))),

Comentario Por el teorema 1.1 (dado en [3], p.10) sabemos que el C- espacio vectorial J¡,-6.,, (l'6(M)x

(r (Ca))) tiene dimensión linita. Además, si ¡t > 2 entonces J*,^c,x = Jíiilc,r@ Jf,ii,c.r, ¿od"

Jiiff.,* es el espacio de las formas cuspidales en Jr,nrc,x y JrE,lic,x es el espacio generado por las

series de Eisenstein (ver [3], p.25). Estas series han sido profundamente estudiadas y son bastante cono-

cidas; en cambio, las formas cuspidales son un poco más complejas. Es por este hecho que el trabajo de

»
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la presente tesis se refiere exclusivamente a fonna§ cu§pidales de Jacobi.



Capítulo 3

Comportamiento asintótico de Formas

de Jacobi

En esta sección estudiaremos el comportamiento de las formas de Jacobi cuando lar,(r) : q - "o,

lo que nos ayudará principalmente para dos propósitos: estimar el tamano de los cocficientes de una for-

ma cuspidal de Jacobi y probar la convergencia uniforme y absoluta de las series de Dirichlet asociadas

a tales formas. Aquí, en la proposición 1, extendemos el trabajo hecho por Berndt y Bócherer en [2],

p.23, ya que en él se trabaja sobre el grupo 16(1)J.

De ahora eri adelante, salvo que expresemos lo contrario, solamente ocuparemos la serie de Fourie¡

y la descomposición theta de una forma de Jacobi /(r, z) en la cúspide i¡finito. Además, la notación

que utilizaremos será la introducida en la sección 2.4, en particulal tenemos ? : AZ x iZ, C = Bt y

ABIM.

Lema 2 Si /(r,a) e "{§er,r(fo(M) x (". (CB))) entonces para cada par de números reales positivos

27



y0 y .li, la función / (r, z)e* (pBtz) es uniformemenre acorada sobre dominios del tipo

{(r, z) e "2f x C:y > g¡, lpl < A}

do¡de. ::L+iy, z:pr+q parcs1y,p,q € lR.Además,

Jj,z)e*(BLpz\ : .G(h» cuando !-oo

Demostraciónr Por (2.13) sabemos que podemos descomponer /(r. z) como

(3.t¡

2ñAt-7 2mAt-L

I(r,)= | f,.(r\@^n.",,(AB¡,Bz): » !,ot) » q¡2g/amtqrB
rn-o rñ 0 

. =";:,,_ ",

luego

2nAt-r , -z
.f(r,z)e*(pBtz) : ! f,"{,) » elfir.Br)elrBz¡eqnv.Btz)

"ó=o "=,;:,i",,
2,ñ^t- 1

= ! r,"t,) » "((ff+n,+*n2t)Br)e@rq+ntBpq)ro=o 
"='if!^^"

2ñAt-7

- \- r ¡-' ll¡ - 2ntlP\2 - \ '- ¿- t.r') » "\#u')r'(1r+nttflB't)'
'"=o '=';fi*'

Asf que

t ,¡(r-.2mLP)2 n,1e(l t mrp)Borl
::í \ 4ml

t e lr 1 2ú tp)2 r Bu /2ñt

[* 
"- 

l. +z^t¡'n a y ¡ z^¿ O.-

< ! r,"{,)l t e tr 12útp)2tBu/2ñt

2mAt- |
< ! lf""tr)l I e-tr1 ¿mtet2t Bu/2n¿ dr.

2ñAt-l
lf(r,z)e*(pBtz) < t l/."(")l

ro:0

2ñAt I
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Usando la fórmula integral

.l* .-"r"+»" au : (:)''',

válida para o > 0 (ver [5]), concluimos que Ia integral anterior converge a (2m t/B t/2.

Por lo tanto

'.f(¡, z), ^(pBtz)' r. 1!1""f' lr".t l,.
' o!' 

ro =u

Por ot¡o lado

ll""(¡)l S I1",,{»¡1,, rDv/2t t - "-"u/2,,,1(I lr"{t)1" "yo-r¡utz-,r)
D=t .D_1

implica que

|f (r,z)e^(pBtz\l 
= 
(ry)"'H*' i-'( i k.o(D)t(. ,(D t)u/2t,L).

ro:0 D=i

Observe que el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 cuando y + clc pues

(il,;"(¿)|"-"t"-t)v/2 t) - +Jtl y ffi -oD=l

Esto prueba la primera pa¡te del lema. Para la fórmula asintótica, notamos que y-rl2 ( 1 cuando

! - co. Con esto tenemos la segunda parte del lema.

!

Lema 3 sea/(r,z) e 4"::c,x(lo(M) x(? ((r))). Entonces la función /(r, z)e^(pBtz)Irn(r)k/2

es acotada en .r? x C..
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Demostración: Consideremos la función

s(r, z) : \[(r, z)e* (PBLz)]tm(r)k/2 '

/. ,\
Entonces. paracada',: [1" 

"l,foor'rj € tq(M) x(l ((a))setieneque
'\. ,/

s(r ( r ¿)) : l t (I#, ;1),- (n' etfi\! *(!!1,)- /'

donde p' e lR satisface

z ,ar*b ,

r¡*d. 'cr+d

Luego

- ^-¿ \ r/ Im(¡\ ¡,k12

s\.t ( r. z)) 
| 
r(d) (c, + a)t 

"^c ( ::-.) "- \n' et ;;¡ ) t 
r ")l \;fi )

Recordamos que C : Bt,ly(d)l: 1 y deducimos de la ecuación previa que

Por lo tanto

pt:ptL-qc.

s(t(r, z)) : l"^' ("t |l1 f t, ilr*1,¡u,,

- l.^. (y-! ü ry#91t't) 
) r ?, ")lr ^¡,¡k 

p

_ t r^r ¡p2 
rw r !)L lq\cr' d)) 

Í t,.,llt-t.tr',I \ cT+A

- e*c (p z) [ (r, z)ll m\r)k/2 - s(r, z)' (3.2)
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./r o\
Por otro lado. para c"aa r : I I _ 1,,^,r,,,] € r0(¡1) x (".((s))

\o 1/

s(t(,, ,)) : lJ (r, z + 
^r 

+ )c't'c (/t (z + \r + Lt)))InQ¡x/z

donde p" € R es tal que

z*Ar*p.:pttr+q".

Luego

g\i, ,)) : ¡¡q",c ¡-t ¡ ¡r, z)e,,'c (- 
^2r 

- 2^z - 
^p.)¿,'c 

(r)'t (z + \r * p.))llnt(r)k/2 ,

Ya que p" -p+lobtenemos

g(l(", ")) 
: .f (r, z)e'"c (-^2r 2\z ).p,)e:"c (,p" (. + \" + p,Dllm'(r)k/2

: f(r, z)e"'c (-^2r - 2Xz -.\p + (¡r 1 I)(z + Ir + p))llnt(r)k/2

: l¡(r, z)e^c (pz - \z + pÁr ¡ pp)llm(r)k/2

- lf(r, z)e^c (p2t + pq - 
^pr 

+ 
^q 

+ n\r)llm(r)k/2

: 
| ¡ (r, z\e^c (p z)ll mQ)k/2 : s(r,z),

donde hemos usado que )e."1 : eR'(') , para todo z € C,

En consecuencia, para cada 1 e fs(A'l) x (1' «B)) hemos probado que sOO,z)): g(r,z):es

decig podemos mirar a g(r, z) como una función continua sobre (/C x {))ll¡(M) x (7 . ((6)). Si a

este cuociente le agregamos un número frnito de puntos, las cúspides de fs(¡I), obtenemos un espacio

topológico compacto. En lo que sigue veriflcamos que la funciín g(r, z) es acotada en una vecindad de

cada una de estas cúpides.
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Sea s una cúspide de I¡(M) y sea p un elemento de,Str2(Q) tal que p(s) :m

En cada cúspide s, p or (2.20), I (r, z) íene un desarrollo de Fourier de la forma

Entonces

s(p 1(.r,.)) : I1t,^c:lp r.(),0),il(r,z)e"'c(pz) tm(r)k/z

» r:rQ t' r)q'|/t" q'-/t" 
""'c ¡2''¡)tnt(')k/2

t 
" 

I p.".(r)o ^c 
tN t.p,, "(ANr llt, 

z lLL,,)e^c 1p'¡\tm(r)k/2

2mCANht l

» .l.n,n,i) » n" 
lt*c:n2' 

," /n ' ,n'c Qtz) Im(r)k/2

"="",.,iÍé", ^,,.,

-J,,,, 1v/, l

vtt/2»Ío.,'(')»'(#*,'o)"(ipiv)epCp2iv)
¡o:O 

"=""(r;;;"^,,,,
2a.A^ a.. I | 1, _ Z.e.t, 

"p1, 1," t l¡,'-' t .\ #'tl,.-0 . . ^.. 
/

es decir

zmc AN hr- I

sb 1(r,")) < yr/, f Íp,,lrl [* " "'^"n,'""']/2''ch7'dr
¡o:0

.. .,.,rr'Av/r.-

r ,.(-t' ,¡2n|n; rt '? t 
' 

It , \.),\tir,=o

.t^./-t¿ , 2-t .lN/.,. l \

< ,ttk t),2(2n'c't'í\t ',,. .r/2,,u n7, 
» ! 1,,,,,"(D)1,, lD-r)rv/2nchl,1

' \ r I 
,,_O
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que tiende a 0 cuando y --+ co' o sea, g(p-1(r, z)) --+ g ¡usg6 g(r, z) es acotada et una vecindad de s'

Por otro lado, en el infinito /(r, z) tiene un desar¡ollo de la forma

Entonces, como se vio en la demostración del lema anterior

2nrAt-7

.n,,.t f .r.".,r t ,i;:'""r'r.
r r L2,4ar)

, )-l , t'2 -'' \' I

l[rr zt,"',pBt:) (#) t L t,t
t_u

Por lo tanto

t;1, , ,''f /,.rr,i donde ,, - (';' i'
¡.:0

Como también vimos que

¡,,,',.' i'c .,o', De ¿n' - p'"'"'(t ",atr))'p-- 
o r'' z"')'

D.I D:L

podemos concluir

,,- ,,/. 1r,¿Al I x

Jrr.z)en'r¡,Btz¡t)r ' - ,ro# p. t¡ '" rttt'-. r' 'r''"-')'

Claramente la expresión a la de¡echa de esta desiSualdad tiende a 0 cuando Y - cc Esto muesfa que

la función /(r. z)e- (nBtz)ytlz es acotada en una vecindad de la cú§pidc infinito'

En resumen, hernos probado quc a(2, z) dcfine una función continua sobre (71 x C)/f,('¡i/) x ('t'

((¡)) y quc es acotada en una vecindad de cada punto dc compacti0cación de este cuociente'

Por lo tanto, r7(r, z) es una función continua sobre un compacto Esto prueba el lema'
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I

Proposición 1 Sea f(r,z) e ,ü"j!s,r(to(M) x (T. ((u))). Entonces existe un número real positivo

E tat que l+" (D)l <EDk/2,do¡deD=4mnt-128.

Demostración: Po¡ el lema anterior, existe una comtante M > 0 tal que

.f(r, z)e"' (pBLz)lnt(r)k/'¿ - fft.z) uk/2e-2"'"8'o"o <¡tI.

Por otro lado, podemos determinar los coeficientcs dc la se¡ie de Fouricr de /(¡,.2) mediante

"{u'l: fu' fu''' ,n',r" 2rú1a(' 2rirB'dxd€,

dondez : r + iy, z : pr + q : ( *r:ri. Así

c(n,r) < lo' lo"n 
n, 

"un11e2¡tt't*lt 
e2rrñB¡p2uy-k/2,¡dt,

I

- 
fu' lu"o 

n'' ""'aB'!(b 
\ "/2''t)2+D l+*'* e) r- ttz ¿'¿,

_ t\l \ .¿ 2-nqt.t\ p t 2ñt - .,, t,,.-,,a)
- t3'

En panicular, tomando a:1lD,p: -r/2nú obtenemos

lc(n. r) < ¡¡¡ Dk/2en/2mt.



Capítulo 4

Formas de Jacobi torcidas y el

operador de tipo Fricke

En este capÍtulo int¡oducircmos dos idcas ccntrales para obtener los resultados principalcs de esta

tesis: la totcedura de una fo¡ma de Jacobi por un camcter primitivo de Dirichlet y la acción de un

operador "de tipo Fricke"sobre estas funciones. Además, estudiaremos el efecto de este operador sobre

tales formas torcidas y algunas propiedades de ambos conceptos.

La idea de torcer por un caracter de Dirichlet fue utilizada por Weil en I I 0] para probar su teorema

converso en el contexto de las formas modulares ellpticas, pcrc cn cl ámbito de las fo¡mas de Jacobi ha

sido poco utilizada, El operador de tipo Fricke se encuentra definido en el trabajo de Eichler y Zagier

dado en [3], p.41, pero ha sido muy poco estudiado en la literatura de las formas de Jacobi.

4.1. Acción de un operador sobre una forma de Jacobi

Definición 5 f)clinimos cl operador I/¿, (l € Rr') sobre funciones Q: )€ x C --+ C mediante

(uLó)(r, z) : QQ,tz)
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El operador I/¿ es una función que ertvía Jk,m a.I¡,-¿, (ver demostración en [3], p.4l). Notar que

tal operador altera el índice de [a forma de Jacobi sobre la cual se aplica.

l^ _,\
Definición 6 seavv/ñ: | ,_ " 1., u IR. Notar que 14 v/N € s¿2(R)

\/, o)
Ahora, consideremos / € Je,-,x(fg(N)r). Entonces

/ A-[r4lv,-.(0,0),1](r,z): (,"fir) ac-( )t( i tr)

Luego

uu¡(11r.,-lrl7¡'(0,0).11)(r,:) : (lt¡)'"-' (- j),( - # ;)

Esro inspira la siguicnte Llefinicicjn:

Definición 7 Para cualquier /(2, z) € 4.,,,c,r(f0(¡/) x (" ((6))) sea

/ a,- [l'1"¡/] (,' z)': U ¡¡ (Í \r,,-lw r'x, (0, 0), tl) (r, z)'

Diremos que ¿.,,,1Í7v] es un operador tle tipo Fricke. Note que ,[y' corresponde al nivel del subgrupo

de congruencia f ¡ (-\1).

Proposición 2 Sea /(r, z) € ..L,,,, r(f u(¡') 7 

) v 9( ¡. 2 ) := /ir',,, [i],v] (', :) Entonces

otr..i. .tt,\\(l ,J, v," (rz' -J-rZr * ))

Este resultado es una caso particular de la proposición 4 cuando en esta última d) es el caracter t¡ivial

y o : 1, como se probará en la página 28 Por ltl ta¡to omitiremos su demostración



4.2. Formas de Jacobi torcidas por un caracter de Dirichlet

Definición E Conside¡emos la serie de Fourier /(r, z) : I c@,, r)qi q; y un caracter de Dirichlet

/. Deñnimos ^x:li"'

f+(¡,2) : l,l,(n)"(",4úol
^:::51,

y diremos que ésta es la serie / torcida por /.

Para uso posterior necesitamos introducir la matriz

(4.1)

''"':(,,'".

Claramente á(z) € ^9¿r(tR).

Lema 4 Sea /(r, z) una función holomo¡fa súre ,ff x C con representación de Fourier

ie,z) = \ c(n,r)q,;qi

^i":i:.,

y ú un camcter primitivo de Dirichlet de conductor o. Entonces, para cualquie¡ A, r¿ entero§ positivo§

tenemos que

r,t = si' fú@"rr-,- [a 
(i), ro, or, r],

donde ft es la suma de Gauss de /.
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Demostración: Si aplicamos 
[O 

(1), f O, Ol, t] a /(r, z), obtenemos

rt--[a(j),fo,ol,t)1,,") :¡(,n j,.) : I c1n,.¡e(nuto)qiqi.
,,::5:.,

Dúavtr,^fe(t),to,ol,r]r,,a : 2, .¡",,¡(\¡¡"¡"q""1a¡)q24
1mñ¿', \-----

o(")s¡
= 9¡!,r?'z)

Así

T

Lema 5 Sea f Q,z) e J¡,^,r(lo(N)J) y ú un caracter primitivo de Dirichlet de conducto¡ a. En-

tonces /¿(r, z) e J¡,-.,,,p. (I¡(No2) x ((aZ x Z) . \ll)\. Además si / es cuspidal ertonces /í,

también lo es.

Demostración: Dcbemos verilica¡ que f¡(r, z) cumple las condiciones que definen a una forma de

Jacobi.

La holomorficidad de J,¡(r, z) sobre "tr x C es clara a partir del lema anterior, ya que ésta se escribe

como una suma linita de funciones holomotfas !l¡,^[0(u/a), (0, 0), 1](r, z) (la maai z O(ula) no alteru

la holomorf,cidad de / pues solamente faslada la variable r).

Ahora p¡obamos que f ol*,^[t, (\, tt).t) : (Xú2)('y) I,!, pa¡acada ? € l0(Na2), ( \, p.) e aZxZ.



(" b\
Dado 1: I l( fo(Ivo2) definamos

\cNa'z d/

, : eo*(!, ,:(: ;) (j., l(, ,-)

= (" - u"t-;' b' dut'-io' -",','ls\
= 

| "r.' 
d- u"d2.i' )

Notar que I cs una m?:r;j .*n""*ts cnte¡o§ pucs r"J = 1 (mod Nrv2) LuegoIele(Na2)'

Escribiendo 1= l_ _l.rcne.osCue

\" o/

l: a-.a'u!É= d (modo)'
a

Por lo tanto, usando que i\,z) e Jk.^,x(lq(N)r) y recordando que l es múltiplo de cr Podemos

conclui¡

1,,-p(|),to,ol,rlt,-tr,(r,r),rl - rl.-[o(])r'{i'i'l'rl
: ru,^lte(:), t.,, p), 1l

: il-,-F, (¡,/, - d'"1),111-,-['(*)'t''tl'']
- i2--.

*r¿i¡-.- [á(?), ro, or. r]

- . .12^..: 
^(,r)/ 

-,^[n(?). to,ol, r].
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De esto y el lema 4 se sigue que

- -9. t tr\ 'r

-iu r,-lr, (^, p), 1l : .q;1 .'i\"t l\r,", [n(:). to ot, t] t,-['r' (r, r'), t1

)2--.
9;'L.u " rra /r ,fe1a-") rrr'or'rl'

!:1

En esta última expresión hacemos u - d2t, y notamos que cuando r.¿ ¡ecore un sistema Completo de

residuos (mod a), entonces t, tambié¡ (ya que (d2, o) : 1). Luego' po¡ el lema anlerior

/¿l¡,,.fr. (.\.p). il : %1»u( )¡(r '/)\(d)/ 
^ ", [o(l) ro ur r]

!"= 1

t 2rrJ¡1r,tPl-' It , ,, ,lA(' I o u, ll

: u(d)ú2 @)g:1'9ü.f \.

: x4,, (1)./..r

Para probar la holomo lcidari ile /r(r,;) en las cúspides § € Q U {oo}, tomamos cualquier

/,, ,\
p-'=l l- st.rlqrcon/,,<, - \.

1., ¿l\,/ /r\
Es fácit vcrificer quc 0l:)t ' e S12(Q) paracada l <u< cY. Entonces

J.. ^ -lt, 0.r)' I,¡. ,t (e ,' Ia ' 'r." f'(;) '0 0' r])),,., r' r''l 0t rli' :r

- '4 'L r,, (r^ ,.¡o(I¡ t0.u, l .r ',,1r-r'{0 0, 1)
! 

,=1

: rr;' i¡t")(r ^,,, [o(])r-', {o,or, tl r

Por otro lado, sabemos que para cada natnz0(tt lu)p 1e51,2(Q)'lafunciónll¡',,,10(ulo)p-1,(0,0)'11
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tiene una expansión en serie de Fouder del tipo (2.20), luego

L r."ln .0.0.11,r. zt - 4r' I',,r,( t c. 
"r,,.r\q-\qi1')!:1 

",,,,;;:'r""

don<le h : h,,r. Esto muestra que fu r,^lp 1, (0,0),1](r,.:) tierie una representación de Fou¡ie¡ del

tipo deseado.

Un argumento análogo se puede aplicar a fomas cuspidales.

I

Proposición 3 Sea/(r.z) É Ja,m x(l'Lr(,\') '¡y gl.,.,1:,t r -lñv](¡,z) Sea ry' un caracter primi-

tivo de Dirichlet de conductor ¿r con (.).lV) : 1. Entonces

.f,,lt -ll'I¡"'l(', ') : (',s¡(.r'az)

con l-. \t"), t. 
^ 

;3;.donde v, ¡ 1r\ corresponden ¡r Ia .uma de c:rus. de ' ¡ ,:. respecttra-
s1!

mente.

Demostracién: Para cada u €zcon (rr' a) = 1, s)(i5¡e¡ ''',1) e v- fal q\re r:Q - -ltrr7rr - 1(recordarque

(a,,¡r') = r P6, ¡1o6tesis) Entonces

/\
Blj\rr lr ul
ror ",i;' | ^, l'"'(;) 

4.2\

\r." "./

ya que

.(1) ,",7 (: l) 1; T) (H r)



anb aue,r es 
[, 'fo'.1 ' (i)r] uor unuuor t?

,{ , elq¿u€^ EI E a¡uetuelos BpEIspr} (l)a ,"rn* nr 'z elq¿u¿^ ¿l eJqos Ellce r, Jopulodo le enb BÁ

{.,)([r'{o'o)'(})r]-' l,'(n'n)'-,,r1*r ¡)etr¡1"1r :
(",)([r,lo,ot,..-."(;)r]-" t ) *n

seruorue'(.n).Y rolc¿J un o^les '(rV)0J ol¿q erqu¡Ec ou (:'r)l' ,{ (N)0J , l" 
'"") 

"*",
\'')

r,,r([,'rn'or'(i),]-,r(1, ru'or -,1- r [, io o) (: :)J-,rr)).=^, -

/,, v,'\
,.,r(lr.rt,,,,.(Ifr-,, 

[,,, Jl,,tr)'^',
1.',¡([1,1¡ 6¡,,:rin",(i)r]-.', ) e.L^n

oluel ol ]od

ZN
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u,nn ( tv.",lo(i)wr*", (o'o)' 1])(', 4

: v1..lu.u ¡7(flt,-[wv,r' (0' 0)' 1])f ,.'- p(r)' fo' ol''lt'' a

: rt ¡nl-,^V(*), {0,o), r]t',",)'

En el último paso hemos usado la hipótesis g = "f'r'-lñ¡l'

Aplicandoahofaellema4,taigualdadantedoryque-uNu=1(modo)'conlocual(u'g):1¡

esdecir.cadavezqueurecorreunsi§temacompletoderesiduos(mod@)entoncesgtambién,tenemos

que

f,llk,^yfrN,,)(r, z) = u 6;r(tr\*'*llvlñ,, (0' 0)' 1l)('' z)

:'s;' iú t lurr= (tr-,- l' (*) qÑ7' (0' 0)' 1l ) 
("' z)

= x1a\e;t i t't-rv»'l' - ['(¿)' 1o' o)' 1] (r' oz)

v=1

: x(a),b( N\sít,t'tu)sl- [o(r)' to' ol' r] t''"a

: Y(a){(- tt)9¡19"¡slk' oz)'

I

Proposición 4 sea/(r,z) € J¡,-,x(r0(N)J) v s(r'z)= 'flt'-17¡l(r' 
z) Entonces

s,rlr.a2\ €.lu ^r",;.;(rolN 
o'\ 

'< 
(@ " frzr rc'"1))

Demo§tración: Debemos verificar las trcs condiciones que <telincn a una lbrma de Jacobi dadas en la

sección 2.4 .



Sea h(r,z) : fu *.,-lW6¿ (.0,0),11(r.:), es decn (U7,*zh)('r.z) : Cüs (r,r*-). como

/ú es una fuflción holomoffa sobre '/f x C y la acción de la ¡ratriz llr,,¡;t, bajo la operación ¡,-

no cambia la holomorficidad dc l,r, (ya que /ú a,-1l1,'-fi;2, (0,0), 1] corresponde a una composición

de funciones holomorfas), entonces ,t(r. z) también lo es. Además, el opcrador Uv,Tá, no altera la

holomorlicidad dc la función sobre la cual se estí aplicando. Luego, por la proposición 3, se tiene que

g5(r, a:) es holomorfasobre ,/l x C'.

Veamos ahora que 9t t.-N.,l^/,X.(l : \rrr(-/)rt para coda r e l'¡(A'42), X e Zx jaZ y

( e ((¡.). Como /", E J¡,,,,r¿" (l'¡ (No2) x (aZ x z) (1)) (por lema 5), se tiene que para cada

I . ál
I I € t'u(-\'.r/ )I -- " .t

f"tÍ,r)

Aplicando lk,-[17lN"r, (0,0), 1] a ambos lados de esta igualdad tenemos

: xerzr¿) 
,,, _-,(j", 

l) 
,,,,.,,,,r,,.,

h(r,z) : x.,t,2(\-tr,!.-t (.;, r),r 
r, rlf.-f (;

=1.,¿d,.'"(:[ 
]) 

o lr:

-+\
"'""' | 

. ro.u).1] (,. ,)
ol

-") 
. ,u. u,. ,1 ,'. . ,: x,|,,(,i.)-\ f,t--t (;

¡/
-7hlr,,nr ,] ,-[l0 ) \ ó.vo'

.\
| , r0.(i) 11(r. ?r

,, I

: x.r'?(d)',,1^-[( 
r1",
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De esto se tiene que

ht¡.zt lurrdr r1 Llo2¡-0,-'""( ,-I+'.', )n(# ,.-,-r)

Luego, como od = 1 (mod Na2)

hj.tñiPz):

:xt,(o) ,( óNo2z*a) .","(- ']rt:.",5:,')r( rffi =ffi"1
\r,',r l, ü.vo,r-o1 r,,'No'( ##1,, ^^"r,1(#* -ñ;- r)

Es decir

(u,57h)(r,z)-r¿¿(.),1tr"".-rtt--^".¡f ' -')'ro.o¡'r])1,',¡
' 
\-r,_r.", " )

/\I ,l cl
para cada | | c I 0l V": tslo mue§lra qtrc

\-o,r'." a )

1.5 r..,,r,"" [r, (0,0), rl :rr'tllv; ' para todo i €fs(No':)'

Por otro lado, también tenemos que

f ,t,i. z) : | ¡r,¡,-lt d, (o). p), Ll (r, z) . para cada (a \, p.) e oZ x Z.
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si aplicamos [W?No;, (0,0), 1] a ambos lados de esra igualdad renemos

h(r.z) : ret¡,^[rd.,(a\,p),1f--f (r", 
-f),,.., ,],",,,

:,,,*-[(; 
f'),,.^,,,, (,,L 

-T),],.,,

: ,rrr.,^l( 
o -' ' \

'\/ñ,, T 1 
t"*' #) 'l'"'''

= ¡.r ,l ' - ' \
*'-' 1'm' FJ''.,'''''''- *l 

a' (u'/Ña -17')''1 t'''r

= nl r,^l a, ¡raa, - fi), r)o, a

De esto se tiene que

h(r, z) : 
"- ({u,/ N *)', + 2plÑ r.2. - px.) n(,, 

" 
+ u,/ N o", #)

: ,t"(A,^/N,*)', +zlJN*',)n.(r,, + uJÑF, #l

Luego

h.(r,,/ña2,) : ."'0t2Na2¡ + zpNo2 z)lt(r, r/Ñ& 
" 

+ p.r/Ñ u,, #l
: 

"n' 
N u" (t,,2, + 2 p,r1t,(r, ^,/ t't o' (. + t,.r rrf ) )

Poniendo ).' = t" y p' : -l/¡y'a Endremos
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h(,,1No2,) - "-'r'"111')'?r 
+ 2\' z)h(r,vÑa2Q+\'r+p'))

- (N^'?e,nNó': ((^, )2 r + 2\, z * \' ¡L' ) (u u6;ph) i, z r x' r + p.').

Equivalentemente

(u,5;ra)(2. u ) : ((urffirñ) ¡,,.,¡.' [1rl ('\/ ¡r'') (])(r' z)

para cada (.\/.p') e Zx |;Zyq € ((N.,) Por tanto

tt¡ t,^».zlltL,x,C): r[ , para todo x 
'z* 

L*"2' ( e ((v')

Nos falta probar Ia holomorficidad dc 5(r, oz) en las cúspides s

seap r: 
(: 

).s¿2(Q) 

tarquep r(oc) :s.Esrácil veriltcarque

, , : ,*, (_,:", "T",),,-,

: w*;"(,:-,'''::"")(1 ;) (T,;)
- ,, i" 

[ , 
' 

,.:) (.: 
' 

,;^,)

pongamosa-1: (-"')"' ,,1,,),, (f ,,;J 
No,arque¿'1e s';',qqy



Entonces, la proposición 3 implica que

c¡e¡w,-N.,lo-1. lo.o). 1l(¡. oz) -
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(u ¡¡¿(L¡[ ,^lw u7¿, (0,0), 1l)) 
l^ -,",lp-1, 

(0,0), 1l(,, a2)

: u,t*r¡ ((¡ r¡.^lq6., (0, 0), 1l) 
lo.- Ia-', lo, o), rl) (r, nz)

: ü 
".*dU 

r,)t,lw'r'ñrp- 1. (0,0), 1l)(r, .rz)

: u r¡¿ ((.r*.,,[,:r 1. (0, 0), 1]) lñ.- [M. (0, 0), 1]) (,. .,,).

Como/¿(r.z) e .l ¡,,,.r,¡, (f s(Na2)x ((aZxZ). (1)))tenemosque/¿1ft,,,[¿,-r, (0,0),11(i,,)

tiene una expansión en serie de Fourier del tipo

trcgo g¡1x,,,,x.,[O- 1, (0, 0), 1](?. az) tiene una expansión similarya que la acción de l¡,- [M, (0,0), 1]

y la acción &, U r6;t no cambian el tipo de esta serie.

Nota La proposición 4 nos dice que

U.(s¡(r,z)) e ¿¡,,.,r..,;¡r(l'o( r'rc,¡ x (@, #rl «r"l)).

De esto no es difÍcil obtener que

t¡(,,") e -ro,,,r*r(ro1ruo'9) " (@z" rlrl «rl))

"f+ h.,"["-r, (0, o), r]1r, z¡ = » c,(n,r)qi./h- ra,/n" .

n ¡E?,



Capítulo 5

Resultado principal

5.1. Series de Dirichlet asociadas a una forma cuspidal

Como hemos visto en la introducción, para poder pensar en un teorema converso para formas cuspi-

dales sobre I.¡(M) x (?. ((6)) a la manera de weil, debemos necesariamente definir se¡ies de Dirichlet

y funciones L que estén asociadas a tales formas.

Definición 9 Sea f(r,z) e 4H1"(10(N)J). En este caso A: B - C : t:7 (ver deñnición 4)'

entonces e[ desarrollo de Fourier de /(r, z) en el infinito tiene la tlescomposición en funciones Theta

(2.13). A saber
2m.L / @ \

r (", 4 -- 
Po( 

I''" t'1,f "- )t ""^n' ",'

Pantal f (r, z) asociamos el sistema de 2n¿ §eries de Dirichlet

á ¡- rD\L,,¡."): » -# otr¡!2nt t. (5.1)

D:1

49
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A su vez, cada una de ellas se completa con ciertos factores exponenciales y factores gamma:

A'",,, (,r, 
") 

: (2rnJÑ )s 
-r / 2 r "f (s) 1-." (/. s).

Con el mismo proceso encontramos la función completada para g(r. z).

(5.2)

Sea la forma cuspidal de lacobi f ,¡(r, z). Por el lema 5, [aQ, z) e J¡,^,*,¡"(fo(N o-2) x ((aZ x

Z). (1))). En este caso A: oq B : C : L: l,luego el desarrollo de Fourier de /¿(r, z) en el infinito

tiene Ia descomposición en funciones Theta (2.13) dada por

¿it.-| / ñ \

t, (r.zt - \- I f d,"tD¡q?,0' )o.,",,"1o,..;.t=-"\?,' ' ) "'

Las 2m,o scrics dc llirjchlct sc dcfinirán como en (5.1), pero las funciones completadas asociadas a

cada una de ellas serán

4.",¡,.,, (/¿, s) = (2malÑ¡"-r/z¡-'I(s)I.o (/e, s). (5,3)

Con un proceso análogo encontramos la función completada para gA?,dz),

Ya que c,"(/)) : o(Dklzl (ver proposición l, p.23) entonces L".(f,") y L^(i*, s) convergen

absoluta y uniformemente sobre cualquier subconjunto compacto del semiplano complejo -Re(s) >

k/2 + 1.

Esta definición extiende la dada por Martin en [8], p.l87, ya que alll sc t¡abaia sob¡c cl grupo Io(1)J,
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5.2. Hacia un teorema converso para formas cuspidales de Jacobi

sobre l6(N)/

En esta sección establecemos el ¡esultado pdncipal de esta tesis. Como antes sean A, zn, iV enreros

positivos, ¡ un caracter de Dirichler módulo N y /(2, z) una forma cuspidal de Jacobi en 4§P, (fs (N)r)

con represenlacióri dc Fouricr cn cl infinito

f(","): D c(n.r)qiqi
,,:;i'",

La siguiente proposición da una representación integral para las funciones A asociadas a /(r, z) por

medio de una transfo¡mación de Mellin generalizada.

Proposición 5 Sea,l(r, z) e .{]i]f,.(lo(N)r), entonces

".i_^' 
" 
( - #) n^,,., ( ¡*, "t 

: 
l,* 1," o (#,, # - ;*) "^ Q' h) u" -' / 2 an au

donde se ha usado la parametnzación de "/f x C dada por r =.ú +i.!, z: pr + q con r, J¡, p, q € R.

Demostración: Sea

,^: l"* 1," n(#,rh- r*")*(t._1*)a"-,,anau. (s.4)

Usando el desarrollo en serie de Fourie¡ de ./¿(r, z) tenemos que

.liy ill a \ \- / iytt iu ar\
"'\"vñ'"vN 2t¡tot 2,''" ' \'"qy,!/'\'' qvfr 2nto)
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Por lo tanto

2 4", o 
" 
((" + n ) -L,J) 

" G #) * (t h) u"' / 2 an au.

Con el cambio de variable f : pla ¡ r l2mq, la integral anterior queda de la siguiente forma

: 
^ /- ! .i,, . t 

" 
(- #) r''' l.',i|,"' 

" n ((t + t (,n - fi) + ("0 - fi;)" ) 
:l) ar aa

=o /-)-"tn.rr 
"( - 

J!-\u"-,r,"^* (4^!-!-\ ["'/'*" "^,or 
I t ,- ,-uJo Z¿c\tt' t )'\- 2"* )s \4mzat/N) l"¡z^o \"¡¡)'n'u

En esta última igualdad agrupamos los términos según c(n, r) = c(n+ro),+ma\2,r +2ma\),es

decir los coeficientcs c(n, r) no cambian mediante pasos de ancho 2mo en la dirección r a lo largo de Ia

parábola D = 4tnn- 12 (yer a¡gumento dado en la Observación 2, p.l l, con A - <ty B = C : t:1r.

Si usamos la notaciót c,(D) = c(n,r) podemos escribir

n : o'f' .7- ffi) i *"tot I- " ÉH*)u" -, t, [* .-t, 7#) * o,

El infercambio del signo integral y la sumatoria sc justifica ya que (por el lema 2) J¡Q. z)e*(pz)

es uniformemente acotada sobre conjuntos del tipo {(r, z) e.tr x C: u 2 ao,Wl 1n} ytieneun

decrecimiento exponencial cuando y - co, por lo que I a furLción J,¡,(r, z)e^ (pz)ys -1/2 sigue siendo

uniformemente acotada sobre este tipo de conjuntos y se anula cuando g tiende a ir¡finito. Con todo esto

se verifican las condiciones del rcorema de convergencia acotada de Lebesgue, lo que nos permite el

inte¡cambio antes mencionado.
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Usamos las fórmulas integrales usuales (con o > 0)

e-o(p+b), dp _ (1:)t/2

lu* "-"'""-' ¿, :a-'I'(s), Ee(s) > o,

obtenemos

2na-l,. : "',I .( #")i,,,",a l"* (ffi)-"'"(*k,o),"-,,,¿u
2md 1

= ,,/¡r i ,( - 
o'o \(2,,,oJñ r"-rl27r-ó f r\ r f c""(o)

\ 2mot '¿r Ds¡o=o Dt -
2ña l

: oJñ \- "/- 
j!'

¿2 Y 2,,,; )^'"'u "'l l'r" s) (5 5)
¡o=0

si 1?r:(s) > 0.

En co[secuencia, de (5.4) y (5.5) se riene la proposición.

Teorema 1 Sean m,&,.¡y' enteros positivos. Sea / e Jflie,(to(¡/)r) y g : /lk,_lwr,(0,0),1].

Entonces para cualquier'¡y' caracter pdmitivo de Dirichlet de conductor o con (o, ¡y') = 1 se tiene que:

(i) Cada serie h,",¡e.z(!¡,s'¡ y 4"",¡-,(97, s) para 0 < ro I 2¡ncr - 1 admite una extensión

analf[ica a todo cl p¡ruro complcjo.

(ii) Estas funciones son acotadas sobre cualquier franja vetical.

(iii) Además, verilican el sistema de ecuaciones luncionales

L

T
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l'( - #)n,","'ir*', = (#)"',r c¡rt",¡¡¿(s¡.re- 
" - i),

para a = 0, 1,...,2ma - 1, donde Ca : 1(o)r/,(-N)9 y g,t,,g;, 
"ortas 

sumas de Gauss't¡
asociadas a { y /, respectivamente,

Demostración: Recordemos que /9 e {Tr,rr, (l.o (Na, ) x (aZ x Z)) por el lema 5, p.26, y que

c,¡sq(r,<.,,)=oñtttr¡-x".,N."¡ ilo(_**,) (5.6)

por Ia proposición 3. p.28, y por (2.2).

porotro lado, sabemos quee¿(2,o4 e Jí",1!r.,,¡p(r.s(¡r'a2) x (@, iaz) ({r")));*
drcir A =L,B = ¡¡q,6: Nc'2,t = a. Luego el desarollo de Fourier de 96(2, cz) en el inliniro

tiene la descomposición en serie de Fourier dada por (2.l9)

¡ I L I tll tll o \,-/c ?l/ \..," = J" Jo ¡"1;h,,,;ir -;")n"l,Ph)i-,/2at,1l

estudiada en la proposición anterior

o¡?,az) : \ a@. r)qiqiN" , con to cual o;1r.,1 : \ d(n,r)qiqiN .

,"i';;'"x^ 
^,:.;:i_

Ahora, tomemos o e {0,1,. . . ,2ma - 1} y consideremos nuevamente la integral
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A continuación separamos /u en dos panes Iu : /' + 1;/, donde

,, ftf'.tiu ia,L = l" J, r*|ffi*ffi- r^")*Q'h)u"-'/2anau,
,it = l,* l"'¡o(#,,h *)o(th)u''/'anau

Por (3.1), /(r, z)e-(pz): O(e(ia /4n¿)) cuando g - co, pues 0 < ¡, < o. Por Io tanto

t.,.( '?':.o i't: -1 )".¡,,i¡ o(.( 'u -\\"'\or/1v '¡,,r/N 2mt r' ,,r/-V/ \ \ü¡ñv/N t t

Por otro lado, la integral

[* "( " --\r" 
- tt2dy o = Re(s)

Jt \4¡',o^/N /'

es convergente. De esto se sigue que ff; es absoluta y uniformemente convergeDte sobre cualquier franja

velical del plano s. Esto implica que If; definc una función holomorfa de s sobre C.

Si usamos la identidad (5.6) con r : --L, ": - # * :-+F, obtenemos
ot/ Nia Iv oz 2ma2t/Niy

tr(h,,# ú-) : r-(;)r "^'" (-,,ñ#* *,;#a. 
^#^),lDa\

' Yu\ oy[;y olr 2moyfi;u)'

Si utilizamos esta igualdad en Il y luego hacemos el cambio de variable /: 17-r podemos escribir

,t, : oo cr l, .lo *(#, - k - nffi)r*-",,-" "^,"' (k + ffi)ao aa.o.n

Observamos que al deno¡ar l: -of 2m. se ¡iene

I ii p aii \ -N., I op o'ii \ft\"ffi'-"N- r^"fr)t" - \mo.ru+4m%t/F/ =



= w(ft.t* *),".(ik.rffi)
= w(ffi,,*- *-r¡""(,(,ffi #))"(#)

Si aplicamos a esta última expresión la fórmula asintótica (3.1) y notamos ,* "(#) es acotado,

concluimos que

*( ii p aii 1.^¡". ¡ ap , ,';r- \ _ n(.( íi \\et\;ffi.-"Iv - ,rnoJñ ). \-.rM - 4^r"t6):"\'\4"^fr))

cuando ]/ ---) oo. Esto implica que la integral (5.7) es absoluta y uniformeme[te convergente sobre

cualquier franja vertical del plano s y, por lo tanto, es una función holomorfa de s sobre C.

En consecuencia, 1o es la suma de dos funciones enteras de s, acotadas sobre cualquier franja verti-

cal. Esto prueba que Io también satisface estas propiedades.

El mismo cambio de variable para -If lleva a que

r': : *c,r l" 1,"'r(#"x. - k - #k)rr'''-""* (# + ffi)a at

Recordando el desa¡rollo en serie de Foufier de rni,") y su convergencia uniforme, obtenemos

t, : ;rc"' l,* l,",ri(;k ,+ ,ffi)or ttz ",-(!!-*"ffj)ata,

que

- oor*lo \, ao,,t"(^ffi),C*#)"(t-8:t¡a^-"-",' 
1"" "(*@ "¡)apa¡

¿,^,.'.¡N

= ,,trc* [* | aq,,..¡,.( (a".¿, 
-. o(2,_ a)N)¡ ¡\¡r." trz [ .(t(a _ r.))d.ttr.ij.

Ju 
-*, 

\\ At¡talN / ' Jo
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I-a integral intema es cero a menos que r : o (ve¡ delinición (2.10) y su extensión), por tanto para

D =4rnn- a2N,d"(D): d(n, a)

ro o ircui.d^¡ot 
fo* "(#fr,¡)r- "-","rn

. aikcv(z,..,,/N)a-s r/2,r-(r-s-r/r)rl¡ -, l) ñ l"("] 
=^ \- " 2) ?, Dk-,-tt2

- ,t ihc,t(zma'/Ñ)I/'?¡,.N", (et.a - " ]), r." Re(s) <k-112. (s.8)

Como 1o es una ñrnción entera de s y acotada sobre cualquier franja vertical, entonces por (5.8) se

tiene que -{",,y.,(97,,t s - 1/2) admite una extensión holomorfa de s sobre C donde cada una de

ellas es acotada sobre franjas verticales, para cada a : 0, 1.. . .,2ma 1.

Tenemos por (5.5) que

I" : oJñ » .(- #)^-**$r.4.

Esta última igualdad junto con (5.8) prueba el sistema de ecuaciones funcionales.

Además

2mu-L , ¿'tlo L 2 tü-l

I "1,3)," : o,/ñ \- "/ o'\ \-./ {)n-,..u,,")?u \2ma / " f, \2¡not Lo \ zmt

: "-'*_E' (' p_' "(#,, - .r)),r.",,,ri, o
: ay/ ¡,t (»ntt\ll'6.N_,Ut,, s) ,

ya que la suma interior es 2rrra si r0 = ü y0si ro I b, paxa cada b : 0,1, - . -,2rna - 1. De aquí se

sigue que 46,¡., (/9, s) admite una extensión holomorfa de s sob¡e C y cada una de ellas es acotada

sobre franjas verticales.

Finalmente, de (5.5), (5.8) y la holomorficidad de Ao,¡o, (/¿, s) y 4",¡"r (gE, & - s - 1/2) se tiene
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el teo¡ema.

I

En particular, si tonamos Ll como el ca-racter trivial (por lo tanto a : 1) en el teorema anterior'

tenemos el siguiente resultado.

Corolario I Sean m, A:,1V enteros positivos Sea./ É '{;1x(f0(N-)i ) tal que

e\7.2), \\-r ,-.{ j)lf-#il

Entonces las series A"",,v (1, ,) y 4.,,v (s, s) para 0 I 7'0 < 2r¿ - 1 pueden ser extendida§ analítica-

mente a todo el plano comptejo. Esta§ funciones son acotadas sobre cualquier franja vertical y verifican

el sistema de ecuaciones funcionales

(5.e)

'(-' , ,,i' \ \ ,/..,, I a\' ',,.r,. ., (.i,i. ll ,5.10,
L'| .2r¡ It' r''' 

' 7r'/ 21'
,o=0

pala ¿ = 01 1, ...,2m - 7.

Este resultado generaliza la proposición'l del trabajo de Mafiin en [8]' p'188' para cualquier entero

positivo Ar.
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