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INTRODUCCION

Sea f un conjunto finito 1'G un g¡rrpo también finito actu¿"ndo a 1a derecha

soL¡re ,\ por :?r ts-+ r.9 (c € X, g e G). Llamaremos espacio geométrico al par: (X. G)

ptovisto de ia a,cción de G en -{.

LÍn endomorfisrno de un espacio geométrlco (X, G) es una aplicación I : -X --+ X

que conmuta con 1a acción dei grupo, es dccir,

q(.r.s)-,iQ:) o (h'z€)l.Ve€G)

Enlre los ejemplos más familiares de espacios geométlicos fi¡.itos tenemos e1

n-ágono legular, poliedros ¡- polítopos regulares, el plano euclideano finilo, e1 serni-

plarro de [6i¡¡card fi',ito. er, .

En c'stos ejempios se ve, -ei¡ embalgo. clue en gcnclal los espacios geométricos

no adl¡iten muchos endon'ior'fismos -r' en la ma¡'olía cle 1os casos sólo se tiene el

endornorfismo trilial.

Si pensan'ros ahola, en una generalización de ios punios z € X a pr.rntos "fisiorla-

dos" o más cla"r'¿¡mente. a meclidas c1e plobabiliclad sobre,Y, tene¡tos una ertensión

c1e1 corcepto de endomo.-fismo de (-\,, G) (obselvar.nos que Ia acción de G en X induce

una acción en e1 conjunto l1'l1(-\ ) de las medidas de plobal;ilidad sobre ,\ ).

Llamaremos pseudo-endomorflsmo de (f , G) a toda aplicación rI : X -+ ,i\11(-X)

que conmuta con la acción del glupo C,'. Denotaremos por Pseld(-{, G) al monoide

de pseudo endomorflsmos dcl espacio geométrico (X, Ci).

Dado rI, 6 Pscnd(-Y. G), podenos r,er que estudial sus iterados ú"' (n € s)

eqr-rivale a estlrdiar un paseo aleatorio G-simétrico soble el conjunto -\. De este

modo, nos interesamos en la estructula del monoide Psend(X. CJ) pues describc dc

cielta forma la "georretría estocástic¿r" cle1 espacio geométrico (-X, G).



En particular'. es de iirter'és estudiar'1os molin.¡icrttos brorvnianos en Psend(,{, G).

Llaman-ros moviniento brouniano a toda Iamilia continua {rlr¿}¿;6 en Psend(-\, G)

taI que

rI,,-. = ,!,:ú. V/..r>g

Üo=1

dolde 1 es el neutr-o en Psend(-\, G) r' qL,e satisfacc adcn'rás la condición it.ricial

clc I-inclelrerg Ie lelativa a una ó'..l¡ita fl e X'? lG. Esta condición rro-' dice. en

tértninos nás concr.etos, que el movimienio tiene veiocidad ilicial positiva só1o en

Ia órbita Q.

En el teolerna 2.1 se da una caracteLización explícita de tales movimientos cn

cualquier espacio dc Gelfand filito (X, G). De hecho, se tiene que cxiste c ) 0 taI

que

úl(r.)= »€'(f-])i dlQi vr > 0

i€I

donde {q,;},er es el conjunto de funciones csféricas de (-{,G) reiativas aI o,-igen

ro ( -\. {d1}¡e¡ es la medid¿ de Planchelel asociacla ¡' )l) clenota el vaior propio clel

opelador c1e prollcdio ,l'irg asociado a ia función esférica ó,.

Nos intercsanos tanbién el los lÍrnites de los movimientos brorinia.nos pala t

tencliendo a oc, 1os cuales son eleneutos idempotcntes de Psend(X, G).

Para ei caso en que el espacio geoniétlico (,{, G) es transitivo }' G es un producto

semi-directo, de ia forr¡a G: 1i x.H dorde /í : Stabc(¿") (2. e -{), se da una

mancla de encontra.r los idempolentes de Psend(X, G). (En 11] se muestra varios

eiemplos de espa.cios geométricos (I. G) donde G = Ii x 11. Se calcula también l¿is

I rrciorres c.ferica. r]e eslo. r.i,acio-\.



Detelrninar.- los eiementc.,s idenpotentes en Pscld(-\. G) es eqr.Livalente a deter-

rninar'las medidas cle probabilidacl sobre I, idernpotentcs 1' K-invalianles. Por 1a

proposiciór 2.4 ó,.tas son exactamenle ias r.ncdidas de probabilidad unifornle con so-

porte un subgrupo Ii-invariante de ll Ahola, los subgrupos Ii-inYariantes de IJ en

pr.-incipio son fáciles de encol.Ltr.ar. pues sólo pueden scr uliones de ór'l¡it¿is de II lli.

Clon esta cle-"cripción precisa de los iclempotentes de Psend(-{. G) en el caso cn

que G es ur.L pr.oducio semi-dir.ecto. se estaltlece elr el tec)rer¡la 2.2 el lúmtc cle Lrn

n-rolin'rier'¡o 1¡rotlrtiano {Ül},ro clc tipo Q. Tenento-' clue

lrnr Vl' = Vror

cloncle {/1n1 denot,a el pseudo-elclotnot fismo idempotente c¡re asocia a cacla r' € -\

Ia meclida cle probal;ilidad uni{orme portada pol el subgrupo gcnerado pol Cp(:r:)'

]ln otr.as 1-,alabr.as. ur] pseudo endolnor-fisrno idetlpotcnte tI/ eslá "corlect¿rclo''

con e1 elcmenLo Deut¡o de Psend(-\. G) poI rnedio cle un mor.ir'úeuto br-oNniaro, si

ü está genelaclo pol algrLna ór'bi¡a € X')lG. En este caso. crialquier rnovir]liento

brol.ni¿ino cle tipo Q "cortecta'' ambo-q iderliPolerltes.

N'Já,s gerelaLrclte. nos pregullanos cuálldo dos idcmpotentes están conecta-

dos por un movimient,o l¡ros'niano. En estc caso, el teorcma 2.3 nos dice c¡ue si

{ül(3)},>o es rn rrovimicuto blouriano de lipo 0 cott punto de parrida 3 . enton-

CES

v|1t¡ : v,n,"

donde V1r:¡: denota el psettclo-cndonlorfismo idempotente que asocia a:ro Ja

me<lida de probabiliclacl unifor.rrrc co¡ soporte el proclrtcto clel su|grupo gr:rletaclo

por C,'e (.r" ) r'el subgrrpo Ii invaljante J1t asociado a1 iciempotelte S.

lln-i



El c1 capítuio 3 sc rr¡:estra dos ejemplos de espacios de Gelfand (-Y. G) donde

G : .t{ x 11 r' Ii : Stab6(,r:.) (2" e I) : el u-cubo ¡' la biblioteca de la \{argarita

con n lil¡ros. l-n estos ejen-rp1os se muestra explícitamelte 1os icletrpotcntes ¡'límrtes

de los movinrientos br..ox,nianos con cualquier idempotetrte cle partida

Finahlen¡e. podeno-. generalizal todo 1o ¿rnterio¡ a1 caso en que G no es necesa

r..iamente un plociucto semi-directo. al caso de un espacio geornétrico (X. CJ) donde

el corjunto -I pnccle ser tlotaclo de ulla estntctura de grupo acln'risible . En cste

caso se pueden rlctelninar tarll-,ién 1os idemporcntes cle Pscnd(-\, G) 1' 1os 1ímites

de r¡ori¡r,i"r tn. htotili¡ro-.

Corro ejernl:lo cle esto tenemos. en el capitulo 3, el árbol sin-rétrico finito.



Capítulo 1

Conceptos Básicos

1.1 Definiciones

Llamaremos espacio geométrico al par (X, G) donde X denota un conjunto y G un

grupo actuando a la derecha sobre X por r H :L.g (:r € X,g € G).

En iodo 1o que sigue, consideraremos siempre espacios geométricos donde X y

G son flnitos.

Llama,remos representación natural asociada a Ia acción de G en X a la repre-

sentación (fl, r) de G , cuyo espacio de representación .I{ es el espacio C'x formado

por 1as fr:nciones complejas sobre X y acción r definida por

k,(/)l(,) - f(x's) (feH,geG,xeX)

El espacio H = cx admite un producto escalar (, > que es invariante bajo r,

definido por

(.f,/,): » /(,)
Denotarernos por tr2(-{) al espacio Cx plovisto de este prodr-rcto escalar.

La acción de G en f induce una a.cción de G en -X x X definida por

,6 (Í,h e H)

@,v)'s * @'g,y'g) @,y e X,g e G)



Deuotaremos por X2 f G a.l conjunto de órl¡itas de la a.cción de G en X x X. es

decir., X2f G consta de todas las "configuraciones geométricas" posibles de un pal

de puntos del conjunto X.

Dada una órbita 0 € X2 lG y ¿ € X, consideremos el conjunto

Cs(r) - {y e x/(2, v) e o}

formaclo por todos los y € X que están en una misma configuración dada O con c.

Geométricamente, Ce(c) se interpreta conlo una "esfera de centro ¿ ¡,radio fl" por

analogía con el plano euclideano y su glupo de movimientos rígidos. En este caso,

cada órbita A, e X2 lG está formada pol los pares de puntos a distancia r. Luego,

el conjunto C6¿"(r) es efectivamente un círcuio de radio r centrado en punto z.

1.2 Espacios de Gelfand

Definición I Un espaci.o geométrico tran.qi,tiuo (X,G) se d,en,omina espacio de Gel-

lanrl si el álg ebra conmutante A = Ends(L2(X),r), formad,a de totlos los operad.ores

d,e entrelaza¡niento o endomorfistnos d,e la rcpresentación natural (L'z(X),r) de G

es conmutatiua.

,5r. ¿" € X g Ii : Stab6(r.), se tli.ce también que (G,Ii) es un par de Gelt'and.El

Ttttn,to t:o € X se tleno¡nin o Ttunto base del espacio de Gelfand (G,Ii).

Denotemos por Il(X) al álgebra formada de las funciones complejas sobre X x X

(o núcleos).

El "producto de Volterra" o producto ma,tricial de núcieos está definido por

(ti * L)@, z) : I ri Q,fiL(y, z)
ve^



Lina desclipción equivaleute de Erd5(1,'(-Y).r) está <1ada Pol ia subálgebla de

1((X ) conrpuest a de ios núcleos ll- ir.rvaria lles, 1o qr-ie denotarenos por 1íG (-\ ), es

decir.

1íG(-r) = {1i : -\ x -\ --+ c/.Ii(r ' s,v s): 1i(c, v)}

Proposición 7 Et álgcbra conntut.anl e E¡tdc(L')(X),r) de- la represen.taciótt nal.ural

(¿'(-Y), r) de G es isonrorfa al álgebra de- ntícleos C-ittrariantes IiG(X)

Der¡rostración: l)eflnatnos una aplicación de /íG(-\ ) en End6(2'?(X).;) asociando

a. cada nitcleo IL el operador de entrelazamiento lf¡¡ cleflnido por

[¡1¡¡(/)](¿) = I- 1í(¿, v).i(Y) (1)
!en

Sc tiene elrtonces quc

l[¡;*¡ : ,l Ir' ,1ir¡

Claramente esta aplicación es un isonrorflsr¡o de álgebra,s, pues Irara cacla opc-

racior- de cntr..elazamicnto .'1y'. e1 correspondiente núcleo G-inva,.-iante 1{ ta1 que

,1f1i : ¡1 es la matriz cle ,il lespecto a Ia base calónica de I'?()l ) fo'-l'rada por

la.,l"l,¡.cl, D i:a. /^. c",lq"i¡.

,rf (e, y) : i,r1(ór)l(z)

Corolario I L.tn espacio geonélt-ico trattsiliro (I, G) e-. de Gelt'rtnd si y sólo si el

álgebra ele n.tícleos G-intat'ianle." l(G(-\ ) es conmutrttit:¡t

111 espacio vectolial ,Ii'j (-\ ) tienc uua. base natur¿rl no-,..malizada, dada pol 1as

ór'brtas de la acciól cle G en -{ x -\ . forlnacla por' 1os nlicleos Iíp Q e X2 lG)

,. Ii'n = lfarrJ \n

i



donde ¡e dcnota la funcjón característica de 1a órbita O

LrLego, tenem.os una base de lind6(tr'?(I), r) corlespondienle a los núcleos .Iis

vía el isomorfismo definido en (1), formada por los operadores de promedio M9,

donde

[¡1o(f)](r) =-* f .f(u)
lr- \¿olty€Co(r)

Ahora, para calcular la composición de dos operadores de promedio Mn y lul6

recurrimos ¿ los núcleos a.sociados 1ío l' ,I(e
/-\=

(/ie *Iie)(r, r) : E /rs¿(r,y)/r,q(y,.) - r,-^-HlCp(2")llC"¡llco(c")l
donde

CF." : l{y € xl(c, y) € O , (y, z) e O} 
|

con (a, ;) € 3 arbitrario.

Luego, tenemos

Proposición 2 Sean Q,O € X'zlG. Entonces

''r-/e o'4/6 = 
=.Fo K-n##[,¡ cn'"¡/=

1.3 Funciones esféricas

En todo 1o que sigue, supoldrentos que (-{. G) es un espacio geométrico transitivo.

Proposición 3 5e¿ ro € X y I{ : Stabc(r") Si (L¡,r) es un.a representación

irredtLcible unitaria d.e G , entonces la cott'esponden cia u *, <it" defnida por

Q,@) : x r--, (z'r. (z), u)

dond.e g, e G es t«l que Ío'gt: t, establece un anti-isomorf'smo

Ur - Hctm(r.,¡)



donde LIK : {r € t/ lr'¡(u) = z V,t e 1í}

Si el espacio geométrico (.f,, G) es de Gelfand se deduce, como consecuencia del

lenra de Schur, que la representación natural asociada (L'(X),r) se descompone en

subrepresentaciones irreduciirles, sin multiplicidades, en Ia forr¡a

¿'?(-\ ) : O 1/r (sr:ma ortogonal) (2)

donde cada fl es un subespacio estable de tr'?(,\ ) que no adnite subespacios estables

propios ¡, aderrás ll¡ no es isomorfo a H¡(i I i) como representación de G.

Además como esta descomposición no tiene multiplicidades, si denotamos por

¡t la restricción de r a I{; ol¡tenemos que dirn6Hom(ri, ¡) : 1 (V, € f). Luego, a

partir de la ploposición antelior- se obtiene

dima(flir) - 1

donde 1l/{ : {/ e H; I f@ k) : /(r) Vr € X, Vfr e 1í}. Es decir, todas las

funciones / € I4, invariantes por 1( son proporcionales.

Definición 2 Se llama frmción esférica (tLe tilto i) asociad.a a (X,G) a toda función

[r'-inuariarúe, no nulo, de H,.

Notemos que 1os espacios fl se recuperan a partir de las funciones esféricas. pues

cada función esférica (de tipo i ) engendra a FIi como a[G]-módulo.

Usualmente considera¡emos en cada I{ la función esférica /¡ tal que /;(c.) :1

1.4 Las Funciones esféricas y los caracteres de End6(L2(X),r)

Designatemos por Á el conjunto cle los caracteres del álgebra A : Enclc(I-'?(X), r),

es decir, el conjunto de los homomorfisr¡os unitarios de álgebras de A en C. Se tiene,



A=a4-cÉ...0a

cloncle {P,},er es la fan'iilia cle proveclores orlogouales de ¿'!(.\) sobre ios lJl Por

co.siguiente ir] : l/l N'Iás aún, .4 consta ¿e 1os ca.acle.es ni dcfinidos por a;(P¡) :

á;,,. Como los subespacios ,ryi soll 10s subespacios propios sin'ru1táneos de la {arnilia

cor.in-ru t atir-a A cle operadot'es, se tiene de hecho la 
'..esolución 

esPectIal

q =la¡((1P¡
iaI

La r.elación c.ltre las f[nciones esféricas ), Los cal..acter.es de A se explicita en Ia

siguiente

Proposición 4 Dado 'tLtt coract.er a¡ e Á. se de'fitte- tuttt' funcíón esférit:a c¡; (de ti¡''o

i), con o¡(t.) - 1' [¡or

ó;(t) : o;(,il'1e,,..".) (3)

don.rie {11,",,¡ a X'1 lG es la órbíta qrLe. conlie:nc «l par (t:".r)

Demostración: Sea qi', función eslérica cle tipo i ¡' sea Q € -\ 2/G' Sr: iiene

:\1p(t'1) : f cr,(,11s)P;(u,) : ¡r;('l1o)u';
jel

cle cioude, evalrtando r:n ¿" € ,\. se ol¡tietle.

u;(r) :6,1¡¿n¡p;(t") : Ó;(z)u¡; (r" )

par.a cualquier :. € -Y ta1 que (r",:r) f Q. 1o que t¡ucstra que toda fulción r:sférica

ti¡ rle tipo i r:s proporcio al a la funciórr Ó¡ clefirrida en (3) ¡' establcce eri particular

qrie ói € -ryi.

10



La aplicación defi.nida en (3) es de heciro una biyección entre el conjunto de

caracteres de ,4 : Endc(tr'(-X), ") 
y el conjunto de las funciones esféricas asociadas

al espacio de Gelfand (X, G) (relativas a la elección del origen r" e X).

L.5 Ecuación funcional

Sean llfr¡, - . r' Llr¡,, .. los operadores de promedio asociados a las órbitas
"(Io.vl

O1,",,¡,01"..s¡ € X'? lG (z,g € X) . Para calcuial la composición de estos operado-

res de promedio reculriremos a los nírcleos correspoldiente. Iínt,",,, ), Iú,.",r,

-1f 6,..,_____j ,!ó1,".,r ,\rr''o r' - o"lkl'.''."iv't - lSrabct'"' t)l jEá

Puesto que lStab6(c", c)11Cn,"",,, (c")l : l/il ,se tiene

.. 1.-"
rto,,.,"r : 

¡<1 \ot,.,,tn

E1 producto de los núcleos es entonces

1

1{n,,".,r-Iin,,.,,, = WF Lt''I g'gtCC

5(,".n,,.n) * 56 
".n,,u.n, ¡

1.--_ ,,.."L L á1ro.e,v.e,)
l"I ,aG lo'eC lr's=r. n'¡
1 .---.---^

- 
\ \ A,._ 

lÁ1, )..^ z!-.u\t' s,v ks,o)
, ¡ ge¡r ,rer\

1 .- _,: _ \ A^
l1i| 

^f',. 

--"r'"'' *"t

donde g, € G es tal que ero . 9.¡ = r' y O(,",v.rg,) es la G-órbita que contiene a

(e",y.ftg,). Luego

A[nt.o,,t o A[n,,..¡ = ü.e n n,,", -,,,

1i



Proposición 5 Las fun,cíones esféricas asociad.as al espacio de Gelfand (X,G) tal

que ${r.) = 7 satisfacen. la ecuacién funcional

ó(,)ó(v)= fr¿or, ur"r (4)

donde g, e G es tal que x:o. gr. - r y Ii = Stab6(r.)

Detnostración: Inmediat,a, a partir del cálculo anterior ), 1¿ proposición 4.

1.6 Funciones esféricas y proyectores

Consideremos 1a función delta de Dirac á." y formemos 4(á,") dondc fl es el pro-

yector ortogonal de I'?(X) sobre ff; (i e 1) en la descomposición (2). Sea K; e1

núcleo G-invariante asociado a P;. Entonces

t¿(4,.)l(,) : \ I{;(x,y)6""(y) : 1(;(¿, ¿")
vt¡

Ciaramente, la función c .* .I(¿(r, c.) (c e X) es I(-invariante v peltenece a1 subes-

pacio 11;, luego la función r|; (i e 1) definida por

ú;(¿) ::Ii;(r,lr") (5)

es ur.ra función esférica de tipo zi. Esta función esférica satisface Ia coldición de

no¡malización

,/';@"): llrh,lltr

En efecto, la idempotencia del proyector P; se escribe en términos de 1(¿ como

f 1f¡(r, y)/{¡(y, z) : I{;(.r, z)

en vista de clue 1(¿(2, y): Ii¡(y,z) ya clue P; = Pi, tenemos

il(,,1l; = I ¿,,krt'(y)= f 1í;(r.,y)Ii¿(y.,"): Ál(o",z")- uu(,")
! €,{

t2



Sea r/; :: dirrl6 11;. Podemos ol¡tener la din'¡.c¡ sión d; de 1os subespacios H; en

téurrilos c1e las fuitciones esfér'icas ui. pucs

dr : !t'r(4) : f 1i;(r, r) : lx 1í;(2". r") = lrl-o-;(r")
r €.Y

Proposición 6 La .futción. ¡lelta tle Dirac ó." se desarrolla en ténninos dc la-' fun-

ciortes e.sféricas gi¡ del espacio de Clel.fand (X.,G) (con o;(2") :7) como

l-\ á," = »d'r,i
i€l

d orLde di: dintcll¡

Deurostración: Puesto c¡re 1 : Iie ¡ 4. sc tiene

1

ó". =I., =Ir,.(r.)a,: ,iD¿,¿,
i4 ,€1 l-' ,eI

Dcfirriciólr 3 D, t,ut,tlto¡ tlt - + ,i - t'

{dj}¡67 -.e llanta l« mr:dida d'e Planclte,rel de.l es¡tacio tle, Gclf«nd (X,G)

( )h-elrer¡ r.. ,¡rt" , - ,/'o .

1.7 Funciones K-invariantes

Setr ro € -\ ¡'1i: Stabc(¡").

Defirrición 4 Dcnotaremos por L1,;(, -\) ol espocio t'ornt ado de hs futcioncs com-

plejas sobre X quc son li-int:o,riattes.

¿1r(r): {.1 ,-{ '- c i.f(. A):.f(,) Vr e I,Vl'e .I{ }

13



Ei conjunto -L1(1(\G/1() de las funciones complejas sobre G que son I(-biinvariantes,

es decir,

LlQi\GlIi) - 1Í G -+ c l/(ts[') : f (s) Yk,k'e 1í Vg e G]

es una subálgebra del álgebra de convolución cG ,y como ¿r(/í\G/I() se identifica

a I]¡(X) vía el isornorfi.smo colro G-espacios de Ii\G y X , podemos transportar

la estructura de 11(1f\G/1í) de manera de proveer a I]¡(X) de una estructura de

álgebra unitaria, cu)¡o producto de convolución está deflnido por

(/,*.fzX,)= If(,.su,)h(a) (6)
sex

donde g, € G es tal que ro .g, : g. Observentos que, por la K-invariancia, esta

definición no depende de la elección de gr.

Proposición 7 Se deJine un isomorfi.smo d,el álgebra d.e núcleos G-inuariantes I{G (X)

sobre LI¡¡(X) asociando a catla Ii € /íG(X) la. apli.cación. fx e Lln(X) definida por

f¡¡(r):1((e,2") (7)

Demostración:

(fr*"f¿)(¿) - f ,f¡L(,'su')ft@)
ve¡

- f 1í(z . sol ,u)L(y,r..¡
vt^

- L Ii(r,,y)L(y,a.)
g€,(

: (li * L)(c,r.)

: f x.il,)

Corolario 2 Un espacio geométrico (X, G) es d.e Gelfand. si y sólo si I)r(X) e-s

con.mutatit:o
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Sea 1í¡ el nírcleo G-invariante asociado al proyector Pi (i € 1). La relación

P¡o P¡ ==. 6;,¡P; (i, i € /) se expresa en térninos de los núcleos como Ií; * 1í¡ : 6¡,¡I{¡.

Por lo tanto, las imagenes fr, y fx, de estos núcleos, vía el isomorflsmo deñnido en

(7), tarnbién satisfacen la relación fx, * fx, : 6;,jfx,, Estas imagenes no son otras

que las funciones esféricas rl; y u; definidas en (5). Luego

,b;*rlr¡:5;,¡rl;

El espacio vectorial complejo -L|r(X) posee entonces una base de idempotentes or-

togonales formada por las funciones esféricas ,b¡ : d';ó;.

Proposición 8 Sea g función esféri,ca del esltacio d.e Gelfand (X,G) tal que

ó(*") :1, d.onde co € -X es el punto base de (X,G). Entonces

ld(*)lSi (vrex)

Detnostración: Sea ry' la función esférica idempotente definida en (5). Entonces

ú(,): I ,hG),bk s,t)
zeX

Haciendo z:A.9c tenemos que

ú(") : L+a. s,),!@.. gi',)
v€x

- l.b(u's,)
v€x

= U'.(,b)',1,)

De aquí, por Ia desigualdad de Cauchy, tenernos que

lr!(r)l' I < 1b,rt >< rn.(b),rn.(lt) >

como el producto interno en trz(X) es invariante bajo r, tenemos

Iú(")l < ll,bllS:,b@)

4,(v)
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1.8 Tbansformada esférica

Denoter¡os por' .S al conjunto de las funciones esféricas del espacio de Gelfa,nd (X, G)

ta1 que p(2") - 1.

Definición 5 Def.nimos ltara cad.a función f e Lli(X) su transformad.a esférica

J:b'-+Cpor

irol= D f @6@
r€.\

Si ó; es fr-mción esfér'ica de tipo zi, clenotarer"or f1l¡ :- i@).

Proposición I Sean f ,g € ¿ir(X). Enton,ces

;,.. .,1. J = Lier.Í\2)d'iQi

2. .fis: f +A

u. J 'r llt): J(¿)9(¿)

Demostración:

/. s : (I f(¿) a';ó¡). (Dg@40,) : L i(üo(üd',ó,
iEI ¿EI ;eI
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Capítuio 2
Movimientos brownianos en Psend(X,G)

2,L Endomorfismos de espacios geométricos

Deffniciórr ! Un endomorfismo de un espacio geométrico (X,G) es una aplicación

ó:X--Xlalque
ó@'s): é(,)'g

Denotalemos por End(X, G) al conjunto de endomorfisrnos del espacio geomé-

trico (X, G). End(X, G) es un monoide unitario respecto a la composición de endo-

morfisnlos.

Si ei espacio geométrico (.{' G) es transitivo tenemos que End(X, G) es un gruPo.

En e{ecto, todo endomorfisrno / está detelminado únicamente por su imagen en un

:r" € X. Explícitamente

g(x) : gk.)'s,

donde g, € G es tal que ¿o'9z: x. Luego, si ó € End(X,G) está definido por

{(2.) :: Ío . g entonces p-1 está definido por /-r (r.) -- ro ' 9-1 . Más aún, tenemos

la siguiente

Proposición 1 Sea ()i, G) es7tacio geom'étr'áco transiti'uo. Sea xo € X g

Ii : Stabc(x.). Entonces

A¡G(li)/I( - End(X,G)
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tlonde N¡1(Ii) denota el n.ormalizador d.e Ii en G.

Der-¡rostración: Definamos una aplicación p : A¡6(,li ) --+ End(X, G) asociando a

cada g € A¿(1í) el endomorfismo p, determinado por /r(r") :: ¿o g, Y¿ que

9 € .A16(1{) Ia aplicación /" está bien definida y establece un epimorfismo de grupos

cu)¡o núcleo es f-.

Un endomorfismo de un espacio geométrico (-X, G) es una aplicación de X en X

i¡.tr'ínsecamente geométrica. En el caso de qr.re el espacio (-tr.. G) no tenga "simetrías

inte¡nas" no triviales, diremos que el espacio es simple.

Definición 2 Un espacio geométrico (X, G) se d,ice sim.ple si. sólo admite el endo-

mor fismo tritial, e-q d.ecir,

End(x,G) - Udx]

Corolario 1 .9ea (.{, G) espacio geornétrico transiti,uo, zo € X y Ii : Stabc(x"),

Entor¿ces (.t, G) e-" simple si g sólo si Ii = ,\¡c(1í)

De¡lostración: inmediata a partir de la proposición anterior.

Ol¡servemos adenás que Ii: iVG(1i) si y sólo si Fix¡(I() : {r"}.
Es bien salljdo que ia ma¡,oría de los es1>acios geométlicos usuales son sirlples

o casi sin-tples, en el sentido de tener muv pocos endomorfismos no tliviales. Para

más detalle r'éase en [5]

2.2 Pseudo-endomorfismos de Espacios Geométricos

Como vimos en el pár'rafo anterior', er.r los ejemplos usuales el monoide End(X, G)

tiene una estructü1a baslante trivial. No sucede así, sin embargo, con el monoide

Psend(I. G) de pseudo-endor¡orfi.smos de (X, G).
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Denot,emos por,l.f1(-X) al conjunlo de medida.s de probabilidad sobre X, es decir,

p € ¡,/1(-X) es una asignación de pesos sobre -\ con su:.la total 1.

Observemos que Ia acción de G en -\ induce una a.cción en Ml()i ) definida por'

? -1,(tl .9)(.rl = ti(.¡ 9 )

Definición 3 Llamarentos pseudo-endomorf sm.o d.e tm espacio geomét.rico (X, G)

a una apLicación, <it . X -,411(-\ ) qze con¡nuta con. la acción de G , es d,ecir ' taL Ete

[d(,'s-')](v) : [d(,)](v g)

Denotaremos por Psend(X, G) al conjunto de pseudo-endomorfismos de (X, G).

Observemos que un endomorfismo ó induce un pseudo-endomorfismo z r. á61r¡

(z e X) de X con valores en el conjunto de medidas de Di¡ac de X.

Por lo tanto, el concepto de pseudo-endomolfismo es una generaliza.ción del con-

cepto de endomorflsnto, en ei sentido de se¡ un endomor-fismo que 1leva puntos del

conjunto ,\ en puntos "fisionados".

Pensa.ndo entonces en la.s medidas de ptobabilidad sobre -l como puntos fisio-

nados podemos definir la composición de dos pseudo-endornorfismos ó y ,t, po,

(0.,t )@) : L[+{,)1{v)0{v)
i/ e,'\

Es fácil verifical que { o tl, es un pseudo-endorrorfismo y de este modo tenemos clue

Psend(X, G) es un monoide unitario.

Dado / e Psend(X, G), podemos ver que estndiar sus iterados ó" (n e ru)

equivale a estudiar un paseo aleatorio G-simétrico sobre el conjunto X. De este

modo, nos iltelesamos en Ia estructura del monoide Psend(X, G) pues describe de

cierta. forma la "geometría estocástica" del espacio geométrico (X, G).
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2.3 Medidas de probabilidad K-invariantes

Definiciórr 4 Sea to € X y Ii:.9f«óc(¿"). Denotarentos por l'Í¡r¡(X) al conjunto

rle medidas de probabilidatl li-inaariantes sobre X, es decir,

A,ri )) - {p €,111(.x) I p(". A) : ¡1.(r) va€ X,V[ e 1í]

¡,1i,. (X) es un submonoide unitario del álgebra de convolución ¿k(X).

La. relación entre,4{¡(X) y Psend(X, G) es n-ruy estrecha ),a que si / e Psend(X, G)

entonces, pol 1a. propiedad de conmutación con Ia. a.cción de G de los pseudo-

endomorfismos, obtenemos que qi(r") € ¡/i(X). Más aún, si el espacio (X, G)

es transitivo tenemos que la aplicaciót Q '- $(x.) es una bi¡rección ya que p(e")

determina, completamente al pseudo-endomorfismo p. En efecto,

[ó(,)](y) : [d(.")](y . g,,)

donde g, € G es ial que ¿o .9r : r.

Resurniendo, se tiene

Proposición 2 La aplicación ó * ó(* ") d.e Psentl(X,G) en lÍi$) tlefine un

is o mor.ftsrn o de mon o i d e s

Demostración:

[(doúxfr.)](¿) = It¿(y)l(")[_¿,("")](y)
Y€ 'f,

= » [ó(r")](c . si,)l,b@.)l(y)
v!^

: [e(r.)x d,(3")](f)

En todo 1o que sigue a coltinuación ros referiremos indistintamente a pseudo

endomorflsmos o a medidas de probabilidad Ii-inva.riantes.



2.4 Movimientos Brownianos en Espacios de Gelfand

Definición 5 Sea (f , G) espaci.o geontétrico Jinito. Llatnaren¿os motimiento mar-

l;ot¡íano en (-X. G) a totla famili a contintLa {tI¿}¿¡6 en Psend(X,G) tal que

Ür+, = V¿oÜ, Vf's>0

üo:1

donde I es la i.dentidad. en Psend(X,G).

Un movimiento markoviano es entonces un semigrupo unipalamétrico continuo

en Psend(X, G).

Aclararemos que, por el hecho de considerar un espacio geométrico finito, no

nos pleocupalernos de problemas de natlrraleza topológica y entenderemos que una

farnilia {ú¿}¿¡s de pseudo-er.rdorrorfismos es continua si I r--r [t]¿(r)] (y) es continua

v.¡.9 e -\.

Consideraremos un tipo especial de movimiento markoviano con condición inicial.

Definición 6 ^Sea O e X'? lG. Llatnarentos mouím.iento brouniano de tilto Q atodo

mouimiento nt arkot;iano \ú ¡j¡,6 tal qtte

li,r',llv,(..)l{r - {y € xl(c,y) € Au0}} - 0ilo ¿' "

Yre X y donde L denota la diagonal enX xX.

La condición Z¡ se llama condición de Lindeberg relativa a 0. Evidentemente,

por la propiedad de conmutación con la acción de G de los pseudo-endomorfismos,

para satisfa.cer la condición -Le basta tener la nulidad del límite para un z € X.

Para este tipo de movimientos se tiene una caracterización precisa.
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Teoren-ra1,9co(I.Gle."paciorleCiet.fantlfnita.Consider'en¿o'',l|\lmouinir..n,t.r¡

brou:nia¡to {r!¿}1¡6 rle 14ro Q 0 € X' lG y llan' n'r'' ¡t! := rI"1:") ( r" € ''Y )

82.[ on ce-s e¡¿.sf e t¿na constante r: ) 0 ta] q'ue

ri : t.'lf r)r,¿l¿, V¿ > 0

iÉ/

rlonde {,t)¡;6r denota la fantílirt de fitncione'' r:s.fb'ico't de (I' G) relat'iras al ori¡1e u

r'", {rli},qr la tttt.ilirla rlr: Plancl¡erel osr'r'iarla u \r} denota c) t'alor propío dd opt:'rodor

r1.e prornl:rlio J'la usoci(L(lo tt la furtciritt e'sléri'ca ct;

Del-nostración: Sal¡ernos que 1os {r1io¡};¿¡ folnran una base de idempotentes or-

togonales del álgebra cle conYolución I];(-\ ) Corno air e 'jI{¡(I) l' l;"(i) :

a(,)a(i)
(V i € 1, V f, -s > 0). cxi-stcu c; € c tales que

pl :le"¡ d"i,¡
tel

T,a conclición clc Lincle¡erg -I- o rilice ciue e1 soporte cle la cle.i'ada fr,! en t=0 t"t:í

coltenicio er {r"} U C'¡¡(r.) ' pcro cor}lo

t1
¡ "-¡,!rr., - ff?i =0
j-. r ar (¡/ ,€.\

olttenetlos
¿.
i,,,t' = -'l¡. ¿- '0

cloncle r¡ denot¿L 1a nrecljda cle pr.oltabilicia rl ultiforrre con soPol-te la esfera clc(2.)

Finaiuente' obser'anclo que -11¡(ó'"): /Ó 
' 

donde 0 es 1a G-órbiia en -\2 dcfinida

po. ñ: {(t.y) e 0/(v..) € Q} se tiene r:l rcsultado

')')



Observación: En el caso en que las G-órbitas en X2 sean simétricas (como ocurre

en todos los ejemplos que consideraremos) , es decir, O: Ó VO e X2 lG tenemos

que el opera.dor de promedio es autoadjunto, luego sus valores propios {,\l};el son

reales.

Un movimiento browniano {ü¿},>6 de tipo O es un movimiento markoviano puro,

en el sentido de que \Ir¿ "despega" del neutro con velocidad inicial positiva solamente

en la G-órbita O.

Tenemos entonces la. siguiente descripciól para los mor.imieltos markovi¿nos.

Proposición 3 Tod,o moúmi.ento markouiano es composición de moaimientos

browniattos.

Demostración:

\-
/J

Q€X2

ca(/q - ó,.) c¡ ) 0

Luego,

ftr,|,=" -
lG

i€I:II
Qé t2 /G:II
a€X,lG

f e"n(rl-r)t¿,6

p?

Teniendo una desclipción explícita de los movimientos brorvnianos para toclo

I ) 0, nos inte::esamos en el com¡rortamiento de tales movimientos para t tendiendo

a infinito. Corno .\! - ó¡@) (y € Ce (e")) tenemos que l)! | < 1 (Vi € 1). obte-

nemos que lin¿*o" ü1 es un pseuclo-endomorfismo idempotente. Recordamos que la

convergencia es puntual, es decir, {r: limi-* V¿ si [V(r)](y) : li-,-- [ü,(")](y)

(Vr,E e X).

23



2.5 Producto semi-directo

Para detelminar ei limit,e de ios movilnientos brownianos del es1:acio de Gelfand

(-Y, G) nos concentraremos en el ca.so en que G es un producto semi-directo de

subgrupos.

Supongamos que CJ es un grupo finito que es producto semi-directo de subgrupos,

Io clue clenot.arelros por G : 1l x.É1. Es deci¡. /í 1' ¡7 ron subgrupos de G tales que

G:rirl H<G A¡Ii:{e}

Poden¡os conside¡ar el espacio geométrico transitivo (1í\G, G) donde la acciór.r

derecha de G en Ií\G esta dadá por

(Iig').s-Iis'g 9',9€G

También podemos considerar el cspacio geomótrico transitir.o (í, G) donde G actúa

en 11 a la derecha pol

h's : PH(hg) h e H',s e G

donde P¡7 : G --+ H es Ia proyección de G en H.

Como 11 es un subgrupo normal de G, tenemos que la acción de G en lY está

dada explícital-rente por

h.h' : PH&h') .= hh.'

h.k=PH(hk)=k-1hk

Estos dos espacios geométricos (Ii\G, G) l' (I1, G) son isornorfos con isomorfisno

a : .Ií\G -' lY definido por a(1i9) - Pn(S).

Además, si ei subgrupo I/ es abeliano. tenemos que (11.G) es un espacio de

Gelfand con punto base e, el elel¡ento neutro de G.
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Esto es claro ya que por el corolario 2 basta ver que l].(fl) es conmutativo. Pero

esta última es una subálgebra del álgebra de convolución L2(H) qre es clalamente

conmutativa si If Io es.

Algunos ejenplos de espacios geométricos donde G : If x If son

1. El n-ágono regular

2. EI glupo de Heiser.rberg

3. EI espacio euclideano finito n-dimensional

4. EI m-cubo

5. La biblioteca de la tr{argarita con n libros

Estos ejernplos están tratados con más detalle en [1].

2,6 Pseudo- endomorfisrros idempotentes

Suponclrenos que (X, G) es un espacio geométrico donde G es un producto serni-

dilecto, es decir,

G-IixH

donde 1( = Stabc(¿") (." e .t).

En la sección anterior vimos que el espacio (X, G) es isomorfo ai espacio (.H, G)

con isomorfismo a : X -+ 11 dado por

a@): r,6,¡

donde g, € G es tal que Ío .g,c = c.
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Sea,4 C 1l y denoteuros por /-4 € X,fli@) a la r¡edida de probabiiidad unifolme

con sopolte á ,es decir,
(

It 'i"e a

,otr) = 
1

[0 si ¿€,4

Sean pr,&z e l[']i@), entonces

soP(P1 + 1i2) : soP¡t1 'soP¡r2

Pues si Á1 € soppl 
"r' 

ñ2 € sop¡12, entonces

(p, * p2)(h7h.2) : L pt(hrhzo'r) pre) > p1(h1) p 2(h 2)

luego, soppl .sopp2 C sop(p1 * pz).

Recíirrocamente, si á € sop(p, * ¡r2) entonces ) h2 € sopp2 tal que pr(Añ;r) > 0

,es declr, /2n2' € soplt.

Los subgrupos de I/ que son Ií- inva,riantes, es decir, subgrupos donde se puede

restlingir la acciór.r de ,Ií en I{, son los pseudo-endomorfismos idempotentes en el

siguiente sentido.

Proposición 4 Edste una biyecci.ón entrc los subgrupos tle H que son lí-inuarian-

tes y las medidas de probabilidad en X , Ii-inuari,antes e idempotentes.

Dernostración: Sea ¡r € A,I|6) . Definamos Hu C H por

11, := l(sopp)

Si p es idempotente, ¡r * lL: tt, entonces, por (8) f1, es un subgrupo de ll que es

ader¡ás Ii-invariante pues ¡r lo es.

(s)
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Recíprocamente, dado un subgrupo H' de E ,, 1(-inr,ariante, la rledida de proba-

bilidad uniforme l¿) con soporte o-1(11l) es una medida iden-rpotente. .Ii-invariante,

y se tiene q.ue H, = flt.

Segíur esta ploposición, para determinar'las medidas de probabilidad sobre X,

Ii-invaliantes e idempoter.rtes (y pol io tanto ios pseudo-endomorfismos idempoten-

tes ) ba.sta encontrar los subgrupos /i-invariantes de 11 1' definir una medida de

probabilidad uniforme con soporte el subgrupo.

2.7 Límites de movimientos brownianos

Nos interesamos en determinar el límite, para t tendiendo a infinito, de movimientos

l:rou'nianos que) como sabemos, son elementos idempotentes de Psend(X,G), Para

esto, será importante conocer el "núcleo" de las funciones esféricas de1 espacio de

Gelfand (,\, G). Denotemos por S a la familia de funciones esféricas { del espacio

de Gelfand (X. G) tal que /(.t") : l.

Lenra L Sea G grupto f.nito tal que G: Ii x H con I{ g H subgrupos de G. En-

tonces,¡tara toda Junción estérica $ € S del esptLcio de Gelfantl (H.G) se tiene que

Hó={h€Hlóft)=t}

es un subgrupo I{ -in,uariante de H.

Demostración: Recorclernos la ecuación funcional (.4)

oth)óth')= j ¡ *1r,U,'¡' l/i I *,-€n 
'

donde 1í - Stal;5(e). Ahora bien, la función esférica ó to¡ra su máximo valor en el

origen, es deciL, lf(ñ)l < 1 (Vñ € /1) . Luego. sihyh' € Il, entonces
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ó(hkh') :1 (Vf' € 1t). En particular, A$h') - 1 . La I(-invariancia de Ilp proviene

de la Ii-invariancia cle E .

Observemos que el recíproco no es cierto en general, como Io muest¡a eL siguiente

ejemplo. Sea 1i : {.} y 1/ = CzxCz. Las funciones esféricas de (//, G) son entonces

los caracteres de H ¡'el subgrupo trivial {e} de H no es el núcleo de ningún caracter

de Il.

Lenra 2 §eo (X, G) esltaci.o tle Gelfand g sea p € l'I ¡1¡(X), donde Ii = Stabc(t")

(o" e X). Entonces

{d e s¡P16¡ = 1} = {d € sl/(so7:P) : i1

Dernostración: Sea d € ,5 tal que p(sopp):1, entonces

resoptl

Recíprocamelte, sea / € -§ tal que ¡(ó) : 1

i(qi)= I ¡(r,)l(z): 1

0- 1-¡(d) = »p(,)- Ip(,)frd: I ti -,¡14¡.,1,¡
z€X ¡€,\ cesoPtj

PeLo. ld(r)i ( 1 V ¿ € ,{, por 1o tanto /(sopp) - 1.

Teorerna 2 Sea (X.,G) espacio de Gelfantl con punto base xo, dond'e G : I{ x H y

Ii: StabG(r.). Consid,eremos un mouitniento browniano {iI¿}¿¡6 en (X,G) de

tipo Q (Q € X2 lG). Entonces

1im Ü, : tY,n,

d.onrle ú p¡ tlenota el psen d.o- end,omorfismo idetnpotenle que asocia a cad.a t e X la

med,id,a de probabilidarl nnit'orme portatla por el subgruqto generado por Ce(r).
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Deruostración: Liamemos ¡! := ü1(:r"). entonces

Pelo

{r er l.\!: 1} = {i e I ld;fu)= 1 Vy€Co(".))}

= {i€Iló¡@)= 1 Vy€<Cn(r") >}

- {t e ///¡(soprz.er): t}

= {i € llñto - 1}

donde 146¿;, denota Ia medida de probabilidad uniforme portada por el subglupo

generado por C¡¡ (ro ).

Observando qre si ¡r € ¡4i(X) es idempotente, cntonces ¡(9): 0 ó 1

V s) € S,obtenetlos el resultado.

2.8 Movimientos brownianos generales

Segirn el teolema anterior, podemos decir que 1a identidad .I , que es un idempotente

tlivial, ¡'cualc¡.rier otro elemenio idempotente $ de Psend(X, G) están "conectados"

por un rnolimiento browniano si el soporte de la meclida idempotente Ii- invariante

asociacla a 3 está generado por alguna órbita O € X2 lG. En este caso, cualquier

movimiento bros,niano de tipo 0 "conecta" ambos idempotentes.

Nos pregrurtamos ahola. el general, bajo qué condiciones dos idemi:otentes están

conectados por un movirliento browniano.

Definiciórr 7 Sea (X.G) espacio geométri.co fnito. Llamaremos moaitniento n¿ar-

koxiano en (X,G) con punto de ltartida i a tod.a .familia continua {tI¿}¿¡6 ez

lim ¡l = )- tl;,q,,

{i€ rlrl =1}
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Psen d (X.G ) tal que

Ü¿+, = Ü¿oÜ" Vt,s>0

Üo:$

d,onde 3 es u,n elemento idempot,ente de Psend(X,G).

Observamos que S es el elemento ueutro del semiglupo uniparamétrico {ú,},>o.

Defi¡rición 8 Seo 0 e X2 f G.Llantaremos m.oaimiento browniano de tilto Q con

punto tle ))artid,a 3 a tod.o moaimiento rnarkouiano {Úr}¿>o coz Ttun.to de partid,a 3

tal qu,e

ü,,., +tü,(,)l{x - {co(o) u sops(r)}} = si.lo t ,

Denotaremos por {Urf(§)},>o a los movimientos brorvnianos de tipo 0 con punto

de partida S. Se subentenderá que si no se especifica e1 idempotente de partida,

éste es simplemente el reutro 1.

Proposición 5 Sea (-X, G) espacio de Gelfand finito. Todo m.ouimiento browniano

de t.ipo Q con punLo d,e partitla 3 es de la fonna

{,1(s) :u,los v¿>o

Demostració¡r : Denoternos po. a!(t) :: ü!(S)(2.). Por continuidad, tenemos

que

risx,)=o vr>o

Vi e l tal qLre S(c.)(i) - 0. De manera similar al teo (2.1), obtener¡os que existe

c)0taique

\.- ,c¡.rt'-t1t; ,y
/ ! Y¡_r

{,€lldGXi)=rl
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t- "t.F-rli, ,r= Le' ,-"'@;di - 3(¿")
i€r

: pl(1d) * s(¿")

Corolario 2 Tod,o ntouimiento ¡narlioaiano de (X , G) con ltru-tto de partid,a 3 es

composición de un ¡nooimien.t o markouiano en (X,G) y el idempotente I

Dernostración:

,r,¿(3) - II vl(s)
a€xx lG

= II (ú!os)
aex2lG

-- ( II úl)"s
o€x2 lG

2,9 Limites de movimientos brownianos generales

Sea S el pseudo-endomorfismo de partida de un n-rovimiento brou'niano. Como S

es idempoterte obtenemos que 3(:u") (r. e -X) es una medida uniforme soportada

por. un subgmpo I( invariante I1s de 11

Teorer:ra 3 Seo (X, G) espacio de Gelfanrl con'¡tunto de base :to tal que G - Ii x II

y Ii : ,5tab6(to). Sea Q e X'z lG y {ül(§)ir>o moaimiento brouniano de ti2o Q

con. 'punto tl.e ltarlida S. Er¿tonces

,ri* vllsl : ú<o>s

cLond.e'ú a¡s¡ tLenota el pseutlo- endomorf,sm o identpotenl.e qrLe asocia a ro la medid«

de Ttrobabilidacl. unifonne soltortad.a por el prod.ucto de subgrupos < Cn(r") > y Hs

Demostración

,t!grltsl : )I2u7 *,,o
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= u <a> * uH.

= /<o>Hs

2.LO Operaciones admisibles

Sea (f, G) espacio de Gelfand finito. Supongamos que el conjunto X puede ser

plovisto de una estlrictura de grupo de rnanera que los "núcleos" de las funciones

esfér'icas sean subgrlq;os I( iuvaliantes cle -\, como en el caso en qtte G es r-rn pro-

ducto sen-ridilecto. En este caso, podemos cletenlinar explícitamelte ei iímite de un

nrovinriento blorvniano, como en los teolemas 2.2 y 2.3.

Definición 9 Sultonganos qtte el conjuttto X Ttued.e ser prot'i.sto d.e una est¡-uctura

tl.e grupo (X,x). Diremos que tal estructura es admisible si

(o,y) eO =+ (r*z,y*z)€Q

V: € X.Vll € X'1lG

Elegilemos corro punto base ro clel espacio de Gelfand al elemento neutro de la

opera.ción a.dr sil¡le y delol,ar-emos como siempLe 1i: Sta.bc(2").

Para tene¡ análogos a los teoremas 2.2 
"v 

2.3 necesitamos demostrar'la proposición

2.4 ¡' el lema 2.1 er e1 caso cle que el conjunto X esté provisto de una estructura de

grupo admisible.

Proposición 6 Sen (,\, G) espacio d.e Gelfand tal que X est tí proxisto tle una es-

tructura de grupo admi"qible. Entonces eriste una bi.yección. entre los subgrupos Ii-

intarian.tes de X y las med.idas de 1:robabi.litlatl sobre X qu€. son. íd.empotetttes y

Ii -intariante-q-
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Demostración: Sea g € n(.(X) tal que I * I = t¿ !'sean r,y € sop(¡r). Ertonces

p(r*a): (p*p)(z*9)

: ! p(,)r((, *y)'g"t)
zeX

> pfu)p((r x a) ' si')

Si (r,c") € Q, entonces ((t*y) srt.c.) e O y por'la I{-invariancia de p tenemos

que

p(r;*y) Z p(*)p(y)

es decir, el soporte de ¡r es subgrupo de X. Aden-rás, la I{-invariancia de p implica

la I(-invariancia del soport c.

Recíprocamente, sea X' sul:grupo I(-invariante de X. Definamos p e l,f ]¡(X)

idenpotente por'

l1 = ux,

Lenra 3 Sea (X, G) esltaci.o d.e Gelfand. tal que X está prouist.o d.e wta estructura

de gru1to ad,misil¡le. Sea $ función esférica de (X, G) Entonces

Xa:\xexló@):tj

es utt -"ubgrupo li-intariante de X.

Demostración: A pa.rtil de la ecuación funcional

E 
l-

(f )@(v)= lr¡ 
^.2_*otr'l,v,t

¡, puesto que ld(r)l < i (Vz € I) deduciuros que si p(r) : ó(y) = 1 entonces

ó(z) - l para todo z en Ce(y) donde 0 es ia G-órbita en {2 tal que z 6 Ce(r:.).

Si Ia operación es admisible, tenemos que i, * y e Ca(A), es decir, /(r * y) - 1.
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Teorenta 4 Sea (X,G) espacio d,e Gelf and, tal que X estri prouisto tle un,a estructutn

tle grupo tdntisible. Sea {ü!(3)}¿¡6 m,ouitniento brouni.ano rte tipo Q (A e X, lG)
con punto d,e ltartid"a el idempot.ente 3. Entonces

,tlg vitsl = ü<n>s

3,1



Capítulo 3
Ejemplos

3.L EI rn - cubo

Sea n-r entero, lr ) 1. Considerer¡os ei glupo G de isor¡etrías de Ia distancia de

Hamming D sol¡r'e X : {0, i}. definida por

D@,y):Lb, - r,l
;=1

donde ¡ = (rr,...,t.*) , y: (yr,...,V,,.) e X. En otras palabras D(o,g) es el

nirmero de coordenadas distintas de r e y.

CJ actúa a 1a derecha transitivamente sol¡re X por r F+ g-'(x) (x € X,g e G).

El espacio geométrico (,{, G) se llama n.t-cul¡o y es un espacio de Gelfand con

punto base ¿" : (0,. ' ,0).

Podemos pensa.r tarnbién en el n-cubo como un aná1ogo discreto módulo 2 de n-.

Sea 7 e1 subgrupo de G forrrado por todas las traslaciones tr: r t'-+ z+y (z € X)

y denotemos por' 1i = Stabc(r.).

Puesto que 7'actúa transitivamente sobre -{, tenemos q:oe G = I{T

Claramente, T = Cf y Ii = S- pues dado o € S- podemos definir' l;" e 1í

por l"(c) = r" donde ro = (zo(r),.. .,ro(-)). Además, como cada elemento de 1í

debe permutar los r,érlices a distancia 1 del origen uo, 1í no puede tener más de n-r!

elementos. Luego, 1{: {[" lo e S-].
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A paltir de la relaciór

loolrok)t:tr. (V y € -\,V a € S-)

deducirlos qne

G = ,5", x. Ci

Las órbitas cle la acciótr por conjugaciór.r de S,,. eu Ci están definidas por la

distancia al origen.

o.- {h € Ci' I Dlh. r") : r} (r : 0, " . rn)

Luego. las oibitas de G er CI x C{'" son

0, : {(1,, hr) e Ci x Ci' \ D(h1,lt2) : 7} (' :0, ",m)

Las fnlciore-. esféricas clel m crti¡o pueclen calcularse. po¡ ejemplo, pol el nétodo

cle ruptnla de simetrías (véase 17]) ol¡leniendo clue éslas solr

q,tll: ,1,
/,,,\

[,,]

nin1,.¡1
, . 'l) 1-t I

;-;)(:)(

Además, la medicla cle Planchetel cstá cl:rcla ¡ror

/,,,\
,7r= I l:--

\,/

Proposiciórr 7 Et:iste sólo 1¡ subgrtLpo-, de Ci' i¡t'aariantes bo.io la acción de '5,,.

Der¡ostración: Las ó¡bitas dr: la acción de.§,,, en Ci' sorL invaliant,es baj<-' la

acción tle S',,. I-:n ,.ul¡gml¡o cle Cf cprt-: sea,S,, invaliante delte sel eltonces unión



de órbitas. Clalamentc

lI, := O"

II. :: O,,t-) O,,.

I{, := O" u 02 u . .. u O4?.t

I{. :: O. U 01 U U O,,.

son -"ul;glulros de Ci' ilvalialtes bajo la acción cle -(- J'-'oli 1os únicos. pues si

H c CI" tls S,,, inlariante I' Ii contierre una ór'l,iita O,, cou I inlpar, r ( m. entonces

Ot C II ,r' teuemos <pe H : I'1,.

Los sub-índices de los 4 sribgrupos ,5,, invariantes de Ci aluden respectivamente

a 1as palabras origen, antipodai, par 1' unilorne.

Denotarerros pol/-r a 1a medida de plobabilidad unifolme con soporte A, es

clec il,
l] "i .re .l
j

I/rlr): 
i
I

[0 .i .r€A

Proposiciótr 2 Etiste./¡ ne,dídas de prol',rtttili dad itlem,potentes S,1,-int:ari rLnt e-s trt

cl nt cubo.

1. 6o := u¡¡"

2. ¡t":: u ¡1,,

i). ¡:t,r, :: uu,,

-1,. P, :: ua,,

Demostración; hr¡ediala a pa,tir cic la proposición ante.ior 
-u-' 

Ia ¡-'l oPosiciór.r 2 'i'

\fás específicamente. cstas nredidas están cicfinidas por'
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1. 6,(0,)= 1

2. p.(O") - p,(O^) : i
3. p,(o,): ¡# ,, pu.

a. p"(o.) : # ,,: 1,...,n¿

Observamos además que todos los

genelados por una órbita. En efecto,

subgrupos S--invariantes del m,cul>o son

r par,0 < r < nz

r irapar,O <r <nl

H"

17o

HP

H.,

< o.>

<o^>

<o,>

<o,>

Luego, en el ,r-cubo, todo iclempotente se obtiene como límite de un movimierto

blor,r,njano que palte de la identidad.

Pa,a deternina. el li¡ite de un mo'imiento brorvniano general, con cuaiquier

iclempotente origen, cleber:ros conocer. 1a tabla de proclucios de 1os subgr.upos S,,,-

invariantes de Cf , clue es inmediata salvo por

I a" ,i m es ]rarH.H _) '

I a, sl m es impar.

Teoret'¡ra 1 ,9ea {V!}r>o m.ouimienLr., brouniano rle tipo Q en el m-cubo con cual-

quier i.tlempotente- de par|ida. Denotemos ll: Vl(r"). Entonces
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Ia" 'i"=o
lr. ,;.=,,

l. Iim,**pl'(6") = {'¿ rr¡rr¡¡cor¡ \ v' 
I ,, ,, r es par ,0 < r < rn

l'' " 
resimlar 'o<r<m

['' "¡r:oom
p. Iim,-*pf'(p") =lr, ,, rymsonpal"es '0<r<nr

I ' sires¡ar ymimpororimpar '0(r(n¿
lp"
t P, si t' es Par

3. Iimi-- tl" (Po) = I
I r' t' r es im\'ar

4. limr-*pl'(P*) - P" ¡ = $' "''nr'

3.2 Biblioteca de la Margarita con n libros

Sea rz € N l' sea 5,. el grupo simétrico Consideremos e1 grafo l' - (%' I") donde

I,. es el subconjunto ¿" §' x S' definido por

(s,t) etr' e lie {2'"''n}tal ques -r(li)

donde (1i) es Ia transposición que intercambia 1 e i'

Designemos por Aut(1") al grupo cle todos los a'utomorfismos del gra{o l*' es

decir,

§ut(l') : {e e Biv(s') I (-('¿) € L^ + (s('s)'s(t)) e ¿"}

Aut(|,) actúa de manera natural )' transitiva sobre S" por

s'9 = 9-1(s)

El espacio geométrico (§'' Aut(f')) ' 
con punto base e' se denomina Biblioteca

de Ia Margarita con n lil¡ros'
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Considere¡ros e1 subgrupo B(,S") de r\Lrt(1") formado c1e las trasiaciones

ü" : f *+ -"f (s.l € -(")

Puesto clue B(S") actúa transit ir-a mente sobre .(", se obticne que

Au¡(1" ) = IL(,S,,)B(,S,, )

donde 1í(5,.) cs cl estal¡ilizadol en Aut(f,,) dcl eicmento neutro e dc S,.

Lenra 1 El grupo Ii(,9,,) consta de las conjugaciones

k. : t,- oto-1 (l € S")

defnidas V o € ,9, ta,l que o(1) = 7. Luego 1L(S,,) = -c,,-l

Demostración: Sea. o € ,5,. tal q,.re a(1) = 1. La lelación

cr(1i)o-1 = o, 
"-1 lto(i))

implica cFre,(, e Aut(1'"). Como A,(e) : e. ol¡lenemos que I'o € 1i(S,,). Además

k": l;r.r 5: p. Pcr otro 1a¡1o. sea k e 1i(S,,). Como ((1i). e) € L"l í :2.. ..tt

se tiene c¡uc (A(tz).e) e L,,Vi=2, . .r¿. por lo tanto IJ € {2. ,1} tal r¡re

a(1;): (1r)

Dn otlas palablas. cada elemento de 1í(S,,) pelrnuta las transposicioles clcl tipo

(1i). Luego. /i(-§',) posee a 1o nás (n - 1)l elementos.

Ya qrre Ioü"li" , : ltn"o , tenemos que,B(5,,) < ,\ut(f"). Luego

Aut(|,,) : 1i(s',) x B(-§") -'9..-r x S,,

La-s órbilas de la acciór.r de /i'(S,) en S,, est,án descritas en el siguiente



Lenra 2 Dos elet¡tenlos s y t da S^ pertenecen o lo nistna 7{(5,,)-dráifa en .9* si y

sólo si.

i) .s y I son conjugados cn 5,,

ii) el orden del ciclo que conti.cne a 1 es e¡ ntisnto para s y para t

Deurostración: Inmediata a ¡rartir- del lerna anterior.

Proposición 3 El espacio geontél.rico (..1ut(1, ). ,9,) e-" un es¡:aci.o de Gel.fand.

Deruostración: Basta verificar la simelria de 1as Aut(l-,,) ór'bitas de 5, x -(,,, es

decil, que I g e Aut(f,,) tal que (-",f) g - (t,.s) V(s.f) e ,5" x "§". Pelo esto es

ecluir-alerte a cleci'- que i 9 € Aut(|") ta1 que

(ór-,s-1ú")(.s-1r) = r-'-. y

(.b, ,s tb")(e) = e V(-s,f) e 5',, x S,,

Luego. si V r' € ,!,, r'-r'r'-1 PelLenccr:l a 1a ¡nisrna 1i(S,,)-órbita en ,9, , (.\ut,(l',,). -§^)

es un eslracio de Gel{and. lo crLal se obtiere gr-acias al lcma arrterior'.

Las fulciones esféricas 1'Ia medida cle Plalicherel asociarla a cstc i:spacio rle

Gcllarcl cstán calculadas cn l8l

Proposición 4 H es subgnt\to 1i(,S,)-znuorlonte de ,5,, si u sólo si I! < S',,-1 ri

H < 5,,.

Demostracióu: Si 11 ! ,S,,-r : Stal¡.s, (1) o 17 < 5', ctit,onces ,I1 es un s,.rbgrupo

,rL(,S,, ) inlaliantc cle S, puesto que la acción de 1í(.5,) en S, está clada por i.L" =

Recíprocanrr,,nle. sea 11 ! ,S" ,1L(,5,,) inr.ariante. Si H a -c,-, . tenern<.¡s ciala-

mente (iue 11 es nolr.¡ral en ,5,,-r.
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Pot otro larlo, supongarnos rlue H É.5',_r. Sea 
^-r"(H) 

: {a € S, I oHo'1 : ¡¡¡.
Entonces

5,,1 <'.\¡5^(ff) <,5,

Seao6 5"- ¡,*r r.ñ e 11 - S,._1. Supongamos o(i): J ],ñ(1) :i(i+I,j+t).
Sea ¡: (if ) e .S"-r. Entonces

(¡*1ia;1t¡ :1

es clecir. h 1to e 1i(S,,) y, por')o tar:ito, o e iI5,(1{).

3.3 Arbol simétrico finito

i)efinamos

T" ,: {0}

T* :- If'l'=1 tla, r¡'1.:1,....11

clonde 118, .rs un gluilo al¡clia¡ro cle olclcn Q;.

Llarrralenros ár'bol siml:t,rico finito al gr.afo l, : (,\;, L") donde I,. = U]r=.t es

el conjunt,o cle r,éltices j ¿,, C 1;: es el conjunto de alistas dcfinido como sisue

(-s,¿) €r,,<+37€{1, . n - 1 } tal clue s € !, t €T¡¡1

¡, -s; = l¡ vi : 1. ...J

Cousiclerenos el glupo G: Aut(|") de todos los aulor¡or.fisrlos del árbol f,.,

es clecir.

G - {g,1; -. 1,; bi¡,ecriYa l(-s,l) € L"^-- (s(s).s(t)) € ¿"}

G acltta nat.rrralmente en Ii. ¡,,elo no de nianera transitir.a. Sin enbargo, G

actha tran-.itir.arlelte sobre cada "generación" 'f . En particular. sobr.c 1a r'Lltima

gerreración 7,, rlue llamarerlos el espacio cle puntas deJ árbol 1',.



Sobre 7" po<lcn'ros defi»ir una dis'.ancia D2 rlue clasifica las ó¡l¡itas de G en

T" x.7,, de modo que el esptrcio geométlico (G. I,,) es un cspacio de Clelfald con

punto base ¿0 = (0, ...0). Esta distancia. D2:T,i'. {0... ,ri está <iefir.rida por

.D,(-s, t) = .\!(-s - t)

donde,\¡(l) :(n+1) *inf ,ri(t) (por convención inI o:: n * l)¡'doncle lle(l) :

{ie{1,....n} ¿rlo}.

i)2 es una cli,.larrcia sol:lr'e I" que velifica la clesiguaklad ultramétrica

D2(r.t) < rrár{nr(r, -.), Dr(s. f )}

Denotemos porlir(I") al Stabc(¿o). Las órbita,s de 1ír(7") en 7, están dadas

C-(¿o) : {l€7" lr¡(t) : nzJ

Sean,;.1€ I,. Defirinro5.r;l por'

.s | I = (,si * fr, . . 
, -<" + ¿,,)

Ilsta operaciól plovee a 7, de rtna estntcura dc grupo al¡eliano admisible. Esta

estluctura cs la cle prochLcto direcro ,Yq, x " x /Ja,,.

Las {unciones csfér'icas de ésle espacio de [,lelfand. clue se puedeu calcultir ¡rol el

n¡.étodo de ruptura de simetr'ía-" obteniendo, cotro en el rll cubo. uu m-paraleleiríp edo,

están calculaclas en f1l por otlo rrétoclo.

Proposiciórr 5 Los -.u,bgrttl:os de T. , Ii,2(,7,.'1-inrnriatt t r:s sort

fl"':gr-9' 
=.,\,*,u'' 

¡rr-o' '¡¿

por
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Demostración: Los subgmpos 11,,, son cla¡amelte /¡([)invariantes la, quc

H., = t-)tr=ac j(ta)

Adenás, si 11 e-. subglupo de 7,, 1i2(f ),inr.ar.iante ¡. si nr € {0, .., rr} es e1 ma1'or

índice tal que C",(i6) ! fl entonces U = fl^.

Todos los subglrrpos 1f2 (7, )-inr,;Lriantes cle 7,, son gener.ados por una órbita. En

electo.

rr,,. -< c,,(to) >

Proposiciórr 6 Eri.ste n-t1 ncdirlas de probabili,dad idempotentes Ii2(.7*) -inaariantes

en T^.

lo r -m
/),' (a'r) : {

l."-1 o. l.='t
¡o : J10,...,0)

Teorerrra 2 ,5á¿ {qrl)}¿>0 moúrnienlo brr¡tL,nia¡to tt.e tipo Q en el (n (tol sirrt'et,rico

.ftn.i.to cc,n cuol,r:u.ier idrsrtpoten.le tlt Txrrtirla. Denotentos ll : úl("") E¡tt.o¡tces

ir- l,lt'(p-) = ? ¡, tí¡.¡,,,)

Demostración:

H^I{, = E-á.1,.-¡

lr ,¡rr, 11. I lll C .. - ll".

(nz:1....,n)

14
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