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Resumen

Dada una curva modular Xo(/N) correspondiente al subgrupo modular
Lo(N) v el normalizador en SL,(R) de este subgrupo que definiremos como
To(N) en [11] se enuncia el siguiente isomorfismo Aut Xo(N) 22 To(N)/To(N),
por lo cual es posible comprender la descomposicidn de la variedad Jacobia-
na de una curva modular analizando los automorfismos de Xy(/N) como un
cociente de grupo.

En primer lugar vamos a describir al normalizador del subgrupo T'h(/N) en
SLy((Z)) que denotaremos por T'y(N) para facilitar la compresién del norma-
lizador de I'p(N) en SLy(R), definiendolo como I'y(N).Dado que no hemos
encontrado en la literatura una demostracién con detalle de como se obtiene
la caracterizacién de este normalizador, en la presente tesis se dard una de-
mostracion completa de fg(:\a") y para esto se usara parte de la investigacion
de [6)].

Ademds, incluiremos un analisis una regién fundamental para I'o(N) para
una mejor compresion de cémo sera la descomposicién Jacobiana de una
curva modular.

Luego dada la férmula de la descomposicion de una variedad Jacobiana enun-
ciado en [3] v usando ¢l programa SAGE veremos cémo se descompone la
curva modular.



Introduccion

En este trabajo estudiamos cémo es la descomposicion de la variedad
Jacobiana de la curva modular Xo(N) asociada al grupo modular especial
To(N), donde la variedad Jacobiana estard dotada de una accién de grupo. El
objetivo principal es descomponer esta curva modular siguiendo la linea de
investigacion de [3]. Parte del estudio comenzard por [11], donde M. Akbas
vy D. Singerman establecen una relacién entre los automorfismo de la curva
modular X,(N) con el cociente de grupos Do(N) y su normalizador To(N)
en SLy(R)!, donde estos ltimos subgrupos son definidos en [12], [13] v [4].

Dicha curva modular serd estudiada como una superficie de Riemann, por
lo cual utilizaremos los diferentes objetos conocidos en literatura; estos son
el género, firma asociada a la accién y los puntos elipticos [9].

Con la finalidad de comprender esta descomposicién, implementaremos
un algortimo en el programa SAGE para obtener las posibles descomposicio-
nes de la curva modular.

La presente tesis se divide de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se dan definiciones conocidas que se utilizaran durante el
desarrollo del problema. Sin embargo, esta tesis va enfocada a personas con
conocimiento previo de curvas modulares, superficies de Riemann y acciones
de grupo, por lo cual, habrdn definiciones basicas que no seran enunciadas.
Por otro lado, estas definiciones y otras se pueden encontrar en (9], (8], [4].

En el Capitulo 2 se desarrolla la demostracion de cémo es la caracteriza-
cién del normalizador de Ty(N) en SL»(R). Para esto, se dividié el capitulo
en 3 secciones, la primera corresponde a las definiciones necesarias para dicha
caracterizacion, la segunda corresponde a la obtencion del normalizador pero
para el grupo SLy(Z) y por iltimo la tercera seccién corresponde ya enunciar

Wease [11], pag. 326



el teorema que se encuentra en [6] y proceder a su demostracion.

En el Capitulo 3 se da una caracterizacion equivalente expucsta en cl
texto [11] ¥ con ella dar la estructura del grupo cociente que necesitamos
estudiar para explicitar como serd la descomposicién.

En el Capitulo 4 se enuncia brevemente la formula del género para T'y(N)
necesaria para dar con la correcta dimension de la descomposicion como se
ve en [3].

En el Capitulo 5 se estudia una regiéon fundamental para comprender la
utilidad que tienen las acciones de grupo sobre los puntos elipticos, pues con
ello se obtiene la firma de la accién y con esto los generadores del grupo
necesarios en [3].

En el capitulo 6 se divide en 2 secciones, la primera enunciamos el teorema
que se centra nuestra investigacién (3] y luego exponemos la obtencién del
algoritmo en SAGE para obtener la descomposicion de la Variedad Jacobiana
de la curva modular.

(V]



Capitulo 1

Definiciones y Teoremas

En el presente capitulo se recordaran definiciones ya conocidas en la literatura
que tendrdn relevancia para el este trabajo.

1.1. Grupo modular

Definicién 1.1 El grupo modular T es el grupo de todas las transformaciones

. con
0

de Mobius del semiplano superior complejo de la forma z —

a, b, cyd € Z, tal que ad — be = 1.
Se sabe que el grupo I es generado por las matrices

=6 1) s=0 W)

Definicién 1.2 El grupo especial lineal es el grupo de matrices de orden 2% 2
con entradas reales y determinante 1, a saber,

SLy(R) = {(i Z) ca,b,c,d € R, ad — bc = 1}_



Definicién 1.3 Si N = 1 es un entero, existe un homomorfismo de gru-
po wn : SLy(Z) — SLs(Z/NZ) inducido por el homomorfismo de anillos
7 — ZJ(NZ). Llamamos subgrupo principal de congruencias de nivel N en
I' = SLy(Z) al kernel del morfismo 7y v lo denotaremos por I'( N).En otras
palabras

(V) = {C’ 2) € SLy(Z) : (‘C‘ Z) = G) ?) (mod N)}.

En el presente trabajo, se estudiara el siguiente subgrupo de congruencias
especial.

Definicion 1.4: El subgrupo Ia(N), conocido como subgrupo de congruen-
cias de Hecke de nivel N es definido como la preimagen del morfismo 7y del
grupo de matrices triangulares superiores en SLy(Z/NZ), esto es:

[o(N) = {(? 2) ca,be,de€Z,ad—bc=1,c= O(modj\")} )

Ademas el orden del grupo es N - [] (1 + %), con p primo.
p|N

1.2. Conceptos necesarios

Definicion 1.5: Dado un A/ € N, llamamos al elemento ¢ un divisor exacto
de M si e|M vy (e, M/e)=1. Ademas se denotarda como Ez(Al) al conjunto
de divisores exactos de M.

Lema 1.6: Dado un M € N. Si ¢,b € Ex(M), se define # como

a*bh = ———ab—. Entonces * es una operacién binaria ecn Fa(M) y
(med(a, b))? ‘ -

(Ez(M), %) es un grupo.!

Definicién 1.7: Dado un nimero ¢ v un primo impar p, el simbolo de Le-

gendre es

0 st p divide a a
(ﬂ) =<¢ 1 siz®=a(modp), para algin z € Z

—1 six? # a (mod p), para algin x € Z

Wéase [11], pag. 318




Definicién 1.8: Dado n € Z*, la funcion ¢ de Euler es

1
e(n)=mn l==
n)=n]] ( p)
pln
Lema 1.9 (Identidad de Bezout): Si a, b € Z\ {0} con med(a, b) = d. enton-
ces existen enteros z e y tales que

az + by =d.

Definicién 1.10: Sea S una superficie de genero ¢ y G un grupo finito ac-
tuando orientablemente y efectivamente en S. El espacio cociente S/G es
una superficie suave y la proyeccion cociente S — S/G es un cubrimiento
ramificado. Llamamos firma de G en S al elemento (¢ : my,ma,....m.),
donde ¢ < o es el genero de S/G, r < 20 + 2 es el nimero de puntos de
ramificacién del cubrimiemto y los m; son los ordenes de ciertos elementos
de G que quedan fijos en S.

Definicién 1.11: Suponga que G es un grupo finito, K es el cuerpo de des-
composicién para Gy x es el caracter de una representacion lineal irreducible
¢ de G. Suponga que k es un subcuerpo de K generado por x(g), g € G.
Llamamos indice de Schur de x como la multiplicidad de ¢ en cualquier re-
presentacidn lineal irreducible o de G sobre k que tiene a ¢ como uno de sus
componentes irreducibles respecto a K.

Los conceptos anteriores seran de utilidad para la presente investigacion.



Capitulo 2
El normalizador de I'j(N)

2.1. Teoria previa

Para comenzar se estudiard al normalizador de T'y(N) en SLy(Z), el cual
serd denotado como Tp(N). El principal objetivo es probar el teorema que se
encuentra en [13], pag. 29. Si bien se encuentra la demostracion se encuentra
en detalle en dicho documento, deja varios puntos a analizar para el lector.
Asi que en este capitulo se hard enfasis en dar una demostracion completa y
estructurada de cémo se obtiene el normalizador de T'y(N) en SLy(Z).

Para comenzar, tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.1 Sea H un grupo tal que To(MN) € H < Ty(N). con
N, M e N. Entonces H = I'y(dN), para algin d|M.

Dem.: Para probar esto, se hara induceion sobre el niimero total de factores
primos de M, el cual se denotara por P(M).

Para comenzar, tenemos el caso trivial donde 1°(M) = 0, entonces tendriamos
T'o(N) € H CTo(N), v asi H = I'y(N) para todo N.

Suponga que el resultado es cierto para todo N, y para todo M tal que
P(M) < k. Ademds, suponga que M es tal que P(M) = k v tomemos
M = RM', donde R es cualquier divisor de M distinto del 1. Por un lado
se sabe que

To(M) N To(N) = To([M, N]), (2.1)

donde [M, N] es el minimo comin miltiplo entre M y N y como tenemos
que To(MN) C H C T'y(N), o mejor dicho To(RM'N) C H C TI'y(N),
intersectamos con I'o(RN) y de 2.1, obtenemos




To(RM'N) C HNTo(RN) C To(RN).

Asi  aplicando la  hipdtesis de induccion a  M’, se obtiene
HNTo(RN) =Ty(jRN), para algin j | M’. Por lo tanto I'g(jRN) C H C
To(N).

Con todo lo hecho anteriormente, hay 2 casos a considerar: j # M’y j = M’

Caso 1: Si j # M', entonces jRN es un divisor propio de M N. Luego basta
- o

con aplicar la hipétesis de induccién sobre jR (pues, P(jR) < k) para
obtener H = T4(dN), cond | jR | M.

Caso 2: Si j = M', tenemos que para todo divisor propio R de A se tendra
HNTo(RN) =To(MN). Esto implica que para cualquier

a b
A:(Nc (L’) &,

se tiene dos posibilidades M|c 6 (M, ¢) = 1.
Supongamos que H # Fo(MN), entonces T'o(MN) € H C I'o(N), por
el argumento anterior H debe contener un elemento de la forma

a b
Ne d}°

donde (M,s) = 1. Sea T = ((1] D vemos que T € To(MN) C H,

luego H también contiene a la matriz

e @ b\ (a+ Nex b+zd
Nc d) Ne¢ d ’

para todo x, pero como ad — Nbe = 1, entonces (a, N¢) = 1 y asi por
el Teorema de Dirichlet, la progresién aritmética {a + Necx} contiene
un ntmero infinito de nimeros primos. Por lo tanto existe un x tal que
(a + Necx, M) = 1. Esto es, H contiene un clemento

ap by
Neg d{) !



donde (ay, M) = (¢p, M) = 1. Ahora considere la matriz

. fd M
w=(1 )

Es claro que W € Ty(N), luego

Why [ o bo = Qo bo
Neo dp N(apy +co) Nboy +do/ -

Como (ap, M) = 1, se puede encontrar un y tal que
apy + co = 0 (modM). Para tal y tenemos

Wy (\“fg 2‘;) € To(MN) C H.

Por lo tanto WYY € H. Dado que (co, M) = 1y agy + co = 0 (modM),
entonces tenemos (y, M) = 1. Asi, por Lema de Bezout, existen u, v tales que
uy + vM = 1, entonces H contiene (WN¥)4(WMNy — WV, Dado que los
represetantes de [o(A/N) en To(N) son WV y T son generados por I'g(V)'
se concluye que H 2 I'y(N), y como sabfamos que H C Ty(N), se obtiene
H =Ty(N). O

Lema 2.2: Si N = ch, q libre de cuadrados, entonces el normalizador en
SLy(Z) de To(N) es Io(N) = To(N/4)), con ¢ € Z tal que ¢ | o.

Dem.: Por el teorema anterior si [{ es un subgrupo del grupo modular T
tal que T'w(N) C H, entonces H = I'y(L), donde L | N. Como es claro
que Dy(N) C To(N), se tiene Ty(N) = To(L) con L | N. Dadas las ma-
trices Ty W definidas antes, como W &€ To(N) y T' € Ty(N), entonces
W=ETWE € Ty(N). Ademds, la matriz anterior es de la forma

W-LlTwe = (1 j};L 1_1 L) € To(N).

Resultando que L?* = 0(mod N) o equivalentemente L? = Nk con k € Z y
como N = o?q, luego la igualdad anterior se obtiene:

. , A
L? = o gK <= == qK.

Weéase [12], Theorem 2, pag. 27




Asf (£)2 = 0 (mod ¢) y como ¢ es libre de cuadrados tenemos que
(£) = 0 (mod q). Por lo tanto og|L y también L|oq. Concluyendo que
L= %, donde ¢|o. O

Lema 2.3: Sea N y ¢ como el lema anterior. Si med(k, N) = 1, entonces
P|(k* — 1), para algiin k € Z.

Dem.. Como tenemos que (k, N) = 1, utilizando la Identidad de Bézout
sabemos que existen a,b € Z tales que ak — bN = 1, obteniendo de esta
manera la siguiente matriz:

¥
v ademas se tiene que A’ € T'o(N). Como se ha visto previamente que W¥ €
ey N N

Co(N), tendremos que W™ v A'W7% € I'y(N). Luego

WY AW = * il
. - —%a—!—f\r—l—%(—%b-&—k) x /7

entonces obtenemos la siguiente congruencia

N N
—(k — a) + N(1 — —=b) =0 (mod N). (2.2)
b P
De 2.2 podemos concluir de manera inmediata que 1|(k* — 1) pues se tiene
que ak = 1 (mod N) y también ¢?|N. O

10



2.2. Caracterizacion de v

En la seccién anterior probamos que Ty(N) = To(N /%) donde ¥ € Z, por
lo cual, el interés de esta seccion cs dar una representacion explicita de como
serd el elemento 9. En la literatura esta demostracion se puede encontrar en
6]. pero en este capitulo sera probado con detalle.

Lema 2.4: Con la notacién del lema 2.2, el elemento ¢ es de la forma

W= 2% . 3%,

donde 1 = min(3, [$11(N)]) vy w = min(1, [$12(N)]), donde 1 (N) v va(N)
son nimeros enteros que dependen de N,

Dem.: Para comenzar, sea

a b .
A= , [
CN d E FU(Z\‘ )7
sea € = med(o,d — a). A continuacién mostraremos que ¢|i. Para esto, se
’ N — . N s -
probard que W= & Tp(N), pues tendriamos |& y asi ¢[t. Dicho esto.
notemos que: '

. * *
W= s Al = (N(: + N(d—a)e ' — NbN¢2 *) '
Como por hipdtesis sabemos que &N y ¢/(d — a), tenemos que
W=FAW* € To(N) y luego W+ € Ty(N), concluyendo asf €|,

Ahora, sin perdida de generalidad se cscogerd la matriz A designando los
valores ¢ = 1 y d = k donde (k,N) = 1. Por el lema 2.3 sabemos que
¥|(k* — 1). Notemos que si N es impar, basta con escoger k = 2 y se obtiene
|3 y queda demostrado. Si N es par, sea N = 22NN,  donde N, es impar
y v1(N) > 1 algin entero que depende de N. Ahora escojamos un ¢ tal que
ON; = —1 (mod 21™M). Luego, es claro que 8 es impar y ademés escogiendo
k= #N; — 2 v usando lo demostrando anteriormente se obtiene lo siguiente

(k, N) = (8N, — 2,22 Ny),
= (8N, — 2,2 (9N, — 2, N)),
=,

11




vy tenemos

(k* —1,N) = (k* — 1,21 ),

= (k? — 1,292 — 1, \y),

= ((ON; — 1)(8N; — 3), 22NN (N, — 1)(ON1 — 3), V),
= (8,

2!/1(1\4’))(5 N,

pero como 9| (k* —1) y 1| N entonces se tienc ¢|(k* — 1, N). Como ademads te-
nemos 1|, entonces /|2#-3, donde p = min(3, [;v1(N)]). De manera andloga
se prueba que |2 - 3%, donde w = min(1, [3v2(N)]), con v, > 1 algiin entero
que depende de N, con lo cual se concluye que |2* - 3¢,

Para ver que ¢» = 2 - 3 se escogerd la misma matriz arbitraria en T'p(N)

a b
A= (N(: d)

v serd probada por casos.

Caso 1 :

Caso 2

Caso 3

Si N = 0 (mod 9), entonces 3|o. Dado que también se tiene ad =

1(mod 3), es facil deducir entonces 3|(d — a) y por lo demostrado an-
teriormente nos queda 3|¢. Ahora si N # 0 (mod 9), entonces 310 y
por lo tanto 3 # 0(moed 3). Asi ¢ tendrd un factor 3 si y sélo si N cs
divisible por 9.

:Si N = 0 (mod 64), entonces 8|o. Dado que también tenemos ad =
1(mod 8), es facil deducir entonces que 8|(d — a) y por lo demostrado
anteriormente nos queda 8. Ahora si N # 0 (mod 64), entonces 8 { o
y por lo tanto ¥ # 0(mod 8). Por lo tanto v tendra un factor 8 si y
s6lo si N es divisible por 64.

:Si N = 0 (mod 16), pero 64 N, entonces 4|o. Dado que se tiene
ad = 1(mod 4), es facil deducir entonces que 4|(d—a) y por lo demostra-
do anteriormente se obtiene el resultado 4|¢. Ahora si N # 0 (mod 16)
y 641 N, entonces 4 { o y por lo tanto ¢ # 0(mod 4). Asi ¢ tendra un
factor 4 si y s6lo si N es divisible por 16 y 64 f N.

Los demds casos que son cuando N = 0 (mod 4), pero 16 t N y
N # 0 (mod 4) son tratados de la misma forma.

Por lo tanto se concluye @ = 2# - 3%, O

12



Con la demostracién anterior, se enunciard el siguiente teorema, que se ob-
tiene como consecuencia de lo probado y es utilizado mayormente en la lite-
ratura. Para mas detalle véase [13].

Teorema 2.5: Si N =2%.3%.n > 1, donde (n,6) = 1, entonces el normali-
zador de To(N) en SLy(Z) es To(N) = To(N/2*-3"), donde u = min(3, [3a])
y v = min(1. [38]).

2.3. El normalizador de I'((N) en SLy(R)

En la literatura estudiada, muchos de los documentos no dan una demostra-
cién detallada de cémo se obtiene explicitamente el normalizador de T'y(N)
en S1o(R). Por lo cual, en la presente tesis se verd una demostracion com-
pleta de como se obtiene la caracterizacién normalizador al igual como lo
hicimos para SLs(Z).

Para comenzar, se denotard a este normalizador como To(N), ademds se
enunciara el teorema que establece una caracterizacién, el cual se puede en-
contrar en [7)?

Teorema 2.6: Sca N = o%q con 0.q € N con g libre de cuadrados. Sea ¢

el m.c.d de todos los enteros de la forma a — d. donde a, d son enteros tales
b

que ( Na(} d) € T'y(N). Denotamos como v := v(N) := med(c, €). Entonces

M € Ty(N) siy s6lo si M es de la forma

M=\/3(’.I.i? 73)

viA

conr,s,u,l € Zydlg, AlZ.

Dem.:(=) Sea M € To(N) de la forma M = (j ’f . es sabido que las

Y

01 N 1
y MUM~™! también estdn en I'y(N) y su cdleulo es el siguiente

: L 3 1 0 :
matrices T = ( ) yU= ( ) pertenecen a I'g(N), entonces AT A~

2véase Theorem 1, pag. 1-2
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-1 fa B\(1 1\N(¢ -8B\ _ (l—ay a?
Lt _(7 z,) (0 1) (—7 a/) \ = l4+ay/)’

et (@ BN (1 O\ [ ¢ —BY_[1+BN. —@N
Ml “(ﬂ; L) (N 1J\=y a) \ N2 1-8N.)°

El interés de ahora es redefinir estos valores «, 8, v v ¢. Para comenzar, como
a? € Z, entonces se puede escribir como
o? = %3,

donde @ € N y 4 un entero libre de cuadrados. Luego como ay € Z, por lo
anterior es equivalente a a8y € Z, entonces Vi € Q.
Por otro lado

detM)=1l<=a—py=1

= a’Vj — ﬁm/\/g =1V/8

Asi /8 € Q, pues au®V3 € Z v Bt € Q3. De la misma forma, tenemos lo
siguiente

(2.3)

det(M)=1l<=ar—fBy=1

= Vb - B2yV5E = BVS 29

Bajo el mismo anélisis de antes, tenemos que 8v3 € Q, pues aBVE y B2y\V/6
son racionales.

Todo lo hecho hasta ahora nos permite decir que la matriz M se puede escribir
Como

M= \/3(“: 5)

“

o entero libre de cuadrados, con z,y,zy w € Q y det(M) = §(zw — y2) = 1.
Ahora el cdleulo MTM=' y MUM ™" con el anterior cambio se obticne

“Pues BNt € Z, entonces S € Q y yv/8 € Q

14



oz oy (11 w —y\ _ (l—z28 1%
MTM —’)(z u!) (0 1) (—;- r)_(ﬂsgé' 1+z20)°

MUM-' =5 (% Y 10 w  —y\ _ [(1+ywNdé —y*N§
MUM~"' =34 (3 w) (N 1) (—z 7 ) N ( Nw2s 1— NG )"

Antes de continuar con la presente demostracién, se enunciard y demostrard
el siguiente lema.

Lema 2.7: Si m’n € Z, con m € Q y n entero libre de cuadrados, entonces
m & Z.

Dem.: Supongamos que m ¢ Z. Como m € @, entonces se puede eseribir de
la forma m = Tl,’ con .,y € Z sin factores en comin. Sea p un primo tal que
ply. entonces p?|z*n, como z e y no tienen factores en comin tenemos que
p?|n. pero como n es libre de cuadrados llegamos a una contradiccién. Por lo
tanto m € Z. a

Como 728 € Z, dado que § es libre de cuadrados, entonces por lema 2.7
x € Z. De la misma forma, como 2?6 € Z y w?§ € Z, tenemos que 2 € Z y
w € Z. Por lo tanto, z, 2, w € Z.

De la expresién M UM ™! notamos que y?Nd € Z o equivalentemente y?o2gd €
Z, entonces y*o?d%q = (yod)*q € Z y por el Lema 2.7, yod € Z. Obteniendo
de esta manera una nueva forma de escribir y, esta es

yoo = U, conU € Z,

U (2.5)
===
ao.

Para reescribir 2 primero haremos lo siguiente: de la expresién MT M ! no-

v 2\ 2 -

= C) = < \F <~ 2 =
tamos que — € Z o equivalentemente (—) — € Z entonces (—) deZy
N o/ g o

por el lema anterior resulta — € Z.
o

15




A continuacién, dado que det(M) = 1 entonces

det(M) =1<4«= d(zw —yz) =1
= (y20)? = (zwd — 1)*
= (y20)* = 2°0w?0? — 2zwé + 1

= (y20)® — 2’w*8® + 2zwd = 1 (2.6)
5 Z\29 " .
= 3’ N (—) — — 2?w?0% + 2zwd =1
g/ q

Z\2 .
= ’N (—) — 2%w8q + 2zwqg = g
o 0
2N 2
Como y*N (1) € Z, z°w*é € Z y 2awdq € Z entonces g € Z, es decir, 0|q.

o
Con todo lo anterior podemos reescribir z de la siguiente manera: para co-
oy 2

z z0
menzar, el término —4 € Z, puede ser expresado como (—) 2 € Z, ya que
oq

N 4]

4q ; . . z

5 es entero libre de cuadrados, por el lema anterior concluimos que — € Z.
o

Por lo tanto, z resulta en lo siguiente

B =8 conS eZ,
aq
e, (2.7)
)
_ SN
o

Con lo visto hasta ahora, los coeficientes de la matriz M serdn escogidos de
la siguiente forma

.I:R ly:g. .Z:ﬂ. .'UJ:V.
od od

16



Obteniéndose de esta manera una matriz M € Ty(N) de la forma

- (R &
M =3 (gg,, f{}) :
donde R, S,U,V € Z.

Sea A = (i\{;c Z) € I'y(N), normalizando A con M, se tiene

—U%Ne — URaob + R%6?6%b + créRUc!)

y 7—1 _ - 57
A[f:l]\f - (svmm.s +V2ENe — 8%6%¢%h — SoqVdé ajo

8

Dado que MAM ™! € Th(N), el tercer coeficiente de la matriz M se trabajara
como sigue

SVogad + V3§62 Ne — S*c*q*b — SogV dé
)
SVeogad + V25> Nec — S*0¢’b — SoqVdé = o*qpé,
SVié(a—d) = opd — V36%ec+ Sqob,

SVé(a—d) = ad(p— Ve + sng)_

= Np, con p € Z.

(2.8)

SV(a—d) = a(p— Ve + Sng),
SV(a~d) = ok, con k, € Z.

Obteniendo de esta manera SV (a — d) = 0 (mod o). De manera andloga, el
segundo coeficiente de la matriz M AM ™! es entero, entonces

—U2Nc — URaoé + R*0%6°b + 00RUd
0_25 - Ql
—U?0qc — URaé + R*00%b + SRUd = 006,
RUS(a — d) = 0od + U’cqc — R*c6%b, (2.9)
RUS(a — d) = o6(o — Uzg(; 1 R2D),

RU(a —d) = oks, con ks € Z.

con g € 7,

Por lo tanto, SV (a — d) = RU(a — d) = 0 (mod o). Dado que M~ también
esta en el normalizador, de manera anéloga a lo concluido anteriormente
llegamos a RS(a — d) = VU(a — d) = 0(mode). Sea € := med(a — d).
entonces se tiene que

17




SVe= RUe=0(modo),

2.10
RSe=VUe = 0(modo), (2.10)

RUe VUe

ey € Z.

obteniendo que
RU RU

Se define v = v(N) = mcd(o.€), como —o € Z y —e¢ € Z, entonces

o

la combinacién lineal de estos dos también estard en Z y asi —v € Z. El

: P . VU vU ,
anterior andlisis es equivalente para ——, quedando —v € Z. Ademas como
o o
Uv\ o
U € Z entonces | — | — € Z.
o] v
o) . oy ;
Ahora sea A = med(—, R, V), luego como se tiene las siguientes sentenclas
v

T
Yeeun
ag

U
——VVEZ,
(el

({f_y) _U. c 7.
a 1%
Uv

A € Z. Concluyendo de esta manera que U se puede
o

Se deduce que

escribir como

Uv
—A=u, u€Z,
T
uo

U=—.

vA
De esta manera, el segundo coeficiente de la matriz M se escribe como
U 1
ad VA’ . o )
Es de interés ahora reescribir S al igual como lo hicimos con U. Primero de

V RS
2.10 tenemos que ik €Ly <

o
S RS
VVEZy v

€ 7, entonces por como se ha definido v

Sv\ o
€ Z. Puesto que S € Z, entonces (——-) — € L.
g

obtenemos
v

Resumiendo, resulta

18



Sv

—ReZ,
o

EEV € Z,
a

'S
(——’f) ez
a v

A € Z. Reescribiendo S se llega a lo siguiente

~
&

Por lo tanto

Sv
—A =35, 8s€7Z,
a
. ST
N
) _ . SN sN ,
Asi, el tercer coeficiente de la Al queda de la forma — = ——. Ademas.

- I v
dada la forma como definimos A, los coeficientes R v V' se pueden cscribir
como R=rAyV =I[A conrl€Z
Concluyendo asi, que la matriz M € I3(N) es de la forma pedida

M =3 (:, VdA)
=L 1A

Donde r,s,u,l € Z, §|q v A‘E.
v

5 A
(«=) Veremos que M € Ty(N). Sea M una matriz de la forma M = /8 ( TS% ‘]’E)

v A € T'o(N) definida como A = ( . b). Se tiene

AT
Ne d
2 welN _ cbsN _ _udsN BpsA2 L TR oy mieN
AI 4]“,_1 - (raléA T v~ afty rebEA THh(d —a) oy oo
4 2 A2pn 4 salN _ bs2N2 SN A2 | rabN san N LN
Pea®n + sl — Lol — 2lON piga? 4 rebN _ eqnf  ule

Para analizar que MAM ™" € To(N) se analizard cada coeficiente por sepa-
rado.

Como v|o, entonces i’-‘iﬁ %ﬂ € Z y note que gg;ﬂ‘; = %jﬁl (%)2: dado que
A|Z y b|g entonces gﬁ;’;’é € Z. De esta manera, el primer coeficiente es ente-
o}

Para el segundo v cuarto cocficiente analisis es el mismo dada la simetria
que tiencn los términos, sélo basta mencionar que »|(d — a) por lo cual

19




2(d—a) e Z.

174
Por altimo, para el tercer coeficiente se vera lo siguiente

salN  bs’N? N ! bs*N
salN  bs* N\ sldN (2cA? | i(u—d} hs

N v A2

I2cA®N + )N.

Luego I*cA? + &(a — d) — g—ifl;% € Z y ademas como el término anterior
es divisible por N, tenemos que MAM ~1 € Tu(N), concluyendo asi que
M € I'g(N). O

Probado el teorema, ya sabemos cémo son los elementos del normalizador en
SL,(R). En la siguiente seccién se estudiaré el cociente entre Ty(N) y To(N),
ademds de los resultados importantes que dicho cociente tiene serdn tratados
seglin la investigacion de [11].
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Capitulo 3
Estructura de T'o(N)/To(N)

Para comenzar, denotamos el cociente I'o(N)/To(N) como

B(N) = Ty(N)/To(N).

En [11] se utiliza un tipo de notacién para trabajar las matrices que perte-
necen a To(N) en SL;y(R), en el mismo articulo® se hace referencia en donde
es posible encontrar esta nueva notacién con la que trabajaremos. Estas son
11, [2], [3] ¥ [10]. En el capitulo anterior se dio la demostracién detallada de
c6mo es el normalizador de T'o(N) en SLy(R) segin el articulo [10], por lo
cual con la finalidad de no perder la idea central de esta tesis sélo dejaremos
las referencias y ahondaremos en la utilidad que tiene esta notacion para el
trabajo.

Dicho lo anterior, en [11], pag. 317, nos enuncia que el normalizador de To( V)
en SLs(IR) es dado por todas las transformaciones correspondiente a las ma-

trices
C e B
a={% %Y,
ce de

donde h es el mayor divisor de 24 tal que h%|N, e > 0 es un divisor cxacto
de ﬂ\-,—, al cual llamaremos eterminante. Ademds el determinante de la matriz
anterior es e.

Ahora queremos determinar el orden del grupo B(N), para esto veamos al-
gunos hechos practicos que seran de utilidad.

Podemos definir una funcién F de la forma F : To(N) — Ez(2;) dada por
F(A) = e, verificaremos que dicha funcién es un homomorfismo de grupos.

Wéase pag. 317




En el capitulo 1, se definié que ET(%) era grupo con la operacion * y sabemos
que I'g(N) es grupo con la multiplicacién usual de matrices. Para comenzar
sea M, N € T'y(N), veamos el producto de estas matrices

are by ase bz aiazeies + ooV ;bsey | bidaey
181 s 2€y - l1Q2€1E2 5 T
o 3 I e N 2 h h
M-N= N N v = agclez,fv Cgﬂ(lel‘w szlJ‘V
B i ey— does + didzerez + —5—
h h h h o

Los coeficientes de la matriz final serdn denotados de la siguiente forma

61(;2N
A= (102€1€2 + 55
h

B= Glbgﬁl -k bldgez,
C = azciey + cadyey,
bz(,‘ N
B = d}dg@]&g -+ h—lz
Definamos el elemento k como k =med(eq,e2), dado que eq,ex € E’z(%)
entonces el elemento k divide tanto a A, B, C'y DD. Ademas, A y D son

divisibles por el minimo comtn miltiplo entre e; y es, que es de la forma
€1€2 €162

= . Por lo tanto la matriz resultante de la multiplicacion se
med(eq, e2) k

puede escribir de la forma

€169

b [ -12 by
A & a3 . h k 3 ] h
. h ) = k =L k
DY D PR €1€2 N I €1€2
h C3 % Ca——k Cy 7 Cg--kz

y esto nos resulta la siguiente matriz

k (03 (61: e2) é;‘,i ) )

cg,-hi da(e; x e3)

Como la anterior matriz pertenece al grupo I'g(IV), entonces se tiene que su
determinante es e * 5. Por lo tanto el eterminante del producto de matrices
en I'o(N) es e * ey, as{ F' es homomorfismo de grupos. O

Ademas, dado que estamos estudiando matrices de Iy(N) en SLy(R), todas
tienen determinante 1 por definicién, por lo cual las matrices del normaliza-
dor tienen las caracteristicas dichas anteriormente, esto es, el normalizador
contiene matrices para cada e divisor exacto de N posible. Esto significa que
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F es un epimorfismo?.

Definicién 3.1: El subgrupo de Ty(N) de eterminante 1 la denotaremos co-
mo I‘C(N)

Dado que I'c(N) es el kernel del homomorfismo de grupo F, entonces I'(N)
es un subgrupo normal de Ty(N) de indice |I‘U(1\/) Fe(N)| = 27, donde p es
el ntimero de factores primos distintos de & T . Ademds, como T (A\ ) estd en
el normalizador, se tiene que To(N) <Te(N).

Proposicién 3.2: El indice del subgrupo es [T (N) : To(N)| = hr. donde
T = (E)f‘ (?) con

1 s 22,24 25||N 1 si 9
€ = R €) =
0 sino 0 sino

N

La demostracién se puede encontrar en [11], pag. 319. Lo importante de la
proposicion anterior, es que dado el homomorfismo de grupo definido an-
teriormente y los mdu‘os de estos grupos expuesto, se tiene que [TH(N) :
To(N)| = [To(N) : To(N)||[Te(N) : To(N)| = 2°h3r. Formalmente se enun-

ciara lo anterior como corolario.

Corolario 3.3: IFQ(N) : [o(N)| = 2°h27, donde p es el niimero de factores
primos distintos de =

Por otro lado, los generadores de B(N) cuando N = p®, con o € 7Z son
enunciados en [11], pag. 324.

Proposicién 3.4: Si N = p®, con a € Z, los generadores de B(N) son

i 4 g =1
m ___ h’ —
= (U 1),0’(;\, 0)'

Dar la estructura de grupo del normalizador de T'y(N) en SLy(R) ha sido
necesaria, pues existe una relacién entre los automorfimos de Xo(N), donde
Xo(N) es una curva modular y el grupo cociente B(N). Para entender esto
definamos Y5(N) como Yy(N) = H/To(N) y Xy una superficie de Riemann
compacta obtenida completando con las cispides el semiplano superior mo-
dulo I'g(N). Asi, segtin lo que se estudia en [11], pag. 326, todo automorfismo

*Véase en [11], proposition 1, pag. 318
Véase [11], pag. 319
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de Yy(V) v por lo tanto también de X(/N) puede levantarse a un elemento
de Ty(N) y entonces tenemos Aut Xo(N) = Iy(N)/To(N). Por lo tanto, es
posible estudiar los automorfimos de la curva modular (o superficie de Rie-
mann compactificada) como los elementos de B(N).

Ahora bajo esta misma idea, el objetivo del siguiente capitulo serd calcular
el género de estas superficies de Riemann, pero vistas desde la nocidn de este
cociente de Tp(N)/To(N).
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Capitulo 4

Género de Xy(N)

En este capitulo se vera brevemente la formula para obtener los géneros de
las curvas X, estudiadas desde la mirada del cociente B(N) y algunos ejem-
plos de la aplicacién. Para esto, enunciaremos la formula que se encuentra
en [4]*

Teorema 4.2: El género de Xy(/N) estudiado desde el cociente B(N) esta
dado por la formula

Donde los valores w,, w; v 0~ son los siguientes
1 i, co o

(0 si 9|N
Wy =
1+ (=2 51 No
PN g
L #l
(0 si 4N
w; =
11 (1 o (Zj%)) §t No
L PN
N
S (C)
tIN

donde (%) _l—f) son el simbolo de Legendre y ¢ es la funcién de Euler.

Ademas pip(N) es indice de ['h(N) en I que se obtiene mediante el cdlenlo:

'Wease Theorem 15, pag. 103




dej:A%II(1+%).

pIN

4.0.1. Ejemplos

Para ayudar al buen entendimiento, a continuacién se daran ejemplos de la
formula correspondiente al Teorema 4.2.

Ejemplo 1: Sea N = 23, entonces h*|2® v h|24 y luego h = 2. Por otro lado,
dado que e||£%, se obticne e = 1. Asi dado M € T'g(8) tendrd la forma

b
a[ P

= 3

o (40 d)'

con a,b,c,d € R tal que ad — 2bc = 1. Luego, es posible calcular el orden de
B{N), el cual es [[o(8) : To(8)] = 2°h2r, donde p=1, 2 =4 y 7 = (£)°(3)°,
asi [T(](S} 4 FQ(S)] = 23.

Ahora para calcular el género, primero se determinard los valores por sepa-
rado que son necesarios en la formula.

(i) po(2) =2 T (1+1) =2~ (1+}) =2 -3=12

(ii)
o= ((13)) =0 ((12) + 0 (@2) ¢ (@2) +o (1),
)23
=)+ @)+ (@) +¢(Q1),
=942,
=4,

(ili) Como 4(8 tenemos que w; = 0, para w, el simbolo de Legendre no estara
definido para el caso p = 2, entonces w, = 0.

Asi aplicando la formula nos queda:

[ 2 4
g:1+E%§l—%hi§—%§=1+%§—0—0—§=1+1—2:u

Ejemplo 2: Sea N = 27, tenemos que h?|27 y h|24, entonces h = 23. Ademas,
(i”%, nuevamente se ha obtenido e = 1. Asi dado M € T'y(8) tendra la forma
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ll
Ar L %
A= (16@ d) .

con a.b, c,d € R tal que ad — 16bc = 1. Luego, se calcula el orden de B(N),
el cual es [[o(27) : Tp(27)] = 2°h%7, donde p=1 R =20y r= (8)°()°, asi
[F[J(S) E F()(g)] = 2? = 128.

De la misma forma que antes, se obtiene el género mediante la formula.

() #0(2") =27 T (1+ =2 (1+})=2".3

(ii)
i
O'oo‘;ﬁg((f T)) tzp(])+2@(2)+2¢(22)+299(25)
=2+2+448
= 16.

(iii) Como 427 tenemos que w; = 0, para w, bajo el mismo razonamiento
que en el ejemplo anterior wy, =0.

Asi aplicando la formula nos queda:
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Capitulo 5

Region Fundamental

La idea de analizar los automorfimos de una curva modular como un ele-
mento en el cociente del normalizador To(N) con [y(N) es con la finalidad de
pensar en las acciones de grupo que ocurren en el semiplano superior comple-
jo compactificado definido por IH*, esto es, pensar en una regién fundamental
que es generada por los elementos de To(N) con To(N). Para esto, se definird,
primero lo que es una regién fundamental para luego llevarlo al trabajo que
llevamos hasta ahora.

5.1. Definiciones preliminares
Definicién 5.1: Un conjunto # es llamado conjunto fundamental del grupo
modular I' para H* si # contiene exactamente un punto de cada clase de

equivalencia de los puntos de H* bajo la accién de T,

Definicién 5.2: Un conjunto .# es llamado regién fundamental si este con-
tiene un conjunto fundamental.
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Teorema 5.3: El conjunto

F = {T | 7€ H, |Re(r)| < é,i«r\ > 1} U dise} {T | Re(r) = —%,|T| > 1} [ {.—| - % < Re(1) < 0,|r| = 1}

Es una regién fundamental de I para H*!,
La regién anterior es la signiente
;s )

Z/

7

/

o

S

Sty

a3

=

rops o

Larazén de todos estos conceptos previos es debido a que se analizard el signi-
ficado que ticne la regién fundamental, ¢l cual es entender y analizar los pun-

tos elipticos que se definen en ésta, que ademds es sabido que estos elementos
quedan fijos bajo las acciones que hacen los elementos de Lo(N)/To(N) en
la superficie cociente de H*\T'. Para ver esta utilidad. se

utilizara el ejemplo
1 visto en el capitulo anterior.

Wease

4], pag. 17-19



Dado que N = 2%, entonces h = 2 y los generadores de B(23) son

i & 0 —1
o 2 s
T"(O 1)’U‘(8 0)'

Luego, dado un z € H* las anteriores matrices actian sobre este z como

1 1
Tz=z2z4+-=- y Uz=——.
7 Y 82
Ahora se debe definir cémo es una de las regiones fundamentales posibles,
un candidato es

=
ral=

Luego . se probard que es regién fundamental para To(8). En primer lugar

7 =—%+423iyz =141 ahora para calcular T notemos que
1
Ur=17& ——=r,
87
& —1 =872,
- V2
T = —i.
4
Por otro lado, dado que z = —; + yi, si z — 0o entonces U.z = 0. Ademas,

se tiene lo siguiente



Como U es isomctria, lleva rectas en rectas y dado que z ~ 0 YV 21~ 2o,
tenemos que I, estd en correspondencia con la seccién de arco s,. Dicho
analisis es andlogo para I3 con s;. Por lo tanto, efectivamente la regién %
es nuestra region fundamental, para probarlo primero se definird de mejor
manera .%

oI

F = {z | z € H, |Re(z)] < %.\|z| > ?}U{m@}U{: | Re(z) = —%,lzl > ?} U{z[ - E < Re(z) < 0,]z| = =

Para probar que es regién fundamental, se vera que cada clase de equivalencia
bajo U y T tiene un representante en

1 V2 _
Fo=qz|2 €W |Re(2)| < 3, la] 2 |J {ico} .
Suponga que z € H, sea A € Ty(2%). Es sabida la férmula
Im(z .
Im(A.z) = —L)) Como z € H es claro que Im(z) > 0 y los puntos
|cz + d|?

ez +d, ¢, d € Z forman un reticulado en C, implicando que |¢z + d| tenga un
minimo positivo.

Con eso claro, suponga ahora que A € I'g(2%) de tal manera que |4cz + d
sea un minimo. Entonces Az = w tiene la parte imaginaria maximal de los

elementos de su clase. Si se hace el supuesto de w < \/-5: como sabemos que

1
0 -1
v=(» %)

w
——) > Im(w). Pero lo anterior es una con-
8lwl?

tradiccion a la maximalidad de la parte imaginaria de w, entonces se tiene

vemos que Im(U.w) = I'm(
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w >

V2
T.

Para estos w se determinan ciertos k € Z tales que |Re T*.w| < 1. Entonces

T*.w también tiene una parte imaginaria méxima y bajo el mmmo argumen-
. V2 :

to de antes, se concluye que T*.w > Ve Finalmente, es necesario notar que

todo punto racional esta en correspondencia con {ico}.

Ahora, se verd cudles son los puntos finitos en .%_ que son equivalentes bajo

las acciones U y T. Para aquello, definamos 7 = 2z + iy y
T, = z' + iy, ambos en #_, donde A.t; = t,, con A € To(2) yy < v
Y .
Dado que y' = ————, de esto se sigue
ado que y e + d? e sig

lery + d?] < 1.

Lo anterior es de suma importancia, por lo cual debemos distinguir ciertos ca-
sos. Primero suponga que ¢ = 0, entonces d = £1, sin pérdida de generalidad

se escogera d = 1, luego
s 1 b == 24b
A = (O l) =T,

Dichas potencias b scrdn omitidas en la demostracién, pues sélo aportan
en que el cdlculo que sigue sea mas extenso. Asi, en este caso tenemos los
elementos que seran equivalentes bajo la accién de 7.

Por otro lado, se menciond las equivalencias bajo la accién de U que existen,
dado mismo analisis se concluye que los bordes (21, {ico}) y (22, {ico}) son
equivalentes bajo T, pues

1.1
T(— +1iy) = 7 +iy.

4 4
Ademds, cuando y — oo, claramente [ m(T(—— +1y)) —
Ahora, suponga que ¢ # 0. Entonces |+ dl 2 I > Como ademas ¢ = 0mod(8)

se puede escoger el caso |c| = 8 y sin perchda, de generalidad se seleccionard
como ¢ = 8. Asi, nos quedard |r + s! < . En consecuencia de lo anterior, se
tiene |d| < . Dado que 11 € F_, se 1end1a.n ciertos casos a considerar para
d. Si d=0, cntonccs A tendrd la forma

A:@‘?):@WUmg%
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Si fuese |a| > 3, A actiia sobre los elementos en .#_ envidndolos fuera de ...
Sia =0, entonces A = U y por lo dicho al inicio de esta demostracién hay
una equivalencia entre los arcos (21,7) y (29, 7). Sia = % entonces 4 = TU
y se ha mencionado que U envia 2 a 2; v la accién T es una traslacién de
%, entonces A.zp = 2. Sia = —%, bajo el mismo razonamiento anterior, se
tiene A.z; = z.

Para fnalizar, el casc ¢ = 8 vy d = i% no se analizard para no alejarse del
tema de este texto.

Asi # es la regién fundamental para [o(8). A partir de este punto, es nece-

sario conocer la regién fundamental para I'g(NV), para esto se estudiardn los

elementos que estdn en B(8), dado que es de orden 8 entonces se tendran las
8

posibles clases de equivalencias Ty = U g:Ly, donde

g=]1
{9:} = {1, T, U, UT, TU, (TU)?, UTU, TUT}, coni € {1,2,...,8}.

Asi, dado z € .F tenemos las siguientes acciones

i) 1.2 = =, A\ (TU). :_i 1
(v) (TU).z = + 3
1
(i) Tiz=2z2+ =, N (TUR.,— 2 ..
2 V) TUYz=—1—7+3,
. 1 %
i UY.: — e —— 11 ] Ny = —
(iti) 32 (vii) (UTU).z P
iv) (UT).2 = — (vili) (TUT).2 = ——— +
(l\) ( K= 8_2:-{—4! Vi UL )2= m 2

Ya se sabe como actiian I, Uy 7. Para las acciones restantes, se analizara
cudles son las que fijan a algunos de los puntos 2y, z» y 7, en caso de no fijarlo
usaremos dicho dato para obtener la region fundamental para Iy(8).

Q) (UT).z, = =, (ii) (TU).z = 2, (i) (TU)%.2 = 2.

Ahora dado estos puntos fijos. agregando los puntos generados al hacer cada
una de las ocho acciones sobre z;, 2z y 7, generamos la siguiente regién
fundamental para I'y(8).




I 1
U
vry UL TU L7
i 5 i T
1 <3 1 2

Se ha estudiado este capitulo con la finalidad de que los puntos donde
son invariantes bajo las acciones g; tienen orden 4, 2 v 2, lo que coincide con
la firma de la curva eliptica, por lo cual este es el primer antecedente para
la bisqueda de estos puntos fijos, ya que al analizar el orden de la accién
obtendriamos la firma, pero para casos donde el nimero N es lo suficien-
temente grande la region fundamental no serd el camino indicado, dada la
complejidad que presentara la cantidad posible de acciones de B(N).
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Capitulo 6

Descomposicion de la Variedad
Jacobiana

La presente investigacién se ha ido estructurando para hacer uso del teo-
rema que nos proporcionan en [3]. Antes de enunciarlo debemos explicar lo
signiente: Consideraremos S como una superficie de Riemann con una accién
de grupo G. Esto indicue una accién de G en la variedad Jacobiana de S,
que la denotaremos de la misma forma que en [3] como JS.

Teorema 6.1: Sea G un grupo finito actuando en una superficie de Riemann
S con firma geométrica (v; [my,Cyl,...[my, Ci]). Entonces la dimensién de
cualquier subvariedad B; asociada a una representacion no trivial racional W,
en la descomposicién isogenfa G-equivariante de la correspondiente variedad
Jacobiana JS, es dada por

t
1
dim B; = ky(dimUi(y = 1) + 5 Y _(dim Ui — dim Fizq,U;)), (6.1)

L

Eod

donde G es un representante de la clase de conjugacién de los Cy, dim U; es
la dimension de representacién compleja irreducible de U; asociada a W,
ademds k; = [; - |Gal(K; : @)|, donde [; es el indice de Schur de U; y
Ki = Qxv.(9): 9 € G)

Ademas, dada una variedad Jacobiana JS, en [3] se enuncia la descomposi-
cién de dicha variedad® , que es de la forma

JS ~ B x B x ... B, (6.2)

lyéase Teorema 2.1, pag. 400-401.




donde s; = dim(U;)/L;.

El objetivo es obtener la descomposicion como se ve en 6.2, por esto mismo,
necesitamos calcular la dimension de los B; mediante 6.1. De aqui en adelante,
la investigacién utilizara la herramienta SAGE para este cometido.

6.1. SAGE

Para la facilitar los calculos de 6.1, se utilizard el software SAGE con la
finalidad de crear o al menos acercarse a un algoritmo que indique dado un N
la posible descomposicién de la variedad Jacobiana de la curva modular. Para
la comprensién del algoritmo y cémo se ird construyendo, comenzaremos con
un ejemplo.

Sea N = 2Y, utilizando las formulas vistas en 3 y 4, es posible determinar
el orden de B(N) y el genero, estos son, |B(2%)| = 128 y g = 49, ademas
también se conoce la estructura algebraica?, esta es

<(U=T*=1), (UT} = (TU)) >,

con estos valores ya conocidos, utilizaremos la herramienta SAGE para ob-
tener las dimensiones de los B; correspondientes a 6.1. Para esto se utilizara
2 tipos de fuentes distintas de letras, donde "a”serd para los comandes en
SAGE y para los resultados como la tipografia usual. Con esto dicho, se de-
finiremos los primeros comandos que se usardan para construir la formula G.2.

sage: F.<u,t>=FreeGroup()
sage: F2=F.quotient ([U% 7% (UT)*(TU)™?1)
sage: F2.as_permutation_group().id()

[128, 67]

Esta secuencia verifica el calculo del orden que obtuvimos anteriormente
a partir de la estructura algebraica descrita.

riemann_hurwitz(128,49)
['gamma’: 0, [[16, 16, 8], [8, 8, 2, 2], [4, 4, 4, 2], [4, 2, 2, 2, 2]]], [gamma’:
L, [[4]]l]

Lo anterior utiliza la formula de Riemann-Hurwitz que tiene solucién para
género 49 con cociente de género 0 y con posibles firmas (16, 16, 8), (8,8, 2,2),

2Correspondiente a la lista existente de [13]
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(4.4,4.2). (4,2.2,2,2). Dada la variedad de firmas, note que en base a la es-
tructura algebraica que se tiene, se sabe que hay un elemento de orden 8.
pero para confirmarlo compilamos lo siguiente

sage: G=SmallGroup(128,67)
sage: suggest_signatures(G,49)
8, 8, 2, 2]]

Se ha confirmado ¢l supuesto. Asi, a partir de este grupo se comenzara a
formar los comandos para obtener la descomposicién para el caso N = 29,

sage: L67=find_generator_representatives(G,[8,8,2,2])
sage: a,b,c,d=L67[0]
sage: C1=G.subgroup([al)
sage: C2=G.subgroup([b]l)
sage: C3=C.subgroup([c])
sage: G.subgroup([a,c]).order()
128

De los anteriores comandos L62 representa todos los posibles vectores
generadores dada la firma asociada que posee. C1, C2 v C3 definen los sub-
grupos generados a partir de Gy por tltimo se calculo el orden del subgrupo
generado por 2 elementos de G. Todo esto con el fin de encontrar a la otra
accién que tiene orden 8 que no conocernos.®

sage: (c*a) " 2==(axc) "2
True

sage: as_word(b,G,gens=[a,c])
(bxa"3) 2xa

sage: (c*x"3) " 2xa==
True

sage: X=((UxT"~3)"2%T)

El primer comando fue para comprobar si los elementos a y b cumnplen con
la estructura del grupo que estamos analizando. Luego, para determinar el
nuevo clemento de orden 8 que nos falta usamos el segundo y tercer comando
para que quede dicho elemento en funcién de a y ¢. Para finalizar, dejamos
en SAGE el elemento X con la notacién que se ha usado en esta investiga-

*Esto es s6lo con la finalidad de que quede expresada la accién PEro no necesariamente
serd 1itil para el caleulo de la descomposicidn
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¢ién, con todo esto, se obtuvo el nuevo elemento X de orden 8 que nos faltaba.

sage: chars=rational_characters(G)
sage: len(chars)

19
sage:len(G.irreducible_characters())

44
sage: print [gap.SchurlndexByCharacter(gap.Rationals,G._gap-(),k)
for k in range(1,45)] [128, 67

L LLGLL LE L LELEL L LG B B L L L L Ll ek
1,1,1,1,1,1,1, 1, 1, 1]

Ya con esto, se ha definido los caracteres racionales de G, el largo de estos
v el largo de los caracteres irreducibles de G, o sea, tendremos 44 U; definidos
en 6.1 v con ello 44 indices de Schur, para lo cnal se calculé con el tercer
comando cada uno de estos.

sage: chil=Cl.trivial _character().induct(G)
sage: chi2=C2.trivial_character().induct(G)
sage: chi3=C3.trivial_character().induct(G)

Se definié los caracteres para cada subgrupo que serdn utilizados para
obtener los ;. Primero se fijard un W; en particular para verificar si los
cdlculos tienen sentido.

sage: chiWi=chars[3]
sage: chiUi=chiWi.irreducible_constituents() [0]
sage: dimUi=chiUi.degree()

Definido el W; en particular y los U;. Ahora note que los caracteres ra-
cionales son irreducibles, esto quiere decir que los W son los mismo U;, para
verificar esto se usard el siguiente comando

sage: Ki=chiUi.values() [0].parent()
sage: ki=Ki.galois_group{).order()
sage: chiUi==chiWi

True

Con lo anterior solo definiremos los Fix de U; en Gy,
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sage: dimFixl=chil.scalar _product(chiUi)
sage: dimFix2=chi2.scalar_product(chiUi)
sage: dimFix3=chi3.scalar_product(chiUi)

Ya con esto, veamos el algoritmo de SAGE para determinar dimensién de
estos B;

sage: dimBi=ki*(dimUi*(0-1)+1/2*(4*dimUi-dimFix1-dimFix2-2*dimFix3))

Note que uno de los Fix se repite, pues tienen el mismo representante de
la clase de conjugacién. Luego se obtiene

sage: dimBi
1

Calculada la dimensién para el caso particular ahora se enunciard el algorit-
mo completo utilizado para obtener la descomposicion, el cual hara el calculo
de forma mas explicita:

sage: F.<u,t>=FreeGroup()
sage: F2=F.quotient([U/2. 7% (UT)*(TU)™1)
sage: F2.as_permutation_group().id()
[128, 67
sage: G=SmallGroup(128,67)
sage: suggest_signatures(G,49)
8, 8, 2, 2]|
sage: L=find generator_representatives(G, [8,8,2,2])
len(L)
3
sage: print [gap.SchurIndexByCharacter(gap.Rationals,G. _gap_(),k)
for k in range(1,45)]
e 16 L2 T 6, 08 1,3, 13 & 008, L 1,0, 18, L 31, 2077, 11,
1,1,1,1,1,1,1, 1, 1, 1]
sage: gens=L[0]
C=[G.subgroup([k]) for k in gens]
chars=rational_characters(G)
Chi=[k.trivial_character().induct(G) for k in C]
lo Dims=[]
for chiWi in chars:
chiUi=chiWi.irreducible_constituents() [0]
dimUi=chiUi.degree()
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Ki=chiUi.values() [0] . parent ()
ki=Ki.galois_group().order()
vals=chiUi.values()
L2=[k.minpoly() for k in vals if not k in QQ]
if len(L2)>0:
Ki.<z>=LCM(L2).splitting field()
ki=Ki.degree()
dimFix=[k.scalar product(chiUi)} for k in Chi]
dimBi=ki*(dimUi*(0-1)+1/2*sum(dimUi-k for k in dimFix))
print dimBi,dimUi
if dimBi>0:
Dims.append((dimBi,dimUi))

11
01

01

11

91

01

41 i
01
02
12

99

29 5
29

22

02

29

292

42

492

Note que para la primera linea no se considerarai, pues corresponde al caracter
trivial y por lo tanto es cero cuando el cociente es de género 0. La primera
columna muestra cada caso de k, la segunda indica la dimensién de B; y por
dltimo, la tercera indica la dimensién de los U;. Notamos enseguida que los
s; = dim(U;), pues todos los indices de Schur son 1. Por lo tanto, conocemos
cada dimension de las subvariedades B; y ademads los s;, por lo cual segiin
6.2 conocemos por completo como se descompone la variedad Jacobiana JS
y esta es
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1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
JS ~ By x By x By x By x Bjg X Bf; X Bj; X Biz X Bj; X Bjs x Bj; X By

En primer lugar, los subindices han sido seleccionados para que sea claro
como se aplicod 6.2, pero para efectos de la presente tesis, se considerard una
nueva notacién. Las variedades las definiremos en vez de B como V' y los
subindices seran la dimensién de los B, va conocidos. Esta nueva notacién
nos sera de utilidad para el calculo de la dimension de los B y escribir
la descomposicién ordenandolas segiin su dimensién. Asi, la descomposicién
anterior nos quedara.

JSm VI x Vi x VI x VEXVE XV x Vi@ x VEX VEXx VExVExV}?

Por otro lado, en (3], pag. 416 enuncia la forma de obtener la dimensién de
estos B;' y esta es

dim(B;") = dim(B;)s;,
= dim(B;) dim(U;).

Con lo anterior se comprueba que la suma de las dimensiones de cada uno
de estos B suman 49 que es el genero de la curva modular.

Por otro lado, una de las conclusiones de este método para obtener la des-
composicion es que no siempre sera preciso, dado que partimos escogiendo
una de las 3 formas de obtener los generadores para el grupo G con la firma
8.8.2.2], pues con el comando len(L) nos resulté 3, por lo cual se tendrd 3
posibles descomposiciones, donde cada una representa distintas regiones fun-
damentales, donde no sabemos cual de todas ellas es la correspondiente al
caso N = 2°. Para hacer mds clara esta idea, dejaremos el mismo algoritmo
usado anteriormente, pero con otra seleccién de representantes.

sage: F.<u,t>=FreeCGroup()
sage: F2=F.quotient([U% T% (UT)*(TU)™ %)
sage: F2.as_permutation_group().id()
(128, 67]
sage: G=SmallGroup(128,67)
sage: suggest_signatures(G,49)
”8 8: 2: 2”
sage: L=find generator_representatives(G, [8,8,2,2])
len(L)
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634
(9]

sage: print [gap.SchurIndexByCharacter(gap.Rationals,G._gap_(),k)
for k in range(1,45)]
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1,1,1, 1, 1,1,1,1,1, 1,1, 1, 1, 1, L, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1]
sage: G=SmallGroup(a,b)
sage: suggest_signatures(G,) sage: L=find generator_representatives(G,[8,8,2,2])
len(L) sage: gens=L[0]
C=[G.subgroup([k]) for k in gens]
chars=rational _characters(G)
Chi=[k.trivial _character().induct(G) for k in C]
lo Dims=[]
for chiWi in chars:
chiUi=chiWi.irreducible_constituents() [0]
dimUi=chiUi.degree()
Ki=chiUi.values() [0] .parent()
ki=Ki.galois_group().order()
vals=chilUi.values()
L2=[k.minpoly() for k in vals if not k in QQ]
if len(L2)>0:
Ki.<z>=LCM(L2) .splitting field()
ki=Ki.degree()
dimFix=[k.scalar_product(chiUi) for k in Chi]
dimBi=kix(dimUi*(0-1)+1/2*sum(dimUi-k for k in dimFix))
print dimBi,dimUi
if dimBi>0:
Dims.append((dimBi,dimUi))

-11
01
01
11
21
01
41
01
02
12
22
22
22
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Donde se obtiene la siguiente descomposicién de J.S

ISV RV XV R W R VeV X W Ve Ve X Ve VEx V]

Se destaca los cambios de los algoritmos anteriores en color rojo. Ademas. no-
te que vuelve a ocurrir que los indices de Schur siguen siendo 1 y los U, = W,
Este es el primer avance de lo que se quiere construir, tenemos la forma de
obtener las descomposiciones de la variedad Jacobiana pero no se tienen las
herramientas tedricas para discriminar cual es la indicada. Por esta razén.
expondremos como se relaciona la formula 6.2 con nuestro algoritmo para los
posibles N que se han trabajado, ademés cabe destacar que se hard a partir
de N = 29 pues desde este valor el genero es mayor de 1. Para los siguientes
cdleulos usaremos la tabla de estructura de grupo que se puede encontrar en
[11], pag. 324.

Como ya es claro el procedimiento, se hara una tabla de las descomposiciénes
para ciertos valores de N.
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Descomposicién de la variedad Jacobiana de la curva modular
N Genero JS

2(5 3 ‘/l:i

21 9 WP RE

28 21 V1V e RV s VERWE W

29 49 VIV X VX VEXVEX V2 X VEX V2 X VE X V2 X VEX V2
VEx VI x VI V2 V2 X VEXVEXVEXVEXVEX VXV X V]
VEIXVEXVEXVEXVEXVEXVEXVEXVEXVE XV

34 4 Ve % Ve

55 8 Y

54 48 Vis

5P 288 Ve

7 26 Vi

7 201 Vi

11% 111 Vise

114 1266 Vizes

Cuando se intentdé hacer casos como 3%, con x > 5 la cantidad de firmas que
se obtiene se vuelve dificil de identificar, lo mismo sucede con 2¥ con y > 10,
pero para primos mas grandes que 3 se ve la tendencia de que la descompo-
sicién de la variedad Jacobiana dependera netamente del género de I'o(N).
Con lo anterior, daremos enunciada la siguiente conjetura

Conjetura : Si N =p®, tal que o € N, con @ > 3, p > 5 y p primo. Enton-
ces la descomposicion de la Variedad Jacobiana de la curva modular Xo(p®)
corresponde a Vgl, donde g corresponde al género de T'g(p®).

Para finalizar, se dejara el algoritmo de SAGE utilizado destacando lo que
se debe tener presente para calcular las descomposiciones

sage: F.<u,t>=FreeGroup()

sage: F2=F.quotient([Estructura de grupo de B(N)])
sage: F2.as_permutation_group().id()
sage: G=SmallGroup(a,b)
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sage: suggest_signatures(G,g)
sage: L=find_generator_representatives(G,f)
len(L)
sage: gens=L[(1]
C=[G.subgroup([k]) for k in gens]
chars=rational_characters(G)
Chi=[k.trivial_character().induct(G) for k in C]
lo Dims=[]
for chiWi in chars:
chiUi=chiWi.irreducible_constituents() [0]
dimUi=chiUi.degree()
Ki=chiUi.values() [0].parent ()
ki=Ki.galois_group().order()
vals=chiUi.values()
L2=[k.minpely() for k in vals if not k in QQ]
if len(L2)>0:
Ki.<z>=LCM(L2).splitting field()
ki=Ki.degree()
dimFix=[k.scalar_product(chiUi) for k in Chi]
dimBi=ki*(dimUi*(0-1)+1/2*sum(dimUi-k for k in dimFix))
print dimBi,dimUi
if dimBi>0:
Dims.append((dimBi,dimUi))

De donde los factores a destacar se dejaron en color azul. Estos valores serdn
definidos como signe

(a,b) = par ordenado que se obtiene al aplicar las primeras 3 sentencias del algoritmo.
g = género de Ty(N).
J = lirma asociada a la accién.
() = numero que se obtiene al calcular aplicar la sentencia en SAGE len(L).

De los anteriores valores, 2 corresponde al nimero de posibles elecciones de

representantes y por ende, es el niimero de posibles descomposiciones que
nos causo el problema del calculo.

Comentaremos los resultados de esta tesis en el siguiente capitulo.




Capitulo 7

Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue obtener la descomposicién de la Variedad
Jacobiana de curvas modulares, para esto nos centramos en dos objetivos,
el primero fue comprender el grupo [g(N) en conjunto con su normalizador
en SLs(R) y el segundo fue conseguir un algoritmo para calcular la descom-
posicién de una forma mas simple, pero en el transcurso de la investigacion
se presentaron diversas dificultades, una de estas fue que en toda la lite-
ratura que se usé en ninguna parte se daba una demostraciéon de como se
obtenia la caracterizacién del normalizador, solamente hablaban de las equi-
valencias entre las distitas caracterizaciones que existen. Otro problema que
se presenté en el desarrollo de esta tesis fue no lograr verificar cudl de las
descomposiciones es la que efectivamente corresponde a la curva modular,
pues el algoritmo sélo nos ayudd a encontrar posibles descomponsiciones de
la Variedad Jacobiana para la curva modular .

De estos dos conflictos, se logré obtener una demostracién completa de la
obtencién del normalizador de To(N) en SLy(R) para una de estas carac-
terizaciones y para el segundo conflicto se consiguié en parte un algoritmo
que calcula las descomposiciones para ciertos N, pero a medida que el N
aumenta comienza a ser mas dificil identificar la firma y por ende calcular
las dimensiones. Por esto mismo, se dejé una breve tabla de ciertos valores
de N, ademas se enuncié una conjetura para las potencias de primos p > 5
tales que la descomposicion de N = p® con a € N, con « > 3 siempre serd
de la forma B} con g el género de I'g(N), también de enuncia el proceso en
el software de SAGE para obtener estas descomposiciones explicitando que
va cambiando segtin el N escogido.

Nuestra investigacion concluye con el problema abierto de encontrar criterios
para distinguir qué firma escoger y una vez escogida, determinar criterios para
saber como elegir los representantes de los clementos segin la firma escogida.
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