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Resumen

Dada ula curwa urodulal X6(N) correspondieutc al subgrupr.r uodular

lo(lU) y cl normalizador cn SLr(JR) do este strbgnrpo que dcfiniremos cono
f;1ltr¡ 

"n [11] se enunr:ia el siguiente isomorfismo,4zú Xs(iV) = iollf;7fo 1,n'r1,
por lo cual es ¡rosible comprender la descomposición de la variedad Jacobia.
na de una curva modnl¿¡ analizando los automorlismos de X1¡(.M) corno un
cociente de grupo.
En primcr hrgar vamos a dcsr:ril¡ir al normalizador de1 srrbgrupo l6(.M) cn
S Lr((Z)) que denotaremos por Fi(¡¿) para facilitar Ia compresión del norrua-
lizador de l¡(1ú) en ,9.L2(JR), definiendolo ccimo f¡(l/).Dado que no hemos

encontrado en la literatula, una demostración con detalle de cómo se obtiene
la caracterización de este nt¡rmalizador, en Ia presonte tesis se dará una dc-
mostración corupleta de f¡(rv) y pa,l a csto sc usará parte dc ltr, investigación
de 16l .

Adem¡ís, incluiremos un análisis una región fundarnental pala f6(N) pala
una mejor cornpresión de cómo será la descomposición Jacobiana de una
culva modular'.
Luogo dada la 1órrrrulu, dc lo descomposición clc un¿ varicdad Jacobia,na cnun-
cia¡lo en [3] ¡ usando cl prograrma SAGE vclcrnos córno se dcs<:omponc Ia
culva modular.



Introducción

En estc trabajo estucliarrros cómo cs l¿u c.lescompt.rsicirirr dt': Ia varieclad
.Jar;obiana de l¿l cun'a moclular X¡(tY) asor:iada al €prrpo modular cspor:ial
f6(1r'). donde la variedad Jacobi¿na estará dr.¡tada de una ¿cción de glupo. E1

objetivo prirlcipal es descomponer est¿r curva modular siguiendo la línea de
investigacii»r de [3]. Parte del estudio comenzará por [11], dolde \I. Akbas
y D. Singe::rna,n establecen uua rolacióu eltre los autonorfisnit¡ de Ia curva
morlular X6(N) con cl cr¡cientc dc grupos lo(1ú) y su normalizador f-6(A')
en S,L2(lR.)t. donde estos últin.ros subgrupos son definidos en [t2], [t3] y [ ].

Dich¿ curva modulal será estudiada como una superficie de Riemtrnl. por'

k: cual utilizaremos los diferentes tlbjetos conocidos en literatura; estos son
ol géucro, firna asociada a l¿ acciórr y los purrtos elípticos [9].

Cr¡n la finaliclad de comprender esta descornposi(:ión, implemcntarcmos
ul al¡lortimo en el programa SAGE para obtener las posibles descomposicit>
rres de la curva modular.

La prcscntc tesis se cliviclc dc la sigrricnto marcra:

Eu el Capítulo 1 se d¿n definiciores con<¡cidas que se utiliza.rán dura.nte el
desarrr¡llo de1 problema. Sin embargo, esta tesis va enfocada a personas con
conocimiento previo de curvas modnlares. superlicies de Riemann ¡' accioues
dc glupo. por 1o cual, hal¡rán dcfinici<-rucs b¿isic¿rs quc no ser:in enurrciadas.
Pr¡r otlo lado, estas definicit¡nes y otras se pueden encontrar en [9], [8], [4].

En el Capítulo 2 se tlesarlolla Ia demostración de cómo es la caracteriza-
ción del normalizador de fr(N) en S-Lr(lR). Para esto, se dividió el capítulo
orr 3 secciones, Ia pliurela corLcsporrdc a las dcfiniciortos rrcccs¿r'ias para dicha
ftuactcrización, Ia scgunda cotrcspondc a la obtcnción dcl norrnalizador pero

trrara el grupo S L2(Z) y por último la tercera sección corresponde ya enunciar

1vóa-se 
[] 11, pag. 326



el teorema qLle se cncuentr¿ en [6] y proceder a su dem<.:stración.

El ol Capítuk; 3 sc da uua ca.r¿¡.ctclizaciórL ec¡uivalorrtc cxpucst¿l cn cl
tcxto [11] 1.- r:ol clla dar Ia estructura dcl glu¡ro r:o<:icntc qrre nccesit¿r¡os
estudiar para oxplicital' cómo será 1a descon.rposicil»r.

En el Capítulo 4 se enuncia brevemcnte la fórmula del géncro para fs(ly')
neccsari¿t pala dat cor Itu corr-octa dirneusión clc lil doscornposiciól ct¡no sc
ve cn fi3l.

El el Capítulo 5 se estudia una región llndar¡ental para comprender la
utilidad que tienen las acciones de grupo sobre los pultos elípticos, pues cun
ello se obtiene la flrma de la acción y «)n csto los generaclores del grupo
ncccsarios eu l3l.

En cl capítulo 6 se divide en 2 serrciones, Ia ¡:rirnera enulciamos el teolcma
que se centra luestra investigación [3] ¡, luego exponemos la obterrción de1

algoritmo en SAGE para obtcner la des«rmposición de la Variedad J¿cobiana
do la curva trodul¿rr.



Capítulo 1

Definiciones y Teoremas

En el presente capítulo se recordarán definiciones ya conocidas en la literatui-a

que tendrál relevaucia para el este trabajo'

1.1. Grupo modular

Definición 1.7 El orupo 'n'¡otla,lar I es el gnlpo de todas las transfo¡mar:ioncs

de Móbius del semiplano superior complejo de la forma z I -:-' cot\

a. It, cycl €Z,talqte ad' - bc: 7.

Se sabe que el grupo I es generado por las matrices

" l\ - lo I\T: (:
1u r/'5:\r o)'

Defrnición L.2El grqto especi,al lineal es el grupo dc r»atrices dc ordctr 2 x 2

<ron entradas reales y determinante 1, a saber,

( t a\ l
sL,(R): I l' ',) :o,b,c,d"e R,arJ-ár': If .

L\r'o¡ )



Definición 1.3 Si ¡/ 2 1 es rrn entero, existe un homomorfismo cle gru-
po r¡¡ : S L2(Z) -+ SL¡(Z/NZ) irducido por el homomor'fismr.i de anillos
Z -+ Zl@Z). LLln¿r,mc.is ur,bgr"upo prin cipal de con gr uenc'ias da'n.iucl N an
I : SL2@) al kernd clel morfismo r^'y Io denotarenxrs por l(-lú).En otra-s

¡ralabras

r(N) - {(: l) . sLtz) : (: i) = (L ?) ,,,,, n,1

En el plesente trabajo. se estudiará el siguiente subgrupo de c,)rrgruencias
especial.

Definición 1.4: El subgrupo l¡(-tV), conocic{o corno subgrupo dc co'ngra,en-

ci,as d"e llach: rl,e núd N es dcfinido como la prcirnagen dcl morfisrno r¡ dcl
grupo de matrices triangulares superio'-es et SL2(Zf NZ), esto es:

.,^r\ ll, á\.-L^-t..v ^) )
f0(v) : 

t(;, 
: o.b.c.d € z. nd- h. - t.,^=0(mr-rdA))

Ar1emds cl urclen del grupo es ¡ f| (l r ]). "rn p printo.
pN \

L.2. Conceptos necesarios

Definición 1.5: Darlo rrn ,rl1 € N, ll¿rmamos ¿l clcmonto c un divisor cxacto
de l\[ st elM y (e, M le)-L. Adeurás se denotará como Ez(.{1) al coujunto
de diviso¡es exactt¡s de tr4.

Lema 1.6: Dado un ,V1 € N. Si a, ó € Er(M), se define + como
, ctb

a * h : 
1-r¿la,bly 

ErLtt tlcos '}F es ulla operación bin¿r'ritr cn Er(!tI) y
(Er(Xt). *) es un grupo.l
Definición 1,7: Dado un nírmero a v un primo impar p, el sí,rnbolo tle Le-
gend; e cs

sri p dir.ide a a

sl r: : ,¡ (mod p). para algún .r e Z

s,í 12 f o, (rn,ol, p), para algtnt t: € Z

t,l: 
{ 

,,

lvóasc 
[11], pae. 318



Definición 1.8: Dado ru e Z+,la funciól p de Eulcr es

Lema 1.9 (Identiriad de Bczout): Si a,, á e Z\ {0} cor, m,cd(a, b) - d, enton-
ces existen enteros z e g/ tales que

ax tbY: i,.

Definición 1.L0: Sea ,9 una superficie de genero a y G un grupo finito ac-

tuando orientablemente y efectivamente en S. El espacio cociente ,5/G es

urra supcrficie suavc y Ia proycccion cocierrte -9 -+ S/G es un cubLirnie¡rto
ramificado. Llamamos firma de C en S al elemento (g : nb'n1.2,. ...*,,),
donde p ( o es el genero de SlG, r < 2o 12 es el núme'r-o de puntos de

ramificación del cubrimiemto y los m.¿ son Ios ordenes de ciertos elementos

de G que quedan fijos en S.

Definición 1.11: Suponga que G cs uD grupo filitt¡. K cs cl cuclpo de dcs-

composición para @ ¡, X es el caracter de ttna representaciólr lineal irreducible
y: de G. Suponga que k es un subcuerpo de 1{ generado pot aQ), g e G.

Llamarnos indice de Schur de 1 como la multiplicidad de 9o en cualquier re-
presentarión lineal irreducible o de G sobre k que tiene a p como uno de sus

comporu:ntes irrr:ducibles respecto a K.

Los conceptos anteriores serán de utilidad para la presente investigación.

,p(n):nil.(,-;)



Capítulo 2

El normalizador de fs(¡f)

2.L. Teoría previa
Para comenzar se estudiará al normalizador de f¡(Ar) en .9.Lr(Z), el mal
será denc¡tado comu It¡(N). El principal objetivo es probar- el teorerna quc sc

crrcrtcntra cn 113], pag. 29. Si bicn se cncuolrtrfu la demr¡stlación sc on(rlertra
en detalle en dicho documento, deja varios puntos ¿ analizar para ei lector.
Así que en este capítulo se hará enfií-sis en dar una demostración cc»npleta ¡.
estructurada de cómo se obtiene el no¡malizador de f¡(jV) et SL2(Z).
Pala comenzar, tenemos el siguiente resultadr.r

Teorema 2.1 Sca 11 un grupo tal c¡re l¡(,4./N) c H c le(A'), con
N, ¡/ € N. Ertonces ¡1 : lo(d/ú), para algún dlM.

Dem.: Para probar esto. se hará inducciór sobre el nírmero total de f¡lct<¡res
prirrros de,4/. el cual se dent¡tará ¡ror P(,,I.f).
Para comcnzar, tcnemos el caso trivial doncic ,l'(,{/) : 0, cntonr:cs tendríamos
lo(¡{) c H c l0(/ú), y ¿sí H: fe(N) para todo lr'.
Suponga que cl resultado es cierto ptua todo N, v para todo .4,1 tal que
P(L,l) <. Á. Ademrís, suponga que M es tal que P(,;|.1) : É y tornemos

^I 
-- R.l\tl', donde -R es cualquier divisr.rr de .LI distinto del *1. Por un l¿rdcr

so sabc que

fo(M) n rn(N) : ro(¡1, Nl), (2.1)

donde [,4,f,,4/] es el mínimo comúl múltiplo entre lly' ¡' -lú y como teuenros
que l6(tl4lV) c H c l0(1/), o niejor dicho l0(R¡,1'¡l) c H c l0(-&).
intersectamos con f¡(IiN) y de 2.7. obtenemos



lo(¿M'¡\r) c ínfo(R,rV) c fo(RN).

Así aplica,ndo la hipótesis de inducción a Xt', se obtiene
H n lo(R¡ú) : IoURN), para ¿lgútr i I i'lir/. Por lo tanto l¡(iBN) q H q
1'o(¡/).
Con todo lo hecho anteriornente, hay 2 casos a considerar: j f M' y j : I,l'

Cascr 1: Si .:j + Af', entonces ,11?N es ul divisor propio de M N. Luego basta
con aplicar la hipótesis de inducción sobre jB (pues. P(jJ?) < k) pala
obtener 1{: fo(dN), con dl iRl ll.

C¿sc¡ 2: Si j - M', tcle[ros que para todo divisor ]¡rcipio /i de ,1.,1 sc tcndrá
fl n lo(R¡/) : lo(¡///). Esto implica que para cualquiel

e ¡1,

se tiene dos posibilidadcs lll lc 6 (M,c):1.
Snpongamos qr,e H I l0(r/1V), cntonces l6(¡/N) c 11 C le(lf), por
el argumento anterior ¡1 debe contener un elemento de Ia forma

^:(,+" 3)

(;.',),

donrle (M.c) - t. Sear: (,1 l) vcmos que 7 € ro(¡,fN) c ¡1.

luego 1{ también corrtiene a la ntatriz

- (;" l) - (';T* u -,ío)

para todo r, pero como atl - Nbc: 1, entonces (a, Nc) : 1 y así por
el Teorema de Dirit:hlet, la progresión aritmética {a, + tYcr} contiene
ur uúmcrr.¡ ilfiuitt¡ dc núrneros primos. Por Io tanto existc un r tal quc
(o + l{cr. ill) : 1. Esto os. IJ c<¡ntiene un clernento

(;:, 3:),



clondc (a¡.,1.1) - (c¡, nI) - 1. Ahc¡ta conside¡e la mtrtriz

Es claro que I4/Nu e f¡(l/). luego

Como (a6, M) : 1, se puede encontrar un gr tal que
aoy + co = 0 (modMI). Para tal y tenemos

Por Io tanto 74/ 
Na € H. Dado que (c¡.,41) :7yao,g+c¡=0(rn,otliltt).

entonces ienemos (g, M) : 1. Así, por Lema d,e Bezout. existen 2, ,- ta.les quc
uy + ul\[ : 1, cntonces H cr¡[tienc (WNa),(W]IN)'J : l,f/N. Dado que Ic¡s

rcpresetantes do f6(,4/1f) cn l6(1r') son l/N y 7 sor.r generarlos por l'0(N)r
se <:oncluye que ff ) lo(A ), y corno s¿bíamos que H ! f¡(N), sc obtiene
17: f0(¡ú). tr

Letna 2.2: Si N : o2q, q libre de cuadra.dos, entonces el normalizador en
S L2(Z) da f¡(.rr') cs -fb(N): fo(¡V/,,,l), con ri; €Z tal que y'r I a.

Dem..: Pot el teorema anterior si 11 es urr subgrupo del gnrpo modular. I
tal que f¡(A/) ! 11. entonces H : l¡(L), donde L l N. Como es claro
que l¡(iV) g F.(N), se tiene f,,(Ir') : lo(¿) con .L I N. Dadas l¿rs ma-
trices 7 y W dcfinidas &ntcs, com(, I.l-¿ € t(N) y 7 e l¡(N). clrtonces
W-|'TWL € fO(¡l). Adcmás. Ia matriz ¿rntcrior es tlc l¿ forma

tv'-LTtvL:(,:,t L .\ er^r vl\ /_' r- t,/
Rcsrrltarrcir.¡ que .L2 = O(rnod 1{) o equivalentemcnte .l,2 : Nk r:ot l; e Z y
como lY : o2q, Iuego )a igualdad anterior se obtiene:

',: (1 ?)

"'(nÍl i;) = (r,,#,-*r ,0"1", r.)

'.'(frL fr) . ..ru.r¡.,

Í2
L'¿ = o¿qK -.=-':- : qI;.

ivéase 
[12], Thcorcm 2, pag.27



Así (*)'? : 0 (mod q) y como q es libre rle cuadrados tenemos que

t*) 
= 

0 (tnod q). Por Io tanto oqltr y también -Llo2g. Concluyendo que

L -- fr. dorrde r/,1o. tr

Lema 2.3: Sea N y ry' como el lema arrterior. Si nzcd(k, N) : 1, ento»ces
,l,l(k' - l), para alg:ún k e Z.

De'm.: Cot¡to tenomos que (,k, N) : 1, utilizando la ld,entidad, de Bézout
sabcmos quc cxistcn u,b e Z talcs que ak - bN : 1, obteniendo de csta
manera la siguiente matriz:

¡,: /g i\
\/v /J/ '

y además se tiene que A' € fo(N). Como se ha visto previamente que lll# €

Fo(N), tendremos qre W-# A'Wi e f¡(N). Luego

w-i.qy."-( * *\
\-fa+Nrf,r-|a+*¡ -/

entonces obtenemos la siguiente congruencia

{(o-,t-N(r- *0, :o(modN) \22)4, ú'.'
De 2.2 podemos concluir de manera inmediata que ty'l(&'?- 1) pues se tiene
que a& = I (mod. N) y también rl,'zlN. tr

10



2.2. Caracterización de r/
En la sección anterior probamos q,,e FnlN) - lo(Vl,) dunde 1i e Z, por

Io cual. cl irf;e¡és de csta sección cs d¿rr urra represcntaciól explícita de cómcr
ser¿í el clemcnto i/.,. En ia liter¿¡turil esta derrrostrar:ión se puede cnc()ntr¿lr cn

16]. pero en este capitulo será probado con detalle.

Lema 2.4: Con la notación del lema 2.2, el elemento'l es de Ia forma

'Ú:2P'3',
donde ¡r : mizl(3, []rz1(N)l) y u - rrt.i.n.(l. {i,¿(¡g)l), donde a (/V) v ru2(iV)

son números enteros que dependen de N.

Dem.: Para, comenzar, sea

A= ( '^ ó,) 
e r.r.ryl,

\L',t\ u/

sea e -- mcd,(o, d - a). A contimración mostr¿remos que e lrp. Para estr¡. se

probará quo mzT e I-o(¡U), pues tenclrÍamos flf y así clry'. Dicho osto.
notemos qrrc:

tv'ilwi:
Couro pol hipótesis sabernos que c2lN y el(d o). tenemos que

I4--+AI,l/+ e l¡(N) ¡, luego W{ e ¡r(¡ü).concltyenclo así rl{.

Ahora. ..ili pcrdida de generalidad se cscoger'á la m¿tr-i2 ,4 designarrclo ios
valores c : 1y tl: k donde (k,¡/) : 1, Por el lem¡r 2.3 sabemos quo

/.'l(A'¿- 1) Notemos que si N es impar, Lrasta con escoger k:2 ], se obtiene
iy']3 y queda demostrado. Si N es par, sea N:2'r(¡),\¡1 . donde N1 es impar
y irr (AI) > 1 algún entero que depende de N. Ahora escoja,mos un á tal quc
ály'r = -1 (mod 2'tlN)). Luego, es claro quc á cs irrrptrr y adenrás est.ogicndo
k - ANt 2 y usando lo demostrando ¿uteriomente se obticnc 1o sigrricntc

(k N) : (0Nr - z. z"'{r)¡,;.
: (á¡/, - 2.2"@))@N - 2, ¡u,),

(^, -r,,,-,,i '- ror, ' I)

11



y tenemos

(k'z - 1. N) : (42 - 1.2Y1(N)¡v¡1).

: (12 - 1,2¡4(N))([, - 1, N1),

: ((á¡fr - 1)(r,v1 - 3). 2'1(N))((d,vr - 1xd¡¿1 - 3), ¡ü),
: (8, 2't(N))(3. Nr),

pero corno l1,1(k'-1) v y'rl.lú entonces se tienc ll(k2 - 1,lV). Como aclcm¿» tc-
neniosTy'la, entonces ?rl2r' 3, donde p : mi'n(3,lia (¡¿)]) De manera análoga
se prueba que qrl2 . 3'. donde r¡ : m'in(1,llu2(N)]), con u2 )- I algún entero
qne depende de N, con Io cual se concluye qrc vl2t' - 3a.

Par'¿ ver quc d, - 2u .3u sa esoogerá la rnisma matriz a¡bitraria cn f¡(N)

o-(o ü\
" - \N, ,i/

y scrá probada por casos.

Caso 1 : Si lt/ : 0 (mod.9), entonces 3lo. Dado que también se tiene ¿d =
\(tnorl 3), es fácil deducir entonces :l(d - a) y por lo demostrado an-
tcriormerte ros queda 3lqr. Ahora si N I 0 (mod,9), eltonces 3 t a y
por kr tanto t! I O(m,od" 3). Así rir tendrá ul far;tor 3 si y sólo si N cs

divisible por 9.

Caso 2 :Si N = 0 (m,od,64), entonces 8la. Dado que también tenemos od =
),(rn,od 8), cs fácil rlcducir cntonces que 8l(ri - a) y pr-rr lo deurostrado
anteriormentc nos queda 8l/. Ahora si N I 0 (mod,64), entonr:es 8 { a
y por lo tanto t! f0(mod 8). Pol lo tanto I tendrá un factor 8 si y
sólo si N es divisible por 64.

C¿so 3 :Si N = 0 (ntod 16), pcro 64 { Iy', cltonccs 4la. Dado que se tiele
ad : \(motl 4), es fácil deducir cntonr:cs que 4i(d-a) y por Io demostra-
do anteriormente se obtiene cl resultado 41ry'. Ahora si N I 0 (mod, 1,6)

y 64 ] N, entonces 4 | o 1, por lo tanto I I O(mod 4). Así rl tendrá un
factor 4 si y sók, si lü es divisible por 16 y 64 'f N.

Los rlemás casos que son cu¿ndo N - 0 (rnod
N I 0 (m,orl 1) son tratados de la misma forma.

Por lo tanto se concluye t! : 2t" , 34 .

4), pero 16.f N y

\'2

n



Con la demostración anterior', se enunciará el siguiente teorema, clue se ob-

tiene cc¡mo consecuencia de lo probado y es utilizado mayormente el Ia lite-
ratura. Para uras detalle vóasc []3].

Teorema 2.5: Si ,¡r' - 2a . 3B . n ) 1, rlonde (n,6) : 1, entonces cl lolmali-
zador de f6(N) en SL2(Z) esÍo(N) -10(Ar/2".3"),donde¿:mzn(3,[]al)
y u : ntin(t.lf,Bl).

2.3. EI normalizador de fs(¡¿) en ,S¿2(lR.)

En 1a literatura estudiada, muchos de los documentos no d¿n una clen¡ostra-
ción del,all¿rda de cómo se obtienc explícitamente el normalizador dc l¡(/V)
en ,S,Lr(R). Por lo cual, en la prescnte tesis se verá una clemostr¿tión com-
pleta dc crimo sc obtiene Ia caraci t:riz¡rción nolmalizador al igual com.o io
lricirnos p¿r'¡ .9L:(Z).
Para comenzar, se denotará a estc norm¿r,lizador como f¡(Ar), además se

enuncia¡:á el teorema que establece una caracterización, el crta,l se puede en-

contrar eI} l/l'

Teorema 2.6: Sca N : o2q con o.q € N con g libre dc cuadrados. Se¿r e

el m.c.d de todos los ente¡os de la fbnn¿ a - d, donde a, d son enteros tales

qu" I 
^;_. 

; ) € fo(N). Denotamos como rz :: u(N) :: m,cd(o. r). Er.Ltoncres
\'"'../

¡,1 € i0(¡/) si y sírlo si,{.{ es de Ia forma

M:\/i(H m)
con r. s, u. I e Z y \lq, Lli.

Dem.:(+) Sea /¿f € iollr¡ ae Ia f,,,rma M : (': d). 
". .olrido qu" Io"

\i t/

'narrires r: f1 ]) "u = (!. 9),",,",,","ur1,,rA r. entr,nr es .tl r-i1 '\{) r/ " \/Y 1/',
¡, l,[ LI \,t-t también est¿í¡ en l6(N) y su cálculo es el siguiente

6-
/li
\.

2véase Thec'rem I, p¿8.- l-2
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^tr^r_, 
_ (; ) (á l) (_,, ,,) : (, --i," ,(.,)

^ 
u^t i: (: ) (,i ?) (_, ") ('-¡,y, ,:;X)

trl interés de ahora cs rcdefinir cstos valores ,_r, 0, 1 y l. ParA corncnzar, como
cP e Z, entr:t.ces se puede escr.ibir corno

a2 : a26,

donde a € N y d- un entero Iibre de cuadrados. Luego como a ¡ € Z, por lo
anterior es equivalente o ot/il € Z, entonces r/}f g Q.
Por otlo lado

det(n/):1<:)a¿-0t:7

-+ ot't/i - Bqrt: nG
(2.3)

Así n/6 e Q, pues a¿2r6 e Z y Bt e Q3. De la misma forma, tenemos lo
siguiente

det(M) : 1# at- §t : L

+-+ a'/^/i - p'tli: pli (2.4)

Bajo el mismo análisis de antes, tenemos qu" flr6 e e, pues atB{6 y 821t6
si.¡r lacic¡nal:s.

T<¡do lo hecho hasta ahora nr.is permite decir que la rnatriz ,1,1 se puede escribir
como

^t -J¡(' !)\
\z a/

ri entero Iibre de cuadr¿dos, corÍ.!),2 yu €Qydet(M) : 6(ru - yz) - l.
Alrora el cá.lcu]to ltlTlll-| v ll:tU NI-1 cou el anterior carüio se obtiene

3Pues pNt e Z,e¡to:ocespL€QVfráe Q

74



(t - rz6 ,'ó \- \ -?'?d 7+tzd)'

*tuM ':, (: ;) (i ?) (_. i) : (' ',',,}!n ,. Í1,i,,)

^ 
1^ -' :, (: l) (á l) (i. l)

Antes de coltinrrar con la presente rlenostración, sc enrrnciará y dcnrostrará
ei siguiente lema.

Letna 2.7: Si m2n € Z, con m € Q y n entero libre de cuadra.dos, entonccs
tn¿L.

Dcm,.: Supongamos que m ( Z. Como m € Q, critonccs se puede cscribir dc
la forma y¡¿: L, con r.y e Z si:¡ factor.es en común. Sea p un ¡rrimo tal que
ply. entonces p2lr2n. como Í e y \o tienen factores en comírn tenenlos que
p2ln. pero como n, es libre de cuadrados llegamos a una contradicciór. Por lo
taljto rn. € Z. ú

Como ¡2ó e Z, d,adc¡ que ó es li[¡re de cuadrados, enton.]es por lerna 2.7
x e Z.De Ia misma forma, corno z2o eZy,w26 eZ, tenemos qne.: € Z y
w € Z. Prlr 1o ta,nto, x, z,u e. Z.
De la c'xplcsión ,l1U,.4,1-1 notarnos que y2lVd- € Z o equivalentcrn c.ntt: y2o2qd €
Z, entonc.es y2o262q : (,yod)'') q e Z y por d, Lema 2.7. yo6 e Z. Obtcnicndo
de esta manera ula nueva forma de escribir y, esta es

yo6 : U, crnU e Z,
U (2 5)

!'= 
n6.

P¿r¡a reescribir z primero haremos lo siguiente: de la expresiónMT AI-t no-
:.26 z:r2Á z:r2

tatlus qrle --;; €Zo equivalentemcnlc {:) : C Z cnt.onces l:\ ó eZv
por el lema anterior resulta 1 € Z.

o
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A corrtimtación. dado que clel.(M) : 1 entonr:cs

(2 6)

.- .',t, /3)' ! ..,',r'i' -2.ruti . r
-ll 

," \;)^_ 
..| lu ¡, - ¿:l LUU -

==+ s'N (:)' -.r2*26q.2raq:!
l:,2

Crmo y2N ()' r" 12 w26 c Z y 2:rw6q € Z entonces 1eZ."" decir. d¡g.

Con todo lo anterior podemos reescribir z de Ia siguiente m¿nera: para co-
^' 

udo ."r' cxoresado "u-o 14\ ' q ' - " ."merrzar. cl rérmin " fi6 e Z. vr \aq1 | eZ.vaw.

{ n. .r,"rn liblo dn cuadr¡dos. p, )r nl Ioma ¿nl crior concluim o, qrr. 4 , V.ó oq
Por lo tanto, z resulta en lo siguiente

det(,1.1) : 7 e 6(ru - uz) : 1

:; (yzi)2 : @w6 - t)2

=a (y zd)2 : r2'u'62 '2:L )6 + I
=+ \!2[)2 - .r'u2 62 l2r w6 - r

U
oo

: D, (',Oll J t ¿r

soq
ó

,91ú

- _-_=-
oó

(2.7)

Con lo visto hasta ahora, los coeficientes de 1a matriz tl.f serán escogidos de
la siguiente forma

. r: R, . ,:Y{. ' w:v'

z5

oq

16



Obteniéndose de esta ma.nera una m¿triz &1 € l¡(N) de la forma

M:J¡(:, fr\,
\-- v/

donrle R, S,U,V e Z./ '\
Sea,4 - (Í i) a l¡(N). nc,r'r:ralizard,¡ A,ol M, setienr'

\1\ C A/

/ u¿Nc . u Roo6 a alo ¿'U r o¿nL .¡\
AI Alvt-t: ( 

",.*,, y:d"v. s:o.q:ü ",,,r, 
._),

\----;-/
Dado que NI AI,I-r € f0(N). el tercer cr¡eficiente de la rnatriz ,41 se tlabajará
como sigue

SV oqa6 +V262Nc- 52o2q2b - SoqVd6
- Np, rt¡tt, p€2.

SV oqa6 + V2 62 Nc - 52 o2q2b - SoqVdd : o2qp6,

SV6(a - d) : 
"p6 - V262oc+ S2qob.

S7d(a - t) - oo\p - v'zoc. S'lU). 
(2 8)

Sv'(o - d) - o(p 'v26" - S2lb\.

SV(a - d) - okt, con kt e Z.

Obtcnicndo dc esta rnalera SV(a - d) : O(modo). De m¿:rncr¿ análoga, cl
segundo coeficiente de Ia matriz NI ANI-| es entero, entonces

-U2Nc - U Rao6 + R2o262b + o6RUd, :o,conQez,
o26

-[J2oqc - U Ra6 + R2o62b + 6R.LId.: op5,

RU 6(a - d) : op6 + [J2 oqc - R.2o62b. (2 9)

Itt)t('t' - tl) : oi\lP - Lr2!': ) ll2Ób),
d

RU (a - d) : okz, co¡L kz € Z.

Por lo tanto, SV(a - d.) : RU(a - tl):0(mod,o). Dado que M-r también
esta en el normalizador, de manera, análoga a lo concluido anteriormente
ilegamos a R,S(a - d) : VU(a - d) : g(modo). Sea e :: mcd(a - d).
cDtorces se ticne quc

li



SVe = RUe :0(m,odo),

R.Se = VU e : 0 (mod, o),
(2.1o)

Rl t¡ ,rJ,r.
t.,hteniendo que -; I /' ! -o
Se define u: u(N) - mcd'(o.e), ro u !!, €Zv ly€ e Z, et'ftonces

Ia combinación lineal de estos dos también estará en Z v así 
U!' 

¿ v g¡
o

ante.rior análisis es equivalente paro Ig. quedando U' ¿ z' Además como

[/ € Z entonccs (!2\: ,u.
\o / u

Ahora sca L : n,, tl,(!. R,7 ), hrego como sc tione las siguientes sentencias
'U

IIt.'"' 11 €2.
o

II»,

-v 
€ 72.

o
/ t¡,'\ n
| 
- 

| - t tr.
\o / u

llu
Se clcduce q,," YaA e Z. Conrfiryenclo dc esta mancra quc U sc puedc

o
escribir como

lt 6: u, u¿v,
o

11 -yL.uL.

De cst¿ ntanera. el segunclo cocficientc rlc la matriz 1t¡I se escril¡c comtl
Uu
,¡l ii¡.,L'
Él a" lítl".¿" ahora reescribir S al igual como lo hicimos con Lr' Primero de

SV t - /i.9¿
2.10 tenemos que li- e Z y 7 É Z. en¡onces por como se ba definit.lo v-oO
. SVu - ns' -) ,,,*r^c¡'..1 tv. cnr.onr.es (2\! ru.obtenemt-,s " ' " eZ v ijr- 6 Z. Puestoql¿e S eZ, enl,onces

o -'J o \" ),
Resumiendo, resulta

18



S ¡.,

-14 
t 11, -

o
sr,, - -
-v 

t- b,
o

(?\,- u"
\o./ u

.5'¡;
Ptrr lo lanit-, 

-L 
eZ. Reescribicndo S se llega a lo sigrrienle

o

|ZL: s, " ez,
o

o- so
"-"L'

Asi, el re¡cer coeficicntc dc la ,4 / qu.d¡u de la forma 
Sry - ill A,lcnr¿is.

.la.la Ia fbrma ,^om, dofinimos A. los c,reftciente* B yotl ." ,',iá"" ,., ribt,
como R : rL y V : lL, con r,l e Z.
Conclnyendo así, que la matriz AI e i61Lr) es de la forma pedida

^r 
- \,6(:i m)

\u¿'a

Dond.e r. s. u.l, e Z. 6lo v Ll!.,y

(=) Veremos que ,4,1 € f6(N). Sea ,VI una matriz cle la forma M : rA ( lf ff )\- /4,,

yáe ro(A.¡ rlefinirla(om,,.4:(Í, l) r"r,.,.

^-{-4,1,/ 

I -- (':'":' 'io - -r+" ++ ""f' '.i. ' ' ' +j'! \
\I "r-N, :ir-& - 5{ -j!\ '¡,s',-4-Í+:'+/

Pala analizar qua M AM-r € lo(N) se a,rralizar'á cada coeficicntc por scpa-
rado.
cttmo ulo. enronces .y tb* € Z v note que ¿,,+@ 

: # l|f dado que
Lli y 6lq entorices #h e Z. De esta manera, el primer coeficiente es ente-
t'o.

Pala el seguntlo )r clrarto cocficicntc ¿nr,'¡lisis cs cl mismo dada la sinretr'ía
qrrc ticncn los tórminos. sólo ba"sta mencir.¡nar qtrc ul(d - (¿) por l() cuitl

t9



|(d-a)ez.
Por último, para el tercer r:oeficiente se verá lo siguiente

/2,A2/v,.4-4]{ 44{ q¡2,tz lt¡u-l)- üilf')^/
u )'uo u u L2u26

Lttego 12 cL2 + ,"J@ - tl) - Hh € Z y además como el término anterior
es divisible por N, tcrrcnros qrrc lul Alul-l € l0(^"), concluyeudo así que

¡1 € ¡o(¡/). !

Probarlo el teorema. ya satremos cómo son los elemeutos del lormalizador en

SIr()R). En Ia siguientc sección se estudiará el cociente entre i¡(N) y fr(¡/),
aderrrás cle los resultactos inrportantes que dicho cociente ticrre ser'án tratarkrs
segir la invcstigación dc [111.

20



Capítulo 3

Estructura de fo(¡\r)ifo(¡f)

Para cr»nenzar, clcnotamos el cocicnte io¡N;7to1A,; 
"ornn

arN; - iull'rtTrur v¡.

En [1i] s,e utiliza uu tipo de notación para trabajar las matrices qrc perte-
necen a le(N) en,Slr(lR). en el mismo ¿rrtículo1 se hare referencia en donde
es posible encontrar esta nueva notación con la que trabajarernos. Esi as son

ill. [2], [ó] y fttt]. trrr cl capitulo artcriol se clio la, deruostración cletall¿da de
cómo es e1 normaliz¿dor de l¡(N) en S /.r(lR) segrin el a,..ti<tlo [t0]. pol lo
cual con la finalidacl de no perdcr Ia idea central de esta tesis sólo dejarentos
Ias referencias y ahondaremos en la utilidad que tiene esta notación para e1

tral¡¿io.
Dicho Io aritcrior. en [11]. pag. 317, nos crruucia quc el norrlalizadr.¡r dc l¡(^\¡)
el .9L, (iR) cs daclo por todas las transformaciones cor.respondierte a lrrs ma-
trices

A= (": i\. 
\ci de)'

doncle ñ es ci n¿ryor divisor ric 24 tnl qrre h2ljV, e > 0 cs nn divisor cx¿c¡o
de $, al cual llamaremos eterm'inante. Además el determinante de la rnatriz
anterior cs É.

Ahola queremos determinal el orclerr de1 grupo B(-ll). para esto veanros ¿l-
grrnos hcr:hos prácficos quc serán de utilidad.
Podemos definir una función F de ll tbrma f : io1.l' ¡ -+ Er(S) dada por
F(A) - e, verificarernos que dicha función es un homomorflsmo cle grupos.

' \ ea.§e ¡ag. ó1 I

2I



En el capitulo 1, se definió que Er(S) era grupo con la operación x y sabemos

.1u" iolttl¡ es grupo con la multiplicación usual de matrices. Para comenzar
sea t1,1, N e l¡(N), r'eamos el producto de estas matrices

Los coeficientes de Ia matriz final serán denotados de Ia siguiente forma

- btczN
A _ oto2c p2_ _F

B: atbz4l b1tl2e2,

C : a2cp21 c¡11e1,

D -' 
ürri l/

dyd.2e1e21 *.

Delinanros el elemelto k comc¡ k :mcd(er, ez), daclo qur: e1, e2 e Er(#)
ertonccs el clemcnto ft divirle tanto a ,4, ll. C v D. Adomás, ,4 ), D son

divisibles por el mirimo comúrr núltiplo entre e1 y e2. que es de I¿ forma

"r)"' .: "1"'. Po. lo tanto la matriz resultante de la multiplicación se
m.ttlle1, e2) l,'
puede escribir de la forma

/A g\
\r+ b)

/ ¡t\ / ó:\

(,;+ ¿ I l':, ,i :".)=

:ffi,:+):r(":T *b)

x(uG"'*",) ,,r"[",l)

], csto nos resulta la siguiente matriz

Corrro la arrteriol matriz perteuece al grupo I6(N), erltonces se tiene que su

dcterminante cs c1 * e2. Po¡ lo tanto el etcnninantc del producto c1c mat'rices

"n 
iollf¡ es et * e2. así -F' es homomorfismo de grupos. !

Adernás, dado que estamos estudiando matrices de fo(^/) en,9,L2(P), todas
tienen determinante 1 por delinición, por lo cual las mat¡ices del normaliza-
dor ticrren la.s caractcrístic¿s dichas arrtcriolrleDte, csto es, el nornralizador'
couticne matrices para cada e divisor cxacto de ly' posible. Esto signifir:a que

/ l-'rtN atb2et bitcz
¡ urul(:¡/ - _---1-

I -""ii' ",¡lZ,^ *.,x
\ i, 

, 
h Lto2ete: !--jl-



F es un epimorfismo2.

Definición 3.1: El suLgrupo de i0(N) dc etcrnrinantc 1 1¿ clcnc¡t¿rrcmc¡s co-
mo l6(N).

Dado que f6(l/) es el kernel del homomorfismo de grupo F, entonces f¿(N)
es rrn srrbgrupo normal de inJN t .lc indice lf¡1lrl) : f¡(A 1] : 2p. durrdc p c.
el níu¡rcrc¡ cle factores plimos tlistintos de $3. Adcmás, corno l6r(N) está en
el norrralizador. se tienc qrre lo(N) < lc(,ry).

Proposición 3.2: El índice del subgrupo es lf6(N) : f¡(N)l - ñ-2r. dolde
, - (il" ($)',, con

I t s¿ 22,24.261w

":\o 
"n,o

L¿ demostración se puede encontra.r. en [11], pag. 319. Lo importalte cle Ia
proposiciórr ¿nterior, es que dado ol honiorncirfisrno de grupo definido an-
tcriorrnentc-y los indiccs de ostos grupos expucsto. sr: tienc quc f;(.\') :

lo(N)l - ll6(N) : l¿(N)lll6,(N) ; f0(¡/)] - 2ph2¡. Forrnalmente se enun-
ci¿r¡á lo anterior como corolario-

Corolario 3.3: ll¡(,V) : 16(N)l - 2rñ2r, doncie p es el número de factor.es
plirnos distintos de fr.

Por r.¡tlo lado, los generadores de B(N) cuando N : pa, con d e Z sol
enunciados en 111], pag. 324.

Proposición 3.4: Si lr' : pa, con a € Z, los gencr.adorcs dc B(Ir') son

-1\
o)

D¿rr l¿r estructura de gnrpo del nc¡rn¿lizador de l¡(,\ ) en S/-r(JR) h.r sido
necesaria. pues existe una relación entre los automorfinos de Xs(N), doncle
X¡(lV) es rn¿¡ curv¿1 modular v el grupo cociente B(lr'). Par¿ entender esto
definamos {r(N) como %(N) : IH/11¡(A¡) y X¡ una super{icie de R.icmann
cunpacta ol-.¡tclida completandr.: con las cúspidcs cl scrliplau<,r sLtp()rirrr luu-
dulo l6(.V). Así. según lo quc sc cstrrdia cn [11], p,rg. 326, todo ¿utomorfismo

, (¿:{r 
rr:,

el rv

,:(á r)',-(1.

2véase en [11], proposition I, pag. 318
rv(iasc 

[11], paB. 3lÍ,



de Y_¡ (,4/) y por lo tantó también de Xo(N) puede levantarse a rrn elemento
de l6(1f) y entonces tenemos Azf X6(N) = l0(N)/10(N). Por lo tanto, es

posible ostudial los autornt¡rfirr..os dc la curva mt¡dular (o superficie de Ric-
mann compactificada) como los clemcntos dc B(N).
Ahola bajo esta n.lisma idea, el objetivo del siguiente capítulo set'á calcular
el género de estas superficies de Riemann, pero vistas desde Ia noción de este

cociente de n, (¡,¡)/f ,, (¡r¡).
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Capítulo 4

Género de Xe(l/)

En este capítulo se verá brevemerte l¿ formul¿ para obtener los géncros de
las curvas Xo estudiadas desde Ia mirada del cociente B(,Y) y algunos cjem-
plos cle ia aplicación. Para esto. enunciaremos Ia fbrmula que se encuentra
en [,1]r

Teorema 4.2: El género de X6(l/) estudiado desde el cociente B(-\')esta
dado por la formula

, , l¿o(N) u.)p ui o.bY:'- n -T- 4'T
Donde los valores u-rr,, ¿r, y d.c son krs siguientes

¿,rra" (/]), (+) rr" el sír¡bokr cle Legendre y p es la lunción de Enler.\ /,,/ \r',/
Atlemtís 76(N) es índice de l¡(.tY) ctr I tlue se obtiene mediante el cáL:ulo:

IVti¡se Theolcm I5r pag. 103
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po(N) :, 
JI 

(,.' i)
4.O.A. Ejemplos
Para a.yudar al buen ontcndimiento, a continuación se darán ciemplos de la
formula correspondiente al Tmrema 4.2.

Ejemplo L: Sea 1ú : 23, entonces h2123 y hlza y luego h,: 2. Por otro lado,

clado quc ellfi, se obticnc e: 1. Así darto ,4"I e iu(A) tenttrá la forrla

^t 
: (' t;.\.

\ac d)
con a,b,c,d € JR tal que ad * 2t-,c: 1. Luego, es posible calcular el orden de
B(N), elcualcs [i6(8) :16(8)] :2PlPr,,Jonde |:1, h,2:4y r: (B)'(á)t,
así l¡0(8) : t6(8)l : 2r.
Ahora para c¿lcul¿r'el géncr<-r, primcro sc dctermirrará los i,alores por sepa-
rado qrrc son nccesarios en Ia formula.

(i) ¡rul23) :23 .17,," (, 'i) - » . (1 +:) :22 .r-- !2.

(ii)

(iii) Como 418 tenemos que r,.,¿ : 0, para u..r, el símbokr de Legendre nr¡ estará
defirrido para el caso p : 2, entolces u.r, : 0.

Así aplicando la fr.¡rmula nos queda:

, -r-pr9) ! -!-o-== t, l?-o-0-1:rr r. 2 .0."12342122
Ejemplo 2: Sea N = 27, tenemos que ñ2127 y h124, entonces á : 23. Además,

r:ll$, nuevarnentc se ha obtenidc, e = 1. AsÍ da.tl-, M € ñ0(8) tcnt.l¡á la forma



\t (n *\- \16" d)
cotr o.,b.c-tl€ lR tal que ad,- l6bc - 1. Luego, se calcula el o¡den de Bl-ly').

."] 9"ut "t 116(2?) : 16(27)l - 2Plfr, rlonde p: 1, h2 :261, - 1o;áq:;..'*.,
[ro(8) :ro(8)] :21- -728.
De.la misma forma que antes, se obtiene el género mediante la fbrmula.

t\) p,)127) 2'.I|u,,, (,-, ,) 27 .1- ., !¡ -.2t.r.

(ii)

:2+2+4+8,
- 16.

(iii) Como 4127 tenemos que ¿u,¿ :0, para c",, bajo el rnismo razonamÍento
que en el ejemplo antcrior u_,, :0.

Así aplicando la fonnula ros queda:

o .1_ /drl .o _r. .L ,.2..J 1üe t2 J-T T l'e:l-o-o;-t,2'-8-9.
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Capítulo 5

Región Fundamental

La idea de analizar k¡s automorfirnos de una curva modular como un ele-
mento en el cociente del rrormalizadc,r iu(Iú; col f¡¡(N) es con la finalidad de
pensar en las acciones de grupo que ocurren en el semiplano superior comple-
jo compactifcado definido por lll*, esto es, pensar en una región fundamental
rlue es gencrada por los clementos ac i61lir; con fe(N). Para esto, se rlcfinirá
pr-irnero lo que es rlDa región fundarnental para luego llevark¡ al trabajo que
llevamos hasta a,hora.

5.1. Definiciones preliminares
Definición 5.1: Un coniuntr» I es llamado r:onjunto fund¿rnental del grupo
nroduiar I para III* si Q contiete exactamente un punto de cada clase de
ecluivalencia de los puntos de IH- bajo 1¿r acción de f.

Definición 5.2: LIn coniu¡rto.4 es llamado regiórt luldalrcntal si cste corr-
ticDc rr:: r'onjrrnto fru rdan r^nl rl.
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Teorema 5.3: El conjunto

.* : {,,.n, R"@t <:,n,,}¡r,-r¡{,t R"o = -!,v).,}U{,,

Es una región fnndamenta,l de I para II{.1.

La regirin ¿nterior es la siguiente

I ¿ razón de todos estos conceptos previos es debido a que se analizará el sigli_
Iicadtr que ticrre la regiór furrdamental, cl cual es 

",rt"rdc. 
y.".iJ"r'f," p"rrr_

tos elípticos qtrc se definen cn ósta, quc aclcmás es sabido quc estos clementos
quedan fijos bajo las acciones que hacen los elementos,te ioq,ti;/lu1lf¡ en
la superficie cociente de lll-\1. para ver esta utiiiclail. se utilizlr¿ el e.jemplol r.isto en el capítulo anterior.

tVóase 
l4l, pag. 1z-19
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Dado que ly' : 23, entonces á:2 y krs generadores de B(23) son

- /I ;\ ,,- /u -r\l:l -'-\o '/'"-\a o)
Lucgo, clado un z € [I* las ¿nteriorcs matrices actúan so]rrc este z como

T.r--r,! r, u.r--!.2 " 8:
Ahora se debe definir cómo es una de las regiones fundamentales posibles,
un candidato es

Ltego I se probará que es región fundamental para ls(8). En primer lugar
z, : -j + f,i. y z,: ] + |t, ahora para calcular r notemos que

[).r:'r e -! -r.Ez
r-r-a-2

o,: Cn.
4

Por r-¡tro lado, dado que z : -1 i yi,, si z -) co entonces U.z : 0. Además,
se tienc lo si¡¡rrientc

,q

t..,

1 0
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f f - 
1u ¿t -SaFl¡'

1

-2 + 2.i'
,,r')i

Ct¡nro I/ cs isourctría, lleva rcct¿rs cn lcctas v dado que .z - 0 ]' h - 22.
tenemos que ¿1 está en corresponrlercia con la secciól de arco s2. Dicfio
análisis es análogo para 12 con s1. Por 1o tanto. efectivamente la rcgión .?
es nuestra región fundamental, para probarlo prirnero se definirá de mejor
maneta I

8'
11
-1 t

e = 
{" 

t,,H. lnc(4r < }, ra' f } u r,-ru {, *u, = -i,o,. f } u {, - I, n,uu.,,,,. : f }

,: (j, ;')

Para probtr,r qrrc es región fundamental, so verá que cada clase dc equivir,lenr;ia
bajo Ll 1. 7 tiene un representante en

s- - {,1 r e 1lr, lne(:)1. },,t - f} Ur,-,
t

Suponga que .: e II{. sea ,4 € l¡(23). Es sat¡ida la fórmula
Im,(z\lrnl 1.:) : 

É;l¡F 
Cc¡mo : € [I es claro que Im(z) > 0 ¡.- los puntos

cz 1 d, c- tl € Z forman rrn roticul¿clo cn C, implicando que lr:z + dl tclga ltn
mínimo positivo.
Con eso claro. suponga ahora que A e 16(23) de tal uranera que l4c: + dl
sea, un mínimo. Entonces Az : tu tiene la pa,rte imaginaria ma-rimal de k¡s
elementos de su clase. Si se ha,ce el supuosto de w < ff, como sabernos que

verro: qr¡e I n,lLl .w) - t rnl-!- , > l rtt(u \. Peru lt-, antelir,,r es rrna (.urr-
óln -

tr¿rdicrrión ¿r, la maxim¿r,lidad dc Ia partc itnagiuaria rhr t¡:. entolccs se tienr:
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',5t>:_:-4
Pala estos to se dcterminal cit:rtos k € Z talcs qte lReT^'.ul ( l. Entr_rnces
7Á.tr., también tiene una pa te irnaginalia máxim¿ v baio el mismi, argumcn-

to <le antcs, se concluyc qtse Th .tu, 
y'2. 

p¡rru1-"nte, es neccsario rotar. que

tcrdo puttto racional está en cc,rrespt nderrcia con {ico}.

Ahora, se verá cuáles son los puntos finitos en .Z- que son equivalentes bajo
las acciones U y T. Para aquello, defilamos 1 : t: + iA y
¡z: r'+ íy', arnbos en.9-, donde A.t, : ¡r, con,4 € lu(2t) y a < y,.
Dado que A' - -_l-=-. de eslo se sigue

lc\ j- df

lcrl -t dl2l < 7-

Lo anterior es dc suma importalcia, por Io cual debemos distinguir cicrtc¡s ca-
sos. Primero suponga que c: 0, entonces d: *1, sil pérdida de generaliclad
se escogerá d: 1, luego

,: (i l) - r,','
Dichas poterrcias ó serál omitidm en Ia, dcr¡rostracióu, pues sólo aportarr
cn qrre c1 cálculo quc sigrre sea más cxtcnso. Así, cn cstc caso tencmos los
elernentos que serán equivalentes bajo la acción de I.
Por otro lado, se mencionó Ias equivalenc.ias bajo la acción de U que existen,
dado mismo análisis se concluye que los bordes (z¡, iico)) y (zz, {im}) son
cquivalentes bajo 7, pues

r¡-) + ist : i* *.
Además. cuandu y - oo, claramente Im(T(- j f i9)) - oo.
Alrr.rra, suponga que c I 0. Entonces l.r+f 1 < fr. como ¿demás c = 0mod(S)
se puede escogel el caso lcl : 8 y sin pérdida de generalidad se selecciona.lá
como c: 8..Así, nos quedará ia + gi < á El consecuencia de Io anterior, se
tiene fdl < |. Dado que h e 9-. sá tenárán ciertos casos a considerar para
d. Si d:0, errtonces A tendrá la forma

/- _1\, : (; o') 
: \r')'u st < ¡.



Si fuese ]al > ], A a,ctúa sobre los elementr¡s en .f: enviándolos fuera cle "4
Si ¿ : 0, entonces A: U y por lo dicho al inicio de esta demostrarión hay
nntr eqtrivalencia entrc los arcr-rs (21, r) y (zz,r). Si ¿ - *, clrtol)ccs .4 : Tll
y sc ha mencionado quc U envía :2 a :1 y la ac'ciól ? ós rrna traslación clc
j, entoo"". A.z2 : xr. Si a : - j, bajo el mismo razonamiento antcrior., se
tiene A.z1 : zr.
Para finalizar-. el caso c : 8 y d : *| no se analizará para no alejarse del
tema do este textr).

Así I as la región fundamcntal pu.u iolS¡. A partir de este punto, es nece-
sario conocer la regiór.r fundamental para l6(N). para csto se estudiar¿il Ios
elementos que cstán en B(8), dado que es de orden 8 entonces se tendrán las

posibles clases de eqnivalencias Il¡ : [J 9;f6, donrle

{!,} : {t, T, U, uT,TU, (TU)2, UTU, t Ur.}, coni € {1.2,...,8}.

Así. dado z e I tenemos las siguientes acciones

(i) t.z-l, 1 I(v) (7U).2 - -S, - 2
I

(ii) 7,;-z+i.
1

(uI) U.:: --.ó:

liv\ IUT\.2: - 
1

E: * 4

Ya se sabe como actúan I. UyT. Para l¿s acciones restantes. se an¿rliz¿rrá
r:uálcs son las que fi.jan a algunos de los puntos zt, 22y r. en caso de no fijarlo
tusaremos dicho dato para obtener la, región fundamental para, f¡(8).

(t) (U't).21 : ¿r, (ii) (TU).2,: 22, (tii) (TU)2.22: a

Ahora dadc¡ estos puntos fijos, agregando los puntos generados a.l ha<,er c¿da
una de la,s ocho acciones sobre z¡. ,z2 )' T. genera tc.is la siguiente región
l'und¿unental para f6(8).



Se ha estudiado este capítulo con Ia finalidad de qtre los puntos cloncle
sol inva¡iantes bajo las accicnes gi tienel orden 4, 2 )¡ 2, b que coincide con
Ia firrna tle la curva elíptica, por Io cual este es el primer antecedeute para
Ia búsqueda de estos puntos fijos, yn que al ana.lizar el or-den de la a,cción
t¡btcncLíarnos la firtra, poro par¿ casos dondc cl númcro N cs lo suficicn-
tcrncnte grandc la rcgión firndamcnt¿rl no será cl c¿miuo indjc¿rdo, dacla la
complejldad que presentará Ia cantidad posiblc de acciones de B(tr/).
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Capítulo 6

Descomposición de la Variedad
Jacobiana

La prescntc inr.estigación se ha ido cstructuraudo para htrccr uso rlel ter>
rema que nos proporcionan en [3]. Antos de enunciarlc¡ debemos explicar Io
siguiente: Cc¡nsideraremc¡s S cono una superficie de Riemann con una acción
de grupo G. Esto indicue una acción de G en Ia variedad Jarobiana de ,9.

que la. denotaremos de la misma forma que en [3] como JS.

Teorema 6.1: Sea G un grupo filrito actuando en una supetficie de R.iemann
S con firma geométrica (l;l*r.Cr), . l-1, Cr)) Entonces la dimensitin de
cnalquier subvariedad B¡ asociada a una I'epresentación no trivial racional 14{.

en la, clescomposición Ísogenía, G-equivaliante de la correspondieute variedad
Jacobiala J,S, es datla pr.rr

dimB,:A¿(dimUi(1-t¡+r!1ai-[¡¡ -clim Fir¡;rU¡)), (6.1)

dondc G¡ es un represenLante de la r:lase de conjugar:ión de los C¡, dinr L,l es

l¿ dirrrensión de reprcseutación conrplcja irloduciblc clc U¿ asociada tr, l4l¿.

ademtís fu : l¡ ' lGil(& : Q)1. clonde l¿ cs cl itrdicc clc Sr:hur de L¡; y
f¡: Q(¡e.,(.q) :ceG)

Además. dada una variedad Jacobiana .-/.9. en [3] se emrncia la descomposi-
ción de dicha variedacll , que es cle l¿r forrna

JS - Bi'x B)2 x...8)'. (0 2)

tvó¿se Teoretna 2.1, pag. 40G407.
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donde s¿ : din(U¿) ll,.
El objetivo es obtener la descomposición como se ve en 6.2, por esto mismo.
nccesitamt¡s r;alcular la dirneusiól de los 4 nlcdia¡rtc 6.1. De aquí cn adelatte.
la invostigación utiliz¿r.rá la hcrramicnta SAGE para este comctido.

6.1. SAGE
Pa.r'a la facilita.r'Ios cálculos de 6.1, se utilizará el softw¿re SAGE con la

firralidad de cre¿¡ c¡ al meuos accrcarse a un algoritrno quc irdique dado un N
Ia posible dcscornposición dc la variodatl Jacobi¿r.ra de la crrrva mc¡clular. Para
la comprerrsión del algoritmo v córno se irá construyendol comenzaremos con
un ejernplo.
Sea ly' : 2e, utilizantlo las formulas vistas en 3 y 4, es posible determinar
el orde¡r de B(N) y cl genelo, estos son, lB(2'g)l : 128 y g : 49, además
tambión so conoce la cstructura algcbraica2, esta cs

< (u' : T8 : r), ((uT)', : (:tu)',) >.

con estos valores ya conocidos, utilizaremos la herrarnienta SAGE para ob-
tener las dimersiones de los B¿ correspondientes a 6.1. Para esto se utiliza.rá
2 tipos de fuentes distintas de letras, donde " a"será para los comandes en
SAGE y para lt¡s rcsulta¡los como la tipografía usual. Cc¡l esto dicho, se de-
finircmos los plimcros comaudos qlre se usarán pala r:onstruir Ia formrrl¿ 6.2,

sage: F. <u, t>=FreeGroup o
sage: F2=F. quotient ( [72,78, (Uaf)'z gu)-'z])
sage: F2. as-pe nutation€roupO . ido

[128,67]

Esta secuencia yerifica el cálculo del orden que obtuvimos anteriormente
a partir de la estructura algebraica descrit¿.

riema¡n-huruitz U2A, 49)

[['garnma': 0. 1116, 16, 8], 18, 8, 2, 2), 14, 4. 4,2), 14,2, 2,2, 2lll, ['gamma':
1,II4llll

Lo anterior utiliza la formula de Riemann-Hurwitz que tiene solución pala
género 49 con cociente de gí:nelo 0 y con posibles firmas (16. 16,8), (8,8,2,2),

2Cor.respondiente a 1a lista cxistentc de [13]
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(4.4,4.2). (4,2.2,2.2). Dada la r,.aried¿d de firmas, note que en basc a la es-
tructura algebraica que se tiene, sc sabe que hay un elemento de ordcn tj.
pclo para confinnarlo cornpilanros Io siguicntc

sage: G=SnallGroup ( 128,67)
sage : suggest-signatures (G,49)

I[8,8,2,2]l

Se ha r:onfirma¡lo cl supuesto. Así, a pa::tir de cstc grupo se comcnzar.á it
forlnar los comandr¡s para obtener la descomposición para el casr¡ ,\' : 2e.

sage ; L67=find€enerator-representatives (G, 18,8,2,21)
sage: a, b, c, d=L67 [0J
sage : C1=c. subgoup ( [a] )
sage: C2=G. subgroup ( [b] )
sage: C3=c. subgroup ( [c] )
sage: c. subgroup ( [a, c] ) . order o

128

Dc los ¿¡ntcriores comandc¡s L62 rcprescnta todos los posibles vectores
generadores dada la firma asociada que posee. C1, C2 ¡' C3 definen krs sub-
grupos generados a partir de G y por último se cálculo el orden del subgnlpo
gencrado por 2 elementos de G. Todo esto con el fin de encontr¿r a la otra
acción que tiene orden 8 que no conr.¡cemr.,s,3

sage: (c+a) -2== ( axc) ^ 2

True
sage: as-vord(b,G,gens= [a, c] )

(b*a"3)'2*a
sage : ( c,i -3) ^2*a==b

T-r-trc

sage: X= ( (UxT^3) ^2*T)

El primer comando fue para comprobar si los elementos a v b cumplen con
I¿ estructura del grupo que estamos an¿lizanclr. Luego, para deterrninar cl
mevo clemento de ordcn 8 que nos falta rsamos cl scgundo y tcr.cer comando
para que quede dicho elemento en función de a y c. Para finalizar, dejamos
en SAGE el elementr¡ X con Ia notación que se ha usado en est¿ investiga-

ilEsto os srilo con la finalidad de que quede cxpresada la acción pero no n€r'esariamente
será ri'i) para Fl cálüulú dc la descr,mpusi, i,:n
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ción, con todo esto, se obtnvo el nuevo elemento X de orden 8 que nos faltaba.

sage : chars=rational-characters(G)
sage: Ien ( chars)

19

sage :1en (G. irreducible-characters O )
44

sage: pritrt [gap. SchurlndexByCharacter (gap . Rational s , G. -gap-O , k)
for k in range(l,45)J [128, 67]

u, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1. 1, 1, r,1. 1, 1, f. i, 1, 1, 1, i, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1l

Ya con esto, se ha definido los caracteres racionales de G, el largo de estos

y d largo dc los calactcres irrcduciblcs clc G, o sea. tcrrdrcuros 4,tr U¿ defirridos
en 6.1 y con ello 44 indir:es cle Schur, para lo rrral se calctrló con el tercer
comando cada uno de estos.

sage: chil=C1. trivial-character O . induct (G)

sage: chi2=C2. trivial-character ( ) . induct (G)

sage: chÍ3=C3. trivj.al-chanacter ( ) . induct (G)

Se definió los caracteres para cada subgrupo que serán utilizados para
obtener k¡s 1(¿. Primero se fijará un I{l en particr:lar para verificar si los

cákrulos tienen sentido.

sage: chiwi=chars [3]
saBe: chiui=chil,Ii . lrreducible-constituents O [0]
sage: dinUi=chiUi . degree o

Dcfinidr¡ cl W. cn particula,r y los U,. Ahora note quc los cartrcteLes La-

cionales sorr irreducibles, esto quierc clccir que krs W¿ son los mismo U¿, para
verificar esto se usar'á el siguiente comando

sage: Ki=chlui . values O [0J.parento
sage: ki=Ki . galoi s-group O . order o
sage: chiuj.==chilri

True

Con 1o anterior solo definiremos los Fix de U¡ erL G*
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sage; dinFix 1=chi 1 . scalar-product ( chiUi )
sage: dimlix2=chi2 . scalar-product (chiui)
sage : dimFj-x3=chi3. scalar-product (chiUi)

Ya con esto, veamos el algoritmo de SAGE para determinal dilnensiólr de
estos B,

sage: dinBi=ki* ( diÍ]Ui + (0-1) +1/2* (4*dirnui -dimFixl-dimFix2-2,¡dinFix3) )

Note que uno de los Fix se repiie, pues tienen el mismo representantc dt:
la clase de conjugación. Luego se obtiene

sage: dimBi
1

Calculada Ia dimensión para el caso paltir:ular ahora se enunciará el algorit-
mo completo utilizado para obtener la descomposición, el cual h¿rá el cálr:ulo
de forma mrís explicita:

sage: F. <u, t>=FreeGroup o
sage : F2=F. quotj.ent ( [1r2. 78, (U T)'z (TU\-'z))
sage: F2. as-permutat ior€roup ( ) . ido

1128,67')
sage: G=SnallGroup ( 128,67)
sage : suggest-signatures (G, 49)

f18. 8, 2, 2ll
sage : L=find€enerator-representatives(G, 18,8,2,2))
len(L)

3

sage : print [gap . SchurlndexByCharacter (gap . Rationa]s , G . -gap-( ) , k)
for k ln ra¡ge(1,45)l

[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, i, 1, 1, f. i, 1.1. 1. 1, 1, t, 1, 1, 1, r,1, 1. 1, 1, 1,1. r, 1,1,
1, 1, 1, 1, 1, r, t, 1, r, 1l

sage: gens=L [0J
C= [G. subgroup ( [k] ) for k in gensl
chars=ratlonal-characters (G)

Chi= [k. trivial-character ( ) . induct (G) for k 1n C]

1o Dims= []
for chi1ari. in chars:

chiUi=chlVIi. . irreducible-constituent s O [0]
dimUi=chiUi . degree o
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Ki=chiui . values O [0] . parent o
ki=Ki . galoi s-group O . order o
vals=chiUí . values o
L2=[k.ninpo]yO for k in vaLs if not k in QQI
if 1en (L2) >0:

I{i. <z>=LCM(L2) . splittlngj ield ( )
ki=Ki-. degree o

di¡nFix= [k. scalar-product ( chiUi) for k in Chi]
dimBi=ki+ (dimUi* (0 1) + 1/2*sru (dinui-k for k in
print dimBi, dinui
if dimBi>0:

Dins . append ( (dimBi, dinUi) )

di.mFix) )

-1 1

01
01
11
21
01
41
01
o2
12
22
22
22
22
o2
22
22
42

Note que para Ia primera línea no se considera,rá, pues corresponde al caracter
trivial y por lo tantt¡ es cero cuandr.¡ el cociente es de género 0. La primera
colum¡ra muestra cada caso de f, la segulda indica la dimensil»r dc B, v por
último, la tercera indica Ia dimensión de los U;. Notamos enseguida que los
s¿: dim(4), pues todos lc¡s indices de Schur son 1. Pr¡r lo talto. conocemos
cada dimensión de las subva¡iedades B¿ y ademrís los sr, por Io cual según
6.2 conocemos por completo como se descompone Ia, r,a¡iedad Jacobiana J.9
y esta cs

6no oD

ttt:t*'l¡»?i r]_i¡ílic; e, -i.r¿ !
\(- \ c^l

/-t -+{ CHILL-I
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JS - ts¿x Blx Blx Bznx Blox Blrx Blrx Blrx Blrx Blox Blrx B2u

En primer lugar, los subíndices han sido seleccionados para que sea claro
como se aplicó 6.2, pero para efectos dc la presente tesis, sc considerará una
mrev¡r not¿r.cirin. Las variedades las definiremos en r.ez de B como 1./ ¡' los
snbíndices serán Ia dimensión de los B; ya conocidos. Esta nueva nc¡tación
rros sc¡á de utilidad para el cálculo dc la dinersión de los Bi' ¡, cscribil
la descomposición ordenándol¿s segrin su dimcnsión. Así, Ia dcsrnmposición
anterior nos quedará.

JS -V| xV] xV| xVl xVj xV,2 xVj xV] xVj xVi) xVi xvl
Por oiro lado, cn [3], pag. 416 cnuncia l¿r lr¡rma de obtcncr la dit¡clsjrin clc

estos Br"' y esta es

dim(B,"') - dim(B¿)s¿,

: dim(B¡) dim(tl).

Con lo anterior sc compnrcba qrrc la suma de las dimcnsir>nes de carl¿ uno
de estos Bf' suman 49 que es el gencro de la curva rnodula¡.
Por otro lado, una de las conciusiones de este rnétodo para obtener i¿ drs-
composición es que no siempre será preciso, dado que partimos escogiendo
una de las 3 ft.¡rmas de obtener los generadores para el grupo G con Ia firma
i8,8,2.2]- pues col) el comando len(L) rros resultó 3, por lo cual sc lendr¿i 3
posibles descomposiciones, donde cacla urra representa clistintas regioncs frrn-
damentales, donde no sabemos cuál de toclas ellas es Ia correspondiente al
caso tV - 2e. Para hacer más clara csta idea, dejaremos el mismo algoritmo
usado anteriormente, pero con otra seler:ción de represenlantes.

sage: F. <u, t>=FreeGroup ( )
sage: F2=F. quotient ( [[/2.78, (ti7')2 ('1'U)-')1)
sage: F2. as-pernutation€roup ( ) . id ( )

[1.28,671
sage: G=Smallcroup ( 128,67)
sage: suggest-E igD.atures (c,49)

l[8, 8, 2, 2]l
sage : L=find-generator-representatives (G, [8 ,8 ,2,2))
1en (L)

l1



3

sage: pritrt [gap. Sc]rurlndexBycharacter (gap. Rationals, G. gap-O,k)
for k iu range ( 1,45) I

[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1l

sage: c=Snallcroup (a, b)
sage: suggest-signatures (G, ) sage: L=f ind-generator-represeDtatives (G, L8,9,2,21)
1en(L) sage : gens=L [0J
C= [c. subgroup ( [k] ) for k in gensl
cha¡s=rational-characters (G)

Chl= [k. trivial-character ( ) . induct (G) for k j.n C]

1o Dims= []
for chi.l'Ii in chans:

chiUi=chii,li. irreducible-constituentsO [0]
dimUi=chiUi. . degree o
Ki=chiUi . values O [0J . parent o
ki=Ki . galois-group ( ) . order ( )
vals=chiUi . values o
L2=[k.ninpolyO for t in vals if not k in QQ]

i.f 1en (L2) >0:
Ki. <z>=LCM(L2) . splitting-field ( )
ki.=I{i . degree o

dinFix= [k. s calar-product ( chiui ) for k in Chi]
dinBl=ki.+ (dimui* (0-1) +1/2*suE (dimui -k for k in dimFix) )
print dimBi, dinui
if diuBi>0:

Dj.ms . append ( (dimBj. , dinUi) )

-1 1

0l
01
11
21
01
41
01
a2
12
22
22
22

42



12
12
22
22
42
42

Dc.inde se obtiene la siguiente descornposición dc J,9

JS -V| rLirl xV] xVl xV] x1] xVj xVl xVi')xlr] xVr2 xl'l x\rf

Se destaca los cambios de los algoritmos ¿nteriores en color rojo. Adenrás, uo-
te quc vuelve a ocurrir que los indices de Schur siguen sierrdo I y los U, - l4r¡.

Este cs cl primer avance dc lo que se qrricre constlrir, fcnemos la forma de
obtener las descomposiciones de l¿ variedad .Jacobi¿n¿ pero no se tienen las
herramientas teóricas para discrimin¿r cuál es la indicada. Por esta razriu.
expondremos como se relaciona, Ia formula 6.2 con nuestro algoritmo para los
posibles N que se han trabajado, ademá.s cabe destacar que se hará a partir
do N : 26 ¡rues clesde este valor el genelo es mayor cle 1. Par¿l ios si¡¡uientes
cálorlos usaremos la t¿bla dc estructura de gnrpo quc se pucde cn.ront,rar cn

f111, pag. 324.

Como ya es claro el procedirniento, se hará una tabla de Ias descomposiciónes
para ciertos valores de N.

t3



Descomposición de Ia variedad Jacobiana de la curva. nodnlar

Gcnero JS

2t'

27

28

2e

3.r

54

r5

Z3

113

114

3

9

2t

49

4

I
48

288

26

207

111

t266

V,,

V] x Vra x Vra

V1 x V1 x Vrr xVl x Vr2 xVl xVr4 x Vra

v] xu; xv; xv? xv? xv; x V,2 x V,2 xv3 x v.: xvt xv?

v| xvj xv.] xvl >< u? xu: xv: xvi'xv! xvl xv; xv| xv]
vl xv: x vat xv? xv? xv; xu: xv; xv? xvf xv3

v] xvl
V,,

vtu

vrlr"

v'ju

vto,

vi,
Vlroo

Cuando se intentó hacer casos colno 3", con z ) 5 la r:antidad de firmas que
se otrticne sc vuelvc dificil de idcntifictrr, Ic¡ rnisrrro succde con 2! con g / 70.
pcro para plimos más grandes que 3 se ve 1a tcndcncia dc quc Ia dcscotrpo-
si<:ióu de Ia varicdad Jacobiana dependerá netamerrte del gérrero de f¡(,4/).
Con lo anterior, daremos enunciada la sigliente conjetura

Conjetura : Si N : p'. tal que a € NI, con rr > 3, p ) 5 y p primo. Enton-
ces la descomp<.rsición de la Va¡icdacl Jact¡bia,rra dc la curva rrrodular X6(p")
corresponde a Vr1, donde g corresponde al género de lo(p').

Para finalizar, se dejará el algoritmo de SAGE utilizado destacando lo que
se debe tener presente pa,ra calcular las descomposiciones

sage: F. <u, t>=FreeGroup ( )
sage: F2=F.quotient( [Estructura de grupo de 1](N)1 )
sage: F2. as-pernutation-group O . ido
sage: G=SnallGroup (a, b)

.tt



sage: suggest_sigtratures (G, g)
sage: L=f ind-generator-representatives (G, f )
len(L)
sage: gens=L [OJ
C= [G. subgroup ( [k] ) for k in gensJ
chars=rational-characters (C)

Chi= [k. trivial-character ( ) . induct (G) for k in C]
1o Dirns= []
for chihli in chars:

chi.Ui=chitri . irreducible_constituents ( ) [0]
dinui=chiUi . degree ( )
Ki=chiUi . values O [0] . parent o
ki=Ki . galois-group ( ) . order ( )
vals=chiUi . values o
L2=[k.minpolyO for k in vals if not k in QQ]
if 1en (t2) >0:

Ki. <z>=LCM(L2) . splitting-f ield ( )
ki=Ki . degree o

dinFix= [k. scalar-product ( chiuj. ) for k in Chi]
dinBi=ki* (dinui* (O- 1) +1/2* sum (dimUi-k for k in dinFix))
print dimBi, dimuj.
if dinBi>o:

Dins. append( (dinBi , dimui) )

De dr¡nde los factc¡ros a destacal sc rlcjaron cu ct.¡lor azul. Estt¡s valor.es scr'án
definickrs <nmo sigue

(n, ü) - par orcicnado quc se obtienc al aplir:ar las primeris 3 sentcnci¿rs clel algoritrno.
g : género de l¡(N).
,/ : firma asociacla a la ¿ccióu.

f) : número que se obtiene al calcular aplicar la scntencia er SAGE len(L).

De krs ¿lntcliorcs valores. 0 corrcsponcle ¿rl núrncrt¡ dt: posibk:s elcccir..¡tres dc
lcplcsent¿rntcs v por ende, cs el númeto dc posibles descompr,sil.iq¡¡5 q¡1¡
nos causó el problema del cálculo.

Comentaremos los resultados de esta tesis en el siguiente capítulo,

L;



Capítulo 7

Conclusiones

EI obietivo de esta tesis fue obtenel la descornposición de la Variedad
Jar:obiana de curvas modula¡es. para esto nos centramr.:s en dos objetivos.
el primero fire comprender el grupo f0(1ú) en conjunto cc¡n su norm¿lizador
en S1-2(R) y el segundo fue conseguir un algoritmo para calcular la descom-
pr,rsiciórr dc una forrn¿r rnás simple. pero en cl tral$curso do Ia investigación
se presentaron diversas dificultades, una dc estas fue qrre en toda la lite-
ratura que se usó en ninguna parte se daba ula demostración de cómo se

obtenía la caractelización del normalizador, solamente hablaban de Ias equi-
valenci¿rs entre las c{istitas caracterizaciones que existen. Otro problema qtre

se prcscrrtó en cl dcsarlollo de csta tesis fuc no logrtrr verificar cu¿íJ de las
dcscomposir:iones cs la cluc efectiv¿-rmcnte corrosponde ¿ Ia r:urva modtrlar.
pues cl algoritmo sólo nos ayudó a encontrar posil:1es descomponsiciones de
la Variedad Jacobiana para la curwa modular .

De estos dos conflictos, se logró obtener una demostrarión completa de la
obtención del rrormalizaclol de ls(¡/) err Strr(lR.) para una de estas carac-
terizaciones v para cl so¡gundo conflicto se consiguió en parte un algoritmo
que calcula las descomposicioles para cieltos Ar. pero a rnedida que el N
aumenta comienza a ser rnás difícil identificar la firma y por ende calcular
las dimensiones. Por esto mismo, se dejó una breve tabla de ciertos valo¡es
de -N, además se enunció una conjetura pa.ra las potencias de primos p ) 5

talcs quc Ia descorrtposiciór de /ú : p'' cou a € N, con o ) 3 siempre será
dc la forma, Bj con g cl gónero dc fr(N), t¿:¡,mbién dc enuncia. cl proccso cn
el software de SAGE para obtener estas descornposiciones explicitando que
va car¡biando según el l/ escogido.
Nuestra investigación conchrye con el problema abierto de enconLrar criterios
para distinguil qué firma escogcr y una vez escogida. cleterminar criterios para
sal¡c¡ r:ómo elcgir krs rcprescntantes tlc Ios clemcntr¡s scgrin la firma escogida.
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