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]NTRODUCClON

En e1 estudio de las formas cuadráticas sobre un cuerpo F , han apa

recído invariantes que Bide¡ algunas características particufares del

cuerpo F . Una de ellas es 1a u-invariante, que es 1a dimensi6n máxi¡na

de una forma cuadrát-ica anisótropa de torsión sobre F Sin embargo el

comportamiento de u bajo extensiones atgebraicas finitas no es conoci -

do, aún en 1os casos más si-mp1e s.

Por: 10 anter:ior se propuso e1 estudio de un conceptc sinilar co¡side

rando 1os idealeE In(F) , definiendo:

v (r) = r'liniIl ,/ In (F) es libre de torsión]

o E si ta1 míni:no no existe' Cuando

forma es de torsi6n, resulta

r(F)=¡tia{nlrnlr¡=61

es un cuerpo no Leal e.d.. toda

Elman y Larn IE-].] en 1976. En

algunos resultados relativos al

Es¡a i-nvariante fué

aquella publicaci6n los

i.,Er.ccu.1da !c.

aulores lcgrar-Jn
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comportamiento de V bajo extensiones finitas L de F .

En partj-cular demostraron :

!(L)<v(F)+[L:F]-1,

que dá uria cota superior a v(L) r esta cota depende del grado de l-a ex-

tensiórr.

Reciente$ente D. Leep, 1985 (no publicado aú¡) e¡rcontr6 ur,a mejor

cota:

\ /'\ ¿.,/r-\ . [-roo- |,l 
t, t] Il *',

que aúr es dependj.ente de1 grado de ta extensió¡..

Er; el trabajo [¡-f.] fos autores conjeturan Ia exastencia rje una co-

ta uniforme para v(L)

v(l-) < v(F) + I

para t cuerjrc no rea1. de ca-racter:í sti ca Cistin;a ce 2 y L extensió¡

finita de E

Es:a ccnjetura sigue aún e¡r ta1 estado y su even--uel demostracj-ó¡:

abriría e1 paso a estudios de t, Iiara extensiones lurascendentes de F ,

usar¡do 1a relación debida a Milnor

rm(r) = r'n eQr*-. l*/, *r) ,r (x) € Flxl

donde z(x) recorre todos los polinomios mónicos irreducibles. De modo

que si la conjetura es verdadera se tendría v(F(x)) < V(F) + 2 para

cuerpos no reales.
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Se incluye e1 Apéndice A con ]ós resul-tados alcanzados pór Elman-

Lar¡ y Leep.

Considera¡do 1o anterior nos plantearnos eI siguiente problema:

"Definir eI concepto correspondiente para cuerpos de caracteristica

2, demostrar Ia validez de 1as cotas de Elman, LaIIl y de Leep para este

tipo de cuerpos y eventualmente demostrar la conjetura equivalente o en-

contrar contraejemplos que la refuten".

!a definición de u para cuerpos de característica 2 puede hacerse

a partir de formas bilineales o de formas cuadráticas, ya que en caracte-

ríst-ica 2 a$bos conceptos scn distintos, pero como se verá es más general

hacerto sobre formas cuadráticas (capítulo 1I, ! 1), en todo caso se in-

ciuye eI aná1isis correspondiente para la v-bilineal en ef Apéndice B.

El relaci6n a las eotas, se logró demos*.rar que Ia conjetura corres

ponoiente es verdadera. es decir:

"si L es extensi6n finita de P y Ch! = 2 e¡'¡tonces:

v(F) < v(L) < !(F) + 1 ".

Este resultado incluye una coia inferior: para v(L)

La denostración de este resultado se d.iv.ide en tres casosi

i) caso L extensi6n separable de F ,

ii) casa l, extensión puramente inseparable de F , y

iii) caso general (Capítulo fl, 9 2, § 3, § 4)" Además se presentan ejem-

irlcs que evidencia¡ que Las co¿as cie -v iL j son óp--ir--a:,
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Se incluye el CapÍtu1o l con definiciones y resultados fur¡damentales

acerca de formas bilineales y cuadrát:cas sobre cuerpos de característica

2.

Los resultados de1 presente trabalo refuerzan 1a eonfianza eD 1a va-

lidez de 1a conjeiura de Elma¡ y Lan, aunque las her:ranientas usadas y

Ios resultados inter.medios aquí alcanzados no son aptos frara esa pcsible

oemostración,



CAPITULO

51 I¡::rodiicción.

En este capÍtulo se exponen los elesler¡tos fundamentales sobre formas

cuadráticas en cuerpos con Cy' = 2 , con e1 objetc de uniformizar 1a nota

ción y hacer entend.ibles 1as demcstraciones desarrolladas en e1 Capítu1o

r1.

Se asi¡nen conocidos Ios principales resultados sobre formas bilinea-

Ies sinéiricas, la generación del anillo d€ !iit: y sus propiedades más im

portantes, éstas pueden ser ccnsuftad.as en [¡] y IScfr].

Sobre cuerpcs de caracteristica 21as for¡¡,as cuadráticas y 1as for-

mas bilineales no son equivaiente:, por 1o que deber. ser consideradas en

forma especial. Un tratamientc detalladc sobre formas cuadráticas se en-

cuenl'ra "r, i gal- -l

En § '1 , 9 2 se presenta.n definicj-ones y se enuncian teore$as y pro-

posiciones cuyas demostraciones se encueDtran en las referencias que allí

se indican; en algunos casos se efectúa¡ breves demostraciones con el ob-

ieto de ilustrar 1a --éclica usa.ia.

cuerpos son de característica 2.

1

E. adeLan-.e se supcne gui: ics
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2.1. Definlciones. Sea V espacio vectorial de dimensión finita sobre p

(ch F = 2)

2.1.1. Se dice que (v,S) es forma cuadrática sobr:e F si q r v + F

es tal gue r

i) q(o.x) = o'q(x) vo€F, yx€v

ii) la aplicación bn:Vxv+F definida por bn(x,y) =q(x+y) -

- S(x) - S(y) es tai que (v,b_) es forma bilineal simétrica.q

La forma cuadrática se dice no singular si (V,b ) es no singularq-
e.d. e1 radjcal de (V,bd) es {o]

Un vector no nulo x E v se dice isótropo si q(x) = 0 (\r,9) es

anisótropo si no contiene vectores isótropcs.

2.1-2. Si (vl ,S.l ) y F",q2l son formas cuadrátj-cas no singulares se

pued€ d.efinir q sobre U1 * U2 median.-e:

q: Vt 0V2+I con

q(xt e x2) = q1 (x1) + q2(x2) v xl € v1 , ,2é yz .

Se tiene que (vt o V2¡q) es tanbién for¡r,a cuadrática no sj-ngular

y se escribe q = ql + q2 .

Además, si (U,b) es forma biliaeal sim6trica nc singular y (v,S)

es forma cuadrática no singular se define: q' sobre U@v como:

q':U8V-+F con S'(x@y) = b(x,x)q(y) Vxe U, y€v.



se tiene que q' es tambi6n forma cuadrática no s.ingular y se escri

be q'=b'q.

2.1.3. Sean (V,q) y (V'.q') formas cuadráticas no singulares. Se di-

ce que :

o : (V,q) * (V' ,q')

es isomorfismo si:

a) 6 es isomorfismo F-lineai entre 1os espacios vectoriales.

b) q(x): q'(o(x)) ¡rx€v

Cuando q y q' son isomátricos se escribe q = q' y o se denomina

isomet:ía.

2.'l .4. se define D.(q) := iq(x) /x e v , x I oj como el coniunto de

1os elementos de f representables por La forma cuad.rática q

2. 3. Bases S impl á:--i cas.

2.2.1. sea (v,q) fonna cuadrá:ica no singular de dimensj-ón n sobre

= O entonces b es u¡a forma alternanae simétrica no singular, luegoq

1a dimensión de iv,bq) es par.

Se tiene que, dado que Chf = 2 , no existen bases ortogonales que

perrnitan diagonalizar 1as formas cuadráticas. pero sÍ exisl--en las llara-

das Bases Simplécticas, que son de1 tipo:

2.2.2. le-,f ,,e-.,f ^,..., e,f ] base de v, n=2m con b (e.,f.) -fi2¿mmq.rl

=1 para i=1,..-,Dli on(.r,tj) =bn(e,e,) = bn(f .,f .) =o Para



í/ ) y q(e.) = a. , q(f .) = b. i = 1, ..., tlr.

¡'{ediante esta base q, se puede escribir como:

q = Ia-,b"1 + -.. + la,b.lttmm

Si X = x-e- + Y-f_ + .., + X e + Y f € Vr r I r nn mm

entonce s

2.3. Eq,ac j-os BiperbóIicos.

ü¡e fcrrna cuadrática (v,S) de di¡nensi6n 2 tal que S = [C,O] se

IIa¡¡a Piano }iiperbólico y se denota por 1l .

yés general, una forma cuadrática q se dice que es hiperirótica s.i

es susa de planos hiperbóiicos, e.d.

q=Ii +Il +...+$ =sxIl para algún s€li.

2.4 . A:3:nas ProFredaCes.

2,4.1. Froposici6n. Tooa forma cuadrática no singuiar (V,S) isótropa

contie::€ u¡r plano hiperbólico.

Deinosc:ación: (V,q) isótr:opo significa que existe x e v , no nulo, tal

que qix) =0; como q es ro sinqular existe y€V tal que bo_(x,y) I

I O - Sin restricción podemos asun-ir que bn(x,V) = 1 , Formemos

z=y + S(y)x, entonces:

In^
\_ / 1-qíx) = L te.Y. * x Y r b.Y:i

.'1I 1. 1 1.1',

4



s(z) = s(y + q(y)x) = b_(y,q(y)x) - S(y) - S(q(y)x) =
Y

= s(y) - s{v) - e{y)2q(x) = o

y b_(x,z) = b (x,y + 9(y)x) = b^(x,y) = t-qqs

luego q = [O,O] + S' , q' forma cuadrática, por 1() tanto q contj-ene

un plaao hiperb6l-ico. Ü

2.4.2. Teorema (!iitt.). Si (V,q) es forma euadrática no singular (respec

tivamente forma bilj-neaI simátrica) entonces (v,q) tiene ul¡a descompo-

sición única como:

(V.q) =s x Ii + (Va,qa) con s > 0

y (v-,9.) for¡r,a cuadrática anisótropa (resp. f bilineal simátrica

anis6tropa).

s se denomina lndice de Witt y (va,qa) parte anis6tropa o núc1eo

de q-

La demostraciór: de este Teorer,a se pueqe encontrar en ISa] . Capítu-

io rri, § 4.3 y en Isctr] capítulo I. ! 5.8. Ü

Ccc¡o Chr=2.en F existe e1 conjunto 6b,=i-2 +a/a€E'¡

que es subgrupo ad.ir.ivo de ¡ , y tiene Ia siguiente propiedad:

2.4.3. Proposici6n, si c e &r entonces I l,a] = [ t,a + c]

Demost.aci6n: Sea {e,f} }:ase simpléctica de S = [1,a] entonces

9(e)=1. q(f)=a v bn(e,f) = 1. como c€&r entonces .=,r2 *,

para a19ún u€F-



considerenos {e,f + ue} , cfaramente es base de q y 9(e) = 1 ,

q(f + ue) = b (f ,ue) + q(f) + 9(ue) = u + a + ,r' = " 
n .-.,

bq(e,f + ue) = bn(e,f) + bq(e,ue) = 1

luego q=[l,a+c]. Ü

lrás aún, se puede demostrar de j-gmal manera que:

2.4.4. Proposición. Seal q, = [a,b] ] e. = 1.,¿1 formas cuadráticas

no s j-ngulares, entonces:

9i = e2 sí y sóto si ab = cd( 8¡')

*_y D(q1 )rD-l€)14

5 3. Er grupo de riitt I'I_ (F)

3..1 . Definiciones. Sean (v,q) y (V',q') formas cuad::áticas no singu-

iares. pcr el Teorema de witt tenemos:

(v,q) =s> H + (V,q)- a -a

(\,,,q,) =r x H + (V"c,')
a _a

3,'l .'1 . Definiciór¡- Sea¡ (v,q) , (v' ,q') formas cuadráticas no singulares,

Se dice que q es equivalente a q' (se denota S - S') si 9" es

isomét=ica a q' e.d.

o_o,.-oaqr. aa



clarasente la relación así definida es de equivalencia y se puede

formar f,i (F) eI conjunlo de 1as cfases de equivalencia de formas cuadráo"

ticas soUre r

Similarnente se puede iormar w(l) ei, conjunic de 1as clases de

equivatencia de formas bilineales simátricas sobre F

3.1.2. Pjoposición. Sean (!",o-.) , (vi ,Si), {\'2,q2) , lvi,a.i) for-

nas cua¡ráiicas sob:e f , se tjen::

rl Sj o.^o: v q^^q: enlonces o.+c--q:.S:,"2 '1 -2 't '¿

ii) q+q-O ciase de fon¡ras hiperbóIlcas,

Demos--.aci6n: Es obvio usando el Teorema de Nlt-" !'1a definición 3.'i.l" n

Esta proposición pemite oefinir en I{o(I) Ia operaci6n + .

tel + tq'l ,= [q + s'] ?tsl , [q'] € wo(P)

!¡ se tl-ene que I.l^ (F) con la operación + es grupo abeliano; !i^ (F)
qt

se i1a¡r,a Grupo de vlitt,

3.1..3. Proposición. Sea¡ lvt,b1), N2,b^\ , (v:,tl) , (v;,b: ) for-

mas bilineales si:nétricas:

i) si b- - b: y b^ - b: entonces
lt¿¿

br*b, -bi +b;

y br@b2-b; @b,

ii) bl + b1 - 0 clase de las formas hiperbólicas



iiil Se a.-, (U,S) , ('ü',q') f or-¡ras c¿aáráticas nc srnguiares. Si

b ^b' v o-o' entonces bq-b'ql .1 1 ' 1- 1'

Esto def.ine en i,y'(F) ias siguientes operaciones:

[¡] + [b'] := [b + b']

[ ¡] t¡'l ,= [¡@¡']

a) (a,bcz ) =(a,b)

b) (a,u) =(a)(1,ab)

r* [b] , Ib'] e i^r(F)

,éclO a,b€r'

]¡ se tiene que W{I) es anj-lIo conmutativo co¡r unidad, W(f) se denomi-

na Anrllo de l,¡itt.

¡lás aún, por iii) de 3.1.3. se tj.ene que !üo(F) es l,¡(F)-módulo.

E$ adelante se escrib.irá b (resp. q) en Iugar de t¡] (resp,

tg] i para referirse a 1os elementos de !i(F) (resp. § (f))-q

3.1.4- Algunas propiedades básicas en w(F) y wo(F) son:

c) si a+b/0 (a,b) = ( a + b ) ( 1 . ab ( a + b) )

d) [a,u] =(a)[l,au] =(b)[1,ab]

e) [l,a+b] =[t,a] +[],¡]

se demuestra¡ 1as dos últinas rel-aciones.

Demostración: d) g = (a )[t,a¡] es el producto de Ia fol.¡rra bilineal

$=(a) y 1a forma cuadrática 6= [t,al] sea i,ri 1a base de +

e-d. ${u,u) = " , {e.fJ 1a base simpJ-éctica ce o e.d' o(e) = 1 ,

I
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Entonces {u @ e , u@ f} es base de q pero no es simpl6ctica.

Consideremos entonces e'=uEe y f'=a-1 (uBf) entonces

C(e¡) = q(uEe) = ó(u,u)o(e) = a. 1 = a ¡ bo(e',f') = i

y qif'¡ = q{"-1(uEf)) = "-2+(',r,,r)o(f ) = a-2.¿.¿5 = 5

--f-LlI - L 6,!l

Iuego (a)[l,au] = [a,b]

Demostración: e) sea q = [1.a] + [t,f] con r.e",f .,e^,f ,) base sim -

p1éctica correspondiente e.d. q{e., ) = q(e2) = 1 , q(fl) = a, aG) =

= b y On,.., ,t.,) = bn(er,fr) = 1

Se tiene oue ie-,f- + f^,e- + e^,í^] es evidentemente una base de-ttzt¿¿

q y además q(e1)=1, q(f1 +f2)=a+b, On(..,,f 1+ f 
2'J = 1i

q(el +e2)=0, u(fr)=b, b"_(.1 * e2,f 2) -- 1 y On(t1 * f-,e1 +e2)-

= o , tuego es base simpléciica. Pcr ro tanto n = [t,a + b] + [O,b] y

como [0,b] es isótropa de di¡nensiór. 2 es hiperbólica, entonces

Il,a] +[1,b] =[t,a+r] en I,io(F)

3.2. Propiedades fu¡ioríaIes de I,ü(F) y Wo (F)

3,2.1. vea$os el comportamiento de !J(F) y w (F) bajo extensiones de-q

cuerpos.

ll

Ssa t', ex"ensió¡i de F S: i7 es un E-es-pa;ic ve¡lorra- se ;li-rei.e
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formar: v&F K={Ix@).,txev. l€K} con 6(x@tr) =x@(6I)

v6,lett, x€v Luego si {",,,..., "n) es F-base de ! se tiene

que ie., @ r, .. -. er., 6 t ) es K-base de v .

Si (V,b) es forma bilineal simétrica sobre F se define

(V,b) €:F K := (V El" r , u @ r) mediante

b@K(x@1, y@6) = ¡5o,*,r, vx,y€v, ).,6€x

esÍ bGK es u¡a forma bilineal sobre K y bEK es no singular sí

y sólo si b también Io es.

Sinl}armente, s.i (V,S) es f. rrme cuad.rática sobre F . se define

(v.e) 6- K= (vE- K, q6K) con q@K(x@I) = tr2q(x) yx ev,-¡t-

I € K y se tiene que q I K es forma cuad.rái.ica sobre K

3.2.2. Algunas propiedades.

Sea X = F(o.) con e2 + cr = a € f \ár

u¡ra extensiór. cuadrálica sepa::able de F , e¡tonces se cumple:

1-- [1.a] 6K = [o,o]

2.- Sea (v,q) forma cuadrática sobre F si q @ x es isótropa

sobre K entonces S=(b)[t,al + q.] cor) b€n*, 91 forma

cuadrática sobre F

3.- Si (V,q) es anisótropa sobre F y q@x es hiperb6lica en-

tonces q = b[ 1,a] donde b es forma bilineal sobre F .

Las de$ostraciones se encuentran en I ea] Capítulo v,5 4-2, § 4.9.
1

Particularnente existe el sj-guiente resultado:
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3,2.3. Teorema (Springer). Sea K una extensi6n finita de F de grado

impar. si (v.b) (resp- (V,q)) es anis6tropa sobre F entonces

(v,b) @r K (resp. (v,q) @r K) es anisótropa también -

Demostración: Ir,] . capítulo vrI 2.3. tr

3.2.4. Sea K extensión finita de F . Una traza es una ap!.icación

s:X+F F-Iineal no trivial.

Una proFiedad imporEa¡te es que si s -}- t scn dos trazas de K

Iscn] capíturo 2, § 5.1. ... § s.7.)

Si (V,b) es forma bilineal sobre K se define s*(b) corno

s*(b) = s " b : V x V + E que dá origen a una forma bilineal sobre F

s* (\,I,b) = (V,s* (b) ) se lLama TFANSFER de (v,b) según s . Se crnr,ple

que si (v,b) es no singular entonces s* (V,b) es no singular también.

Similarmente s* (g) = s . q define una forma cuadrática sobre F .

3.2 , 5. Algunas propiedades básicas:

Sean b,b' formas biiineales sobre K

1) s. (b + b') = s (b) + s (b' )

2) s*(n x II) = n.[x : r] x g

3) Si b = b' entonces s* (b) = s* (b')

sean 9,9' formas cuadráticas sobre K .

4) s* (q + q') = s* (q) + s* (9'

5) si q = q' entonces s* (e) = s* (q')
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'. r-'l -^-a...1- 1 I 11. fDencs:ra:':r:r : \er IbalI La;:Lu.lc' )t : z.tt'

Un resultado imPortante es:

3.2.6. Teorema (Ley d.e Reciprocidad de Frobenius). sea (v,b) foñra bi-

lineaI sobre F y O una forma bilineal (resp. f. cuadrática) sobre

K Si s : K -+ F es una irazd entonces:

s*((b8F K) EQ) = b E s*(0)

Partasularmente

s {b((¡ K) = b(ñs r(1))

Demosr:ación: ver IBa] ", CaFítulc l, \ 2.12- f'

Usando e1 ?eorelna anter.ior es posible demosarar 1a siguiente:

3,2.7. Proposici6n (scharlau). sea r(d) exlensión de grado n sobre

F. s: F(o)''I traza definida por s('l)=1, s(o) =.(o2)

= s (G" ) = o , entonces

[]-,lj 
,{}] +('r ,N(d) ) para n=o(2)

s. (( 1 )) =

[--Ll ,H+(1)
[r )

para n = 1(2)

".,,-r,=l

para n = O (2)

- - L + (N(c) ,'

n
-x Et
2



,l?

Demcs.,ra.ión: ve¡ [l] . ca!ítulo v11, g 1.6. 3

3-2.6. l,a te¡,scriz¿ci6r ceI-]¡L:-ue defrnl¡::

b ---+ b@ K

que es homomorfismo de ani11os. e.d.

'*/a(o1 - b2) - j.7t(b,) + i*rrlnr)

'*/",o. Obz) = i*,r"(o., )'i*rr(oz) v b1 ,b2 c w(F)

Slmil¿rlrlente:

i ; h (F) --_) 
-vl lx;K/F o- q

c -----J s6x

es homcñlor iismc de grupos

i^ 
7u 

(s., * 92) i* 
7 u(e, ) + íy /F @) v 9, ,9, € I{q €)

Nota: a) Si K es extensi6n de grado imPar entonces Ker (r]( r.t = {O}

(Teorema de springer).

b) Si K=F(o) ,.on o2+0=a entonces

Ker(iK/ r) = vr(F).[1,a] (Prop. 3.2-2).

3.2.9- Ta-rrü,ién se tiene 1a aplicación s* .

Sea s: K+F LTaza
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s* : !i (it) ----, l¡i (F)

I --------) s (L = s . !- V b € -y.(K)

§* es homomorfis[ro de grupos. e.d.

s*(bl + br) = s*(bt) + s*(b2) v b .b E I^tt'J -12

Notai En gerrerai s* no es multiplica'.iva y

s (¿ I )) + 1t )

Para formas cuadráticas se tiene:

s. : u- (K) ----) h, (l',
'r1 q

q -----) s* (q) = s " q

y s* es homomorfismo de grupos, e.C.

Vo€¡\'(K)

s* ( o*.,1 * 9r) = s* (e., ) + s* (qr)

Po]. Ia Le.v de Reciprocidad óe Frol¡enius si L = F(c) extensión sim-

p1e de graoc n impar y s : F, * F es traza ta] que s(1) = 'l 
,

s(e) = ..- =:(O ) = 0 er,ror.:e!

="oiL/F=id,

luego s* es epiyectiva u t"rr" es inyectiva-

Además se cumple:

3.2.10. Proposición. sea L = Fic.) extensión cuadrática separable de !'

2con cr, + o = a y s r L+ F traza definida por s(1) = o, s(cr) = 1 -

con



En1-,cnce s 1a suce sión

15

-

Denostraci6n: ver [¡aJ., capítulc v, 5 5.9.

S 4. Fcrmas de Pfi.ster.

4.1. Definiciones.

4.1.1. En W(E) a1 elemento ( t,b ) se 1e denonina 1-forma de PfisEer y

en general el producto 11,a" ) ( t,a- ) ... ('l .a ) se llama m-forma det¿m
Pfis.rcr ¡ se dero:a pcr 4 ¿-, ..., a >.1m

Ei con j'Lmtc r (r) = 1¡ e \4 {F) i din (b) es par] forma claramen-Le

un ideal de W(¡) , más aún es ¡:¡ ideaf maxi:c¡aL y se verifica fácil$enie

que \if 'tL*, * Z, //^*
//r\r)-/z¿L

. 1(F) se 11ama ldea] Furrda,r¡ental A" W(F)

-¡. par'-ir de I (F) se puede constn¡ir la siguienie cadena de ideaies

_nlri(F) -J I(ir) r i (F) ) ..- rI (F) r..-

y el esludio d.e los cuoc:-entes ,' ¡I-) /.,. constituye uno ce ios gran
/ 1- (F)

des problemas de }a Teo¡ía de Formas cuadráticas.

4.1,2- Proposición. El ideai i(F) está generado aditivamentÉ por 1as

1 - fomas de Pf ister .

Demosi=ación: como toda forma de I(F) es de di¡ensión par entonces

1(a) e:rá generado pcr lae lcr!-"as ( a,b ; ccr: a,b € E* , pe:-c'



(a,b) = (1,a ) + (1,b) porque (1,1 ) = (1,-1 )

la Proposici6n. ¡

0 lue-cc se c,,rmple

4.1.3. Corolario. ¡n(r) está generado aditivamente Por .l,as n-fornras de

t4 (F)
q se define 1a invarianie de A].f Ce }a siguiente manera

ír
¡rf f o\ = Arf: f

\i= r

" ró ñññ] é.

t. ,¡ ll1 ].J
m

:= , a.b. (8 F)
t1

4,r.4. s=gp"tit.É". Arf :

Demosr::ación: ve¡ [ sch] ,

w 91 *Y¡ffr
q

capítulo Ix, g

es epimorfismo de grupos,

q.¿t 1.J, 1.4.

4.1.5. Como I(F) es ideal de w(F)

Ii{ (F) se define de manera obvia y
q

v !i (F)-q

se tiene:

(1,a. ) li,bJl /-, € r*, b €F]

\4 (r)q

es vJ (l I -mocu ].c enEonces

/m
f;
t._.

l-as fonr,as del tlpo ( 1,a,, ) ... ( 1,an ) [ 1.b] en

mas de Piister y se d.erro''arr po¡: '(a1, .'.. a.;b11

r-\4 (F) =q

Claramente tenemos entonces que

por las n-formas de Pfistel: en t'1, (F)

dena de subErupos

nl"ti (F) es e1 subgrupc generadr
o

. aa"*á= se tiene la siguiente ca-

se i-lainan n-f or:

wq(r) ) rv¡q(r) f r2wn(r) I .,. f rnr,ln tr) > ...
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_n-, ,_.y Los cuocientes 7 W (F) /_,, son objetos de esr:.udio en l-a Teoría- q ,/tnn'w G)

de Formas cuadráticas ,'"t .r.toot. de característica 2) .

4.'l .6. Proposición. Ker(Arf ) = I!v'n(F)

Demostración:

(1.a )[1,b] = [r.b] + (a )[r,b] = lr,ul + La,b/a)

luego Arf ((1.a)[1,b]) =b+b=o

Por lo -Lan*Lo ]h (l) L Ker (Arf )

mIn
see q c Ker(Arf) entonces f (a- )[i,¡.] y Al.f (q) = J b =1l-a

l:l

r.,. r L lutt , enEonces_vlJq!9!-i"2

q = (a1 )[1,b1] + ... + (a,o )[t,u*J =

= (a,, )[r,», +... + bm] +(.r)[r,ur] +... + (a, )[r,urn] =

pero I r,x + y] = [l,r] +[r,y] ; entonces

- \rr,b^l +... +(a-,a )[r,u]c 1¡¡ 1¡'q -'o1 té2¡t t,-2- t'm ' Ir. q

luego Ker(Arf) = Iwn(F) n

4.1.7. Corolario.

*r(u!/r*rt l :7g,

En particular si F es perfecto (e.d, r = ¡2) entonces r(F) = {o},

lueqo li,¡ (r) = {ol por 10 tanto w (F\ = F/u- q' ' q' ' -,/BF'
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4. 2. Far¡r,as Multipiicatrvas -

4,2.1. Sea (v,S) forma euadrátj.ca (resp. f. brlineal) sobre F

Un elemento a € p* se 1Iama Norma de Sj¡ilj"tud de (v,S) si

Claramente 
^"(g) 

= {ae f* /a es norma de similitud de Si es un

subsrupc mui"tiplicativo de F* .

Además si 1 € DF(q) entonces N"(q) c o"(s)

Se dernuestra que DF (( 1 , a ) ) " = N" (( I , " ) ) y que DF([ t.a])* =

= N-([ 1,a])*, a€ F*.

4,2,2. Defi-nición. IJna forma cuadrática (V,S) (resF. forma b:ianeal)

se llar"a multiplicativa sobre F si D:(q) = 
"a(S)

Según esta d.efinici6n ( t,a ) y it,a] son formas muttic.licativas.

¡,fás aún. se tienen 1cs siquientes hec!:os:

4.:.r. Teore¡'a. Si (V,q: er forma cuadrá--],=n ires!. f. bifrneai, ,.Lltipl,i-

catir.a y a € F* entonces ( 1,a ).q es muL -eipl i cativa-

4.2.4. Corolario 1. Si a1 , ..., 
"r., 

€ F* entonces ( u.,. ..., .r.r ) es

forma mültipli ca-Liva .

4.2.5. Co:!:olario 2. Si u1, ..., ar., € F* y t € E er¡-lonces

(.a., ..., a_;bJl es forma murtipticaiiva.in

tas demost::aciones de1 Teorema 4.2.3. y sus Corolarj_os se pueden

consultar en Isc¡,]. capítulo II , § 1o"4.

tr



Además se tiene el sj-guiente resul,tador

4,2.6. Teorema. sea q forma cuadrática (resp. f. bilineal) multi.ptica_

tiva anisótropa, a € F* y q' = (.t,e)¡_

Si q' es isótropa entonces es hiperbólica.

Demcstración: ver [¡,] , capítuio x § 2.8,

4.2.7. Corolarj-o. Sea q una n-forma de pfister sobre F , si q es

isátropa entonces es hiperb6lica.

I

19



C A P 1 T U L O II

g 1. Definición de 1a invariante v .

Eirlan y f,am [f-f-] definreror', pal:a un cuerpo F con cnE l2 , r,o

real,

v (F) = I'tin{n ,/ rn 1r¡ = g1 ,

y v(¡) = - cuando rn (F) l0 para todo n .

La conjetura planteada por: 1os autores [f-l] es que si L es exten-

sión finita de t entonces

v(L) < v(F) + 1

1-o p::imero que debemos hácer: erloirces es d.efili:: adecuadamente el

concepto para formas cuadrái:icas sobre cuerpos de característica 2.

'1 .1. Definición, Sea f cuerpo con ChF = 2 Se define

v (r) = r¡rín{n / tnw tr) = O)q

cuando existe y v(F) = É cuando lnw (F) y' o para todo n .q

)^
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No+-a: Se puede definir un corrceitro s:-rr:ilar par:a fonnas bilineales que

lierCe ba-e'.ante i-nformación al ignorar 1as forrnas cuaCráticas, qe todas

ra¡cras se incluve:-. aigiuncs r!-sul-.aocs e¡: ei A¡árcrce E.

E1 resultado principal de nuestro trabajo es e1 s.iguiente:

1.2. Teorema. Si F cuerpc de característica 2. Entonces para cualquier

L exteasión finita de F se tiene:

v(F) < !(j,) < v(r) + 1

y est.as cotas son óptimas.

La demostraci-ón se ha dividido en tres secciones:

1) Para L extensj-ón finita separable de F .

2) Para L extensión finita pura¡nente inseparable de F .

3) Para L extensión fir'ita cual-quiera de F .

En esta parte adeEiás se dan ejemolos que realizan las cotas de Ia

des igmaldad.

É 2. i extensión iina-La sepat:ab1e de F .

E1 primer resul.Ladc es un Lema de gran utilidad, que permite distri-

buir las sr.¡mas de un componente bilineal coroo slria de cuadráticas.
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:. 1. !ena. Fara e,:,. E I cor. e,l:,¿ - b / O se cLL'E!;e el. fi (F'c-

Demostración: Usando propiedades del Capítulo f, t 2.4., desa!:rolIemos

(1.a + b) [l,c] = [r,c] + (a + b) [1,c]

= [r,"] = f * o, i-"] = [,,c] + t", ,..1 . Lr. =; 
(*)

t .l t- .. I
f'-"d=(a)i1'--C
r -- f ¡cl, lU. ----: - | = (b) 11. --::-- | a + bi I a - L,

Luego, reemFlazando en (*) tenemos

t ..- bc-l ¡(1,a*b) lr,.] ll, -, 
+ tr, ----:..;- | *,., lr. -- 

3!- +(¡) 1,, -4.1L a r a L a + 2l L a r D_ L a + Dl

T - __',]

- Iárll ifr. I

L a*!.1 L a+gl

tr



Observación: Notemos que si ! es extensión finita separable de F en-

tonces L = F.(o') para algin o€L;sea "=[¡,rf] y

, 2 n-1,t1,G,c , ..., o J F-base de L

Más aún, como ChF = 2 se sabe que: Si {or, .... or} es

F-¿. i. en r entonces 2 2{ol, . . . , o-} es tambián F*!-.í. en I- (esro

proviene de u¡ hecho más qeneral aún: Si {o.] es r-¿.i. y ChF = p

entonces {cvYl es F-¿. i. )
.T

por 10 tanto {t ,o2 , .. . , o2 ''-',) J es base de L sobre F e.d.
2

L = F(q-)

n- 1

Lüego todc elemento E e f, se escribe como 0 = .Z - 
Oro" con

brtt,Por'10ta¡to

2.2. Col-oiarÍo. Sea L=F(c) y 3 = bo * b., o.2 *... * br.r-.,o2(t-1) con

b , ..-' b C F entonces pa:e cualquier -.I C L --enemoso n-1

n-'1(r,E)[1,y] = : (1,b.)[r,y.]
I ',1.

a=u

con ciertos T- € I, La sur'a se hace para aquellos b. / 0
l-.1

Demost=ación: Apticando e1 Lerna 2.1 reiteradamente ( t,E) [ r,f] se pue-

ce descomponer: er¡ sunandos dei tipo <,.U.o'i) [,,1 .] con cierros

yi € L pero { t,l.c2i) = ( 1,bl) , luego vale eI Corolario.

tr

Es¿e resuftado nos permite encontrar una familia de generadores de

rnw (L) .q
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2,3. Coroleric. sea L exlensiór firrita separai_rle de F - En-lonces pal:a

rf,cualq::e: r.. > C I- h-(i,j está gene::ado po:: foroas de pfister dei tipo-ci

'rl¡a tr:aza, en'Lonces Dara cualquier n > O

(t,a.,) (1,arl ... (t,ar) [t.yJ con a. €F*, y€L

Demos'.ración: Por irrducci6n sobre m .

Para m = 1 se aplica eI Corolario anterior. Supongamos gue

m-lI r,v'- (f ) es generado por (m-i ) -for-mas de pfister de1 tipo inCicado. en-c-
aon""i rml4^ (r) = r (F).rm-114-(F) e.d. rmw-(r) estará generado por for-qqq
mas de1 tipo

( t,a, ) ( 1,a^) ... (1,am_l) (l,B) [l,y] con 8,1'e ¡-

per:o a ( 1,8) il,y] se le aplica et Corolario anterior: y se lleqa a Ias

fonhas buscadas.

E

Este ú1timo resultado puede ser mejorado aú¡: usando e1 transfer S* .

2,4. Corolar:ic. Sea L extensión fi-ni¡a se¡:arable de f v S : L + E

s- (lnr\ (L) ) c rnw (r) .^q-q

Demosi::ación: S* es homomorfismo de grupos, Luegc basta enalizar su com-

portamiento en los generadores de ¡nf,¡ (f) pero por el Co¡'olario anterlorq

los generadores son 1as formas del tipo (.1, ..., an)lt,"y] y por Ley

de Reciprocidao de Frobenius, tenemos

!

s.i( a1 , "r,)[ r,f] I = u u-,, ..., .,,]S*f[ l,rl] i e rr-¡;c{!')



Nota: Este úl-timo resultado es conocido para cuerpos de característica

distj-nta de 2, Su demostración se debe a Arason y usa herramientas de

gran poderío. En nuestro caso tenemos e1 resul-tado por medios silples.

Sin e[üargo ¡ este resultado puecie ser mejorado notabienente. En efecto:

2.5, Teorerfla, Sea L extens.ión finita separable y s : L, F u¡la traza.

Para cualquier n>0 tene¡nos

s- ( r¡vr (L) ) = rnr.,r (F)'qq

Demos--ración; Por e1 Corolario anterj,or sóio fafta cjenostl:ar Ia epiyecti-

vidad. D€bemos destacar que este resultado no depende de la -.raza particu

lar elecida (ver Capítu1o 7, g 2.2.2.)

Co¡sideraremos 1os siqu.ientes casos:

a) Sr [¡-,r]=z e.d. L=F(o) con o2.o=.. aeF Debeños

derocstrar que [],¡] g fm(",) para todo b € ¡'

Usa¡do s:I,+F con s(CI')=1, s(1)=0 v caLct¡lando

¿. 2,rs* ll 1 , ( 1 . c) -bJ ,r se tiene que;

-Áeócc^}. va

b) Si [r,, r] es irpar, Sea f = F(cr) y definamos s:L-+F con

s(1) = 1 , s(o) = s(o2) s(o'-1) = O donde ,r = [r, ,-r]

Por la Ley de Reciprocj-dad de Frobenius si q = [1,b] entonces

q@r,e w*(L) y s*(q @r\ = s*([ 1,b] @L) = s* (( 1) ) [ 1,b]

=*{i i,lr + o)2bl) = tr,li



Pero se sabe gue

l,u e g.

^ // 1 \ ) 
- 

7 1 \ en w (¡.) (ver ca!ítulo r, 3.2. t^)

s*(qBr) = q

s es sobre.

Se¿ L extensión galoisia.a de F r entcnces

por b) s* es sobre , lueqo asr]mamos que

si Ir- , r] es impar

tl, : ¡J eS par.

c = cal (L,/ F) K el cuerpo fi-

vq€w(F)
q

e.d.

Sea li el 2-subgrupo de Syiow de

jo cie H . Tenemos entonces

, l\ -, l'.

SÉan s- : L + K y s_, : K + F aF,licacio¡es trezas con s2 2

Dado que s*
I

y como [x , f] es impar e.d. 
"2* 

es epiyectiva, entonces bas+,a demcs-

trar gue u1, es epiyectiva.

CcEc H = Gal (I / K) es un 2-grupc en+-onces existe una cadena de sub

grupo-. norr.ales H^ = I: ( H. C ... C Ii = ! co¡: I,e. , u. _) = 2 e.á.o 't r r t-l'
existe una cadena de subcuerpos K =KCK.:K-C-,.C¡ =¡ talesoi-]r

Íu I =, y K = Fix(tt.)
: l-l - I l

en'-onc3¡ s = s^ o s : i - F es i-raza.21

Eli-jamos trazas ti , Ki * Ki_l

lO e.d. t es traza de l,-+K.

tales que t=tt "t2 " ".. "a, I

coEo t* = tl* o t2* " ... " tr* y -uodos ios ai son epiyectivos

por a), entonces t* es tanbi6n epiyectivo, pero si- t* es epiyectivo

entonces =l* también 10 es. luego s* es sobre.

26



27

d) Sea t extensió¡ fini;-a separai,ie. Eieg:-¡ncs una ex-.ensión finita

N de I, ta] que N es galoisiana sobre F y s1:N+L,

s : L + F trazas tales q'Je s o s1 I O . por (c) 1s . s.,)* =

= s* o s1* es epiyectiva, luego s* d.ebe ser epiyectiva.

Este último caso concluye la demostración d.el Teorema.

Este resultado induce el siquiente:

2.6. eorolario. Sea ! extensión fj-nita separable sobre F . Entonces

1J (F) < V(L)

Demostración: De Ia igu¿¡ldad s. (Inir_ (L) / - lrtn'_ (F) se conciuye gue si^qq
r(-) - m e.d. fn'u^ 1¡¡ = g entonces -Lmu^{F1 = ¡, e.d. \,(¡; < m ,qo
Luego

v(r) < v(L)

n

Corr el análisis anierior hetos conseguiCc una cota .rníel io:: para

!(L) 1o cual no es'.á contempladc ert La conjetura para C:III f 2 .

Procedemos ahora a encontra.r la cota superior Ce 1a desiquald.ad.

Sea L extensión fiaiia separable de F entonces L = F(ü2) para

a1gún G € L . Como Iwq(F) está generado por 1as l-f ormas de pfister

dei tipo

I

\ r¿a/ | r,Yl con a€F*t/ ^, ]€F,/ *r¿
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entonces r ees cl:ii,a-nc s :

( 1,a) [1,y] = ( r,a) I
L

+a

(*)

2sea 1(Cr + a)

b , .... b - e Fo n-t

2 2n-3 2/^ , = h -l b o +' "o .,1*

Luego estamos en la siguiente

... + D (}
n_1

si-tuación:

e F ¡ los pol.inomios del nu-

y 2 (n - 1) respectivamen-

e1 proceoi:r,iento de descom-

b =b-o2+..,+b .o2(n-r)o I n-l
- 2 - 2(rt-2)

o I n-z
n-11 1 

',._r(0 + at ... (o + á ) (o + a) ... (o + a )

po:- división eucljdiana con Co,d.1 , ...,d"_2

merador y denominador tienen _o::ado 2(n - 2)

te, luego a esia ir::acci6n se 1e puede aplicar

posici.ón en fracciones parciales e.d.

C^
(*) D

Haciendo "o = b.r- 
1

, )ñ-1
o +a

con c-t¡c-, ..,, cn-1 € F En eiecto esto puede reallzarse porgue e1

procedj-miento de descomposición en í::acciones parciales conduce a un sis-

tema de n - 1 ecuaciones lineales ccn n - 1 incógnitas cuye determi-

nar!'Le es de1 trpo vande:-monde por 10 que su valor es u=11 * .1= donde

r.s son valores positivos depeadientes de n , luego es d.istinto de 0

porque alO y al1

l.j
2 + a)

2(o

(0

t.elreno: ei:-Lon c es



n-: ; c I( i,a; I l,rl = r ".,a) | ",,c_) . I / -:,a\ 
,,

:=1 ' O + a 
:

f..-rc tlcr Lelna 2.'l . tenemos

,2( 1,c ¿)-- |

¡)

.2
= ( 1 ,o. )

+ ( I .a

dadc c-.1e

'il--=-;.---;I
c! +á i

29

t
,)

c,
t

t, a

T
I

11 ,

I

i-
lr.
L

.2
1 ,1) = ( 1,-1) = o

);-1 ) ti_i\1r .-. .\ 
- 1r ..\¡ l,/.\ ], r .\dt : \ I rdl

Por 10 tanto

( r,a) [l,t]

e.d. (1,a) [1,yj

r (r) (§-q (F) E K)

Por: 10 anterior

n-i
= ( 1,a) [i,c ] + I(1.o2o i=¡

está generado por formas

f c. It" -L I

I ¿L-tl
L

que están en

r\I h (Ll se =ueier. c¡rside:arc_io: ge¡er:acar:e s de



n-iorma. de Pfisier de1 tipo n rr, . -., "rr,)r,.oJ] donde ui € I. ,

Yr.,nl,.o€u

Con esto se ha demostrado e1 siquiente:

2.7, Teorema. Sea L en+uance s

h+1r H (L)
q

extensión finita separable de

l (l) (r*w (P) ) f¡ L

D

(L) = oAd-*más: Si V(F) = m

lo que pet:mite obtenel: ef

. _r-e.q. I i4 (.h) = uq

siguiente resultado

m+l
¿ wq

2.E. Tecr:ema. Sea L exrensión finita separable de

v(r) < v(L) < v(F) + l

V (L)

tr

Por otra parte es fácil probar que s!. [¡, , f] = Z entonces

= v(f) . Sóie hal, que demostrar que \r(1) < v(F)

I_,
Supongamos gue I (f) = C . gue L = ¡(o) extensi-ón cuadrática se-

parabl-e de F y s: L+F traza coir s(1) =O y s(cl) = 1f entonces

para c-.¡alquier q n-lormas de Pfister sobre L tenemos

s*(q)€rmwn{r)=O e.d. q€ Ker(s*) iuego q =qo'8.L (Capítu1o I,

§ 3.2.8). Usando ur resultado de IBa] j (V. 4.'14) que permite encon-Lrar

9t m-forma de Pfister sobre F tal que 9 = gl * ! se tiene que

q = O dado que fnf.i- (f) = O esto muestra que ¡ai{ (L) = O Por 10q's
to

tan

30
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v(L) < v(F)

§ 3. Caso: L extens.i6n purañrente inseparable,

En esta sección demostraremos:

3.1. Teorema. Sea L extensión fj-nita puramente inseparable de F E¡-

tonces:

v(F) = !(L)

CoElo L es extensión finita puranente inseparabLe entonces L ad-

m,rte ur.a cadena finíta de subcuerpos F = F C F_ C F^ C ... C F = I-o12m
- -* -*2con F,. = Fr_1( t/ a-') , ui. al_l - ai_l Luego para demostrar el 1eo-

rema basta considera¡: eI caso m = I e.d. podemos suponer que

r = F( !ry) , I-€ F"\ F*2 . Escribamos o. -- \/'T. Entonces tenemos:

3.2. Le¡rra. ?oda n-iorma d.e Pfisier q = <al, ..., ar.,;3ll sobre L es

lx-¡a coEbinac!ón 1inea1 e¡: lio(L) de rr-formas de Pfister del tipc:

(i) (a-. ..., a ;bll con a., ..., a,b€F*lnln

(ii) (a-, ..., a -,o;bll con á-,..., á -.b€F'I n-¡ I n-l

Demostraci6n: Por inducción sobre n .

a) Para n=1e.d. q=(1,8) [l,Y] sobre L.
).-2

como '¡'+ 1e pr, e.d. y- = y + ó para algún é € Ú'7L se tje-

ne q = ( r,$) ll,fl = ( 1,8) [1,'f2] (ca!ítulo 1,2.4.3) Además si

tr
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'f = L - vJ con u,v q F er Lon:es 12 = ,2 . ,.-tol = u2 - r', L F

iueco podemos conside¡ar: q=(r,E)[i,c] ccn c€F

q.: i1 = 1 -L l-.1 -ena .l.i) --eren'Js

= ( 1,a) [1,c.] + (r,ro) Ir,cr]

para ciercos c-,c-€F. Comoi¿

(r.bo) = ( 1,b,b,b&) = (1,b) + (b) (1,c[)

en!;onces

luego para n = 'l se c1nnple e1 Lema.

b) Supongamos que eI Lema es verdadero para (n-i)-formas de pflster.

E¡-Lonces cons.id.eremos q = < 61, ..., Br.,;V]J = = Bn>< 81. ..., Br.,_.,;fl)

coBo q' - * Br .-., Brr-r;YIl es (n-1)-forma de Pfister entonces es

co¡nbinación lineal de1 tipo (j-) ó (.ii).

Luego q es"á generado por f omas dei tipo

{:) (a-, ..., a -,1 ttllI n-¡ n

(ii.) (a-, ,--, a ^,cr,B ;bl]I n-¿ n

Pero a su vez ( 8.U]] es co¡rbj-rraci6n 1i¡ea1 de l-formas de pfister
n

de1 tipo (1,a_) [1,c] ó (1,o) [r,"] Reenplazendo tenemos lon

q = (r,a + bc) Ir,cl = ir,"> [r,ffj r (1,bo) 
¡ +i =

q = ( 1,a) [r,c.,) + ( 1,b) [1,cr) + (b) ( 1,o) Ít,"r),
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afirmado por e1 Lema ya que

( l.o) ( t,a) = ( 1,d",o.,ct2) = 2 x ( 1,o) = o

Demostración (Teorema 3.1). A) Supongamos que l nu (P) = o, Demostrare-q

!¡os que tnw 1f,¡ = g también. De acuerdo a1 Leña 3.2. só1o necesj.tamosq

considerar las formas del tipo (i), (ii) pero comc tnwo{r) = O entonces

todas 1as formes del tipo (i) son 0.

Consideremos entonces u¡a fom.a q = (r,ar, ..., a._r;bl] del tipo

(ii). como q = <a1 , .,., an_t;r]] + (o) (ar, ..., an_r;bll es sufic.ien-

te demostrar que cualquler forma (al , .... ar.,_., ;bI representa o so-

bre L , entonces q sería isótropa y por ello hiperbólica sobre F

Er hechc que rnwn{r) = o implica que p = (al , ..., ar.r_.,;bJ) ie-

presenta cualquier el-emenio de F* . sea Q = (al. ..., 
",r_l 

) I

qo = [1,b] = Fe + Ff con {e,ri base simpléctica, luego p = ó[ 1,b] =

=óEee0Af Un vector de p tiene la forma z=x8 e+y8f

con x,y€gE I y p(z) = p(xge +].,8f) = bn(xEe,1'8f) +p(x8e) +

+ piy,8 f) = ó(>;,v)bo (e.f) + 0(x,x)qo(e) + 0(y,y)qo(f) = 0(x,-w) +
_o

+ 0(x,x) + b+(1,,y)

co¡¡c x,y € g 6 ¡ entonces escribj-¡nos

x = xo + xlcl Yo * Y1O

con xo,x1,yo,y1 €Ó sobre F.

Luego S(x,x) = ó(xo + xtc,xo + x.,o,) = 0(xo,xo) * a2ó(xl.xr) = 0(xo,xo) +

+ 1..6{x.,,x1) . rsualmente ó(y,y) = ó(vO,vo) + ¿'O(y1 ,yt)
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Por 10 tantc

p(z) = Q(x',xo) + ZS{x., ,x1) + +(xo,yo) + dl 0(xo,vr) + é(xt,vo)l +

+ b[ ó(y ,y ) + Lt. tv ,v \1-o -o .1'.1-

=p(x_EÉ I y Of) +p1¡-8e +y Í).!+o -o 1 -'t -

+ c{0(xo,yt) + O (xl ,yo)]

Eii jaros x., = (1,O, ..., O) , yl = (0, .... O) e.d.

r{xl Ee*Y]€f}=1 coIso p reFresenta todos 1os elementos de F*

poderos encontrar 
"o,yo 

€ 0 tales que p(xo@e + yo&r) = ¿ o-uo

gue x=xo+xlü., y=yo+y1o=yo tenemos lara z=::Ee+y{if €

€prL (zlo\

p(z) = 0y^ ,

donde :'- , es 1a primera componer.--L de y Si y- " = O sL :ten? queO,r O -C,1

p es isói:::opo, luego repf:esenta 0 sobre L . Si I",l / O entonces

y^ ., es representado por p sobre F y coEro p es forma de Ffister

se tie]}g gue p represel:ta a o sobt e L (porque toda for¡¡,a de pfiste:r

es muiiiplicai.iva (Capíi_u1o I, ! 3). luego sj, yo,, a o,(p) en--onces
-1v " É D- (p)

Por 10 ta¡to lnl¡ {1,) = o e.d, !(L) < v(F)

B) suponqamos que lnw 111 = ¡-ar

Usaremos al =igr-riurrta Lema cuya. demostraci6n se encuentra en eI Apén-

dice C.
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:.4. -€re. Sea L = Fic) . o' . { C F'

sr¡pongamos que rnwq(L) = o Entonces

(i) Toda n-forma de pfister sobre F es del- tipo ( L,a,, . ".. "r.,_,,;bl)
con 

"1 ' '" ' ar.r- 'r 'b € F* '

(ii) Tbda (n-1)-forma de pfister sobre F es del tipo
-)* o1 ..,tr]-1 ;0c-11 con br, .,.. br.,_],c € F* -

Considereroos una n-forma de pfisLer sobre F ¡ por Lema 3.4. (i) es-

ta n-ioqna es de1 tipo q = ( {,.., , ..., an_i;b]] . Usando 3.4.(ii) pode-

mos es:ribir o = (l.a - P -2ll, -.., on_.1 ,4u t.l .

Analicemos s, = ( L; L.271 = ¡ t,t-.2) + (L) L t,Lc2) sea

'.=.,í.,e.,í-\ la base simpléctica entonces basi-a considerar.1,22

) ^2 2.=-.x= i- l ce2eq yset.lene Q'(x) =1. +,i-c =o ; e.i. q, es

isó:r. pa y por: ello hiperMlica. Como q = < a1, ..., .r.,_I )9, entonces

q = O en H-(F) . Por 10 ta¡to fnw 1f¡ = 6 e.d. !:(F) < '")(L)qs

istc óemuestra ei Teoreme 3.1.

I

S 4 - --;¡so, I- extensió¡ finata de F

¡inalmente consideremos el caso general e.d. L extensj-ór finita

de F.

Sea F la clausura separable de F en I-; e.d. FCF CL,
55'

donde ahora F es extensión separabJ-e de F y L es extensj-ón pura -S

mente inseDarab1e de F's
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Po¡ e1 Teorer¡ra 2-B- \r(r) < .vir_) 
a v(Fl + .r y po:: et Tecrema 3.1.

\,(],) = \'(F )
S

Luego v(!') < !(L) = v(Fs) < v(E) + 1

Esto coepleta Ia demostración del ?eorema 1.2.

Ejemplos:

a) Si consideramos un cuerpo F de cat acterística 2 y L una extensión

cuadrática, por 1a Nota 2.9. e1 V se mantiene invariante, luego l-a

coia inferior de Ia desj,gualdad del Teorema 1.2. se realiza trivial-

meEie.

b) Co.struiremos un cuerpc F y una extensión separable L de F con

I; . nl : r ",-) = r, (F) * -t

Sea F 1a 2-clausura separable de lF2(X) e,d. F nc adroite exten-

siones separables cuaCráticas, ciara¡ienie enlcnces fif ) = f 1,

vi (F) = íoj e.C. v(F) = O .

CoEo ei polinomio X- + x + 1 € ![ ):] es ilrreAucible, sea f. = f (3)

co!: a--?,+ 1e.C, [;,f] =3 Dencstra-remos que \(L) = t, e.d,

li,(L) íO,10cual es equivalente a LS py.
q

) (:^
Ajr.nnamos que XL- I UL - De olró ma¡rera c>:isrirían yo,yt,y2 € F

con

(yo+y1 g * yrg2'¡2 * iyo * la1 * vr32) = x32 e.d.

2222
Yo * Yo = u , Y1 r Y, = 0 , yl * y2+ y2= x

ü
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Esto ncs conduce a oue

mcs +-rejri3 s que esto es

sclució.. en tr^ (X)
I

AstEtramos que

soluciór: en E ,

2de E; o, +0=

ser de ia forma

ill]pcsible. Por:

x (* ) tiene

conparación de

sol-ución en F De-

-orado * nc t.ierre

!F-,(x) C E C F es un subcuerpo tal que * no tiene

Considereüos E(cl) una extenslón cuaCrática separa-bIe

t € E Si r tuviera solución en E (o) tendría que

u + vG, u,r' € 5 . luego reemplazandc en * tenemos

2 12 4 2+u +u+v-u +vt+vt=X

2+v +v=

3Pero v

soluciér en

A)u +u +u=

+v+ '1 = 0 no tiene soluci6n err f (luego tampoco tiene

. Por 10 tanto v = O , De ahí sioue entonces

E ' 10 cual es una contradicci6n.

v-v-w=

por ,( '.anlo x8' F Ff Lueqo v(L) 1

!(L) = 1

X nc ciene sol-ucjón en E ¡

Por T'eorema 2.8- entonces

l-



APINDICE A

tcnaes \,(f.) < c. sí 1' só]o si 'J (F) < cc . ACer¡,ás si x es no}-n',al scbre

Esiado oe Ia conjetura para cuerFos con Ch I 2

E1 problema aparece tratado en un artículo de R. Elman y T.Y. Lan¡

I t-l] en 1976.

Definen el concepto como:

(A1 ) v(F) = uinin / fn(f) es libre de torsiónl ó - si tal mínimo no

existe.

Para cuerpos no reales se liene que toda for¡.,a es de torsiór, por 1c

que se puede decir que:

tÁ2) v(F/ = ¡¡'nin /rnff) = c'

Los resuliados aicanzad.os por Ei-man y ].am son:

(A3) Teorema. Sa X es extensió¡ cuadrá¡-ica sob.re un cuerpo no real E

entonces v(K) = v(f) tt e-i], Teorema 4"3, corolarios 4.4,4.5\.

(A4) Teorema. si K es extensión finita sobre un cuerpo F no real en-

3E
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F enrrrces viF) ' Jíx) ([:-r] , :cortr.¿ t.1, .

E¡ el tl:anscurso de ia demcs.-raci.ón ios auto::es locrar. es+-ablece: 1a

cota :

(A5) v(K) < v(F) + [K : F] - 1

A ¡aíz de estcs resultados los autores se preguntan por Ia exís+-en -

cia de una cata un.iforme para r,(K) y conjeturar:

(A6) !(K) < v(F) + 1 par:a F no real, K extensión finita de F

D- Leep en 1985 (trabajo no publicado aül.!) plantea Ia sigulente 1í -

nea:

Sea ( = F(o) extensiór finiia separable de F / [X , ¡] =. ]-

p (x) = Írr-(o,x) .¡

Irna m-forma de Pfi-ster tiene la forma:

< - f . (o) , - f - (o) , . , . , -Í (a)), con f.(x) e 4x]12mi

además sean

q. = < -i. (o) , ..., -r (-rj )rtm

q- = (-c.(o), .--, -q (oi)>-2 -l -fi.

decirnos que et a gZ si a1 considerar las formas q1ñ^ con sus compo -

nentes ordenados por el gradc en for"n-,a creciente, se cumple que exisi.e al-

gú¡ i = 1. .... m con deg f < deg gi . Claramente esto define un orde¡r

entre ias m-formas de Pfisier y tanüién existe una m-forma Ce Pfister ani-

s6tropa minimal.
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El sigr.:ien'"e !:esr¡f +Lada es f uniamentai:

(A6) Lelr,a (I,eeF). Sea ct un¿ fc]:.li'a minimal en-.¡e toias ias n-formas de

Fiis-.e. anisó-.ro;as scbre X er.tcnces

2deqf <deof- r - - 1+1
i = t h-1

Demos--¡ación: Supongantcs que existe i taL que

2 deE f. > dec f-." > deg f. ,
¿ _Lll- _L

entonces, por división euclidiana, existen h,r € f[ x] tales que

hfi * fi*.] = , y deg r < deg f . Como U"n tr*., < 2 deg f .

Sea

4 = < - f-, ..., - í. -, - f ..^, ..., - f >' I l,- I L+¿ m

entonces se tiene que Ó( -i,, -f..-F . q Por ni.inimalidad de q se
r+1

cr]mDle que A< -h,-f. . - ) e= hj-perbólica luego.I+'l

h€D.-(@<-f...>)
n -L+ I

Además como fi F Dk(+< -tr*] )) entonces

hf. g D..(q( -f-,.)1

e.d. 0< -hi.,f- . " 
> es a:risótropa.' .1 1+l

Como

ó( -irt.,-f . -> = Ñ-ir¡. - t. -, hf. f. ,>' 1 a+t r l+l 1 r+l
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(usa¡do Ia propiedad ( a,b) 3 ( a + b, ab>) entonces

0'( -r,hf. f .*., P es anisótropa pero ccmo deg r < deg fi se tiene

6( -r,hf.f. _> < qi i +1

1o que es contradlctori.o a l-a minimalidad de q entre .las formas anisó-

tropas .

Luego vale el l,ema.

¡

Además leeF realiza 1as siguientes observaciones, asr:rn-iendo que q

es anisótropa mj-nima1 como antes:

a) Tod¿ f. es irreducible,
I

b) deg f 'l'lz)m-

c) Si los primeros s - 1 lugares de q son elementos de F y si

óeq í a'i entonces deo i > 3- s sjl -

Corr el Lema 1,. las observaciones a¡teriores podemcs es-,ímar Io siguren

c- = ( a. t ...t d , f -, ..., j >lst t

(s+t)-forma de Pfister a-nisótropa mini¡¡a1 con ui a a t fr- polinomio

en q' de grado mayor o igual que I entoncesi

a) s < v(F) - 1

b) ce-o f, Z 3 , 1uego, por e] Lena



deq f >3'2-- (t>2)- t-

r'.'l
berodeof<lAlt L¿)

" -.-, . fr_l e.d. zL-1 .lr/z)-Luego 3 ¿ . l;J)

- ¡ L^rt < log2l /31 + 1

Co¡iic

v(K) < s+t+ 1<v(F) - 1+ 1og[ 
t/l) *z=

,,", * ,oo[L"-:-r]-l *,-L 3 .l

Sa trene entonces:

(A7) Teorema (Leep) . Sea F cuerpo no rea1, ChF y' 2 Si K es exten-

Sio:l ::nlte de ¡ entoI¡Ceg:

I x , r'l'l
u (K) < v (F) + 1o9^ lL-::-;-:rl I t

- zt I

Es'Le resultado demuestra 1a validez de la conietura hasta

lr<, ¡l < s

-



APNNDICE B

!-b11inea1 de u¡ cuerpo de característica 2.

Como se indicó en Ia introducción al Capíiulo 1r¡ podemos defini¡

ta.rürár la v-bi1inea1 de F

(B.i) Definición. Sea F cuerpo de característica 2 entonces

v. (F) = Mín{n / rnir¡ - s}
13

é * si ta1 n no existe.

li='.uralmen-Le Podeños preguntarnos por e1 comporta¡'.íentc de v' bajo

ex:e¡rsiones dei cuerpo- Además cabe la posibi!"idaC de que anJcos ! y ,b

sean iguales. aclararemos esta pcsibllldad l, daremos algu:ros ejemplos.

J. t{ilnor Imi] demostró que,

(8.2) Teorema" (5 en l¡all ). si ei grado de F sobre F2 es d = 2k < -

enionces rkrr) I o y :k*11r¡ = g .

1-a
claramente e:ltonces v. (r) = k r 1 , donde 2" = iF: F'] Por lo

D

tanto debemos estudj-ar [ ¡, , r,2] cuando ! es extensión de F -

4-J
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(E.3) i,ena. Si L e§ extensión fir,ita rie F (ChF = 2) eil'1-onces

¡t , t2) = ¡r , r2l

Pglg:lIgg:ég, Sea {ur. .'., u*} base de L sobre F entonces:

' 2 2' ador de L2 sobre F2 porque si ,2 
'"2 

enton-{ul , . .. . umJ es gener

ces!t€L¡y

m

w= I x.u. con x.€F.r] 1

por 10 tanto

2 I 22 -2 - .2 2.
w- = I xlul es l--combinación de i u, , ' .. , i,*-'

a.I

Supon_sainos que

fr.r.,
E xiul =oa1

x. € F
l-

e!-uorrces

/m ¡2 Ir.

i : *. | = o . e.ó. I x.u. = o
i. :r Il t:\1=1 , :--t

- t ?-L.L. entonces x. = o i = 1, -.-, r' Por 10pe:-c '.u1, ..., umj l
' 2 21 , 12- L.i- y por ello base <ie L2 sobre E2 'ta¡to {ul, .. ., u.i es

Por 10 anterlor [l , r] = ¡t-2 , t2i pero

[¡, , 12] = [r, , ¡,2][r-2 , 12) = [¡, , r][r , 12]

así ¡r,., r,2J = [r , 12]
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Por otra Parte en IeuJ , =. demuestra:

(8.4) Lema (Baeza). sea L u¡ra extensión algebraica separable de F ,

cuerpo de característica 2. Entoncés:

.2,2,
lL : I I = lF : F I

Este resultado incluye ef caso [¡- , f] = "' , L extensión separa-

ble de F.

Por Io a¡ter.ior podemos enuncia:::

(B.5) Tecrema. Sea F cuerpo de característica 2.

Si L es extensión finita o ex+-ensión al-gebraica separable de F

entonces:

\r. (L) = v. (F)
DD

Además como rnil (F; es ¡n(¡) -nódulo entonces v. (r) > u(F)
9L

De ma¡era que podemos hacer las siEuientes observaciones:

a) S: v. (F) = u(E) y L es extensíón fini-.a de F entonces
-o

v(L) : !(F) . Esto se debe a que ,b perme-nece ir1varian-Le y como

v (L) ¿ \-(r) enLo¡ces

v(L)=vb(Li=v(F)

b) Si F es cuer-po con vb(F) = m y L es Ia 2-clausura separable

de F entonces claramente v(f,) =0 y vb(L) =m

ü
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c) Se verifica que nZ es perfecto e.d. n, = n', luego v(tr.2) = 1 .

Por 10 tanto 
" 

= t2 ¡¡*r,rr, ...)) tiene !(L) = e, 
"." K Ia

Z-clausura separalcle de L entonces tenemos e1 caso:

vO(K) = oe y v(K) =o

Como se ve entonces 1a diferencia vb(F) - !(F) puede ser tan gra¡-

de conlo se desee.
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APENDICE C

Le¡ias '.écnicos.

A con¡inuación se efectúa ia demosiraci6n del- Lema 3.4. mencionaCo

en e] Capítu1o Ii/ q 3.

,) , o2 -- ,{ e F* s: lluo tL) = o enEonces:

i) Toda n-fcrma de Pfister scbre F es de1 tipc 4L,a¡, ..., a,-,-., ;blJ

co:- d-, ..-¡ d -rb€ F*
i !'r_ I

ii) ToCa (¡r-1) -for¡r,a de Pfister sobr:e F es de1 tipo

<i,, ..-, L ^i t!c2]1 con i., ..-, b- . € F'

Para demos-"rar esco oecesit3lnos demostl:ar ei siguiente resultado ge-

neral acerca de foínas de Pfister sobLe cuerpos de calacterístiea 2.

(c.2) Proposición. Sea q una n - fcl'¡rLa de ?fister sobre I -

1) si q con'.iene una subforma [1,"], ae f , entonces

o-](al , .-., an;a]l para ciertos "1, '.-,ur., € F* .
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ii) Escribamos q=0[ 1.b] cor¡ Q=<bl , . . . , br, ] = ( 1 ) + +' e,d.

e = [],¡] + O'[1,b] ." si l€ F* es representado por 6'[ r,u)

entonces q =(Z,al , .... an-r;cll con cj-ertos c.a., ..., a',-, € F* -

Demostración: trla parte (i) ha sido demostrada en [ea]1 Capítulo V en un

contexto mucho más general aún, así que omitimos Ia demostración.

Para (ii), Asumamos que n= 1 ' q=(1,b.,) [1,b] = [r,u] +

+(b1 ) [1,b] si I es representado por (b.,) [t,¡] entonces

L= b1tx2 + xy + by21 y como (*'* "y o uy2) ¡t,b] -[1,b] tenemos

que

a)q-[1,b] +(b,(x'r xy - by')) L1,bj = lt,¡l +({) ll,bl

=(1,¿) [1,b]

Asumamos ahcra que n > 1 . Usarernos inducción resPecto a n . Escri-

bi¡ros ó=(l,bl)rf con qr= 4b2,..., On). Luego Q'=¡r'+(bt)1ll

" = [ r ,b] + úr'[ i,b] + ( b1) ú[ 1,b] e.d.

O'i 1.bl = ip'[t,l] + (b1 ) r'f-r[ t,b]

si tgr" es represeniado por 6'[i,bl , Podeños escribir l=c+b"d

con c representado por U'[ 1,b] y d representado por ü ¡,¡] (pooe-

toos asumir que c,d I o) . Por inducción tener¡os

{.,[ 1'b] = ( l.c) t[ I ,¡']

con aIguna (n-2)-forma bilineal de Pfister Í , b' € F - Más aún

( d) úJ i,bl - VI t,bl . Lueso:
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q=(1,b1 )ij,[1,b] =!,[ 1,b] +(bl )!j[1,b]

9 = ( 1,c) rl 1,b'l + ( b1d) ( 1,c) r[ T ,b']

a I ( 1,c) ( 1.b.d) rl 1,b'l

pero (1,c) (1,b] d) = ('1 ,c,b.,d,cbtd) -(1,c + b.td,x,x(c + btd)) =

: \ | tLt \ I tX)

es decir

s = ( 1 ,¿) ( 1,x) r[ 1 ,b']

Es¿o demuestra (C.2) .

Demos+-r.aci6n de (C.'1 ) : As',.uramos gue ltw,, lL) = O

cc: ^ = << = , ..., ar,;bJl - d.l 1.b] cualqujer n-forma de Pfiste.

sobre F . Como q8f. = 0 , podemos encontrar vectores no nulos

x = xo + x1o' . y = yo + y-0 € +8L +-ales que:

q(xG,e+y8f)=0 (ve:: notación en Capiculo 11 !3)

e.d. q(xog}. +yo8f) + ¿q(x1 6e+yl@rl =o

on,ro@. + yoOf,x.8e + -v.@r¡ = o

sea u=xo8e+yl @f , ,r=".,8e-yl 8f €q Entonces

q(u) + ¿q(v) =0, b (u,r') =0. Natural$enle Podemos asumir que-q

q(u),q{v) / o porque en caso contrario q sería isótropo sobre F y

por ello q = 0 , Como 2 = 0, se pueden encontrar vectores u1 ,v1 E q



ccn b (u,u-) = t, ,q,
(u'u ) + (v,v ) C c'1 1

ces

b (u,r') = 1
<1_

para algunos a1.a2 € F . Pero a = q(v) es representado por q luego

ra)q=q ) oeahi It,a.,i *it)[r,ari cq Er. particular It,a.,1 !e

luego por e1 Lema (C,2)(i) se tiene n = 9l t,arJ con if n-fcr-ma bili -

neal de Pfister. Como n = [r,a.,1 a ¿''It.arJ se tiene por cancelaci6n

<tl ll,e11 c q'Ir,a.,l , por io ta:]to Z es rep:esenlado por ú't',u,1

Usando e1 Lema (c.2) (ii) concluimos que q=<¿,b1 , ..., b¡-1tb'l] par.a

algunos b:, ..., Or]_rro' € E . Esto demuestra (C-1) (i)-

Consideremos una (n-1) -fo¡-¡'a de Pfister sobre F ,

q =(ar, ..., "n_l;¡ll = ól i.¡l . 0=("1 ....,.r,_1 ). como

rnw (l) = o, se tiene que (t,crlq=9 sobre L e.d. q represe¡ta a
q

o sobre L - Luego exisien x= xo +x-c\., Y = Yo * y1o€q§L tales

quÉ C(xE¿r y§:) =0. EsLL sigr:ifjca

qtxo@" * yoOf) , lq'x.,0e - rrb:) = c ,

on(ro 8. + yo$t, ".,8" + 1'., @ r) = r

Ia.a'] + [aZ,a"] c e

( a) [r,a-] . ( a{) [l,a^l L q
t¿

esto se tienen u,v € q tales que q(u) + {q(v) = o ,

entonces (u,v) C q y

Con

AS ].
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(u,v) = [etv),&tvl] = (q(v) ) Í t,Letvt2l .

Pe.ro (q(v))q=q luego l1,k2l cq donde c=q(v) Aplicando ahora
(C.2) (i) concluimos que

e=(bl , ..., bn_1ilc2ll

esto concluye 1a demostración de (C. 1) (ii).
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