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Resumen

Consideramos la ecuacién integral escalar,

t
t
o(t) = p(t)o(0) + £(t.2(6) + [ Z2h(s,a(e))ds, 120,
0
donde f,h : [0,00) x R — R son funciones continuas, tales que la funcién cero
sea solucién. Conseguimos distintas condiciones para la estabilidad y estabilidad
asintética de la solucién cero, usando la Teoria del Punto Fijo.
Finalmente, estudiamos la ecuacién diferencial no lineal

" + f(t,z,z )z’ + b(t)g(z(t — L)) = 0,

donde f, by g son funciones continuas. La funcién b es acotada, y f es localmente
Lipschitz. Establecemos, por medio de la Teoria del Punto Fijo, condiciones que
garantizan que la solucién cero es asintéticamente estable. Nuestras hipétesis son
mds generales y faciles de verificar, que las obtenidas por Burton en [4].
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Abstract

We consider the scalar integral equation

t
t
z(t) = p(t)z(0) + f(¢,z(t)) + /; %h(s,w(s))ds, 120,
where f,h: [0,00) x R — R are continuous functions, such that the zero function
is a solution. We obtain several assumptions to ensure, using Fixed Point Theory,
that the zero solution is stable or asymptotically stable.
Finally, we estudy the non-linear differential equation

2" + f(t,z, ")z’ + b(t)g(z(t — L)) =0,

where f,b, g are continuous functions. The function b is positive and bounded,
while f is locally Lipschitz. Using Fixed Point Theory, we obtain conditions to
ensure that the solution zero is asymptotically stable. Our assumptions are more
general and easier to check, than the Burton’s conditions in [4].
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Introduccion.

Esta tesis trata sobre la estabilidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO), un problema que ha sido de constante interés por més de un
siglo. El estudio de la estabilidad de las soluciones de EDO se ha apoyado en el
método directo de Liapunov, asi como en desigualdades integrales. Sin embargo,
en la tltima decada surge una nueva alternativa. Burton et al. [2]-[6] han con-
seguido diversos resultados de estabilidad por medio de la Teorfa del Punto fijo,
principalmente para ecuaciones diferenciales con retardo. Burton tiene una larga
trayectoria y vasta experiencia en el estudio de la soluciones estables de ecuaciones
diferenciales utilizando funcionales de Liapunov. Sin embargo, para superar cier-
tas dificultades que aparecen en el tratamiento de la estabilidad por medio de
funcionales de Liapunov, ha utilizado la Teorfa del Punto Fijo. A continuacion
describimos algunas consideraciones, relacionadas con el estudio de la estabilidad
para las soluciones de ecuaciones diferenciales con retardo, ya sea por Teorfa del
Punto Fijo o Funcionales de Liapunov.

1. Cuando el retardo no se comporta bien, el Método directo de Liapunov se
vuelve dificil de usar, pero esas dificultades se superan facilmente por medio
de la Teoria del Punto Fijo.

2. El Método directo de Liapunov requiere relaciones puntuales, en cambio,
mediante la Teoria del Punto Fijo se necesitan condiciones de promedio
integrales.

3. Existe un equilibrio. En la Teoria de Liapunov uno debe hallar un funcional
adecuado; en la Teoria de Punto Fijo se debe hallar un operador junto con
un espacio invariante adecuado.

4. La Teorfa de Punto Fijo es efectiva en el estudio de la estabilidad, puesto que
restringe las funciones a un subconjunto especifico, de un espacio de Banach,
por lo que las condiciones para estabilidad se ven reducidas. En contraste, las
funciones de Liapunov estin definidas en un dominio de la forma [0, 00) x D
donde D es una vecindad abierta de 0. El método de punto fijo trabaja en
un conjunto mucho més pequeno.

El continuo interés por la estabilidad de las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales, sumado a la innovadora manera de abordar la problemaética, nos impulsé a
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INTRODUCCION. 11

estudiar la estabilidad de soluciones de ecuaciones diferenciales, por medio de los
teoremas cldsicos de punto fijo, estos son: Banach, Schauder y Krasnoselskii. Este
es el objetivo de esta tesis, que se divide en dos Capitulos.

En el Capitulo 1, nos.fortalecemos en la Teoria del Punto Fijo, aplicada a la
estabilidad de las soluciones de EDO. Ampliando nuestro conocimiento sobre este
tépico. Todo lo anterior se ve reflejado en los Teoremas alli presentes, que ilustran
las ideas fundamentales para conseguir resultados sobre la estabilidad de solu-
ciones de (EDO) por medio de la Teorfa del Punto Fijo. Se concluye este Capitulo
con aplicaciones a: ecuaciones integro-diferenciales, ecuaciones diferenciales con
retardo y a una ecuacién diferencial de segundo orden.

La estabilidad de la solucién cero de ecuaciones tipo Liénard ha sido un prob-
lema muy estudiado [4, 12, 13, 18, 21]. El Capitulo 2, que le da el titulo a este
trabajo, trata sobre la ecuacién diferencial tipo Liénard con retardo

" + f(t,z, 2 )z’ +b(t)g(z(t — L)) =0,

donde f(t,z,y) > a(t) para alguna funcién continua a. Burton, en [4] (2005),
consiguié un interesante resultado de estabilidad asintética para la solucién cero
de esta ecuacidn, usando Teoria del Punto Fijo. Burton busca un resultado andlogo
al conseguido por Smith en [20], el afio 1962, para la ecuacién diferencial lineal de
segundo orden

' + h(t)z' + k*z = 0, (1)

donde A(t) es una funcién continua para ¢ > 0, k? es una constante positiva, y ko
es una constante positiva tal que

h(t) > ho.

Nosotros estudiamos la ecuacién tratada por Burton, consiguiendo un resultado
anédlogo al de Burton. Cabe destacar que:

1. Nuestro resultado requiere de menos condiciones que el de Burton, y més
sencillas de verificar.

2. Nos acercamos més al espiritu del resultado de Smith.

3. El resultado de Smith es vélido para h(t) = ho + t, pero falla para h(t) =
ho + t2. Nuestro Teorema 10 tiene una limitacién similar, la que se hacemos
notar, a la vez que delimitamos claramente su alcance, i.e. h(t) = hy + t°
funciona para 3 < 1.

4. Conseguimos condiciones distintas a las que puede entregar el método directo
de Liapunov.

5. Utilizamos el Teorema asintético de Banach, para conseguir la estabilidad
asintética. Un hecho poco visto en la bibliografia.




Capitulo 1

Ecuaciones Integrales.

1.1. Introduccién

Para comenzar consideramos la ecuacién integral escalar,

t
t
o(t) = p(02(0) + ,2(0) + | DOhh(s,2(5))ds, £ 20, (1)
0
donde la funcién p(t) > 0,p(0) = 1 es continua, y f,h : [0,00) x R — R son
funciones continuas que satisfacen

f(t,0)=0, f(0,z)=0, h(0)=0.
Ecuaciones del tipo (1.1) provienen de interesantes problemas como la ecuacién

diferencial de tipo neutral:

() = ~a(t)a(t) + (6, 5(0) — FQE,(E 1))t 20 (12

con la condicién inicial z(t) = 9(t) con t € [—r,0],7 > 0. Condiciones para la
estabilidad asintética de la solucién cero de (1.2) se consiguen en la seccién (1.3.2).

Nos ocupamos de la aplicacién de la Teoria del Punto Fijo para estudiar la
estabilidad de soluciones de ecuaciones integrales, pues, a cada ecuaciéon diferen-
cial se le puede asociar una ecuacién integral equivalente. Distintos autores han
trabajado en este tema los dltimos 15 afios, destacando T.A. Burton [2]-[4].

Denotamos por z(t) = z(t, 2o, to) a una solucién de (1.1), con condicién inicial
z(to) = zo.

Definicién 1. Se dice que la solucion y(t) = y(t,yo0,t0) de la ecuacion (1.1),
definida para t > tg, es estable si, para todo € > 0, existe § > 0 tal que: para cada
zo que cumpla |zo — yo| < 8, existe z(t, zo,to) solucidn de (1.1), a la vez que

ly(t) — z(t)| < €, Yt > to.
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Definicién 2. La solucidn y(t) = y(t,yo,to) de la ecuacidn (1.1) es asintdtica-
mente estable si la solucion y(t) es estable y ademds cada solucion de (1.1),
z(t, T, to), St |zo — yo| < 0, entonces

\y(t) —z(t)] = 0 cuando t — oco.

En este capitulo estudiaremos la estabilidad de las soluciones de ecuaciones
integrales, mediante la Teorfa del Punto Fijo. A continuacién enunciamos los Teo-
remas cldsicos del Punto Fijo, que utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Teorema 1 (Banach, 1922). Sean (S, p) un espacio métrico completo y F : S-S
un operador contractivo, entonces el operador F' tiene un dnico punto fijo en S.

Teorema 2 (Schauder, 1930). Sea £ un subconjunio no vacio, convero y compacto
de un espacio de Banach S y F : Q@ — Q un operador continuo, entonces el
operador F tiene al menos un punto fijo en (1.

Particular interés tienen los operadores suma P = I'y + 'y, donde los puntos
fijos de P, pueden ser atrafdos por los puntos fijos del operador dominante, digamos
z =Tz,

si I'y es pequefio. En este sentido destaca uno de los primeros teoremas de punto fijo
vélidos para suma de operadores, debido a Krasnoselskii, que suma un operador
contractivo con otro operador continuo y compacto [6], [2],[16]:

Teorema 3 (Krasnoselskii, 1955). Sea 0 un subconjunto no vacio, convero y
cerrado de un espacio de Banach S. Supongamos que existen operadores I'1, T’ :
Q — S tales que :

(i) Tyx + Doy € Q para todo z,y € §,
(1) I'1 es un operador contractivo,

(i) Ty es un operador completamente continuo (' es continuo y compacto).

Entonces eriste y € Q de manera que 'y + Ty = v.

Este tltimo resultado relaciona y extiende los Teoremas 1 y 2. Las demostra-
ciones de los Teoremas 1 y 2 pueden encontrarse en Dugundji y Granas [8], el
Teorema 3 es demostrado en Smart [19].

En las siguientes paginas se consiguen resultados sobre estabilidad y estabilidad
asintética de la solucién cero de la ecuacién integral (1.1), mediante los Teoremas 1,
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2 y 3. Hacemos notar qﬁe para utilizar los Teoremas 2 y 3, necesitaremos probar
que cierto conjunto de funciones es compacto lo que, usualmente, se consigue
gracias al Teorema de Arzela-Ascoli. Nosotros estamos interesados en operadores
definidos en el espacio de Banach (BC([0,00)),|| - ||}, el espacio de las funciones
continuas y acotadas con la norma del supremo. El Teorema de Arzela-Ascoli no
es valido sobre el intervalo [0, 00). Por esto es que demostramos un buen criterio
para. probar la compacidad de un conjunto en (BC([0, 02)), || - {])-

Lema 1. Sea A C BC([0,c0)) un conjunto cerrado y acotado, si A es equicontinuo
sobre cada intervalo acotado en [0,00) y es equiconvergente a cero, esto es, para
cada € > 0 existe T = T'(¢) tal que

lz(t)| < €,Vt > T,Vz € A.
Entonces A es un subconjunto compacto en (BC([0,00)), || - )-

Demostracién. Sea {fn}5; una sucesién en A, sabemos que sobre todo conjunto
compacto [0,n] el conjunto A es equicontinuo y acotado{uniformemente), luego,
por el Teorema Arzela-Ascoli sabemos que A restringido al intervalo [0, n] es com-
pacto. Por lo tanto, sobre el intervalo [0,1] la sucesién {fn}32, tiene una sub-
sucesién convergente, la denotamos {f,}32 ;. Sobre el intervalo [0,2] la sucesién
{fi}2, tiene, a su vez, una subsucesién convergente, llamémosla { a1, A
en el intervalo [0, k + 1], la sucesién {f¥}22;, tiene una subsucesién convergente,
denotada por {51} ., de este modo podemos cubrir [0, 00). Diagonalizando
conseguimos una subsucesién {f7}%2, C A, veamos que es de Cauchy en [0, o0).

Sea € > 0, existe T' = T(e) € N tal que |z(t)| < ¢/2 para t € [T, c0), esto lo
satisface cualquier z € A, gracias a la equiconvergencia a cero. Pero en 0,7, la
sucesién {fI 11122, es convergente (desde n > T, debido a la construccién), por
tanto, para € dado, podemos hallar M > T tal que

i | fa(t) — fm (D] < M.
tg%g:?..]]fn(t) fm(t)l < E, n?m >

Luego, para n,m > M

[ fo = fml] = méx{ méx |fn(t) = fm(t)l, sup |fult) — fm(0)[}

t€[0,T] t€[0,00)

gracias a la desigualdad triangular, obtenemos
, € €
| frn — fml| € méx{e, 3 + 5}

Luego la subsucesién es de Cauchy, y por tanto convergente en BC([0, 00)). Como
A es cerrado, se sigue que {f7}22, converge en A, luego, éste es un subconjunto

compacto de (BC([0,00)), |- |])-
U



CAPITULO 1. ECUACIONES INTEGRALES. 4

1.2. Estabilidad en una Ecuacion Integral.

Reescribimos la ecuacién (1.1)

o(t) = p(6)2(0) + (4 f Bah(s,2(a)ds, 20,

y recordamos que la funcién p(t) > 0,p(0) = 1 es continua y f,h:[0,00) xR = R
son funciones continuas que satisfacen

F(£,0)=0, f(0,z)=0, h(t0)=0.

Supondremos que tanto f,h son Lipschitz en la segunda coordenada, es decir,
existen funciones A, p : [0, 00) — [0, 00) tales que:

(¢ 2) — f(& )] < Alt)le — vl (1.3)

|h(t, =) — h(t,y)| < p(d)|z -yl (1.4)

Para conseguir la estabilidad de una solucién de la ecuacién (1.1), mediante los
Teoremas de punto fijo, se necesitard exigir una condicién de promedio, en el
siguiente resultado se trata de (1.5).

Teorema 4. Si p es acotada, (1.3), (1.4) se tienen, y ademds se satisface:

sup ()\{t) + /: %#(s)ds) ol (1.5)

>0

entonces la solucién cero de la ecuacidn (1.1) es estable. Si ademds p(t) — 0
cuando t — oo, la solucién cero es asintdticamente estable.

Demostracién. A partir de este momento consideramos X := BC([0, 00)) el espa-
cio vectorial de las funciones continuas y acotadas, y || - || la norma del supremo.
Se sabe que (X, || - ||) es un espacio de Banach.

Definimos el operador

t
(P2)(®) = plo)ao + £t 2(0) + [ }%h(s, 2(s))ds, (L6)

para t > 0. Es facil ver que P es un operador contractivo, pues para todo par de
funciones z,y € X, tenemos

(P2)(t) — (Py)()] < |p(t)]lmo — mo| + |£ (1, 2()) — F(t,y(t))]
+ ]; %M(s,z(s)) — h(s,y(s))|ds
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< Mo)le(t) - v(B)] + fG %#(snz(s) — y(s)lds,
de (1.5) se consigue
(P2)() - (Py)®)] < Bllz— ]l 17)

Luego el operador P tiene un inico punto fijo, para cada valor inicial.

Estabilidad. Dado € > 0, consideramos el espacio métrico completo
M={ze X :||z|| <€}

Existe un 6 > 0, tal que si |zo| < 0 := ﬁe, con x € M*

[(Pz)(#)] < |p(®)llwo] + | £ (E, 2(2))] +f0 g’%!h(s,fﬂ(s})lds

|(Pz)(t)] < llpllzo + Bl]x]]
=B ot =
< [lpll Il e+ fe=e

Hemos demostrado que PM® C M*. Ademéas Py, el operador P restringido a
Me¢, sigue siendo contractivo. Por lo tanto, la solucién de (1.1) con valor inicial
|zo| < & satisface

|z(2)| < e.

Conseguimos asf la estabilidad de la solucién cero.

Estabilidad asintdtica. Si ademés se tiene lim;— o p(t) = 0, para conseguir la
estabilidad asintética consideramos el conjunto

My={z € Xltgrgox(t) = 0}.

(Mo, || - ||) es un espacio de Banach, pues es un subconjunto cerrado de X. Para
demostrar la estabilidad asintética de la solucién cero, probaremos que PMy C Mo.
Dados z € My, € > 0, podemos hallar una constante positiva Tp, tal que, si ¢ > Ty
se tiene:

A@®)|z(t)] + sup |z(t)] <
t>Ty

(1.8)

[T

Lo anterior se sigue del hecho que z(t) — 0 si t — oo. Ahora, gracias a que
p(t) — 0 cuando t — oo, y el hecho que p(Tp) es una constante fija, existe la
constante 77 > 0, tal que

(1.9)

D[ m

To
ploool + - [ BB eyl <
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Luego si t = 71, se tiene

(Px)(®) < Ip(8)lmo] + X)) + / %ﬂ(s)lm(s)lds,

y como 11 > Tj, conseguimos

To
(P2)() < I(Bllol + XOlete)] + 2k [7 BB utalatolas (110)

t
/T %u(s>lm<sJ|ds

+f
< A(B)|=(8)] + fT fjg—?)m)lx(snds
To
+p@leal + 25 [T BB u(a)dsle(o)l

Asi, de la eleccién de Ty v 71 en (1.8) y (1.9), respectivamente, se tiene que:

|(Pz)(t)| <

luego PMy C My. Gracias a que el operador P es contractivo, existe una inica
funcién z*(t) = (Pz*)(t), * € M. Se concluye que, para cada condicién inicial
g la solucién z(t, 2o,0) tiende a cero cuando t — oo. Por lo tanto la solucidn cero
de (1.1) es asintéticamente estable. O

Ejemplo 1. Consideremos la ecuacién integral

2(8) = z(0) . tz(t) +f (a-i—s) (S)ds 25 B

(a+t)s  1+4ct a+t) b+s -

(1.11)

donde k >1,b>a>0yc> ~kf—1, entonces tenemos la siguiente estimacién

b+—s < 5—1-—5 luego
fo (iis)kd </(a+5k 1ds <u’k—ﬂf,wzo,
por tanto ; .
(ait)k,/o (ab—:—? e %’W 20,
entonces

t 1 ¢ (a+ s)*
ds| £ -+ —= 1.
Stgg[l—t—ct—i_(a—i-s)k/(; bts =2t x & -

Luego por el Teorema 4 la solucién cero es asintéticamente estable.
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A continuacién conseguimos un resultado andlogo, suprimiendo (1.5) pero

exigiendo otra condicién de promedio, esta vez £ ((g € L{[0, o0)).

Teorema 5. Seca p(t) acotada, si se tienen (1.3), (1.4) , y ademds se satisface:

Nl <8 <1, (1.12)
%%) e LY([0, 00)), (1.13)

entonces la solucidn cero de la ecuacidn (1.1) es estable. Si ademds p(t), A(t) — 0
cuando t — oo, la solucidn cero es asintdticamente estable.

Demostracion. Consideremos el espacio de Banach (X, ||-|]). Definimos el operador
" p(t)
(Pz) () = p(t)z0 + F(t o(t ))+/ B h(s,a(s))ds, 20
0

Veamos que PX C X,seaz € X

t
[(Pz)(8)] < lp(f)ﬂwoﬂf(f:w(f))l-*"fo %lh(saw@))lds

< Hpillmo|+)\(t)\$(t)l+f %ﬂ(S)Im(S)IdS

<||P||$0|+||:c||+||$|;|p||f F’"(S

luego P : X — X. Pero con la norma del supremo este operador no necesariamente
es contractivo. Gracias a la condicién (1.13) podemos definir una métrica equiva-
lente a la del supremo, con la que este operador se vuelve contractivo. Definimos
la familia de métricas:

o)
llz - yllk := sup |2(t) — y(t)|e ™ Jo Bty

debido a que -g—% € L, el espacio métrico (X, || - ||x) es un espacio de Banach.
Ahora determinaremos que valores de K garantizan la contraccién del operador.
Sean x,y € X se tiene

|(Pz)(t) — (Py)(tﬂe#Kf‘; ﬁ:—;ds < [f(t2() = f(£ y®)le ~K fi e “‘mds

* p(t) B K B,
+/o 5@%(8,:&‘(5)) h(s,y(s))|d as.

(Pa)(2) - (Py)(B)]e 5 339 < A@)la(t) - y(n]e™ B 5%
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t t a
alt) [ R TEEL o) - y5)e N %
0 P(S)
Asi conseguimos:
= t uls t - t E_(Q s
(PO (P)@)le™ 6 % < \@)la—yllacatt) [ & ”“’d{%”“"‘y“"ds

integrando la segunda expresién se obtiene:

1 — e Kl s
|(Pz) — (Py)llx < A@)|lz — yllx + p(t) = llz — yllk

& e yuK(HAH 5 upn%).

La condicién (1.12), garantiza ||A|| < B < 1, podemos hallar K; € N tal que
B+ |lp|l/Ko < 1, y entonces el operador P sobre el espacio de Banach (X, || - ||x)
es contractivo.

Estabilidad. Sea
t u(s)
M, = {z € BO([0,0)) : |z(t)] < ee!KoTD o 5tiydsy
La eleccién de la condicién inicial zg debe ser suficientemente pequefia, por el

momento se exige que |zg| < e. Debido a la condicién (1.13), el conjunto M, es
acotado, y ademds conseguimos:

t
t
[(P)(t)] < p(t)leo| + Bla(®)| + ] PO o) e(s)ds
o p(s)
s t &
< p(t)lmol + Bee ™o+ HE 1 p(r) / 1L8) (Kot f7 i g
o p(s)
t (s (Ko+1) fy fﬂj—)ds _
< p(t)|mo] + Bee ™V 5% 1 ep(t) KD-I: i 1
0
wis)
[(Pz)(t)| < p(t)|zo| + cetFotl) I3 43 L@ + Kp(-? 1} (1.14)
0

y para garantizar que M, queda invariante bajo el operador P, debemos ser mds
exigentes con zp, basta con:

e[y _q_ il e [1_45_ _lrll ] (Ko+1) ¢ 462 4s
's'“’lsupll[1 ﬁ K0+1}S|JPH{1 P ko +1)° o (1B

De (1.14) y (1.15), se sigue la estabilidad de la soluci6n cero.
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Estabilidad asintdtica. Para conseguir la estabilidad asintdtica, basta ver que
toda solucién de (1.1) tiende a cero cuando t — co. Para esto resulta fundamental
que p(t), A(t) — 0 cuando ¢ — oo. Dado € > 0, la condicién (1.13) y el hecho que
p(t), z(t) son funciones acotadas, garantizan la existencia de 7' > 0 tal que

= u(s) €
Ioll |~ £l < 5.

Gracias a que p(t) tiende a cero, existe T, > T, tal que

T €
p(t)(1w0| + [ g%wcnws) <& t>T,

Puesto que A(t) tiende a cero, existe Ty > T, tal que

|

A@)fel] < 55 t 2 T

ot m

Parat>T y z € X, se tiene:

T S t S
(P2)(0) < Ip(e)lool + A@) (0] + p(2) | %wlds +00) | %msnds-

De esta manera para t > Ty = méx{Tp, T} se tiene que:
|(Pz)(t)| <€ t 2 To,

se concluye que toda solucién de (1.1) tiende a cero.
O

Observacién 1. Si estamos interesados en un criterio que garantice sélo la esta-
bilidad de la solucidén cero de (1.1), tanto el Teorema 4, como el Teorerna 5, son
criterios interesantes. Bl Teorema § pide lo condicidn de promedio (1.12) permi-
tiendo que el promedio sea acotado, y no menor gue 1, como plantea el Teorema
4 y su condicién (1.5). Al buscar la estabilidad asintdtica, la condicién (1.13) se
vuelve muy restrictiva. Dos aspectos dejan en evidencia estas limitaciones:

1. La condicidn (1.18) junto al hecho que p(t) — 0 sit — oo, implican que

t
f —@p(s)ds — 0, cuando t— co.
o P(s)

Lo que es mds exigente que la condicidn (1.5) del Teorema 4.

2. La condicién p(t) — 0 si t — oo, implica que 1/p(t) — oo sit — co. Para
que se satisfaga la condicidn (1.18), p queda muy restringida por la funcion
p(t), de modo que £ sea integrable.

Asi, nuestro Teorema 4 resulta un mejor criterio para la estabilidad asintdtica de
la solucidén cero de (1.1), en comparacion con nuestro Teorema 5.
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Los Teoremas 4 v 5 se basan en el Teorema 1, de Banach, lo que explica
la necesidad de condiciones de Lipschitz sobre las funciones involucradas. Esta
propiedad resulta, en la pfactica, dificil de tener. A continuacién sélo exigiremos
que las funciones sean localmente Lipschitz, algo que es mucho menos restric-
tivo. Destacamos la presencia, una vez mds de condiciones de promedio (1.21).
Supongamos que:

(Invy) Existe una funcién w : [0,00) — [0, co) continua y creciente, y w(0) = 0, tal
que para todo p > 0, si |z| < p, se satisface:

|£(t,z)| < wlp)lzl. (1.16)
(Cy) Para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que si |z, |y| < py |z — y| < § entonces

|f(t,z) — ft, )] S wlp)e (1.17)

(Invy,) Existen funciones continuas 7, : [0,00) — [0,00) donde p es creciente, y
©(0) = 0, tales que para todo p > 0, si |z| < p se satisface:

|7 (¢, )| < n(t)up)lx] (1.18)
(Cp) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que
[z —yl < 6= |ht,z) - h(t,y)| < n(t)ulp)e (1.19)

(7) La funcién n satisface:

¢
p(t)
su —=n(s)ds < . 1.20
up [, B el
Existe algiin 0 < & < 1 de modo que

sup fet (p(—t)) lﬂan(s)ds < oo. (1.21)

>0 p(s)

Bajo estas condiciones podemos utilizar el Primer Teorema de Schauder, Teorema
2, para garantizar la estabilidad asintética de la solucién cero de la ecuacién (1.1).

Teorema 6. Si p(t) tiende a cero, y se tienen (Invg), (Cf), (Inwp), (Ch), (7).
Entonces la solucidn cero de la ecuacidn (1.1) es asintoticamente estable. De hecho
eziste una constante Ry > 0, tal que la solucidn z(t) = z(t,zo,0) satisface

|z(t)] < Rop™(¥),

para |xo| suficientemente pequenio.
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Observacién 2. La constante Ry para la solucion z(t, zo,0), aparece claramente
al conseguir el conjunto no vacio, convezo, compacto que requiere el Teorema 2.
Ry depende directamente de las funciones f y h.

Demostracion. Definimos el operador P : (X, || -|]) = (X,]|-]])

(P2)() = p(0)=(0) + £ (8,26 + | %ms,z(s))d&

Consideramos la familia de conjuntos cerrados, convexos y no vacios:
Mp = {z € C([0,00)) : [2(0)| < Rxoy |2(£)| < Bp™(#)},
con Yo por determinar, pero desde ya exigimos xo < p®(0). Definimos
pr = Rlp®|l, ko:=|lp"7%l. (1.22)

A continuacién demostraremos que existen Ro, xo > 0, xo = Xo(Ro), tal que para
todo x € Mg, se satisface Pz € Mpg,. Para z € Mpg se tiene

[(Pz) ()] < p(t)|=(0)] + [ £ (2, 2(£)) + /0 %lh(s, z(s))ds

< p(®)|=(0)] + w(or)|z(®)] + [0 %nwm(mnm)ds

p(t)

p(S) W(S)#(PR)RPQ(SMS- (123)

I(P2)(8)] < p(t) Rxo + w(or)RP(t) + /0

Ahora notamos que

t t l—o
R fo %n(s)y(pg)pa(s)ds:Rpa(t) fo (%) 1(s)ulpr)ds,

gracias a la condicién (1.21), conseguimos

* p(t) o = t E@ o 3
R/O () (S )pler)p (s)ds < Rp®(t)ulpr) 3;13/0 (p(s)) n(s)ds. (1.24)

Asi de (1.23) y (1.24), obtenemos

t 11—«
|Pz(t)| < Rp*(t) [pl‘“(t)xww(pﬁ)+u(pa)stglg /0 (g—g—)) ”7(5)055}:

utilizando ky definido en (1.22), se tiene

t 11—
\Px(t)] < Rp(0) [koxo+w<pg)+u(pﬁ>§gg / (ggi)) n(s)d.s]. (1.25)
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La estimacién (1.25), es independiente del conjunto Mp. Para conseguir un con-
junto invariante por el operador F, necesitamos

t l-a
koxo + w(pr) + plpR) Sfi%/o (z%) n(s)ds < 1.

Las condiciones sobre w, u exigidas en (Invy) e (Invy), respectivamente, junto a la
condicién (7), implican que

L@\
w(pr) + w(pr) iggfo @E) n(s)ds — 0 cuando R — 0.

Por lo tanto existe Ry > 0, tal que

t l1—a
o(pre) + (o) 3up / (%) n(s)ds < 1. (1.26)

Como p(0) = 1y p(t) es acotado, se tiene 0 < ||p*~%|| < co. Definimos ahora

l1-a
1= w(pry) — (PR ) SUPE20 fo (%%) n(s)ds
Mg = min{ 7 ,po‘(O)}, (1.27)

con ko definido en (1.22). Las elecciones de Ry y xo en, respectivamente, (1.26)
y (1.27) definen completamente al conjunto Mg,. Para z € Mg, son vélidas las
estimaciones anteriores, inclusive (1.25), i.e.

% ¢ -
o) < R (6) koo + (o) + (o) sup [ (Z5)  ntejs
t>0 Jo \P(s)
v de las elecciones de Rg y xo en (1.26) y (1.27), se consigue

|Pz(t)] < Rop™(2)
(1.28)
|Pz(0)] < |£(0,2(0))] + p(0)|z(0)| = |0] + 1]{z(0)| < Roxe-

Por lo tanto, para cualquier z € Mg,, Px € Mpg,, en otras palabras, Mg, es un
conjunto convexo e invariante bajo el operador P, pero Mg, no es compacto.

Construiremos un subconjunto no vacio Kg, de Mg,, de manera que Kg, sea
un conjunto compacto, convexo, invariante por el operador P. Comenzamos por
hallar una funcién creciente 6 : (0,2Rg) — (0,00) de manera que se tengan

|Rop®(to) — Rop®(t1)| < € si 0 < tg <ty < to + 6(e), (1.29)

|(P2)(to) — (P2)(t1)| < esi0 < tg <ty < tg+ 6(e), clertos z € Mg, (1.30)
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Sea € > 0, desde ahora fijo. Asumimos que p(t) — 0 si t — oo, lo que implica
Rgp*(t) — 0 cuando t — oo. Existe T' > 0 de modo que |Rop®(t)| <¢/2sit > T.
Como la funcién Rgp®(t) es continua, sobre el intervalo [0, T] es uniformemente
continua. Por lo tanto, para € > 0, existe dp > 0 tal que

lRopa(i'o) — Ropa(tl)l <€ si0 <tg <ty <tg+ 51(6).

Ahora nos ocuparemos de (1.30), esto lo haremos estudiando cada uno de las
funciones involucradas en el operador

t
(P2)E) =3(0)2(0) + Flt,26) + | j—j—%h(s, 2(s))ds.

Comenzamos con la funcién (P z)(t) := p(t)z(0), si consideramos z € Mg, se tiene

|(P12)(to) — (P12)(t1)] = Ip(to) — p(£1)|2(0)] < |p(to) — p(t1)| Eoxo.

Un argumento andlogo al que utilizamos para hallar g, asociado a la funcién
Rop®(t), permite hallar ahora para €, dado, una funcién 6; > 0, de modo que:

|(Plz)(t0) — (Plz)(tl)l < |p(fo) —p(i‘lﬂRoX{) < :‘2 si0<tg <ty <tg+ (51(6).

Consideramos (Pz)(t) = [; 40} g(t) s,z(s))ds, donde z € Mg, se tiene que,

como antes que
(P22} (2)| < Rop™(2)-
Por lo tanto, existe T, > 0 de modo que para cada t > Th se tiene que |(P2z)(t)] <

€

.6‘.
A continuacién estudiaremos la funcién (Paz)(¢) cuando t € [0, T3].

(Pea)to) ~ (Poa) (o) < | i -'—P—(L(S)—@w )lds+ / %Ih(s,z(s))lds,

para z € Mp,, se tiene que

" |p(to) — p(t1)]

(s (s

|(Pa2)(to) — (Po2)(t1)] < Rou(pro) fo

FRoutors) [ B8 (s (5

La funcién -1—,% es continua sobre el intervalo [0, 74|, por lo tanto, acotada i.e.

< K, s € [0,T3]. Obtenemos asi

existe A > 0, tal que I (%)

|(P2z)(to) — (Paz)(t1)] < Rop(pry) K (Talp(to) — p(t1) + [to — t1l).
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Por lo tanto, para € > 0, fijado con anterioridad. Existe d; > 0 de modo que:
[(Pa2)(to) — (Paz)(t1)] < % 510 < tp <ty < to + Ga(e).

A continuacién definimos una funcién 83(e) := min{d;(¢),0 < i < 2}, y ahora
nos detenemos en el conjunto de funciones

Kop:={z€ Mp,: dadoe> 0, si0 <ty <t1 <to+d3(e) = |z(to) — 2(t1)| < €}

Notamos que Kg es un conjunto equicontinuo, y equiconvergente por el Lema 1,
Ko es compacto. Consideramos P3(z,t) := f(t,z(t)), donde z € Ky. Puesto que
z € Mp, se tiene que

|P3(2,t)| < Rop®(t).
Por lo tanto, la constante 75 > 0 garantiza que, para cada t > 15 se tiene que
|P3(z,t)] < §&. La funcién f(¢,2(t)) es continua. El conjunto [0,75] x Kojr, €S
compacto, donde Kﬂ\m,m es el conjunto K restringido al intervalo [0,75]. Por
lo tanto f(t,z(t)) sobre el conjunto [0, T3] x K|y 1y €8 uniformemente continua.
Luego para € > 0, ya fijado. Existe d4(¢) > 0 de modo que:

‘f(to, Z(to)) — f(tl,z(tl))\ < % si |Z(t0) — Z(fl)l < 54(6), yO0<ty<t < t0+54(e).

Concluimos as{ que existe para ¢ > 0, existe un &4 adecuado, silempre y cuando
z estd en un subconjunto equicontinuo de Mp,. Ahora basta definir la funcién
d5(€) := min{da(e), §3(d4(€)), d4(e) }, que puede redefinirse creciente. Definimos el
conjunto

Kpr, :={z2 € Mg, :Ye >0, |z(to) — z(t1)| L€ 810 < tg <1 < to+ ds(e) }-

Claramente es un conjunto no vacio, convexo y cerrado. Kg, esté acotado por la
funcién Rop®(t), se sigue que este conjunto es equiconvergente a cero y equicontin-
uo. Por el Lema 1 se sigue que K, es un subconjunto compacto de Mg, . Sélo hace
falta verificar que PKp, C Kpg,. De la construccién de Mp, sabemos que para
cada z € Mg, se tiene que Pz € Mpg,. Sea z € Kg,, estudiamos la continuidad
de Pz, sea € > 0, consideremos 0 < 5 < t1 < tp + d5(€), y entonces

[(Pz)(to) — (P2)( t1)1<lp(fo) (0) — p(£2)z(0)| + | f(to, z(ta)) — f(t1, 2(t1))]
+|/ z(s))ds ~ fo 1 p(tl)h(&Z(S))dSI,

p(s)
debido a que §5 < &9, 83 se tiene que

(P2)(to) — (P2)(t1)] < 5 + 5 + |£(t0, 2(t0)) = F(t1, 2(t2))],

ahora bien como 85 < 6(6 (€)), se tiene que |z(tg) — 2(t1)] < da(e), y 0 <tg <t <
to + da{e), luego | f(to, 2(to)) — f(t1,2(t1))| < §. Por lo tanto

|(Pz)(ta) — (Pz)(t1)| < .
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Se concluye asi que PKpg, C Kg,, hemos conseguido un conjunto convexo, com-
pacto e invariante bajo el operador P.

A continuacién probamos la continuidad del operador P, sean z,y € M R, S€
tiene

[(Pz)(2) = (Py)(®)] < p()|2(0) — y(0)] + | £ (t, 2) ~ F(t,0)]

" p(t) — h(s,y(s))|ds
+/o p(s)lh(s,m(s)) h(s,y(s))lds,

dado € > 0, las condiciones (1.17), (1.19), asegura la existencia de &, 6, > 0, tales
que si ||z — y|| < min{ds, dn} entonces

(P2)(t) - (Py)(®)] < lIpll I — | + e(w(%) + %n(sm%)ds). (1.31)

Para demostrar la continuidad del operador P, utilizamos la condicién (1.20) i.e.

‘ p(t)
Stlzlg[o p(—s)—n(s)ds < 0o.

Ahora, eligiendo § < min{dy, §;, €}, conseguimos que (1.31) se convierta en

(P=)) = (P(©)] < e ol + wloma) + wor)sup [ ED(s)as).

concluimos que el operador P es continuo. Gracias al Teorema 2, Primer Teorema
de Schauder, hay una solucién de (1.1), con condicién inicial |zg| < Rgxo suficien-
temente pequefia, y entonces esta solucién estd en Mg, y por tanto |z(t, zp)| <
Rop®(t). Como p*(t) — 0 cuando t — oo, se sigue claramente la estabilidad
asintStica de la solucidn cero de la ecuacién integral (1.1). O

Para utilizar el Teorema 2, en la demostracién del Teorema 6, construimos
un intrincado conjunto Kp, de manera que sea convexo, compacto, e invariante
por el operador P. La necesidad de la construccién de dicho conjunto, radica en
la funcién f, que no permite utilizar el Segundo Teorema de Schauder. En este
dltimo no se requiere la compacidad del conjunto invariante, a cambio de que el
operador sea continuo y compacto.

A continuacién asumimos que f es localmente Lipschitz, es decir:

(L) Existe la funcién w : [0,00) — [0,00) continua y creciente, tal que w(0) =0
y para todo p > 0, si |z, |y| < p se satisface:

|[f(t:z) = F(ty)] < wlp)lz -y (1.32)

Observacion 3. La condicidon (L) es suficiente para garantizar que (1.16)y (1.17)
se satisfacen. Luego el Teorema 7, es un caso particular del Teorema 6. Pese o es-
to, nuestro Teorema 7 sirve para tlustrar las técnicas requeridas pare conseguir un
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resultado de estabilidad asintotica medianie el Teorema 3, de Krasnoselskii. Re-
marcamos que la prueba del Teorema 7 no requiere la construccidn de un conjunto
convezo, compacto e invariante bajo el operador P. Esto se debe a que separamos
el operador P, en suma de dos operadores, para utilizar el Teorema 3. Por lo que
solo necesitamos que una parte de P sea totalmente continuo.

Teorema 7. Sip(t) tiende a cero, y se tienen (L), (Inwy), (Ch) y (77), entonces la
solucion cero de la ecuacidn (1.1) es asintéticamente estable. De hecho la solucidn
satisface |z(t, zo)| < Rop®(t), para |zo| suficientemente pequerio.

Demostracién. Definimos el operador P: (X, || -|]) — (X,]|| - ])
(P2)(t) = (T'12)(t) + (T22)(2),
con

(T12)(t) = f(¢,2(2)),

= z tg(—t—)' 5,28 S
C22)(8) =p®)=(0) + | Bosnts,=(oas,

como en la demostracién del Teorema 6, consideramos la familia de conjuntos
cerrados, convexos y no vacios:

Mg = {z € C([0,00)) : |2(0)] < RExo ¥ |2(t)| < Rp*(t)}.

De igual forma como en la prueba del Teorema 6, podemos hallar Ry v xq tales
que:
Y,y € MRG =Thzx+ Ty e MRO-

En otras palabras
Irlm(o) + ng(O)i < ROXO: Vz,y¢€ MR{J)

v también

t 11—«
a(t) + Day(®)] < Rap™(9) [ oxo + (o) + uomsup [ (B2) ()]
< Rop®(t), Va,y € Mp,.

Para z,y € Mp, tenemos
[(T12)(8) — T1y) (@) < |f(E 2(2) — f{E ()] < p(Ro)lz(t) — y(B)

[(T12)(t) — (T) ()] < wloro )|z = yll- (1.33)

En las estimaciones anteriores utilizamos la condicién (L). La eleccién de Ry, para
que Mg, sea un conjunto invariante, conlleva que w(Rp) < 1, se sigue que I'y
es contractivo. Para poder aplicar el Teorema 3, sélo resta ver que el operador
I’y es completamente continuo. A continuacién demostramos la continuidad del
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operador I's. Sean z,y eM R, dado € > 0, la condicién (Cp) asegura que: existe
01 > 0 tal que, para ||z]], {|y|| < pro ¥ Il2 — yl| < d1, se tiene:

|h(t, z) = h(t,y)| < n(t)ulprs)e.

Luego elegimos § := mine, §; > 0 y conseguimos

T22)(8) — (T2) )] < p@)120) —3©)] + | B (s, 2(s)) = h(s, y(s))lds
0 P(S)
t
|(T22)(2) = (Tag) (O] < |l 1z — ol] + fo %n(smpﬂaeds,

gracias a la condicién (7), podemos tomar el supremo al término integral,

oz = oyl < e lpl + o) sup [ EDnisyas).

Se concluye la continuidad del operador I'y. Para demostrar que I'3Mp, es un
conjunto compacto se procede, una vez mas como en la demostracién del Teorema
6. Y asi, gracias al Teorema 3, de Krasnoselskii, la solucién z(t) de (1.1), tal
que |z(0)| < Roxo (la pequefiez de la condicién inicial estd explicita). Entonces
esta solucién estd en Mg, ie. |z(t)] £ Rop®(t). Por lo tanto, z(t) — 0 si t —
co. Consiguiendo asf la estabilidad asintdtica de la solucién cero de la ecuacién
(L.1). O

Observacion 4. En estos ultimos resultados, sdlo podemos hallar condiciones que
garanticen la estabilidad asintdtica, pero no podemos decir mucho sobre estabilidad,
a secas; esto se debe a la necesidad de un operador completamente continuo, y por
lo tanto, el espacio invariante debe ser equiconvergente. Para conseguir resultados
de estabilidad mediante los Teorernas 2 y 8, necesitamos técnicas distintas, que
escapan de los objetivos del presente trabajo.

A continuacién ilustramos la aplicabilidad de los Teoremas 6 y 7, en una
ecuacion diferencial neutral.
Ejemplo 2. Consideremos la ecuacién diferencial neutral:

¥ = —azx + 2sin(t)zz’, a > 0.

Gracias a la férmula de variacién de pardmetros, se obtiene:
x(t) = e~ *z(0) + fote_a(t_s) sin(s)2z(s)z’(s)ds.
Integrando por partes se tiene:
z(t) = e~%x(0) + sin(t)z?(t) — fot e~ [asin(s) + cos(s)]z2(s)ds,
notar que esta ecuacidn, satisface todas las hipétesis del Teorema 7, consideran-

do f(t,z) = sin(t)z?, h(t,z) = [asin(t) + cos(t)]z(t) se consiguen las siguientes
estimaciones:
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1. e — 0 cuando t — oo

2. |sin(t)z?() - sin(t)y?(2)| < |@(t) + y(2)|l2(2) = y(2)|

3. |[asin(t) + cos()]z? ()] < (la| + 1)|z(¥)[|z(t)|

4. |[asin(t) + cos(t)]|2%(t) — y*(t)| < (lal + L)[z(t) + y(®)|lz() — y(t)]

5. ge‘“(t‘s)(la[-{—l)ds < ooy paraa = 1 se tiene [} e=3(t=9)(|g| +1)ds < oo.

Por lo tanto, gracias al Teorema 7, la solucién con condicién inicial |z(0)| suficien-
o . . -
temente pequefia, tiende a cero, y ademds |z(t)| < e 2"

1.3. Aplicaciones a Diversos Tipos de Ecuaciones.

Buscamos ilustrar las diversas situaciones, en las cuales es posible aplicar la
Teoria del Punto Fijo, para conseguir estabilidad y estabilidad asintética de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales.

1.3.1. Ecuaciones Integro-Diferenciales.

Aqui consideramos una ecuacién integro-diferencial de no convolucién

t
& (t) = ——/G k(t, s)z(s)ds, (1.34)

y conseguimos condiciones que garanticen la estabilidad, y estabilidad asintética
de la solucién cero. La estabilidad de soluciones de ecuaciones de este tipo ha sido
estudiada durante mucho tiempo. En 1963, Levin [14] estudié la estabilidad de la
solucién cero para la ecuacién de convolucién

t
(1) = —f k(t — s)g(z(s))ds, (1.35)
0
bajo la condicién zg(z) > 0 para z # 0, junto con la condicién més restrictiva
(-1)"&M™(t) >0,0<t < o0, n=0,1,2,3. (1.36)

Levin de hecho consiguié un funcional de Liapunov para (1.35), bajo las condi-
ciones (1.36). Este funcional tuvo distintas generalizaciones para ecuaciones del
tipo (1.35), pero esta vez con retardo. El afio 1968, Levin [15], extendié lo hecho,
para (1.35), a la ecuacién de no convolucion

t ,
gt} = —-/O k(t, s)g(z(s))ds, (1.37)
asumiendo

k(t,s) >0, ks(t,s) > 0, ka(t,s) <0. (1.38)
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Este trabajo fue extensamente discutido en la literatura posterior. Burton, en [3]
(2004), consigue un resultado de estabilidad para una ecuacién del tipo (1.37) con
retardo, bajo condiciones distintas a (1.38) debido al uso de la Teorfa del Punto
Fijo. Nosotros, gracias al Teorema 4, conseguimos para la ecuacién (1.34)

Corolario 1. Si el nicleo k : [0,00) x [0,00) — [0,c0) satisface las condiciones

/ k(u, s)du < oo, ¥t > 5 > 0, (1.39)
t

t oo 1
stggjl; (ft k(u, s)du) ds < G < 3 (1.40)

Entonces, la solucidn cero de la ecuacion (1.34) es estable. Si ademds se cumple

que
fom (/:0 k(u,s)du) ds = oo, (1.41)

se concluye que ademds es asintdticamente estable.

Demostracion. Para comenzar recordamos que:

%/;A(t,s)m(s) = A(t,t)z(t) +/0¢ (%A(t, 8)):6(8)658

o bien

fot (%A(Qs)):v(s)a% = %fﬂt/-'l(t,s)x(s} A, t)5(2).

Si consideramos k(t, ) = %A(t, s), resulta natural definir

Alt,s) == f:o k(u, s)du, (1.42)

notemos que A(t,s) estd bien definido gracias a la condicién (1.39). Luego la
ecuacién (1.34) se transforma en

¢
Z'(t) = —A(t, t)z(t) + %-/c; Alt, s)z(s)ds, (1.43)

sumando un cero adecuado, (1.43) se convierte en

%[x(t)—~ fo Alt, $)2(s)ds] = —A(t, B)[z(t) — /U A(t, 5)z(s)ds]

t
_A(t 1) fo A(t, s)z(s)ds.
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Ahora gracias a la férmula de variacidn de parametros, se tiene

i i
2(t) = e~ Jo Alwwldug () 4 f A(t, s)z(s)ds
_ 0

o s
_/ 2™l A(U,u)dﬂA(S,S)(f A(s,’u)m(u)dv)ds.
0 0

Notar las soluciones de (1.34) se obtienen de una ecuacién integral andloga (1.1). A
continuacién utilizaremos el Teorema 4 con el objetivo de conseguir la estabilidad

y estabilidad asintética de la solucién cero.
Definimos el operador P : BC([0, o), R) — C([0,00), R)

(Pz)(t) = e~ Jo Alum)dug @) 4 fo t A(t, s)z(s)ds (1.44)

_ fot =1 Alwuldu 4( g g) (fos Als, v)m(v}dv) ds.

Ahora probaremos que el operador P, definido en (1.44), es contractivo. Sean
z,y € BC([0, ), R)

(P2)(t) — (Py)(®)| < | fo A(t,5)[2(5) — y(s)]ds]

+| /[: gl Aluu)du (s, 5) (As A(s,v)[z(v) — y(fu)]dv) ds|.

Podemos estimar hasta conseguir:

(P2)6) - Py < | t ([ $)du ) aslfe ]

t 5 8 e
" fe—fsm.u)dm(s,s){ / ( f k(u,v)du)dv}lw—ylld&
0 g #

La condicién (1.40), conlleva

¢ t
[(Pz)(t)| < Bllz —yll + /0 e Je Al A(s, 5)ds || — y]|.
Otra vez, integrando conseguimos

(P=z)(t)] < 28z — yl|-

La condicién (1.40), asegura que 23 < 1. La condicién (1.39) garantiza que la
funcién e~ Jo A48 g5 acotada para t > 0. Podemos usar el Teorema 4 para con-
cluir que la solucién cero de (1.34) es estable. Es claro que (1.41), implica que
e=Jo Al3:3)ds _, 0 cuando t — co. Concluimos que la solucién cero es asintética-
mente estable, otra vez usando el Teorema 4. [l
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1.3.2. Ecuaciones 'Diferenciales Neutrales.

Las ecuaciones diferenciales neutrales son aquellas en las que z’' aparece a
ambos lados de la ecuacién, del tipo

o =Pt m '),

es decir, una ecuacién no resuelta en z'. Este tipo de ecuaciones diferenciales apare-
cen naturalmente en diversos problemas, por ejemplo, al describir la vibracién de
masas sobre una barra eldstica. De manera también natural, aparecen ecuaciones
diferenciales con retardo. Supongamos que buscamos una ecuacién diferencial aso-
ciada a la vibracién de una determinada masa sobre una barra eldstica, dentro de
un laboratorio. En el laboratorio un hombre supervisa el experimento, y puede
hacer variar ciertas condiciones del experimento. Es claro que el movimiento de
la masa en cuestién es sensible a las variaciones del sistema. En la naturaleza, las
fuerzas involucradas en la vibracién actiian sobre la masa de forma instantdnea.
Sin embargo, en nuestro experimento hay un desfase, entre el momento que el
hombre se percata que debe intervenir, y el momento en que interviene. Por lo
tanto, la ecuacién diferencial neutral que modele tal situacién, serd en realidad,
una ecuacién diferencial neutral con retardo. Para este tipo de ecuaciones diferen-
ciales, el problema de la estabilidad de las soluciones es relevante.

Lo anterior devela lo interesante de conseguir condiciones para la estabilidad
de la solucién cero de una ecuacién diferencial neutral con retardo, digamos

d
o' (t) = —a(t)z(t) + f(t,z(t)) — EQ(t’ z(t —r(t)), t = 0, (1.45)
donde r : [0,00] — [0, L] es una funcién diferenciable, se considera la condicién

inicial z(t) = ¢(t) para t € [—L,0]. Se supone que f,Q : [0,00) x R — R son
funciones continuas y ademés

Qt,0)=0, Qt0) =0, at) >0, fooa(s)ds=oo.
]

En [17] hallamos condiciones necesarias para garantizar la estabilidad asintética
de la solucién cero. Para conseguir este resultado, necesitamos hallar un operador
asociado a la ecuacién (1.45), para conseguirlo escribimos la ecuacién (1.45) como

%[w(t) +Q(t z(t — (1)) = —a(t)z(t) + f(t,z(2))

sumando un cero adecuado, obtenemos
L1a(0) + QU a(t — r()))] = ~a(®)le(t) + Q(t, e ~ (1)
+alQ, 2t — () + 7t a(0),
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usando la férmula de variacién de parametros, conseguimos una ecuacién integral

asociada a (1.45)

v t
x(t) = e~ o O%[6(0) + Q(0, go)] +f e J 0% f(s, 5(s))ds
0

_Q(t, 5t — () +f e 12 O 4 ) (s, 2(5 — 1(3)))ds, £ > 0.

0
Esta ecuacion lleva a definir el operador

(Pz)(#) = e~ Jo *@%[4(0) + Q(0, do)] + fo et WK f(s,x(s))ds  (1.46)

t t
—Qt,z(t—r())) + /(; e~ J: e g ()Q(s, m(s — 7(s5)))ds, t > 0;
(Pz)(t) = &(t), t € [-L,0).

Se aprecia que el operador P, para t > 0, se puede considerar suma de dos op-
eradores. Por este motivo, utilizaremos el Teorema 3, de Krasnoselskii, para con-
seguir la existencia de al menos un punto fijo del operador. Definimos los oper-
adores R, S para t > 0 como

(Rz)(t) = e~ Jo “O9% [0 + Q(0, o)] + /O il WO £ (s, 2(s))ds,  (1.47)

(Sz)(t) = fo e~ J% 0Ok 4 )0 (s, (s — 7(5)))ds — Qb (s — r(s)).  (L.48)

Es claro que P = R + S. Requerimos que S resulte ser un operador contractivo,
claramente esto se traduce en condiciones sobre la funcién @

(B) @ es localmente Lipschitz

|Q(t,x) — Qt, y)| L w(p)lz —yl, (1.49)

donde w : [0, 00) — [0, 00) es un funcién continua, creciente tal que, w(0) = 0.

Necesitamos que el operador R sea completamente continuo, por esto le exigi-
mos a f

(S) Existe una funcién p : [0,00) — [0,00), continua, tal que:
|f(t,z)| < plt)w(p)lzl, (1.50)

existe una constante ) < o < 1 tal que

t
sup/ e~ (=) f; a(E)dE,u,(s)ds < oo, (1.51)
t>0 Jo
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Exigimos una restriccién de continuidad local:
(C) Vze Z:|z| <p,Ve>0,36 >0:5i |z —y| <4, entonces:

|f(t,z) — F(t v)| < en(t)w(p). (1.52)

De igual manera que en la demostracién del Teorema 7, definimos una familia de
conjuntos no vacios, convexos y cerrados, de la forma

M, = {z € BC([-L,0)) : 2(t) = ¢(t),t € [~L, 0], |(t)| < pe~2)o 2@%} (153)
Por ahora sélo exigimos que |¢(0)] < p.

Conjunto Invariante. Sean x,y € M,, ahora estimaremos sus imédgenes por los
operadores R y §. Para Rz, se tiene

(Rz)(8)] < e~ “©O%13(0) + Q(0, 60)] + | f O (5, 3(s))ds],

|(Rz)(2)] < e “O%|4(0) + Q(0, po)| + / e 15 2% () (p) |z(s) s

£ t T
< o™ 2010(0) + QO0, )| +6(p) [ &I O pem IS (O]

(Rz)()] < e~ o 2% |6(0) + Q(0, bo)| (1.54)

t
.;.[pe—aﬂfa(ﬁ)dqw(p)/ e—(1=0) [} a{€)as 1(s)ds.
0

Para Sy, se tiene

t t
[(Sy) ()] < 1QE y(t - r(B)] + fe e S 2O%4(5)|Q(s, y(s — r(s))lds
w(p)ly(t — ()| + /0 e™ I 4O%a(s)w(p) y(s — r(s))lds,

|(Sy)(#)] < w(p)[pelo™ " elE)ek] (1.55)

t + 55—
w(p) f e Ji ¢&%q(s)[pemo i 9Ok g
0

Claramente el retardo en el argumento de y genera una dificultad extra, no vista
en la demostracién del Teorema 7. Superamos esto, asumiendo
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(r) Existe una constante J > 0 tal que

sup /tt a(§)dé = J. (1.56)

t>0 Ji—L

Utilizando (1.56) en la estimacién (1.55), obtenemos:

|(Sy) ()| < [pe™™ J3 @€)d)y( p)e® [l a(8)de

t
—+—[peao‘fota(5)d€]w(p)/ e—(l—c’f)f;ﬂ(E)dia(S)eﬂf:_LG(E)dEdS,
0

o bien

1] t 1
I(Sy)(@)] < pe=ata s [w(p)eJ ru(p) [ 0ol “@%(s)ed’ds]. (1.57)
0
Se sigue de (1.54) y (1.57) que

(Rz)(£) + (S)()] < e o 2O%|4(0) + Q(0, 6o)| (1.58)

t " s
e 5 e(e (M(P) {EJ + f e~ (= Js a@d y(s)ds (1 + eJ)D'
0

La hipétesis (1.51) garantiza que el término encerrado en los paréntesis es acotado.
El hecho que la funcién w, sea continua, creciente y ademas w(0) = 0, nos permiten
hallar po, suficientemente pequefio, de manera que

t " t F
W(Po)[ f e~ (1= [; al&)dE (5)ds + 7 + / e~ “(5)d§a.(s)st] < 1. (1.59)
0 0

Estamos en condiciones de determinar la pequefiez de las condicién inicial ¢,
definimos

t : t t
K :=1-—w(po) [/ e~ (1) J; al€)dE )y (5)ds + J + f e (-, “{‘E)dga(s)st].
0 0

Ahora consideramos la funcién Q(z) := z + Q(0, z), gracias a la continuidad de
@, se tiene que Q) es continua, pues, es suma de funciones continuas. La definicion
de @ y el hecho que Q(0,0) = 0, garantizan que Q(0) = 0. Por lo tanto, dado
Kpg > 0, existe § > 0, tal que si ||¢|| < J se tiene

|6(0) + Q(0,4(0))| < Kpo- (1.60)
Puesto que 0 < o < 1, se tiene:

o= Jo ale)d < g—afs ale)ds (1.61)
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De (1.60) y (1.61) concluimos que
e Jo 8% 5(0) + Q(0, d0)| < K ppe™ o 401, (1.62)

Dados z,y € M,,, gracias a (1.57), se tiene

t i t
|(Re)(8) + (Sy)(8)] < poe™alo 2O (K 4 g [ f e=(1=2) [} al)at  5) g

i ]
+J +f e~ (1=, “(g)dga(s)st] ),
0

para z,y € M,,, ambos con condiciones iniciales pequeiias, de modo que (1.62)
sea valida, conseguimos

I(Rz) () + (Sy) ()] < poe==Jo o)t

Por lo tanto
Rz + Sy € Mp,,Vz,y € Mp,.

Probaremos a continuacién que S es un operador contractivo, sean z,y € My,

(S2)(2) — (S9)()] < 1@t 2t — () — Qt, (¢ — ()]
t 14
" /0 &= 12 &0 4(5)Q(s, 2(s — (5))) — Qs, (s — r(s))lds

i t
<1z = vz (w(po) +ulon) [ “(f)%(s)ds)-

La eleccién de pg, ver (1.59), implica que w(pg) +w(pg) fot e Js *8)dsg(s)ds < 1. Se
sigue que S es contractivo. Probaremos que R es un operador continuo y compacto.
Estudiemos la continuidad, sean x,y € M),

t i
|(Rz)(t) — (Ry)(¢)] S/G e~ Js 2O £ (5, 2(5)) — f(s,9(s))|ds.

Dado € > 0 , la condicién (1.52) nos asegura que, existe d > 0 tal que: para
z,y € My, que cumplen ||z — y||_z o) < J, entonces

I(Ra)(t) - (Ry)(2)| < e /0 &= 12 0% )us g )ds. (1.63)

A continuacién demostraremos que

i t
supf e~ Js 8%y () (pg)ds < oo.
>0 Jo
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Es claro que 1 — a € (0,1), pues, « € (0,1). Luego

i t
l<—(l-a)= -/ a(8)de < —(1 - a)f a(€)de.
. s 3
Gracias a la monotonia de la funcién exponencial

o= Jialg)ds o —(1-a) [} a(€)de

En otras palabras,

i t
sup f e Js 9O% (s)w(po)ds < sup f e~ (1= [; a4 () o) ds
0 0

t>0 t=0

La condicién (1.51), garantiza que la expresién integral que aparece en (1.63)
estd acotada. Luego el operador R es continuo. Para demostrar que R : My, — M),
es un operador compacto, notamos que el conjunto M, es equiconvergente a cero.
Asi que para utilizar el Lema 1, resta probar que RM,,, es equicontinuo sobre
cada intervalo [0,n], con n € N. Sea z € M, y t > u ambos pertenecientes al
intervalo [0, n}, entonces

(Rz)(t) — (Rz)(w)] < |e™ o 289 _ o= J5" ()| 50 + Q(0, ¢o)|

t . ks u
+ / e Js 2O f(5,2(s))ds ~ f e I 0% £ (s, 2(s))ds,
0 0
< ™ Jo 203 — =I5 a8 1(0) + Q(0, )|
t 1
/ = Js a0 _ o= [ e8| £, o (s))|ds + f e Js 2% | £ (5, 2(s))|ds.

U

La condicién (1.50), nos permite la estimacién

(Rz) () — (Ra)(u)] < e~ Jo 24 — &= [5'a0%)15(0) + Q(0, ¢o)|

/ o I €14 — &= [ 2Oy )00 o) () s + / e I+ 4% 1 5)0o( o) | (5) .

u

Ahora, para cualquier © € Mp,, conseguimos

|(Re)() — (Ra)(u)| < |e™Jo O — =I5 o(0%]|6(0) + Q(0, 40)|

7 i " t ¢
+f e Js &) — o= Ji" el 5)dsw (o) po +f e~ J: ¢0% u(s)dsw(po) 0.

w

Dado e > 0, la continuidad de la funcién e~ =7 al€)d€ 105 garantiza que, existe §; > 0
tal que si 11: — u| < 4; entonces

e~ Jo al®)d _ o~ [ al0)d| <
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La continuidad de las funciones w(s), efo A& v o] hecho que estamos trabajando
sobre el intervalo [0,7), nos garantizan que u(s)els €)% ests acotada en € [0,n].
Luego, si M > 0 es una cota de p sobre el intervalo [0,n], para |t — u| < &
obtenemos

U
f o= J5 a(€)ds _ o= I3 a(€)a | o 3 o€ () s < eMin,
0

t t o,
fe_f:a(g)dEu(s)dSS/ e~ Js & gopr, (1.64)
U

U

Luego existe d2 > 0, que garantiza que la expresién (1.64) es menor que e. Con-
sideramos ¢ := min{d1,d2} > 0 tal que

(R)(8) — (Re)(w)] < e(|¢(0> +Q(0, )] + e+ 1), Vo € My,

Asi probamos que el conjunto PM), es equicontinuo sobre cada intervalo [0, n].
Conseguimos las hipétesis del Lema 1, que implica que PM), es un conjunto com-
pacto de BC' ([—L, 00), R). Se sigue que el operador R es completamente continuo.
Por el Teorema 3, de Krasnoselskii, podemos garantizar que existe una funcién
z(t) solucién de la ecuacidn (1.45), y ésta pertenece a M, i.e.

()] < poe™® J5 alé)de.
Hemos demostrado el

Teorema 8. St las condiciones (B),(S),(C) y (r) son vdlidas, entonces la solucién
cero de la ecuacion (1.45) es asintéticamente estable. Es mds, las soluciones que
tienen condicidn inicial ¢ suficientemente pequefia satisfacen:

lz(t)] < poe™ I o(€)ds donde pg > 0 constante.

Es en el marco de las ecuaciones diferenciales con retardo tanto como en el
de las ecuaciones diferenciales funcionales, donde la Teoria de Punto Fijo tiene
mucho para aportar en el estudio de la estabilidad de las soluciones de dichas
ecuaciones. Principalmente, porque los funcionales de Liapunov adecuados para
dichas ecuaciones pueden ser dificiles de hallar, o bien porgue muchas veces se
traducen en que las funciones involucradas sean acotadas para cada t. Mientras,
que las condiciones de promedio, admiten funciones no acotadas en ¢.

1.3.3. Ecuacidén Diferencial de Segundo Orden.

Hasta el momento no hemos conseguido resultado alguno de estabilidad para
las soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden. En parte porque los
Teoremas 4,5,6 y 7, pueden extenderse para sistemas de ecuaciones diferenciales.
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Por otro lado, es un tema poco tratado en la bibliografia que ha llegado a nuestras
manos. S6lo hallamos [4] y [5], ambos trabajos tratan sobre la estabilidad de
soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden por medio de la Teoria del
Punto fijo. En [5] Burtony Furumochi estudian un caso lineal perturbado. En [4]
Burton se enfoca en una ecuacién de segundo orden de tipo Liénard con retardo.
Debido a que existe una extensa literatura sobre ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden (7, 9, 10, 11], hemos decidido buscar una aplicacién de nuestros
resultados, a este interesante tipo de ecuaciones diferenciales.

En [5], Burton y Furumochi consideran la ecuacién diferencial de segundo orden
perturbada

g+ 2f (M)’ +z + g(t)x? =0, (1.65)

y prueban que la solucién cero de (1.65) es asintdticamente estable, cuando se
tiene f(t) > 0, f(¢) — 0 cuando t — oo, fot f(s)ds — oo cuando t — o0, y

IF'(t) + f2(1)| S Kf(t), t €[0,00), K <1 (1.66)

l9(t)| < M f(2), t € [0,00), (1.67)
con K, M constantes.

En éste resultado usan el Teorema 2. El mayor obstdculo para obtener un
resultado de estabilidad por medio del primer Teorema de Schauder, pasa por
conseguir un conjunto convexo, compacto, no vacio e invariante bajo el operador
I'. Para garantizar estas condiciones, generalmente se considera [ver [2, 5]] una
familia de conjuntos convexos, cerrados y no vacios, del tipo

My = {z € X : [a(t)] < ¥(O)}.

Més alld de conocer el tipo de conjunto que podria ayudar, hallar la funcién
mayorante adecuada, es un reto. Se requiere hallar 1(t) tal que:

) (T)(E)] < v(t), ¥
i) (£ — 0sit— oo.

La condicién i), garantiza que My, resulte invariante bajo el operador I'. Mientras
que ii) asegura la equiconvergencia a cero del conjunto My,. Condicién fundamental
para que el operador T resulte compacto en BC(R, || - {|). Burton y Furumochi
en [5] consiguen una funcién (t) explicita. Ademds se percatan que la funcién
mayorante, debe satisfacer una ecuacién diferencial resoluble, cuya solucién tiende
a cero.

Nuestro objetivo aqui es construir un conjunto adecuado, de modo que el
Teorema 2 garantice, un resultado de estabilidad asintdtica de la solucién cero.
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Destacamos, que la construccién de dicho conjunto, se sustenta, a su vez en la
Teorfa del Punto Fijo. Consideramos una ecuacién diferencial similar a (1.65),
esta vez la ecuacién diferencial semi lineal de segundo orden

"+ 2f(t) + (L +q(t))z+ g(t,z) =0. (1.68)

No buscamos condiciones para la estabilidad de la solucién cero. Nos confor-
mamos con hallar una funcién mayorante v, que satisface las condiciones i} y
ii). Lo anterior nos entrega un conjunto adecuado para conseguir la estabilidad
asintdtica de la solucién cero, mediante el Teorema 2.

Supondremos que f(t) > 0, f(t) — 0 cuando ¢t — co y también fot f(s)ds — o
cuando ¢t — oo,

[f/(t) + F2(t) — a(t)] < K (), t € [0,00), K < 1. (1.69)

Ademsds existe una funcién continua u : [0,00) — [0,00), tal que u(0) =0, y una
funcién continua A : [0,00) — [0, c0) tales que:

lg(t, 2)| < A()u(lz])]z], ¢ € [0,00), (1.70)
t t
sup/ e s fdu ) (5)ds < oo, Vi > 0. (1.71)
=0 Jo

La ecuacién (1.68) se puede llevar al sistema de ecuaciones diferenciales

v =-1z - f(tly+ {f'(t) + F(t) —q(t) }= — gt 2),

que se puede expresar en forma vectorial como:

= (T o )7 (e fto—aor 0 )%+ (<ot )

respectivamente
X' =A)X + Bi()X + Fi(t, X). (1.72)
Observacidén 5. Se hace notar que:

£
0

A(t) fo " Als)ds = f As)dsA(t).

Por lo tanto, la matriz fundamental de Z' = A(t)Z es exp(fot A(s)ds), y no es
dificil ver que

exo Ass) = exal [ = s(s)a)

cost sint
—sint cost /'
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Ahora estamos en condiciones de utilizar la férmula de variacién de parametros
en (1.68), y obtenemos

X (1) = elo Alwduz, o /0 t e~ Jo A)de B (VX (s) + Fi(s, X(s)))ds).

Luego, el operador integral indicado para estudiar las soluciones de (1.68) es

(TX)(t) = efo Adu{gy 4 ] ok Alwdu( B, (5)X (s) + Fi(s, X(s)))ds]. (1.73)

0
Consideramos la norma | - |, en Mayo(R), definida para U(t) = (u4;(t)), como

\{U(t)|y, = méx { > 1<i<a Ui ()], X1<ico [uia(t)| p- Es sencillo conseguir
|Bi()ls = 1f'(t) + £2(t) — a@®)| S Kf(2), £ 2 0. (1.74)

|F1(8)]w = lg(t, z)| < A(D)u(lz])|z], ¢ = 0. (1.75)

Estimando las imdgenes de I', se consigue

t i 1
[(TX)(@B)]w < 2(]%%8‘ Ll +f e i FRK £(5)| X (s)luds
0

v e-fs‘f<“>d“/\(sm(|X(s>sz(smds).

puesto que buscamos una funcién real ¢ : [0, 0c) — [0, 00), tal que [ X (s)|, < ¥(s),
observamos que una tal ¥ que permita conseguir un conjunto invariante, debe
satisfacer:

() = poe™ o Fdu /t e~ Js P K £(5)op(s)ds (1.76)

0

t t
F [ &= I3 1du ()1 (ap(5))op(s)ds.
0

Pero la ecuacién (1.76), no es mds que una ecuacién integral como las estudiadas
en la primera seccién del Capitulo 1. Es més, se asocia facilmente a la férmula de
variacién de parametros de la ecuacién diferencial

¥'(t) = = F(O)0(t) + Kf(£)(t) + A (@)v(). (1.77)

Observacién 6. Burton y Furumochi en [2], se enfrentan a la ecuacidn diferencial
logistica
o' (t) = () (K — 1+ Mu(t))v(t),

que tiene solucidn explicita.
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A continuacién, utilizamos la Teorfa del Punto Fijo, para asegurar que existen
soluciones de (1.77) que tienden a cero. Gracias a la condicién (1.69) sabemos que
K <1, y luego, por las condiciones (1.70) y (1.71), sabemos que existe § > 0 tal
que si |z| < § entonces

¢
K +Sup/ e ls Flwdu ) (s)dsp(|z]) < 1.
=0 J0

Como e~ Jo fwdu _, 0, cuando t — oo. Se satisfacen las hipétesis del Teorema
4, por lo tanto, existe una funcién 9, solucidén de (1.77) que tiende a cero. Por
tanto 1 satisface 1) y ii).

Concluimos asi, que existe una funcién mayorante ¢ adecuada para definir un
conjunto convexo, cerrado y no vacio

My = {X € BC([0,00),R%) : | X(t)|v < 9(2), ¢ 2 0}, (1.78)

que resulta invariante bajo el operador I', definido en {1.73).



Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales de
Segundo Orden Tipo Liénard.

2.1. Introduccién.

A principios de los 60’s Smith [20] probé un resultado, ahora clésico, sobre
estabilidad asintética de una ecuacién diferencial lineal de segundo orden

'+ h(t)r + Kz =0, (2.1)

donde h(t) es una funcién continua, k% es una constante positiva, y hg es una
constante positiva, tal que

h(t) > ho. (2.2)

Smith demostré que la solucién cero de (2.1) es asintéticamente estable si y sélo

51
fo'e) t
/ e~ o hwm( / e~ lo h(”)d“ds)dtzoo. (2.3)
0 0

No es dificil probar que (2.3) es valida para h(t) = ho + t, pero para el caso
h(t) = ho + t? falla.

En la década de los '90s, numerosos articulos escritos por Hatvani et al. [12],
[13] y Pucci y Serrin [18], extendieron el resultado en distintas formas. Ellos estu-
diaron el caso lineal y también una versién no lineal

" + f(t,z, 2" )z + g(z) =0, (2.4)

con variaciones de f(t,z,2’) > h(t) = 0, obteniendo resultados cercanos al de
Smith. La condicién h(t) > ho se puede debilitar, también Smith lo hizo, pidiendo
que h(t) sea integralmente positiva, pero se requiere que los intervalos donde h(t) =
0 estén acotados por la constante de Lipschitz de la funcién g. Estos resultados

32
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se consiguieron en su niayoria por medio de funcionales de Liapunov, o bien por
desigualdades diferenciales. Sin embargo, no extendierén bien el caso en que la
fuerza de reposicién dependiente del tiempo, actia con retardo. Zhang, en [21],
aborda este tltimo punto al considerar la ecuacién

a" + f(z)z’ + g(z(t — L)) =0, (2.5)

y consigue, mediante funcionales de Liapunov, condiciones para la estabilidad de
solucién cero.

El afio 2005, en [4], Burton estudié la estabilidad de la solucién cero de la
ecuacion

'+ f(t, 2, 2)2’ + b(t)g(=(t - L)) =0, (2.6)

donde f(t,z,y) > a(t) para alguna funcién continua a. Consiguiendo un anslogo
del resultado de Smith, para la condicién suficiente. Todo esto por medio de la
Teoria del Punto Fijo. Al igual que en el resultado de Smith, funciona paraa(t) =t
pero falla para a(t) = t*. Entre las condiciones que necesita el resultado de Burton
destacamos:

i %0 _ [utt+L c(s)d
/ f e Jen 18 gy Vbt + LYdt = oo, Wy > 0, (2.7)
0 0

donde c(t) es una funcién positiva, tal que f(t,z,y) < F(z, y)c(t). Ademss

u+g4 L

2K supys f:_ i ( Joo e Jat a(”)d”du) b(s+ L)ds
(2.8)
+2K Supfz{) fUt (j;c_’_os e Lu+=a(v)d‘l)du) b(s + L)ds S o < 1,

donde K es la constante de Lispchitz de g. Finalmente, deben existir los niimeros
ao >0y Q > 0 tales que para cada t > 0, si J > Q entonces

t-+J
[ a(v)dv > aplJ. (2.9)
t

La condici6n (2.7) refleja la cercania entre el resultado de Smith y el de Burton,
siendo (2.7) fundamental para garantizar la estabilidad asintética. Mientras la
condicién (2.8), se requiere para garantizar que el operador asociado a la ecuacién
diferencial, resulte contractivo. Mientras que (2.9) permite ciertas estimaciones
fundamentales.

En este capitulo, continuamos el trabajo de Burton, sobre la estabilidad de la
solucién cero de la ecuacién (2.6). Conseguimos una nueva versién del resultado en
[4], pues, cambiamos las condiciones (2.8) y (2.7), por una més sencilla de verificar,
que enunciamos desde ya:
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Existe una funcién 7(t) tal que, para todo z,y € R se tiene

0 <€ rit)ys FEamm); (2.10)

/m @)y, (2.11)

T2(t)
Esta condicién nos permite garantizar que

fu+s+L

2K sup;>q ftt_L ( e detl a(”)d”du> b(s+ L)ds
(2.12)
+2K sup;>g fﬂt (fto_os e f:+3“(”)d”du)b(s + L)ds < oo.

Incluso permitird utilizar el Teorema asintético de Banach,

Teorema 9 (Banach, 1922). Sean (S, p) un espacio de Banach y F : § — S un
operador , no necesariamente continuo. Si eziste n € N tal que F™ es conlractivo.
Entonces F' tiene un tinico punto fijo en S.

Este Teorema permitird probar que toda solucién de (2.6) tiende a cero cuando
t — 00. Mediante un ejemplo haremos notar que nuestro resultado es més amplio
que el resultado Burton, a la vez que se acerca més al resultado de Smith.

Para estudiar las cualidades de las soluciones de la ecuacién (2.6) se requieren
una serie de transformaciones, de manera de abordar una ecuacién equivalente,
pero ahora cuasi-lineal. Lo anterior da forma a la segunda seccién. En la tercera
seccién se prueban una serie de lemas que facilitaran la demostracién de nuestro
Teorema 10, que junto a algunos comentarios, corresponden a la tltima seccién.

2.2. Transformaciones y Linealizacién.
Para la ecuacién
21(8) + £t (), 2/ ()’ (1) + b(B)g(alt — L)) = 0 (2.13)
bajo las condiciones iniciales z(t) = ¥(¢),t € [-L,0] y '(0) = ¢. Suponemos que

existe una solucién zg(t) de (2.13) sobre todo el intervalo I = [0, 00}. Definimos
la funcién

aft) = F(t, zo(t), 2h(2)) (2.14)
y luego zo(t) es solucién de la ecuacion diferencial

z"(t) + a(t)z'(t) + b(t)g(z(t — L)) =0 (2.15)
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con idénticas condiciones iniciales. Consideramos la ecuacién (2.13) una ecuacién
no homogenéa en z'(t), por medio de la férmula de variacién de pardmetros, pode-
mos hallar una ecuacién integro-diferencial del tipo:

t t t
z'(t) = 2'(0)e~ Jo (8)d€ _ / e~ s 88 p(5)g(z(s ~ L))ds, (2.16)
0 ,

bajo las condiciones iniciales z(t) = ¥(t),t € [-L,0] y 2'(0) = o. Otra vez, zo(t)
es solucién de (2.16). Para facilitar la notacién, definimos

Alt, s) = e~ Js a(O)E, (2.17)

Podemos escribir (2.16) de la forma

¢
z'(t) = 2’ (0)A(t,0) — fo A(t, s)b(s)g(xz(s — L))ds. (2.18)

Transformaremos ésta ecuacién, de modo de poder aplicar, otra vez, la férmula de
variacién de pardmetros. Para esto utilizamos la identidad:

d t

= | F(ts)b(s)g(e(s — L))ds = F(t,)b()g(e(t - L)

+ [ GFtble)olats — D)ds,

o bien
5 t
fo %F(t, 8)b(s)g(x(s — L))ds = %/O F(t, s)b(s)g(z(s — L))ds (2.19)

—F(t, b(t)g(a(t - L)).

Para F(t,s) = — [," A(u, s)du, donde & es una constante, la expresién (2.19) queda:

t K
f A(t, s)b(s)g(z(s — L))ds = L/ Alu, t}du} b(t)g(z(t — L)) (2.20)
0 t

_% /Ot (/j Alu, s)du) b(s)g(z(s — L))ds

Nos detenemos en la expresién |— [[* A(u, s)du| < [}*|A(u,s)|du < f"e” Joa(@de gy,
pues, deseamos reemplazar k por co. Debemos exigir condiciones para garantizar la
convergencia de la integral — [*° A(u, s)du. Recordamos que a(t) = f{t, 2q(t), z5(t)),
ver (2.14). Lo que hace necesario estimar a(t) sin necesidad de conocer zg(t), por
esto, exigimos la presencia de tres funciones continuas 7, wi,ws : [0,00) — [0, c0)
de manera que

0<7(t) < f(t,z,y) S wi(thwnllez] + ), =,y e R. (2.21)
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Pues entonces, con total independencia de zo(t), se tiene la estimacién
5 K - a7 -
f Al )= / o= 7ol gy, < / e 3 @ gy (2.22)
t oot t

Asumimos que la funcién T satisface

/ e~ JE TGy < o0, 5 <. (2.23)
t

Luego las condiciones (2.21) y (2.23), garantizan que [, A(u, s)du esté bien defini-
da para 0 < s < t.
Asumiendo (2.21),(2.23), y usando (2.20), la ecuacién (2.18) se escribe

z'(t) = z'(0)A(t,0) — (/:O A(u,t)du) b(t)g(z(t — L)) (2.24)

+% -/Ot (f:" Alx, s)du) b(s)g(z(s — L))ds,

que bajo las condiciones iniciales del comienzo, es satisfecha por z(t). La ecuacién
integro-diferencial (2.24) es no lineal y con retardo, lo que complica el estudio de
sus soluciones. El retardo en el segundo término de la derecha, es superado usando
la identidad:

d t

@/, F(v+ L)b(v + L)g(z(v))dv = F(t + L)b(t + L)g(z(t)) (2.25)

—F(t)b(t)g(x(t ~ L)).
O bien

F(t)g(=(t — L)) = F(t + L)b(t + L)g(a(t) (2.26)

d ¥ .
- ]ﬁ |, Flo+ Dy + Dglate))dv.

Para £(v) = 17 A(u,v)du, la ecuacién (2.26) se convierte en

(/:o A(U,t)du)b(t)g(ﬂ?(t — L= ( ” Alu, t + L)du) b(t + L)g(z(2)) (2.27)

t+L

d [* 00
= » (fm—L Alu,v + L)du) (v 4+ L)b(v + L)g(z(v))dv.

Reemplazamos (2.34) en (2.24) conseguimos:

7'(t) = z'(0)A(¢,0) — ( ti Alu, t + L)du) b(t + L)g(z(t)) (2.28)
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d [t 0
2l ( [ v+ L)du) b(v + L)g(o(v))dv
d

b Ot (ftoo Alu, s)du)b(s)g(x(s — L))ds.

Ecuacién que bajo las condiciones iniciales del comienzo, atin tiene como solucién
a zo(t). Necesitamos una ecuacién que tenga una parte lineal. Por esto, exigimos
que g sea una funcidén continua, tal que
P m -
lim 9(@) existe. (2.29)
z—0 x

Entonces podemos definir la funcién

(fth Alu, t+ L)du) b(t + L)g(zo(t))

zo(t)
que es continua (si no lo fuese, la ultima hipdtesis sobre g nos garantiza que

su discontinuidad, es reparable). As{ conseguimos que z(t) sea solucidn de la
ecuacion:

q(t) =

(2.30)

t
2(8) = #(OA(0) - a)alt) + 5 [ Alo+ Lo+ Lb(y + Lg(alv))ds

dt
d it
+§ ] A(t, s)b(s)g(z(s — L))ds,
donde
Alt, s) = foo Alu, s)du. (2.31)
¢

La condicién z'(0) = o, lleva a estudiar

15

Z'(t) = o A(t,0) — ¢(¥)z(t) + % /t_LA(v + L,v+ L)b(v + L)g{z(v))dv (2.32)

i
+2 /0 Alt, s)b(s)g(a(s — L))ds.

La ecuacién diferencial (2.32) con condicién inicial z(t) = ¥(t),t € [-L,0] tiene
como solucién zo(t). Remarcamos que zg(t) es solucién de la ecuacién (2.13) con
idénticas condiciones iniciales.

Observacién 7. Si se tienen las condiciones (2.21),(2.23) y (2.40). Las trans-
formaciones anteriores serdn vdlidas, por lo tanto, toda solucidn xo(t) de (2.13)
satisface una ecuacidn cuasi-lineal del tipo (2.32). Nosotros probaremos que la
ecuacion (2.32) tiene solucidn tnica para el problema de condiciones iniciales,
y probaremos que la solucidn cero de (2.32) es asintdticamente estable. Si zo(t)
es solucidn tnica de (2.18), la unicidad de las soluciones de (2.13) y (2.32) nos
permitird concluir que se trata de la misma funcidn. Y asi conseguiremos lo es-
tabilidad asintdtica de la solucién cero de (2.15), estudiando la estabilidad de la
solucién cero de (2.82).
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2.3. Resultados Previos.

En esta seccién, probaremos algunos Lemas y Proposiciones, gque nos permi-
tirdn demostrar el Teorema 10, que entrega condiciones suficientes para garantizar
la estabilidad asintética de la solucién cero de (2.13). Separaremos esta seccién en
los resultados que garantizan soluciones acotadas, y los resultados que aseguran
soluciones tendiendo a cero. Estos tltimos, estrechamente relacionados con la es-
tabilidad asintética.

2.3.1. Funciones Acotadas.

Para comenzar, damos condiciones que garantizan la existencia de la funcién
A(t, s), definido en (2.31). Es més, probamos que estas condiciones garantizan que
la funcién A(t, s) estd acotada. Cabe mencionar que la acotacién de dicha funcién
es vital para utilizar el Teorema 10. Por estos motivos es que nuestro siguiente
Lema es fundamental.

Lema 2. Sila funcidn 7(t) satisface (2.21), i.e.
0<rlt) < fltzy), Yo,y R,
junto a la condicién de promedio

7' (u)

()

du < oo. (2.33)

FEntonces A(t, s) estd bien definido por (2.22), para 0 < s < t, de hecho es una
funcién acotada para 0 < 5 < t.
Demostracion. Para a(t), definido en (2.14), gracias a la condicién (2.21) se tiene:

0 < () < aft),

lo que implica

e o] o0
A(t,t) = f e I 2l gy, < f e~ JE Tk gy, (2.34)
t t

oo fos) "
Alt,s) = / A{u, s)du = / els a(&)dE g,
t

t

" m U
Alt,s) < e Jar&)de / o O g, (2.35)
t

para 0 < s < {. Definimos

lee]
E(t, s) :=/ e~ Js TEE gy, (2.36)
¢
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De (2.36), se sigue que
A(t,t) <E(t,t), A(t,s) <E(ts), 0<s<t. (2.37)
A demaés, se puede apreciar que
E(t,s) < E(t,t), 0< s < t. (2.38)

La condicién de promedio para 7, (2.33), garantiza que lim;_, ;(1-{)- existe. Ahora
estudiamos E(¢,t) definido (2.36)

E(t,t) = efs T / % o e rteae T(8) 5
¢ 7(s)

= o] - o=l T [ e ron(Tl)y)
()l S 73(s)

_ e |~ fireae L _ f e TLS)
“ F” ) \FEe )

_ L [T e T8) 4
E(h 1) = fte (ﬂ(@)‘i' (2.39)

La ecuacién (2.39), garantiza que E(t,t) estd bien definida, para t > 0. De las
relaciones (2.37) y (2.38), se garantiza que la funcidn A(t,s) estd bien definida
para 0 < g < t. Ahora podemos estimar

1 ® _erede 1T (8)]
|]E(t,t)]§m+-/t et o

RO
ot T 2T

Se sigue de (2.37) que A(¢,t), A(t, s) estdn acotados para 0 < s < t. O

Las siguientes proposiciones, tienen por objetivo garantizar que la imagen de
cierto operador sean las funciones continuas y acotadas.

Proposicién 1. Si la funcién g(z) satisface (2.40), y ademds
Q@ >8>0, zeR.
g0

Entonces, si la funcién b(t) es positiva, la funcion q(t), definida en (2.30), es
positiva.
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Demostracion. La definicién de la funcién A(u,t + L), en (2.17), garantiza que
esta funcién sélo toma valores positivos. Asumimos que b(¢ + L) es una funcién
positiva. Por lo tanto,

( Alu,t+ L)du) bt+L)>0,t>0.
t+L
Para 3 > 0, se tiene
o0
(f Alu,t + L)du)b(t + L8>0, t20.
t+L

De la definicién de ¢(t), en (2.30), se tiene

(ftch Alu,t + L}du) b(t + L)g(zo(t))

y de la condicién sobre g, obtenemos

0< (/t:A(u,t-i—L)du)b(t—!—L)ﬁSq(t), t > 0.

O

Proposicién 2. Si la funcidn 7 deﬁmda en (2.21) es diferenciable, y satisface
(2.33). Entonces se tiene que fg e~ Jo 7%y es acotada para t > 0.

Demostracién. Consideremos ¢ > L,

t L t
/ o= (€ gy — / o SO gy, / o [T gy,
0 0 L

L t
:/ e~fo“r(£)dedu+/ o Jerea T8 o
0 5 ()

Integrando por partes y estimando, conseguimos

t " - fOL (£)dé ¢ 17 ()]
~for@ g« L 2 d
e ul < L+ .
i ‘ Z IR ey
Concluimos asi, que |, Ot e~ Jo 7€ gy, es acotado para ¢ € [0, c0). O

Proposicién 3. Si la funcién 7 definida en (2.21) es diferenciable, y sotisface
t
(2.53). Entonces se tiene que fé e~ JuT®d gy es acotada parat > 0.
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Demostracién. Consideremos t > L,

L
f f It g, / o~ LT gy 1 / LTt gy,

0 0 L
L t
:f e—fif(ﬁ)d{du+/ o fir@aeT() o
0 z 7(u)

Integrando por partes y estimando, conseguimos

t — [ r(e)de t (.
—f:'?'(f)dfd <L+ e 4 |T <U)ld
e u| < u.
yi ‘ @ 7w
Concluimos asf, que fg e~ Lo gy es acotado para t € [0, 00). O

Proposicién 4. Si |r(u)| < 7 para todo u & [0,00) y n es una funcion positiva,
t
entonces [} n(u)e™ SOy (u)du es acotada.

Demostracion. Sélo debemos estimar esta integral
I 4 t ¢
| [ ntwem Ol < [ (e L2 mO%|r(u)
0 0

t .
<7 f n(w)e= Fn@d gy < ’F(e“ Fn©de _ o~ J ’?(f)‘iﬁ) < 7
Q

O
2.3.2. Funciones que tienden a cero.
Lema 3. Supongamos que para toda constante v > 0
t oo 5
f / e~ S @dy (s 4 Dduds = oo, (2.40)
Q¢ Js+L

La funcidn b es positiva y g(x) satisfoce (£.33) junto a

ﬂ2,3>0,3:€IR.
T

K=

Si las funciones zo(t), z4(t) estdn acotadas en [0,00), entonces

e Joalerds _, 0 cuaendo t— co.

Demostracion. De {2.30) tenemos

_ A(s+ L)b(s + L)g(zo(s))
zo(s)

g(s)

bl
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de la condicién exigida a g, conseguimos
q(s) > A(s+ L)b(s+ L)3 > 0.

Recordamos que, wy es una funcién continua, luego, como zq(t) y zf(¢) son aco-
tadas, wo estd definida sobre un compacto, por lo que su imagen esté acotada por
un valor denotado por g > 0. De la condicién (2.21), se tiene

Ft,z0(), z5(t)) < wi(Bwa(lzo(t)] + |26 (2)]) < wi(t)vo,

v asi conseguimos
At,u) =e” faal®)ds > o~ Jurowi (6)dé

Luego se obtiene

/Ot q(s)ds > ﬁ/DtA(s + L)b(s + L)ds = 6/0* U:OL A(u, s+ L)b(s + L)du) ds

t =] 4
>3 f ( / e [irpvowr©dpg 4 L)du) ds.
0 s+L

De la condicién (2.40) se sigue que fg g(s)ds — oo cuando ¢t — oo. O

Proposicién 5. Si la funcidn g(z) satisface (2.33). Entonces para toda funcién
z(t) que tiende a cero, se tiene que

t
/ g(z(v))dv — 0 cuando t— oo.
t—L

Demostracién. Definimos G(t) = supyep—r 4 ||9(2(u))||, asf obtenemos

t
| stetona < 1660,

Debido a que lim;_.g ﬂmﬂ existe, se sigue que g(z) — 0, cuando z — 0. Resulta
facil ver que si z(t) — 0 si t — oo, entonces G(t) — 0 cuando t — oo. O

Lema 4. Si la funcidén g(x) satisface (2.40) y la funcidn 7(t) satisface (2.33).
Entonces para toda funcidn z(t) que tiende a cero, se tiene que

t t
‘/0 wJi T(g)dég(z(v))dv — 0 cuando t— oc.
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Demostracién. Antes de comenzar notamos que si 7(t) satisface (2.33), se tiene

O N S N S L
/L el M RO}

Por lo tanto existe el lims—oo ;(1—55 Se desprende asf que r(s) = ¢ >0 para s >
§ > 0. Por lo tanto

¢
/ T(£)d€ — cuando t— 0.
0

Para t > T > L, tenemos:

t 4 T + t t
f o= T g 1(v))dv = f o= [ 7€) g(2(w))dv + f e i 7@ g(z(v))dv,
0 0 T

de esta manera, obtenemos:

| L 7€) g (5(w)) o] < Tat) + T2(8);
donde .
n) = fo o 137 | (z(v) v,

I(t) = fT - 1470 | 2(v) | dv-

Sea € > 0, para estimar I5(t), utilizamos integracién por partes,

£ o g4 "
\La() < fT oJ2 7€)1 g(2) |dv < ]T efu'r@dé,r—%ug(zmdv

. 1 1 ® |’ ()| )

& [ T i) i
<c(smram® | mw®)

donde G*(T') = supg>T |g(z(s))|- Puesto que g(x) es sublineal cuando = — 0 Es

f4cil ver, que G*(t) — 0 si z(t) — 0 cuando t — 00 La condici6n (2.33) garantiza
que ?%E)‘ es una funcion acotada para todo t > L. Por lo tanto, existe T > 0 tal

que:
. L E ® |r'(v)) ¢
G(T)(?(_tj+m+[1~ TZ(U)dv)<§,t>T.
Estimamos [1(t)

t T T
n(t)] < e IrTO% ] e Jo €% du||g(2)\]-
0

Ia Proposicién 3 nos asegura que, T - [ 7(€)d gy es acotada. La condicién (2.33)

0
garantiza que jg T(€)d§ — cuando t — oo. Luego existe T1 > T >0 tal que,
|I1(8)] < 5, para +> Ty. Ahora para t > T, y conseguimos

Lo+ R0 <ot 2T >T
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Ahora tenemos las herramientas necesarias para demostrar nuestro resultado

de estabilidad.

2.4. Resultado de Estabilidad.

Reescribimos la ecuacién (2.13) para evitar confusiones
z'(t) + f(t,z,2')7' (t) + b(t)g(e(t — L)) = O,

bajo las condiciones iniciales x(t) = ¥(t),t € [-L,0] y 2/(0) = 0. Conseguiremos
condiciones que garantizan que (z(2), z'(¢)) — (0, 0). Suponemos que las funciones
involucradas satisfacen:

(b) La funcién b: [0,00) — [0,c0) es continua y acotada.
(g) La funcién g : R — R, es continua y existe 3 > 0 tal que

>8>0 yii_x%g@ existe.

9(z)
x z

(f) Existen las funciones continuas 7,wi,ws : [0,00) — [0,c0) tales que

0<7(t) < ft,2,y) Swi(Bwa(z] + [y]) (2.41)

(7) la funcién 7 es diferenciable, y ademas

| 7/(s)
d 2.42
fL 72(s) 5§ < 00 ( )
(w1) Sipara todo v >0
o o 5
f ( / e—“ffsum(@dfdu) b(s + L)ds = oo (2.43)
0 s+L

La funcién f : [0,00) x R x R — [0,00) es una funcién continua y localmente
Lipschitz, y ademds existe una constante K > 0 tal que

lg(z) — ¢(y)| < K|z —yl.

Estas dltimas condiciones, de Lipschitz, garantizan la unicidad de la solucién z
para cada par de condiciones iniciales. Lo que resulta fundamental para nuestro
resultado.




Ecuaciones Tipo Liénard. 45

Observacién 8. Para ver que las soluciones de (2.13) estdn definidas, sobre todo
el intervalo [0,00), podemos escribir la ecuacidn (2.13) como el sistema

z'(t) = y(t)

y'(t) = —a(t)y(t) — b(t)g(z(t — L)). (2.44)

En la sequnda ecuacién de (2.44), podemos considerar el dltimo término, como una
perturbacién. La férmula de variacidn de pardmetros garantiza que y(t) es acotada
sobre todo intervalo [0,T) donde la solucidn esté definida. Entonces, miramos la
primera ecuacion de (2.44) y vemos que, z(t) es también acotada en ese intervalo.
Luego se puede probar que la solucidn estd definida para todo t > 0, ver pp. 196

de [1].
Observacion 9. La condicion (2.42) conlleva:
i) 7(t) 2 10 > 0,t > L.
i) [ 7(s)ds = oo,
En el resultado de Burton [4] se erige (ii).
Ahora estamos en condiciones de probar el

Teorema 10. Si se tiene la ecuacidn (2.13) junto con las condiciones: (b),(g),(f),(T)
Y (w1). Entonces toda solucion zo(t) de (2.13) satisface

(zo(t), zp(t)) — (0,0), cuandot — oo.

Demostracion. Consideramos zp(t), una solucién de (2.13). Sea a(t) = f(t,zo(t), zp(t)),
gracias las condiciones (f),(g) y (7), son vélidas todas las maniobras y transforma-
ciones de la seccién (2.2). Luego, zq(t) es también solucidn de la ecuacién (2.32),
la escribimos nuevamente para facilitar la comprension,
d t
z'(t) = 0 A(t,0) — q(t)x(t) + 5 /t . Alv+ Lyv+ L)b(v + L)g(z(v))dv

+%/0 A(t, s)b(s)g(z(s — L))ds.

La férmula de variacién de pardmetros, como en la seccién (1.3.1) de §1, [ver (1.43)
a (1.44)], nos lleva a considerar el operador:

i 0
(P2)(t) = e~ Ja 1O%y(0) - [ A+ Lu+ Db+ Lg(a(u))ds

£ " t
+o f e hu Q% A(y 0)du + f A+ Lyv+ L)b(v)g(z(v))dv  (2.45)
0 t—L
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— t 'u,e—fi (€)dg ' ] U 2 ?
[ atwre o ( [ s+ Lo+ Do+ D (v))d;)du
¢
+./ At 0)b(v)g(z(v — L))dv
0

_ /Ot g(w)e™ fea®d% ( fu Alu, v)b(v)g(z(v — L))dv) du, t > 0.

y para t € [-L,0)
(Pz)(t) = ¥(1).

Ahora definimos el conjunto

My = {z € BC(|-L,0)) : 2(t) =9(t) parate[-L,0]}, (2.46)
donde 7 es la condicién inicial de zo(t). Es claro, que (My, || - ||) es un espacio
métrico completo, donde || - || denota la norma del supremo.

Antes de continuar, detallamos los pasos fundamentales, pues, la demostracién
es extensa.

1. Probar que PMy C My, i.e. que las imégenes de funciones acotadas por P,
son acotadas.

2. Probar que P tiene un tnico punto fijo, y por lo tanto la ecuacién integral
tiene una solucién acotada.

3. Probar que cuando z(t) y z((¢) son funciones acotadas, entonces el operador
P, deja invariante al espacio de las funciones que tienden a cero.

4. Concluir que P lleva funciones que tienden a cero en funciones que tienden
a cero, i.e. las soluciones de la ecuacién integral, en realidad tienden a cero.

1.- Necesitamos probar que My es invariante bajo el operador P. A contin-
uacién probaremos que para cada z € My, Pz € My. Es claro, de la definicién de
P en (2.45), que para t € [—L, 0] se tiene (Pz)(t) = 9(t). Ademds la continuidad
de z(t), garantiza que (Pz)(t) es una funcién continua para t > 0. Lo que resta es
probar que (Pz)(t) es una funcién acotada, esto lo veremos término a término

o) Esclaro que, %(0) — [°, A(v+L,v+L)b(v+L)g(3(v))dv no depende de t.
Es constante para cada z € BC([—L,o0)). Las condiciones (b},(f) y () aseguran
que se puede utilizar la Proposicién 1, se sigue que ¢(t) > 0. Por lo tanto, el factor

e— o 999 est4 acotado por 1, para t > 0. Se concluye que el primer término del
operador definido en {2.45), es acotado para t en el intervalo [0, c0).

b) Para el segundo miembro de (2.45), tenemos:

t t
!g/ i Q(f)de(u,{})dui o |J'/ e Ju a(€)dE o [ al)dE g,
0 0
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t
S |g|/ e_.)r(;u‘r(g)d‘fdu,
0

pues g(s) > 0. Ahora, la proposicién 2 asegura que este sumando es acotado para
t € [0,00).

c) Ahora, veamos el tercer sumando de (2.45):
t t
| f A(v+L,v+L)b(v+ L)g(=(v))dv] < f E(v+L, v+ L)|b(v+L)||g(z(v)) dv,
t—L t—L

donde E(v+ L,v + L) estd definido en (2.36). Gracias a las condiciones (f) y (1),
sabemos que el Lema 2 es vilido. Luego

sup |E(t,t)| <00, 0 S v < L.
>0

Y, gracias a la condicién (b), podemos hallar K > 0 tal que:
|E(v+ L,v+ L)||b(v)]| € K, v > L.

Asf conseguimos estimar

t t
| /t ’ A(v+ L, v + L)b(v)g(z(v))dv| < /t LK||Q(Z)||d’U < LK||g(z)]l;
luego, este término es acotado para t > 0.

d) Se probard que el cuarto sumando del operador, definido por (2.45), est4 aco-
tado gracias a la Proposicién 4.

e) Continuamos con:

|/ (t,v)b(v)g(z(v— L dv[</ |6(v)] (/z e E)dgds)dvljg(z)ﬂ
:/;|b(v)te—f;‘r(€)d€(ftm e_f:"(@d‘fds)dvl|g(z)|}.

Como en ¢) podemos hallar K > 0 tal que:

|b(y)|(/°° eff”f(f)d&ds) <K
t

t i
' Maglz(v — v e*JrlfT(E)dg vk 211.
|f0 At v)g(a(v — L))d |s/0 k()|

Asi conseguimos

La acotacién de este sumando sigue ahora de la condicién (7) y la Proposicién 3.
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f) Para ver que los miembros 4 y 6 del operador, definido en (2.45), estan
acotados, por esto estudiamos las siguientes integrales:

t uw
we~ Jua(€)d z(v))dvdu
[ atwem R0 [* agut Lyg(a))dvu

t U
"fa.: (§)ds — ul.
| ] gu)edia [O A(u,v)g(2(v — L))dvdul

Consideramos

ri(u) = ./1:1, A(v+ L,v+ L)b(v + L)g(z(v))dv

ralu) = /0 " A, 0)b(0)g(2(v — L))dv.

Ya probamos que r;(u), ¢ = 1,2 estdn acotadas, basta usar la Proposicién 4, en el
caso A(u) = q(u),r(u),2 = 1,2 en las integrales de arriba.

Por lo tanto, PMy, C My. Asi hemos conseguido un espacio de métrico com-
pleto, invariante bajo el operador P.

2.- Aqui probamos que el operador P tiene un inico punto fijo, por medio
del Teorema 10. Para facilitar las estimaciones, y conseguir una mejor notacién,
consideramos el operador P como una composicién de operadores P = RS donde
R estd definido por:

(Rz)(t) =T'(t) + 2(t) + f tq(u)e_f: 9 5 (u) t > 0, (2.47)
0
con I'(t) definido por
I'(t) = e~ Jo 9% [y(0) — / ’ A(v+ L,v+ L)b(v + L)g(w(v))dv) (2.48)
-L
t
T e_ j: Q(‘f)d’f U L.
+ fﬂ A(u, 0)d
S definido por:

(82)(t) = ft—L A(v+ L,v+ L)b(v + L)g(z(v))dv (2.49)

_ / " Kt ub)gtato—L)du, £ 56,
0
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Cuando ¢ estd en el intervalo [~L,0), tanto R, S se comportan como la identi-

dad. Buscamos estimar |Pz — Pz|, pero esta estimacién lleva trabajo, primero
estimaremos |(Sz)(t) — (Sz)(t)]:

(S2)(2) - (Sz)(t)| < | ft_L A(v+ L,v+ L)b(v + L)[g(z(v)) — g(z(v))]dv|

+ " At () lg(2(v — L)) — glz(o — L))ol

i ¢
&2 f IE(U+L,v—+—L)i]bHK!z(U)——m(?)){dv—&-[ E(t,v)||bl|K|2(v—L)—z(v—L)|dv.
t—L L
Notar que para t < L, z(t — L) = {t — L) = z(t — L), as{ conseguimos

[TduNK||z - 2|, 0<t < L,

(S2)(t) — (Sz)(t)| < (2.50)

(fj_L dulN + [ E(, u)HbHdu)KHz—a:H, t> 1L,
donde

N = supE(z,t)||b]]. (2.51)
0

De la definicién de E{t, u), en (2.36), se tiene que:

/;E(t,umbudu— /te_ft E(t, £)|[bl|du
<Nf du

integrando por partes, conseguimos

N ft a5 <N (e— i T(i)dEL)
L

7(u)

¢
4 N/t T R GL T
7 & )

72(u

Finalmente, gracias a la condicién (2.42), se tiene que

Nfe J'-”(’Eciu<1.’\f( )—i—N/ 5)d§du
() 72(u

< 2N sup ~— +N/ udu<oo
t>LT (u)

Por lo tanto, conseguimos

_/tIE(t Wlbllde < 2N sup— + N [ T g 15 1 (2.52)
R - tzET(t) L ) T h
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Luego, la estimacién hecha en (2.50), se puede cambiar por

JyduNK||z—z||, 0<t < L,

(82)(2) — (Sz)(2)] < (2.53)

(fgduN+N{25upt2L;%§5+fz: idu})f(”z—mﬂ,tz L

Estamos en condiciones de construir una funcién A, que sea integrable y ademés
permita la estimacién

1S2(t) — Sa(t)] < /0 KAw)||z — zl|du.

Con estos objetivos en mente, definimos la funcién

W) = X (0N + 80 ) 4 X (s (254

con N definido en (2.51). Ahora podemos calcular f; A(s)ds, para 0 < t < L, se
tiene

t E 2N N7/
[ o= [ (a0 + 2 00 ) (VT

t ¢ ON
fo}\(s)dszfo(N+ 7 ?gg ())ds 0<t<L. (2.55)

Para t > L, se tiene

¢ t 2N NT
/0 Slgids = fo (xm)”(s)(N T sup (t))+x(m>(s) Q(S;))ds

/A(s)ds—/ (N+ 7 ?EE (t)) s+f Nr;(i))ds’

luego, conseguimos

t
f A(s)ds = LN + 21V sup —— (2.56)
0

t>L T

Gracias a la condicién (2.42), sobre integrabilidad de 13_;, se sigue que, A € L(0, co).
Ademés de (2.55) y (2.56) se tiene

i t(N—{"%Supt)L 1 ) 0<t<L,
/ AW =1 1N yon Ty t> L (2:57)
0 + SUpy>r, =0} 4 f L 72(w) U, t =2 L.
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Comparando (2.53) con (2.57), se aprecia que
£
1S2(t) - Sz(t)| < / KA()||z — o||du, t > 0. (2.58)
0

Hemos conseguido una funcién mayorante A adecuada, esto nos permitird utilizar
el Teorema 9.

Ahora estimamos |(Pz)(¢) — (Pz)(t)| = |(RSz)(t) — (RSz)(t)],

[(P2)(t)—(Pz)(t)] < I(SZ)(t)—(Sw)(t)H/O gu)e™ 5 9O (S 2) (u—L)—(Sz) (u—L) | du

< ([ owans [ awefeos] [T rren]d)e-al,

como la funcién X es positiva, la integral [’ A(v)dv es creciente, se sigue
(P2)(8)=(Pz)(8)] < ( /D " Ka(wdut fo  g(w)e-aateas [ fo t K')\(v)dvj‘ du) T,
Basta integrar para conseguir
(PO - (POI S 2K [ Awlalz =l (259
Veamos ahora que sucede para P2, estimemos |(P?z)(t) — (P%z)(t)],
|(P22)(t) — (P?z)(t)| < |(SP2)(t) — (SPz)(t)|
+ fo ’ qu)e L2 9O (SPYz(u) — (SP2)(w)ldu.

De la misma manera que obtuvimos (2.58), obtenemos

t
((SPz)(t) - (SPz)()] Sfo KA()|(Pz)(v) — (Pz)(v)|dv

< 2K? fot)\(v)(fov)«(u)liz—mi]du)dv,

2
(K B )\(v)dfu>

5 |
De igual manera como obtuvimos (2.59), podemos conseguir esta vez:

[(SP)2(2) — (SP)z(¢)| < 2

|z — z||.

(2}{ Jr )\(U)dv> i

(P2)(0) - (PPa)(®) < ~—

||z — =] (2.60)
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Probaremos por induccion que

k
(QK It )\(U)d’u) |

(PE2)(t) — (Pra)(2)] < =

|z — z||.

Supongamos que la desigualdad es vélida para n,

2K f; )\(’U)d?))
|

n!

(Br2) ) — (Pr2)(0)] < ( o — all. (2.61)
Ahora estudiamos |(P™12)(t) — (P"1z)(t)|, se tiene:
(F™2)(0) — (PHa)(0)] < [(SP2)(E) - (SP a)(®)
+ [ alwem ROSPR5)w) — (SP") .

Sabemos que,

(SP"z)(t) — (SP z)(t)] < /0 KAW)|(P"z)(v) — (P"z)(v)|dv

< fo tK)\(ru) <2Kﬁ;(u)du) |

n+1
(K f; )\(v)dv)
=T el

y de ignal manera como obtuvimos (2.59) , se consigue

|z — z||dudv

n+1
(QKIS )\('U)d’u)
[(P™12)(t) — (P 12)(2)] < |

- (n+1)! 2 =l

n+1
(2Kl )
n-+1 _ -1 _

(F2)(0) - (PPa)(9)] < Al =all, >0,
Entonces, para ng suficientemente grande P™, es contractivo. El Teorema 9, garan-
tiza que P tiene un tnico punto fijo z*(t) € My, Por la construccion del operdaor
P, z*(t) es la tinica solucién de (2.32). Pero zo(t), tinica solucién de (2.13), tam-
bién satisface (2.32). Luego z*(t) = zo(t), esto significa que zo(t) € My, por lo
tanto, zo(t) es una solucién acotada de (2.13).
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3.- A continuacién demostraremos que z,0(t) estd acotada, para conseguirlo,
reescribimos (2.18)

t
2(t) = 2/ (0)A(t,0) - fo A(t, 8)b(s)g(z(s — L)).

Se sigue, en particular que
. £
[w5(8)] < |z5(0)]e™ Jo % + f e~ o T () g o (v — L)) |dv.
0

Es claro que el primer sumando del lado derecho es acotado. Detengdmonos en la
expresién integral, como zo(t) es acotada, g{zo(t)) también lo es. Asf conseguimos

t t 3
|2(8)] < |z5(0)]e™ Jo 7% 4 ||bg(z0)]| f R EIGL
0

Podemos aplicar la Proposicién 3 a la expresién integral para concluir que, zj(t)
es una funcién acotada. Hemos probado que zo(t) y z((t) estdn acotadas.

Resta probar que zo(t) — 0 si ¢ — co. Gracias a (2.43), (b) vy (g) podemos
utilizar el Lema 3, para garantizar que

e~ 2% 0 cuando t— oo. (2.62)

Estamos en condiciones de probar, que en realidad la solucién zg(t) — 0 cuando
t — co. Consideramos el conjunto

My = {z € BO(-L,)) : 2(t) = (t), t € [~L,0], lim 2(t) =0}.  (2.63)

a’) El Lema 3 asegura que el factor e~ 4o 2€% tiende a cero. Se concluye que
el primer término del operador definido en (2.45), tiende a cero cuando t — co.

b") Nos detenemos en el segundo miembro de (2.45),i.e. o fg e (&) 4 (u, 0)du.
Sabemos que |A(u,0)] < e” Jo T oracias a la proposicién 2 probamos en b),

o0
f o O gy < oo,
L

Por lo tanto, dado € > 0, existe T > 0, tal que :

o0 i €
/ e~ Jo @y, « —
T 2|a|

Es claro que

T T
101/ e I A% 4y, 0)]du < oo.
0
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Gracias al Lema 3, sabemos que existe 71 > T, de modo que para t > T}
£ ( T T €
o~ Jr ()| g / e~ I 9% | A(u, 0)|du < £
; 0
Sea t > Ty > T, gracias a las estimaciones anteriores conseguimos

t s t
o*/ e‘ﬁq(ad‘EA(u,D)du\ it |cr|/ e_JruQ(E)dg]A(u,O)ldu—&—lal/ e‘fi';(g)dE!A(u,O}{du
0 0 T

T 4
< e a0 g| [ o= 00 4w, 0 du+ o] [ 1A(w,0)ldu
0 T

i t
iaf e~ hu ()9 A(u, 0)du| < €.
0

Para ¢ dado. Se sigue que el segundo término del operador definido en (2.45),
tiende a cero cuando t — oo.

¢’) Ahora, el tercer sumando de (2.45):
t t
1f Al Ty vt Liblu b Elalele])del 5/ E(v+ L, v+ L)|b(v-+L)||g(2(v))|dv,
t—L t~1

donde E{v+ L,v + L) es una funcién acotada, gracias a las condiciones (f) y (1),
v el Lema 2. Gracias a la condicién (g), podemos utilizar la Proposicién 5, para
concluir que el tercer término de (2.45), tiende a cero cuando ¢ — oo,

e’) Continuamos con:

| f " Alt,v)b(0)g((v — L))do| < /O " Ib(w) ( /t Tk f@d‘fds) lg(z(v))]dv

= [y s [T om0 et

-/ " b(o)lem ETOE( £)g(=(w) dv.

Gracias a que las funciones E(t,t),b(t) estan acotadas el Lema 4, bajo pequenas
modificaciones, asegura que el quinto término de (2.45), tiende a cero cuando
t — oo,

/) Es el turno de los sumandos 4 y 6 del operador, definido en (2.45). Los
reescribimos, respectivamente, para mayor claridad

t . %
| jo g(u)e™ ia©)de [ A(v + L)g(2(v))dvdu),

—L



Ecuaciones Tipo Liénard. 55

fo q(:u)e“fi‘?(g)dg /Ou A(u,v)g(z(v ~ L))dvdul.

Consideramos

ry(u) = /"u A(v+ L,v+ L)b{v+ L)g(z(v))dv,

ra{u) = /: Au, v)b(v)g(z(v — L))dv.

Ya probamos que 7i(u), ¢ = 1,2 tienden a cero. Ahora probaremos que fg g(uje” faa©dey, (uw)du —
0, si ry{u) — O cuando t — oo. Sea ¢ > 0, existe Ty, > 0, tal que, para
t > Ty, |ri(t)| < €/2. Ademds

To; To, To; Ty,
If glw)e o WO, (1) | Sf a(u)e™ o 1% gy||ry|| < oo
0 : 0

Gracias al Lema 3, existe 11, > Tp,, tal que, para ¢ > 71, se tiene

ot d T,
o~ I, 96) E/D g(w)e=fu q(E)dﬁdanH<§_

Se sigue que para t > T7,, se tiene que
t t
|[ g(u)e” Faa®%r (W) du| <€, i =1,2.
0

Por lo tanto, los términos 4 y 6, del operador, (2.45), tienden a cero cuando t — oo.

4.- Sabemos que (Mp, || - ||) es un espacio métrico completo. Ya vimos que
existe ng € N, tal que, P™ es contractivo, existe z* tnico punto fijo de P™,
que también es \nico punto fijo de P. Por lo tanto, z*(¢) — 0 cuando t — oo,
y z*(t) es solucién de {2.32). Como antes podemos garantizar que xz*(t) = zo(t).
Por lo tanto, zg(t) — 0 cuando ¢ — oc. Falta demostrar que z/(t) — 0, para esto
volvemos a utilizar (2.18) y como antes

1 t t
|5 ()] < [25(0) e~ Jo TO% / e~ Jo TOL b(v)||g(mo(v — L))|dv.
0

El primer sumando tiende a cero; resta mostrar que la expresién integral tiende a
cero. Como antes usamos (2.18)

t L t
ah ()] < |zh(0)]e~ Jo TEOE 1 e~ JoTE)dd g(zo{v — L))|dv.
0 0 q

Utilizando el Lema 5, se concluye que zg(t) — 0 cuando ¢ — oo. Por lo tanto,
(zo(t), z3(t)) — 0 cuando t — oo.
0
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2.4.1. Discusion Final.

Destacamos que nuestra condicién (2.42), que reescribimos,

'(s)
fL (s )d 8 < 00,

es satisfecha por 7() = %, con @ > 0. Ademds es mucho més sencilla de verificar
que las condiciones exigidas por Burton, para que su operador resulte contractivo,

ie. . o o
2Ksupf (/ e JatL TMdvdu)b(s-{»L)ds
t>0 Ji-L 0

t [ee] s
+2K supf (/ eI T(”)‘h’du) b(s+ L)ds < 1.
0 \Jt

£20 —s

El resultado clésico de Smith [20] tenfa limitaciones con la condicién (2.3),
pues, h(t) = t es adecuada para ésta, sin embargo, h(t) = t* ya no lo es. Idéntica
situacién sucede en el resultado de Burton, esta vez con la funcién c(t). Vere-
mos que nuestro resultado, como era de esperar, tiene estas limitaciones, sobre
la funcién wy, lo que se debe a la condicién (2.43). Mostraremos de hecho que al
considerar wi(t) = t°, el mayor valor que 3 puede alcanzar es 1.

Para simplificar los cdlculos, consideramos b > 0 constante, y

wit) = (B+1)P,0<B<1,

luego,

b/oo (/m o~ Tl relt ”)d”du> ds = b/ (/ 6_7(uﬂ+1_(s+L)ﬁ+l)du>ds.
0 s+L +L

Podemos utilizar el Teorema del valor medio, y con ¢ € (s + L,u) conseguimos

o0 o0
:b_/ (/ e—w(ﬂ+1}Cﬁ(u—5—L)dU>dS_
0 s+L

Debido que estamos integrando una funcién positiva, se tiene

s+L+1
b / ( / (1 SHL)du)ds % / ( / 6—v(ﬁ+1)C’3(u—s—L)du> ds.
el

y de la monotonia de la funcién t8+1) con B > 0, se sigue que

o0 s+L+1
>b / ( / e7(ﬁ+1)(3+’5+1)5(u‘s_mdu) ds,
0 s+L

00 /1 _ p=(B+1)(s+L+1)"
fo (vwﬂ)(wul)ﬁ) T
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Estas estimaciones hacen evidente que es posible considerar ws (t) = t. Veamos
que sucede en el caso wy(t) = t#, donde tanto 8 > 1, como b > 0, son constantes.
Consideramos

wi(t) = (B+ 1?1 <5,

luego,

= * =y [ wi(v)de = R X o +1)A+1
f f eV ot 1 gy, Y pds = / / CREL il S >du>bds.
0 s+L 0 s+L

Utilizamos el Teorema del valor medio, y con ¢ € (s + L, 1) conseguimos

o0 oo
:f (/ e—’r(ﬁ+1)cﬁ(u—s—L)du)bds_
Q s+L

La monotonia de la funcién %, con 8 > 0, nos garantiza que

o0 o0 o0 oQ
b / ( / e—'y(B+1)Cﬁ(u—8—L)du) ds < b / ( f e—w(B+l)(S+LJﬁ(u—s—L)du)ds
0 s+L — Jo s+L

o0
1
=} / 0-1)ds < oo,
T CE LA

pues, como 3 > 1, la funcién (s + L)~ es integrable en [0,00). Si bien Burton
en [4], también hace comentarios sobre esta problematica, nada dice sobre casos
entre ¢ y ¢.

A continuacidn, tratamos un ejemplo sencillo, para graficar las diferencias més
importantes de nuestro resultado con respecto al de Burton en [4], y también con
uno obtenido mediante el método directo de Liapunaov.

Ejemplo 3. El resultado cldsico de Smith, garantiza que la solucién cero de la
ecuacién diferencial

" (t) + ha'(t) + bz(t) = 0, (2.64)

donde h, b son constantes positivas, es asintéticamente estable.
Nos interesa estudiar una ecuacién diferencial andloga, pero esta vez con re-
tardo

z" (t) + ha'(t)+ bz(t — L) = 0,z(t) = ¢(¢),t € [-L,0],z'(0) = =g, (2.65)

con h,b y L son constantes positivas.

Mostraremos tres distintas condiciones que garantizan la estabilidad de la solu-
cién cero de (2.65), asociadas respectivamente con: el resultado de Burton [4], un
funcional de Liapunov, y nuestro Teorema 10.
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Claramente en este caso se tiene que a(t) = 7(t) = w(t) = h, y se satisface la
condicién (2.42). Nos interesa que (2.43), sea vilido para vy := 1. Esto es

o o] o0 oo
b/ (] emh(u.—s—L)du) dacs b/ (_ l(_e—h(a+L—s—L})) i
0 s+L 1 h

=1
=} —ds = o0.
L
Para usar el resultado de Burton, necesitamos la condicién de contractividad, i.e.
i S u+ts+L
2Ksup/ (] e JiE” 1"(”)d"’du)b(s—!—L)ds (2.66)
>0 Jt—1 \ Jo
t o u+s
+2Ksup] ([ e Js T(”)d”du) b(s + L)ds < 1.
t=0 Jo t—s

En este caso, K = 1, pues, g es la funcién identidad. Para hacer explicitas las
condiciones que garantizan la contractividad, calculamos las integrales que apare-
cen en (2.66), para 7(s) = h,b >0

t o0 SEED i o] ity
bf (f e_ f-’++L+ hdﬂdu) dS + b/ (f e_ f_] £ hdﬂdu) dS
t—L 0 0 t—s
t (oo} t o0
=b (f e_h"du)ds—i-bf (/ e"”“du)ds
t—1, \Jo 0 t—s
t o’} t [o%s] b 5 b t
b/ (f e_h”du)ds-kb] (/ e_h“du>ds= -—/ ds + —f e~ t=9)ds
t—r \Jo 0 t—s h Ji_L h Jo

_bL b —ht
== + Hg(l €,
Asi la condicién (2.66), se convierte en
2b 1

—(Eb) % 1 (2.67)

Esta condicién muestra una estrecha e intrincada relacién entre las distintas con-
stantes involucradas en (2.65). Si el valor de h es pequefio, el resultado falla. Lo
mismo sucede si b o L son grandes. Para facilitar comparaciones, escribimos la
relacion como

h?

bt
S SRL+1)

(2.68)

Podemos estudiar la estabilidad de la solucién cero de (2.65) mediante fun-
cionales de Liapunov. Para la ecuacién (2.65), se puede hallar un funcional de
Liapunov en (1], la escribimos como sistema

=y

: 2.
Yy =—hy—br+ jEL by(t + s)ds (2:69)
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y usamos el funcional

4] t
V(z,y) =y* +bz® + “rf / y? (u)duds,
—L Jt+s

vy entonces

0

d 0
EV(m, y) = 2yy + 2bxx’ + 7[ ¥ (t)ds — fy/ y2(t + s)ds,
-L —L

0

0 0
= 2y(—hy — bz + / by(t + s)ds) + 2bzy + 7f y2(t)ds — 7/ YA (t + s)ds,
= 2 -L

' 0 0 0
= —2hy? + Qy/ by(t + s)ds) + '}'f y*(t)ds — 7/ Y2 (t + 8)ds,
i Z if

B e
= [ 0 + 2+ 9) = P + ).

Se sabe que 2zy < z? + 2, en esta caso conseguimos

0o _
< [T+ A0 + 6=+ o),

Podemos elegir v = b, y conseguimos
d [ S
ot < o e
ZV(e,y) < 20— 2) L),

para garantizar la estabilidad, necesitamos que %V(m, y) < 0, en este caso bL < h,
o bien

h
b< 3 (2.70)

Otra vez existe una relacién estrecha entre las tres constantes que aparecen en
(2.65). Pero, se puede apreciar que, para h,L > 0

R h

3L < 2L +2h= —— < —
< o ShL+1) - L’

por lo tanto el resultado mediante funciones de Liapunov, permite que la constante
b sea mds grande que el resultado de Burton.

Nuestro resultado considera muchas de las hipdtesis de Burton, difiere en la
condicién (7). A continuacién veremos que la ecuacién (2.65) satisface (7), ademas
hallaremos la funcién A, definida en (2.54). Debido a que consideramos 7(t) = h,
es claro que T?I = 0. por lo que la condicién (7) se satisface trivialmente. El valor
de N := sup;»q E(2,1)[|8]| = %, luego, la funcién A es

260 2611 b
Alu) = X[o,1) (u)(i + ?EE) *+ X(L,00) (U)EO (2.71)



Ecuaciones Tipo Liénard. 60

Asi, nuestro resultado es aplicable a (2.65), y garantiza que la solucién cero es
asintéticamente estable. Destacamos que en nuestro resultado, no serd un in-
conveniente que h sea pequefio. Algo similar sucede con las constantes b o L,
pues no es significante cuan grande sean. Nuestra funcidn A permanecerd en
L0, 00), por lo que, nuestro resultado seguira siendo vélido. Asi para las con-
stantes b = 2,h = 107! y L = 1, nuestro resultado permite asegurar que la
funcién cero es asintéticamente estable. Sin embargo,

102 1071

e o <2
301+~ 1 !

lo que signinifica, que ni el resultado de Burton ni él que utiliza el funcional de
Liapunov, son aplicables en este caso.

Remarcamos que el Ejemplo 3, deja de manifiesto que nuestro resultado cubre
més casos que los criterios utilizados por Burton en [4]. De hecho, las condiciones
que garantizan la estabilidad asintética de la solucién cero de(2.65), usando nuestro

resultado, son poco restrictivas y estdn en la linea de las condiciones exigidas por
Smith en [20].

Otra diferencia con el resultado de [4] pasa por la constante de Lispchitz, de
la, funcién ¢. Sélo la requerimos para garantizar la unicidad de la solucién de la
ecuacién (2.13). Sin embargo, en [4], también influye para que el operador resulte
contractivo.

Asf, nuestro resultado confirma la relevancia de estudiar la estabilidad de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales mediante la Teoria del Punto Fijo.
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