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Resumen

Conside¡amos la ecuación integral escalar,

c(t) = p(t)r(0) + f (t, x(t)) * 
lo' 

ogn4, *ls))ds, r > 0,

donde /, ft, : [0, m) x R --- ]R son funciones continuas, tales que la fi;¡ción cero
sea solución. Conseguimos distintas condiciones para la estabilida.d y estabiüdad
asintótica de Ia solución cero, usando la Teoría del Punto Fijo.

Finalmente, estudia.m.os ia ecuación diferencial no linea.l

r" + f (t,r, x')x' + b(t)g(x(t - ¿)) = o,

donde /, ó y g son funciones continuas. La función b es acotada, y / es localmente
Lipschitz. Establecemos, por medio de la Teoría del Punto Fijo, condiciones que
garartüan que la solución cero es asintótic¿mente estable. Nuestras hipótesis son
más generales y fáciles de verificar, que las obtenidas por Burton en [4].
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Abstract

We consider the scala¡ integral equation

¿1¿1 : pir)rt0) - f{t.r(tr) - lr' 
yJ)ntr.t,s))d¡. t > 0.

where /, á : [0, oo) x ]Q ---+ 1R are continuous functions, such that the zero function
is a solution. We obtain several assumptions to ensure, using Fixed Point Theory,

that the zero solution is stable or asymptotically stable.

FinaJIy, we estudy the non-linear difierential equatior

r" + f (t, r, r')r' + b(t)s(r(t - ¿)) : o,

where /,á,g are continuous functions. The function á is positive and bounded,

while .f is locally Lipschitz. Using Fixed Point Theory, we obtain conditions to
ensure that the solution zero is asymptotically stable. Our assumptions are more

general and easier to check, than the Burton's conditions in [4]
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Introducción.

Esta tesis trata sobre 1a estabüdad de 1as soluciones de ecuaciones diferenciales

ordina¡ias (EDO), un problema que ha sido de constante interés por más de un

siglo. El estudio de 1¿ estabilidad de las soluciones de EDO se ha apoyado en el

método directo de Liapunov, así como en desigualdades integrales. Sin embargo,

en la última decada surge una nueva a,lternativa. Burton et 8f. 12l-[6] han con-

seguido diversos resultados de estabiljdad por medio de la Teoría del Punto fijo,
principalmente para ecuaciones diferenciales con reta¡do. Burton tiene una larga

trayectoria y vasta experiencia en e1 estudio de la soluciones estables de ecuaciones

diferenciales utiliza¡rdo funciona.les de Liapunov. Sin emba.rgo, para superar cier-

tas dificulta.des que aparecen en el tratamiento de Ia estabiLidad por medio de

funcionales de Liapunov, ha utiüzado la Teoría del Punto Fijo. A continuación

describimos algunas cor»ideraciones, relacionadas con el estudio de la estabilidad
pa.ra ias soluciones de ecuaciones diferenciales con retardo, ya sea Por Teoría del

Punto Fijo o Funcionales de Liapunov.

1. Cuando el retardo no se comporta bien, e1 Método directo de Liapunov se

l'ue1ve difícil de usar, pero esas dificultades se suPeran fácilmente por medio

de 1a Teoría del Punto Fijo.

2. El Método directo de Liapunov requiere relaciones puntuales, en cambio,

media¡rte 1a Teoría de1 Punto Fijo se necesitan condiciones de promedio

integrales.

3. Existe un equilibrio. En la Teoría de Liapunov uno debe ha11a¡ un funciona,l

adecuado; en la Teoría de Punto Fijo se debe ha11ar un operador junto con

ul espacio inva¡iante adecuado.

4. La Teoría de Punto Fijo es efectiva en el estudio de la estabilidad, puesto que

restringe 1as funciones a un subconjunto específlco, de un espacio de Banach,

por lo que las cond.iciones para estabilidad se ven reducidas. En contraste, las

funciones de Liapunov están definidas en un dominio de Ia forma [0, co) x D
donde D es una vecindad abierta de 0. El método de punto fljo trabaja en

un conjunto mucho más Pequeño.

E1 continuo interés por la estabilidad de las soluciones de ecuaciones diferen-

ciales, sumado a la innovadora manera de abordar la problemática, nos impulsó a
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estudiar la estabilidad de soluciones de ecuaciones dife¡enciales. por medio de los
teoremas clásicos de punto fljo, estos son: Banach, Schauder y Krasnoselskii. Este
es el objetivo de esta tesis, que se divide en dos Capítu-los.

En el Capítulo 1, nos.fortalecemos en la TeorÍa del Punto Fijo, aplica.da a la
estabilidad de las soluciones de EDO. Ampliando nuestro conocimiento sobre este
tópico. Todo 1o anterior se ve reflejado en los Teoremas allí presentes, que ilustran
las ideas funda¡nentales para conseguir resultados sobre la estabilidad de solu-
ciones de (EDO) por medio de la Teoría del Punto Fijo. Se concluye este Capítulo
con aplicaciones a: ecuaciones integro-diferenciales, ecuaciones diferenciales con
retardo y a una ecuación diferencial de segundo orden.

La estabilidad de la solución cero de ecuaciones tipo Liénard ha sido un prob-
Iema muy estudiado 14, 12, 13, 18, 21]. EI Capíiulo 2, que Ie da el título a este
trabajo, trata sobre la ecuación diferencial tipo Liénard con retardo

r" + f (t, x, x')x' + b(t)g@(t - ¿)) = o,

donde /(f,r,g) > a(t) para alguna función continua a. Burton, en l ] (2005),
consiguió un interesante resultado de estabilidad asintótica para Ia solución cero
de esta ecuación, usa.ndo Teoría del Punto Fijo. Bu¡ton busca un resultado análogo
al conseguido por Smith en 120], el año 1962, para la ecuarión diferencial lineal de
segundo orden

c" + h(t)x' I k2x:0, (1)

doncte ñ(ú) es una función continua pa,ra ú ) 0, ,k2 es una constante positiva, y ñ6

es una constante positiva tal que

h(t) > ho.

Nosotros estudiamos la ecuación tratada por Burton, consiguiendo un resultado
análogo aJ de Burton. Cabe destacar que:

1. Nuestro resultado requiere de menos condiciones que el de Burton, y más
sencillas de verifi.car.

2. Nos acercamos más al espíritu del resultado de Smith.

3. El resultado de Smith es válido para á(f) = ho * t, pero falla para fu(t) :
ho + f2. Nuestro Teorema 10 tiene una limitación similar, 1a que se hacemos
notar, a la vez que delimitamos claramente su alcance, i.e. h(t) : fio ¡ ¡0
funciona para B <1.

4. Conseguimos condiciones distintas a las que puede entrega,r el método di¡ecto
de Liapunov.

5. Utilizamos el Teorema asintótico de Banach, para conseguir la estabilidad
asintótica. Un hecho poco visto en la bibliografía.



Capítulo 1

Ecuaciones Integrales.

1.1. Introducción

Pa¡a comenzar consideramos Ia ecuación integral escalar,

(11)

donde la fr.r:rción p(t) > 0,p(0) : 1es continua, y f,h, [0, oo) xR -. R son
funciones continuas que satisfacen

/(ú,0) :0, /(o,z) :0, ¿(¿,0) :0.

Ecuaciones del tipo (1.1) provienen de interesantes problemas como la ecuación
diferencial de tipo neutral:

r(t1 = p(t)r(o)+ /(¿, r(r)) * lo' 44nA.,ts))ds, r > 0,

r'(t) = -ct(t)xtt) + /(t,r(t)) - fiAfr,r,, -r)).f > 0 (1.2)

con la condición inicial r(t) = iá(¿) con t e [-r,0],r > 0. Condiciones para la
estabilidad asintótica de la solución cero de (1.2) se consiguen en Ia sección (1.3.2).

Nos ocupamos de la aplicación de la Teoría del Punto Fijo para estudiar la
estabilidad de soluciones de ecuaciones integrales, pues, a cada ecuación diferen-
cial se le puede asociar una ecuación integral equivalente. Distintos autores han
trabajado en este tema los últimos 15 años, destacando T.A. Burton l2]-la].

Denotarnos por z(t) : r(t,x¡,ts) a una solución de (1.1), con condición inicial
.¿ \¿01 - ¿0.

Definición L. Se d.ice que la solución y(t) = g(t,,y¡,t6) de la ecuación (1.1),
d,efinida po,ra t >_ to, es estable si, para tod,o e > 0, eriste á > 0 Íal que: para cad,a

.to que cumpla lzo - Eol 1 6, eriste r(t,x,¡,tn) solución d,e (1.1), a la uez que

lE(t) - r(t)l ( e, Vt ) ú¡.
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Definición 2. La soluci,ón y(t) = y(t,ys,tü d,e la ecuación (1.1) es asintótica-
mente estable si la solución y(t) es estable y ademós cad,a solución d'e (1.1),

r(t,rs,t¡), si lr¡ - 96l I 5, entonces

1a(t) - x(t)l -+ O cuand'o t "+ a'

En este capítuIo estudiaremos 1a estabilidad de 1as soluciones de ecuaciones

integrales, mediante Ia Teoría del Punto Fijo. A continuación emmcia.:nos los Teo'

remas cliisicos de1 Punto Fijo, que utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Teorema 1 (Banach, L922). Sean (5, p) un espacio métrico completo y F : S ---* S

un operad,or contractáao, entonces el operad'or F tiene un único punto fi'jo en S.

Teorema 2 (Schauder, 1930). ,9ea O un subconjunto no uacío, conuefro Y compacto

d,e un espaci,o d,e Banach S y F : Q -r O zz operador continuo, entonces el

operad,or F tiene al nrcnos un punto f,jo en A.

Pa¡ticu-lar interés tienen 1os operadores suma P : lr * fz, donde 1os puntos

fijos de P, pueden ser airaídos por los puntos fijos del operador domina,nte, diga.mos

x:ftr,

si f2 es pequeño. En este sentido destaca uno de los primeros teoremas de punto fijo
vá1idos para suma de operadores, debido a Krasnoselskii, que suma un operador

contractivo con otro operador continuo y compacto [6]' [2],[16]:

Teorema 3 (Krasnoselskii, 1955). ^9ea 
{l un subconjunto no aacío, conüe:xo Y

cerrado de un espac'io d,e Banach S. Supongamos que eristen operad,ores 11,12 :

A --+ S tales que :

(i) lp +I'2g e {l Para tod'o r,Y € dl,

(ii) 11 es un operad,or contract'iuo,

(iii) T2 es un operad,or completo,rnente continuo F2 es continuo g compacto).

Entonces eüiste y € {l de manera que l1y *l2g : y.

Este ú1timo resulta.d.o relaciona y extiende los Teoremas 1 y 2. Las demostra-

ciones de los Teoremas 1y 2 pueden encontrarce en Dugundji y Granas [8], el

Teorema 3 es demostrado en Smart 119].

En 1as siguientes páginas se consiguen resultados sobre estabilidad y estabilidad

asintótica de Ia solución cer¿ de la ecuación integral (1.1), mediante los Teoremas 1,
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2 y 3. Ifacemos notar que pa,ra utiliza,r los Teoremas 2 y 3, necesita.remos probar
que cierto conjunto de funciones es compacto 1o que, usualmente, se consigue

gracias a1 Teorema de Arzelá-Ascoli. Nosotros estamos interesados en operadores

definidos en eI espacio de Banarh (SC([0, oo)),ll ' ]l), "l 
espacio de 1as funciones

continuas y acotadas con la norma de] supremo. EI Teorema de Arzelá-Ascoli no

es v¡í.Iido sobre el intervalo [0, oo). Por esto es que demostramos un buen criterio
para probar la compacidad de un conjunto en (¡C([0, oo)), ll ' ll).

Lema 1. Sea A c BC(lO,a)) un coniunto cerrad,o y acotad,o, si A es equicontinuo

sobre cad,a'interualo acotado en [0, co) g es equiconaergente a cero, esto es, para

cad,a e >0 eri.steT:T(e) tal que

lc(f)l < e,Vt > T.,Yr e A.

Entonces A es un subconjunto conq)acto erz (.aC([O,co)),ll ll).

Demostraci,ón. Sea {/"}pt una sucesión en á, sabemos que sobre todo conjunto

compacto [0, n] el conjunto A es equicontinuo y acotado(uniformemente), luego,

por el Teorema Arzelá-Ascoü sabemos que A restringido al intervalo [0, n] es com-

pacto. Por 1o tanto, §obre e1 intervalo 10, 1] 1a sucesión {/"}p, tiene una sub-

sucesión convergente, 1a denotamos {#}Et. Sobre el intervalo [0,2] la sucesión

{fi}fl, tiene, a su vez, una subsucesión convergente, llamémosla {/,?}Pr. esl,
en el interva.lo [0, ñ + 1], la sucesión {/*}Ér, tiene una subsucesión convergente,

denotada por {"f*+1}Éi, de este modo podemos cubrir 10, oo). DiagonaJizando

conseguimos una subsucesión {fl}Lt C A, vea.rnos que es de Cauchy en [0, co).

Sea e > 0, existe ?: 
"(e) 

e N tal que lr(t)l ! elz para ¿ € p,co), esto Io

satisface cualquier o € A, $acias a 1a equiconvergencia a cero. Pero en [0,7], la
sucesión {.ff+'}Pr es convergente (desde n > ?, debido a la construcción), por

tanto, para e dado, podemos hallar M ) 7 tal que

Luego, para n,m> M

llf"- f*ll: **{,Hffilr.(¿) - /-(¿)l'

gracias a la desigualdad triangular, obtenemos

I Í^ - f 'ü': m¿x{F't - tl

Luego Ia subsucesión es de Cauchy, y por tanto convergente en BC(10, m)). Como

-rl es cerrado, se sigue que {Jf;}p, converge en,4, luego, éste es un subconjunto

coürpacto ae (BC([0, oo)), ll ] ). 
Lj

sup /"(t) - f^(ülj
¿€ [0,oo)
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1.2. Estabilidad en una Ecuación Integral.

Reescribimos la ecuación (1.1)

r,t1 : p,ttr'L, - ftr. rrtt' - ln' 4\n,".r{5lrds. / ¿ 0.

y recordamos que la funciónp(0 > 0,p(0) : L es continua y J, á : [0, co) xR.-iR
son funciones continuas que satisfaren

l(''o) : o' l(o'z) :0' lz(Ú'o) : o'

Supondremos que tanto /, h son Lipschitz en la segunda coordenada, es decir,

existen funciones .\, p : [0, co) -+ [0, m) tales que:

f (t,") - f (t,s) <.\(t)lr - sl, (13)

lh(t,r) - n(t,a)l3 p(t)lt - al. (1'4)

Para conseguir la estabilidad de u¡ra solución de la ecuación (1.1), mediante los

Teoremas de punto frjo, se necesitará exigir una condición de promedio, en el

siguiente resultado se trata de (1.5).

Teorema 4. Si, p es acotada, (1.3), (1.1) se tienen, g ad,emás se sati,sface:

.uo lt.r, - [' '',t' ,,")¿r) 5 o. r.
t>o \ Jo P(s/ /

(1.5)

entonces la solución cero d'e la ecuación (1.1) es estable. Si además p(t) --- 0

cuandn t --+ 6, la solución cero es asi,ntóticamente estable.

Demostración. A partir de este momento considera¡nos X := f61¡¡, -r) e1 espa-

cio vectorial de 1as funciones continuas y arotadas, y Il ll ta norma del supremo.

Se sabe que (X, ll . ll) es un espacio de Banach.

Definimos e1 operador

(Pr)(t) :p(¿)u0 + f (.t,r(.t))a /' {{ni,,,i";;a,, (1 6)

"/o p(s)

para ¿ > 0. Es fácil ver que P es un operador contractivo, pues para todo par de

funciones z,g € X, tenemos

l(rz)(t)- (.Ps)(.t) 3lp(¿)ll"o - r¡ +lf (t,z(t)) - f (t, a(t))1

+ lr' '^qv,tr,,ts)) - h(s,s(s))lds
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< 
^(t) 

,(ü- e(il + l,' 
e 

^9uG)l,G)- s(s)lds,

de (1.5) se consigue

l(Pz)(t) - (ps)(¿)l < 0ll, - all Q.7)

Luego el operador P tiene un único pu¡rto fijo, pa¡a cada valor inicial.

Estabilid,ad,. Dado e > 0, consideramos e1 espacio métrico completo

M, : {r e X : llrll < e}.

Existe un á > 0, tal que si 116l < a ': i#., con r € Me

I(¡,)(¿)l I lp(¿)ll,ol + l/(t,z(t))l + /' ffi tr,t,,,t,))la,

l(Pr)(t)l I llPll"o +,6ll,ll
1_n

< llrliffi. * Be : e'

Hemos demostrado qtrc PM' C M'. Ademtís {iu., el operador P restringido a

M', sigue siendo contractivo. Por lo tanto, 1a solución de (1.1) con va.lor inicial

116l < á satisface

lr(¿)l S €.

Conseguimos así 1a estabilidad de Ia solución cero.

Estabitid,ad asi,ntót'íca. Si adem¡ás se tiene Iím¿-- p(¿) : 0, pa.ra conseguir la

estabilidad asintótica consideramos el conjunto

Mo : {x € Xl ]ím lc(¿) : 0}.

(l¿0, ll. ll) es un espacio de Banach, pues es un subconjunto cerrado de X. Para

demostrar 1a estabilidad asintótica de la solución cero, probaremos q:e P Mo C Mo.

Dados z € M¡,e ) 0, podemos hallar una constante positiva 7s, tal que, si f > ?6

se tiene:

.l(t)lc(t)l+ sup lr(t)l < l. (1.8)' t)To z

Lo anterior se sigue del hecho que z(Ú) --+ 0 si ¿ -+ oo Ahora, gracias a que

e(t) ' O cuando t + ó, y el hecho que p("o) es una constante fija, existe la

constante fi > 0, tal que

p(t)lz¡l+ ffi l,^ ffirt"la,lt,tts ;
(1 e)
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Luego si t ) 7r, se tiene

It olt\ ..
l(rz)(t) < lp(¿) l"o + )t¿)l¿(¿)l + 

Jo ffiurs\@G) 
as,

y como ft > 76, conseguimos

r(t ) lTo o{Tn\
l(p,)(¿)l < p(¿)li,ol + l(¿) ¿(r) * 

ftrü J, ffir(,)1"(,)las (1.10)

+ ft P't) 
¡"¡r 1'r¡" 11d"

J"o P(s )

< )(i) r(rr¡ - ft P'J' u,st.rlstdsJnP(s)'' ''

+Lp(¿) lrol * # 1"" ffiar')a'l .,rstll'

Así, de Ia elección de 7o y 4 en (l.S) y (t.9), respectivamente, se tiene que:

trpr)(r) <;_;=,

iuego PM6 c i{0. Gracias a que el operador P es contractivo, existe una única

{unción r*(t) - (fr.)(t), r* e Mo. Se concluye que, para cada condición inicial

z6 la solución z(t, 26.0) tiende a cero cuando , ---+ co. Por 1o tanto la solución cero

de (1.1) es asintóticamente estable. ¡

Ejernplo 1. Consideremos Ia ecuación integral

¡r0) ¿rtf) lt /at s \* ¡(sJ ,r,+,-ffi-fi., -/, (,.;,) ffia,. i>o (1.ir)

donde,k > 1,b > ¿ > 0 y. > $, entonces tenemos ia siguiente estimación

o*"! < o*"r 1'"go

[' ''r*-t!o rr, [.',o -s)t-rds < 'o ["t.o,= o.
Ja D+s Ja

por tanto
L /t t¿-s)r I ^I . ds< ,Vt>U,

la-t)*Jo Órs k

entonces

I t r rtÍa+s)k.l I I krc
suP l f 

-l -dsl 
<-r:: , (l

,-ílL- ci (o-")"Jo ó+s l-c k ck

Luego por r t"o."*u 4la solución cero es asintóticamente estable.
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A continuación coos"goi-os un resultado análogo, suprimiendo (1.5)

exigiendo otra condición de promedio, esta vez ffi e f1([0,oo)).

Teorema 6. Sea p(t) acotada, s'i se t'íenen (1.3), (1., , y ademds se satisface:

lL)Ll<B<1, (112)

4p u 2,1¡0,-;;,
p\s )

(1.13)

entonces la solución cero d,e la ecuación (1.1) es estable. Si. además p(t), )'(t) "+ 0

cuando t - a, la soluc'ión cero es asintóticamente estable.

Demostración. Consideremos el espacio de Banach (X, ll'll)- Definimos el operador

(p r) (t) = p(t) q + f (t, x (t)) + l,' 
efr na, " rs) )ds, r > 0.

Veamos que PX C X, sea r € X

l(rr)(r) ( lp(¿)l,o + l/(¿,2(¿))l n lo"gb4,,a)) o,

I llplll,ol +.r(t)lr(t)l + /' 4{,(,)1,(,)la,

< lpl,oi - lrt +lrlbt lo* -@a".

Iuego P : X --- X . Pero con la norma dei supremo este operador no necesalia:nente

es contractivo. Gracias a Ia condición (1.13) podemos defini¡ una métrica equiva-

lente a 1a del supremo, con la que este operador se vuelve contractivo. Deflnimos
Ia fa¡ai1ia de métricas:

ll, - yllx:: sup lz(¿) - s(t)¡e-K# í8a'
r>0

debido a que *8 e ZI, el espacio métrico (X, ll 'll¡<) u" un espacio de Banach.

Ahora determi¡iaremos que valores de K gamntizan la contrarción del operador.

Sean z,y € X se tiene

l(rr)(r) - (Ps)1t11e-K [ii{*'," . ¡¡1r,,1t¡) - ¡1t,sit¡;¡"-KJ,i#3a"

ft o(tl.. -K t: *:tts- 
.1, ffil't','ts))- h(s) Y(r))ldsc

(r,r)(t) - (pe)(¿) e-'¿r"6;8d" < .r141,it; - s1t11"-K Ii' #ja"
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-pft¡ [' "-* 
li;8rr4t r(s\ - u(s)te-K fi #dEd,s." lo PG)

Así conseguimos

l@r)(t)-@y)(t)1,-Kl,i í{i}a' < 
^(t)1ft-allx+pa) lo' "-n 

t: #4fr|o-ull*a"

integrando 1a segunda expresión se obtiene:

" _K r: t8di
l(Pr) - (Pv)ll« < )(r)l¿- ullx + r@!.3--''" t-ylx

< l, - yll,. (ll,ill + llpll]-)
\ 11 /

La condición (1.12), garantiza llfll < B < 1, podemos hallar 1l¡ € N tal que

P + llell/Ko < 1, y entonces el operador P sobre el espacio de Banach (X, ll . ll¡¡)
es contractivo.

Estabilid,ad. Sea

M,: {r e rc([o, oo)) : lr(¿)l < ."(no+r) /.t' f;$as,

La elección de Ia condición inicial 16 debe ser sufi.cientemente pequeña, por el
momento se exige que lrol < ..Debido a Ia condición (1.13), el conjunto Mu es

acotado, y además conseguimos:

l(pr)(¿)l<p(¿)lrol+pln4)l*lo'o-@r*{ül,t,r)lo"

< p(r)l¿ol + Be¿tKo+tt 
Il *a#d" + p(¿) [' t!1"), r"t 

*"-» G '#0"¿"
' ' 'Jo p(s)

' K"+1' lt [§)ds
< p(t)lrol + p¿s(Ko-t) Í p(c3ds + €p(t) 

e"" ' '!0 P(") - - 1

Ko*1'

t(p,)(¿)l < p(¿)lzol*..(no+r)# 8" 
l, * ¿9r] (1.14)

y para garartizar que M" queda invariante bajo el operador P, debemos ser más
exigentes con ro, basta con:

l,o,<#[,-,-#]i] 
= á1,- o-{!)"t.0- I,iH;td' (11s)

De (1.14) y (1.15), se sigue la estabilidad de la solución cero.
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Estabi,tidad" asintótiia. Para conseguir la estabilidad asintótica, basta ver que

tod¿ solución de (1.1) tiende a cero cua¡do ú --+ co. Pa¡a esto resulta fundamental
que p(t),l(ü) ---+ 0 cuando ¿ --+ oo. Dado e > 0, 1a condición (1.13) y el hecho que

e(t),r(t) son funciones arotadas, garantizan la existencia de 7 ) 0 tal que

lrtt l* # lzllas < !
Gracias a que p(t) tiende a cero, e><iste !, > ?, tal que

p(¿)(l,.t + l"' ffiiala,) = ;,, - n
Puesto que )(á) tiende a ero, eÁste ?¡ > 7, tal que

€_
Alf )l rll < -. t > lx.'- 3

Para f > T y r € X, se tiene:

l(po)(t)l I lp(¿)llzol+ 
^(¿)l¡(¿)l 

+p(t) lo ffi1,{,)lr, + pG) l;ffi1,,,,1r,.
De esta ma¡era para t > To = rlIIáx{Tp,Tx} se tiene que:

l(Pr)(t)l 1e, t ) To,

se concluye que toda solución de (1.1) tiende a cero.
!

observación 1' si estamos interesad'os en un cri'terio que garanti'ce sóLo La esta-

bilid,ad, d,e la solución cero de (1.1), tanto el Teorema f, como el Teorema 5, son

criterios interesantes. El Teorema 5 pid,e la condición d'e promed'io (1.12) permi-

tiendo que el promedi,o sea acotad,o, A no n-Lenor que 1, como plantea el Teorema

I g su cond.ición (1.5). At buscar la estabiti.d'ad, asintótica, la and'ición (1.13) se

auelue muy restricti,ua. Dos aspectos d'ejan en eaid,enci.a estas l'im'itac'iones:

1. La condi.ci.ón (1.19) iunto al hecho que p(t) '-+ 0 si t "'+ @' implican que

ft p(r\

Jo ffi*)a' ' o' cuand'o t"',."='

Lo que es mos eni'gente que la condi,ción (1.5) del Teorema l.
2. La con d,i,ción p(t) -- O si t --+ c,, i,mplica que \/p(t) --+ oo si f --+ cxt Para

que se satisfaga la condición (1.13), p' qued,a mug restri'ngida por la función
p(t), d,e mod,o que n sea integrable-

Así, nuestro Teorema f resulta un mejor criterio para la estabi'lid,ad asi,ntótica d'e

la solución cero de (1.1), en comparación con nuestro Teorema 5.
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Los Teoremas 4 y 5 se basan en e1 Teorema 1, de Banach, lo que explica
la necesidad de condiciones de Lipschitz sobre las funciones involucradas. Esta
propiedad resulta, en 1a pÍactica, difícil de tener. A continuación sóIo exigiremos
que 1as funciones sean localmente Lipschitz, algo que es mucho menos restric-
tivo. Destacamos 1a presencia, una vez más de condiciones de promedio (1.21).

Supongamos que:

(lnv¡) Exisie una función a,, : [0, co) -* [0, oo) continu¿ y creciente, y o(0) = 6, 1"1

que para todo p > 0, si lrl < p, se satisface:

lf(t,r)l<u(p)r. (1.16)

(C¡) Para todo e > 0, existe ó > 0, tal que si lzl,lAl < py lr-Al< á entonces

lf (t, ") - f (t,y) < a(p)e. (1.17)

(Inv¿) Eisten funciones continuas a, ¡; : [0, oo) --+ [0, co) donde ¡; es creciente, y
p(0) :0, tales que para todo p > 0, si lcl < p se satisface:

lá(t, z)l I n(.t) p,( p)lx

(C¿) Para cada e ) 0 existe ó ) 0 tal que

l, - a < 6 =+ lh(t, r) - h(t,a)l < n(t)p(p)u

(4) La función 4 satisface:

(1.18)

(1.1e)

.o, /' '1'l ,,, )d, . -.
¿>ó Jo P(s) '

(1.20)

Existe algún 0 < a < 1 de modo que

,,, /' f ?!l)' ",i,;d, . -.r>o Jo \P( s ) ,/
(1.21)

Bajo estas condiciones podemos utilizar el Primer Teorema de Schauder, Teorema
2, para garantizar la estabilidad asintótica de la solución cero de 1a ecuación (1.1).

Teorema 6. Si p(t) ti,end.e a cero, y se tienen (Inu¡), (C¡), (Inu¡), (Cil, @.
Entonces la solución cero d,e la ecuación (1.1) es asintóticarnente estable. De hecho

errste una consto,nte Ra > 0, tal que la solución x(t) = ¡1¡'ro'91 satisJace

lr(t)l < Rop" (t) ,

para lr 6l sufi,ci,entemente pequeño.
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Observación 2. La coÁshnte R6 para la soluci,ón n(t,ro.,O), aparece claramente

al conseguir el conjunto no uacío, conuero, compacto que requiere el Teorema 2.

R¡ d,epend,e d,irectamente d,e los funci'ones f y h.

Demostración. Defrnimos el operador P : (X, ll 'll) - (X, ll 'll)

(p z) (t) : eft) z (0) + / (r, z (¿) ) * | o',,@ 
n G,, G)) 0,.

Considera¡nos la familia de conjuntos cerrados, convexos y no vacíos:

M¡: {z e C([0,m)) : lz(0)l ! Ry¡y lz(t)\ 3 Rp"(t)]'

con X0 por determinar, pero desde ya exigimos Xo < p"(0). Definimos

pp:: Rllp"ll, ko:: llpl-o¡1. G.22)

A continuación demostra¡emos que existen Eo, X0 > 0, ¡6 : x¡(86), tal que para

todo r € MEo se satisface Px e Mpo. Para r € M¿ se tiene

t(p,)(¿)t I e(r)lc(o)t + l/(r,c(t))l + /'411ni,,,G))la,

< p(¿)l¿(o)l + o(p¿)lr(t)l + fr' 
efini)u{p¿)lr(s)lds

l(rr)(t)l 3p(t)Rxo+a(pa)Rp"(t) + [' e=fl,t1r]*1pp)Rp'(s)d's' (1 23)' Jo pls) '' " "'

Ahora notamos que

a l,' 
efin.ilu{pp)p'(s)d's: no"(r) 

Io (ffi)'-"n(,)rtn"la,,

gracias a 1a condición (1.21), conseguimos

a 
l,'ffin@u(pp.)p'(s)d,s 

< Rp'(t)tl(pR)135l' (#)'- q(s)ds' o2a)

Así de (1.23) y (L.2$, obtenemos

tpr(¿)l < np"(Olp'-"(¿)x o+ u(pn)+rfr")=g3f (ffi)' "q(,)d,],

utilizando ks definido en (1.22), se tiene

lrz(t)l I n¡,"(O 
ftoxo 

- c.(p¡) + ,,,{n") ig f (ffi)' ,t")r,l (1 25)



La estimación (1.25), es independiente del conjunto Mp. Para consegrir un con-
junto invariante por eI operador P, necesitamos

-r ..' 1-a

koxo+,(pn) t p(pn) sup I (4!) a(s)ds < 1.
t>o J0 \P( s J ,/

Las condiciones sobre ur, l-¿ exigidas en (Inv¡) e (Inv¿), respectivamente, junto a la
condición (4), implican que

(,(pR) + rbr)"oo lo'(ffi)'-'r,,,rs - 0 cuand.o .R -'+ 0.

Por lo tanto existe .R6 > 0, tal que

,bn)+ r"ba)::Bl'(ffi)'- 4(s)ds < 1 (1.26)

Como p(0) : ly p(t) es acotado, se tiene 0 < llpl-"ll < co. Deflnimos ahora

.(
\0 :- m1n 

1

1 - ,(pa)- i,(pno) supr>o .6 (#3)'-"r«,1a"
,o"{o)}, O.2r)

con .ho definido en (1.22). Las elecciones de -R6 y X6 en, respectiva.:nente, (1.26)

y (1.27) definen completamente aJ conjunto Mp". Para r € M¡o son v¡í,lidas las

estimaciones anteriores, inclusive (1.25), i.e.

lerg)l < ae* @lnoxo + u(pa) + tL,(pa)::g l' (ffi) '-"r(,)r,]
y de Ias elecciones de .R6 y X6 en (1.26) y (1.27), se consigue

lPr(t)l ! Rapd(t)
(1.28)

l.¿'z(o)l I l/(0,,(0))l +e(o)l¿(o)l : l0l + rlz(0)l < aexe.

Por lo tanto, para cualquier r € Mpo,Pr € M¿0, en otras palabras, MEo es un
conjunto convexo e invaJiante bajo el operador P, pero M¡o no es compacto.

Construiremos un subconjunto no vacío Kp, de M4, de manera que KRo sea

un conjunto compacto, conyexo, invariante por el operador P. Comenzarnos por
ha.lla¡ una función creciente ó : (0,2.R0) -, (0, m) de manera que se tengan

C AP ITÜLO 1, ECU ACIONES IN?EGRA¿ES.

Eop"(ro) Rop"(tr)l (e si 0(ú¡(f1 <¿o+á(e), (1.2e)

T¡O

l(Pz)(t0) - (Pz)(¿1)L( e si0(f6(f1 ( to+á(e), ciertos z€ M¡". (1.30)
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Sea e > 0, desde a.hora fijo. Asumimos que p(ú) -+ 0 si f ---+ oo, 1o que implica
R6pa(t) --+ 0 cuando t---+ oo. Existe 7 > 0 de modo que lBop"(¿)l < e/2 sit > T.
Como Ia función ,E6po (f) es continua, sobre el intervalo [0, ?] es uniformemente
continua. Por 1o ta,nto, para 6 > 0, existe á6 > 0 tal que

lÁopo(¿o) - Aop"(¿r)l ( e si0(ás (f1 ( ¿o * ór(e).

Ahora nos ocuparemos de (1.30), esto 1o ha¡emos estudiando cada uno de las

funciones involucradas en el operador

(pz)(t) : p(t)z(o) + /(t, z(r)) * [' '-, J1n6,,1,77a,.
Jo p(s) ' '

Comenza¡nos con Ia función (P1z)(t) :: p(t)z(O), si considerarnos z € Mao se tiene

l(&r)(¿o) - (pr,)(¿r)l = lp(¿o) -p(¿r)llz(0)l < lp(te) -p(¿1)lÁoxo.

Un a,rgumento análogo a1 que utilizamos para hallar ó0, asociado a la función

R6ro (t), permite hallar ahora para e, dado, una función ór ) 0, de modo que:

l(prz)(¿o) - (rrr¡1¡¡1 < lp(to) -p(¿l)lnoxo < t si0 < ro < ü1 < ú6td1(e).

Considerarnos (P2z)(t) := fi ffin$, r1s\¡as, donde z € Mpo se tiene que,

como antes que

l@22)(t)l < Rop"(t).

Por 1o tanto, existe ?z > 0 de modo que pa.ra cada I 2 ?z se tiene que l(Prz)(t)l 1i
96'

A continuación estudia¡emos la función (P2z)(t) cuando ¿ € [0, 
"r].

l(P2z) (t¡) - (P2zXt,) I < /* 4%P 
I 
nt s,, ¡"¡l1as + lt' ffi | 

n(",,(,) ) la,,

parc" z e MEo, se tiene que

l(P2z)(t¡) - (P2z)(tt)l s aou@a.) 
lo" 

re%flr, s)p'^(s)d.s

- R¡¡t ( p po) 
l'o' 

ry, t,, t o* t rta 
".

La función ffi "t continua sobre el intervalo 10, ?-z], por Io tanto, acotada i e

n(s)
,r_.(s)existe 1( > 0, tal que < K, s e [0, 72]. Obtenemos así

l(Pzz)(¿o) - @22)(t)l < R.¡¡r(p¡,,,) It (T2lp(f 0) -p(¿,)i+ lf6 - l1l)
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Por Io tanto, para É > 0, fijado con anterioridad. Existe á2 > 0 de modo que:

l(P2z)(t¡) - (P2z)(t)lf I s o < f¡ ( t1 ( ¿o + óz(e).

A continuación definiüos una función ó3(e) := mÍn{ó¿(e),0 < i < 2}, y ahora
nos detenemos en el conjunto de funciones

K¡:--{z €M¡o: dado € > 0, si0(t6( t1 1t6 I á3(e) + lz(l¡) -z(t1)l <e}.

Notamos que K6 es un conjurrto equicontinuo, y equiconvergente por e1 Lema 1,

Ko es compacto. Considerarnos fu(z,t) :: J (t, z(t)), donde z € K6. Puesto que
z e Mpo se tiene que

lft(z,t)l < Rop"(t).

Por lo tanto, Ia constante 7z > 0 ga¡a¡tiza que, para cada t ) 72 se tiene que

lfu(z,t)l < á. L" tunción /(t,z(ú)) es continua. El conjunto [0,7r] , .I{o,,o,r,, 
".compacto, donde K61r,r, es el conjunto Ks restringido a.1 intervalo [0,7r]. Por

lo ianto l(t, z(f )) sobre e1 conjunto [0, 7z] x Kolrr,r¡ , es uniformemente continua.
Luego para e > 0, ya fijado. Existe óa(e) > 0 de modo que:

lf (t¡, z(t¡)) - f (t1, z(t1\l < t si lz(t6) - z(ú1) | < óa(e), y 0 < to < f r < úo * 6¿(e).

Concluimos así que existe para € > 0, existe un d4 adecuado, siempre y cuando
z está en un subconjunto equicontinuo de M¡o. Ahora basta definir la función
á5(e) :: mÍn{ó3(e),ó3(da(e)),óa(e)}, que puede redefinirse creciente. Definimos el
conjunto

Kpo := {z € M¡o :Ye >0, lz(t¡) - z(tt)l< e, si0(to (ár ( fo +ós(e)}.

Claramente es un conjunto no vacío, convexo y cerrado. 1l¡o está acotado por la
función -R6pa(ú), se sigue que este conjunto es equiconvergente a cero y equicontin-
uo. Por e1 Lema 1 se sigue que K¡o es un subconjunto compacto de M¡0. Só1o hace
falta verifica¡ qtrc PKpo C K¿o. De la construcción de MEo sabemos que para
cada z e. MEo, se tiene que Pz € M¿0. Sea z € K¡10, estudiamos la continuidad
de Pz, sea e ) 0, consideremos 0l úo ¡ ú1 < ts+á5(6), y entonces

l(p,Xtu) - (p,)(¿') I < lp(t¡)z(0) - p(t1)z(0)l + ll(ú0, z(¿o)) - /(t1, z(t1))l

-1 ['" ego] n6,z(s))ds - [" o"!r.] na, zg))d,sl,'lo p(s) " " Jo P(s)'"'
debido a que ó5 { ó2, ós se tiene que

I 
(r,) (¿o) - @ z) (t)1. 

á 
* 

á 
+ | f (t¡, z (t¡)) - f (t1, z(t))1,

ahora bien como ó5 ( á(ó¿G)), se tiene que lz(t6) - z(t7)1. < 6¿(e),y0(f¡ (f1 (
¿o * óa(e), luego l/(ú6, z(r¡)) - f (t¡ z(tl))l < !. Por 1o tanto

14

l(P;)(t6) - (P z)(t1)l < e.
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Se concluye así que PK¡o C /f¡o, hemos conseguido un conjunto convexo, com-
pacto e invariante bajo e1 operador P.

A continuación proba.rnos la continüdad del operador P, sean x,g € Mao se
tiene

l(rc)(t) - @s)(t)l ! e(t)lx(o) - s(o)l + lf (t,r) - i(t,s)l

* [' 44á(s.rrs))- á(s.y(s))lds
Jo P\s )

dado e > 0, las condiciones (1.17), (1.19), asegura la existencia de áy, da ) 0, tales
que si llz - gll < mín{ó¡, á¿} entonces

(pr)(t)-(ps)(¿)II ILpll ,-yl +6(!j(pBo) + l"'e$nawt *¡a,). {r.:r)

Pa¡a demost¡ar la continuidad del operador P, utilizamos la condición (1.20) i.e.

,o, /'{Qr¡,¡a, . -.¿>0./o Ptsl

Ahora, eligiendo d < mín{ó¡, da, e}, conseguimos que (1.31) se convierta en

t(rz)(t) - (pyXr)t < .(thil +,(ra,)+ rtnr,)ig3f'ffiatOa,)

concluimos que el operador P es continuo. Gracias al Teorema 2, Primer Teorema
de Schauder, hay una solución de (1.1), con condición inicial 116l 

( E9X6 suficien-
temente pequeña, y entonces esta solución está en M¡0, y por tanto lz(ú,26)l <
ftop"(¿). Como p*(ú) '- 0 cua¡rdo ¿ --+ co, se sigue claramente la estabilidad
asintótica de la solución cero de la ecuación iniegral (1.1). n

Para utiliza¡ el Teorema 2, en Ia demostración del Teorema 6, construimos
un intrincado conjunto -I{¡o de manera que sea convexo, compacto, e invariante
por el operador P. La necesidad de la construcción de dicho conjunto, radica en
la función /, que no permite utiüza,r el Segundo Teorema de Schaude¡. En este
úItimo no se requiere la compacidad de1 conjunto invariante, a ca¡nbio de que el
operador sea continuo y compacto.

A continuación asumimos que / es localmente Lipschitz, es decir:

(L) Existe la función r,., : [0, m) --* [0, m) continua y creciente, tal que cu(0) : 0

y para todo p > 0, si l"l,lgl 3 p se satisface:

lÍ(t .,) - |(r.s\)< '(p)l.r y . (1.32)

Observación 3. La condición (L) es sufi,ci,ente para go,ranti,zo,r que (1.16) y (1.17)
se satisJacen. Luego el Teorema 7, es un caso particuktr d,eL Teorema 6. Pese a es-

to, nuestro Teorema 7 sirue para'ilustrar las técn'icas rerlueridas para conseguir un

15
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resultad,o d,e estabi,lidad, asintótico, mediante el Teo¡rema 9, de Krasnoselahii. Re
rnz,rco,rnos que la praeba d,el Teorema 7 no requiere la constru"cción de un conjunto
conae:xo, compacto e i,naariante bajo el operad,or P. Esto se debe a que separanlos
el operador P, en surna d,e dos operad,ores, para utilizar el Teorema 3. Por lo que

sólo neces'itamos que una parte d,e P sea totalrnente continuo.

Teorema 7. Si. p(t) t'iend,e a cero, y se táenen (L), (Inail, @il u (¡), entonces la
solución cero d,e la ecuaci,ón (1.1) es asintóti,camente estable. De hecho la solución
satisface lr(t,rül < Rop" (t), para lrsl suf.cientemente pequeño.

Demostración. Definimos e1 operador f : (X, ll . ll) - (X, ll 'll)

@z)(t): (l1z)(z) + (t2z)(t),

(liz)(t) : f(t,z(t)),

16

(trz)(t) : p(t)z(.o) + lr' 
p-ghi,z(s))d.s,

como en la demostración del Teorema 6, consideramos la familia de conjuntos
cprrados. ( onvpxos y no vacíos:

M¡1 = {z e C(lo, co)) : lz(0)l < Ras y lz(t)l < Rp"(t)}.

De igual forma como en la prueba del Teorema 6, podemos hallar -86 y X¡ tales
que:

Yr,g € Mpo .} l1f t l2E € Mpo.

En otras palabras

l1z(0) + l2s(0)l < fl6xs, Yr,y e M¡¿0,

¡. también

I r/ '
f l-r(r) .lzy,t.) < F6p"1t)¡fr6ys -rtpRi 'r-¡l(ppo)sup I (o)!.) nrld,L - 

¿>b Jo \P(s)./ l
< Rop" (t), Yr,y € M¡o.

Para r,y € MEo tenemos

l(riz)(t)- (frs)(¿) < l/(¿,2(¿))- f (t,y(t))l< p@¡)@(t)-s(t)

l(rrz)(¿) - (rry)(¿)l <,bn")lr - al . (1.33)

En 1as estimaciones anteriores utilizamos la condición (L). La elección de -Bo, para
qtse Mpo sea un conjunto invariante, conlleva que ¿r(n{) < 1, se sigue que 11

es contractivo. Para poder aplicar e1 Teorema 3, sólo resta ver que el operador
12 es completamente continuo. A continuación demostramos la continuidad del
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operador |z. Sean z,y € Mpo, dado e > 0, la condición (C¿) asegura que: existe
á1 > 0 tal que, para llrll,llyll < pRo y l1z - gll < á1, se tiene:

lh(t, z) - h(t,a)l 1 n(t)t"bn")e.
Luego elegimos á :: mín e, ó'r > 0 y conseguimos

l(t rz) (t)- (rzs) (¿) | sn|)l z (o)- y(0) I + lr"frloA, " A) 1 - h(s, y (s))ld.s

l(rrz)(r) - Ozs)(¿)l < llpll ll, - ull + lo' 
efinG)ub^"),a,,

gracias a ia condición (4), podemos tomar el supremo al término integral,

llt2z - t 2sll . . (tf tt * rb^) 
",yg lo' ffir{,1a,)

Se concluye 1a continuidad del operador 12. Para demostra¡ que f2Mno es un
conjunto compacto se procede, una vez más como en Ia demostración del Teo¡ema
6. Y así, gracias aJ Teorema 3, de Krasnoselskii, la solución z(f) de (1.1), tal
que lz(0)l < ,R¡¡6 (1a pequeñez de la condición iuicia.l está explícita). Entonces
esta solución está en Mpo, i.e. lr(t)l < Rop"(t).Por 1o ta.:rto, o(ú) --* Q s¡ ¿ --
m. Consiguiendo así Ia estabi.lidad asintótica de la solución cero d.e la ecuación
(1.1). tr

Observación 4. En estos últi,mos resultad,os, sólo pod,emos hallar condic,iones que
garant'icen la estabi,lid,ad, asintóti,ca, pero no pod,emos d,ecir mucho sobre estabilid,ad,,
a secas; esto se d,ebe a la necesid,ad, de un op:erad,or completamente continuo, y por
lo tanto, el espacio inaariante debe ser equiconuergente. Para conseguir resultados
d,e estabilid,ad, mediante los Teoremas 2 y 3, necesüamos técnicas d,istintas, que
escapan d,e los objetiuos d,el prcsente trabajo.

A continuación ilustra¡nos la aplicabilidad de los Teoremas 6 y 7, en una
ecuación dife¡enci a,l neutral.

Ejemplo 2. Consideremos la ecuación diferencial neutral:

r,= _aa ¡2sit(t)art, a>0.
Gracias a la fórmu1a de .l¡ariación de parámetros, se obtiene:

r(t) = ¿-'t *1g7 4 /'"-'('-") .io(s)22(s)c'(s)ds., 
JO

Integrando por partes se tiene:

r,(t): ¿-"t*¡01+ sin(t)r2(t) - / e-ort-s) [a sin (s) + cos(s;].r2 (s)ds,
JO

notar que esta ecuación, satisface todas las hipótesis del Teorema 7, consideran-
do l(l.r) : sin(f)r2, L,'(.t, r) : lasin(ú) + cos(t)l12(t) se consiguen las siguientes
estimacio¡res:
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7. e-oi --- 0 cuando t --+ m

18

2. I sin(¿)iú2(¿) - sin(r)e, (t)l < r(t) + y(t) lr(t) - aft)l

3. llasin(f) + cos(¿)lr':(¿)i I (la + 1)lr(t) z(t)

4. fasin(ú) + cos(t)lla'z(t) - yz(t) < ( a + t) t(t) + a(t)l)r(t) - a(t)l

5. Í: e-'(t-n (lal+ r)ds < co y para a : I se tiene 1f; e-oá(t-')(lal+ r)as < oo.

Por lo tanto, gracias aJ Teorema 7, 1a solución con condición inicial lz(0)l suficien-
temente pequeña, tiende a cero, y además ln(t)l < e-ir.

1.3. Aplicaciones a Diversos Tipos de Ecuaciones.

Buscamos ilustrar las diversas situaciones, en 1as cuales es posible aplicar 1a

Teoría del Punto Fijo, para conseguir estabilidad y estabilidad asintótica de solu-
ciones de ecuaciones diferencia,Ies.

1.3.1. Ecuaciones Integro-Diferenciales.

Aquí considera,mos una ecuación integro-diferencia,I de no convolución

r'(.t¡: - lr' rlr,,),1")0,, (1.34)

y conseguimos condiciones que gaxanticen Ia estabilidad, y estabilidad asintótica
de la solución cero. La estabilidad de soluciones de ecuaciones de este tipo ha sido

estudiada durante mucho tiempo. En 1963, Levin [14] estudió la estabilidad de la
solución cero para la ecuación de convolución

r'l¿l=- / kl't stgrrls)rd".
Jo

(1.35)

bajo la condición ry@) > 0 para r f 0, junto con Ia condición más restrictiva

(-t¡"tf"t14 > 0, 0 < f < oo. r¿ = 0,7,2,3. (1.36)

Levin de hecho consiguió un funciona,l de Liapunov para (1.35), bajo 1as condi-

ciones (1.36). Este funcional tuvo distintas generalizaciones para ecuaciones de1

tipo (1.35), pero esta vez con retardo. E1 año 1968, Levin [15], extendió 1o hecho,

para (1.35), a Ia ecuación de no convolución

It
r'¡t¡= - / k1r. s,;gg(s))ds.

Jo

A(t, s) > 0, k,(f, s) > 0, k"¿(f, s) < 0.

(1.37)

asumiendo

(1 .38)
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Éste trabajo fue extensamente discutido en la lite¡atura posterior. Burton, ea [3]
(2004), consigue un resultado de estabilidad para una ecuación del tipo (1-37) con
retardo, bajo condiciones distintas a (1.38) debido a.1 uso de 1a Teoría del Punto
Fijo. Nosotros, gracias al Teorema 4, conseguimos para Ia ecuación (1.34)

Corolario l. Si el ruicleo k : 10, co) x [0, oo) =-, l1,a) satisface las condi,ciones

[* k¡r.r1du< o<, vl ) s ) u,
Jt

(1.3e)

(1.42)

Luego Ia

(1.43)

o bien

rtl f* \ 1

:Its¿ U k(u,s)d,u)d.s<p<;. (i.40)

Entonces, la soluc,i,ón cero d,e la ecuación (1.31 es estabte. Si ad,emds se cumple
que

l,* (1"* r''"")" = -' (1.41)

se concluye que ad,emds es as,intóticamente estable.

D emo stración. Para comenza¡ recorda,:nos que:

fi fo' 
o{r, 

"7,¡,7 
: A(t,tha) * l,' (fiea, o)c(s)as

l,' ({roa,"t).0v": * I, o(t,s)c1s¡ - A(t,t,h4).

Si consideramos &(f , s) : fi1,¡t, t¡, resu-lta natural definir

A(t,s):: f,* x{,.4a,,

notemos que A(ú,s) está bien definido gracias a 1a condición (1.39).
ecuación (1.34) se transforma en

z' (t) : - ¿q¡, ¿¡,A) + fi lo' 
eg,,7,1"¡a",

sumando un cero adecua.do, (1.a3) se convierte en

d- lt tt
¿lr(t) - Jo 

A(t,s)x(s)d'sl= -t(t,t)@(t) - Jo 
A(t,s)x(s)d.s)

- a6, t1 
fo',t 1t, "1,¡4a,.

a
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Ahora gracias a la fórmula de variación de parámetros, se tiene

x(t) : 
,e- 

!á t(.,.)d,,(o) + fo' 
o¡r,,1,1r)0,

- 
lo' 

, t, A u u du A, s.,,( 
lo" ^,,,,r,r,,a,)a,.

Nota¡ las soluciones de (1.34) se obtienen de u¡ra ecuación integral anríJoga (1.1). A
continuación utilizaremos el Teorema 4 con e1 objetivo de conseguir Ia estabilidad
y estabilidad asintótica de Ia solución cero.

Definimos e1 operador P : BC([0, oo), R) -* C([0, co), R)

(px)(t) : e- Iáa(u,u)aur7o, + lo' 
t¡t,"¡r1"1a,

- lo' "- 
I! d{*,*)a,.af r, r¡ (/' ,ltr ,u)x(u)d.u)d.".

Ahora probaremos que el operador P, definido en (1.44), es contrartivo. Sean

z, s e Bd([0, oo), R)

20

(1.44)

l(p¡)(¿) - (Ps)(¿) r 
lo' 

.t1r,4¡,¡,1 - ,t

+) 
lo' 

u- I! er,',td. A¡ s, s) (.1r" oU, r¡r, - o,

Podprnos estimar \ ast¿ conseguir:

rl / lcr,
l(P:)(t)- lPa¡lt)l < I I IJO \ Ji

+ 
fo' "- 

l! o'''''lo'r(, ,)ll' (l
La condición (1.40), conlleva

(rr)(t)l l All"-a + | "-Ii'at"'n"¡(s,s)dsÉll¿-s L." Jo

Otra vez, integrando conseguimos

(l'r)(t)l (z,Bll"-yl.

La condición (1.40). asegura qte 20 < 1. La condición (1 39) garantiza que la
ri i, " .\r"función e- Jo ^\s']'/ds es acotada para f 2 0. Podemos usar el Teorema 4 para con-

cluir que la solución cero de (1.34) es estable. Es claro que (1.41), implica qr.Le

e-"ffA(s,s)¿s --- 0 cuando f + co. Concluimos que Ia solución cero es asintótica-
n.rente estable, otra vez usando e1 Teorema 4. a

s)ldsl

,11a,)a4.

n@,gau)aslix - yll

n<",Aa")a,)@ * s ld,s.
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L.3.2. Ecuaciones Diferenciales Neutrales.

Las ecuaciones diferencia.les neutra.les son aquellas en las que r' aparece a,

ambos lados de 1a ecuarión, del tipo

x' = F(t,x,x'),

es decir, una ecuación no resuelta en z/. Este tipo de ecuaciones üferenciales apare-
cen naturalmente en diversos problemas, por ejemplo, al describir la vibración de
masas sobre una ba¡ra elástica. De manera ta¡nbién natural, aparecen ecuaciones
diferenciales con reta¡do. Supongamos que busca.noos una ecuación diferencia.l aso-
ciada a la vibración de r.rna determi.nada masa sobre una barra elástica, deutro de
ul laboratorio. En el laboratorio u¡r hombre supervisa el experimento, y puede
hacer va¡iar ciertas condiciones del experimento. Es claro que e1 movimiento de
la masa en cuestión es sensible a las variaciones de1 sistema. En la naturaleza, Ias
fuerzas involucradas en la vibración actúan sobre Ia masa de forma insta,¡rtánea.
Sin emlargo, en nuestro experimento hay un desfase, entre el momento que el
hombre se percata que debe intervenir, y el momento en que interviene. Por lo
tanto, 1a ecuación diferencial neutral que modele ta,l situación, será en realidad,
una ecuación diferencial neutral con ret¿rdo. Para este tipo de ecuaciones diferen-
ciales, e1 problema de la estabilidad de 1as soluciones es relevante.

Lo anterior devela 1o interesante de conseguir condiciones para la estabilidad
de la solución cero de una ecuación diferencial neutra.l con retardo, digamos

27

.r'tt) : -att)r(+) - i,t. trttj - ftOrr. r«- rtr))]. / > 0.

donde r : [0, -] - [0, tr] es una función diferenciable, se considera la condición
inicial r(Í) : /(f) para ú € [-¿,0]. Se supone que .f,8 : [0, oo) x R. --l R son
funciones continuas y ademrís

a(r,0) :0,8(ú,0) :0, a(ú) >0, a(s)ds: m.

En [17] hallamos condiciones necesarias para garantizar la estabilidad asintótica
de ia solución cero. Para conseguir este resultado, necesitamos hatlar un operador
asociado a 1a ecuación (1.45), para conseguirlo escribimos la ecuación (1.45) como

d-..
¿lx 

(t) + Q (t, 4t - r (t)))l : - a(t) a (t) + f (t, r (t))

sumando un cero adecua.do, obtenemos

fiWOl n Q(t,r(t -"(¿)))l : -a(t)@(t) + QO,r(t- r(¿)))l

(1.45)

l,*

+Q,(t')Q(t,x(t r(t))) + /(t,r(i)),



usa.ndo 1a fórmula de variación de parámetros, conseguimos una ecuación integral
asociada a (1.45)

r(t) : e- l: "t€)defp(o) + e(0. óo)J + [' "- 
l: 

^e'or r(s, r(s))ds
Jo

-Q(t.r(t - r(üD + 
Jo 

e- r, a\')a<a(s\Q(s. -r(s - r(s)))ds, t > 0.

Esta ecuación lleva a definir el operador

@r)(t) =e- I0',(€)d§ld(0) + e(0, éo)l + [' "- 
l!^r,oe ,(s, z(s))ds (i.46)

Ja

-QQ, r(.t- r(¿))) + 
lo' "- 

t: 
^ao.,ol")Q(s, 

¿(s - r(s)))ds,, > 0;

(Pr)(t) = o(t)' t e l- L'0)'

Se aprecia que el operador P, para t ) 0, se puede considerar suma de dos op
eradores. Por este motivo, utilizaremos el Teorema 3, de Krasnoselskii, para con-

seguir La existencia de al menos urr pu]to fljo del operador. Definimos los oper-
adores R, ,9 para t ) 0 como

(nz)(t) : 
"-IJ"i{)a€¡¿10¡ 

+ e(0,00)l + [ "- 
Ii ..tttoc ,(s, r(s))ds, (1.47)

rt
(S,r1¡t.) : I e-l:"\€)dEa(s)Q(s,r(s-r(s)))ds-Q(t,r(s-r(s))). (1.48)

Jo

Es cla¡o que P : fi + S. Requerimos que ,9 resulte ser un operador contractivo,
claramente esto se traduce en condiciones sobre la función Q

(B) Q es localmente Lipschitz

CAPÍTT]LO 1. ECUACIONES INTEGRALES.

Q(t,,) - Qft, y)l <,G) " - yl, (1.4e)

donde r,.r : [0, m) -.- [0, oo) es un función continua, creciente tal que, o(0) : 0.

Necesitamos que e1 operador I sea completamente continuo, por esto le exigi-
mosa/

(S) Existe una función p : [0, co) --+ [0, oo), continua, ta1 que:

l/(¿,") < p,(t)u(p) rl,

existe una constante 0 < o < 1 tal que

(1.50)

(i .51)



c,spÍtuto 1. ECUACT)NES II\¡TE?RALES. 2z

Exigimos u¡a rest¡icción de continuidad local:

(C) Vc€ Z:lrl< p,Ve >0,3ó)0:si lc-sl < á, entonces:

lf (t,c) - f (t,ül < e¡.t(t)u(p). (1..52)

De igual manera que en la demostración de1 Teorema 7, deflnimos una fa¡nilia de

conjuntos no vacíos, convo.os y cerrados, de la forma

Mo: {r e BC([-I, oo)) : {t) : Q(t),t € [-¿,0], @(t)l < pe-" Iá"(€)d{}. (1.53)

Por ahora sólo exigimos que l/(0)l < p.

Conjunto Inuariante. Sean z, gr € Mp,, ahora estimaremos sus imágenes por los

operadores ft y ,9. Para -Bz, se tiene

l(ft,X¿) I < e- #.({)d€ld(0) + e(0, do) I + 1 [' "- 
t "tetoa.f (s, r(s))dsl,

JO

l(ar)(r)l < e-lo'"{€)4ld(o) + e(0, éo)l + [' "- 
I: "oa r(s)a.,(p)lz(s)lds

Jo

. .- fi ,G)at 
1610) + e(0, do) | + . @) lot "' 

Í! "G)ac r¡ r1¡r"-a Ii "G)a€1ds,

l(az)(t)l < 
"- 

Iá"(dü141o) + g(0, do)l (1.54)

+lpe-'Ii "G)ü1rb) [' " 
(r*") I"''(€)d€¡¿(s)ds., ',, Jo

Pa.ra Sg, se tiene

l(syX¿)l < lQ$,a$ -,1t¡y + ft e- fi"(oaa(s)lQ(s,s(s - r(s))lds
Jo

< a (p)ls (t - r (t))l + | o' "- 
t : .ae) 4 a( s)w ( p) ls ( s - r (s) ) | 

ds,

l(ssX¿)l < a(p)lpe-"Ii-1 "@ü1 (1.55)

.lt
+ub) 

Jo" 
e-¡:"(ila1o61¡0"-"Íi 

L"( d€ld.s.

Cla¡amente el reta¡do en el a,rgumento de g genera una dificultad extra, no vista
en la demostración de1 Teorema 7. Superamos esto, asumiendo
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(r) Existe una constante J > 0 tal que

It
sup / 0(0d€: J. (1 56)

. t>o J t_L

Utilizando (1.56) en la estimación (1.55), obtenemos:

(ss)(t)l < lpe-" I; "G)dlub)ed I:-r'a\odq

+lpe-o !3 o0)al1r@) 
lo' "- 

l'-") t'" "$\aq o6¡"a ff a aE)a€ ¿",

o bien

l(syx¿)l < n"-"f,J«oat[c., (fi"r +r@) 
lo'"-(r-a)"l""tc(€)ato1r;"'r¿r] 

. (1.57)

Se sigue de (1.54) y (1.57) que

l(fiu)(r)+ (sy)(¿)l I e-,rJ'(€)d€ld(o) + Q(0,éo)l (1'58)

+oe-olá,t€)4(¿(o\l"r - IL .-tt-ot I! otetül¿(s)ds(l +rr)l).'¡" \*.",L- lo 'J/

La hipótesis (1.51) garantiza que el término encerrado en los paréntesis es acotado.

El hecho que la función o, sea continua, creciente y además cu(0) = 0, nos permiten

hallar p6, suficientemente pequeño, de manera que

,@)ll:e-(t -..)¡:d\e)d4p(s)dsreJ + 
lo' 

.-t'-otÍ:'ier«,1r¡7¿,] < 1. (1.59)

Esta¡nos en condiciones de determina¡ la pequeñez de las condición inicial Ó,

definimos

x:= t-u(po) | /' "-,'-"1/,' 
<,)a€¡r1s)ds +L+ ft .-r'-*l J" «el+o1r¡.¡¿rl

LJo r\''-- t - Jo- I

Ahora consideramos la ñrnción Q@) ,: a + Q@,x), gracias a Ia continüdad de

Q, se tiene que Q 
"s 

continua, pues, es suma de funciones continuas La deflnición

iu O y 
"r 

hecho que Q(0,0) = 0, garantizan que 0(o) = 0 Por 1o tanto' dado

K po > O, existe ó. > 0, ta.l que si lléll < á se tiene

ló(o) + 8(0, d(o))l < K Po' (1'60)

Puesto que 0 ( a < 1, se tiene:

¿- [i"lildt q 
"-a 

fi a(§)d.c. (1.61)
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De (1.60) y (1.61) conciuimos que

e-Í;"@dÉlóe)+e(o,do)l <Kpse-aIáaG)a€. (1.62)

Dados r, g e Mro, gracias a (1.57), se tiene

| (ar) (r) + (ssX¿) I < po e-' I i ^{e)ar (x +, I oo)l 
lo' 

.nL -a) /"¿ a(oa{, 
1r¡¿"

+l + 
lot "- 

t'-*l /,''rel«r¡r¡y¿5] 
),

para ü,A € Mro, ambos con condiciones iniciales pequeñas, de modo que (1.62)
sea váJida, conseguimos

l(ar)(t) + (ssx¿)l < p6¿-d !8"G)at.

Por 1o tanto
Rr )- Sg € Mpo,Vr,g € M^.

Probaremos a conti¡uación que,9 es un operador contractivo, sean x,g €. Mpo,

l(su )(¿) - (ss)(¿)l < lQ(t,x(t - r(t))) - Q(t,s(t - r(t)))l

+ [' "- 
Í.,rctao(s)lQ(s,c(s - r(s))) - Q(s,s(s - r(s))lds

JO

< 
I l, - sllr-¿,*l (,(ro) +,(no) 

fo' "- 
t: <ew o{,N").

La elección de po, ver (1.59), impüca que u(p6) + c,.r(p6) f e- "fj'(€)d€o(s)ds < 1. Se

sigue que,9 es contractivo. Probaremos que Á es un operador continuo y compacto.
Estudiemos Ia continuidad, sear. r,y € M^

l(az)(r) - (asX¿)l S [' "- 
t"t to*1¡1r,,(s)) - /(s,g(s))lds.

Jo

Dado e > 0, la condición (1.52) nos asegura que, edste ó > 0 tal que: para
:L,y e Mpo que cumplen ll, - ylll-¿,-l ( á, entonces

l(erX¿) - (¡gx¿)l < , [' "- 
t"rr,*r(s)o(p6)ds. (1.63)''' - Jo

A continuación demostraremos que

ft
,rp / 

" 

"- 
'l','ote 

t'€ p(s)a(ps)ds < @.
t>o Jo
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Es claro que 1 - a e (0, 1), pues, ct e (0, 1). Luego

rt rt
-1 < -(1 

, ") = - J" ",€,0, 
< -(1- a) 

J" 
aft)a{.

Gracias a 1a monotonía de la función exponencial

e- [! a?)ae a ,-(t-a)/"'o(€)d{.

En otras palabras,

tt",-rt
rrp / .-J:"te'a\¡,.rst't'p¡tcls < srp / "-'l-" 

J"o t)ü 
t-r' 

") 
t, púd".

, >o ,,/o i>o Jo

La condición (1.51), garantiza que la expresión integral que aparece en (1.63)
está acotada. Luego el operador R es continuo. Para demostrar que R: Moo "'', Mro
es un operador compacto, notamos que e1 conjunto Mpo es equiconvergelte a cero.

Así que para utilizar el Lema 1, resta probar que RMoo, es equicontinuo sobre

cada intervalo l0,n], con n € N. Sea x: e Mpa, y f ) z ambos pertenecientes a1

intervalo 10, n], entonces

l(nz)(r) - (nz)(z)l < e-"i"Jd(€),,€ - e-lo"a(€)d€lld(0) + 8(0,d0)l

- [' , ' l: ' , 0, 
,{ s. r, s r )d¡ - [" "- i-o'(.d{l(s.rrs,)ds.

Jo lo

< le_ Í .(r)ae _ ¿ ff a3)aq 
ld(o) + e(0, do)

+ [" , ¡:,G)dt - e- I: a(€)d€ l/(s,u(s))La"+ ['"- r"tt:*1/(s,z(s))lds.
lo J,

La condición (1.50), nos permite Ia estimación

l(Rr)(t) - (nr)(z)l < le-#,(€)ae -€-l0"'(€)d€lló(0) +e(0,óo)l

- [' n- l:o.€ dt 
-e-I:a'td€1¡,1s;..l1ps,rr.r ltdr+ [ ,- [.o't,t¡t{s¡.t(p6t :ltst ds.

Ja J,,

Ahora. para cualqrrier ¡ C )[pa. conseguimos

l(nr)(t) (nz)(z)l < e "6,(t)d€ - e- I; "(.€)'tt ó(o) + Q(o,do)l

- [" V ¡:" <,d{ - "-/"'orÍ 
d(]¡qs.1dsr¡p¡;p¡ * [' ,- Lo't,d1p¡s1ds.;¡ps¡p6.

Ja J"

Dado e > 0, la continuidad d.e Ia función ¿- I' al ae nos garantiza que, existe d1 ) 0

tal que si 1t - "l < d1 entonces

le- 
jJ.lctac - ", Íí 

a@a<1 < e .
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La continuidad de las funciones lt($,eli o@d1, y el hecho que estamos trabajando
sobre eI inte¡valo [0,n], nos garantizan que ¡-i,(s)e6 

o(€)af está acotada en € [0,n].
Luego, si M > O es una cotá de ¡-l sobre el interva.lo [0,n], para lt-Ll < 31

obtenemos

le- Ii "$)at - u- It "G)ü1eli 
d()dt p¡)ds < e Mn,

- Í! o(€)at d.sM. (1.64)

Luego existe ó2 > 0, que garantiza que la expresión (1.64) es menor que e. Con-
sideramos 6 :: mín{ár, óz} } 0 tal que

Vr e Moo.

Así probamos que el conjunto PMoo e.s equicontinuo sobre cada intenalo [0, n].
Conseguimos 1as hipótesis del Lema 1, que implica qoe PMoo es un conjunto com-
pacto de BC([-I, m), R.). Se sigue que eI operador R es completamente continuo.
Por eI Teorema 3, de Krasnoselskii, podemos garantizar que existe una función
z(t) solución de la ecuación (1.45), y ésta pertenece a Moo, i.e.

lt(t)l< Po¿-"Íá"G)at'

Hemos demost¡a.do el

Teorema 8. Si las condiciones (B), (S), (C) y (r) son uálid.as, entonces la solución
cero d,e la ecuación (1.,1,5) es asintóticamente estable. Es md,s, las soluc'iones que

ti,enen cond'ición inicial Q suficientetnente pequeña sat'isJacen:

lr(t)l < p6e-" Ii "G)a€, dond,e po > O constante.

Es en el marco de 1as ecuaciones diferencia.les con retardo tanto como en el
de las ecuaciones difereaciales funcionales, donde la Teoría de Punto Fijo tiene
mucho pa.ra aportar en el estudio de la estabilidad de 1as soluciones de dichas
ecuaciones. Principalmente, porque los funciona.les de Liapunov adecuados pa,ra

dichas ecuaciones pueden ser dificiles de hallar, o bien porque muchas veces se

tr¿ducen en que 1as ftrnciones involucradas sean acotadas para cada ú. Mientras,
que las condiciones de promedio, admiten funciones no acotadas en ú.

1.3.3. Ecuación Diferencial de Segundo Orden.

Hasta el momento no hemos conseguido resultado alguno de estabilidad para
las soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden. En parte porque los

Teoremas 4,5,6 y 7, pueden extenderse para sistemas de ecuaciones diferenciales.

"[,"

l.' "- 
l: 

^*r* 
r.")a, < l*' "

(nz)(¿) - (Re)(z) <.(tOtol +8(o,do)l +6+ i),
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Por otro lado, es un tema poco tratado en la bibliografía que ha llegado a nuestras
manos. Sólo hailamos [¿] y [S], ambos trabajos tratan sobre la estabilidad de

soluciones de ecuaciones dife¡encia,les de segundo orden por medio de Ia Teoría del
Punto fijo. En 15] Burton y Furumochi estudian un caso linea.l perturbado. En [4]
Bu¡ton se enfoca en una ecuación de segundo orden de tipo Liéna,rd con reta¡do.
Debido a que existe una extensa üteratura sobre ecuaciones diferencia.les linea.les

de segundo orden [7, 9, 10, 1i], hemos decidido buscar una aplicación de nuestros
resultados, a este interesante tipo de ecuaciones diferencia,les.

En [5], Burton y Furumochi consideran 1a ecuación diferencial de segundo orden
perturbada

rt/ ¡ 2J (t)r' I x -t 9(t)r2 : o, (1.65)

y prueban que la solución cero de (1.65) es asintóticamente estable, cuando se

tiene /(t) > 0, /(ú) --* 0 cuando ¿ .. *, f /(s)ds -'- oo cua¡rdo ¿---) oo, y

1f'@+Í2(t)1 sKf(t), t€fo,co), K<1

ls(t)) < Nt f(t), f e 10, oc),

(1.66)

(1.67)

corl K, M constantes.

En éste resultado usan el Teorema 2. E1 mayor obstáculo pa.ra obtener un
¡esultado de estabilidad por medio de1 primer Teorema de Schauder, pasa por
conseguir un conjunto convexo, compacto, no vacío e invariante bajo el operador
l. Para garantizar estas condiciones, generalmente se considera [ver [2, 5]] una
familia de conjuntos convexos, cerrados y no vacíos, de1 tipo

M,,¡,= {x e X:lz(t)l <rlt(t)}.

Mrís allá de conocer el tipo de conjunto que podría ayuda.r, hallar ia firnción
mayorante adecuada, es un reto. Se requiere hallar ry'(f) tal que:

i) l(f,i)(¿)l 3th(t),y

ii) ú(t) "- 0 si t "- oo.

La condición i), garantiza que Ml, resulte invariante bajo el operador l. Mientras
que ii) asegura la equiconvergencia a cero de1 conjunto M.¿,. Condición funda¡nenta,l
para que e1 operador I resulte compacto en BC(iR., ll ' l]). Burton y tr\rrumochi
en [5] corsiguen una función ry'(f) explícita. Además se percatan que la función
mayorante, debe satis{acer una ecuación diferencial resoluble, cuya solución tiende
a cero.

Nuestro objetivo aquí es construir un conjunto adecuado, de modo que el

Teorema 2 garantice, un resultado de estabilidad asintótica de la solución cero.

28
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Destacamos, que la construcción de dicho conjunto, se sustenta, a su vez en la
Teoría dei Punto Fijo. Consideramos una ecuación diferencia,l similar a (1.65),
esta vez Ia ecuación diferencial semi linea.l de segundo orden

r" + zÍ(t):L' + (t + q(t))n + s(t, e) : ¿. (1.68)

No buscamos condiciones para la estabiüdad de Ia solución c¿ro. Nos con-for-
marnos con hallar una función mayorarte ry', que satisface las condiciones i) y
ii). Lo a,nterior nos entrega un conjunto adecuado para conseguir Ia estabilidad
asintótica de la solución cero, mediante el Teorema 2.

Supondremos sue l(ü) > 0, /(t) -- 0 cuando t ---+ co y también f,,f (s)ds -- oo

cuando t --+ co,

lf (t)+ f2(t) -s(¿)l< Ki(t), t e [0,m), r( < 1. (1.6e)

Adem¡ás existe una función continua ¡-r : i0, oo) -, [0, oo), tal que ¡r(0) : 0, y una
función continua ) : [0, m) -' [0, oo) tales que:

ls(t,x)|3 
^(¿)p(lzl)lrl, 

t e [0, oo), (1.70)

"op / 
' 

"-.[ 
l{")a".\(s)ds < co, Vú > 0. (1.71)

¿>0 J0

La ecuación (1.68) se puede 11evar al sistema de ecuaciones diferenciales

rt:a- f(t)x

a, : -ta - f (t)a + {f, (t) + f2(t) - q(t)}" - s(t, t),
que se puede expresar en forma vectorial como:

x': ( -11') 
-rio ), * ( ,,«o + ¡9(,) -,(,)

respectivamente

x' : A(t)x + B1(¿)x + n(t, x). (1.72)

Observación 5. Se hace notar que:

tt rt
A(t) 

Jo 
A(s)ds: 

Jo 
.t{s)as.t{t1.

Por lo tanto, la matriz fund,amental d,e Z' : A(t) Z es exp(f; e(s)as), y no es

d,i,Jícil aer que

o\r*l o \t)/ \-e(t,r) /

-/(s)ds)( _"::i, :::: )""p1r['aqr¡ar; - "*o( lo
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Atrora estamos en condiciones de utilizar Ia fórmuia de va¡iación de parametros
en (1.68), y obtenemos

X(t\ : "li 
tr,)¿uli^ * [' 

"- 
É o(,)d"(¿l1(s)x(s) + 11(s, x(s)))ds].]!\U/_Ll¿UJo.

Luego, el operador integral indicado para estudÍar las soluciones de (1.68) es

(fx)(r) : 
".li 

A(u:)du¡ro + 
fo' "- 

l; o,',0'(Br(s)X(s)+.F1(s,x(s)))dsl. (1.73)

Consideramos ia norma , en N[2,:(]R), definida para U(t) : (z¿i(ú)), como
rl

,lJ\.t)u: máx{ !,.,., lu¡L(il Ir<,<:lu¡2{/rL} Es sencillo conseguir
t-)

lBr(¿)1, : lf'lü + f2(ü - s(r)l < Kf (t), t> o. (1.74)

r.1(¿)1, : ls(t,")l <.\(i)p(lzl)lzl, t > 0. (1.75)

Esr imando las imágenes ie f. se consigue

lrt-x, rrl, <2( q,"e- ti i'' au - [' "-t:t "o"y¡rs)¡xrs,',ds\ JO

* [' "- 
f"t 'd')r,s;pllxqs;',)lX,rr',ar).'Jn' )

puesto que buscamos una función real rl, : 10, oo) -* [0, co), ial que lX(s)1, < l(s),
observamos que una tal ú que permita conseguir un conjunto invariante. {9!9
satisfacer:

!)(t) : l,oe- I¿ r(.*ro, - 
lot 

e- I! fl'la' 7o , rrrfr"ro, (1.76)

+ l" e- !: Í("\d" 
^(s)s 

(rl (s))r/(s)ds.
Jo

Pero la ecuación (1.76), no es más que una ecuación integral como las estudiadas

en la primera sección de1 Capítuio 1. Es mrís, se asocia facilmente a la fórmula de

variación de párarnetros de 1a ecuación diferencia,l

ú' (t) : - Í (t) ú (t) + K f (t) 4, (t) + x(t) t-t (th (t))4; (t) - (L.77)

Observación 6, Burton y Fur-urnoch,i en [2], se enfrentan a la ecuación d"ife'renc'ial

Logística

u' (t) : f (t) (K - | + NIu(t))u(t),

r1ue, tie'ne s c¡luci.ón erpLícita.
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A continuación, utiliza,:nos la Teoría del Punto Fijo, para asegurar que existen
soluciones de (1.77) que tienden a cero. Gracias a la condición (1.69) sabemos que
K < L, y luego, por las condiciones (1.70) y (1.71), sabemos que existe ó > 0 tal
que si lrl ( ó entonces

e- I! t t.oa" 

^r"rorr¿( 
zl) < 1.

Como 4;oe- Ii f @)d, ---+ 0, cua¡do f --+ co. Se satisfacen las hipótesis del Teorema
4, por 1o tanto, existe una función ry', solución de (1.77) que tiende a cero. Por
tanto ry' satisface i) y ii).

Concluimos así, que existe una función mayorante ry' adecuada pa.ra definir un
conjunto convexor cerrado y no vacío

M,! = {X e BC([O,oo),]R'z) : lx(t)1, S ?r(¿), ú > 0], (1.78)

que resuita inva¡iante bajo el operador l, definido en (1.73).

¡f +.rp /'
¿>o Jo



Capítulo 2

Ecuaciones Diferenciales de
Segundo Orden Tipo Liénard.

2.L. Introducción.

A principios de los 60's Smith [20] probó un resultado, ahora cirísico, sobre
estabilidad asintótica de una ecuación diferencia.l linea.l de segundo orden

t" ¡ h(t)x' +,k2r:0, (2 1)

donde ñ(t) es una función continua, k2 es una constarite positiva, y ñ,0 es uua
constante positiva, tal que

h(t) > h". (:2.2)

Smith demostró que la solución cero de (2.1) es asintóticamente estable sí y só1o

si

lo* "'t;n'" 
o.(l'"- ,, ',,',.r,)

No es difícil probar que (2.3) es válida para á(t)

(2.3)

= lto l- t, pero para el caso

h(t) : ho + t2 fall.a.

En Ia década de los '90s, numerosos artículos escritos por Hatvani et al. {12],

[13] y Pucci y Serrin [18], extendieron el resu.ltado en distintas formas. Ellos estu-
diaron el caso 1inea1 y también una versión no lineal

rtt + f(t,r,r')r' + 9(z) : g, (2.4)

con variaciohes de f (t,r,:r') > h(t) > 0, obteniendo resultados ce¡canos al de

Smith. La condición ñ(t) > ho se puede debilitar, también Smith lo hizo, pidiendo
que á(ú) sea integralmente positiva, pero se requiere que los interlalos donde á(t) =
0 estén acotados por la constante de Lipschitz de la función g. Estos resultados

tl,t - c;o.
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r" + f (t)a' + g(a(t - ¿)) : O, (2.5)

y consigue, mediante funcionales de Liapunov, condiciones para la estabilidad de
solución ¿ero.

El año 2005, en [4], Burton estudió
ecuación

C' + f (t, x, r')xt + b(t)s@(t - ¿)) : O, (2.6)

donde c(ú) es una función positiva, tal que /(ú,c,gr) < F(c,g)c(t). Ademrís

zK slrp¿¡¡ {}-1 ( ,G* "- 
rti;-' * ")d" du)b6 + L)d,s

a2Ksup¿¡6ff (.[:"r-t-'"a,tuau)o{,+ L)d,s < a <7,

(2 8)

donde K es la constante de Lispchitz de 9. Finalmente, d.eben existir los números
ao > 0 y Q > 0 tales que para cada I ) 0, si J > Q entonces

lrtnt 
o{r¡a, > ooJ. (2.e)

La condición (2.7) refleja la ce¡canía entre el resütado de Smith y el de Burton,
siendo (2.7) fundamental para garantizar la estabilidad asintótica. Mientras la
condición (2.8), se requiere para garantiza¡ que el operad.or asociado a Ia ecuación
diferencial, resulte contractivo. Mientras que (2.g) permite ciertas estimaciones
fundamentales.

En este capítulo, continuamos el trabajo de Burton, sobre la estabilidad de la
solución cero de Ia ecuación (2.6). conseguimos una nueva versión del resultado en
[4], pues, cambiamos las condiciones (2.8) y (2.7), por una más sencilla de verificar,
que enulciamos desde ya:

se consiguieron en su mayoría por medio de funcionales de Liapunov, o bien por
desigualdades diferenciales. Sin embargo, no extend.ierón bien el caso en que la
fuerza de reposición dependiente del tiempo, actúa con retardo. Zhang, en [21],
aborda este úItimo punto a.1 considera¡ la ecuación

]a estabilidad de Ia solución cero d,e la

donde /(ü, r, g) > a(t) para alguna función continua a. Corsiguiendo un análogo
de1 resultado de Smith, para la condición suficiente. Todo esto por medio de la
Teoría del Punto Fijo. Al igual que en el resultado de Smith, funciona para a(ú) : i
pero falla para a(f) = ú2. Ent¡e las condiciones que necesita el resultado de Bu¡ton
destacamos:

f':o / f'ñ ¡u+r+¿ , .. \
J, (/ e-r'+r. ^tc\s)o.sdu)b(t + L)dt = oo, V.y > 0, (2.7)
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Existe una función r(f) tal que, para todo x,y € lR se tiene

0<r(r) < f (t,,,'a), (2.10)

[" 1r'-ttl ,,,
lo r'¿(t)

(2.1L)

Esta condición nos permite garantizar que

2Ksup,,¡ i'-. (/r- e- I:';-L ' "'d'du)b\" - L)ds

(2.1.2)

+2K sup,,o fi (,[:, "- r""-'"4,'a,)o{, '¡ z)ds < m.

Incluso permitirá utilizar el Teo¡ema asintótico de Banach,

Teorema 9 (Banach, 7922). Sean (5, p) un espacio d'e Banach y F : S '-+ S un
opemd,or , no necesariamente conti,nuo. Si e*iste r¿ € N ,al qte Fn es contractiuo.

Entonces F ti,ene un único punto f,jo en S -

Este Teorema permitirá probar que toda solución de (2.6) tiende a cero cuando

á -+ co. Mediante un ejemplo haremos notar que nuestro resultado es más ampüo
que e1 resultado Burton, a Ia vez que se acerca más al resultado de Smith.

Para estudia,r las cualidades de las soluciones de la ecuación (2.6) se requieren

una serie de tra¡rsformaciones, de manera de aborda¡ una ecuación equivalente,
pero ahora cuasi-ünea.l. Lo a¡terior da forma a la segunda sección. En 1a tercera
sección se prueban una serie de lemas que facilitaran 1a demostración de nuestro

Teorema 10, que junto a algunos comentarios, corresponden a la ultima sección.

2.2. tansformaciones y Linealización.

Para la ecuación

r" (t) + f (t, r (t), r' (t)) x' (t) + b (t) s (r (t - L)) : 0 (2.13)

bajo las condiciones iniciales r(t): t!(t),t € [-¿,0] y r'(O¡ : a. Suponemos que

existe una solución zs(t) de (2.13) sobre todo el intervalo 7 : i0, oo). Definimos
la función

34

a(t) := f (t,.r ¡¡(.t), rto(t))

v luego z0(¿) es solución de Ia ecuación diferencial

(2.14)

(2.15)r" (t) + a(.t):r.'(1) + b(t)s(r(t - ¿)) : 0
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con idénticas condiciones iniciales. Considera¡nos la ecuación (2.13) una ecuación
no homogenéa en c'(t), por medio de la fórmula de'r,ra¡iación de parárnetros, pode-
mos hallar una ecuación integro-diferencial del tipo:

r,(t¡ = x,1g1¿- Iáootde - ft e- I!^(€)a€61r¡r1r1, - L))ds,
Jo

bajo 1as condiciones iniciales §(t) : ú(t),t € [-¿, 0] V z'(O¡ : o. Otra ,tez,

es solución de (2.16). Para facilitar la notación, definimos

A(Ú, s) :: ¿- I! "G)ü '

Podemos escribir (2.16) de Ia forma

(2.16)

zo(¿)

(2.17)

(2.18)

Tla¡rsforma¡emos ésta ecuación, de modo de poder aplicar, otra vez, la fórmula de
variación de pa,rrímetros. Para esto utiliza¡nos la ideniidad:

r'(t) : r'1¡1¡1¿,o) - lr' ep, 
"]a1s)e(z(s - r))ds.

* lr' ,a,,¡u1,¡s(c(s - L))d,s = F(t,t)b(t)s@(t - L))

+ l,' fir a, oo{s)e(r(s - r))ds,

o bien

l,' fira,ouros,,G - L))d's : * l"' ,a,,1u(s)s(r(s - L))d's (2.1s)

- F (t, t)b(t) s (x(t - L)).

ParaF(f,s): - [{ A(u, s)d,u, donde res una constante, 1a expresión (2.19) queda:

lo' 
oqr,,1uq,1 n q,(s - r) )ds = 

| 1," 
o<,, r1 o,l o1r;r1,1, - r¡ ¡ (2.20)

d. tt/ t" \
- 
" J, \J, A(u,s)d,u)b(s)s(r(s - I))ds.

Nos detenemos en Ia expresión l- !{ A(u, s)d,ul < I{ lA(u, s)l¿u < [: e- I: "@dtdu,
pues, deseamos reemplazar rc por co. Debemos eigir condiciones para garantizar la
convergencia de la integral - f,@ A(u, s)du. Recordamos que a(ú) : f(t,x¡(t),xto(t)),
ver (2.14). Lo que hace necesario estimar a(f) sin necesidad de conocer z6(t), por
esto, exigimos la presencia de tres funciones continuas r,u1,a2 : [0, oo) -, [0, oo)
de manera que

0 < r(t) < i(t,",a) < c.,1(f)ur2(lrl + lEl), z,y e Ia. (2.21)
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Pues entonces, con total independencia de r0(l). se tiene la estimación

[' t¡u.r,du = l' " L'.-tdEdul [' r-l:' etucau. ¡2.22,J¡ l, - J,

Asumimos que la función r satisface

| "- 
I!,()ae ¿, < oc, s < t. (2.2A)

t,

Luego las condiciones (2.21) y (2.23), garantizan que lf A(.t1,, s)au está bien defini-
dapara0(s(t.

Asumiendo (2.21,),(2.23), y usando (2.20), Ia ecuación (2.18) se esmibe

r'1t;: r'¡,¡,4,¡. o¡-( [* r,,.,,r,)r',,r1 ¡'Í-Ltt t2.24t
\ Jl /

I ¡t/ r'e
++l(l tru.sld, )á1sle1"r1s - L))ds,atJo \JL /

que bajo las condiciones inicia.les del comienzo, es satisfecha por r¡(ú). La ecuación
i.ntegro-diferenci al (2.2a) es no lineal y con retardo, Io que complica el estudio de

sus soluciones. El ¡etardo en el segundo término de Ia derecha, es superado usando
la identidad:

)rt
+ I É¡u + r,¡r'¡u + L)s@(u¡)d,u: É1t + L)b(t+ L)s(.r(t)) (2.25)
dt Jt-t

-i1t¡r.,qt¡s¡"¡t - 111.

O bien

rlt\s¡,1t - ¿)) : F(¿ + L)b(t + L)s(r(t)) (2.26)

d tt- _:- I i¡u - Lft,u - Lls¡r¡o¡fiu.
dr Jt t

Para l¡(") : [- A(u,u)d,u,la ecuación (2.26) se convierte en

lrú\lfú\
Í I A¡.u.t1du )óf119(""(¡ -Lt)= | | Aru.t - L)du)btt - L)stx(t)) 12.27)
\/¿ / \J¡ t /

d. l'/1". \
-;l I I Atu.u+ L)d,,t lru - L1üu - L\gtrlü\)du.

d{,/¡ ¿ \Ju_ L /

Reerrplazamos (2.34) en (2.24) conseguimos:

r'(t): t'(o)A(t,o)- f /- A1u,t+r1d«)óU+ L)s(r(t)) (2.28)
\ J¿+¿ )
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) tt/ f@ \
'" ll I e6,s1au\a¡qs@(s-L))d.s.'dtJo\J, /

Ecuación que bajo las condiciones iniciales del comienzo, aún tiene como solución
a r9(ú). Necesita,mos una ecuación que tenga una parte lineaJ. Por esto, exigimos
que g sea una función continua, tal que

s(t) =
que es continua (si no lo fuese,
su discontinuidad, es reparable).
ecuación:

donde

(2.2e)

"o 
(¿)

(2.30)

la riltima hipótesis sobre g nos garantiza que
Así conseguimos que ,0(¿) sea solución de la

A(o *.1, u + L)b(u + L)s(x(u))d,u

A(t, s)b(s)e(r(s - L))d,s,

La condición r'(0): o,lleva a estudiar

r'| Q) : o A(t, o) - q(t)x(t) * * [_"^, * L, u + L)b(a + L)s(x(u))d.u (2.32)

d. "l
+fr / tP, 

"la1s)s(.rls - L))d,s.

La ecuación diferencia.l (2.32) con condición inicial z(t) = !r(t),t € [-tr,O] tiene
como solución r6(f). Remarca.rnos que ro(f) es solución de la ecuación (2.13) con
idénticas condiciones iniciales.

Observación 7. Si se tienen las condiciones (2.21),(2.23) a (2.40). Las trans-

Jormac'iones onteri,ores serán uálidas, por lo tanto, tod,a soluci,ón ro(t) de (2.13)
satisface una ecuaci,ón cuasi,-li,neal d,el ti,po (2.32). Nosotros probaremos que la
ecuac,i,ón (2.32) tiene solución ún'ica para el problema d,e condiciones inic'iaLes,

y probaremos que la solución cero d,e (2.32) es asi,ntóticamente estable. Si xs(t)
ea solución úníca d,e (2.13), la unici.d,ad de las soluciones d'e (2.13) y (2.32) nos

penni.ti,rá concluir gue se trata de la misma funci,ón. Y así conseguiremos la es-

tabilid,od, as'íntóti,ca d,e la soluci,ón cero de (2.19), estudiando la estabi,lúl'ad de la
solución cero d,e (2.32).

A(r, s) : l,* ,t{u,,)a,.

(;ff" o<,,, * tia")ua + L)s(q(t))

.* l:_"(Í,i,ot,, * 
")du)b@ 

+ L)s(n(u))du

r'(ú) : r'(0)A(i. O' - q¡t¡:;ltl + ! [dt Jtr,
drt

* 
¿, Jo

1í- 9(') u*irt".a-0 t
Entonces podemos deflnir la fu¡lción
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2.3. Resultados Previos.

En esta sección, probaremos algunos Lemas y Proposiciones, que nos permi-
tirán demostrar e1 Teorerqa 10, que entrega condiciones suflcientes para garantiza,r

la estabilidad asintótica de la solución cero de (2.13). Sepa.raremos esta sección en
los resultados que garantizan soluciones acotadas, y los resultados que aseguran
soluciones tendiendo a cero. Estos últimos, estrechamente relacionados con la es-

tabi[dad asintótica.

2.3.1. F\rnciones Acotadas.

Para comenzar, da,:¡os condiciones que garantizan la existencia de la función
A(t, s), definido en (2.31). Es más, probarnos que estas condiciones garantüan que

la fu¡ción A(ú, s) está acotada. Cabe menciona¡ que 1a acotación de dicha frmción
es vital para utilizar et Teorema 10. Por estos motivos es que nuestro siguiente
Lema es frrndamenta.l.

Lerna 2. Si, la fitnción r(t) satisface (2.21), i..e.

0<z(t)< f (t,x,ü, Vr,ye1R.,

junto a la cond,ici,ón d,e promed,io

/* I 'l("1 l¿, . -.
J t i'lu) (2.33)

Entonces,\(t, s) esúrí bi,en definido por (2.22), para 0 I s I t, de hecho es una

función acotada para0l s 1t.

Demostractón. Pa.ra a(t), definido en (2.14), gracias a 1a condición (2.21) se tiene:

0 <r(t) < o(t),

1o que implica

¿- Ii,G)ü¿u, (2.34)A(r,0 = l,* "-t:"tooca,< l,*

n(l,s) ,: /-

(2.35)

A(t, s) : l,* .+{u,4a,- l,* "É"teto<au

A(t. s) < e- l: 'G)ü lt* e- Ii 'G)at d,u,

para 0:1s:!f.Definimos

¿- I! "G\a1¿r. (2.36)



Ecuacione s T ip o Liéna,r d.

De (2.36), se sigue que

A(f ,0 < E(ú, t), .N(Í, s) < 1E(ú, s), 0 < s < á. (2.37)

A dem¿ís, se puede apreciar que

E(f,s) < E(t,ú), 0 < s < t. (2.38)

La condición de promedio pa.ra r, (2.33), garantiza que lím¿-oo;fu. existe. Ahora
estudiamos E(t, ú) definido (2.36)

E(Ú, 0 : elo'"(€)¿e [* "- ü "Cla!@a"Jt r(sJ

: e/,i,arae 
[ 
_ e- /"" "({)d€ _]_ 

l- 
_ f ,* e- ti,@ae(#) -]

=et;4e)dafe-#'(od€ 1- - f "-ü,ct0,,141)*1,L ,(¿) I t \"'(s),/ l
1 .- / /¡/ \\

¡'¡+ +r - ' / ^- L'¡(Oa( / ' \'/ \,.¡. (2.39),r\&'¿r- 
"(ü- l' \7G)/-

La ecuación (2.39), garantiza que E(¿,ú) está bien deflnida, para ¿ > 0. De las

relaciones (2.37) y (2.38), se ga,ra¡tiza que la función A(f,s) está bien definida
pa.ra 0 ( s ( t. Ahora podemos estima.r

tn(r,¿)t< #* l,* P-ti"G)aelE9ld*

<l- /-l"l!')lr,.or'r.- r(t) Jo r'(s)
Se sigue de (2.37) que A(t, t), A(ú, s) están acotados para 0 ( s ( f. tr

Las siguientes proposiciones, tienen por objetivo garantizar que }a imagen de

cierto operador sean las funciones continuas y acotadas.

Proposición L. Si, la función g(r) satisface (2.10), y ad,emds

*.r>0, z€R.

Entonces, si la función b(t) es posi.tiua, la función q(t), d,efi,nida en (2.30), es

positiua-
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q(t) --

40

Demostración. La deflnición de la función A(u,t + L), en (2.17), garantiza que

esta función sólo toma valores positivos. Asumimos que b(l * tr) es una función
positiva. Por lo tanto,

/rÁ \
I I A\u.t+ L\dulb,t - Lt >0. ¡>0.
\ J t-¿ /

Para B > 0, se tiene

/f6 \
I I A¡u.tL LtdulÜ¡ + LtÚ >0. / >0.
\ J¡=r /

De 1a definición de q(f), en (2.30), se tiene

([ ff , o(,,, * r) o,) oft * 
") 

n @ oo))

, ¿>0,
¡o(¿)

y de la condición sobre g, obtenemos

o. ( [* Atu,t+ L)d.u\b(t + L)a< s(0, ¿ > o.
\J¿+¿ / '

tr

Proposición 2. Si la función r def,nid,a en (2.21) es d.iferenciable, y satisJace

(2.33). Entonces se ti.ene que ¡! e- Ii a)atau es acotada parat/0.

Demostración. Consideremos ú 2 tr,

lo' "- 
Í;,tooe a,: 

lo" 
.- ft no,, a, + l' "- 

#,«taea,

: [' "- 
Í; ttt)dtdu + [ e- I;,,€,d€r\u) du.

lo Jt rfu\
Integrando por partes y estimando, conseguimos

1 [' 
"- 

É 'teve ¿ e- [o' 'G)ü lt lr'f u)l 
du.,Jo ul< L* --;d- * JrÁ"¡

Concluimos así, que fi e-.IJ "(€)a{¿, "t 
acotado pa.ra i e [0,oo). n

Proposición 3. Si, la funci,ón r defi'nida en (2.21) es d'i'f erenciable, y satisface

(2.33). Entonces se t'iene que [: e- t:"@üdu es acotad,a para t ) 0.
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Demostraci,ón. Corsideiemos t ) -L,

4l

lo' "- 
t,tetuau : 

lo" "- 
t:nn*au + l' "- 

r.,ctaeau

= [' "- 
fi- ,'*au + [' e- f ].'t,a¿ 11t ru.

Ja Jt ,'(u)

Integrando por partes y estimando, conseguimos

1 [' u- Io",«loe ¿ut . , *"- 13,']-','o' * [' l"^9ll ¿*.'lo rlL) JL ¡"(u)

Concluimos usí, que f; e-,IJ"({)a€¿, u. acotado pa"ra t e [0, m). tr

Proposición A. Si lr(u)l 1 i para tod,o u e [0, -) g n es una función posi.t'iua,

entonces Íi q@)e- I:qt¡dar(u)d,u es acotad,a.

Dernostración. Só1o debemos estimar esta integral

ft ", ,- .- rL ", .-. .

I Jo 
n@)e- linre)4r(u)du1 s 

Jo ln{ü]"'J;rt a€1v6)ld,u

< ¡ [' ,tu\u- Ilnt€)d€ áu < r( 
"- 

I! ¡etae - e-f,iate)ae ) . ,.-Jo'' \ /-
n

2.3.2. Funciones que tienden a cero,

Lema 3. Supongamos que para tod,a constante 1 > 0

Ír' ll"u tr"",.,(€)d€ó(s + L)d,ud.s = uo, (2.40)

La funci,ón b es positiua y g(x) sati.sface (2.33) junto a

sfs) >p>0, zerR.
t

Si las fanci.ones iDo(¿),16(¿) estd,n acotad,as en [0,co), entonces

"-,[q'o(€)d{ 
-_+ ¡ cuand,o t _-+ cn.

D emostración. De (2.30) tenemos

n,r, : A(s + ¿)á(s +,¿)g(zo(s)) 
.

,o(r)
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de la condición exigida a gr conseguimos

q(s) > A(s + L)b(s + L)B > 0.

Recorda¡nos que, u2 es una función continua, luego, como xs(t) y cto(t) son aco-

tadas, c...r2 está deñnida sobre un compacto, por lo que su imagen está acotada por
un valor denotado por ?o > 0. De Ia condición (2.21), se tiene

f (t, ro(t), r'o(t)) < a1(t)a2(lax(t)l + l"á (¿) l) < ut(t)to,

y así consegümoa 
". .,. .,A(t.u) = ¿- J'a\t)d4 > e- J"1oaL\')o\ '

Luego se obtiene

lo' a(,)a,>,4 /' n{, + z,¡ b(s + L)ds : U Í,' (ll"o@, s + L)b(s + L)d,u) d.s

. u l,' (lJrnIJla roor(€)a461" + L)du) ds.

De la condición (2.40) se sigue que 13 clG)a" -r co cuando f--* co. ¡
Proposición 5. Si la funci,ón g(r) satisface (2.33). Entonces para toda func'ión
z,(t) que tiende a cero, se t'iene- rtrue

It
.1,.,n,r,u))da-0 

cuand'o t - x'

Demostración. Definimos G(f ) : sup,.p-¿ ,al SQ(")) , así obtenemos

[' s¡r¡u 1Fu < LG(L).
J L_L

Debido a que 1ím,-¡ S existe, se sigue que s@) "', O, cuando ¿ -.- 0. Resulta

fácil ver que si z(t) "- 0 si ¿ --- co, entonces G(¿) --- 0 cuando t -+ oo. D

Lerna 4. Sí La .funciÁn g(r) sattsface (2.10) g la función r(t) satisface (2.33)

Entonces para toda t'unción z(t) que ti,ende a cero ' se ti'ene que

[' , l: ,,rr,r r¡rq.u))tLu ..., o cuand,o t -- cn.
Jo



43

E cuacione s T iP o Lienañ'

Demostraci,ón' Antes dá comenzax rotamos que si r(t) satisface (2 33)' se tiene

f- r,(s),-- -l l- =)-- rim *.
J, ;¿'-j,* = 7G) 1, - '(¿) 

s*co r(s)

por 10 tanto eúste eI lím"*_;fu. se desprende así que r(s) z ( > 0 para s >

S > 0. Por Io tanto
ft

J" 
r4\a€ - co cuando t .- co'

D^.qflT).L,tenemos:
_ ft

[' .- ¡:,1€)dc q(z(u)\d,u = |
Jo 

" ro

de esta ma,nera, obtenemos:

r [' 
"- 

Í:"ct*nrz(t))tu\ < fr(0 + 1z(¿)'

JO

donde 
,rt¡ = ll "- 

IirGfils(zlu)¡@'u'

r,l,) = I;e- 
fi "(€)d(re(z(u)) ldu'

Sea e > 0, para estimar I2(t)' utiiizamos integración por partes'
D"a E 7 v' "ur,'r, 

t | "t:'<c'oellsl")llo'< l;"fi'terae 
{{11ei¿11a';

< c.tr)(iro * - : 4.-"il), 
",,,,,u. 

¡ -. o Es

donde G' (r) :":),r,?tYl',!;i)L'r'::[ff: I"]:ilTffi'* ilisr sarantiza

i*it u"., que G.(t) ? o si'13;o:,;il0" i z i. po, to tanto, existe r > 0 tal

oue fi "s 
una función acot

que: 
"-trr(á*á* l;W'l<l't'r

Estimamos 1l (t)

lrr(t)l < e-fi"(e)4 l: e- ff "G)dÉd'lls(')ll

La Proposición 3 nos asesura que' ¡{ ; ti 'tcvcau-.:1T:l::?i1'f:ffii';J]
]*",til t-" l; r(t)d'{' oo cuando ' : - L*"9:''":
-úilüii 

:t;;;; ¿' r'' er'o* para ¿ > fi ' v consegutmos

iri (t) I + lrz(t)l <e't>Tt>T' 
Ll

"- 
li,ldacslz(u))a, + l' "- 

fi.te)ae nQ$:))d'u'
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Ahora tenemos 1as herramientas necesarias para demostra.r nuestro resultado
de estabilidad.

2.4. Resultado <ie Estabilidad.

Reescribimos la ecuación (2.13) para evita¡ confusiones

r" (t) + f (t, r, r')r' (t) + b(t)s(r(¿ - ¿)) : 0,

bajo Ias condiciones inicia.les x(t) : t[(t),t € [-¿,0] y r/(0) : o. Conseguiremos

condiciones que garantizan que (r(t), z'(l)) --- (0,0). Suponemos que 1as funciones

involucradas satisfacen:

(b) La función b : [0, oo) --+ [0, oo) es continua y acotada.

(g) La fi-rnción g : iR -» 1R., es continua y eiste B ) 0 tal que

g(r) >B>o v rím 9(') e*iste.
Í -' ' i-o :x

(f) Existen las funciones continuas t,aba2'. 10, oo) -* [0, oo) tales que

0 < ,(¿) < f (t,t,a) < u.,1(i)or(lrl + lel)

(r) la función r es diferenciable, y además

(2.41)

lll9,,,ol*'* (2.42)

(u.,1) Si para todo 1 ) 0

l,* ( I"i"n" 
tr,..r{€)a€¿,)61, + L)d,s : x (2.43)

La función / : [0, oo) x ]R x lR --+ [0, oo) es una función continua y localmente
Lipschitz, y ademrís existe una constante K > 0 tal que

lg@)-s@)l<Kl"-al.

Estas últimas condiciones, de Lipschitz, garantizan la unicidad de la solución r
para cada par de condiciones iniciales. Lo que resulta fundamental para nuestro

resultado.
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Observación 8, Pam uer que las soluciones d.e (2.15) están d,efinid,as, sobre todo
el i,nterualo {0,x), poilemos escribtr la ecuaci,óll, (2.13) como el sistema

r'(t) = y(t)
a' (t) : -a(t)a(t) - b(t) s@(t - L)). (2.44)

En la segurula ecuación de (2.40, pod,emos consid,erar el último ténnino, corno una
perturbación. La fómnula de aariaci,¡in d,e parómetros garanti,za que g(t) es acotad,a
sobre tod,o interaalo l0,T) donde la solución esté def,nid,a. Entonces, mimmos la
primera ecuaciín d,e (2.41) A uernos que, r(t) es también acotada en ese interualo.
Luego se pued,e probar que la solución está d,ef,nid,a para tod,o t ) O, uer pp. 196
de [1].

Observación 9- La condición (2.12) conlleua:

i) r(t) > ro > O,t > L.

iz) [f, r(s)d.s: x.
En el resultad,o d.e Burton ful se exige (ii).

Ahora estamos en condiciones de probar eI

Teorema 10. Si se tiene la ecuación (2.13) junto con las condiciones: (b),(g),(f),(r)
y (u1). Entonces tod.a solución xs(t) de (2.13) satisJace

(ro(t), 
"6(¿)) 

--- (0,0), cuandn t -+ x.

Demostración. Consideramos z6(f), una solución de (2.13). Seaa(f) = J(t,rs(t),rto(t)),
gracias las condiciones (f),(g) y (r), son vráJidas todas 1as maniobras y transforma-
ciones de la sección (2.2). Luego, z6(ü) es también solución de ia ecuación (2.32),
Ia escribimos nuevamente para facilitax 1a comprensión,

r' (t) : 6 ¡¡¡,s¡ - q(t)r(t) - * [_ r^, + L, u + L)blu + L) s (r (u)) d,u

d" fL
+; / A(¿,s)á(s)s@(s - L))d,s.

La fórmula de variación de parámetros, como en 1a sección (1.3.1) de §1, [ver (1.43)
a (t. a)], nos lleva a considerar e1 operador:

45

-.IJ o(€)a€¿1,r, ¡;¿ " * l:-"

¡0
(pz)(¿) : e- J;s\),te We) - I ,{(o f .L,o + L)b(u + L)s(z(u))ctul. J.t

+o 
lo' ' A(u * tr..u + L)b(u)s(z(.u)1du (2.45)
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- lo afu,)"- Ii'at"t (l_, ^,, 
+ L,u + L)b(u + L)s(z(u:la,)au

* 
lo' ^qr,,¡oq,¡ne@ 

- L))d.u

- lo o(.u)"- Ii.anrre (/",tf,,,1 b(u)s(z(u - r))au)au, t > o.

yparafel-tr,0)

Ahora defi.nimos el conjunto

(Pz)(t): l:G).

M"¡,: {z e BC(\-L,@)) : z(t) : r!(t) para r € [-¿,0]], (2.46)

donde ry' es 1a condición inicia.l de o6(t). Es cla.ro, que (¡,r¡+, ll . ll) es un espacio

métrico completo, donde ll . l] denota la norma del supremo.
Antes de continuar, detallamos 1os pasos fundamentales, pues, 1a demostración

es extensa.

1. Probar que P M,¡, C M,p, i.e. que las imágenes de fu¡ciones acotadas por P,
son acotadas.

2. Proba¡ que P tiene un único punto fijo, y por 1o tanto Ia ecuación integral
tiene una solución acotada.

3. Probar que cuando r6(t) y zl(t) son funciones acotadas, entonces eI operador
P, deja inva,riante al espacio de las funciones que tienden a cero.

4. Concluir que P lleva funciones que tienden a cero en funciones que tienden
a cero, i.e. las soluciones de 1a ecuación integral, en realidad tienden a cero.

1.- Necesitamos probar que M?y' es invariante bajo el operador P. A contin-
uación proba,remos que pa.ra cada z e Mr¡r, Pz e M,¡. Es c1a.ro, de la definición de

P et (2.45), que para ¿ e [-¿,0] se tiene (Pz)(ú) : ú(ú). Además la continuidad
de z(t), garantiza que (Pz)(t) es una función continua para f ) 0. Lo que resta es

probar que (Pz)(ú) es una función acotada, esto lo veremos término a iérmino

a ) Es claro que, ry'(0) - [!"N¡"+t,"+t)b(u+L)s(ú(u))dz no depende def.
Es constarrte para cada z e BC(l-L,a)). Las condiciones (b),(f) y (r) asegura,n

que se puede utilizar la Proposición 1, se sigue que q(t) > 0. Por 1o tanto, el factor

e- [¡ s?)d'e está acotado por 1, para f > 0. Se concluye que el primer término del

operador definido en (2.45), es acotado para t en el intervalo [0, oo).

ó) Para el segundo miembro de (2.45), tenemos:

b lo'" 
{:rtttott(,,o)dzl < bl lo'"-llr«tuc¿ 

[íootae¿,
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- ' ' Jo

pues q(s) > 0. Ahora, la proposición 2 asegura que este sumando es acotado pa,ra

ú e l0,m).

c) Ahora, vea,mos el tercer sumando de (2.45):

rL rt
I Jr_"A{u+t-,u+L)b(u+L)slz(u))dul 3 

J,_rB(u+ 
L,u+ L)lb(u + L)lls(z(u))ldu,

donde E(u -l-.L, u + Z) está definido en (2.36). Gracias a las condiciones (f) y ("),
sabemos que el Lema 2 es váido. Luego

suplE(f,t)l <m,0(u(t.
¿>0

Y, gracias a 1a condición (b), podemos hallar 1l ) 0 tal que:

lE(u + L,o + L)llb(u)l < K, u > L.

Así conseguimos estima.r

rt ft
I I .A(u*Z,u +L)b(u)s(z(u))dut < I Klls(z)lld.u ! LKI¡s(z)ll,

J t-L J L-L

luego, este término es acotado pa,ra f ) 0.

d) Se probará que el cua¡to sumando del operador, deflnido por (2-45), está aco-
tado gracias a la Proposición 4.

e) Continuamos con:

I /'^{,,,;a1,¡r1 
z(u - L))d.ul s lr' von(1,* e- Ii'retae ¿")¿u¡nr,r,,

: 
lo' btu)|"- t: "t¿')d., ( L* "- 

ff "cta a") a,¡s 1, y1.

Como en c) podemos halhr É > 0 tal que:

p@l( [* "r:"{e)a¿,) 
a ¡i.'\J¿ ) *

Así conseguimos

¡ [' N1t,u¡s¡,1u - L))dul . [' "- 
t<t'*¿,Élle(z)ll.

Jo Jo

La acotación de este sumando sigue ahora de la condición (r) y Ia Proposiciól 3.
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/) Para ver que los miembros 4 y 6 del operador, deñnido en (2.4S), están
acotados, por esto estudiamos las siguientes integrales:

I lo a@\e- Iiotet* 
1,",r^, + L)s(z(u))d,ud.ul

I f, o@)e- Iietaq 
lr" 

N{u,u1s1,@ - L))d.ud,ul.

Considera¡nos

,r{u) : 
l*"_ 

"Nlu 
+ L, u + L)b(u + L)s(z(u))du

v

,rfu) = Jo 
A(u,u)b(u)sQ@ - L))d,u.

Ya probamos que r¡(z), i : 1,2 est¿ín acotadas, basta usa¡ la Proposición 4, en el
caso l(z) : q(u),r¿(u),i:1,2 et las integrales de arriba.

Por 1o tanto, PMr¡ c M.,¡,. Así hemos conseguido un espacio de métrico com-
pleto, invariante bajo el operador P.

2.- Aquí probamos que el operador P tiene un único punto fijo, por medio
de1 Teorema 10. Para facilitar las estimaciones, y conseguir una mejor notación,
consideramos eI operador P como una composición de operadores P : .8,9 donde
R está definido por:

(Rz)(t) =r(t) + z(r) + [' q6¡"- Il,otoqz(u) t > 0, (2.47)
Jo " '

con l(t) definido por

,¡0
r(¿) : e-Joc(§rd'§t,/(0) - / ^A(u+.1,u* L)b(u + L)s(tl:(u))dal (2.48)

J_L

+o 
lo' "- 

ti,,<ew A@, o)itu.

,9 definido por;

(sz)(t): / A(u+L,u+L)b(u+L)s(z(u))d.u (2.49)
Jt-L

- lo' ^¡r,,1*q,¡ne@ 
- L))du,t> o.
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Cuando f está en e1 intervalo l-I,0), tanto fi,,S se comportan como Ia identi-
dad. Buscamos estimar lPz - Pel, pero esta estimación l1eva trabajo, primero
estimaremos l(Sz)(t) - (Sr)(t)l:

ft
l(sz)(t) - (sz)(i)l ¡ | / .a(u* -L,u* L)b(u + L)ls(z(u)) - g@(u)))d.ul

J t_L

It
+l / ,{(t, u)a(o)ls(z(u - t )) - s(z(u - L))ld,ul

fL fL, 
J,_ru(u* 

t,r+I)llállIf lz(z)-,(ü1d"+ JLE 
(t,u)llbllKlz(u- L)-r(u- L)ldu.

Notar que para, < L, z(t- L):1t(t- L):4t- L), así conseguimos

( [i¿"NKllz-rll,o<t<1,
I

l(sz)(¿)-(sr)(t)l!\ , . \ (2.50)

[ ( #-, ,", * ¡iv,P' ,¡¡u¡a") Kllz - xll, t > L,

donde

¡r :: sup E(¿, ¿) I lbll. (2.51)

De la definición de E(ú, z), en (2.36), se tiene que:

ft rt ., ,-.

J 
" 

w.(t, u)llblld,u : 
J L 

e- r " 
r \t ) E (t, t) llblldu

3 N [' "- 
ti"ct"\"!au'- Jt r(u)

integrando por partes, consegümos

x l'"-Í!.,cta,< n("-Í'aueá)[ .. [Hrfi,@a€du
Finalmente, gracias a la condición (2.42), se tiene que

x l' .- t:,«ta,= r(#. á) .. 1, r8, fi,G)d€du

< 2/vsup{ + N [' !$-or. o..- ¿L rlt) J t r'lu)
Por lo tanto, conseguirnos

['*¡,,,y1u¡0,< 2r{sup * *, [' !up-¿,, r¿ ¡. 12.b2)Jt - >L rll) I t r'(u)
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Luego, Ia estimación hecha en (2.50), se puede cambiar por

I fiduNKllz-xll,o<t<1,
(.92)¡t)-(Sr)(t)15{ , r r, (2.53)\ea1\')' '.; 

[ (f "-rrlz'up",'t+# 4n))xtt'-,.1'" L"'""'

Estamos en condiciones de construir una función l, que sea integrable y ademrís
permita la estimación

lsz(t) - sr(t)l < lo' 
x»,1u)11, -,¡au.

Con estos objetivos en mente) defrnimos la función

.\(u) = ¡,".,(u)(N * ?:jf *)+x,,-,{rlfi$, Q.bA)

con ltr definido en (2.51). Ahora podemos catcula,r f,.1(s)as, para 0 ( ú ( tr, se

tiene

fo' ^t 
io"= /' (x,. ., r,x, - ? :ll á¡ + ¡,. -, 1,¡ rylp) a,

lo' ^t")r"=l',r-?:y#,rs, o<¿<¿. (2.55)

Pa¡a t ) ¿, se tiene

lo' ^{,)0,: /' (xr,,, {,xr . ? :y á, + x,,,-, (,) ry19) a"

lo' 
xt")," = lo' ,*. ?:ll á,, " 

* l,' $ff^",
luego, conseguimos

/'^{,tr" 
: LN Lrr:}f #lr, * N l'!J*a". (2.56)

Gracias a la condición (2.42), sobre integrabilidad de |1, se sigue eue, ,\ € ¿1(0, oo).
Además de (2.55) y (2.56) se tiene

[, ^,uro,:I 
t(N+fsup,¡¿fi)..0<t<2,

Jo I r,rr+2Nsup-, rrir-_'Ñ fi.o'¿',ou,r¿r. 
(2'57)



Ecuaciones Tipo Liénatd. 51

Comparando (2.53) con (2.57), se aprecia que

lsz(t) - sr(t)l 3 [' *^1r¡¡1, - xlld,u, t > o. (2.5s)'- Jo

I{emos conseguido una función mayorante A adecuada, esto nos permitirá utilizar
el Teorema 9.

Ahora estimamos l@ z)(t) - (rr)(t)l : l(asz)(t) - (asz)(t)1,

| @ z) (t) - @ x) (t) | < I 
(szXt) - (s x) (ü ft | o 

o @\ e- J : s @ de 
K s z) (u- L) - (s x) (u- L)ld,u

< (1"' o>,av,+ 
lo' t@)"- Ii.orewll"-' x>,t,ta")a")k - xtt,

como Ia función ) es positi'rra, la integral ff A(u)d,u es creciente, se sigue

/ rL 
'(t'\d¡t+ [ o(u\e-t'qo¿el [t I \

l(Pz)(¿)-(Pz)(¿)t< (/ t<.'. . Jo ., Lto 
*^(u)ou)0")lk-.l[

Basta integra.r para conseguir

l(.pz)(¿) - (rz)(t)l I zx 
lo' 

xg)a,11, -,11. (2.5e)

Vea¡nos ahora que sucede para P2, estimemos l(P2 z)(t) - (P2r)(t)1,

l(P2 z)(t) - (P2 r)(t)l ! l(s P z)(t) - (srz) (t) 
|

ft
+ 

Jo 
o|.Je- Ii"atüü¡sflz(u) - (sp,)(u)ld,u.

De Ia misma manera que obtuvimos (2.58), obtenemos

l(sPz)(¿) - (sPz)(t)l < 
lo' 

o^t ¡l{r,)(u)- (P,)(u)ldu

<zN' l,' 
>,r,1(lo' 

^ruuo 
- *t4,)a,,

(x ¡¿,.""a'\'
l(5P12(r.; - (5Prr(rll A 2----r-------L llz - r'1.

De igual manera como obtuvimos (2.59), podemos conseguir esta vez:

(zo ¡; ^¡,ta,\'(.P2z¡(t) - (P2r,\lt) <:---r l,-,l. (2.60)
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Proba¡emos por inducción que

(,

(2.61)

(nr6 r,,ra,)*
t Pk z t, L, - t Pk ¡: tt a' - ---------L l: r.

Suponga,n:os que la desigualdad es váJida pa.ra n,

(zx ¡; xt,,a,\'
'tPnztttt .Pn¿\tL I ;; l"-rll.

Ahora estudiamos i(P"+12)(t) - (Pn+rr)(t), se tiene:

¡¡.pn+tz¡(t) - (P"+1r)(t)l <l(SP"z)(t) - (sP"z)(t)l

ft
+ 

Jo afute- ÍÍd€)d€l6pnz)@) - (sp"r)(u)ldu.

Sabemos que,

(SP'z)(t)- (SP'z)(t) < 
lo' 

x^t,l (P¿¿)(u) - lPnr)(.u)ld'u

,, (rxfi r1,ta,)
, 

Jn 
*^'u,# F - "rldudu

y de igual manera como obtuvimos (2.59) , se consigue

(zr 4 .u,ra,.)'*'
t, pn-t : ttt -,p,-Ir),rrl < \l!it z - r¡

('"'^ 
')' 

'

P"'L¿rt¿r -¡P"-tr),t¡ < - (r-í-'1.-rl. t>0.

Entonces, pala r¿o suficientemente grande P"o, es contractivo. E1 Teorema 9, garan-

tiza qtrc P tiene un único punto fijo r- (f) € ME. Por Ia construcción del operdaor

P, z-(f) es 1a única solución de (2.32). Pero zs(f), única solución de (2.13), tam-
bién satisface (2.32). Luego r. (t) : ro(t), esto significa que z6(f) é M,¡, por lo
tanto, a6(f) es una solución acotada de (2.13).
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3.- A continuación demostra¡emos que r'oO(t) está acotada, para conseguirlo,
reescribimos (2.18)

r'(t): r'(o)A(t,o¡ - [' e¡t,"1r,¡s)g(c(s - ¿)).
Jo

Se sigue, en particula.r que

lrt,(¿)l < lc[,10¡ ¡e- /,i.terac + [' "- 
t "ctotlb(,r,) lle(26(u - L))ld,u.

Jo

Es cla¡o que el primer sumando del lado derecho es acotado. Detengámonos en 1a

expresión integral, como z6(f) es acotada, S@o(t)) también lo es. Así conseguimos

lrt,(¿)l < 116(0) le- /,j '(€)d€ + llóe(r6)ll [' "- 
t'rewau-

Jo

Podemos aplica,r Ia Proposición 3 a 1a expresión integral para concluir que, c/¡(ú)

es una función acotada. Hemos probado que ,r0(¿) y r/o(t) estrín acotadas.

Resta probar Que rs(t) "-+ 0 si ú --* co. Gracias a (2.a3), (U) y (e) podemos

utilizar el Lema 3, para garantiza,r que

"- "6 a(€)a€ -, g, cuando ú -..* oo. (2.62)

Estamos en condiciones de probar, que en realidad 1a solución z6(ú) "'+ Q suan¿s
t -' co. Consideramos el conjunto

M6 :: {z e BC([-L, oo)) : z(t) : $(t), ¿ € [-¿,0], lím z(t) : 0]. (2.63)

a' ) El Lema 3 asegura que eI factor e- Iá qG\ü tiende a cero. Se concluye que

el primer término del operador definido en (2.45), tiende a cero cuando t -'+ co.

ó ) Nos detenemos en e1 segundo miembro de (2.45),i.e. o fi e- ti'e(üü ¡@,o)d,u.

Sabemos que 1,4(u, 0) I < e- lt "G)c , gracias a Ia proposición 2 probamos en ó),

I tn -t. \)cI e .ro "s'-s¿'.r a *.
JL

Por 1o tanto, dado e > 0, existe ? > 0, ta,I que :

l* "-r;"r*to'a".#1.
Es claro que

rT
o, 

Jn 
, q{(rd(,Ar{r.0,I¡ru.- c(.
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Gracias al Lema 3, sabemos que existe T1 > T, de modo que pa.ra ú ) ft

e- li co.)ülol 
lnr "- 

ff ,«,ae,e@,o)@u < l.
Sea ú ) ?r > 7, gracias a las estimaciones anteriores conseguimos

o 
lo' 

u-t:rts*t (2,,)du < bl lo" "-tJ,rtoalá(,,0)ldu+lal f' "-Í:xooe,,¡,,01 
a,

,rT¡t
< e- [;q(€.\ülol I e- ti 0{ataag(u,o)ldu + 16l I lA(u,O)lduJo JT

6 [' ,-troa¡(u,o)dzl < e.
JO

Para e dado. Se sigue que eI segundo término del operador definido en (2.45),

tiende a c¿m cuando ú --+ oo.

c) Ahora, el te¡cer sumando de (2.45):

ft ft
I I A(z+ L,o-rI)ó(u - L)s(zlu))dul < | E (u + L.u+ L)lblu + L)lls(zlu\)lct'u.

J L_L J L_L

donde E(u * Z, u * tr) es una función acotada, gracias a las condiciones (f) y ("),
y el Lema 2. Gracias a la condición (g), podemos utiliza,r la Proposición 5, para

concluir que el tercer término de (2.45), tiende a cero cua¡rdo t ---+ oo.

e) Coutinuamos con:

I lo' ^a,,¡u1,¡n1z(u 
- L))d,ul < 

lo' v@l(1,* " t:'toua,)lo{,{,))la,

: 
lo' b{,)k- r:,(€)d€ ( / e-i,"(€)d€ds) tue@'))ld,u.

: I a¡u ,1"- f' ''€'dtL t.t t gt¿ r u) )rdu.
Jo

Gracias a que las funciones E(t,t),b(t) estan acotadas el Lema 4, bajo pequeñas

modificaciones, asegura que el quinto término de (2.45), tiende a cero cuando

t ---+ a:.

/) trs ei turno de Ios sumandos 4 y 6 del operador, definido en (2.45). Los

reescribimos, respectivamente, para mayor claridad

tt , ru
t I o,ul"- [' o t:'tt' ¡ A'u+Lr9r ¿tu)tdudu.
Jo J" t
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I lo' «u)e- IJ,«od€ 
lo" 

Nqu,,1o1,@ - L))d.ud.ul.

Consideramos

,r@) : 
1,"_ 

"N{u 
+ L, u + L)b{u + L) s(z(u))du,

,r1r¡ = /".t1r, u)b(u)s(z(u - L))d.u.
JO

Ya probamos qu e r¡(u), i.: 1, 2 tienden a cero. Ahora prob*"-or qo" f; «( y7¿- I|,og\ür¡(u)du --
0, si r¿(u) ---+ 0 cuando ú --+ oo. Sea e > 0, existe ltu > 0, ta1 que, para
t > T¡,,1r¡(t)l < e/2. Ademrís

I lo"',{ü.- 
t?t eo)a4 r. 1u¡ ¿u1 < lo'"' n{ü.- I?r ao)at ¿u11r n¡1 a *.

Gracias al Lema 3, existe 71, ) T6r, tal que, para ú ) 71, se tiene

"- 
Ii', oG)ae 

fnro' 
t(u)e- Ilo' o6)ac ¿u 1r 1 a 9

Se sigue que para f ) fir, se tiene que

ft
I I q@)e- Í!,qr{,tür¿(u)d.ul < e. i = t,2.
Jo

Por Io tanto, los términos 4 y 6, del operador, (2.45), tienden a cera cuando t --+ co.

4.- Sabemos que (M6, ll . ll) "r 
un espacio métrico completo. Ya vimos que

existe n6 € N[, tal que, Pno es contractivo, existe z* único punto fijo de P¿0,
que también es único punto fljo de P. Por 10 ta¡.to, o.(t) -* 0 cuando t --+ oo,
y r.(t) es solución de (2.32). Como a¡rtes podemos ga.rantizar que r.(¿) : r0(r).
Por lo tanto, zs(t) ---) 0 cuando ú --* oo. Falta demostrar que z'(t) ---+ 0, para esto
volvemos a utiliza¡ (2.18) y como antes

l,t,(41 < lz,o1o;le-.ti"telat + lo u'I,,teve 1á(u) le(r6(r - L))ld,u.

El primer sumando tiende a cero; resta mostrar que la expresión integral tiende a

cero. Como antes usamos (2.18)

1,'o(¿)l < lr!(o) s- /"'"rerae + lFl [' "- 
Í:'r€)a€¡e1r¡(o - L))ld.u.' ' Jo

Utilizando ei Lema 5, se concluye que e'6(t) --- 0 cuando t ---+ m. Por lo tanto,
("0(¿), ri,(¿)) ----r 0 cuando f -, co. 

L l
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2.4.L. Discusión Final.

Destaca,rnos que nuestra condición (2.42), qrc reescribimos,

56

[* r'ls) ,

1" ,n )ot ' *'
es satisfecha por r(f) = td , con a > 0. Ademrás es mucho más sencilla de verificar
que 1as condiciones exigidas por Burton, para que su operador resulte contractivo,
t.e.

,* 
Zy-f [_ 

" 
( 1,* 

n r:;;. "'(')" au) t G + r) a"

+zx 
"uo lo' ( l* "u- 

t:.' ,r")0" *)uA t- L)d,s < t.

E1 resultado c1¿ísico de Smith [20] tenía limita¿iones con Ia condición (2.3),

pues, á(ú) : f es adecuada pa.ra ésta, sin embargo, h(ü = * ya no 1o es' Idéntica
situación sucede en ei resultado de Burton, esta vez con 1a función c(f). Vere-

mos que nuestro resultado, como era de espera,r, tiene estas limitaciones, sobre

la función ür1, lo que se debe a la condición (2.43). Mostraremos de hecho que a1

considera¡ u1(t) = ¡§, el mayor valor que B puede alcanzar es 1.

Pa.ra simpliflca.r los cáJculos, considera,mos b > 0 constante, y

0,10):(P+\tP,0<P<1,

iuego,

u l,* ( I "i "u, 
¡;* "', 

rc)a' ¿u) d,s : u l r* ( | : r"1 
1uo+' - (s + L ta + 1 t ¿u) ¿".

Podemos utilizar el Teorema del valor medio, y con ( e (s t tr, z) corseguimos

: o l,* (I:,"-r'ú+r (ú'u-s-rr¿,)¿,

Debido que estamos integrando u¡a función positiva, se tiene

o I "* 
( I "i "u 

" 
@ - \ c'|i tu - s - L) du) 0,, o Í,* (. | "" : :" "t 

G +t) <e t.. - s - t) ¿,) 0,,

y de 1a monotonía de la función t('6+l), 
"or, 0 > 0, se sigue que

¡co , ¡., ¿rI - \
, u J" (l_, p '/r-r)"-¿ 1'"t'''-L'du 

)d 
.

tcF /.1 - --116-I; ,-L-l;d ¡
- u J" (, o;;; ¡=r)as - m'
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Estas estimaciones hacán evidente que es posible considerar i.,,1(t) : ¿. yu-oo"
que sucede en el caso at(t) : tP , donde tarto B > 1, como b > 0, son constantes.
Considera¡nos

a1(t):(P+lt9,1 <P,

1uego,

lr* ( ll"n, 
t*,',{la' ¿,) bd,s : 

lr* ( Il 
"r1 

@p+' - (s+ L)e +\ du) bds.

Utilizamos el Teorema del valor medio, y con ( e (s * tr, z) conseguimos

: I,* ( 11,.1@+,)<e 
@-s- q du)bds.

La monotonía de la función tP ., cor. B ) 0, nos ga.rantiza que

o 
lr* ( | I "u, 

@ +t) <B (u- s - L) du) a, < u | "* 
( | 

* 

""-', 

ru* rr," + t-\P (u- s - 4 ¿u) ¿,

=b [* _ r

pues, como B > 1, la función (s + L)-9 6 integrable en [0,co). Si bien Burton
en [4], ta,mbién hace comentarios sob¡e esta problemática, nada dice sobre casos

entre t y f2.

A continuación, tratamos un ejemplo sencillo, para grafica¡ las diferencias más
importa,ntes de nuestro resultado con respecto al de Burton en [4], y también con
uno obtenido mediante el método directo de Liapunov.

Ejemplo 3. El resultado clásico de Smith, ga.rantiza que la solución cero de 1a

ecuación diferencial

.r" (t) + hr'(t) + óu (¿) : o, (2.64)

donde h, á son constantes positivas, es asintóticamente estable.
Nos interesa estudiar una ecuación diferencial aniíIoga, pero esta vez con re-

tardo

r" (t) + ht' (t) + h(t - L) : O, z(¿) : ó(t),t € [-¿, 0], r/(0) : rá, (2.65)

con h,b y -L son constantes positiras.
Mostraremos tres distintas condiciones que garantiza¡ la estabilidad de la solu-

ciór. cero de (2.65), asociadas respectivamente con: el resultado de Burton l4], un
funcional de Liapunov, y nuestro Teorema 10.

57
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Claramente en este caso se tiene que a(t) = r1¡1 = al(t) = ñ, y se satisface la
condición (2.42). Nos interesa que (2.43), sea váJido para 76 :: 1. Esto es

o /,* (11".^("-"-")au)a,- ,1- (- |{-,-ou*"-,-,r¡)a,

: ¿ /* l¿r: *.Jt n

Pa¡a usar el resultado de Burton, necesitamos Ia condición de contractividad. i.e.

,o 
¡}$ [_,(lo* ; r:i;.'"(,)d"d,)b(, + L)d,

58

(2.66)

+zK,,,u 
lot (l*""- 

t:."n )0"au)aG + L)d,s < L.

En este caso, 1( : 1, pues, g es la firnción identidad. Pa¡a hacer explícitas las
condiciones que gaxantizan la contractividad, calculamos las integrales que apare-
cen en (2.66), para r(s) = h,b> 0

r, [_,(1,* ; r::;+'na,ou)a" * o l"' (l:",- Íi-'hd,¿,)d"

:u 
I'_,(1,* n^a")a"+o 

fo' (ll"r**)0"
u I_"(1,* .^"a,)a"+a 

lo' (l)".*a")a,: * Íj_,0" 
*! 

fo' 
u-oa-oo"

:bf*$o-u"t'
Así la condición (2.66), se convierte en

']w*lt.r. (2.67)

Esta condición muestra una estrecha e intrincada relación entre las distintas con-
stantes involucradas en (2.65). Si el valor de á es pequeño, el resultado fa,ila. Lo
mismo sucede si ó o Z son grandes. Pa¡a facilitar comparaciones, escribimos la
relación como

b< 
4hL+t)'

Podemos estudiar la estabilidad de la solución cero de (2.65) media¡te fun-
cionales de Liapunov. Para Ia ecuación (2.65), se puede hallar un funcional de
Liaprrnov en [1], la escribimos como sistema

rt:a
a, : -hy - br + /!rby(t + s)ds

(2.68)

(2.6e)
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y usarnos el firncional

59

y entonces

¡o rt
Vrt.y) = g¿ -brz -. I I y'¿¡u1duds.

J_LJt_,

*u r,, of : 2ya' + 2bxt' + t lo 
"a' 

¡t¡a" - t lo ra' 
lt + da",

: 2a?hs - * * lo ,uoa 
* gd.s) + 2bxy Í 1 lo 

"o'{»o, 
- t lo ,u,{, 

+ ia",

:-2hu2+zu f ;up+,¡a,¡+t loru'g)a"-t l0ru'qÍf 
s)ds,

: llrr# + 1la2(t) + zw|)v(t + s) - 1s2 (t + s)ds.

Se sabe que 2rg ! 12 * 92, en esta caso conseguimos

¡o 1A
, 

J _rf; ) 1 + blv2¡r 1- (ó - rrv2(t + s)ds.

Podemos elegir 7 = ó, y conseguimos

*rn,r, <2@- l)Ls'zQ),

pa,ra garantizar 1a estabilidad, necesitamos rye ffV(x,y) ( 0, en este caso ái < á,
o bien

.hb. i. Q.70)

Otra vez existe una relación estrecha entre las tres constantes que aparecen en
(2.65). Pero, se puede aprecia.r que, pa.ra h, tr > 0

h2h
h2L < 2h2 L r 2h + 2@;+ t) < ;,

por 1o tanto el resultado mediante funciones de Liapulov, permite que la consta¡rte
ó sea más grande que el resultado de Burton.

Nuestro resultado considera muchas de Ias hipótesis de Burton, difiere en 1a

condición (r). A continuación veremos que la ecuación (2.65) satisface (r), además
halla¡emos la función,\, definida en (2.54). Debido a que considera.mos r(t): h,
es cla.ro que Í : 0. po. lo que la condición (r) se satisface trivialmente. El valor
de N :: supr¡6 E(t,t)llbll : f , tuego, la función .tr es

.\(,) :xp,r(ú(].Tiir+x,,,-,(.,)lo. Q.7L)
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Así, nuestro resultado es aplicable a (2.65), y garantiza que la solución cero es

asintóticamente estable. Destacamos que en nuestro resu.ltado, no será un in-
conveniente que h sea pequeño. Algo similar sucede con las constantes b o .L,

pues no es significante cuan grande seaJr. Nuestra función ,\ permanecerá en
¿110, co), por 1o que, nuestro resultado seguira siendo vrí,lido. Así para las con-

stantes b = 2,h : l0-1 y L: 1, nuestro resultado permite asegurar que 1a

h;nciór, cero es asitrtóticamente estable. Sin embargo,

10-2 10-I

-/-.) 

-,/,)
2(10-t+1) -"' 1 --'

lo que signinifica, que ni el resultado de Burton ni é1 que utiliza el frmciona^l de

Liapunov, son aplicables en este caso.

Remarcamos que el Ejemplo 3, deja de manifiesto que nuestro resultado cubre

más casos que 1os criterios utilizados por Burton en [4]. De hecho, 1as condiciones
que ga.rantizan la estabilidad asintótica de la soluci ón cero de(2 .65) , usa¡do nuestro

resultado, son poco restrictilras y están en 1a línea de las condiciones exigidas por
Smith en [20].

Otra diferencia con el ¡esultado de [4] pasa por la constante de Lispchitz, de

la función 9. Só1o Ia requerimos pa.ra garantizar Ia unicidad de la solución de la
ecuación (2.13). Sin emba.rgo, en 14], también in-fluye para que el operador resulte
contractivo.

Así, nuestro resultado confirma Ia rele ncia de estudiar la estabilidad de solu-

ciones de ecuaciones diferencia.les mediante la Teoría del Punto Fijo.
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