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Introduccion

El estudio de los grupos discretos se inicia con los trabajos de Fuchs en Ecuaciones
Diferenciales en el campo complejo, de Poincaré en Geometria No-Euclideana y
con el teorema de Koebe que establece que toda superficie de Riemann puede ser
representada como el cuociente de un grupo discreto actuando en el disco unidad.

Nuestro conocimiento sobre la construccidn explicita de estos grupos es sin embargo

bastante limitado y se puede englobar en tres areas especificas:

(i) Construccién de grupos a partir de Aritmética.
Donde tenemos como ejemplo los grupos I'(n),['™ v I's, subgrupos del grupo
PSL(2,2).

(ii) Construcciones geométricas a partir de la Geometria No-Euclideana.
Un ejemplo de éstos son los grupos triangulares y sus subgrupos.

(iii) Construcciones abstractas a partir de la teoria general del Espacio de

Teichmuller.

Los grupos cuasi-fuchsianos, Kleinianos y aquellos obtenidos por los teore-
mas de combinacién Maskit-Klein, son grupos representativos de éste tipo de

construcciones.



[Esta 1iltima area revelo la importancia de considerar no solo grupos actuando en
abiertos del plano complejo, sino también su accién en el espacio hiperbélico de tres
dimensiones, donde la existencia de un poliedro fundamental garantiza que el grupo
generado es discontinuo (Ver [Ma-Be}).

Por otra parte, Thurston inicié el estudio general de los sélidos como cuociente de
grupos discontinuos actuando en el espacio hiperbdlico tri-dimensional, clasificacion
que alin progresa y que se basa en las propiedades geométricas de la distancia y de
los poliedros tri-dimensionales.

Pero la estructura de grupos actuando en el espacio tri-dimensional que estén da-
dos a partir de Aritmética es desconocida v practicamente se limita al caso de
PSL(2, Z[t])(considerado en esta tesis).

En ésta tesis hemos desarrollado todos los elementos algebraicos basicos necesa-
rios para iniciar el estudio de grupos aritmeéticos en esta situacién, y se basa en la
consideracion de algunas formas cuadraticas.

Si bien estos resultados estan en la literatura clasica, se encuentran en forma bastante
dispersa y de dificil lectura, lo que nos ha llevado a presentar estos elementos de la
manera mas sencilla posible, esto es, usando cuaterniones, como fue descubierto por
Ahlfors hace poco tiempo.

Esperamos con ello dejar preparado el terreno para otros resultados,tal como seria
por ejemplo el estudio de los grupos discretos generados por los automorfismos de
formas de Hermite lo cual darfa una nueva familia de grupos aritméticos.

A continuacion pasaremos a detallar el contenido de esta tesis.

Un resultado clasico de aritmética obtenido por Lagrange y Gauss sobre formas cua-
draticas binarias,establece una biyeccién entre el conjunto de clases de equivalencia
de formas cuadraticas binarias ,enteras y definidas,con discriminante d < 0 fijo y

ciertos puntos del semiplano superior de Poincare H.

En el primer capitulo estudiamos esta correspondencia que se establece via

~b4iy/—d

Qz,y) = az® +bay + oy’ — 2 = ——-

il



donde d = b* — 4ac < 0 es libre de cuadrados.

Las formas reducidas segun Minkowski son aquellas cuya imagen esta en el dominio
fundamental Rr del grupo modular I' = SL(2, Z)/ £ {1} en H. De esta manera es
facil ver que hay sdlo finitas formas reducidas con discriminante d y que toda forma
es equivalente a una forma reducida.

Para el caso de formas indefinidas se establece una correspondencia entre clases de
formas cuadraticas binarias indefinidas y clases de niimeros irracionales cuadraticos
reales, via el desarrollo en fracciones continuadas de x = %ﬁ,correspondiente ala
forma Q(z,y) = az® + bxy + cy? con d > 0 fijo.Asociandole a cada clase de formas
una clase de ciclos de enteros naturales.

Geomeétricamente asociamos a cada clase de formas indefinidas la geodesica cerrada
de H/T que se obtiene de unir las raices de la ecuacién cuadratica minimal

Q(z,1) =0.

Basados en estos resultados,surge la idea de desarrollar equivalencias similares para
el caso de formas cuadraticas binarias con coeficientes en el anillo de enteros de
Gauss Z[1].

Para establecer esta correspondencia es necesario definir el semiespacio superior
de Poincare H?® = {(z,y,t) € R’|t > 0} sobre el cual opera el grupo de Picard
G = SL(2, Z[i])/{%1}, utilizando para ello el cuerpo de cuaterniones H. Definiendo
asi un dominio fundamental para G en H3.

En el segundo capitulo del trabajo se estudian primero las formas cuadraticas bi-
narias de Dirichlet f(z,w) = az? + 2bzw + cw? con a,b,c € Z[i], asociandole geo-
métricamente el semicirculo C; de H?, que se obtiene de unir las raices z; y 2, de
la ecuacién minimal f(z,1) = 0. Viendo que efectivamente clases de formas cua-
draticas binarias sobre Z[i| corresponden a clases de semicirculos bajo la accién del
grupo G. Lo cual permite definir el concepto de formas reducidas como aquellas
cuvos semicirculos intersectan el poliedro fundamental F;.

A tal forma es posible asociarle un conjunto de arcos de curvas que se obtienen

cuando el semicirculo Cy pasa a través de los infinitos poliedros que particionan
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el semiespacio H%.Sin embargo mediante una transformacion adecuada es siempre
posible trasladar un arco cualquiera a uno en el poliedro fundamental, obteniendo
asi un conjunto finito de arcos llamado el pelodo de arcos reducidos de la forma
reducida f. Este periodo de arcos nos dara una caracterizacion de las formas de
Dirichlet equivalentes , pues dos formas de Dirichlet seran equivalentes si y solo si
pertenecen al mismo periodo.

Finalmente, estudiamos las formas cuadriticas de Hermite f(z,w) = azZ + bzw +
bzw + cw con a,c € Z y b € Z[i] cuyo discriminante es D = bb — ac € Z.

Para D < 0, decimos que la forma es definida vy le asociamos geométricamente un
punto, que se obtiene como punto limite al construir un haz de esferas a través del
circulo imaginario f(z,1) = 0.

Se definen las formas de Hermite reducidas en forma similar al caso de las formas
de Dirichlet,es decir, como aquellas cuyo punto representante pertenece al poliedro
fundamental.Y se estudia la finitud de dichas formas.

Respectivamente,para el caso de las formas de Hermite indefinidas , con D > 0, se
le asocia geométricamente a una forma f la semiesfera que se construye sobre el
circulo real determinado por la ecuaciéon minimal f(z,1) = 0.

Si la semiesfera que representa a la forma intersecta el poliedro fundamental decimos
que la forma es reducida e igual que en los casos anteriores vemos que existen finitas
formas reducidas con un discriminante dado.

Anélogamente a lo realizado con las formas de Dirichlet, asociamos a una forma f
reducida, un periodo de poligonos reducidos que se obtienen cuando la semiesfera
que representa a la forma intersecta los infinitos poliedros que cubren el semiespacio
superior de Poincare, de esta forma obtenemos una caracterizacion para las formas
de Hermite equivalentes, pues dos formas de Hermite reducidas seran equivalentes

si y sélo si pertenecen al mismo periodo.
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Capitulo 1

1.1 El Grupo Modular

Definicién 1.1.1
a b

¢c d)
con coeficientes enteros, tal que ad — be = 1, donde hemos identificado la matriz A

El grupo modular es el subgrupo de SL(2,R) formado por las matrices A =

y —A. Lo denotaremos por I'. Es decir:

= SL(2,2Z)/{%1}

Teorema 1.1.1

I’ esta generado por las matrices:



Demostracién:

Identificando la matriz A con —A realizaremos induccidn sobre ¢ > 0.

1 b
Para ¢ =0 tenemos ad =1, b € Z luego A = = Tb,
0 1
Para ¢ = 1 tenemos b = ad — 1 Juego
a ad—1 l a 0 -1 1 d "
A4 = s = T*8T
1 d 0 1 1 0 0 1

Para ¢ # 0, 1.

De ad — bc = 1 tenemos que ¢ no divide a d, por algoritmo de Euclides, existen

q,7 € Z tales que: d = c¢q+r con 0 < r < ¢ entonces

—ag+b —a
AT9s=| 4 “1=nB
T —C
conl<r<e

De aqui aplicamos hipétesis de induccidn a la matriz B.

Consideremos ahora el semiplano superior de C o semiplano de Poincaré:

H= {z € ClImz > 0}

I' actua sobre H de la siguiente manera:

b

. .

Para todo A = e 'y z € H se define:
c d

Az = az+b

cz+d

Veremos mas adelante,en lema 1.1 que H es estable bajo la accion de T.

Diremos que 2,2, € H son equivalentes bajo I si y solo si existen A € T' tal que

o5 = 4"‘1‘22.
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a
Explicitamente si A = € I' entonces:

azy + b
cze+d

I" particiona el semiplano H en clases de equivalencia llamadas orbitas.

“~1

Una regién fundamental para I' es un subconjunto Rr de H, el cual contiene un

punto de cada orbita.

Demostraremos el siguiente:

Teorema 1.1.2

|z|>1 si—-1/2< Rez<0
Rr=<z€ Hl—-1/2< Rez<1/2,

|z]|>1 si0< Rez<1/2
es una region fundamental de I' en H.

Previamente a la demostracion, veamos el siguiente:

Lema 1.1.1
= { a b
Sean z, = s ), A = € I' entonces:
czo + d s d
Im z5
Imz=—-—"—
e lezq 4+ dJ?
Demostracién:

7 ~_i az+b az+b %L z—
Mma=olcrd @E+d] 2 e

Ahora realizaremos la demostracion del teorema.

Demostracion:

Sea z € H, aplicando T o T~! cuantas veces sea necesario. obtenemos :

3
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Figura 1.1:

z— 2z con —1/2 < Rez' <1/2

Si | z [> 1 entonces z € Rr.

1

Si |z |< 1 por el lema 1.1 definimos 2" = S -z que cumple Im 2" > Im =z y

P

entonces trasladamos

2= 2" con —1/2 < Re " <1/2

Si|2""] > 1 estamos en la region Rr sino repetimos el proceso.

Después de un niimero finito de composiciones de S y T obtenemos z(™ € Ry, de lo
contrario tendriamos una sucesion infinita de puntos con un punto de acumulacion
en el disco unitario, lo que no puede ocurrir pues I' actia de manera discontinua en

H.

Tenemos asi que en R existe al menos un representante de cada clase del cuociente

H/T.
Veamos ahora que sélo existe un representante de cada clase en Rr.

Supongamos lo contrario, es decir que existen 2, y z2 € Rpy A € T' tal que 2, = A-z,.

Sea A = € I" entonces por el lema 1.1
c d



Figura 1.2:

Im =

Imezy= —0 "l
m zo |czl+d[2

Demostraremos a continuacion que Im z; = Im 2.
Si I'm z2 < Im 2z, entonces | cz; + d |< 1.

Si | ¢ {> 2 entonces:

%
(V5]

| Im{czi+d) |=|e|Imz 22— >1

Esta desigualdad se cumple para todo d € Z en particular para el d de la matriz A.
Obtenemos entonces una contradiccion con lo anterior, por lo tanto | ¢ |< 2.
Como siempre podemos tomar ¢ > 0,tenemos dos posibilidades c=0o0 c= 1.

Si ¢ = 0 entonces | d |< 1 luego d = 0 y por lo tanto A ¢ I''Lo que es una
contradiccion.

Si ¢ = 1 entonces:

I>z14+d|2{Rez +d|>|d| — | Re =1 |

de donde obtenemos que:

id|§1+|Re31|§%

por lo tanto d = 0 0o d = £1.

Si d = 0 entonces | z; |[< 1 lo que contradice que =; € Rp.
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Si d = £1 entonces:

|Re(d+21) [21/2 v |Im(d+z)|23/2

es decir | d + z; |> 1 lo cual es una contradiccién.

Luego no podemos tener /m z, > Im z,.

Por simetria tampoco es posible Im z, < Im z,.

Concluimos asi que Im z; = Im 21 y | d + z; |= 1.

Siguiendo el mismo razonamiento anterior tenemos:

Sic=0 entonces d = a = +1 luego z; = 2, + b . Pero como z, Yy z; € Rr entonces
b=0y 21 = z5.

Sic=1entoncesd =0y b= —1 es decir;

az,—1

tr

1 con |zi|=1yvImz =Im 2.

22

De esto obtenemos:

R622 Ing
y Img =
| 22 | | z2 |

Be zy =a—

Luego | 23 |= 1 y por lo tanto Re 2; = a — Re z,.

Como z; y z; € Rr obtenemos a = 0 es decir:

—_ _1— ~

2y = —:;

z2
Por lo tanto, z; = 2z, = 1.

Luego existe un sélo representante para cada elemento de H /T en Rr y por lo tanto

Rr es una regién fundamental para la accién de I" en H.

Observacién

Los tinicos puntos fijos de Rr por algiin elemento no trivial de T son i y
p=1/241iv/3/2. El elemento i es fijado por S que es una transformacién de orden

2, mientras que p es fijado por la compuesta T'S de orden 3.

6



Directamente puede verificarse que no hay otros elementos de I' que fijen estos

puntos .

Para un estudio més detallado ver {Se] .

=1



1.2 Formas Cuadraticas de Gauss y el Semiplano

Superior

Definicién 1.2.1

Sea Q(z,y) = az® + bey + cy? con a,b,c € Z una forma cuadrdtica, binaria y
primitiva (es decir (a,b,c) =1 ) con discriminante d = b* — dac libre de cuadrados.

Denotemos @ = [a, b, ¢} a tal forma.

El grupo modular I' opera sobre el conjunto de formas cuadraticas binarias, irredu-
cibles, enteras v primitivas de discriminante d de la siguiente manera:
-

3

Para todo A= | el v Q = [a,b, ] se define:
v &

A-Qy =0l " D
Yy

Diremos que dos formas Q y @, son equivalentes bajo I' si y solo si existe A € I’ tal

que :

A-Q =G

Explicitamente si A = ' € T entonces:

r = o+ 9N
Q(Isy) = Ql(‘tlsy‘l) con a
y = YT+ o

Esta relacién nos permite tener clases de formas equivalentes.

8



De las ecuaciones anteriores facilmente vemos que formas equivalentes tienen el

mismo discriminante.

1.2.1 Formas Definidas.

(‘onsideremos primero la forma @ = [a, b, ¢} con d < 0, es decir, la forma es definida

o equivalentemente anisétropa (que no representa al 0) sobre R.

Como d < 0 tenemos a.¢ > 0 o a.c < 0. Sin restriccion consideremos a,c > 0.

, =b g dyi—d _ . —— e Bl e

Sea z = — € C'/R el numero irracional cuadratico, imaginario cuya ecua-
a

—d

I3
&

cién minimal Q(z,1) = 0 tiene discriminante d. Como > 0 entonces z € H.

Diremos que

—b+iv/"d

2a

es el representante de la forma cuadratica @ = [a, b, c].

Teorema 1.2.1

Dos formas cuadrdticas de discriminante d < 0 son equivalentes si y solo si sus

representantes son equivalentes bajo I

Demostracidn:

&
Si @ es equivalente a (@, existe A = € T' tal que:

Qlax + By, vz + §y) = Q1(z,y)

Si z y z; son los representantes de @ y Q1 respectivamente, basta considerar

1 s -8 : 1
ATE e €'y setienezy = A7 - z.
Inversamente, si z y z; son los representantes de ) y 1 respectivamente y existe

A €T tal que Az = z; entonces considerando A™! se tiene que A™' - Q = Q1.

<©



Definicién 1.2.2

Diremos que la forma (Q = [a,b,c] con discriminante d <0 es reducida st y solo st
su representante z € Rr.

Observacién

Del teorema 1.2.1 se deduce que dos formas reducidas son equivalentes s1 y solo si

ellas son iguales.

Asi mismo. cada clase de formas contiene exactamente una forma reducida.

Teorema 1.2.2

La forma Q = [a,b,c] es reducida si y solo si

—a<b<a<c con b<0sia=c

Demostracién:

Sea Q(z,y) = az® + bxy + cy® reducida entonces por definicion:

1 —=b 1
ERETRE
De donde:
-1 < —E Z1
a
Multiplicando por -1 queda:
1> E > —1
a
luego
—-a<b<a

como ademds = satisface | z |=

Qo

> | entonces, se tiene —a < b<a<e

10



Si @ = ¢ entonces | z |= 1,es decir:

0< Rez<

S

1
De donde 0 < -] < —, por lo tanto :
Za ™ 2

“~

—a<b<0

De donde se obtiene la segunda condicion.

Observacién

Como | d |= 4ac — b* > 4ac — a* > 3a* entonces

d |
0 2<l_
<a = 3
de donde
0<a<x w
3

Deducimos de aqui que sélo existe un nimero finito de formas reducidas de discri-

minante d llamado el nimero de clase.

Definicion 1.2.3

Los puntos del cuociente H/T que son proyecciones de numeros irracionales cuadrd-

ticos imaginarios se llaman puntos de Heegner.

Observemos que si Q(z,y) = ax? + bry + cy® es reducida, su representante

—b+1v/—d

2a

&
A

es un punto de Heegner.

Tenemos asi el siguiente teorema.

11



Teorema 1.2.3
Para d < 0 eriste una biyeccion entre el conjunto de clases de formas cuadrdticas
de discriminante d y el conjunto de puntos de Heegner cuya ecuacion minimal tiene

discriminante d.

1.2.2 Formas Indefinidas.

Consideremos ahora la forma

Q(z,y) = az® + bry + oy’

indefinida o equivalentemente isotropa sobre R, es decir con d > 0.

La ecuacién cuadratica asociada Q(z,1) = az?® + bz + ¢ = 0 tiene dos raices:

—b+d ¢ b= fd

= Vv I =

2a ¥ 2a

que son irracionales cuadraticos reales.

Definicién 1.2.4

Un racional cuadrdtico real se dice reducido si y solo st
x>0 Yy —l<z <0

Asumiremos ahora conocida la teoria de Fracciones Continuadas, presentamos enton-
ces resultados generales de Teoria de Numeros cuyas demostraciones hemos omitido,
sin embargo pueden ser consultadas en [Ha-Wr.

Recordemos que utilizando el algoritmo de Euclides podemos expresar un nimero

real como una fraccion continuada:

x:n;+———1— =:-[n1,n2,n3,...]
ng + ———
2 -n3+...

donde ny,ny.n3.... € Z.

Si el desarrollo es finito, = es racional y si es infinito z es irracional.

12



Definicién 1.2.5
U/na fraccion continuada infinita [ny,...] se dice periddica st y solo si existe & > 0

tal que n.yr = n. para todo r > R y se denota:

P « o TR » » v IBREE—1]
El conjunto de cuocientes parciales ng,...,npyr_1 se {lama el periodo.
St R =1 el numero se llama puramente periodico .

Presentamos a continuacién los siguientes resultados generales de Teoria de Nume-

ros:

Teorema 1.2.4

Una fraccion continuada es periodica st y solo si corresponde a un numeroe irracional

cuadrdtico.

Teorema 1.2.5

El desarrollo en fraccion continuada de un irracional cuadrdtico es puramente perio-

dico si y solo si el nimero es reducido.

—b+vd

Consideremos el desarrollo en fraccion continuada de z = > - correspondiente
2a
a la forma cuadritica @ = [a, b, c].
Como r es irracional cuadratico, su desarrollo sera periddico
r = [nl,...,ao,...,ak]
Asociemosle a cada z su periodo [@g,.--;@x] llamado el ciclo de enteros naturales

asociado a .

13




Teorema 1.2.6

Sean xq1 y 2 numeros reales :

Ty = [ny,na,...)

Ty = {my, ma,...]

Entonces T, es equivalente a 19 bajo I' st y solo st existen p.q > 0 tal que:

Npgr = Mg, para todor >0

Demostracién:

Sean T v S las matrices que generan I es decir:

T(z)=z+1
S(r)=——
Si 1 = [n1,n2....], entonces:
PPy w5 [Dgiian ]
ST ™™gy = —[ng,na,...]
TRET Mgy = olfigiug )
ST™ 8T ey = |[nafay..

y asl sucesivamente.

Si las “colas” de z, y x2 coinciden, tendremos:

TV G §T M, = TN ST,

. axy+ b
de aqui tendremos &y = ——— donde :
cTo + d

14



a b
¢ d

= pugr-r2 | TEWHnep(-1)imeg  ep-mi o

Inversamente, sélo necesitamos saber que toda matriz A del grupo modular puede

ser escrita de la forma :

TMST™™ .. 8

y esto resulta del hecho que S y T generan el grupo modular.

Sea x = [n1,...,n,,Tp,...,ag) un irracional cuadratico podemos concluir de este

teorema lo siguiente:

Si consideramos ciclos de enteros equivalentes como aquellos que se obtienen de una

permutacion circular, a saber:

fo = |[GoGi 0k
1 = [@1, @25 Go) ‘
entonces z es equivalente a ry,...,x; los cuales resultan ser todos los irracionales

cuadraticos reducidos en la clase de . Luego a cada clase de nimeros cuadraticos
irracionales podemos asociar una clase de ciclos de enteros naturales.

Resumiendo obtenemos la siguiente correspondencia:

Teorema 1.2.7

Eziste una biyeccion entre las sigutentes clases de equivalencia:



Clases de irracionales cuadrdticos reales .
Clases de formas cuadrdticas indefinidas.

Clases ciclos de enteros naturales.

Observacidon

‘Para estudiar mas profundamente la relacidén entre la geometria no - euclideana y

las fracciones continuadas recomendamos ver [Se-i].

16



1.3 Geodésicas

Para comprender la correspondencia entre clases de formas cuadraticas y geodésicas
de H/T es necesario primero recordar algunas ideas de la geometria hiperbdlica .

En primer lugar, hemos usado el semiplano de Poincaré H, como modelo de plano
hiperbélico, el cual unido al circulo al infinito corresponde al plano hiperbdlico ce-

rrado.En el cual definimos una métrica p a partir del diferencial

de la siguiente manera:

Definicion 1.3.1
Sea + : [a,b] — H camino continuamente diferenciable, se define la longitud de ~

por:

b A
Iy l= [ 0L

s dt
a Im(~(1))

La funcion p se define entonces :

p(z,w) = inf|| v ||
donde z,w € H y el infimo es tomado sobre todos los v que unen z y w en H.

Facilmente podemos verificar que p es no negativa, simétrica y satisface la desigual-

dad triangular, en efecto, p es una métrica en H.

Teorema 1.3.1

Sean = y w dos puntos de H. Una curva v que une a z y w satisface

|y ll= p(z,w)

(es deciry serd minimal) si y sélo si v es una parametrizacion de [z, w] como una

curva simple.



Para estudiar la demostracion de este teorema y en general estudiar la geometria
hiperbdlica recomendamos ver [Be].

De la equivalencia establecida en el teorema anterior, resulta natural definir ahora:

Definicién 1.3.2

Se define uwna recta hiperbilica o equivalentemente una geodésica hiperbolica como la
interseccion del plano hiperbdlico con un circulo o linea recta euclideana ortogonales

al circulo al infinito.

Consideremos la proyeccion:

O:H— H/T
es un revestimiento del grupo de automorfismos I'.Como I" es un grupo de isometrias

de H, H/T hereda la métrica hiperbdlica via 1I.

Tenemos entonces que una geodésica del cuociente H/T' es la imagen de una geodé-

sica de H bajo I

Definicién 1.3.3
Sea v una geodésica de H y7 su proyeccion en H/1' decimos que 7 es una geodésica
cerrada si el estabilizador de v es un subgrupo ciclico infinito de I'.

Donde el estabilizador de v se define como:

E(v)={AeT|A-v=17}
a b

Explicitamente si A = el y:
c d

v:la,b] — H

t = (1)



cntonces:

avy(l)+b
———— = (1 todo ¢ L, b
() +d v(t) para todo t € [a, b]

Veamos ahora la correspondencia entre clases de formas cuadraticas indefinidas v

A-4(t) =

geodesicas de la superficie modular .

Sean r v = las raices de la ecuacién cuadratica minimal Q(z,1) = 0 asociada a la
forma Q(z,y) = ax® + bxry + cy*. Existe entonces una geodésica de H que une & y
r' la cual se proyecta bajo I en una geodésica de H/T' (ver figura(1.3)). De esta
manera asociamos a la forma cuadratica () esta geodésica.

Dos formas equivalentes tendran geodesicas equivalentes y al proyectarse en H/T
estas deben ser la misma pues de no ser asi contradice el hecho de ser una region

fundamental.

Por lo tanto obtenemos asociada a la clase de equivalencia de () en forma tinica una

geodésica sobre H/T.

Teorema 1.3.2
Para d > 0 existe una biyeccion entre las clases de formas cuadrdticas de discrimi-
nante d y el conjunto de geodésicas de la superficie modular cuya ecuacion minimal

tiene discriminante d.
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Figura 1.3: Proyeccién de una geodésica sobre Rr



Capitulo 2

2.4 El Grupo de Picard.

Definicion 2.4.1

e ;3

El grupo de Picard es el grupo formado por las matrices A = ( , con coefi-
~ @
cientes en el anillo Z[i] donde ab — By = 1 y tal que identificamos las matrices A y

—A.

Denotaremos este grupo por G =: SL(2, Z[2])/{£1}

Teorema 2.4.1

G esta generado por las matrices .

-1 0 0 1 0 1

Demostracion:

Sean :



Vi = ST7's =
I 1
) L 10
‘r"’j = l’)' ‘/ -1 1‘3’ -
|
i o t 0
7 = SVVV =
0 —
Sim=a-<+bi con a,b,c & Z denotemnos:
I m I 0
S =TV = vy V=WV =
0 1 m 1

Sea ¥ € G. veamos que ¥ se puede escribir como una combinacion de S, 7" v 1

Supongamos primero que « = () entonces ¥ es de la forma:

0 1 0 1 1 =6 i
S — e :b"g__b
-1 & -1 0 0 1
0
1 :
o= =[/55_;;
&

1 0
Y = = Y
A" 1
(9]
i 0 t 0 1 0 o
o= = = UV,
v =i 0 —i v 1

Supongamos que « # 0y 3 # 0 usando el algoritmo de Euclides construyamos ¥ de

la siguiente serie de transformaciones:



(83 + m 1,1'3 Il"_; (85 ,'3
S =5V, = -
y+myb 6 v 0
donde N(a;) = $N(3) y N(a) corresponde a la norma del complejo a.

Siguiendo el proceso:

“« o ay F 4 mem ap

—2 = =1 srng — =
1 &+ mem M 4
) a1 +mad Qs
33 — S’Z . \f'mg — = _
T+ mad & Yo O

Obtenemos asi una sucesién de enteros de Gauss my,mq,ma, ... tales que:

P T Ty 1 7 7 .
N(a1) £ s N(3), N(B1) £ 5N(a1), N(az) = o N(B) ...

| —
Nl

El proceso termina cuando obtenemos una transformacién Ty con a o 5 nulos .Esto
debe ocurrir va que la serie de niimeros enteros positivos N(3). N(a;1), N(81),... es
constantemente decreciente.De aqui podemos facilmente escribir © como combina-

cionde T. 5 v V.

Para aclarar la construccion anterior daremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo:
342 241

Sea ¥ = entonces usando el algoritmo de Euclides:

3i4+2 = ()2i+1)+(+1)

|

= (H)(2)+1

construimos entonces:



(3042) 0112 & 1) a1 Pl B

L} = = SE/

34 (—1)(2)

=
—
~

con N{(i+1)=2< N(24+1)=3

continuando el proceso:

. (+1) (Z+D+(-Dz+1) i1
g = ) ¥ = ==
1 24 (-1)1 1 1
S, = N,V = (i+1)+(i—=1) _ 0 ¢ S5
14+ (=11 1 |

A continuacion generalizaremos la nocién de plano superior de Poincaré a dimension

3 v haremos operar al grupo G sobre él en forma similar al caso clasico.

Definicién 2.4.2
Sea

H? = {(z.y.t) € R’ | t >0}
A este subespacio de R? lo llamaremos subcspacio superior de Poincaré en dimension
3.
El grupo de Picard G opera sobre H? de la siguiente manera:

Sea H el cuerpo de los cuaterniones (para estudiar los cuaterniones ver [Ja]) podemos

entonces identificar cada elemento (z,y.t) € H? con el cuaternion:

h=a+yi+tj cont >0
o 3 - . _ o
Definamos para todo 4 = €Gyh=uzr+y+1t € H la siguiente
4 6
y

operacion:



—

Ak = (ah+ 3k + 8

Debido a que (a/_z. + 3)(",5 + ) = (“,f!_; + (5)(0-5 + #), usaremos la notacion nsual

Auf= Sl
~h 4+ 6
s , ; ; o 3
Explicitamentesi h = s +tjconz=r+ i1y y A = € G entonces :
vy 6
(- alz+4j)+8  artatj+f8

Y(z+1tj)+ & T (vz o 8) + 4ty
y2+6 — 7t
)! v+ 824 |yt |?
0% + ab: + 97T+ 85 + (atd — Byt)j + a5t
YF(2Z + 1) + 48z + 6% + 88

= ((az+8)+atj

Fe 2 2
Sip? = 2% 4+ y? + t? entonces:

i 8 oFp? + bz + gz + 30 t
A-nh= = = — : i
YFPE + vz + 6T + 86 AFp? 4 4bz + 67T 4+ 66

Observemos que la operacidn esta bien definida pues efectivamente,

J

T + 46z + 6FF 4+ 66 = v7p* + 2Re(78z) + &6

es un numero real y como ¢ >0, A-h € H>.
Tenemos entonces que el grupo G particiona el semiespacio superior en clases de
equivalencia.

Demostraremos a continuacion el siguiente resultado:

Teorema 2.4.2

Un poliedro fundamental para G en H es:

| —

P = {(lr,y*:) ER0< <



B s e _:\._.\

o | p ; v
\\T\\;' 3 y .
N
1= 2ol P .
A TS
S . . f“-\_\
| ‘\‘“-n\

Figura 2.1: Poliedro fundamental Fg

g
-I“‘\'-.
P oo
5 ///
S T
y e
//
#
K
Demostracién:

La demostracion se realiza de manera analoga a la que se hace para el grupo modular.

Veamos que cada punto de H? es equivalente a un punto de Fg.
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Sea p = (x.y,1) € H®, observemos que las transformaciones elementales S, T y V

actian sobre p como sigue:

S = (s ! *
24P - I?+y'2+:2'$2+y2+32’$2+}/2+;2
T(p) = (z+Ly,t)

Vip) = (2.y+1,0)

Ulp) = (—z.—y.t)

Luego basta ver que cualquier punto de H*® es equivalente con algin punto cuyas

coordenadas satisfacen:

~4
ER
1

4yttt >

H
I
=

IN
b2 |
|
|
Lo | =

Si aplicamos T y V tantas veces como sea necesario obtenemos p — p; con p; que
satisface las inecuaciones (2.1) Si ademas p; satisface (2.2) entonces p; es el punto
buscado, sino aplicamos la transformacion S : py = p; la cual cumple iy > ty, €8
decir § "levanta” a p;.

Como queremos que p; satisfaga (2.1) aplicamos nuevamente T v V obteniendo ps
que satisfaga {2.1).

Si ademas p, satisface (2.2) entonces p; es el punto buscado sino repetimos el proceso
obteniendo una sucesién de puntos pi.pz,pas....Pn,--- que satisfacen (2.1) y en

un ndmero finito de pasos debemos alcanzar p, que satisface ( 2.1) ¥ (2.2).De lo

contrario.como la sucesién t1.1,... es decreciente. tendriamos una sucesion infinita
de puntos py,pz, pa, ... en la regién acotada:
ool oyl ey
T_TF_E,—E‘_B'_?I +y +it <1

Luego tendriamos un punto de acumnulacién, lo cual contradice el hecho que G actiia

discontinuamente en H*.



Veamos ahora que solo existe un representante de cada clase en H*/Fg.

Sean p = (r.y. t) v py = (1. y1. 1) puntos equivalentes en el interior de Pg, es decir:

0<e<: S<y<t 2+ +721 (2.3)
nglg% —_iléyl<% ei byt 11> 1 .
Sin perdida de generalidad podemos suponer ¢y > t.
O i
Sea A= € G tal que p; = A - p entonces como
v 6
;
t
tl = 7 r— — =
~Tp? + vz + 67T + 66
donde p> = 2?2+ >+t y 2=z + 1y
Tenemos entonces:
1 2 g s, T 66
e = —— — =0 —(S;: T .2 4
i1 FIIvENTEN TR ey
sz j . =
= (1 + "f?) + + i—2(76: + 65 + 64) (2.5)
1 — -
1 —
= 77+ 527+ 8)(=7+9) (2.7)
como t? 2% (por 2.3), entonces t > ;}5 y ademas t; > t luego tenemos que:
1
— < — < 2de donde
1t 12
1. gy
2 > 7+ 5+ 0)(rz +46)
como v € Z[i]. vy € Z tenemos dos posibilidades:
¥ = 0 o (2.8)

Si ocurre (2.8) ¥ =¥ = 0, como ad — 3 = 1 entonces:
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luego
ri4iyy = t+w+8
0

T iy = —~(x +1y) +18

como 3 € Z[i] entonces 3 = a + bi con ciertos a,b € Z.

Entonces de z1 + iy1 = & + iy + a + bi obtenemos (por 2.3):

T =a+a
pn=y+b
De donde a = 0 y b= 0 por lo tanto 3 = 0.
Y sizg + iy = —(z+1y) +13 tendriamos

x4+ =-b
nhty=a
Lo que es una contradiccién con el hecho que a,b € Z.
. o ,1'3 1 0
Luego si ocurre (2.8) tenemos entonces 4 = =
v o6 0 1
Si ocurre (2.9) la ecuacion (2.4) queda:
| R G
= (48 + Y6+ 66
tt) 3 e+ )
pero como
3
p 1 1
s =2 —
BT 8=

entonces =70 + 278 + 66 < 0.
Multiplicando por (y7)~" resulta:



) : : ;
Si — =p-+q.con ciertos p,q € £ y z = T + 1y entonces:

i
i

P4t 2pr 4+ 2qy <0

lo que contradice el hecho que p.g e Zy 0 <2 <1/2, —1/2<y< 1/2.

En resumen. tenemos que Py es un poliedro fundamental para la acciéon de G en

0
H? v de la demostracién obtenemos ademas que la identidad es la unica

0 1

transformacion que fija los puntos de Fg.

A continuacion veremos explicitamente como esta region se transforma, bajo la

accién de G y llena el espacio H>.

Sea w = x + iy + jt € H® recordemos que los generadores de G son:

T(w) = w+l

Slw) = -

V(iw) = w+
Consideremos ademas la combinacion:

L

U(w) = SVSVSV(w) = —— = —z = iy + jt.

Por otra parte. los vértices de Fg son :
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] 1 2
B = ———i+£;
2 2 2
. 11, V2.
[ = §+§£+?j
1. V3.
D = 5'1.“}‘—_2—47

e oc. entonces las transformaciones de Pg en direccion del eje x se realiza a través

de U/ v T como se muestra en la figura (2.2):

Figura 2.2: Transformacién de Pg por U yT.

Donde:
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Las traslaciones de P; en direccidn al eje vy se realizan por las transformaciones 1" y

V=1 segiin la figura (2.3):

Para estudiar la accion de S elijamos el punto A y veamos como se reunen las
imagenes de la region fundamental en torno a este punto. primero en el plano yt y

después en todo el espacio.

Observemos primero que S fija el circulo 32 4 #* = 1luego:

Figura 2.3: Transformacién de Pg por V' y V7L
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Fignra 2.4: Transformacion de Pg por S.

Luego Pg se transforma en el poliedro de vértices B',C", A.D v 0 bajo S,(ver figura
(2.4) ) y en el poliedro de vértices A,B,C,D,0 bajo SU (figura(2.4)).

En el plano yt estudiemos las imagenes de P bajo el grupo de orden 6 generado por

R=V7SV y §

I+ ={1,8, R, RS, SR, SRS}

Tenemos entonces que I, es el grupo de isotropia del punto A.
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Aqur:

o= ]

B = 1
(SR)? = RS
(SR = 1
(RS = SR
(RS> = 1
(SHEF = 1

(SRS)(SR) = §

3

(SR)(SRS) =
R(SR) =

Uy
=
o

Este grupo es isomorfo a S3. simétrico en 3 elementos.

sv's v?;/%?é //%I
_

i
12
|
|
B
[
1=
[ ¥

Figura 2.5: seccién del plano-yt

Tenemos ademas :

34



) 3. 3. .
51 B = —-i+ \./—)-j entonces S(E)

Generamos ahora el conjunto:

I,U = {U,SU,RU,RSU,SRU,SRSU}

donde 14U I4U es el grupo de orden 12 cuya accién sobre Pg cubren el punto A en

H2,

[4UIU = {1,S R.RS,SR, SRS,

donde:

SRU
SRSU

i
It

U, SU, RU,RSU, SRU,SRSU}

SV-U
SVTISU
voisu
v-lU
Sy
SVS
g

y-i



Figura 2.6: Accién del grupo de Picard sobre el poliedro fundamental
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2.5 Formas Cuadraticas De Dirichlet.

Definicién 2.5.1

Una forma cuadratica binaria

flz,w) = az? + 2bzw + cw? (2.10)

cuyos coeficientes a,b,c € Z.es llamada una forma de Dirichlet con discriminante

D =¥ - ac.
La denotaremos f = (a,b,c).

Analogamente a las formas de Gauss, el grupo de Picard G actia sobre el conjunto

de formas cuadraticas de Dirichlet de la siguiente manera:

a /3
Para todo A = ‘ € G y una forma de Dirichlet f. se define:
5 6

A flz,w) = f(A i )

w

Diremos que dos formas f v f; son equivalentes bajo G si y solo si existe A € G tal

que :
A-f=h
. . . Q ‘;-
Explicitamente si 4 = € (G entonces:
~ 6
z = az + Juy
flzow) = fi(z1.u9) con )
w = vz + oun

Esta es una relacion de equivalencia y posteriormente veremos como caracterizar las

formas equivalentes.
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Figura 2.7: Semicirculo representante de la forma f

(‘onsideremos ahora las dos raices zy, 27, de la ecuacién cuadratica asociada a la

forma (2.10) :

flz, 1) =az?4+2bz+c=10

Estas raices z;.2, € C determinan en RE* dos puntos que denctaremos también por

[ I et

1 = (1'11 ‘.Uho)
Zy = (902-.?}2, U)
y se encuentran en el :L'y—pla.no.

Asociaremos geométricamente a la forma f, el semicirculo €'y determinado por z; y

2, en H®. que corta ortogonalmente el plano zy en z; y 2, {figura( 2.7)).
g g

Observacion

Cada forma f quedara determinada absolutamente por su semicirculo representante

v su discriminante, pues a través de ellos nos sera posible determinar los coeficientes

de la forma.
En efecto:

Dados =1, € (' distintos y D € Z[i] queremos encontrar a,b, ¢ € Z[] tales que:
flz,w) = az® + 2bzw + cw?
pero sabemos que:
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it 3L ED
a
i =

a

luego. resolviendo el sistema v como z; # z; tenemos:

2/D

@ = 2] =~ =7
by = VYDt =)
<17 =2
b’ - D
c =
a

Es claro que si f es equivalente a f’ bajo una transformacion A € G, entonces la
transformacién A™! € G transformara C; en Cy.En efecto se tiene més precisa-

mente,para todo A € G:

.-"'l * C_{ = Cr‘.q—lf

Teorema 2.5.1

Dos formas de Dirichlet f y f', de igual discriminante, seran equivalentes bajo GG st

y solo si sus semicirculos representantes son equivalentes en H®,

Demostracién:

Sean ('y v ('p los semicirculos representantes de f y f' respectivamente.Si ellos son

o |
equivalentes bajo la transformacion A = € G entonces la transformacion
s
s
inversa A~! = ‘ £ G transforma [ en f'.
_-AII O
]
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Definicidn 2.5.2

Diremos que una forma de Dirichlet es reducida si' y solo si su semicirculo repre-

sentante intersecta al poliedro fundamenntal Pg.

Observacion

La definicién de forma reducida se traduce en términos de desigualdades relacionadas
con los coeficientes.tal como ocurre en el caso de formas sobre Z.En efecto, se tiene

que la forma f(z,w) = az? + 2bzw + cw? es reducida si y solo si :

jal < /2D IR S

Teorema 2.5.2

Cada forma de Dirichlet es equivalente a una forma reducida.

Demeostracion:

Sea f una forma de Dirichlet dada y C'y su semicirculo representante.
Consideremos p € C; punto cualquiera. Sabemos que aplicando una transforma-
cién adecuada A € G podemos trasladar p al poliedro fundamental Fg.Entonces el

semicireulo A - 'y = ('4-1; intersecta a Pg.Luego por definicion A™!- f es reducida.
f A-Lf g go p 4

a

Teorema 2.5.3

Eriste sélo una cantidad finita de formas de Dirichlet reducidas de discriminante D

dado.

Demostracion:

Sea f(z.w) = az? + 2bzw + cw? forma de Dirichlet reducida de discriminante
D = b —ac v sean z; ¥ 2, las raices de la ecuacion f(z,1) = 0. entonces el ra-

dio del semicirculo representante es :
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R:|31:32i:\/l|uﬂ)l

Como [ es reducida, el semicirculo (s debe cortar al poliedro ;. entonces:

Por lo tanto:

lal<y2[ D]

De donde obtenemos que hay sélo finitos coeficientes « para la [orma [.
Para cada valor de a tenemos una cantidad finita de valores de » incongruentes

(mod a), a saber las raices distintas de la congruencia :

b = (mod a)

Dos formas f = (a,b,c) y f' = (a,¥,) con el mismo discriminante y primer
coeficiente comin a las llamaremos paralelas si y sélo si ¥ =b (mod a).
Asi, basta demostrar que en cada clase de formas paralelas hay solo finitas formas

reducidas. Sea f = (a,b,c) paralela a f' = (a,b',¢’) forma reducida entonces :

b¥=b (moda)
Es decir, ' = b+ af3 con cierto 3 € Z[1].

As{ la transformacion B = 'l € G lleva f sobre f’, en efecto:
0 1

f(zaw) = az?+ 2bzw + bw?
= a(?+28"w + Fu) + 2b(z' + fuw')w' + cw'’™
= a2+ 28w + afPuw® + 200 - af) (W' + Buw'™) + cw”
= a2? + 20w + (25 —af? + c)w'™
pero :
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D=t —a2V8 —ad®+c) =b?* —ac

luego ¢/ =230 — af* + ¢

por lo tanto resulta:

flz,w) = az? 4 20 ="w + dw'™ = (<, w)

Por consiguiente el semicirculo 'y, que representa a f' sera transformado en el

respectivo C'y de f.

Como f es reducida, Cyr cortara el poliedro fundamental Fg, respectivamente Cy

cortara el poliedro P, = B - Pg,es decir.el poliedro que se obtiene de aplicar la

transformacién B a FPg.

Pero como la transformacion B es una traslacion B : z —— z + 3 solo pueden existir

finitas traslaciones enteras del poliedro fundamental, que intersecten al semicirculo

Cy de f.

Por lo tanto existen finitos valores de 3 v por consiguiente finitos valores de b.

Observacion

De las desigualdades que caracterizan las formas reducidas, se pueden obtener cotas

explicitas. en funcién de D, para el nimero total de formas reducidas.

2.5.1 Periodos de Formas Reducidas de Dirichlet

Sea f forma reducida y (s su semicirculo representante.
Recordemos que el grupo G actiia sobre cl semiespacio H® particionandolo en una
cantidad infinita de poliedros.Asi. el semicirculo 'y pasa a través de una cantidad

infinita de poliedros. determinando una serie de arcos de curva:
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oV fn B e T T (2.11)

donde [; designara el arco a través de Fg.

Como vimos anteriormente. bajo una transformacion adecuada del grupo ¢ podemos
trasladar cualquier arco de la serie a un arco en el poliedro fundamental. es decir,
transformarlo en un arco reducido.Asi.cada arco [; define un arco reducido .

Pero como tenemos sélo una cantidad finita de formas reducidas con el mismo dis-

criminante. en la serie

voslogy gl by oy lgy e
debemos tener un primer arco l,41 que tiene el mismo arco reducido que alguno
anterior [,.

Como l,41 v I, tienen el mismo arco reducido existe 7 € G tal que :

() = iy
T(Z'rm]) = Z'n

Es decir, 7{Cy) = Cy.

Concluimos de aqui :

Lema 2.5.1

Dos arcos reducidos I’ y I’ coinciden sty sélo sir =s (mod n).

Definicion 2.5.3

Sea {I', 1), 1, ..., I'} el conjunto finito de arcos reducidos correspondientes a la serie
de arcos (2.11).Llamaremos a este conjunio el periodo de arcos reducidos de la forma
I

Y diremos que sus formas de Dirichlet reducidas correspondientes {fisfos 3o eos fu)

pertenccen a un periodo reducido de formas de f.
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Observacién

Claramente dos formas que pertenecen al mismo periodo son formas reducidas equi-

valentes.

Teorema 2.5.4

Dos formas de Dirichlet son equivalentes si y solo si pertenecen al mismo periodo.

Demostracién:

Basta ver que si [ y f" son dos formas reducidas equivalentes entonces pertenecen
al mismo periodo.

Pero eso es claro pues si son equivalentes existe r € G tal que 7 : f — f''y
771 Cy — ', donde Cry Cp son los semicirculos representantes de f y f
respectivamente,

Luego 7! llevara algiin arco I; de C'y en el arco reducido l; de C'y lo cual basta para

ver que f v f' pertenecen al mismo periodo.
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2.6 Formas Cuadraticas de Hermite.

Definicion 2.6.1

['na forma cuadratica binaria :

flz.w) = az% + bz + bzw + cww (2.12)

con a.c € Z yb e Z[i]. es llamada una forma de Hermite con discriminante
D = bb — ac.

Aqui 7 representa el complejo conjugado de z.

Notemos que si b = by + 1by. con ciertos by,b; € Z entonces D = b? 4+ b2 — ac es
siempre un niumero real, a diferencia de la formas de Dirichlet cuvo discriminante
pertenece a Z[t].

Por esta razon si D < 0 diremos que la forma es definida v si D > 0 diremos que la
forma es indefinida tal como ocurre con las formas de Gauss.

Denotaremos a la forma de Hermite (2.12) por f = (a, by, ba, ¢).

El grupo de Picard G actua sobre el conjunto de formas de Hermite de manera

similar a las formas de Dirichlet, es decir:

Para todo A = P € G v una forma de Hermite f. se define:
~y 6

A flzow)=fAl D

w

Diremos que dos formas f y f; son equivalentes bajo G si y solo si existe A € G tal

que :

A-f=h

a 3
Explicitamente si A = € G entonces:

~ 6



= az+ Fwy

flzow) = fi(z1.wy) con
w =~z + ouy

Esto define una relacion de equivalencia vy particiona el conjunto de formas de Her-

mite en clases de equivalencia, las cnales trataremos de caracterizar posteriormente.

2.6.1 Formas de Hermite Definidas.

Consideremos primero la forma f dada por (2.12) definida.

Sin perdida de generalidad podemos tomar a,c¢ > 0 limitando el estudio a formas
positivas, es decir, que representan numeros positivos, yva que facilmente se deduce
al determinar explicitamente los coeficientes, que formas positivas son equivalentes
con formas positivas y respectivamente las negativas.

Consideremos ahora la ecuacion cuadratica asociada a la forma (2.12) :

f(z,])=azT+bz+bz+c=0

Explicitamente si z =x + ity conx,y € Z. y b= by + byi con by, by € Z.

f(z,1) = a(z? + y*) + 2bjx — 2y +c =0

Esta ecuacion representa geométricamente un circulo imaginario en el xy— plano.
En R?® podemos construir a través de este circulo un haz de esferas como sigue:

Si A es un parametro real, el haz esta dado por :

b \> b\ M2 D+ A2
e+ —| +ly—-=) +|t—=] = ——
a a a (i et

Este haz contiene dos esferas infinitamente pequenas o puntos limite cuyas coorde-

nadas son:

b b v—D
r=—— y=— t=f——
a a a

El punto limite que pertenece al semiespacio superior H? :
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¢ a a
lo llamaremos el representante geométrico de la forma de Hermite f.

Tenemos asi una correspondencia entre clases de formas de Hermite definidas v clases

de puntos representantes equivalentes.

Definicién 2.6.2

Diremos que una forma de Hermite definida es reducida si y solo si su punto repre-

sentante pertenece al poliedro fundamental.

Observacion

La definicion de forma de Hermite definida reducida tambien es posible traducirla
en terminos de desigualdades relacionadas con los coeficientes tal como hemos hecho
en los otros casos .En efecto. la forma de Hermite f = (a,b;.bs.¢) es reducida si y

solo si

a<c. 0<b<af2, ~a/2<by<a/2

Esto se obtendra como un resultado lateral en la demostracion del teorema siguiente.

Ya que hemos visto que siempre es posible trasladar un punto.,bajo una transfor-
macion adecuada. al poliedro fundamental P; tenemos que cada forma de Hermite

tiene una forma reducida equivalente.

Teorema 2.6.1

Eriste solo un nimero finito de formas de Hermite definidas reducidas de discrimi-

nante D).

Demostracién:
Sea f = (a.by, by, ¢) reducida y su punto representante de coordenadas
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de donde resulta que :

a a a
(L<C.0<b1<—. ——<!J',><—-
- - T2 20 72
; \/:_D 1 -
Como ademas debemos tener > 7 entonces ¢ < —2D. nos da una cota
a 2

para los coeficientes de la forma.

De aqui resulta clara la finitud de las formas de Hermite reducidas.

Corolario 2.6.1

St Min(f) representa el minimo de los valores representados por f, se tiene:
Min(f) < /2| D|

Ejemplo:

Si D = —5 entonces a < V10 luego podemos tener a = 1,2,3
Si a = 1 sélo podemos tener by =0y by, = 0.
Como ) = —5 = b? + b2 — ac obtenemos ¢ = 5

Luego una forma de Hermite reducida de discriminante -5 es f = (1.0,0,5).
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Analizando las otras posibilidades obtenemos que existen solamente tres formas

reducidas de discriminante -3. a saber:

fi = (1.0.0,5)
fa = (2,0.1,3)
fa = (2.1.0,3)

Veamos ahora el caso de las formas de Hermite indefinidas.

2.6.2 Formas de Hermite Indefinidas.

Consideremos una forma de Hermite

f(z,w) = azZ + bzW + bzw + cww

indefinida.es decir. con D > 0.

La ecuacion cuadratica asociada:

f(:,l):a:’é’-{—bz-f—b—:-}-czﬂ con - € (7

Representa geométricamente un circulo real en el zy—plano. En R?, este circulo es

el ecuador de la esfera:

Figura 2.8: Semiesfera representante de la forma f
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donde b= by + byt con by, by € Z.

Diremos que la semiesfera que pertenece al semiespacio positivo H” es la semiesfera

que representa geométricamente a la forma de Hermite f.(ver figura (2.8)).

Proposiciéon 2.6.1

Toda forma de Hermite esta totalmente determinada por su diseriminante y la se-
miesfera que la representa.

Ademds, formas equivalentes tendrdn semiesferas equivalentes en H?. obteniendose

ast una correspondencia de clases de formas de Hermite de discriminante D y se-

miesferas en H® correspondientes a este discriminantc.

Definicion 2.6.3

Diremos que una forma de Hermite indefinida es reducida si y solo si la semiesfera
que representa geométricamente a la forma pasa a traves del poliedro fundamental
Pg.

Por un razonamiento analogo al hecho para las formas de Dirichlet, cada forma de

Hermite indefinida es equivalente a una forma reducida v tenemos solo una cantidad

finita de formas reducidas de discriminante dado .

2.6.3 Periodos de Formas Reducidas de Hermite.

Consideremos una forma de Hermite reducida f de discriminante D > 0 dado.
La semiesfera representante de f intersecta una cantidad infinita de poliedros del
semiespacio H3. Poliedros que se obtienen de aplicar las transformaciones del grupo
de Picard a la region fundamental Fg.

Se forma entonces sobre esta semiesfera una red de poligonos la cual cubre totalmente

la semiesfera.digamos:



donde 7, designara el poligono a través de Ps.

Sabemos que cada poligono 7; de la red podemos reducirlo, es decir. a través de
una transformacion adecuada del grupo de Picard 7 trasladamos #; — 7! donde =!
es un poligono cuyos lados son arcos que se encuentran sobre las caras del poliedro

fundamental F;.

A este poligono 7 le corresponde una forma de Hermite reducida de discriminante
D, como solo existe una cantidad finita de formas reducidas. tendremos una cantidad

finita de poligonos reducidos distintos, a saber:

Definicidén 2.6.4

Sea {7{. 7). 74 ..., 7} el conjunto finito de poligonos reducidos correspondientes
a la serie infinita de poligonos (2.13). Llamaremos a este conjunto el periodo de

poligonos reducidos de la forma f.

Y diremos que sus formas de Hermite reducidas correspondientes { fi. fa, fa3,..., fn}

pertenecen a un periodo reducido de formas de f.

(laramente. si dos formas reducidas pertenecen al mismo periodo. ellas son equiva-

lentes bajo (.

Teorema 2.6.2

Dos formas de Hermite reducidas son equivalentes si y solo si pertenecen al mismo

periodo.

Demostracién:

Sean f; v f, formas reducidas indefinidas equivalentes.



Entonces existe una transformacién de (& que lleva la red esférica de f; en la red
esferica de f,. Asi el poligono de la red de f; que pertenece al poliedro fundamental
P; es equivalente a algin poligono de la red de f,. lo que significa que f1 v fo

pertenecen al mismo periodo.
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