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Introducción

El estudio de ios grupos discretos se inicia con los trabajos de Fuchs en Ecuaciones

Diferenciales en el campo complejo. de Poincaré ert Geomctria No-Euclir'leaua I'

con el teorema de Iioebe que establece que toda superficie de Riemann puede ser

representada como el cuociente de un grupo discrel'o actuando en el disco unidacl.

Nuest¡o ct¡locimiento soL¡re la construcción explícita cle estos grupos es sin embargo

bastante limitado y se puede errglobar en tres áreas cspt'cíficas:

(i) Construcción de grupos a partir de Aritmética.

Donde tencmos cono ejemplo los grupos l(n),1" y 1,,. subgrupos del grupo

P ,5 L(2, Z ).

(ii) Constmcciones gr:ométriuas a partit'de Ia Geotnctría -\o- lluclidcana.

fln ejemplo de éstos sol los grupos triangulares v sus subgrupos.

(iii) Construcciones a,bstractas a partir de 1a teoría gencral del Espacio de

'I'eichmüller.

Los grupos cuasi-fuchsianos. iileilianos y acluellos obtenidos por los teore-

mas de combinación ]r'laskit-K1ein, son grupos representativos cle ésl,e tipo de

construccionr:s.



Esta última área reveló la importancia de considera¡ no sólo grupos actuando en

abiertos del plano complejo, sino también su acción cn el espacio hiperbólico <le tres

dimensiones, donde la existencia de un poliedro fundamental garantiza que el grupo

generado es discont,inuo (Ver [Ma-Bej).

Por otra paite, Thurston inició el estudio general de los sólidos como cuociente de

grupos discontinuos actua¡do en el espacio hiperbólico tri-dimensional, clasificación

que aún progresa y que se basa en 1as propiedades geométricas de la distancia y de

los poliedros tri-dimensionales.

Pero la estructura de grupos actuando en el espacio tri-dimensionai que estén da-

dos a partir de Aritmética es desconocid¿ y prácticamente se limita al caso de

PSL(2, Zlil)(considerado en esta tesis).

En ésta tesis hemos desarrollado todos 1os elementos algebraicos básicos neces¿-

rios para iniciar el estudio de grupos aritméticos en esta situación, y se basa en 1a

consideración de algunas formas cuadráticas.

Si bien estos resultados están en Ia literatura c1ásica, se encuenttan en forma bastante

dispersa y de difícil lectura, lo que nos ha llevado a presentar estos elementos de la

manera más sencilla posible, esto es, usando cuaterniones, como fue descubierto por

Ahlfors h¿ce poco tiempo.

Esperamos con ello dejar preparado el terreno para otros resultados,tal como sería

por ejemplo el estudio de los grupos discretos generados por 1os automórfismos de

formas de Hermite 1o cual daria una oueva familia de grupos aritméticos.

A continuación pasaremos a detalla¡ el contenido de esta tesis.

Un ¡esultado ciásico de aritmética obtenido por Lagrange y Gauss sobre formas cua-

dráticas binarias,establece una biyección entre el conjunto de clases de equivalencia

de formas cuadráticas binarias ,eoteras y definidas,con discrimina¡te d < 0 fijo y

ciertos puntos del semiplano superior de Poincare f/.

En el primer capítulo estudiamos esta correspondencia que se establece via

Q@,ú - ax2 ¡btY I cY2 t-----+ z = -b+;rt=¿

ll
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donde d = b2 - Aac ( 0 es libre de cuadrados.

Las formas reducidas según Minkowski son aquellas cuya imagen está en el dominio

fundamental ,B¡ del grupo modula¡ I : S¿(2, Z)l + {l} en fI. De esta manera es

fácil ve¡ que hay sólo finitas formas reducidas con discriminante d y que toda forma

es equivalente a una forma reducida.

Para el caso de formas indefinidas se establece una correspondencia entre ciases cle

formas cuadráticas bina¡ias indefinidas y clases de números irracionales cuadráticos

reales, r'ia e1 desarrolio en fracciones continuadas d., - J#,,"orrespondiente a 1a

forma Q(x,,y) = ax:2 + bay * cy2 con d > 0 fijo.Asociandole a cada clase de formas

una clase de ciclos de enteros naturales.

Geométricamente ¿sociamos a cada clase de formas indefinidas la geodesica cerrada

áe H ll que se obtiene de unir ias raices de la ecuación cuadrática minimal

Q(r,1) = o.

Basados en estos resultados,surge la idea de desarrollar equivalencias similares para

el caso de formas cuadráticas binarias con coeflcientes en el ani1lo de enteros de

Gauss Z[i].

Para establecer esta correspondencia es necesario definir el semiespacio superior

de Poincare tt3 - {(r,y,t) € fi31¿ > 0} sobre e1 cual opera el grupo de Picard

9 : SL(2, Zli))l{*l}, utilizando para ello el cuerpo de cuaterniones 71. Definiendo

así un dominio {undamental para Q en H3 .

En el segundo capítulo del trabajo se estudian primero las formas cuadráticas bi-

narias de Dirichlet JQ,u\ : az2 + 2bzu * cur2 con a,b,c e Zlá1, asociandole geo-

métricamente el semicírculo C ¡ de H3 , que se obtiene de unir las raices :1 y :2 de

la ecuación minimai f (z,l) : 0. Viendo que efectivamente clases de formas cua-

dráticas bina¡ias sobre Zli] corresponden a clases de semicírculos bajo la acción del

grupo §. Lo cual permite defini¡ el concepto de fo¡mas reducidas como aquellas

cüyos semicírculos intersectan el poliedro fundamental Pq.

A tal forma es posible asociarle un conjunto de arcos de curvas que se obtienen

cuando e1 semicircuio C¡ pasa a t¡avés de los infrnitos poliedros que particionarr
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el semiespacio ff3.Sin embargo mediante una transformación adecuada es siempre

posible trasladar un arco cualquiera a uno en el poliedro fundamental, obteniendo

así un conjunto finito de arcos llamado el peíodo de arcos recltcidos de 1a forma

reducida /. Este período de arcos nos dará una caracterización de las formas de

Dirichlet equivalentes, pues dos formas de Dirichlet serán equivalentes sí y sóIo si

pertenecen al mismo período,

Finalmente, estudiamos las formas cuadráticas de He¡mite f (z,w) : azz I bzlÍ *
6zw + cuú con d,c € Z y be Zlil crryo discriminante es D -bi- acC Z.

Par¿ D < 0, decimos que la forma es definida y le asociamos geométricamente un

punto, que se obtiene como punto 1ímite a1 construir un haz de esferas a través de1

círculo imaginario /(2, 1) - 0.

Se definen las formas de Hermite reducidas en forma similar al caso de las Iormas

de Dirichlet,es decir, como aquellas cuyo punto representante pertenece a1 poliedro

fundamentai.Y se estudia la finitud de dichas formas.

Respectivamente,para ei caso de las {ormas de Hermite indefinidas , con D > 0, se

ie asocia geométricamente a una forma / la semiesfera que se construye sobre el

círculo real determinado por la ecuación minimal 
"f(2, 

1) - g.

Si Ia semiesfe¡a que representa a la forma intersecta el poliedro lundamental decimos

que la forma es reducida e igual que etr los casos anteriores vemos que existen finitas

fo¡mas reducidas con un discriminante dado.

Análogamente a lo realizado con las formas de Dirichlet, asociamos a una forma /
reducida, un período de polígonos reducidos que se obtienen cuando la semiesfera

que representa a la forma inte¡secta los infinitos poliedros que cubren e1 semiespacio

superior de Poincare, de esta forma obtenemos una caracterización para 1as formas

de Hermite equivalentes, pues dos fo¡mas de Hermite reducidas serán equivalentes

sí y sólo si pertenecen al mismo período.

1Y



Capítulo 1-

1.L El Grupo Modular

Definición 1 .1.1
/, ¿\

El grupo m.otlular es cl sub¡trupo dc SL(9,R) formado por la' ntatrice.s * : 
I . , I\./

con coefcientes enteros, t.al qtLe ad. - bc : l, tlonrle h,r:m.os i tl t.n.t.i.fi catl o la m.al.ri: A

y - A. Lo tlenotaretnos por I . Es decir:

r: -sr(2, z)lftt)

Teorema 1.1. L

I esta generado por las matríces:

(t r\ (' \
r:l 'l u .s:lu-' I

\o L) \r o )



Demostración:

Identificando la mat¡iz A con -A realizarcuros inducción sobre c ) 0.

Parac:0tenemos ad:7.ha Z ,.agt r=(' U 
) :r*,

\01/
Para c: 1 tenemos á: ad- I luego

,=(; ";'):(; ;) (: ; ) (; l)-,',.'
Para c f 0.1.

De rzd - ác = 1 tenemos que c no dir-ide a d, por algorítmo de Euciides. existen

q,reZ tales que: tL:cQ* rco¡r0<r<centonces

A?_qs : ( 
_"r *, _: ,) : ,

con0<r<c.
De aquí aplicamos hipótesis de inducción a la matriz -8.

Consideremos ahora el semiplano superior de C o semiplano de Poincaré:

¡1 :{z€(;llmz>0}

l- actúa sobre 11 rle Ia siguicnte rnancla:

/. t\
Para rodo.{= I le f t'-- € 1/ se deline:

\" 1/
o: I b

,\: = *¡ j

Veremos más adelante,en lenra 1.1 que II es cst,abie bajo la acción cle f.

Diremos que:r!z? € 1/ son equivalerrt,es baio f sí y sólo si existen A € I tal que

zt: ,4 :2.



l. t\
Explícit amente ,; -q = | | € I- "nton.es:

\''l/
az2 lb

:1 = crr+¿
I particiona el semiplano 11 en clases dc cquivalcncia Ilamadas órbitas.

Una región fundamcr.rtal para f es un subconjunto 1?r de .l/, el cual contiene un

punto de cacia órbita.

Den:ost raremos el sigrr ien t e:

Teorema 1.1.2

^ ( l:l>l si-ll)<Re.<o IR¡:{:€Hl-ll2<,Re--<1/3.' }

[ ''l>l sio<R'--<]/: )
es una rtgíón funrlam.entul d.e I en Il .

Previamente a la demostración. veamos el siguicnte:

Lerna 1.1.1 /\
s,an :r - 

u"* 
'',, -4 - [ " " I a ,' rntont"ts:c:2+d \,. ,l )

- Int :"
t tt -1 - t----.- ,;

C:2 + al'

T)ernostración:

. I la:+l' u:*Ú,\ I :-I Im:
3i \.: -r d .:-a)- l; lc-'-Ld12 ,c:*d12

Ahora realizaremos la demostración de1 teorema.

Demostración:

Sea : € 11, aplicando T o T-1 cuant,as veces sea neccsario. obtenemos :

tr



Figrra 1.1:

| - 1 ].t-- + : con - I lz < t1c : .- I lz

Si | :'l) I onloncos --'€ Br .

Si | :' l< 1 por ei lema 1.1 riefinimos z" : S .:' que cumple Ir¡, ," > lm, z' y

entonces trasladamos

z" --+ z"' con - 1f2 < Re z"' < 7f2

Si lz"'l 2 1 estamos en la región .R¡ sino repetimos el proceso.

Después de un número finito de composiciones de .9 y 7 obtenemos ,(") E ff.¡, de 1o

contra¡io tendríarnos una sucesión infrnita de puntos con un punto de acumulación

en el disco unitario, lo que no puede ocurrir pues I actúa de manera discontinua en

H.

Tenemos así que en iir existe al menos un representante de cada clase de1 cuociente

H lt.
Veamos ahora que sólo existe un representante de cada clase eu.Rr.

Supongamos 1o contrario, es decir que existet z1 y z2 € r3r y ,4' € f tal que zi - A'zz.

(" t\
SeaA=l I € I entonces por el lema i.i

\" ¿/



-1 0

Iigura 1.2:

- /rrr :1t,t -2_ l.rr+rl l,

Demost¡aremos a continuación que Inz .:1 - Im. :2.

Si Im z2 1 Int z1 entonces I .r, + ,/ l< 1.

Si lc l) 2 errtonces:

.1

- ,)

/:
I lrttlc:1+ (1) l:lc ] ,/rn --1 > r# , ,

Esta desigualdatl se curnp)e para todo tl € Z an particular pz,ra el / dc la matliz ,,1.

Obtenemos entonces una contradicción con lo ant,erior. por lo tanto J . l< 2.

Clo¡ro siempre podcmos tornar c ) O,tenemos dos posibilidades c = 0 o c: 1.

Si c:0 entonces |¿ l< 1luegod:0yporlotanto.1 / l.Lo qLre es una

coltradicción.

Sic-lentonces:

1 >l r, + d l>l Re q* dl>ld | - I fle :r 
I

de donde obtenemos clue:

ldl<1+lfle:1

lror lo t anlo d:0 o tl :tl .

Si d = 0 entonces i r, l< 1 1o quc contradice que :1 ( Á¡.



Si d -- +t entonces:

I lte(d + z¡) l> tl2 y I Im,(d + :1) l) 3/2

es decir I d + z1 l> 1 lo cual es una contradicción.

Luego no podemos \etter In'¿ z2 )> Im z1-

Por simetría tampoco es posible Im z2 1 Int, 2.1.

Concluimos así que Iru zz = Im:1 y I d +;r l: 1.

Siguiendo el mismo razonamiento anterio¡ tenemos:

Sic-0entonces d=a= t1 luego zt:22+á. pero como zt y z2€ R¡ entonces

b:0yzt=zz.
Si c=lentoncesd=0yó:-1 es decir;

A:.¡ - 7
--r = --:-- con l:¡ l= I _v /m zt= Im:¿.

.2
De esto obtenemos:

^ Re z2 , lm z2ne4= r- ¡, I y tm=t:r;
Luego I z2 I: 1 y por 1o tanto Re z1 = a - Re 22.

Como z1 ! zz € Rr obtenemos ¿ = 0 es deci¡:

-1:1 : 
-: 

-:,

Por lo tanto, 21 -- 22 = i.

Luego existe un sólo representante para cada elemento de H ll en B¡ ! por lo tanto
¡?r es una región fundamental para la ¿cción de f en 1J.

0

Observación

Los únicos puntos fijos de J?¡ por a1gírn elemento no trivial de I son i y
p : l12 + iy'312. EI elemento i es fijado por ,S <Fre es una transior¡nación de orden

2, mientras que p es fijado por la compuesta ?,9 de orden 3.



Directamente puede verificarse que no hay otros elementos de I que fijen estos

puntos.

Para un estudio m¡is detallado ver [Se] -



L.2 Formas Cuadráticas de Gauss y el Serniplano

Superior

Definición 1,2.1

Sea Q(r,ul : a.Í2 + bty * cy2 con a,b.,c € Z uta Jorm« cuadrática, binaria y

prirnitizra (es rlecir (a.b.c) : | ) con d i.scriminr¡'nte tl : F - lac lihrc ¡le cu¡ulrados.

Denotentos Q : la.b. cl a tul fortnu.

El grupo mo<iular f opera sobre el conjunto de formas crradr'áticas binarias. irreclu-

cibles. enteras y primitivas c1e discriminante ¡1 de ia siguiente nanera:

/";\
Para rodo.{: I le f yQ=[4.á.c] se dcrine:

\r ó I

/,.\
.-1 .Q(¡, v) : Qt-r ¡ l )

\v I

Diremos que dos formas Q y Q1 son equivaientes bajo f si ¡' só1o si existe ,'l € f tal

que:

.a.Q : Q,

/" r\
F.xnlícitamente si,-t = I I € I- entotrces:' 

\, o/

Qlr,y) -Qr(..r, yt) .on 
t : ,¿r * J'r
y : '-'llr¿yl

Esta relación nos permite tener clases de {ormas eqlrivalentes'

8



De las ecrraciorres a.nteriorr:s fácilr¡rente vernos qtle lormas erluivaientes tienen el

mismo discriminante.

1.2.1 Forrnas Definidas.

['onsideremos prirnc-r'o la lorma t) - lo,.b. c] con d < 0. cs dccir. Ia forma cs dcfinida

o equivalentertetrle anisótropa (rptc no representa ai 0) sobre i?.

('o¡no I < 0 tcncmos r¿.c ) 0 o a.c ( 0. Sin lestricción cotrsideremos .¿. ¿: > 0.
L L;-/ )

Sea.: = 
r' r-üv ¡¡ 

€CIR el nrimero irra.ciolral r:uachático. imaginario cr.lya ec1.l¿r-
ZQ

ciónmini¡lalQ(:,f):0tienerliscriminatrted.Currl,'r#>0enlonces:€.1./.

I)irernos rlue

-b+;{a,: 
%,

es el represerrlanle de la forma cuadr'áiica fJ : la, á, rl.

Teorema 1.2.1

Dos formas cuadráticas ¡1e discrimino,nt.e tL < 0 son eqtLiralt:rttes sí y sólo si sus

representantes son equioalentcs bajo f .

Demostración:
/\

Si Q es ecluivalente a, Q1, "*irt" A: f 
o '' la a tai que:

\r r )

Q(a¿: * lY,t, + á.r7) : Q1(z,v)

Si ; y:1 son los reptesentantes de Q y Q1 respectivamente, basta consider¿r

/ , "\{-' =l €f r setiene--, :,1-r '--.

\-1 a /
Inversamente, si : y ;1 son los representanies de Q y 81 respectivamente y existe

,4 g f tal tlue A.; = ;1 entonces considerando ¡l-1 se tiene tlue A-t 'Q : QI.



Definición 1.2.2

Dirr.mos qur lo Jornt C) - lrt .b,c) rvn dis¡tinti¡t'¡L¡tlr' ¡l' < 0 es rcittcida sí y sólo si

su, rtprcsrntante: e llr.

Observación

Del teorema. 1 .2.1 se rlecluce rlue clos formas reducidas sol] ecluivalentes sí ¡, sólo si

ellas son iguales.

Así misnto. cacla clase rle formas contiene exacla )ente una {orrna redtcida.

Teorema 1.2.2

La forma q : la.b,c) es re¿lucido sí u sólo sí

-a1b<a1c cott ál0sia:c.

Den-rostración:

Sea Q(,r. y) : ar2 + bry * cy2 r'educida entonces por dellnición:

I)e donde:

b

-l<--<1(!
Nluliiplicando por -1 quecla:

luego

-¡1 lbqa

como aclemás ; satisfacc | : l: 9 ) 1 entonces, se tiene -a I b < a 1 c'
' o.-

L -b _1__ < 
- 

\ -'l-lo-l

r>lz-r
a

10



Si « - c etrtonces lt l:1,es d.cir:

I
0 ( I?r : (:

l, 1

l)e donde 0 < - -:- < -. nor Io lanlo:- 2a 2'

-a1b<0

De donde se obtiene Ia segunda contljción.

Observación

Como I d l: 4ac - b2 ) 4ac - a2 ¿ 3a2 entonces

ú

de donde

" tdt
0<0¿<r----r-3

h¡1
0<a(r/!

Vjl
Deducinos de a<1uí rlue sólo existe ur número finito de lormas redrrcidas cle discri-

¡nirrante d llamar.lo el número de clase.

Definición 1.2.3

Los prr,nlos rkl cuocien.le fl ll que son prollecr:i.ones rle númcros it'racionales ctLodrá-

ticos imaginarios se llnlnan pun,t.os de Heegner.

Observemos que si Q(:r:, y) : o.r.2 + bty ! cy) es reducida. s11 represelltante

-b+iJ=,: .20

es un punto de Heegner.

Tenemos así el siguiente teorema.

t1



Teorema 1.2.3

Pura i < 0 c¡iste unt biyecriót entrc t:l t'onjunto d.e clo.ses de forrn.as c u.o.l r i.t ic,t.s

tle ¡lisc¡'i¡nintnte d. y el un..junto rLe punto.; tlr: fle«¡nr:r ctt.ttu ccu.n.ci.ón. nt.in,it¡¡d ti¡'nr

discriminant t tl.

L.2.2 Formas Indefinidas.

Clonside¡emos ahora la {o¡ma

Q(,r.y): ar'2 ¡ bry ¡ cy')

indefinicla o equivalentemente isótropa sobre ll, es decir con d > 0.

La ecrración cuacl¡ática asociada 8(2,1) = ax2 + b:r f c : 0 tiene dos rajces:

-b+ '!Q -h- rt
': 2" 

i- .¡ = j,

que son irracionalcs cuadráticos rea.ies.

Definición 1.2.4

ün racional cuadrático real se ¡lice reducido sí y sólo si

¿)0 Y -l<r:'<0

Asumiremos ahora conocida la teoría tle Fracciones Continuadas, presentamos enton-

ces resultados generales de l-eoría de Números cuyas ciemostraciones hemos orniticlo,

sirr embargo pueden ser consultacias en [tia-\!r].

Recordemos que utiiizando el algoritmo de Euclides podemos expresa¡ un número

rea.l corno rrna fracciól continrtada:

x : nt * --f--r- =.. ln1.n 2,n3,. ..1

n:* 
'. -1- -

donde n1, n2. tt3.. . . e Z.

Si e1 desarrollo es finito. ¡ es racio¡ral y si es inflnito ¿ es irracional.

12



Definición 1.2.5

l;na fracción continuu,da ínJtnila ln1 ,...) sc lice periódica sí y sólo si rr¡zsk: Á, > 0

t,t.l que rt,¡¡: ¡b po,ra totlo r ) R y sc d,enotrr.:

[¿r...., nR,... J.¡+¡{]

El rcn junto d.e cu,ocientes parcirtles n H, . . . . n¡+a-1 se lkmtu cL pe ríodo.

,5i R. : I el nú¡n¡:ro se llatna puratnente periód,ico -

Presentamos a continuación los siguientes resultaclos genera,ies de Teoría cie Núme-

ros:

Teorema 1,2.4

Iina fracción continuatlo e-" periódica sí y sóLo si correspontLe a un ntímero inacional

cuodrti.ltr:o-

Teorema 1.2,5

El. ¡lr-sarrollo en fracción contintLatlo. tle un irraciont,l cuad.rtítico es purarrrcnte perió-

di,co sí u .sólo si el ntínt,ero es reducido.

Consideremos el desarrollo en fracción continuada O" , : -L# cor.respontJiente

a la forma cuadrática q : la,b, c).

Corno ¡ es irracional cuadrático. srt desarrollo será perióclir:o

J. = [r¿1.....ú0,....úr]

Asociemosle a cada o su período ta¡;::.;a*l llamado el ciclo de enteros naturales

asociado a r.

13



Teorema 1.2.6

Sean t.1 y t2 núm,eros reales :

:r1 : [n1, n2.. . .]

12:[nr1.nr2,...]

Entonces tt 6 equinal€n.t( (t2bajol sí y sólo,si e.r:isfr n p.q>0la.l que:

T1p¡¡ -- 'tlt a¡r ltartt t.odo r / 0

Demostración:

Sean I y S las matrices que generan I es decir:

7(r) : ¡11

1,\'(.r): -;
Si .r1 - [r,¡. tr2....]. .¡¡1r,¡¡ccs:

T-"t ¡r = [rr, rr, . . .]-'

5I-"'¡l : - [nr, n3, . . .]

Tn, ,5.1.-,1 rt : _[,r3, n¡, . . .]_,

,ST"',ST-"':.rt : [n3,na,...]

y así sucesivamente.

Si las "colas" de.r:1 y:r2 co;nciden, tendremos:

T,(-r)r'"ps...,S7-",.r1 = I(-r)qmq,§ ...,57-*, :r2

u.L)Íb
rle a<lr¡í tcrtdre:nos,rr : --j- (lotrJc :

c.T 2 -T O

14



,/\
I 

.¿ 
' I : Tnt ST'-n,. . . r(-1)!+1np7(-1)q-a S' . . . .SZ--, € |

\. a/
Inversamente. sólo necesitamos saber que toda matriz,,{ dei grupo n'iodular puede

ser escrit.a de la forma.:

'f"]ST-"'...,9

¡, esto resulta del hecho que,l y 7 generan e1 grupo moclular.

Sca ¡ = [r'.....r,.4¡:..-.:at] ulr irra.ional cu¡drático l,orlcmos cor¡cluir dc cstc

teorema Io siguiente:

Si consideramos ciclos de enteros equivalentes como aqueilos que se obtienen de una

perrnutación circular, a saber:

tr

lú0.,/1,....,r/l

Itty oz,, .. .0A.. (/0]

:

.rr. : lúÁ.0o.....ot-rl

entonces .r es equivalente a .r0.....,T ¡ los cuales resull,an ser t,odos los irracionales

cua,dráticos reducidos en la ciase de.2. Luego a cada clase cic números cuadráticos

irracionales podemos asociar una clase de ciclos dc entcros natLrrales.

Resumiendo obtenemos la siguiente corresport denci a:

Teorema 1.2.7

Eúste- una biye.cción tntre la.s siy¡u.ientes clases de. r.quiralc:ncia:

f0:

t5



(llu,; e s tle i.rro c io n ale s cuad¡'títi.co s reo,Le»

(.1 I a s t:., rl e I o rm. a s c n n, d r ri t i crts i n I e fi n i rl a s.

(lasrs citlos tle en.l.eros n.ql.tt.rlks.

Observación

Para estudiar nrás plofundamente la relación entre la geometria no - euclidean¿ v

ias fra.cciones continua(las reconrenclar¡os ver' fSe-il.

16



1.3 Geodésicas

Para comprender la correspottdencia entre clases,:ie formas cuaclráticas v georiésicas

de II lf es necesario prinrero recordar algtnas ideas de Ia geornetria hiperb<ílica .

En prirner lugar. hemos usarlo el semipiano de Poirlcaré 11, como moclelo de p1a.no

hiperbólico. el cual rtniclo al circr.rlo al ilrfinito corresponrle al pJa,no hiperbó[ico ce-

r¡ado.En el cual definirnos una mótrica p a partir del tlifelencial

, l/,
".= r,"(--)

dc la sigr.riente mancra:

Definición 1.3.1

Sen 1 : la.b) ------+ H camino contintarncnte líftrrstciablc. se rlefne la longiturl de ^¡

po t':

u-u- lu li(i) l ,rI t |- J" ¡"(lr»",
La función p se define entonces :

P(z,w) : ¡"f llt ll

tlontle z,tL; e H !! el ínfimo es to¡no.do sol¡re totlos los 1 rlue un€.n : V u¡ en H.

Fácilmente podemos verificar que p es no negativa. simétrica ¡- satisface Ia desigual-

dad triangular. en efect,o. p es una méirica en .É1.

Teorema 1 .3.1

Sean: yut d,os puntos de H. [ina curaa 1 que une a z y u satisface

ll + ll- p(:, u)

(es rlecir,^¡ se.rá minirnal) sí y sólo si'¡ es t'na parametrizaciótt de l;,w) comn una

curta sirnple.
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Para estudiar la demostlación de este teorerna y en general estucliar la geomeiría

hiperbólica rccomcndanros ver [13e].

I)e ia erluivalencia cstablccitla en el tcorcnra anterior. resulta natulal del'inir alrola:

Definición 1.3.2

Se define unn rrctt hiperbólict. o eq u ito.lenta,m.e nLe unt geodísica liperhól,i.cn. com.o la

intersrcción rlcl plano hipe.rbólico con un círculo o lineo. recta euclidea¡ta ortogon.ales

al círcuLo al inJtnito.

Consideremos la provección:

T1 : ll ---+ fl ll

es un revestinriento del grupo de aut,omo¡fismos I'.Como l'es un grupo de isometrías

cle H, H ll hereda la métrica hiperbólica via ii.
Tenemos entonces que una geodésica clel cuocientc f1/I'es la imagen de una georló-

sica cle I{ bajo fl.

Definición 1.3.3

Sea ^¡ una geod,ósica d.e H yj su proyección en H fl d,ecimos queT es una geodésica

cerra¡la si el estabili:ador rlel es un subqrupo cíclico inf,nito rlel.

Donde el estai¡ilizador de ^¡ se defirrc como:

¿(r):{AÉrlA.?-r}
1,,á\

Explí.itanrente =i .{= I Iet.,
\. d/

1 : la.,b) -------, H

t ¡-+ ^rQ)

18



cntonces:

r/',r/l+ 1,.1 -, ll)= -,ffi - -,,,, l)ara lo,lo I e [r.61

\¡eamos ahora 1a correspondencia entre clases de lc¡rmas cuar1ráticas inclefinidas 5,

geodésicas de la sLrperficie modular .

Sean .r v ¡' la.s raices de la er:uación cuadrática minima,l l)(.r. i ) : 0 a.sociacla ¿ Ia

{orma Q(r, y) : ar:2 + bry I cy2. Existe erttonces una georlésica rle -FI que une r )'

.r'la cual se pro¡,ecta bajo fl en una geoclósica rle Hll',(ver figura(1.3)). De esla

manera asociamos a ia forma cuadrática f) esta geodiisica.

l)os lbrmas erluivalentes tenclran geodésicas equivalentes v al provectarse en f1/l
cstas cleben ser la misma pues de uo ser así contradice el hecho r1e ser nna región

fundamental.

Por io tanto obtenemos asociacia a 1a clase de erluivalencia de Q en forma rinica una

geodésica sobre f1/f.

Teorema 1.3.2

Para d > 0 e¡iste una biyección entre las clases de forntas cuatlrtíticas d.e d.iscrimi-

nante. d y e-l conjunto tle geodésica.s d.e la superltcie m.o¡lular ctLya ecuación minim.al

tiene discrininante d.

19



Figura 1.3: Proyección de una geodésica sobre B¡
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Capítulo 2

2.4 El Grupo de Picard.

Definición 2.4.1
i,, t\

Í,'l grupo de Pice¡d cs el grupo Jormtdo ¡tor las ntatricc ,l : | - l. con coeJi'

\^ r )
t'ic'ntes en e-l anillo Zli] rlonrle a6 * fi^¡ : I y td que itlcntiJicantos las ntatrices A y

- ¡1.

L) c n ot are r¡¡.o s t:s t e qrupo po r Q -' S L (2, Z lil) I \+1\

Teorema 2.4.1

Q cstt grntrado por Las ¡n¿lrirrs :

,:(t, l),:(:l)':(:l)
Demostración:

Sean :

2t



li : ,s'7'-r,s =

! ,''f _-1 , 'l, : ,lY ,-, =

¿.= ,s't,.l,; 1'=

Sl r¡¡ : a .i ói cc¡n o.b.c e- Z tlcttolcrlr-rs:

o

o

(:, :):(:, ;) (;,') -,,,,

( : , ) 
: r se- ¡

(:¡:,'

('')=f r')l o)=,,,
\i -t I \u -,/\ir ,)-"''

(l
lt
\,

(;

l)

r)

:,)

r : r,\ ,= (t ,,,) r \- _,,,,,,_ I , , 
)

\o r) \,,,t)
Sea I € 8. r'r:amos rltre ! se puerle escribir como Lul¿t r:onllrinación de ,1. 7' ¡' I.

Srt¡ronganros pt'iurero que rr - 0 entonces I es ck la tbrnta:

Srr¡rongalrtos ahora qtte ,J : 0.Tenenros cios posil;iliiltrtles lrar:r !:

Supongamos quc r.t f 0 y i l0 usan<1o ei algoritmo cle Euclides cortstrtt¡'amos ! rL:

Ia siqrrientc .erie ,le tr'¡nslbrnlaciones:



/ \ , 
n, i\

!r :r.\;,-f a¿-¡ttt't'l=['' 'l
\ 1-"'l" r I \ ,, I I

rlonde AI(o1¡ = jfti;l) r' .\r(a) corresport<le a ia norrna del complejo a.

Siguiendo el proceso:

( ^, .1 ¡ tt¿,t1\ f ,, , ).l:_!r..(,,,, = 
t t!r,.¿jtJ_\- ., ,l

(r,r-,,,r.1, ,, \ (',,,,\r.,__r-,.1.. = I l=l I

\ '., 'r- rri rn1 ,, ) \ l, Í, I

Oirtenemos así una sucesiórl cle enteros cle Clauss rn1.tn2,mj.. .. tales clue:

r I I .. ^
.\'(o¡ r ! i.l'r:1. .f'r.l' r ( -.\'lu¡ l. .\'(.,r I ;.\-/ t,)..'

El proccsc-, ten¡ina cuando obtenemos üna transformación !¡. co¡l o o,J nulos.listo

clebeocurri¡vacluelaseriedenitmcrosenterospositivosA('i).-\(o1).,\(d1)."'es

constatrlt'melrte clecrccierle.De a<1uí podcmos fácilrrrenle c'scribir'! cc-¡lllo conlhitla-

< lórr dc T. S v V. 
.l

Ejemplo:

l¡¡+t:i+t\
Sea != L 

- 
., I enionccs usando c'l algorilmo de Euclicles:

\.)-l

Para acialar 1a cr.itrstrucciótt anter-ior dalet¡os ei siguictite e.]en.i1>lo:

:ii*t = (1)(2,+1)+(i+1)

J - (l)(j) +1

r:olst nrinros ent ou ce.:

'l;t



.,._f :r, r-(-r,,rrrr r, r)=1,,-, .-,)=r,,"' \ :| r{-l ,r) , i-\, : )

con ,\'i¿ + l)- I < .\-(:2r -l- 1): ¡
corrt inrianrlo e1 1;rocr:so:

!., = !, ,,:((r+1) (2r-l]J,,_,i|,_'"):(,i,i)

!; = !, 1,_:(,,11,,11,;,,,, i):(: I)=r. , \_,

A conl.inuar:ión generalizaremos la noción de plano srtl;eriot de l)oincar'é a clitrx-'lrsiÚrl

:J )'haremos operar al grupo ( sobre él eu fortna similar a.l caso ciásico.

Definición 2.4.2

Sto,

E3: {(r..y.l) €.R3 l¿ > 0}

á c.slr: suócspac io tlt: R.3 lo ll¡tnttrc:ntos subr.spacio superior dc Poincarrt tn di¡¡¡cnsiótt

).

l,l grrrpo ck: Picartl § opera sobrc ,?'] cle la siguielte manera:

Sea 1l el cuerpo de los cuaterlioncs ( para estndiar los cttaterniones vc'r [.] a] ) poclt-mos

entonces identi{icar c¿da elemento (¿' u, i) € f13 con el cuaterlrión:

it*l+ui+tj conf >0

l^,1 \
l)efinanros para todo ,4 : | | e 0r'lt = rlgi*tj e 1l la siguiente

\', t, )
opt'ración:
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Deirido

r.i

ti-t,,l 11¡,',i,',;¡t

^, + i)(-,á +a1 = (',/r + ¡)(o/? f i/). rLs:rrenros Ia uotalirln rrsrr¿rl

Ilx pli,:il atnetrtr: si [ -: f lj con : - ¿ * iu -v ,{: t I elllon, ('\ :

a rlrre (

_.--
',i/ + ¡

(,:)

n(: * 1.1)* lJ c,:: * at.j *,J
r(:-l rj)*á l'¡: *ó)-l'itL

-' - ¡ * .iJ
((o: -.jJ , ni.jl-'J-':-r\'r+l''i ]r
o-:l -F on: + .i- r .i¡ r rn/¡ .l-.t) j - n-tl

ii(:: * ll) * ^¡á: + ó1: + (5(5

Si p2 : ,: + !2 + t) elrtollccs:

.. ,,1i *,,¿: * ,J ¡ -r r¡ t

-::.1 

-./lip2 - ió: 1 Á7 -¡ ÁI ^:'tp¿ * 1l: - ¡'i. r ¡á -

Ol¡servernos rlue ia operación esla bien definirla prtes electivamente.

^,1p' + ^,6, + 61. + tó = t1p'.l- 'llte(i5:) f óó

,'s urr rrún:ero r"a[ ) , orno / > 0. .{ É s H'.

'I'enernos entonccs rlue e[ grrrpo I irarticiona. c1 sctrticspacio snpt:riot ctt cl¿rses tle

etluir,aJencia.

l)crno,.trareuros a continuación ei sigrtiente resultaclo:

Teorema 2.4.2

[.tn policdro Jttntl.ancntal pat'a Q en H'] es:

( I -1P.= {r.¡.u.--)€ /?'10<.r( , .1,t <l' -' - ) ) -'
1

i'

áhc D€N
'*. ,r^\
I*- 7,

,r';TsiiónmA-r -[fiü&L a
kt*'*

.1 , ,: ,z-,.l.r ty f t a\l



Pa

v
r

Figura 2.1: Policdro funda.mcntal P9

Demostracióu:

La <lcmostración se rca,liza de nra.nera artáloqa a la qtt: se Jrace para e1 grupo nlociular'.

\¡anros cyrte r-ada punto cie ll3 es erluilaletrte a ul1 prttlto <le Ir4.

')(;



Sea p : (r. y,l) € .H3, obsen'emos clne las traus{ormaciones eler¡entales S. T

actúan soi>re ¡r cott'to sigttt::

l-.rlt l\
\r, -.v, 1 :2'.¡2i !t2+:¿'t21 ti¿-L'¿ I
(r + 1, y, t)

(¿.y+1,/)

(-¡.-v.r)

yV

s(¡,)

'r(p\

ii (p)

I'(¡)

Luego l;asta ver clue cualqrtier punto t1e 113 es «lttilalente con algún ptlnto cri]'¿ts

coorclenaclas sat isfacen:

Si apiicamos T r, \,' tantas veces como sea necesario obtenenlos p + p1 con 21 (lue

satisface las inecuaciones (2.1) Si además 7¡ satisface (2.2) entonces p1 es el pllnto

buscado. -.ino al¡l jcamos la t ransfc.¡rur a c ióIr ,§ : n ''- 
-- ¡i 1a crtal cumple t, > 11 . es

decilS"levatrta"a21.

Clomo queremos que pt satislaga (2.i) aplicamos nuel'antcnte T r. \: obtcnienclo p2

qrLe sa.tislaga (2.1).

Si aclemás p2 satisface (2.2) entonces p2 es el pllnto buscado sino tepelimos el proceso

ol¡feniendo una sucesión de 1;untos ft,p2,p-j,....P",... que satisfaccn (2.1) v en

rLn nrimero {inito de pasos del.lemos alcanzar p, quc satisface ( 2.1) r' (2.2).Dc 1o

contrari<.r.como la s¡cesión 1r.,l2.. . . es decreciente. tentlríantos una sucesicltr i¡Lfiuita

de prrntos ltt.?2,?t... . eu la región acotada:

-l I -l .) 1r r

) 
a.r. .f ¡- S lt< ..r'' t tt' | Í- < t

Ltreqo tenclríamos lln pünto de acrttnulacióu. lo cual conlradice cl hecho que G actúa

discont ínuamente cn I1:'.

(2.1 )

(2.2)

-r I -i I

r - -l 'r -"-J
,2 + u', +t2 > I

'J1



Veanr,rs ahora rlrre srjlo exjsre trn reprcscntante de r:ada clase en H3/Pq.

Sean ¡: (¡..,;.1)l'¡r1 - (.r'¡.r7¡./r) pun1,o¡j cr¡rtiva)r:trtcs ctr cl ittt,eriol rL' f6. r's riocit:

0(.r( i *<y.i t2+!t2+t.2 a1

o(11 (i +<yr<I ,:1 +al+t.i>1.
Sin perdicla dc generaiidad potietnos snponer f1 ) l.

l^ r\
S"a .'l: I l e g tol (lue /rr = .'1 p cntonccs como

\-, r )
t

l7 p2 + ^¡5; + á i,i + óá

donde p2 :.r' + y' +l2 ]' : = x + ill
'Ienemos errt orrces:

' . I < t,l",ln,,,l"
llt l¿

'i > l;+ lr:: - ¡)(': r ó)

corno ? € Zlil."¡j e Z tenenros dos posibiliclarles:

rl=l)

(2.3)

(2."1)

(2.5)

(2 6)

(2.7)

(2.8 )

(2.e)

Si ocu¡re (2.3) r = 7: 0, como (16 - i^l: 1 entonces:



luego

¿r-1: 6-1, 1-0
o

o-i, 6--i, 1-0

11*iyr - t+iY*l)

o

r1 * iur : -(n + iY) +,P

corno ¡? € Z[il entonces p - a I bi con ciertos a'b e Z'

Entonces de or * iy1 = tlig * a* ürl obtenemos (por 2'3):

l 1 : r+d

Yt-Y*b

De rlonde ¿ - 0 5' ó: 0 Por lo tanto B : Q'

Y si ¿r * iy1 : -@ + iy) + i.l tendríamos

lr1 +'r: -ó
h+Y:a

Lo qrte es una contraclicción con el hecho c¡ue a'b e Z"

. l" r\_
Luego si ocurrc (2.8) lenemos entonces ' = 

\, [ )-
Si ocur¡e (2.9) la ecuación (2"1) clueda:

L :P:+1.^,¿+-ó+ó5)
ttt t¿ l"

Pero como

entonces =16 +216 + ó¡' < 0'

ir,Iultiplicando por (11)-r result'a:

(l:)

t,' 1- 1

-\-2-12't2'ltt

l9



,! ,\ {\¡:_+1,+-<0
; I l)

5i - = f + r//. (ulr rir'¡t,'s p. r¡ € Z t : =.rl irl clrronc('::

p) +q) +2pt -l 2qu <0

1o rlrre contra..lice el hecho qrr: p.q e Z -t 0l x < ll'2. - ll': < t¡ < lf')

En resumen. tenemos ette P6 es un polieciro firnclaruenlal ,.? l" i.itó,, 
r1e I en

I1ir v rle la. denrost racitin obtenerno-. atlcmás c¡re la iclent iti¡cl { 
t 

' I es Ia única

\0,/
transfolmacitjn c¡uc 6ja los puntos clc P6.

.\ continuación veremos explicitamente como esta región se transforma, bajo la

acción rle I ) ilena el espacio l/3.

Sea ¿, : r * iy *.jl € Il3.recorclemos que krs generadores di: Q son:

7'(rr') : uf1
l

s-(u) - --
Lt)

i,'(ro) = ¿¿r -¡ ¡

Clonsiclerenlos atlemás la coml¡inación:

. i ¿t,

I,'(¿f ) : Sl''.sl--r.9I'{,r): -T = -.r - iu *.it'

Por otra parte. Ios vértices de Pg son :

n

30



Íl=

(: -_

D=

t: co. entonces las lra,nsiorn'raciones cle l'q eu direccitin del e-i e x se realiza a través

rle L,' ]' 7 como se muestra en la figura (2.2):

Figura 2.2: T¡ansformación d,e Pq por U yT.

.lcI V.)
--t* I

/.1_L l vj.
.t .¡' ' ) J

r; J1
- 

I _,I 

-,:l -l " )r
1"5
,)/ I .) ')

Donde:
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ttl..t): t)

lt(B) = C'

(,i((:) : B'

t,i(D) - A

l,as traslacioncs de P6 en dirección al eje ¡.' sc, r'ealizan pol Ias transforllraciones tr'' ¡..

I,J-r segrin la figura (2.3):

Para estudiar la acción cle S eli.]amos el punto A y veamos conlo se rerLnen la.s

imágenes de la región Iund¿nlentai en torno a estc pllnto. plinlero ert el plano yl v

después en todo el espacio.

Observemos primero que S fija el círculo y2 + f2 = l.luego:

Figura 2.3: Transfo¡mación de P9 por V y f-t



c(/)

s(B)

s(c)

s(r)

S(.o )

A

R,

C,

D

0

Luego P9 se transforma en ei poliedro de vértices B' ,C' ,.A.D ¡' 0 bajo S.(r.er figura

(2.¿) ) V cn e1 poliedro de vértices A,B.C,D,0 bajo SIJ (figura(2.4)).

En el plano yf estudiemos las imagenes de Pq l)ajo el grupo de orden 6 gcneraclo por

a - I1'-r5'l/

r.a = { 1, s, .R, fl,s, ,9ñ, sns}

Tenemos entonces que 1/ es el grupo cle isotropía del ptnto .\.

Iigrrra 2..1: Transformaciórr de P4 por,9.



-\ clrLí:

,!r=l
tl2 : t

( ,! /? )'! : IIS'

(5/l)3 : I

(,R.s)'?:,5¡7

(ll,t')'r = 1

(,5R,5)'= I

(.!fi,5 )(sn) = .s

(s/?x sñ.!) = E

,B(5n) : sRs

Est.c grupo es isomorfo a S3. simétrico cn ll elcmentos'

l'igura 2.5: sección del Plano-Yt

Tenemos además :

3-l



./;.1 \/ .1

Si .[: .¿ r f l cnt<.r¡<es .(rE) :') ') '
:l \/:.|

Si ¿'' - --i {:7 entorrccs .{(t ).) ,)"
G"r"aunlor- ohoro' 

"1 
coniunto:

1rA
-; r -:- ;rl" t\ "

I /:l
'i (; "

14f r : {i/', St¡. nt¡, fi,Saj.,S/?t/.,CñS¿¡}

rloncle /.1 U /.1[.I es el grupo cle orden 12 cn.r'a acción sobrc I'q crtbren el punto A <'n

TI3 .

I au I.aLi : {1. §. /i. -RS,,5R,.SfiS, ¿¡, ^q¿.r, I¿i. ns¿r. sñ¿r. sfis¿ii

cloncl e:

,RS :
R-

,SJ? =
('D(' _

RS¿i :

R{i =

.cBr'i :
,5ñ5t¡ :

,s 1, -1 ¿/

s'l/-1s'¿i

I ',.\l

1'-r i'
,5I'¡-1

.51''-1,S

r.'-l ('

1,'-I

I



Figura 2.6: Acción dei grupo de Picard sobre el poüedro fundamenta'l
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2.5 Formas Cuadráticas De Dirichlet.

Definición 2.5.1

[.lna Íorma cuadrática bin.ario

f (z,u): a,zz ¡ 2h:u'' ¡ cu2 (2.10)

cuyos coeficientcs a,b.c e Z.es llam.o.¡l.a una .forma de Diri.chlet con tliscrimi.nan.t.e

D=b2-ac..

Lo tlenol.aremos / - (a. ó, c).

Análogamente a las formas de Gauss, el grupo de Picard G actúa sobre el conjunto

de formas cuadráticas de Dirichlet de la siguiente rnanera:

/" ¿\
Para todo .{ = I I e I I' ura. forma de Dirichlet .f . se define:

\r 6 )
/.\

.{..f(:,ro)=./(.1 I ll
\,,/

f)iremos que dos {ormas / ¡' fi son equiralentes ba.io G sí ¡.'sólo si existe ,4 € I tal

que:

.4. .f : .ft

Explíciramente.,, - ( ; ; ) 
. ( ento,rces:

.f (z.w\ -.fi(:1, ur1 ) co¡r = = att* iJut

¿, = ^¡:1 f 6m1

Esta es una relación de e<¡uiralencia ¡ posteriorment,e veremos como c¿racte¡iza¡ las

lorma-s equivaientes.

(r.o oeq
¡"*o-.¡;-..=-'2'oc, aIG¡¡e; -á

i -cEflreql,á
O}
§e crrr9l

3?



irigura 2.7: Senljcírcrrlo represent¿tnte de la. lbrnra /

(-'onsirleremos ahora ias tlos raíces :1.:2. de ia ecuación cuaclrática asociada a 1a

fornra (2.10 ) :

f (:.1) : c,;2 + 2h, -]' c : 0

F-lstas raíces :r. :: € (' deternlinan cn fi3 dos puntos c¡re denotaremos taml>ién por

:r \' :" :

(,r1,v1,0)

(,.r,yr'o)

y se encnentran en el zy-plano.

§sociaremos geométricamente a la forrna /. el semicírculo (i¡ determinado por :1 y

:2 en H:". qlrc corta ortogonalmente el plano i¿y eIl :l 1':r. (figura( 2.7)).

Observación

(.larla for'¡na / queclará cleterminacla absolrttamente por su semicírculo representante

¡'su discriminante. pues ¿ través de elios nos será posible detelmina¡ los coeficientes

de la forma.

En ei'eclo:

Daclos :1.:z € C distintos v D € Z[i] queremos encontrar a.b,c e Zlil tales que:

/(:. u:) - a;) + 2b:u: + ctti)

:7:

pero sabemos qte:

38
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"l
_t,+ \,D

0

-b- vD

:1 -:2

_t/D(¡ + :,)

b2-D

d

luego. resolviendo el sistema J como :1 f :2 tenemos:

2^,/T

b=

a

Es claro que si .f es equir.,alente a .f'bajo una transformación .4 e §, entonces la

transformación A-r e g transformará C ¡ en C ¡,.8n efecto se tiene más precisa-

rnente,paratodoA€9:

A'C¡-C-a-,¡

Teorema 2.5.1

I)os formts de Dirichlet f y .f', ,t.e igual discriminan.l.e, serán equittalentes bajo G sí

y sólo si sus semicírculos rtpresen.tanl,es son cquioalentes en H3.

Demostración:

Sean (ll r' ú'¡, los semicírculos representantes de .f y f' respectivamente.Si eilos son

/",¡\
erluilalentes ba.jo la transformación ,'l - | | € I entonces la transformación

\r 6 )

in.,ersa.,1-1 :(],
_,\

^ ) 
O rrarrsfirr¡tr;¡ Icr'.I''

tr
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Delinición 2.5.2

Dirrnos qttt. ttn.o .forna d,r Dirir.hlr.t r:s rerl,tcídrt;i y ;ólo si st¿ sr¡r¿trr'r¡¡lo rr prr'-

st n t a ¡t I c in.t e r¡ r c t rt al poli r: dro .f t t n l.n nt r: n n t n I I'6.

Observación

La clefini,.ión rie lorma rerhrcicla se tra.rlrrce en t,í:r¡ninos c1e ciesigualclades reiaciona<las

con los coehcielti;es.t al conrr¡ ocurrc er e1 caso <le forntas sobre Z.l:,n efecto. se liene

<¡te la forrna .f ( :. ¿¿') : tt:2 +')b:u * c¿r'2 es redtLcida sí -r' uólo s '

V1< \,Elot lót. $ +.[Dt

Teorema 2.5.2

Culn fornta de Dirichlet es eqrLirttlente a trna forma reducitla.

Demost ració n:

Sea / una forma de Dirichlet clacia v C/ su sernicírculo rcpresentanie.

consirieremos p € c)y punto crLalquiera. sabemos que aplicando un¿ translbrma-

ción aclecuacla ,.1 € 0 podemos trasladar p al poiiedro fundamental PE.Entonces e1

semicírculo ,'\'Cl: C,1-,¡ intersecta a P6.Luego por definición A-r '.f cs reducida'

ú

Teorerna 2.5.3

ll.ristr sólo un0 mntidad Jinita rle.fornns de Dirichlet retltLcidas dt di-"crininante D

dn¡lo.

Demostración:

Sea /(:. rt,) : ¿;: * 2b:w * ct¿': forma de Dirichlet reducida de disc¡iminante

D:h) - dc ]' sean :r y :2 1¿rs raíces dc la ecna'ción /(;, I) : 0' t'ntonces el r¿-

dio clel semicirculo representante es :

.10



R=
t,-l-r - -r I

')

,^^r ,llD
: 1,1 I

clt:be cortar al

1

Jt
Por io tanto:

la

De tlonde ol;tencmos c¡rc ha¡' sólo ñllil,os coelicicntes tt 1;ara la lollna ./ '

Para cada vaior de ¿ tenemos una canticiad finita cle valores cie ü incongrltentes

(nrocl o). a saber las raices distintas de la congruencia :

b2:D (mod rz)

I)os formas ¡ - (o,b,c) y f' = (a,.b'.c') con el rnisnlo cliscrimlnante y primr:i'

coeficiente común ¿ las llamaremos paralelas sí y só1o si ó' : á (rnod a).

Así. basta demostrar que en ca<la clase de {ormas paralelas hav só1o finitas formas

reducidas. Sea / - (4. 6. c) paralela a f' -- (o' á'. c') forma rcducicla cntonces :

,4¡ -
1"1 '

b':b (mod o)

Es decir. b' == b * a¡9 con cierto i € Zlil.
It ,r\

Asi la transfomación B: I I e I itera.f sobrc.I'. ett r:fecto:

\0 L I

(,lorno / es rerincida. el sernicírculo L'¡

/(;, rc) :

poliedro -Pd . cntonces:

a:2 *2bzu + bu,2

u(;'2 +29z'w' + l'r'') +2h(.t + Pu/)u' ¡ cu"')

az'z + 2atJ:'u' * a,!J'2 tti2 +')(b' - a,B)(z'Lo' + luP) + cto''

¡1;t2 ¡ 2l¡t ;t ¡¡t + ('2b' 3 - a/ + c)u/)

pero:

,li



D : ti2 - o(2h' i - n32 + c) : l/2 - ctc'

Iuego c' -. 23b' - a i32 * c

por lo tanto resulta:

.f(:. u:) = u:'2 +2b''t'tr' I c''L/2 :.f'(:"ti:')

Por consigrrienle el semicírculo a'l, qlie representa a .f' sera trans{ormatlo en el

respectivo ('¡ de .f .

Como .f' es reducida, C)7, cortará el poiiedro fundamentai Po, resPecli\iament'e C1

cortará ei poliedro P¿ -- B Pq.es decir.el poliedro que se obticne de apiicar la

transformación B a P9.

Per<.¡ corno la transformación B es una traslaciór B:: t---:* J sólo pueden existir

finitas traslaciones enteras del polieclro fundamental, que inl,ersecten al semicírcu1o

C1 de .f.

Por 1o tanto exislen finitos lalo¡es de rJ l por consigttiente finitos valores de ó.

Observación

I)e las clesigualclades c$re caracterizan las formas ¡educitla.s, sc pueden ol¡lener cotas

explicitas. en lunciórr cle D. para el ulmero total cle forllas lcdrtcida's'

2.5.t Períodos de Formas Reducidas de Dirichlet

Se¿, .f {or¡na reducida v (17 su selnicírculo reprc'sentalle.

Recorc{emos que el grrrpo 0 actria sol¡¡e cl semiespacio -ÉI3 particionando}o ert una

canticiad infinita r1o poliedros.Así. ei semicírculo C/ pasa a t¡avés cle tlna canticlatl

inh¡rita de 1;oJiedros. cieterrnir¡ancio tttta serie de arcos tle curva:

t2



. . .l_r,l_r. /_r, /r,12,13. .. . (2.11)

dondr: i1 designará el arco a través de Po.

Como vimos anteriornlente. bajo una transfolmación aclecuacla del grupo 0 podemos

trasla.dar cualquier arco de Ia serie a un arco en el poliedro fundament,al. es decir.

transformario en un arco reducido..'\ si. ca da arco 11 clcfine un arco reducirlo /f.

Pero como telerlos só10 una canticiad finita de forma.s reciucidas con el mismo clis-

criminante. en la serie

. . . 1_¡. /_r, 1_1. /1 , /2. 13. . . .

debemos teüer un primer arco l'-¡1 r{ue tiene el rnisnto arco recluciclo qtc alguro

anterior 1,.

Como /,11 y /" tienen ei mismo arco reducido existe 7 € I tal que :

-// \ I, \¿rl - ¿n+1

r(1.,-t ) : 1,,

Es decir. rl|:¡): (:,.

(loncluimos cle acltrí :

Lema 2.5.1

l)os orcr.,s rr:ducidos l', u l'. coittciden sí y srilo si r = s (mod n).

Definición 2.5.3

Seo {t\.t'r,tL.....1'.} r.l conjnnto Jinito de orcos redtLcirlos correspon dient'es a la serir,

de arcos (').11).Llantarem,os t e-qte conjunl.o tl per'íodo rle arcos rcducidos dc la forma

.t.

\- ¡lirrmos qur. sus .forrrto.s ttt Dirichlr:t rc.tlttcídos corrrspon di cnl ct {f ,, .f z..f ,r. . ..f "}
ptrltnecen t trn ptríorlo rql.ucid¡¡ tlr .fornms tlc .[.

13



Observación

(llararnente rlos formas crue ,ertenecen a.r nrismo pc-ríocio sou lbrrnas reducitla^s eqrri-
v¿lentt's.

Teorema 2.5.4

Dos formas de Dirichlet son equiaalentes sí ¡1 sólo si pertenecen al mismo período,

Demostración:

Basta ver q,e si / y /' son rios formas recluci,as equivalcntes entonccs pcrtenecen
al mismo período.

Pero eso es claro pues si son equivalentes cxiste ¡ e g á1 que ,¡ : .f _, f, y
r-r : C¡ t C!,, doncle C7 y C/, son los semicírculos representantes cle f y f,
respectivamente.

Luego r-1 llevará algírn arco /; de C¡ en el a¡co reducido 1,, de C¡,lo cual basta para
ver que / v /7 pertenecen al mismo período.

.14



2.6 Formas Cuadráticas de Herrnite.

Definición 2.6.1

[:na lorma cuadrática bintrin :

[(:. u') : n:: * ó--i¡ * 6=w + ctuto (2.12)

con t.c € Z y b € Zlil. es llamo.d.a una t'orrna ¡le Hermite con ¡liscrimin,ante

D:bi-ac.

Arluí 3 representa el complejo conjugado de z.

I\¡otemos que si ó: h *ibz. con ciertos h,bz € Z entonces p: b:l+ ái -oc es

siempre ul »úmero real, a diferencia rle la formas de Dirichlet cuvo cliscrimin¿nte

pertenece a Z[i].

Por esta razón si D < 0 diremos que la forma es definida y si D > 0 diremos que la

for¡na es indefinida tai como ocrure con las formas de Gauss.

Denotaremos a la forma de Hermite (2.12) por f : (a,fi,h2,c).

El grupo cle Picard I actúa sobre el conjunio de folmas cle Hermite de mane¡a

similar a las formas de Dirichlet. es decir:

/" ¿\
Para todo.4: | | e 6 v una forma <.le Her¡nite /. se define:I . 6 l--/

/ -\
.{ /(:,¿¿,) : /(-{ I l)

\,/
Diremos que dos {ormas / ¡'fi son equir.alentes bajo G sí.y sólo si existe A € I tal

que:

A'f = f,
(n '\

Explíciramente si ,4:l '' 
| , S entonces:

\, ¿/



I(.:. i¡) = /1(;¡. rr,1) con -- : (t:r + r'urr

¿¿' : -,:r + ór¿'1

Dsto clefine rrna rclación cle eclrrivalencia l pariiciona cl conjunto cle fornas cle Her-

mite en ciases de equivaiencia, las cuales tratarernos de caracterizar posteriormente.

2,6.L Formas de Hermite Definidas.

Clonsirieremos primero la forma / dada por (2.12) definida.

Sin perdida rle generalidacl poclernos t,ornar ú. r > 0 limitando el estur,lio a forrna.s

positivas. es decir. que representan nirmeros positivos, ya que facÍlmente se deduce

al determinar explícitamente los coeficientes, que fbrmas positir.as son equivalentes

con formas positivas v respectivamente las negatilas.

(.lonsideremos ahora la ecuación cuadrática asociacla a la forma (2.I2) :

/(;' 1) : az:lh: *ó:*c:0

Explícitanrentesi ; = r -|riy con t,y € Z. y b = \*ózi con ú.b2 € Z.

/(:, l) : a(,r2 A y2¡ ¡ 2ó1.r - 2b2y * c:0

Est¿ ecuación representa geométric¿mente un círculo imaginario en el ry- plano.

Err l?3 podemos construi¡ a través dc este círculo un haz de esferas como sigue:

Si ) es un parárnetro real, el haz está dado pot :

( .b,\'.1 á,\' (, )\' D+.\2Ir+-l +lr__l r-lr_-l --\- ,i I a) \ a) a2

Este haz contiene dos est'eras inñnitamente pequeñas o puntos 1ímite cu¡ras coorde-

nadas son:

b, b, .J4¡=-7. y-;.r=, 
o

El punto límite que pertenece al semiespacio superior -,?3 :

-t6



I h' h" t/-l)\

[-;'Í';/
lo llama.ren¡os el representante geornétrir:o cle la fbn¡ra cle I{ermite./.

Tenemos así una correspondencia entre clases de fo¡mas de Hermite definidas y clases

de puntos replesentantes erluivalentes.

Deffnición 2.6.2

Diremos que una form« de Hermite tle.fi,ni.da es reducitla sí y sólo si su, punto reltre-

sentnnte pert.enece o,l ¡tolie.dro Jun darrcn,to l.

Observación

La definición cle forma de Hermite definida reducida tambien es posible traducirla

en terminos de desigrraldades relacionarlas con los coeficientes tal como hemos hecho

en los otros casos .En efecto. la forma de Hermite f : (a,\.b2.c) es reducida sí y

sólo si

a 1 c. 0 < fu < al2, -al2 < b2 < af2

Esto se obtendrá como un resnltado lateral en la demostración del teorema siguiente.

Ya que hemos visto que siernpre es posible traslada¡ un punto.baio una transfo¡-

mación adecuada. al poliedro fundamental P6 tenemos que cada forma de Hermite

tiene una forma reducida equir,alente.

Teorema 2,6.1

E¡iste sólo un número finito rle forntas de Hermite de.finidas reducidas d,e discrimi-

nante D.

Demostración:

Sea / : (a.\,b2,c) reducida y su punto representante de coordenadas

.+7



/ h. h. ,/=D\l_r,-,-leP,\/¿r¿u)
entonces. conro vinros anteriormente, los coeficientes de / satisfacen :

de donde resulta que :

¿r(c. o St,<i -\=u,ti
,Lt1 I

Como atlerrrás rlel¡erros tener f ) ] t'utorrces n < yalD. nos r1a una cota
o t/'J

pa.r'a los coeficientes de Ia fornra.

De aquí resulta clara la ñnitud de las formas de Hermite reducidas.

D

-b, l0<-: < -u-2
lh"t_-< -: < -'J- n - 'J

(*)'-'(?)'-'(#)' - ,

Corolario 2.6.1

,9i lt;nlJ) re presenl.a el m.ín.irn.o d.e los ualores representa,rlos por f , se tíene:

tlin(f).1fi»1

Ejemplo:

Si D: -5 entonces n < JTd luego podemos tener ¿ = 1,2,3

Si a: I sólo podemos tener ó1 :0yóz=0.
(]omo D = -5 = h;l + bl - ¿c obtenemos c = 5

Luego una forma de Hermite reducida de discriminante -5 es f - (1.0,0,5).



,\ualizando las otras posibilidades ol¡tenemc¡s r¡re t:xisten soLa.mente tres formas

reducirlas de disc¡intirrante -5. ¿r sa.ber:

: (1.0.0,5)

= (2,0. 1.3)

= (2. 1.0.3)

Veamos ahora el caso cle las formas de llerlnite inclefinidas.

2.6.2 Formas de Hermite Indefinidas.

(-lonsideremos una forma de Hermite

/(:, u') - a:l ! h:1r *Eu, * t'u:Lt

indefinida,es clecir, con D > 0.

La ecuación cuadrática asociada:

/(:. l) : a:1 *b; *ó:+c= 0 con:€C

Representa geométricamente un círculo real en ei :ry-plano. En fi3, este círcnlo es

el ecr¡ador cle la esfera:

Figura 2.8: Semiesfera representante de la forma /

Í,

h

h
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(., /,' \2 /

\ +;,) -'- {''-
rlonrle á -- h I l¡zi con \,14 6 Z.

Diremos que Ia semiesl'era que pertenece al

que representa geométricamente a la forma

*t2=

semiespacio positivo ly'3 es Ia semiesfera

cle Hcrmite /.(ver figura (2.8)).

l-)-;?)

Proposición 2.6.1

Totla forma de Hermite esta l.otalmen.te tleterntinarla por su rliscri.nt i n ante 11 la.se-

ntiesfera qtLe la rep resentu.

Además, lormas equirsalentes tendrán stmiesJeras eqaiaalentes en H3. obteniendose

así una rcrrespontlencia de clases de form.as tle- flermite de tli,scrim i.no,nte D y se-

miesferas en H3 correspondie,ntes a este. discri¡ninanlc.

Definición 2.6.3

Diremos que una Jorma de Hermite indeJinirla es

que representa geo má-tricamenta a la Jorma pasa

PE.

rerlucida sí y sólo sí la sernie.st'era

a tt at:rt.; del polie rlro .f u.nrlatne nt.r.l

Por un razonamiento análogo al hecho para 1as ibrmas de Dirichlet. cada forma de

Hernrite indefinida es equivalente a una forma ¡eclucida v tenemos só1o una cantidad

frnita de formas reclucidas de discriminante dado 1).

2.6.3 Períodos de Formas Reducidas de Hermite.

Consideremos una forma de Hermite reducida / rle cliscrimin anie D > 0 dado.

La semiesfera representante de .f intersecta una cantidad inñnita de poliedros del

semicspacio /13. Poliedros que se obtienen de aplicar las transformaciones del grupo

de Picarcl a la región fundamerrtal PE.

Se forma entonces sobre esta semiesfera una red de polígonos la cual cubre totalmente

la semieslera.diganros:
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(2.13)

rlonrle ur'1 rlesiqna,rá el polígono a trar'és de P6.

Sabemos que cada polígono ri de Ia recl poriemos reducirlo, es ciecir. a tra.vés cle

ttna l,ransforrnación atlecuacla del grrrpo de Pica,rd l-J traslaclamos ri t---, 1r'i donde rti

es un polígono cul'os laclos son arcos qlle se encuentran sobre las caras del polieclro

funclamental Pq.

A este polígono zrj le corresponrJe una forma rie Ilermite reciucida dc discrimina,nte

D, corno sólo existe una cantidarl finita rie formas ¡ecluciclas. terrrlremos una canticlad

finita de políqonos reducidos clistintos. a saber:

Definición 2.6.4

Sea \ir\, rlr, r'r. . . . , r'"\ el conjunto finito d,e ¡tolígonos red,ucid.os correspond.ientes

a la serie infinita de polígonos (2.1:)). Llamaremos a este conjunto el período de

polígonos re d.ucido.¡ de la lorma f .

Y diremos qtte srts fbrmas c1e Hermite reducidas correspondientes {h. fr, f y. . . , f"}
¡:ertenecen a un períoclo reclucido de forrnas cle.f.

(-llaramente. si dos formas reducidas pertenecen al misr:ro período. ellas son equiva-

lentcs bajo l,'.

Teorema 2.6.2

Dos lormas de Hermitc reiucidas son equiaalentes sí y sólo si pertenecen al mismo

¡teríod.o.

Demostración:

Sea.n fi y /2 formas reducida^s indefinidas equivalentes.

5l



Iilltonces existe rrna translbrmación cle CJ rlrrr: I]eva la rr:rl eslér'ica cie ./r en la reci

cslrlica rle.f..¿. .{sí el polígono rle l¿r Icrl ,:lc.fl r¡,rt- l)('rl,coc.c al ¡;olicr1ro [r¡rrrla¡rl<-rrlal

Pc es e(Luivalente a aigrin polí.qono rle I¿r rr:cl de./:. lo tlue significa qur: f1 .r,.f"

pertenecen al mismo p eríodo.
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