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INTRODUCCION

sca.rr 1 el irtc.valo I0, 1] y c(/) el co,j*.to de las funciones co,ti¡ruas cre 1
en sí rlisnro.

Pala .f en C(1) definintos sns iter.ados pot .f0 : i¿, .ft : / c iuductivamente
.f" : .f ".f"-1 pa.o. todo ru ) 0. El conjr.rnto i"f")"Uo es un ejemplo simple de
sisterna di,árnico. Tal sisterra ,rodela p.ocesos naturales donde 1 es ei conju.to
cle esta.clos dcl sistenra ,v ./ Ia. ley <ie evoiuci<jrr (discr.eta) clel rnisrl.ro: {.I"(r)}">o
rcpresenta cl conjunto dc estaclos srrcesivos a. par.tir de un estado iniciai c ¡, s¿

[aina la ó¡l,ila l,u"rtir';. ,lo .,.

Un ejenr¡rJo rle esto cs Ia conocida fanrilia cle funciones logísticas .l ,(") :
p.r(1 - r:). 0 (.¿ ( 1,0 < p ( 4, que sc ha utilizado para modelar cli:rárnica
de poblacioncs con tasa de nacimiento lineal r.especto a la poblaciór.r. \¡e:: \,fal, [3].

EI estudio <le Ia dinárnica de / e C(1) (i.e., el estudio clc las ploPiedadcs
topológicas clc las ór'bitas positivas) puecic simplificaLse si se encuentr.a. ul n¡.odelo
di.ánricame.te eclui'alente (i.e., cambio cle coorde,aclas) adec.aclo. Por. cjerr-rplo

.[ es clirr ánr icanrent e ccluivalente a la. a1>licación 9(r) igual a 2z si 0 ( ¿ < 1.12 y
a 2(1-.r') si I/2 ( r' ( 1. De hecho ./a v y son top ológicamer.rte conjugacla.s, esto
es , existe honronlor'ñsnro clecientc h clc I en sí mismo lal cluc /r o.f : g o h.
Esto pcrnrite cletr:rnri.ar', por. eje.rPlo, clue .fa tiene u'a ór'bita positiva clensa en
-f. (i.e., ./.¡ es t opoiógicarncnle tra.nsitiva).

Eu gcnclal los rlodclos Iineales a peclazos, asi conro g, son rnodelos que facilitan
cl estuclio clc plol;iedades clinámicas.

\\¡. Palr'.r'en 16] dernostr'ó qLre si .[ € ¡1(1) (las funciones en C(1) con finitos
extrelllos locales) es topológicanente tlansitiva en 1 entonces .f es conjugacia a
una función lincal a peclazos expansiva (i.e., con penclientes en valor abso)uto rlayol
que 1).

En este tlabajo bnscamos genelalizal el Teorema de Palr.y. Bncontr.a¡:.ros una
condición di¡rárlica necesaria pala que ula función f € ltt (I) admita ur.r r¡odelo
Iineal expansir.o. Blevemente, 1 del¡e ser esencialmente una unión finita de / -

ciclos topológica nrente transitivos. un f -ciclo es una eolección finita disjunta ele

subinter'\/alos celrados 1r,...,1, tal que ./(1r) C 1¡1r para todo j:1,...,,,



(r'nod n ). Ill rcsultado se enuncia en el Corolar.io 1 al 1'corcnia 4.

Otro objetivo ha sirlo establecer. si nuestr.a condición nccesaria es también sufi-
ciente. LIsalttlo trn 'ileoLenra de \{ilnor'1, 'Ihurston henros Ilcgaclo a una colclusión
palcia.i. trfzis plecisamenie, mostr.anros que si 1 es csenci¿r irlrentc rrn .f - ciclo to-
pológicamente transitivo euto¡lces .f es conjugacla a. una aplicación lineai a peda.zos
cxp:rnsiva. (Tcolenra 5).

Finalmente incluimos un ejemplo de furrción en ,4r'(1) c¡rrc prucba Ia necesidacl
cle Ia hipótesis en nucstro Tcolet¡la zl v que adcnrás ticrrc irileresautes plopiecladcs
di¡lámicas.

Pa.ta. los conccJ;tos <1ue sc irrtloduccn r.ros henros lrasarlo r:n [3] clc Pleston. Iil
principal lesult¿do rlue nos intclcsa de fSl lo hcrnos r:nunciaclo cono 'I'eor.crna 1.

lin el Capítulo 1 clanros clcliniciones generalcs e intloclucimos el l'corcura 1 d<:

Ples tor.r.

Iin el CapítLrlo 2 eshicljamos los conceplos <le conjugacicin Lo¡>ológica 1, semicou-
jugación. Nos lefelimos a algunas relaciones conociclas entlc entropía to¡rológica
cle uua fuución en ,4'1(,f) ¡' sus plopieclades rlinár¡icas. 'Iarul¡ién enuncia.luos el
'l'eolema de Parr'¡' v el Tcorc.nra. dc N{ilnor' ,1, Tliulstorr.

Iin el Capítr-rlo 3 deurostlanios cl Cololalio 1 cluc dcl,clrnira condiciones nr:ccs¿r.-

t'ias para la existencj¿ dr: rnodclos lineales expan-.ivos y el Tcorema 5 que generaliza
cl lcsrrltado ,[o Parr].

En el Capítulo 4 constluir.nos el ejen.rplo anunciaclo.

1l



CAPITULO 1

DEFINICIONES PRELIMINARES
PRESTON

Y TEOREI\4A DE

Sea 1 el inten,alo [0, t] y C(1) el conjturto de las funciones continua"s de 1
en sí rnismo.

Pa.r'a .I € C(-I) y rr € 1 definimos Por:

./o(r:) =r:,.f1(r:) - i("),.. ,f"(.) =.f(.f"-'(.,)) los iter¿clos de c por / ;

0l (r) = {2, ./(z), /'?(c), . . .} la ór'l:ita positiva de c; y

|j(r.) - {y € I: f"(y):.r. pala algún ru >0} laórbita negativa cle u.

Una funciór f e Clt¡ se llam¿ r¡onótona a pedazos si existe lV e N y
0 = co ( rl,1',.< cN < c¡1r:1 con / estrictar¡ente mouótona sobre
cada. intelvalo ["u,.u*,], t':0, 1,...,^I . Si /. no es rnonótona eu tocla vecin-
dad cle c¡, l: : 1,...,lf entonces ll¿m¿mos a los [c¡. c¡.a¡], k - 0, 1,. .., ¡ur

intervalos de monotonicidad de .f ), a T(f): {cr,cz,'..,cN} conjunto de puntos

@r,ciones monótouas . p".loro"-ioli"iátii6ffi
Iú(I), é-ste es cerrado bajo cor.r¡>osición de funciones.

El inte¡ra.lo ,I está dotado de la la topología inducida por R. Cuando un
conjunto es abicrto se entenclerá. que este lo es con r.especto a 1. Si A C I
entonces Á denotará l¿ clausura de A, int(A) el interior c)e A, y ffA su
cardinalida.d. Si A es un intervalo , lAl denota su longitud. Un conjunto A C .I
se dice inva.riante por .f si ./-t(A) U.f (A) C A y positivamente invariante por .f
si /(A) c 11.



En [6] de Preston se plueba que cada / e M(I) tiene asociado un conjunto
rcsirlua.l de / sobre el que es posible describir tres tipos esencialmente distintos de

<lirrá.micas, a sal¡er:

(i) /" es monótona sobre un subinterr,¿lo para todo n, ) 0 ,

(ii) / es minimal sol¡Le un conjunto tipo Cantor', positivamente inr,-ariante (i.e.,
todo punto en clicho conjunto tiene órl¡ita positiva densa en él), y

(iii) .f es topológicamente tl'ansitiva sol¡re uua ¡.rnión finita de interv¿los ce¡rados
disjr.rntos (i.e., existe punto en dicha unión cu],a ó¡'b ta positiva es densa).

l.)l propósito de este ¡>rirner capítulo es exponer con algún detalle este lesultado ¡rues
k¡ rrecesita.reuros en los siguientes capítulos.

(lomenza.r'emos con algunas definiciones. La letla .f denotará una función en

iI(/).

Sea J C (0.1) urt intclvalo al¡ielto tal c¡r.re .f" es monótona soble J para
tr'¡tlo ¡¿ ) 0 ¡, supongamos que J es máximal con esta ptopieclad. J cs ult
sunridelo de .f si existe »r ) 1 tal que .f-(J) C J . En general hay dos posibi-
lirlades: existen n,nr(N, nf nr, tales que ./"(J) ñÍ*(J)* ó yl" contlario.
Nr¡ es difícil ¡rrobar r¡ue en el primer caso existe rz € N tal que /"(J) es un
strnriclero. Si ./"(J) n/-(J) :/ para todo rz,nr. € N, nlm decimos que J es

un interva.lo errante de .f

Poderrtos formar los conjuntos:

S(/)- {:r €1:.f"(¿) €J pala algún sun.ridero J y algún a>0}
E(/) - io € /: .f"(r) € ,/ pala algún intenalo erlante .-/ y algún

Estos conjuntos son abiertos, disjuntos y positiramente invariantes.

v

n>0).



Un .f - ciclo es una unión finita de intervalos cerrados disjuntos no triviales
C: tsouBtU,,' U 8.,,-1 tales que ./(,8¡*1) CBr pala todo i:1,...,nl (mocl
nr). El nrirnero n¿ se denor¡ina pelíodo de C y esclibilcmos per(C): nr . El .f
- ciclo se llama. propio si .f(.B¡-r) = Rr, pata todo t : i....,nr (rnod nz)

Un ./ - ciclo C se llama topológicamer.rte transitivo si es un .f - ciclo y existe
r: € C tal que 0|(o) es denso en C. Bn este caso tarnbién es un .f - ciclo pro¡rio.

Pnccle ocultil clue clentlo cle un ./ - ciclo haya otro .f - ciclo cle período na5'or

¡' sucesivamente. Digamos clue ¡>uede existil'una sucesión de .f - ciclos {C"}">,
cotr C,,.'-, c C" y pcr(C"¡1) s p.r(C") para toclo rr ) 1. En este ca.so si

C1 n (S(.f) U E(.f)): ó, J? = o">rC" se denomina una cascada cle .f - ciclos .

Decinros que {C"}">r genera a I? . Obselv-emos que trcccsariauelte per(C,,.'1) es

rrn rrrrilti¡rlo tle per(C") y ,& es un conjunto certado positiva.nrente invaliante (i.e.,

/(fi) C ¡ ). Además E es r¡inimal con esta propieclad. No existe subconiutrto
cerraclo plopio que sea ¡>ositivamente invali¿nte.

El lesultado de Pleston que comentarnos n.rás alliba y que usarellros en capítulos
posleliores dice que toda / € ll{(1) tiene genér'icar:rente (i.e., en un lesidual de

1) las siguientes diná.rr.ticas:

(i) sumideros e intelvalos ellantes,

(ii) finitos / - ciclos topológicar:rente transitivos, y/o

(iii) finitas ca.scada.s de .f - ciclos.

Para. un enunciado nrás preciso necesita.ntos airn otl'o" colceptos.

Si C es un / -ciclo, definimos la cuenca de atracción de C por

4(C,/) = {c €,r:.f"(o) €int(C) pala algirn n 2 0}

1' si .& es una cascada de .f - ciclos generada por' {C"}.;1 entonces definimos
la cuelica cle atracción de R por

A(R,Í\ - n">,A(c"./).



T)eorerrra 1 (Preston) Sean f € ¡4(1), Cr,..-,C. los J-ciclos topológicarnen te
transitiuos A Rt,. .. ,, R,, las c«.scad.a.q tle f-ciclos. Entonces 1 ( n { nt < $T(.f )
y los conjtmtos A(C',f),--.,A(C",.f),A(n',.f),...,A(R^,.f),5(.f) y E(f) son

dis.ju.n.tos y -fl. uni.ót, A(.f), es wt subcon jutlo rc¡iúml de I.

Eu esta tesis harenos uso de los conceptos plesentados y del Teorema I eu el
estudio del ploblema de la existencia o no dc modelo lineal a pedazos y cxpansivo
para una. aplicación .f en M (I). I\4ás precisamente mostramos que es necesalio.
pala la existencia. de tal modelo, desc¿ltar algunos de los conjuntos que forman la
unión disjunta A(.f). Ta.mbién plobamos que algr.rnas de estas condiciones en A(/)
son ader.nás suficientes para tener r¡odelo linea.l a pedazos.

Á



CAPITULO 2

CONJUGACIONES, SEMICONJUGACIONES,
TEOREMA DE PARRY, ENTROPIA Y TEOREMA DE

MILNOR Y THUR,STON

Dn estc capítulo definimos Ios corrcept,os dc conjugación y senicorlj tlgación topo-
Iógica cntle dos funcioncs en ,41(1) . Plescntarnos el Teot'ema de Palry que asegula
l¿ existencia de rnoclelos linea.les expansivos ¡;ala cielta. clase de funciones en A4(I).
Definimos la entlopía topológica para una [u:rción .f monótona a 1>cdazos. Cal-
culamos la. entropía para un ejernplo sencillo -r' clanros algunos t'esultados conocidos
que pelnriten c¡.rantificarla a paltir: de ¡rlo¡rieclades dinámicas de f. l¡inalmente
enuncianlos cl Teolenra cle l\,Iilnol y Thulston.

Definición L ,5 r:an .f ,g e 
^,1(l). 

Decínos qr,, .i ,t topológicantenl.e. conju.gad,a a
g si existe un hontr,onrorJis¡no u'ecicn.t e h'. I-l tal que lto.f :goh- Es tlecir,
tal qrLe el. siguient.e tliagrunt,a conmuta.

If¡

'i
I

Dsta, definición incluce natur-almente una relación de

Q"e .f y g sean topológicarnente equiva.lentes significa
nen, vía el homeorlror'fisnio ñ, "igual" comportamiento
hT(.f)) - T(s) v /¿(0i(c)) - e,+(h(r)). Es decir, /
rnisma dinámica,

equivalencia et lul (I).
que ambas funciones tie-
dinárnico. En particular'
y g son modelos de una



)'

Ejemplo: Scalr .f ,q € ll (l) con

/(¿) = ¿¿(1 - r) (figuLa 1)

2x, r e l0,,tl2)

2 - 2x, r € ll12,11 (figur.a 2)

Fig 2

Dl horrreornor'fismo ñ(c) -- Zarcsenli (/¿-r(¿) : senz(!x)) es una conjuga-
ción entle ,f y g. Podemos decir que la función g, llamacla tienda de c¿mpaña, e6

un modelo, eu este caso liueal, de la dinámica de /.

,(.) = 
{



Definición 2 Sea .f e i[(l). Decimos que .f es semiconjugada a una función
g e A,IU) si y sólo.stl c¿tlsfe ,? € C(l) ct'eciente (i.e., si r < y entonces

p(t) < p(y)) y sobrcyectiao tal que 9of -SoV.

Para una función contirtu a g i I ---+ I cteciente y sobrel'ectiva definimos el

!,o]]9]!9(l9--g'Por'

sop(g): {",e1,|p(J)l )0 V intelvalo abierto JC.I con r€J}

Si 9 € (:(/) semiconjuga a una función .f e I'IU) con otLa g e M(I)
entonces g desclil;e el comportamiento de .f sol;," ..rp(p). Es decir, Ias pr:opic-

<lades dinárnicas de g dan irfornración sol¡r',e la diná.r¡rica de .f soble so2(g). Si

.so2(9) :1, rp es ltna conjugación.

En el Capítulo 3 urostla.uros que si g es urta senriconj ugación entonces .sop(g)

cs un conjunto cerlaclo, sin 1>untos aislados y no Itunrc'rable.

Ejernplo: Sean (,1) con

-2r ¡ 1¡2,

f,,¡e^t

t
r(.) = 

t

2t - 112,

-2x + 512,

si t €[0, 1/a)

si ¿ € [1/'r,3/4)

sr ¡ e l.J/.r! ll (ngula J.)

Fig. 3

7



p(,) =
0,

2r - 1,

I
I

s) Í € [0, r/2)

rD € [1/2, 1](liguLa a)

Fig.t,

La función / es semiconj uga.da., vía g, a [a función tienda cle campaña de

la figura 2. En este ejemplo es clalo que la función ticncla. de caurpaiia desclil>e el

corrrportamiento dinárnico de .f sol>re sop(g) - lt12,tl.

Ahora damos propiedarles (y la idea de sus deltrostraciones) que permiten vi-

sualizar mejor en que Inedicla. el concepto de semicouj uga.ció;r entre dos funciotles

"respeta" la dinámic¿ de éstas.

Sean .f,9 e l[(I). Si ;: e C(1) es una ser:riconj ugación de ! con g entonces:

(i) 7(y)c e(7(.f)).
En efecto, sea. c € 7(g), supongamos sin pérdida rle generalidad que c es

ul r:rá.xirno local cle g. Notetnos que g-t(c) : [¿, y] y existe e ] 0 tal que

gog:pol es creciente en [e -e,el y decreciente en la.,y *c] , de donde

lx,y)aT(f) f {, es decir, c € p(f(.f)).



(ii) Si C es un f-ciclo topológicarnente transitivo y sop(g) n;nt(C) I S,

entonces p(C) es un g-ciclo topológicamente tratrsitivo.

De hecho, sean 86,, , .., B^-, las co:trponentes de C. La condición i.nt(C)n
sop(p) + { inrplica rlue existc j tal que 9(B¡) cs '.tl intcrvalo ccrrado no

trivial, adem¿ís como claLarnent e S"(\t(B*)) C p(B;) cuando .f'' (13¡ ) ¡ B¡

tenemos que todos los g(B¡) son ir'¡terva,los cerlados no t'r'iviales con interiores

disjuntos, de donde no es difícil probar que ul=otp(tsu) es ull I - ciclo dc

¡;er'íoclo nz ó nt. /2.

Sea ¿ € C tal clue df (r) es densa en C. S; 0!(v@)) no es densa en 9(C)
entonces existe inter.va.lo abier.to no tlivial J c,p(C) tal c¡\e g" (9Q)) S J

1ra.r'a. toclo rz ) 0, es decir, .f"(r) é q-'(J) ¡rara todo r¿ ) 0. Esto coutradice
r¡re C,' sea to¡:ológicaurente tralsitivo, pues 9-1(J) está contenido en C ¡'
tielle inlerior no r.acío.

(iii) Si n es una cascada. cle .f-ciclos y sop(p) n R # ó, entonces p(l?) es una
cascada de y-ciclos.

Sea {C"}">r un genetador de .l?. Como j? n sop(g) f / tenemos clue

C,,A sop(g) I $ para todo r¿ ) 1, que sop(g) sea positivamente invariante
por / (Lema 2 (iv) )petrnite teneL ini(C")ñsop(g)f $ pz.ra todo nZ 1.

Por' (ii) dedLrcimos que p(C,) cs ur.r 9 - ciclo de período Trer(C^) ó

pe.(C")12, además e(C2)n (5(y)u r(g)) : / pues C, n (S(/) u ¿( f» : ó
Luego {,p(C2")},>, ", un gencraclor de una cascada d. g - ciclos ,lf' tal
<1tre .l?' : n">rp(Cz") - 9(o,4C2"): p(n).

(iv) s(y) u E(s) - / si sólo si [5(/) u E(/)] n sop(e) : <!.

Ds dccir', tal como dijimos 9 tras¡rasa a g la dinámica de / sol;r'e -"op(9).
Dr el caso -sop(g) =,I ( p conjugación ) tenerros la igualdad 

^(g) 
: e(A(.f)).

\rel Tcorclna. 1.

Defi¡rició¡r 3 Sea .f e 
^'Ig). 

Ditento." que I es:

(i) Topológicam.ente t¡nnsitiua si existe r € I tal que |l(x) es u,n conjunlo
rLenso en I (o bien, I e-. u11. J-ciclo to¡tológicatnente transiliuo).

(i.i.) Li.¡teal a petlazos e¡pansiua si. sol¡re cad,« inten:alo de mon otonici.tlarL tle J,
esta es lineal con pendiente ntauol' que 1 o menor que - 1.

(iii) Unilornten¿ente lineal a pedazos eq¡ansiua si es lincal a ped.azos erpansiua y la

Ttendiente en catla interaalo tle monotonicitlad es única s«luo signo.

I



Notemos que una. función .f en lr'(I) es topológicamente transitiva si sólo

si cada subconjunto pt'opio de 1 cerrado y positivamcnte invariante ¡>or / tiene

interior vacío. En efecto sean .f € l[(l) y -FC1 tal que existe c€1 con

ry@ : 1. I es cerrado y positiramente invariante por .f. Suporlga.rnos que

i.n.t(l-) I qi,, luego existe r¿ € N t¿l <¡re /'(c) É .F, conro /(I) C -I¡ tenclros quc

|l(f"(r))c F y porlo tanto F= 1, pues I = 0l(r) - |l(f"(r)) cF - F.
Irrversarrrente sea .f € A'l (I) ral que para cada subconjunto cerlado F de I y
positi't,arrerite inr,ariante por .f se tiene -i7 - I o int(F) : /. Sea [/ un abierto
no vacío <le 1 -r' folmemos los conjuntos 1/ = f-"(U)* ó V F:I-1/. Dl
conjunto ,l7 cs claranrente celrado y positivarnente invariante por ./, de donde,

como ,F f 1 tenenros que inf(F) : / y por Io tanto V es un al¡ielto denso de

1. Sea ,¡ € /. el conjunto |f(x) es clenso en 1 si sólo si df (r) ¡tl I $ para
toclo al;ierto {/ de 1. es clecir', si sólo si o e .f-'(U) para todo abicrto U de 1.

Luego para <1uc .f sea topológicamente transitiva. basta mostrar que la intelsección
de al¡iertos dr:nsos Z = l^tu o¡. a" t.f-"(t/) es no r'¿cía. Sea {U".}*>, una l;ase

numerable pala la topología de 1, notemos que O,"¡1/-"(U) es una intelsección
numerable de allicrtos densos contenida en .ú. Es decir, no solo existe nn punto el
.I cu5'a órl;ita positiva es densa en ,I, rnás ar.ln estos puntos forman un lcsidual de

I.

Sea ./ 6 n/(/). En genelal un .f - ciclo C es topológicamente tlansitivo si

sólo si para cada f C C cerra.clo y positiva.rnente iuvariante por .f se tiene clue

1?--C ó int(F):a5.

Ejemplo: La función tiencla cle campatia dc Ia figura 2 es un ejemplo de función
to¡rológica rrrente t,ransitiva; de hecho, sea l7 C .I cclraclo tal qtrc a( F) C ,ll
e inf(F) I r/. Sea J un intelvalo uo tlivial conteniclo en -1¡. Si Il2 é J
entonces l.t(J)l :2lJl, luego existe ?¿ tal que 1/2 e f"(J) ¡.'por lo ta.nto,
0 e .f"+2Q). tin argumento similar al anterior muestra que existe n¡ ) n * 2 tal
que 1/2 e .f^(J). es decir, [0, 1/2] c /-(J), pues 0 es un punto fijo. Finalmentc
/ : .f([0. ll2)) C f^+t(J) C "f*+'(1t) C ,¿7 trs el¿ro que esta función también es

ullifoLnremeutc lirrcal a ¡rcdazos cxpa.rrsiva.
La. ftrnción .f(z) : {.r(1 - c) de la figura I es topológica¡rente tra¡sitiva, ¡>ues

es to¡:ológicamente conjugada ¿ la función tienda de campaña.
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En [6] Ut. Pally den.rostr'ó el siguiente teorema que llos lia motivado por la
búsqueda de una clasificación de las dinámicas de las funciones en C(1), y el

estudio de la existencia de modelos lineales pala estas dinárlica.s.

Teorerrra 2 ( Parry) Sca .f ¿ A[(l) . Si .f es I opológi.cart.cn te ttvnsitiaa entort-

ces f es topol.ógican.en.t.e conjugatla a una ftmción un.ifonnentente lineal a perluzos

c:tpattsiuo.

Esquema de Demostración:La clemostración <1ue hace Parry de este Teorerra
es la. aplicación de un resultado concerniente a dinámica simbólica. El consider¿

la transfolmación shift actuanclo sobre un conjunto compacto y positivamente ilva-
riante del espacio de las succsioues iufinitas de síml¡c¡los escogidos desde un conjuuto
finito ¡'demuestra. r¡re l>ajo cierta condición existe una r.ncclida de Borel respecto a
la rlue esta tlansformación actúa de ul motlo "lineal". D

Deffnición 4 Sea .f
tle mon.oton.i.ci ¡lad tle
lim,*,- j log 1(/" ).

€ A.tU). Denot.a¡nos por {(f) el n,úmero d.e

.f g definimos la cnl.ropía lopolólica tle .f por
inlerualos

h(f) -

Observemos quc ñ(.[) ) 0 ¡rara tocla
tenga entlopía topológica posil,iva inclica
clinámica de la función ./ es caótica en
x,y€I tales que

furrciórr .f € A't(I).
cielta c o nr ¡> lej i r la.cl

el senticlo de Li y

El que una función
en su dinámic¿. La
YoLke [2] si existen

,lirn -"upl./"(,r:) -.|"(y)l > 0 y Jirn infl f"(r) - /"(y)l : 0

Ejemplo:

Un ejemplo cle función con entlopía positiva es ./(o) = 4¿(1 - c) de la figura
1. Para calcular su entrol:ía notemos que /(.f") - #TV) + 1 y 7(/") = {a e
1: .fr(:r:) :1/2 para algún 0</"<r).Como f.f-"(l 12\ -2 se tiene

#fff") - 2"-1 y 1:ol lo tanto ñ(/) = lirn,.-*|log(2") - Iog2 > 0. Paraesta
función / las preimágenes de cualquier punto de .I forman un denso en 1 tal
como podemos deducil de su modelo lineal g de la figura 2. De hecho, esta función
es caótica .
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Definicióu 5 Sr_r¡n f e cll) y n)0. Lhr rl c"tttt:t¿t o ¿€1 es ll¡t.ttto.do

»¡t¡tl.o t¡crió¡Lico rlt: l' ,.lt pcríorlo n si. y sólo sí ./"(r:) : ¿ u .Ia(r¿') f :t para

tork k -* l,' t- L Si. n * 7, r es lln.nlldo un plttLto .l¡.io de .f

Iii siguierrte r.esultacio (r.cr. [1] 1>ar.a clenrosl|aci<irt l, r'eler',:ncia) caractcriz¿ la crt

tlo¡>ía nula.

Proposición I 9r,n .f € ¡1(1) Er¡to¡tcc's

(i) t1U) = 0 sr y sólo si loda órbitt pr.riórlicn de .f tie.ne pcrítxlo ít¡u«l t uno,

pol rn c i« lc !.
(ii) h(.t) > 0 ..li y -'ólo si .f cortticne rtnn httxulttrtL, ¡:s tlccir' r:t'i;[t- nt \ 1 y

etislcn J¡..11C L intert,alos «biertos disfrrllo.s tto uacíos kle;s qut 'JoAJ1 C

.I-(./o) n.¡",(./,).

Ejerrplo: La función

Fig.5

I(¡ )

.¡ € ¡1(1) definida por

:f 
,*rlr, si r'€ [0.1/2)

[,-,,, si : € [1/2, I]({igtu'a 5)

es tal clue 0 es uu ¡runto periódico de pcr'íodo 3, rlue no es una polencia de 2, es

decir, / tiene enttoPia topológica positir.a. se puede vct también que .f contiene

una hcrradr¡r'a, por cjcmplo! (0, 1i2) u (112,\) c .f'z(0,112)ñ f'?(112,1).
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Iln [8] se demuestta el siguiente resulta.do que.usalemos más adelante.

Proposición 2 .9ea .f € A'l (I). Si .f cont.iene un f-ciclo topoLógicanrcnte transitit:o
cnton.ccs l.« enl.roltí«. topoló¡ic« tLc .f cs Ttosit ir:o.

Esquen-ra de Demostración: Saber¡os que si nr. es el per'íodo del .f - ciclo to-
pológicarnente transitivo y ,13 alguna de sus con¡:oncntes conexas entonces /-lB
es to¡iológicarnente transitiva. La. dernostlacióu se Lecluce a. ¡rlobar que toda funciólr
topológica.n.rente tlansitiva. contiele un¿ helraclula. tr

Pa.r'a lernrinar este capítulo ¡rresentamos el siguicnt,c resulta.do de Ivlilnor'¡,'f hurs-
t.on [4], el <1uc aplicarerros en cl capítulo siguiente.

Teorenra 3 (Milnor y Thurston) Sea f e l:l (l) con h(f ) > 0. Dn.toncc.s

.f es senticon.iugatL« a un.a .funci.ón unifonnenente lineo.l « ped.azos e:t:pansi¿¡a co¡t
pt ndientc iguol a c.r¡\hl.[)1.
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CAPITULO 3

COI{DICIOJ\¡ES NECESARIAS PARA LA EXISTEI{CIA
DE MODELOS LINEALES EXPANSIVOS Y UNA
GENERALIZACION AL TEOREMA DE PARRY

En el ¡rresente capítulo demostramos un teorerna. mediante el que declucirnos

condiciones necesarias para quc una función monótona a pcdazos tenga un modelo

linea.l expa.nsivo. Dn esta ¡ra.rte damos propiedadcs en Ios Lemas 1,2 y 3 dc lo cluc

entendemos pol sopol te cie una semiconj ugación. De¡r'rostramos el Teotema 5 clue

asegu'a la exist.encia de uroclelos Iineales expansivos pala una clase tnás cxtensa. rluc

las funciones topológicanrcnte tra.nsitivas. Finalmente mostlarros algunos ejemplos
de aplicaciones en ttl(/) 1;ala la.s clue es aplicable el l'eoler:ra 5.

Definición 6 Sen .f € -\/(1). Decit¡tos que f es erl¡ansiaa si eriste ),)l tal qrLe

l.i(.)-/(y)l > ll..-yl pora totlo r e y tlist.ittt.os ur un ntis¡no interaalo de nton.o-

tonicitlatl tle .f . I-« nayor con.stanle ), la rlenonú.nemos Íactor de erpansión tle.f.

Ejerrplo: Una fu¡rción linea.l a pedazos expa.nsiva es un ejemplo de función expan-
siva con factor de ex¡ransión lna¡¡ol'que uno.

Proposición 3 Set .f € A,IU). Si .f es un« Jutción erpansiua entonces no eústen
suniden¡s ni in.l.crt:«lo-: erranl.es de f .

Demostraciótr: Sea J C (0, 1) un intervalo al>ierto no vacío tal que /' es mo-
rrótona sobre J para todo n ) 0. Como ./ es ex¡ransiva l/"(J)l > lJl para todo
n 1 y por lo tanto. f'(J) ( J para todo n)1. Así J no es un sr¡miclero.

Por otro laclo es ir:.rposible c¡.re los conjuntos {.f"(J)}">o scan disjuntos. En efecto,
si lo fueran »I:-o l.f'(J)l < l/l = 1, 1' claramente esto es una cont,radicción prres

linr.-- l.f"(J)l + 0.
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Teorenra 4 Sea .f e A[Q). .9i .f e-s una función ex¡tansiua tle factor tLe etpansión
tn.ayot' que 1 enton.ce,s no eti.ste cascado. de l-ciclos.

De¡nostración: Sean J - [a,á] un int.ervalo en 1 tal qrrc Jof(f): {.}
para algura función cxpansii'a / e I1(/). Sabemos que I(J) es igual a uno de

los siguientes conjuntos [/(r),/(")], [.f("),.f(,)], [.f(¡),.I(.)] ó [.f(c),.f(ü)]. Sin
pér'dicla cle gene ralidad suponganos .f (J) : Í.f k,), .f (c)]. Entonces .l(¿) S .l(ü) <
.f(c), b-c< f(r)- f(b) <.f(c) -.f(n) J' c-a < f (")- Í("), pues / es ex¡;ansiva.
Así {¡-«<2(.[(c)-/(n)); es decir'. B . l.ft;)l

Si existe una ca.scada de ./ - ciclos con genelador' {1í"}"2o cntonccs es po-
sible encontlal un ./ - ciclo 1í", ta.l clue cacla una. de sus componentcs cor)exas

cotttiene en su interiol a lo más un punto crítico de .f. Sealr 8r,... ,11"" los

intervalos rlel .f - ciclo 1í"0 tales ciue .[(13i) = Bi+r Vt : 1,. . ', »r - 1 y

Í(8,,,) : /J¡. Scan B-,,"',8,,. los i:rtctvalos r1e /í,,o rlue cortt,ietrcn ptttrtos
críticos (lll1 < n12 <... < ??¿¡ = nL). Sca. ci el punto crítico en B' pala ca.da

zi :1,...,..

Si ./ es expausira r, ,\ es el factol de exl>ansión de .f cleducinros las sigrrientes
desigualdacles:

lB",,l

lB.,*, I

lB,",+,1

l-,_1lB,l,

I'ni+, -(",,+r)18,,,, I v, = 1,2,

lB'l >

De esta.s desigualda.des
válido para un ./ - ciclo
per(Ii")'-+ oo cuando r¿

existe una cascacla de .f -

> ,lB-'l v, = 1,2,"',r-1

!rP I

2l" tt'

se obtiene que ,\rc'(/i"o ) < (2^)'. Bsto taml¡ién dcl>c sel'

Iio con n ) 116. Luego si I > 1, corro r es fijo ¡,
---r oo se contladice esta riltir:ra desigualclacl, es clecir, no
ciclos. tr

En el CapítLrlo 4 ¡rrol:aremos
de ex¡ra.nsión es la mejor posible.

clue en el Teorerna 4 la condición sol;re el factor
Bs decir, contruiremos una función expansiva, <[e

factor de expansión igual a 1, la que tiene una cascada de ciclos.
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Corolario L Sea .[ e I,t(I). Si f es topológícamente cottjugrukr o unrt ]'un-
r:ión lineul a petla:o.s e.r¡.ran-siua en.tonces t:ristcn J-ci.clos Lopokígi.cantent.e transil.i-
oo.§ Ct,"',C,; L < | S #f U) hl que la.tutiótt disjunt.a de los conjtut.tos

^(Cr,.[)... 
. . A(C,. i) rs rtsitlral an I.

DeurostracióIl: Sea .f € ,11(1) topológicamente conjuga(ia a una lurlción lineal
a peda.zos expansiva g. I)or la. Ploposición 3la fri¡rciriu g Iro tiere sutlirlctos
ni intelvalos errarrtes, cs (lecir, S(g) U E(9) : 0 EI Teotema 4 uueslt'a clrte Iro

existeu casca(las dc g - cicios, 1;ues al ser' g lineal csl,¿r es exiransiva de factol cle

ex1;ansión rna.)¡ol' qr.1e 1 . Luego. aplican(lo el Tcolcnta 1, teuemos c¡re el coujr.rttto

A(9) se colnponc sólo cle las cuencas de los ciclos to¡rológicanrente tt'ausitivos. Pot

la coljugación, Io nisnlo ocurle ¡rara .f.

En io que sigue estuclialenlos hasta que punto estas conrliciones ueces¿u i¿rs sol¡r'c

la unión clisjunta A( / ) dcl Teorema 1 son suñcieutes i)ala que una función ./' 5
Af U) tenga un nrodelo iilleal a pedazos cxl>ansivo. De hecho plobatnos rltrc si

f e NI(l) tiene un sólo .f -ciclo topológicamerrte transitivo C co¡ I - A(C,.1')
rmmelable entonccs .f a<lmite moclelo lineal expansivo. En cste resultado Ltsa.rrtos

el teorerna cle N{ilnor- ¡ Thulst,on ¡'alguuos leuas ptevios.

Lerrra 1 Scan .f € n'l(l) y A C I un conjunt.o cenarlo Lel quc ?oro to¡lo intcr¡:alo
abiert.o JCI..lOAlq -*i..."ólo si f(,])nAl q. lf¡úottces Ae I-A sot¿

posi.l,i uantent.e f- irtttt.rinnt e s.

Demostración: Sea r¿ e ./(A) entonces existe y €.4 tal clue ./(y) : x:.

Sal;er¡os que l)ara todo ¿ > 0 (a - e,y * e) n,4 f / Entouces pol hi1>ót<:sis

.f (y-e .,y+e)nA f $. Cono.f escoutinuay rE.[(y-c,yle) pala todo s > 0,

tenenlos quc r € A, pues A es cettado. LLrego .f (A) C A. Allota sca ¿ e .f (1-¡l)
entonces existe y € I - .¡l t,al quc "f(y) = ¿. Sal¡emos que 1-,4 es abierto, Iuego

existe Éo>0 con (y-eo.,y +s0) C1-4, es decir, (y -eo,?J | €0) n/:d
Io cr-ral implica .f (y - ro,,y +.0) nA =ó y por lo tanto ,l A, de cioncie

.f(I-A)cI-4. n
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Lerrra 2 ,9eon. .f .g € ¡1(1). ,Si.9e C(l) cs ttna sen.í.con jrryación. de f con g

cn l ¡¡n ca s:

(i) .sop(;) I o:

(¡i) sop(.p) es un cottlrLrtto cerradc-', ¡to ticne pnntos aislatlos y cs rto rttnLtrcblc;

(ii.i.) prr« ! otl.o intr,:.rvnlo ebicrto J C I, .l ñ.:op(g) * ó "i u só|.o.:i .f (.))ñ.sop(p) I
ó:y

(it) .sop(p) t I - -"op(p) son f-posilir«ntenle i ¡t t,ariattl.e s.

Demostración:

(i) llsto cs clalo ¡;rrr-'s ? cs crccicntc ¡, soblcl'ectiva.

(ii) Si l I topl.;) elltonces existe intelvalo al;iclto J C 1 conlcuieudo ¿ x: tal
. qLr<r ly(J)l :0. ,^\sí I - -rup(p) cs un al;ierto y ."o1)(p) es ccllaclo. Por

otlo latlo. si y es un punl.o ajsla<lo cle -sa¡r(g) tenemos cluc erisLe e ) 0

tal qLx' l;(rr - ¿.y + e)i >0:, (y-e.y * e) n -sop(g) : {v}. Esto iurplica
que ly(v.y+s)l =61, lp(y -€,y)l = 0 lo clue contraclice y € -sop(,p).

Pinalnrente toclo conjunto pelfecto en ti- es uo numelal;le.

(iii) Sca J u:t irtterr-alo abiclto. Co¡ro 9GU)):,pUQ». se tiene ./ r-l -"ot¡(p) I
o <=+ l,:(./)l > 0 <+ lsk(]))1> 0 <- l'r(.f(.¡))l > 0 <+ .f (J) o sop(;c) I
o.

(iv) Aplicar Lcnra 1a -,,op(g) usando (iii). tr

Sea .le 11(/). Notalemos por 7"(.f) al conjunto 7'(.i) u{0, 1}. Sca Li un
al¡ielto <lc ,l 1al (lue .f (tl - T-(.f)) C ti. Si J es rrna com¡ronente concra cle [,,',

elrlonces t-(1)f\J = ó para toclo nr ) 1, o existe ni.)1 tal qt,c .1"'(J) !J.
En est.e tiltirno caso dccinros qr.re J es pelióciico.

Lenra 3 ,Setn .[ € ¡1(/), I € C(I) una Ju.nción que semiconjug<t a .f con otxt

futción g y.*ea C rLn f-ciclo topológicanrcntc transitiuo. Entonces, in.t(C) C

sop(,,t) o irtt(C) C I - -sop(p).
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Demostración: Denotemos por so7r".(9) al corrplcrnelto cle -sop(rp), el cual es
tttt cou.irurto ai;ielto. Si int.((.:) (.srl(p) crri.onccs irrt(C) n sop,(9) cs un al;ier.to
rro vacío. Cono .[(int(C) - T'(.f» C int(C) ,r. ./(.s<,2.(:r)) C -.o?" (p) se clertucc
qú.' .[(;nt(C) n sop'(9) - 7'(.f)) C int(C) o .so¡.lg).

Sca .,/ una conlponerrtc de z.nf (C)O-<o¿''(p). \'canros r1ri, ./ es l;e liclciica. Si iro
lo fucla. I : Ú;;(/, ü) es tal que .f(¡) c f C C. Cono .f cs topológicamenre
t,r'ansitir.o crr Cl se tierrr: 1¡ = C ó int.(lr) = /. Como htt(lt) I / se t,icnc
F - C, J ft F + ó lo cual es uua contradicción. Así, ./ clel¡e scr per.ióclica.

Sea. rr el pr:r'íoclo rle J y G = U?l;l.fj(J) qrrc cs cclr.aclo, posit,ivanrentc
f-irrr.aliante e i.n.t(C.;\ f /. Nccesariar¡c¡r te (J = C. pr:r.o inf (C) n..o2(9) C
G n (so2(9) U irrl(C)') - C; - mt(C) n so2(9). que cs finito ¡, conro -ro¡(9) no
tir,:rre lrrrrrt,os aisla.dos inl((.:)n sop(g):6. tr

Olrservemos que ill(C) C 
^(C,.f) 

c i.n.t(C ) n -so¿(rp) = p irnplican .,1(C..1 )a
.sr4r(9) : / (pues .sop(g) cs ¡rositiva.rrentc./-iniar.ia.nte). Luego l;ajo las rtisnras
corrtliciorres del Lema 3. A(C, .f ) C -.op(p) o A(C, .f ) C -§o1)(?),'.

Teorerna 5 ,9cun .f € ¡,1(1) y C ut f-ciclo I o¡tológictt tt entr: [xuts.itiuo l.ttL r1u.c

I - A(C,.1) e-" nuneroblc. Dntoruccs .f cs con.jug«drt l unu .firnci.ót u.nilornr:ntanlr:
lirrcal o, perlcos t:t:¡sa n -< ira.

Del.nostración: Sea .f € ¡f(/) y suPor)garrlos .[ tienc un / - ciclo to¡roló_
gicanrerrte t'ansiti*o c tal <¡ue I - A(c,.f ) es ,u.rcr.al¡le. por. la pr.oPosició.
2 ¡, el l'eolena 3 existe 

" 
e O(I) cLecicntc r. sol;r.e¡,ectiva que scmiconjuga .f

con urla función uniloInrernente lineal a 1;eclazos expansiva. Adenlás por. cl I.crna
3 A(C, f ) C so2(9) ó A(C,.f ) C sop"(tp). Esra, riltima posibiliclad inrplica
i¡,e sop(g) es uu'neral>le. lo rlue es i..rposible poL (ii) dcl Le,ra 2. por lo ta.to.
A(C,.f) C -"op(p) y conro .sop(9) es cerr.aclo 1 =
conjugaciórr.

A(C,.f) : sop(p) y p es una
¡

]ll resultado cle Pa.r'r., 'I'eorema 2, es un caso Par.ticular clonde cl .f - ciclo toPo-
lógicarnente tra.nsitir,o C es todo el intetvalo 1.
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Las siguieltes a1;licaciones en l,I(l) son ejcrrplos de funcioncs que satis{acen
Ias hiPól,esis,:lel 1'corcnra 5 ¡, c1ue, por lo tanto. tienen modelos lineales exl;ansivos.

Ejernplo 1: Cousiclelcmos Ia lirnción ./ dc la frgula 6. Si [.r:1, J] cs rrn / -ciclo
tolrológica nente tlansitivo de per'íodo 1 cntonces I - A(1r7,1],./) : {0, r:s,:r1, 1}.

Fig.6

Ejemplo 2: Sea ia función g clc la. figura.7. 1;ara esta función su1;ongan.Ios que

[e:s, 1] es un y -ciclo topológica mcntr: tlansitilo cle pcríodo 1. Entonces 1 -
.a([r,:]. 1].y) = {0, 1,r¡,r'1,.rr,...}, 

". clccir', cs nLunerabie.

Fig.7

x
'l

x
0

0xx x32 1
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Ejernplo 3: Si cn la hrncjón /¿ de la figula S,

ciclo lopológicanlr:r¡1e tralsitir.o cle pcr'íoclo 2 eutonces

{0,yo,ltt,1,i¡:1,:1:2 ¿3.,lint,,-,,.":i:,].

[0,yo] u [yr,l] cs un h -

1 - A([0, y6] u [y1, 1], h) =

Fi9.8

xx31x
5

xx2t
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CAPITULO 4

FUNCION EXPANSIVA Dtr F'ACTOR DE
EXPANSION IGUAL A UNO CON CASCADA

DE CICLOS

En el Teolema.4 cle¡rostra.mos que una hrrrción expansiva clc lactor de expansión
mayol qr.re uuo no ticne cascacla de cicios. En este capítulo velcnlos la necesidacl cle

(i) 7'(.f)= {c};

(ii) .I(c) = 1, .f(1) =0 y 0<.f(0) < 1;

(iii) f f(x) -.fj)l > 1,-vl para lodo i¡: e y cr.r r.rn mismo intelvalo de

rnonotorricidad de .f (i.e., expansiva de factol cle expansión igua.l a 1); y

(iv) existe cascacla. cle .f - ciclos ¡rlopios genelada por 1 -- llo ) Rt ) Bz,. - . 
,

corr /3,, urr .I - ciclo de 1>críodo 2", c e irrl(B,) y AB" C á8,,+r pala todo
r,)0.

Suponganros que uua lunción / € .41(1) como la desclita existe. I)eclucilcrnos
condiciones necesarias soble Ia estluctura de los / - ciclos B^, como tat¡bién del
conrpolta nriento <le .f en cstos ciclos para. toclo n ) 0.

Sal¡emos que 81 es un ciclo <le perío(lo 2 con t)Bt ) ABo : {0, 1}, c € int{By)
y .i(c) : 1. I-uego -Br debe ser I¿ uniótr clisjulrta de intelvalos ccllados -B11 y
-812 como en la figura 9 y tales c¡:e c € int(B¡). .[(Brr): Brr, f (Brz) : Bt y

./ decleciente sobre -812.

Fig.9
0
L_--___-__\_._-._.

B
11

!-__r_--_-_--____

B
12
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Las condiciones 0Br C A82 y pcr(82): 4 implican la. existencia de iutervaios
ccllaclos ¡. clisjuntos Bzr., Rzz, Bzs ! Bz,t cuva unión es el ciclo "B2, adenrás
1321 U 822 C Bt Y Bzz U Bz,t C Br:. \/er ñgura 10. Considerando que c €
int(Rr) ninl.(R1y) :, .f (c):1€,9¡a debemos tener f@rr): B2r ó f (B2t) :
824. De .f(1) = 0 € 821 se deduce ./(B¡) = Bzr. Iuego si f (B¡): Bzr eutonces
B21u B21 es ur1 / - ciclo de per'íoclo 2, Io que contladice per(82): 4. Por 1o tanto,

.f (Brr) : Br,' .[(Bru): B»' .[(l]zr): Dzt, .f (Rn) = Br:. Dcclrrciltros tarnl¡iéu
quc c € int(822); de doncle ./ tlebe ser creciente sobre 821 y decreciente soble
Bz¡ ! Bzt.

I' ___&_
Fig.10

0

-a-'BB21 22

Sirnilarmcnte Be es la unión disjunta de inten'alos cclrados 83;, i : 1, . . . , E

tal clue 831 u 832 c Br." Bu U -B:.r C Bzz, Bzs u -836 c Bzs Y Bz¡uBzsCBz4
co¡.)o Intlcstra la figr.rra. 11. La condición .f(1) :0 inplica ,f(A.r) : 831. Que
.f(l)rr): Bzz y .f sea cLeciente soble 821 obliga tener l(A,rr) : Bzs. De

.[ U)T) = Rzz ! .f cleclecieut,c so)rre R23 se deduce .f (Btt): B3a. La única
folnra tlr: cornpletar el ciclo ,1J3 cs tcncr' .f(/3..,) : B"r, I(By): Bn, .f(By):
Bx, .f (B¡e): Bzz ! .f(Bm) = 836. Aclerrás como .f(c) :1€B:s y c€int(fu)
entonces c € int(B¡;). Luego .f ser'á creciente sobre Bgr ! B.¡t y clecreciente
sol:r'e 83.¡, 835, 836, 837 y B3s.

Fig.11

_LB^.
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Iin gcrrelal si .I e ¡1(1) es tal c¡uc (i), (ii), (iij) .r, (iv) e:rl;onces nccesa.r'ia mente:

(r') El f cicio -/j,, cs la unión rlisjrrnta de intelvalos celrados B";. i = 1. . . . ,2"
taics clrie si i,je {t,...,2"} con d(j cntonct's r:<y V(r:,y) €8.¡xB*;
¡,Vn>0.

(vi) B"; ) Bn+t zi-tU Bu+tzj ¡,el punto fi'ontela
ximo de -8,, .¡ ) es el punto fi-ontera mínimo clc

R.+tu) V"¡: t. '2" ,v Vn ) 0

(r'ii) Exisl.e r'(n) e {1.....2"J dc moclo quc si j
es crecientr: soble .8,,, si j < r(l), .f es

c Q ittt(B.,r,t) V¡¿ > 1.

(r';;;) ,'(1)= I l'

2r'(ri - 1)

2r'(n - 1)- 1

urirrir¡ro rl,' 8,,; (r.s¡r. rrrá-

Bn+.t 2j-r (resp. rrárimo cle

€ {1, ..,2"} r:rl,onces: .f
decleciente si j > r'(rr) r'

I-i
si rr es pal

si n es impar', Vr¿ ) 2.

(i* )

(,, )

r(n ) (1)

lixiste ¡rernrrrtación o,, de {1,. . ,2"i tal que ./'(8";) = B" ",,a¡ V j =
1, . . . ,2" .r' V¡r ) 0. arlcrnás o1 : (21).

Pala n ) 1 y I € {1,.- ,2"} tcnemos rlue:

Si jlr'(rr) crlto¡rccs

( Jo,,(i) - t
a,,*1(27 - 1): {

[ :",, (, )

o,,+trri) [ 
)""(i)

[ :",17,¡ - r

(2)
sl -7<

si j>

(3)
si j<

t(" )

'(" )

'(" )

,(" ).



Si i:r'(n) cnto,ccs

4,,*,(?.1 - J)

2""(j) si n es pa.r'

)""(j) - I si n cs iruirai

2""(j) - 1 si rr es par'

2""(j) si rr cs inrpar.
(5)

I)e hccho: sal¡enros (luc pala toclo ¡¡ > 0 el .I - ciclo l?,, es cle ¡rcr'íodo
2", cs <lecir', 13,, es Ia uniór clisjrrnta <le 2" in1.r:r'r,¿rlos cer';:arios. I)t'nol,cnros

1rot B,, 1,...,8n2" a estos inlelr,alos según su orden clo rlistlibución clc izrlrriclda a
clclcclra. ell /. Couro 8,,+t C B, cada componcnte conexa cle -/3,, clebe contenel
'per(8,,¡1) lpcr(B,,) : 2 cotttl;oueutes de 8,,11 . La nrrrtteración asignada. a cstas
cor r.rlrorrerrtes y la conrlición AB, C AB,,+t i;clmiten tleclucir' lácihlente (v) 1, (r,i).
Vcr' figula. 12.

Fig .12

+1 2 j

Oonro 7(.f) : {.} :' .f(1) :0 tenct¡os c¡te necesa riat¡et r1,e .f es c¡ecie¡te
en [0,c] )' decreciente en [c, 1]. El clue c e int(8") im¡rlica la cxistencia de una
colrlporlente cle 8,,, denoténrosla. 1;or ,13,,(.), tal quc c € izl(8,,,1,,1). Luego
concluimos <1ue sobre cada corryonente a la izcluiercla (r'esp. delecha) de B,.1,,1
la fLtnción ./' es clecientc (rcsp. dccleciente), es decir, (vii). Por otlo lado, conro
r(1): 1 r' c ( irrl(8,11) declucin.ros clue si r(n)= j entorces r(n * 1) :2.i -1
ó r(n{1)-2j.

(4)I_I

v

,,,.r(rj) : 
{

B"Bn r z¡-t



J)a.clo r¿)0 e zl €{1,..,2'} existe /€{1...1"}\{í} ra.i que .f (B-;):
B"¡. llscliirarnos j = o,,(i.). La tl a.nsfornra ción a, asi dr:finida es urra. pelmut,ación
cle {1, . . .,2"i, pLres /1,, es utt .f - ciclo. Aclcmás .f (B-) : Be ¡, .f (B1r) : Rrr,
cs rlcci¡'. o1 = (21). Lrreco sc: cunr¡rle (ir).

Sea j e {1,...,2'i. Si j < r'(rr), es clecir, si ./ es clecielrtc sobre /3,.,
errtorrces .f (8,+t r¡.t) (r'esp. .f(l3,,..1 ,;)) dcbe sel igua.l a la cot.t.tpotrctrte cle B.ar
contcnicla a. la. izcluielcla (resir. rlelccha) rlc 8,,,.1¡;, <llgarnos .f(11"+1 zj-r) :
Ru+rrn,,(i)-, :, .f (8"+rr¡\: B^¡r:,,,1r¡ (i.e., si .l < r(n) cntonces 4,,11(2j * 1) :
24"(i) - I 1' o"+r(')i):2o,,li)). Pol ot:o laclo. ett cl caso j > r'(n), es

clecir', si .f cs cleclccientc soble -B,,, cnto:rces .f (R"+r z¡-t) : 13.+t 2o,,U) -v

.f (8"+t,,) : lJn+tzo,f¡)-t (i.e., si 7 >r'(n) entonces o,,a1(2j * l):2o"(i) y
o"+t(2i\:2o"(i) - 1). Pol lo L:tnto, sc vctifica (:) r' (3).

Scguitlarncnl,e sea 8,,-1 t = [rr'0, yi,] collrponente concxa dc 1J,,-1 rlue contienr:
err str inteliol al punto cr'ítico c. cs decir', r(n - 1) : ¿1. Conro c € int(B.), y
B"z¡-tU B,t; C B^- ti cntonces. c€ 8,2¡-1: [r:6,yt] ó c€ 8,,2;: [r'r, yo].

Sulrotrgauros que c € ittl(8.2;), cs rlccir, r(n) = 2i :2r(n - i). De .f(c) : 1

se <lr:clucen ./([.o,yr]) = B.-tz.-' : [a¡, 1] )' .f([x,r,y0]) = B-2":1c1,1] 1;a.ra

algunos rtg -\' (r1 reales tal clue úo < a1 < l. \:er' figura 1.3.

Fig.13

*..-.---roo oz 01

lzrl- r
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Tenemos c¡re .f(r6) = ¿0j pues f (yo) e 1"r.1]. Adernás .f2"-'-'1ro¡ = ro ,'

Bn zn

'--..-Yt

.f'?"-t -t (1) : .¡:oJ pucs B,-1 es un 2"-r ciclo y' si .¡"2"-'-r ic6) * i¿o entonces r¿0

es utr punto pelióclico en una ca.scada dc .f - ciclos 1o clue es una. contraclicción. Así

.f(yo) :.r1, pucs si f(.¡io) f a, entonces l(r,1) = ar, .f2"-'-1(n,) : r¡,, .f(y,)- ar
v .f2" '-1(rr2) :.¿:1 clc clortde r:1 es un Punlo pclióclico, cont r'¿rclicción.

Bnj

tEr----+¡----r Fig.11
G1
J--------- \--v--.-.-J

4., r¡-, 4., ,¡ 4.1zn'!-l 4rl2n"

Sea j = 2i. Declucimos clue c € inll3,,+t 2j-r. pues .f(.) : 1 /. 8,,'"1 2"+,-1 --
.f (8"+, z¡) t' c € inl(,B,,11). Ver' figula 1.1. Lr.rcgo r'(n) : 2¡1r, - 1¡

r(nf1):2¡(r)-L

En folrna sinlilal al suponer c e int(R,.,2;-1) concluirlos rluc r(n) : 2r(n -
1)-1 :' r(n*1) :2r(n). Luego r(n*1) cs 2r(n) ó 2rQt) -1 alteuradamente.
Como r'(1)= t. r(2) :2¡(1) y r(3) :2?'(2) - 1 tener¡os (1), es dr:ciL, (r,iii).

De ac¡uí tlecluciuros lácilnrente quc si j: r(r¿) entouces se cuuPlc (¿) y (S).

Esto cornplcta la vc¡ificación clc la propicclad (x).
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Cou estas coudiciones neccsarias, construilen.los ,/ incluctivamellte en ]r¡s co¡n-
plerrtentos cle los .f - ciclos 8". Más precisameute l.r fu¡rción ./ se clcfinirá
irrrluctiva mente eu una sucesión Ar, A2. A3.. . . de conjuntos celrados clisjuntos con

G;7; : I cle. modo (iue el .I - ciclo B, cstar'á dado por (.1, U,t, u -.ltJ.
iixlelrtiiendo continuanreute ./ cluedarii definicla eu tocio 1.

Letrra 4 Scn¿ 0<o<B<a con. al iS 11. Ento¡tccs c:¡i.s¿c,? oir l3¡., i:1.,2,:l
t«l que o: or +o.2 +o3. ll - l\+ pz+ llt /J: ( or I §t I at. liz I c.,z < ll¿* lt
! a< ll1 + il2.

Detrrost¡ación: Sean 0<a<l <.1 con a+P< l. Elcgimos o¡.8;. i:i.2,3
tal cltrc ri1 * n2 * o3 = o .t' fr * Bz,t []¡: B nrr:diarlt: ci siguir:nte algor.itnro:

a ) Sc e1i.je o3 tal <1ue o3 > o y a1 -l- cr2 ( p.

b) Sc cii.jr: lrr tal (tuc d < dr < at ! l3z *,4 ( or f rr.¿.

l)ol a) o1 *C¡¿1ú*i3z-t92.

c) Se cli.je o1 ta1 rlue ar ( iJr I az< Éz*lJs.

l)ol b) ;/2 * /Ja ( or * crz.

d ) Sc r:li.ir: ,,112 t.al r¡Lrc & < ,,, l' [J:t 1 at. o

Construcción Básica
Searr J C 1 rin irtelr.alo cellaclo -y a,ll y ^i núlncros positir.os talcs <1Lrc

l./l : a + i7 + i. Po¡ tlisectar' .-I segiur (o,13,l) se cntcucicrá cl Proccso cle elegir'
ilrt,cr.r.aloscct.t.aclosJ(m=J(r)uJ(2)u./(3).nlar../(l):
ntin.l('2). nr«.i./(2) = nri,r,/(3), U(1)l : o, l/(2)l = tJ y lJ(3)l - t.
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Cor.rstrucción de .f

Pala clefinil Ar J' Br tal clue 81 =
llisr:cl,aclo segrin (c,1 - (« + l). ü) donde a
tlct cnr tittauros Ar : /(l) )' R: = iJr l) Rr2
figura 15.

{ el intervalo 1

y ü son positivos
con .811 - 1(1) y

: [0, 1] debe ser.

y a+b < 1. Así
Br: : 1(3). \'er'

F+o
:

---{ Fig .15

\---------\------- \-----------rzJ

Clonro -/Jr tlel¡e se¡ un ./ - ciclo cle Períoclo 2 ¡ .f exPansiva exigil.nos clue
b < «. ¡rLrr:s salrcnros rlr¡r'r.-s ¡rcccsaLio tcrrr:r' .f(812) : Brr, .[(Brr) = ¡3r., t
r'€ ittl(1)11). Cilaranrenle es ¡rosil;le elcgir' « ¡' á con cslas 1>r'o1>ic<1ades.

Scgtt icla rt.tcnte pa.ta dct,clrttinal Az l, 1i2 clel;emos tl'iscctal B¡ 5, fir,
segrirr (nr,n2,c.) )' (1,,. ó2. ó3) r'espcctivamente, pa.ra. algunos tL;,b;; i : 7,2,3
lrositivos talcs clue e-a1 +02+as y ü:ü1 lb2 lfu. Qucclan dcfinirlos
así .4t : An U An j' /J, = Llr U /r» : Bzt U [Jzz U Bzz U ]32.t taics quc
l)21 = 3r,1¡¡' Au - I)tt(2). B::: = llrr(3), B¡ - Rl(L), Azz: Rn(2) -\'

Bzt - Btz(l). \'er'figula 16.

Fig.15

8,, A,., 8,, A1 %, A, B*

8,, A1 8,,

F- Cl

h- ñ --{

i i-oii2
Fbri2-'li

b

b
2

\___1r-_-_____J

8,, 8,,,

i--b--ilii-ii
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Sabenros que .82 es un ./ - ciclo de período 4 tal qr.rc .f (Bru): Br, .f (B2r):
R2i, .[(]ln): Dzt, .[(Rzz) = Bzl )' c € int(822). Couo A2 q 81 coucluimos
que ./(,:lrr) = Azt )' .f (Arr) ) 422. Lucgo ¡;ot'la nccesalia expansividad dc .f los
o;,Lt¡, i :1,2,3 sa.tisfacen la.s clesiqualclades 1.,3 <.n1 I b1 < «3 v ó2 ( n2 < ó:*ós.
'Ia.lcs «¡.ói eristeltj basta al;li,:al r:1 Le¡lta { con a = (r , iJ - ü ¡' o:0.

La frrnci<jn .f1,41 se dcfi¡rc morói,ona, tlccrccir:n1.r:, cxpa.nsiva, clc: r'lasr' (lo r, l,al

qrre .f (,41 ) = At tJ ])zs U ,,12,t.

Soble A2 ]a función .f taml¡ién dcber'á scr'nlouótonaj erpansiva,r'rk: clasc C0

en ca.da col)rpo erte conexa de ,,12, dec|eciente soble ,422, crccicrtc soL|e ,421

y .f (A.zz) : .,12r. Pol la necesaria conlirttriclad v erpansividad de .f la imagen clc

,'12¡ tenclr'á (lue conlcncl ¡rlopiamcnt,c a ,42¡.

Pala. tlefinir' .f (Arr). A, y -83 tlisectalcrnos los iltervalos 132.¡, j : 1,2,3 dr,'

rnodo clttc cacla 82¡, -t = 1,2,3, sea la u¡iótt {e iutetr.alos ce¡taclos [\.2¡-¡, A3¡
y Bt ü. \Gr ligLrla 17.

Fig.17

%r¡-,

Detc'rrni a.r'cnros así .,13 = U,i=r Aa ; y [J3 = U:=1 -/r3 r clue sabenros clebe ser'

un .F- ciclo tal qrre .f(ll¡;) : Bz"tU), Vi:1,.-.,S y c 6 zizl(l?33). Conro
A3¡ C 82¡ Vj :1....,4 también es uect¡salio quc .f(A3a) : Asr, .f(.4:r) :
Aal, .f(A¡¡) - An ), .f ( Arr) ) Arn.

B
32j

A
3J
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Atencliendo a la continuidad y expansivicla.cl que irnpone la construcción de .f
se dcl;e tcner' .f (Ar.,) = ,422 u B3i U As,t !

lB.¿l < lBr".r;rl V, l3: r(.1),

lA.¡l < lA,",otl V1 l2 : r(2),
(6)

lA¡u I < l.aa.,l+ iBr.l _y

l,t»l - 1A221 < lB.rl+ 1.4..,

Afilnra¡nos clue la tlisección clc las corrrl;oncntcs dc 82 con cstas plopiedarles
es pos ilrlt:.

lin el'ect.o, scan .r = lBzzl, P : lBr.tl 1' o : l.4r1l - 1Arrl. C)onsiclela:rclo
qrrc 0<ó<'ll< o ]' o+B < 1, aplirluemos el Ler¡a 4 irala o;' B
y tliscctr.nros llzt según (o3,a2,o1) \' Bt.t segírn (l3r,Br, l3.), es clecir',

i-¿i331 : o'3. lArrl = or' l8.rl : ot, lB"rl: i|r, lA"ol = 13, y lB¿d = llt.

Sr:an '¡': lBnl r' á= lBr.1, notemos rlue B(?<á<o. Elijamos

1¡, á;, i:1.2,3 t,al clue 7:^i).+^i2*^p,5 = ár *áz*á3 y proporcio¡a i¡icnte
conro crr la figLrL'a 18.

Fig .18

es decir,Tlisectcmos Bzt

la.,l : r', lArrl = ^ir,

según (1r.,^tr,lr) y

lB"rl: tr, llrr'l : ó,,
Bzs según (á1 , á2, ó3 ),

lArrl :ó, Y lB¡ol :á:.
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De las desigualdades que por el Lerna 4 satisfacen
lrcclro que 0: < ^i¡ < ó¡ ( ci; pala todo i,j tal que
siguientes propieda.cles:

los o;, B¡, j:1,2,3 yel
4 deducimos las

iL < ^it < 6r ( crr 'í lJt <'iz < ó; ( a¡,

lJt1T<áz(az,

az < l3z I l3z, y

o<0tt0z'
Esta.s collesponclen a las clesigualdadcs de (6).

I1n genclal ploceclcrcmos inductivamcnte.

Supongar.r.ros ck¡liritlos A,, - A,,1 U...UJ,,2"-,, l:l 
^ = B,,r U...U B"z" j,

.f 1.4"-r tal qLrc:

lB,,,l < lB" ",,r;il 
v; € {1, . ,2"} \ {r(l¿)}, (8)

J."{,,;l < 1.4,,",,-,u)l v.7 € {1," ,2"-'} \ {r(n - 1)}, (9)

lÁ",r"-,tl< JA"r"-, l+1B"r"l (10)

v

lA"_, ,t"_ul < lA"_, 2,,-,1 <lR":¡._rl* 1,4" z.-, l. (11)

Errtonces es ¡;osible definir' ,4,*1 : U?!rA-+t ¡, Bn+t : u?!l'B**r; y ./l¡1, tal
que (S), (9), (10) ¡'(11) sc cumplen para n * 1.

Para definir Au+t. Bn+t y flA" trisectarcmos cada ,8"i, i = 1,...,1',
cletermirrarrdo B¡¡.+tzi-t: e"i(1), An+t; = B";(2) y B"+rz; : B.;(3) tal
que B^¡ : B^+tt;-tU A,+t;U Bn+tz; Yi :7,"',2, de donde, A*+t :
1,.+rr U An+tzl! '.UÁ,+rz" I B-+t: B^+ttl) ..1) Bnq2"¡t.

(rl
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Designemos lcspect ivanrcnte por a, fi y a las nraguihrdes lB",Al, lB" r"l y
lA",t"-,ll-1.,1,,2"-'),. Notemos rlue dc (3) ¡rala l-2" -r,(10) se tiene 0 <o<P<
o. Alrlirluerr.ros el Lerra .1 1;a.r'a est,os ,.-, ,4 I' o cieternrinando a;, A¡, i : 1, 2, 3.

Trisecterros -B,2" segril (tlr.i3r, ll"), cs dccir'. ]8,+::,.+,-rl: dr, 1.4,,*rz"]:;i,
:' lIJ,+, 2"+tl= ¡J... It'isc'cteulos 8,,,.1,,y scgr.irr (a1,ci2,o3) si ¡¿ es imi;ar ¡'según
(n3,o2,ri1) si ?¡ cs i)ar.

Sirr pér'clicla dc gcnclalirlacl supor)gan)os rz irnpa.r. cll culro caso r'(n f 1) :
2r'(l), l8,,o1 ,(,n,t-,J = or, ]4.+r,r.ll = a: y l,J"+,,t,+tl] = or.

De Ias tlesigtraIdadcs dcl Lr:nra,l concluir:.tos:

lR¡t+rz"+t ] < l/1"*,,(,+,)-,1 < lB,*,2"+,-rl < lB"+r 't,,+rll, (12)

l.'1"+, ," | < lA"+r .t"tl,

]1"+, "r"ll < 11"*, 2"1 + 8,,¡12-*,1

-v

1.4" ,r,-,ll - l/, r"-, l< lB"*, r"*,_11* 121"+, r"1 (i5)

Ol;scrr,cmos (lLre (11) -r' (15) equivaleu res¡rectivatlcntc a. (i0) ¡, (11) pala n { 1.

l,os rcstanl,es B"¡. i I r(rr).2" ser'án trisecLaclos "plopolcion almonte" a las
t.r'isecciones cle -8,.,1,,¡ )' ll,2". urás plecisarnente elijamos 11(i),1r$) ¡, y(i.)
tal rluc srt sunla es iB,, ¡l ¡'corlo en Ia figula 19.

rdi 1 i 2 i -3 \. Fig.19

(13 )

(14)

rroi t



,,f¡)o.+J, tttt*r+82 - /".\ pli)ot¡1t51 7r(i) - ffjj cr,ronces 1r(¿) - 1ffi¡-, ^.r1i) : r¡it, 13(/): ffi

0" < t$) < o¿J .s -t t.: 4. (16)

Como lB, il < ]8,",,t'll, se cleduce quc p(i) < p(o,"(i)), de rlonde no es diIícil
prol;ar las desigua lciadcs

Trisectenros
si I es irar'.

Supongarr os

cstc caso

D

1¡(i) < -y¡(a,,(i)) Vt = 1,2.3. (17)

sr:grin (71 ('l), 72(i), 1.(,)) si i cs impar' ¡, scgírn (73(i). 1r(r), 1r(r))

2j-l pala algún j=1.....2" 1; cs rlecit'. zi cs i¡rpa.r. ett

lB,*, r,-,1 = r'(i), lA,+, il = ^r:(i) :' l1l,+, r'l - rr(i)

Liay clos posi);ilicla rles: j < r(n - 1) ó ,l > r'(l * 1).

Si j<r'(r-1) errtonccs, poL (2), o,,(i) es irn¡ral t i <r'(n) :2r'(r¡-l)-1
y por' (i 7)

lB,+, r,-,1 < lB"*, ,",,1t1-, l, lR,*r,l < lB.+tz"-(ql

lÁ"+,;l < l¡1,+r ",i;rl. (1S)

o"¡(2i - 1) = 2a,,(r) -1y o,,".1(2r) =2o"(i\, pr.res i < r(rr.), concluimos
(lue

lB.+r zi-r I < lB"+, a"+,(:;-r)l ]' lB"+r z;l < lB^*, ""+r (ri)1. (1e)

De



Sinrilarrnente si j > r(n-1) entonces o,(i) cs pare z > rQt) -2r(77-1)- 1;

Iucgo

lB,+, ,,-r l < lB"+r ,""t;ll, llJ"+, ,,1 < lB"+t t,,.tq_11

l*

lÁ.a,;l < A^+to,,ti. (20)

De o.¡1(2i - 1) : 2o"(i) v o-¡1(2i) :2o"(i) - 1, pucs i > r(n), también
cor.rcluimos (19 ).

Noternos que (12), (tO) y (t9) demuestra.n (8) pata ¡¿ * 1, asi conro (13), (16),

(tS) y (20) demuestlan (9) para ¿ * l. Sc plocede simil¿rmeute si i cs pa.r.

Así lrenros clefinido A,q = u?itA,,+r i J 1J,+r : u|]i'r"*,;. Rcstzr 1r)ostrar

corno definil a.decuaclamente la función .f sol¡r'e .4,,.

Plirrelo tlestacluemos r¡re existe elección cle A,, = U?:;' A,, ¡ )' B, :
tal que se cumple (E), (9), (t0) y (tt) Vri € N .1, acletnás A",t"ll - 0

?¿ ---+ oo,

De hecho: elijamos B, tal que

lB"r"l = ¿, Y lB, ,,t2"¡l - '\lr, v7 : 1,' ' ,2" * 1'

Las dcsigualdades (S), (9), (tO) y (tt) imponen las conclicioncs

0<c"(1, )">1

v

o < r,,-1()11,'-' - 1) - c,()r-'-r - 1)(1 + )l'-') . ",, ir,¡*l

pala todo n€N.
Si además pedimos que 18",1";l --- 0 cuando n --+ oo etltonces tlebenlos tene¡

)1"-re, -- 0 si ¡¿ --* o¡.

Sucesiones {."}"u* y {)"}"eLr con tale§ exigencia.s existen, por ejen.rplo

,":GY y lr)):>...>1tal que )1"<$.

?!,8",
cnando



Irinalnrent.c .ff,4,, se define tal que:

.f iJ,, i es monótona. expansiva v rle clasc C0 Vi = 1... ..2"-I.

.ll;1,,; es creciente si ri a ¡(7¿ - 1) I' ciecleciente sj i > r(n - 1);

.I1.4,,t"-,1 cs clecielte si n es par 1, cleclcciente si ru es itrrpar';

.l (A" ¡) : ,4, ,"1;¡ si i I rlt - t);

)'

l(.,1" .t"-rt) : Au z"-, U 8,,a1 2,1,_1 U A-+t 2,..

Si -8,, st: clijió tal que 18,,,(,)l - 0 .,,ou.ln ,, --r co cuto¡ces <le (S) l,
02" -t (2n) : ¡ (r) sc dcclrrce clue L?:rll),,;i - 0 si ?¿ -, oo. Por. lo clue si
I =¡,,e:,...1,, cr¡ro¡.os z1 - /. Así rarnl¡iárL fu4): tJ*-i( 4, =] _,.*71 = l,
es clecir'. M) = I.

i,a función .I sc clelinió soble ,{, dcnso cn /, clc r:.rodo c1r.re pueda ser.cxtcn<licla
continuanrcrlr,a / r'ósta lesulte co:rtinla urouótona a. 1>crlazos cxparrsiva -t, 1.ir1 r¡tr<:

,?: o"eru/J, r's una cascacla de / - ciclos. \/er figula 20.
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