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INTRODUCCION

Sean [ el intervalo [0,1] v C(/) el conjunto de las funciones continuas de [
en si mismo.

Para f en C(I) definimos sus iterados por f° =id, f' = f e inductivamente
f* = fo f*! paratodo n > 0. El conjunto {f*}n>0 es un ejemplo simple de
sistema dinamico. Tal sistema modela procesos naturales donde I es el conjunto
de estados del sistema y f la ley de evolucién (discreta) del mismo: {f*(2)}n>o0
representa el conjunto de estados sucesivos a partir de un estado inicial z y se
llama la orbita positiva de .

Un ejemplo de esto es la conocida familia de funciones logisticas f,(z) =
pr(l —z), 0 <2 <1, 0<pu <4, quese ha utilizado para modelar dindmica
de poblaciones con tasa de nacimiento lineal respecto a la poblacién. Ver May [3].

El estudio de la dindmica de f € C(I) (i.e., el estudio de las propiedades
topologicas de las drbitas positivas) puede simplificarse si se encuentra un modelo
dinamicamente equivalente (i.e., cambio de coordenadas) adecuado. Por ejemplo
f1 es dinamicamente equivalente a la aplicacién g(z) iguala 22si0<z <1/2 y
a 2(l—x)si1/2<a<1. Dehecho f; y ¢ son topoldgicamente conjugadas, esto
es , existe homeomorfismo creciente i de 7 en si mismo tal que ho f = goh.
Esto permite determinar, por ejemplo, que f; tiene una érbita positiva densa en
I. (ie., f; estopologicamente transitiva).

En general los modelos lineales a pedazos, asi como g, son modelos que facilitan
el estudio de propiedades dindmicas.

W. Parry en [6] demostrd que si f € M([) ( las funciones en C(I) con finitos
extremos locales) es topoldgicamente transitiva en I entonces f es conjugada a
una funcién lineal a pedazos expansiva (i.e., con pendientes en valor absoluto mayor
que 1).

En este trabajo buscamos generalizar el Teorema de Parry. Encontramos una
condicién dindmica necesaria para que una funcién f € M(I) admita un modelo
lineal expansivo. Brevemente, I debe ser esencialmente una unién finita de f -
ciclos topologicamente transitivos. Un f -ciclo es una coleccién finita disjunta de
subintervalos cerrados 1Iy,---,I, tal que f(I;) C I;4; paratodo j=1,---,n



(mod n ). El resultado se enuncia en el Corolario 1 al Teorema 4.

Otro objetivo ha sido establecer si nuestra condicién necesaria es también sufi-
ciente. Usando un Teorema de Milnor y Thurston hemos llegado a una conclusion
parcial. Mas precisamente, mostramos que si [ es esencialmente un f - ciclo to-
pologicamente transitivo entonces f es conjugada a una aplicacién lineal a pedazos

expansiva (Teorema 5).

Finalmente incluimos un ejemplo de funcién en Af(I) que prueba la necesidad
de la hipotesis en nuestro Teorema 4 y que ademads tiene interesantes propiedades

dinamicas.

Para los conceptos que se introducen nos hemos basado en [8] de Preston. El
principal resultado que nos interesa de [8] lo hemos enunciado como Teorema 1.

En el Capitulo 1 damos definiciones generales e introducimos el Teorema 1 de

Preston.

Iin el Capitulo 2 estudiamos los conceptos de conjugacién topolégica y semicon-
jugacion. Nos referimos a algunas relaciones conocidas entre entropia topolégica
de una funcién en A{(J) y sus propiedades dinamicas. También enunciamos el
Teorema de Parry y el Teorema de Milnor y Thurston.

En el Capitulo 3 demostramos el Corolario 1 que determina condiciones necesa-
rias para la existencia de modelos lineales expansivos y el Teorema 5 que generaliza

el resultado de Parry.

En el Capitulo 4 construimos el ejemplo anunciado.
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CAPITULO 1

DEFINICIONES PRELIMINARES Y TEOREMA DE
PRESTON

Sea I el intervalo [0,1] y C(I) el conjunto de las funciones continuas de 7

en st mismo.
Para fe C(I) yv x €I definimos por:

o) = 2, fi(z) = f(x),--, f7(x) = f(f*}(=)) los iterados de & por f ;

07 (x) = {=, f(z), f3(z),...} la érbita positiva de x;y

07(x) ={y € l:f"(y)=a paraalgin n >0} la érbita negativa de x .

Una funcion f € C(I) se llama monétona a pedazos si existe N € N vy

0 =cp < <--<ey <cvgr =1 con f estrictamente mondtona sobre
cada intervalo [e,crpq), £ =0,1,...,N . Si f no es monétona en toda vecin-
dad de ¢, k = 1,...,N entonces llamamos a los [ck,crs1), £ = 0,1,..., N
intervalos de monotonicidad de f vy a T(f) = {c¢1,¢2,--+,cn} conjunto de puntos

criticos de f . El conjunto de las funciones monétonas a pedazos lo denotamos por
M(I), éste es cerrado bajo composicidén de funciones.

El intervalo I estda dotado de la la topologia inducida por R. Cuando un
conjunto es abierto se entendera que este lo es con respecto a I. Si A C I
entonces A denotara la clausura de A, int(A) el interior de A, y #A su
cardinalidad. Si A es un intervalo , |[A| denota su longitud. Un conjunto A C [
se dice invariante por f si f~'(A)U f(A) C A y positivamente invariante por f
si f(A) C A.




En [8] de Preston se prueba que cada f € M(I) tiene asociado un conjunto
residual de I sobre el que es posible describir tres tipos esencialmente distintos de
dinamicas, a saber:

(1) f" es mondtona sobre un subintervalo para todo n >0,

(i) f es minimal sobre un conjunto tipo Cantor, positivamente invariante (i.e.,
todo punto en dicho conjunto tiene érbita positiva densa en él), y

(ii1) f es topoldgicamente transitiva sobre una unidn finita de intervalos cerrados
disjuntos (i.e., existe punto en dicha unién cuya érbita positiva es densa).

I5l propdsito de este primer capitulo es exponer con algin detalle este resultado pues
lo necesitaremos en los siguientes capitulos.

Comenzaremos con algunas definiciones. La letra f denotara una funcion en

M(1).

Sea J C (0,1) un intervalo abierto tal que f" es mondtona sobre J para
todo n = 0 y supongamos que J es maximal con esta propiedad. J es un
sumidero de f siexiste m > 1 tal que f™(J) C J . En general hay dos posibi-
lidades: existen n,m € N, n # m, tales que f*(J)N f™(J) # ¢ y lo contrario.
No es dificil probar que en el primer caso existe n € N tal que f*(J) es un
sumidero. Si f*(J)N f™(J) = ¢ para todo n,m € N, n # m decimos que J es
un intervalo errante de f .

Podemos formar los conjuntos:
S(fy={x€I: f*(a) € J para algin sumidero J y algiin n > 0} y
E(f)={x€I: f*(x) € J para algin intervalo errante J y algin n > 0} .

Estos conjuntos son abiertos, disjuntos y positivamente invariantes.

(8]



Un f - ciclo es una unién finita de intervalos cerrados disjuntos no triviales
C=ByUByU---UB,,_; tales que f(B;_,;)C B, paratodo k=1,...,m (mod
m). El numero m se denomina periodo de C y escribiremos per(C)=m. El f
- ciclo se llama propio si f(Bj-1) = By, para todo Lk =1,...,m (mod m).

Un f-ciclo C sellama topologicamente transitivo sies un f - ciclo y existe
x € C tal que 0f(x) es densoen C . En este caso también es un f - ciclo propio.

Puede ocurrir que dentro de un f - ciclo haya otro f - ciclo de periodo mayor
y sucesivamente. Digamos que puede existir una sucesion de f - ciclos {Cy}n>1
con Cpy1 C€ Cp y per(Cry1) > per(Cp,) para todo n > 1. En este caso si
Ci0(S(f)UE(f)) =d, R =Ny C, sedenomina una cascada de f - ciclos .
Decimos que {Cn}ngl genera a R . Observemos que necesariamente per(Chyr) es
un multiplo de per(C,) y R es un conjunto cerrado positivamente invariante (i.e.,
f(R) C R). Ademas R es minimal con esta propiedad. No existe subconjunto
cerrado propio que sea positivamente invariante.

El resultado de Preston que comentamos mas arriba y que usaremos en capitulos
posteriores dice que toda f € M(I) tiene genéricamente (i.e., en un residual de
I') las siguientes dinamicas:

(1) sumideros e intervalos errantes,
(i1) finitos f - ciclos topologicamente transitivos, y/o
(iii) finitas cascadas de f - ciclos.
Para un enunciado mas preciso necesitamos atn otros conceptos.

Si C esun f -ciclo, definimos la cuenca de atraccion de C por

AC, f)={z €l: f*{z) € nit(C) para algin n > 0}

v si R es una cascada de f - ciclos generada por {C,}.>; entonces definimos
la cuenca de atraccion de R por

A(R, f) = Nu31A(Ch, f).



Teorema 1 (Preston) Sean f € M(I), Cy,---,C, los f-ciclos topoldgicamente
transitivos y Ry, -+, R, las cascadas de f-ciclos. Entonces 1 < n+m < #T(f)
y los conjuntos A(Cy, f), -+, A(Cn, f), A(Ry, f), -, A(Rm, ), S(f) v E(f) son

disjuntos y su union, A(f), es un subconjunio residual de 1.

En esta tesis haremos uso de los conceptos presentados y del Teorema 1 en el
estudio del problema de la existencia o no de modelo lineal a pedazos y expansivo
para una aplicacion f en M([). Mas precisamente mostramos que es necesario,
para la existencia de tal modelo, descartar algunos de los conjuntos que forman la
union disjunta A(f). También probamos que algunas de estas condiciones en A(f)
son ademas suficientes para tener modelo lineal a pedazos.



CAPITULO 2

CONJUGACIONES, SEMICONJUGACIONES,
TEOREMA DE PARRY, ENTROPIA Y TEOREMA DE
MILNOR Y THURSTON

En este capitulo definimos los conceptos de conjugacién y semiconjugacion topo-
[6gica entre dos funciones en M(I) . Presentamos el Teorema de Parry que asegura
la existencia de modelos lineales expansivos para cierta clase de funciones en M (7).
Definimos la entropia topoldgica para una funcion f mondtona a pedazos. Cal-
culamos la entropia para un ejemplo sencillo y damos algunos resultados conocidos
que permiten cuantificarla a partir de propiedades dinamicas de f. Finalmente
enunciamos el Teorema de Milnor y Thurston.

Definicion 1 Sean f,g € M(I). Decimos que [ es topologicamente conjugada a
g st existe un homecomorfismo creciente h: I — I tal que ho f =goh. Es decir,

tal que el siguiente diagrama conmuta.

Q. S

[ista definicion induce naturalmente una relacion de equivalencia en M([]).
Que f y g sean topologicamente equivalentes significa que ambas funciones tie-
nen, via el homeomorfismo h, “igual” comportamiento dinamico. En particular

+ .
MT(f)) = T(g) y hO7(z)) = 0F(h(z)). Es decir, fy g son modelos de una

misma dinamica.

o



Ejemplo: Sean f,g € M{I) con

f(z) = 4z(1 — x) (figura 1)

Fig. 1

o
Ry TR, I,
—

{ 2z, z €[0,1/2)

2—-2z, =z€(1/2,1] (figura2)

Fig. 2

o
N\""L--——-- ————-——-
-

El homeomorfismo h(z) = 2arcseny/z (h7'(z) = sen’(Zz)) es una conjuga-
cion entre fy g. Podemos decir que la funcién ¢, llamada tienda de campana, es
un modelo, en este caso lineal, de la dindmica de f.




Definicién 2 Sea f € M(I). Decimos que [ es semiconjugada a una funcion
g € M(I) siy sdlo si existe @ € C(I) creciente (i.e., st z < y entonces
w(z) < (y)) y sobreyectiva tal que o f=gop.

Para una funcién continua ¢ : I — I creciente y sobreyectiva definimos el
soporte de ¢ por

sop(p) = {x € I : |¢(J)| > 0 Vintervalo abierto J C I con z € J}
Si ¢ € C(I) semiconjuga a una funcion f € M(I) con otra g € M(I)
entonces ¢ describe el comportamiento de f sobre sop(y). Es decir, las propie-

dades dinamicas de ¢ dan informacién sobre la dinamica de f sobre sop(p). Si
sop(w) = I, ¢ es una conjugacion.

“En el Capitulo 3 mostramos que si ¢ es una semiconjugacién entonces sop(y)
es un conjunto cerrado, sin puntos aislados y no numerable.
Ejemplo: Sean f,» € AM(I) con
—2x4+1/2, si x€[0,1/4)
f(x)=¢ 22 —1/2, si x€[l/4,3/4)

=2z +5/2, si x € (3/4,1] (figura 3)

el (Tt

e - ——-

Fig. 3




0, si z€][0,1/2)
ol(z) =
20 —1, si x € [1/2,1)(higura 4)

- an =

Fig.4

0 1 ]
%

La funcién f es semiconjugada, via ¢, a la funcién tienda de campana de
la figura 2. En este ejemplo es claro que la funcién tienda de campaia describe el
comportamiento dinamico de f sobre sop(p) = [1/2,1].

Ahora damos propiedades (v la idea de sus demostraciones) que permiten vi-
sualizar mejor en que medida el concepto de semiconjugacién entre dos funciones
“respeta” la dinamica de éstas.

Sean f,g € M(I). Si v € C(I) esunasemiconjugacion de f con g entonces:

(i) T(g) C@(T(£)):
En efecto, sea ¢ € T(g), supongamos sin pérdida de generalidad que c es
un maximo local de g. Notemos que 7 !(c) = [z,y] y existe € >0 tal que
gog=wo [ escreciente en [e —x,z] y decreciente en [y,y + €| , de donde
(2, 9] N T(f) # 6, es decir, ¢ € p(T(f))-

oo



(i) Si C es un f-ciclo topolégicamente transitivo y sop(y) N int(C) # ¢,

entonces @(C) es un g-ciclo topoldgicamente transitivo.

De hecho, sean By, ..., Bn_1 las componentes de C. La condicién int(C)N
sop(yp) # ¢ implica que existe j tal que (B;) es un intervalo cerrado no
trivial, ademas como claramente ¢"(¢(Bx)) C w(B;) cuando f*(By) C B
tenemos que todos los ¢(By) son intervalos cerrados no triviales con interiores
disjuntos, de donde no es dificil probar que UJ7'¢(By) esun g - ciclo de
periodo m 6 m/2.

Sea a € C tal que 0F(z) esdensaen C. Si 0F(p(z)) noesdensaen ¢(C)
entonces existe intervalo abierto no trivial J C ¢(C) tal que g"(e(z)) € J
para todo n > 0, esdecir, f*(z) ¢ ¢~ !(J) paratodo n > 0. Esto contradice
que C sea topoldgicamente transitivo, pues ¢~ '(J) estd contenidoen C y
tiene interior no vacio.

(iii) Si R es una cascada de f-ciclos y sop(¢) N R # ¢, entonces ([2) es una
cascada de g-ciclos.

Sea {Cn}ny1 un generador de R. Como RN sop(p) # ¢ tenemos que
C,.Nsop(p) # ¢ paratodo n > 1, que sop(p) sea positivamente invariante
por f (Lema 2 (iv) ) permite tener int(C,)Nsop(p) # ¢ para todo n = 1.
Por (ii) deducimos que @(C,) es un ¢ - ciclo de periodo per(C,) o
per(Cn)/2, ademds @(C2)N(S5(9)UE(g)) = ¢ pues C2N(S(f)VE(S)) = ¢.
Luego {¢(Caa)}us1 es un generador de una cascada de g - ciclos R’ tal
que R = Nus19(Can) = 9(NaziCan) = 9(R).

(iv) S(g)U E(g) = ¢ sisélosi [S(f)U E(f)]Nsop(e) = .

Es decir, tal como dijimos ¢ traspasa a ¢ la dinamica de f sobre sop(y).
En el caso sop(p) =1 ( ¢ conjugacién ) tenemos la igualdad A(g) = @(A(f)).
Ver Teorema 1.

Definicién 3 Sea f € M(I). Diremos que f es:

(i) Topoldgicamente transitiva si existe v € I tal que 0F(x) es un conjunto
denso en I (o bien, I es un f-ciclo topologicamente transitivo).

(11) Lineal a pedazos expansiva si sobre cada intervelo de monotonicidad de f,
esta es lineal con pendiente mayor que 1 o menor que -1.

(111) Uniformemente lineal a pedazos expansiva si es lineal a pedazos expansiva y la
pendiente en cada intervalo de monotonicidad es unica salvo signo.




Notemos que una funcién f en M(I) es topoldgicamente transitiva si sdlo
si cada subconjunto propio de I cerrado y positivamente invariante por f tiene
interior vacio. En efecto sean f € M(I) y F C I tal que existe = € I con
5%‘_) = I, F es cerrado y positivamente invariante por f. Supongamos que
int(F) # @, luego existe n € N tal que f*(z) € F, como f([') C F tenemos que
Gf(f"(m)) C F yporlo tanto F =1, pues I =0](z) = Of(f”("c)) cF=F
Inversamente sea [ € M(I) tal que para cada subconjunto cerrado F de I y
positivamente invariante por f se tiene F' =1 o mnt(F)=¢. Sea U un abierto
no vacio de I y formemos los conjuntos V = f(U) # ¢ yv F =1-V. El
conjunto F es claramente cerrado y positivamente invariante por f, de donde,
como F # I tenemos que ini(F) = ¢ y porlotanto V es un abierto denso de
I. Sea x € I, el conjunto 9';(:1:) es denso en [ si sélo si 9}'(1) NU # ¢ para
todo abierto U/ de I, es decir, si sélosi @ € f~*(U) para todo abierto U de I.
Luego para que f sea topologicamente transitiva basta mostrar que la interseccion
de abiertos densos L = Nyap. gerf ™(U) es no vacia. Sea {Un}m>1 una base
numerable para la topologia de I, notemos que N>y f~"(U) es una interseccion
numerable de abiertos densos contenida en L. Es decir, no solo existe un punto en
I cuya orbita positiva es densa en [, mas aun estos puntos forman un residual de

I

Sea f € M(I). En general un f - ciclo C es topoldgicamente transitivo si
solo si para cada F C C cerrado y positivamente invariante por [ se tiene que

F=C ¢ int(F)=¢.

Ejemplo: La funcién tienda de campana de la figura 2 es un ejemplo de funcion
topoldgicamente transitiva; de hecho, sea F C I cerrado tal que g(F) C F
e nt(F) # ¢. Sea J un intervalo no trivial contenido en F. Si 1/2 & J
entonces |f(J)| = 2|J|, luego existe n tal que 1/2 € f*(J) y por lo tanto,
0 € f~*%(J). Un argumento similar al anterior muestra que existe m > n +2 tal
que 1/2 € f™(J), esdecir, [0,1/2] C f™(J), pues 0 es un punto fijo. Finalmente
I = f([0,1/2]) c f™*(J) C f™*YF) C F. Es claro que esta funcion también es
uniformemente lineal a pedazos expansiva.

La funcion f(z) = 42(1 — z) de la figura 1 es topoldgicamente transitiva, pues
es topologicamente conjugada a la funcién tienda de campana.
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En [6] W. Parry demostré el siguiente teorema que nos ha motivado por la
bisqueda de una clasificacion de las dinamicas de las funciones en C(I), y el
estudio de la existencia de modelos lineales para estas dinamicas.

Teorema 2 ( Parry) Sea f € M(I). Si f es topologicamente transitiva enton-
ces [ es topolégicamente conjugada a una funcion uniformemente lineal a pedazos
eTPaAnsiva.

Esquema de Demostracién:La demostracion que hace Parry de este Teorema
es la aplicacidn de un resultado concerniente a dinamica simbdlica. El considera
la transformacion shift actuando sobre un conjunto compacto y positivamente inva-
riante del espacio de las sucesiones infinitas de simbolos escogidos desde un conjunto
finito y demuestra que bajo cierta condiciéon existe una medida de Borel respecto a
la que esta transformacién actiia de un modo “lineal”. a

Definicion 4 Sea f € M(I). Denotamos por ((f) el numero de intervalos
de monotonicidad de [ vy definimos la entropia topologica de f por h(f) =
lim, oo + log {(f™).

n

Observemos que h(f) 2 0 para toda funcion f € AM([). El que una funcion
tenga entropia topoldgica positiva indica cierta complejidad en su dinamica. La
dindmica de la funcion [ es cadtica en el sentido de Li y Yorke [2] si existen
z,y € I tales que

Jim suplf*(x) = M) >0 y  Jim inf[f"(x) = [M(y)| =0

Ejemplo:

Un ejemplo de funcién con entropia positiva es f(z) = 42(1 — ) de la figura
1. Para calcular su entropia notemos que {(f") = #7(f")+1 y T(f*) ={z €
I: fH2) =1/2 paraalgin 0 < k < n}. Como #f™(1/2) = 2" se tiene
#T(f")=2"—1 y porlo tanto A(f) = limp—c +log(2") = log2 > 0. Para esta
funcion f las preimagenes de cualquier punto de I forman un denso en I tal
como podemos deducir de su modelo lineal ¢ de la figura 2. De hecho, esta funcién
es cadtica .

11



Definicién 5 Sean f € C(I) y n > 0. Un elemento x € I es llamado
punto periddico de [ de periodo n  si y sdlo st fzy=2 y fE(x) # a pare
todo k=1,---,n—1. Si n=1, x es llamado un punto fijo de ¥ .

El siguiente resultado (ver [1] para demostracion y referencia) caracteriza la en-
tropia nula.

Proposicién 1 Sea f € M(I). Entonces

(i) h(f) =0 siy solo si toda drbita pericdica de [ liene pertodo igual a una
potencia de 2.

(it) h(f) > 0 si ysolo st f conliene una herradwra, es decir, existe m 21 y
existen Jo.J; C I, intervalos abiertos disjuntos no vacios tales que JoUJ; C

f(Jo) 0 f™ (1)

Ejemplo: La funcién f € M(I) definida por

x+1/2, si z€][0,1/2)

fx) =
2—2z, si a€[l/2,1] (figura 5)
i
]
1
i
i Fig.5
1
: 5

es tal que 0 es un punto peridédico de periodo 3, que no es una potencia de 2, es
decir, f tiene entropia topoldgica positiva. Se puede ver también que f contiene
una herradura, por cjemplo, (0,1/2)U(1/2,1) C f3(0,1/2) N f*(1/2,1).

12
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En [8] se demuestra el siguiente resultado que usaremos mas adelante.

Proposicién 2 Sea f € M(I). St f contiene un f-ciclo topoldgicamente transitivo
entonces la entropia topoligica de f es positiva.

Esquema de Demostracién: Sabemos que si m es el periodo del f - ciclo to-
poldgicamente transitivo y B alguna de sus componentes conexas entonces ™5
es topologicamente transitiva. La demostracion se reduce a probar que toda funcién
topoldgicamente transitiva contiene una herradura. o

Para terminar este capitulo presentamos el siguiente resultado de Milnor y Thurs-
ton [4], el que aplicaremos en el capitulo siguiente.

Teorema 3 (Milnor y Thurston) Sea f € M(I) con h(f) > 0. Entonces
[ es semiconjugada a una funcion uniformemente lineal a pedazos expansiva con
pendiente igual a exp(h([)).

13



CAPITULO 3

CONDICIONES NECESARIAS PARA LA EXISTENCIA
DE MODELOS LINEALES EXPANSIVOS Y UNA
GENERALIZACION AL TEOREMA DE PARRY

En el presente capitulo demostramos un teorema mediante el que deducimos
condiciones necesarias para que una funcién mondtona a pedazos tenga un modelo
lineal expansivo. En esta parte damos propiedades en los Lemas 1, 2 y 3 de lo que
entendemos por soporte de una semiconjugacion. Demostramos el Teorema 5 que
asegura la existencia de modelos lineales expansivos para una clase mas extensa que
las funciones topoldgicamente transitivas. Finalmente mostramos algunos ejemplos
de aplicaciones en A/(]) para las que es aplicable el Teorema 5.

Definicion 6 Sea f € M(I). Decimos que f es expansiva si existe A > 1 tal que
|f(x)= f(y)| > Alx—y| paratodo x e y distintos en un mismo intervalo de mono-
tonicidad de f. La mayor constante A la denominamos factor de expansion de f.

Ejemplo: Una funcion lineal a pedazos expansiva es un ejemplo de funcion expan-
siva con factor de expansion mayor que uno.

Proposicion 3 Sea f € M(I). St f esuna funcion expansiva entonces no existen
sumideros ni intervalos errantes de f.

Demostracién: Sea J C (0,1) un intervalo abierto no vacio tal que f" es mo-
nétona sobre J paratodo n > 0. Como [ esexpansiva |f*(J)| > |J| para todo
n > 1 y porlo tanto. f*"(J) ¢ J paratodo n > 1. Asi J no es un sumidero.
Por otro lado es imposible que los conjuntos {f™(J)}.»0 sean disjuntos. En efecto,
si lo fueran 1% |f*(J)] < |I| = 1, y claramente esto es una contradiccién pues
limp—o [f*(J)| # 0. 0

14



Teorema 4 Sea f € M(I). Si [ esuna funcidn expansiva de factor de expansion
mayor que 1 entonces no existe cascada de f-ciclos.

Demostracién: Sean J = [a,b] un intervalo en [ tal que JNT(f) = {c}
para alguna funcion expansiva f € M(I). Sabemos que f(J) es igual a uno de
los siguientes conjuntos [f(a), f(c)], [f(c), f(@)], [f(D), f(c)] & [f(c),f(b)]. Sin
pérdida de generalidad supongamos f(J) = [f(a), f(¢)]. Entonces f(a) < f(b) <
fle), b—c< fle)=f(b) < f(c)=f(a) ¥y c—a < f(c)— f(a), pues [ esexpansiva.
Ast b—a < 2(f(c) — f(a)); es decir, l—;l € 1)k

Si existe una cascada de f - ciclos con generador {N,}.>0 entonces es po-
sible encontrar un f - ciclo K, tal que cada una de sus componentes conexas
contiene en su interior a lo mas un punto critico de f. Sean B, ---,B, los
intervalos del f - ciclo KN, tales que f(B;)) = Bizg Vi=1,---m—-1 y
f(By) = By. Sean B,,,---,B,, los intervalos de K,, que contienen puntos
criticos (m; < my < -+ < m, = m). Sea ¢ el punto critico en B; para cada

r=1,---,m

Si f esexpansivay A es el factor de expansion de f deducimos las siguientes
desigualdades:

|Bm,| > A™7HBy,
|Bmiy,| > Amin=mdD|g | Vi=1,2,- -, r =1,
|Bmi41l > 3|Bm| Vi=1,2,---,7=1 y
|Bi| > §[Bal.
De estas desigualdades se obtiene que AP"(An0) < (2))7. Esto también debe ser
valido para un f - ciclo K, con n > ny. Luegosi A > 1, como r es fijoy

per(N,) — oo cuando n — oo se contradice esta ultima desigualdad, es decir, no
existe una cascada de f - ciclos. Q

En el Capitulo 4 probaremos que en el Teorema 4 la condicién sobre el factor
de expansion es la mejor posible. Es decir, contruiremos una funcién expansiva, de
factor de expansidn igual a 1, la que tiene una cascada de ciclos.



Corolario 1 Sea f € M(I). Si f es topoldgicamente conjugada a una fun-
cion lineal a pedazos expansiva entonces existen f-ciclos topoldgicamente transiti-
vos Ch,---,Cy; 1 < v < #T(f) tal que la-unidn disjunta de los conjuntos
A(Cy )y A(C ) es residual en .

Demostracién: Sea f € M(I) topoldgicamente conjugada a una funcién lineal
a pedazos expansiva g¢. Por la Proposicion 3 la funcion ¢ no tiene sumideros
ni intervalos errantes, es decir, S(¢g) U E(g) = ¢. El Teorema 4 muestra que no
existen cascadas de g - ciclos, pues al ser ¢ lineal esta es expansiva de factor de
expansion mayor que 1. Luego, aplicando el Teorema 1, tenemos que el conjunto
A(g) se compone sélo de las cuencas de los ciclos topoldgicamente transitivos. Por
la conjugacion, lo mismo ocurre para f. a

En lo que sigue estudiaremos hasta que punto estas condiciones necesarias sobre
la unién disjunta A(f) del Teorema 1 son suficientes para que una funcion f €
M(I) tenga un modelo lineal a pedazos expansivo. De hecho probamos que si
f € M(I) tiene un sélo f -ciclo topolégicamente transitivo C con [ — A(C, f)
numerable entonces f admite modelo lineal expansivo. En este resultado usamos

el teorema de Milnor y Thurston y algunos lemas previos.

Lema 1 Sean fe M(I) y AC I un conjunto cerrado tal que para todo intervalo
abterto J C I, JNA# ¢ sisdlosi f(J)NAF¢. LEntonces Ae I —A son

positivamente f-invariantes.

Demostracién: Sea x € f(A) entonces existe y € A tal que f(y) = =.

Sabemos que para todo ¢ > 0 (y — e,y + )N A # ¢ . Entonces por hipétesis
fly—e,y+e)NA # ¢. Como f escontinuay z € f(y—e,y+¢e) para todoe > 0,

tenemos que x € A, pues A escerrado. Luego f(A) C A. Ahorasea 2 € f([—A)
entonces existe y € [ — A tal que f(y)= . Sabemos que I — A es abierto, luego
existe g9 > 0 con (y —co,y+ o) C I — A, esdecir, (y—co,y+e)NA=¢
lo cual implica f(y — €0,y + &) N A = ¢ y por lo tanto = € A, de donde
fltIi—A)yclI-A. O
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Lema 2 Sean f,g € M{I). Si v € C(I) es una semiconjugacion de f con g

entonces:

(i) sop() # &
(t1) sop(p) es un conjunto cerrado, no liene puntos aislados y es no nwmerable;
(iti) para todo intervalo abierto J C I, JNsop(yp) # ¢ siysdlo si f(J)Nsop(p)
oy

(tv) sop(yp) e I —sop(yp) son f-positivamente invariantes.
Demostracion:

(1) Esto es claro pues ¢ es creciente y sobreyectiva.

(i1} Si « & sop(y») entonces existe intervalo abierto J C I conteniendo a a tal
que |p(J) = 0. Ast [ — sop(e) es un abierto y sop(p) es cerrado. Por
otro lado. si y es un punto aislado de sop(y) tenemos que existe ¢ > 0
tal que |y —cy+e)] >0y (y—e,y+e)nsop(e) = {y}. Estoimplica
que |o(y.y+e) =0y |e(y —e,y)] =0 lo que contradice y € sop().
Finalmente todo conjunto perfecto en R es no numerable.

(iii} Sea J unintervalo abierto. Como g¢((J)) = ¢(f(J)), se tiene JNsop(p) #
¢ == |e(J)] >0 = |g(p())] > 0 = |p(f(I)] > 0 = f(J) N sop(p) #
é.

(iv) Aplicar Lema 1 a sop(y) usando (iil). O

Sea f € M(I). Notaremos por T7(f) al conjunto 7T'(f)U {0,1}. Sea U un
abierto de [ tal que f(U —T*(f)) CU. Si J es una componente conexa de U,
entonces [™(J)N.J = ¢ para todom > 1, o existe m > 1 tal que f™(J)C J.
En este ultimo caso decimos que J es periodico.

Lema 3 Sean f € M(I), ¢ € C(I) una funcion que semiconjuge a f con otra
funcién g y sea C wun f-ciclo topoldgicamente transitivo. Entonces, int(C) C

sop(p) o nt(C) C I — sop(ip).



Demostracién: Denotemos por sop®(¢) al complemento de sop(yp), el cual es
un conjunto abierto. Si int(C) ¢ sop() entonces ini(C) N sop®(yp) es un abierto
no vacio. Como f(z'n.t(_C) T=(f)) Cint(C) vy [f(sop(p)) C sop°(p) se deduce
que  frnt(C) N sopt(e) — T(f) Cint(C)N .50‘;)“(_,9)_

Sea J una componente de int(C)Nsop(p). Veamos que J es periddica. Sino
lo fuera F' = U,5:(f™(J)) estalque f(F)C F C C. Como f estopolégicamente
transitivo en (7 se tiene F = C & int(F) = ¢. Como mt(l) # ¢ se tienc
F=C, JNF # ¢ locual es una contxadicuon Asi, J debe ser periddica.

Sea m el periodo de J y G = UL f(J) que es cerrado, positivamente
f-invariante e int(G) # ¢. Nccesauamcnte G = C. Pero int(C) N sop(p) C
G N (sop(p) U mt(C)) = G —int(C) N sop(p)° que es finito y como sop(e) no
tiene puntos aislados mt(C) N sop(p) = ¢. O

Observemos que int(C) C A(C, f) e int(C)Nsop(p) = ¢ implican A(C, /1N
sop(¢) = ¢ (pues sop(p) es positivamente f-invariante). Luego bajo las mismas

condiciones del Lema 3, A(C, f) C sop(p) o A(C, f) C sop(p)©.

Teorema 5 Sean f € M(I) y C un f-ciclo topoldgicamente transitivo tal que
I—A(C,[) es numerable. Entonces f es conjugada a una funcién uniformemente
lineal a pedazos expansiva.

Demostracién: Sea f € AM(]) y supongamos [ tiene un f - ciclo topold-
gicamente transitivo C tal que I — A(C,f) es numerable. Por la Proposicién
2 y el Teorema 3 existe ¢ € C(I) creciente y sobreyectiva que semiconjuga f
con una funcién uniformemente lineal a pedazos expansiva. Ademis por el Lema
3 A(C,f) C sop(y) 6 A(C,f) C sop(¢). Esta tltima posibilidad implica
que sop(p) es numerable, lo que es imposible por (ii) del Lema 2. Por lo tanto,
A(C, f) C sop(p) y como sop(p) es cerrado I = A(C, f) = sop(¢) y o es una
conjugacion. O

El resultado de Parry, Teorema 2, es un caso particular donde el f - ciclo topo-
légicamente transitivo C es todo el intervalo 1.
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Las siguientes aplicaciones en AM(I) son ejemplos de funciones que satisfacen
las hipotesis del Teorema 5 y que, por lo tanto, tienen modelos lineales expansivos.

Ejemplo 1: Cousideremos la funcion [ de la figura 6. Si {;,1] es un f -ciclo
topologicamente transitivo de periodo 1 entonces [ — A([zq,1], f) = {0, 20, 21, 1}.

PR, A

Fig.6

]
0 XO )(1

Ejemplo 2: Sea la funcién g de la figura 7, para esta funcién supongamos que
[t0,1] es un ¢ -ciclo topolégicamente transitivo de periodo 1. Entonces I —
A([zo, 1], 9) = {0,1, 20, 21,29, - -}, es decir, es numerable.

PR

Fig.7
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Ejemplo 3: Si en la funcidn

h

de la figura 8§,

[0, y0) U [¥1,1]

h -

€5 un

ciclo topoldgicamente transitivo de periodo 2 entonces I — A([0,y0] U [y1,1],~) =
101,915 Lewims, 82574 5 liMsess Bn )
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CAPITULO 4

FUNCION EXPANSIVA DE FACTOR DE
EXPANSION IGUAL A UNO CON CASCADA
DE CICLOS

En el Teorema 4 demostramos que una funcién expansiva de factor de expansion
mayor que uno no liene cascada de ciclos. En este capitulo veremos la necesidad de
esa hipotesis. De hecho construiremos una funcién f en M([I) tal que:

(1) T(f) = {c}
(i) fle)=1, f(1) =0 y 0< f(0) < 1;

(ii1) [f(2) — f(y)| > |x —y| para todo = e y en un mismo intervalo de
monotonicidad de f (i.e., expansiva de factor de expansion igual a 1); y

(iv) existe cascada de f - ciclos propios generada por I = By D By, D Bs,---,
con B, un f -ciclode periodo 2%, c € int(B,) y 0B, C 8B, para todo
n > 0. '

Supongamos que una funcion f € M(/) como la descrita existe. Deduciremos
condiciones necesarias sobre la estructura de los f - ciclos B,, como también del
comportamiento de f en estos ciclos para todo n > 0.

Sabemos que B; es un ciclo de periodo 2 con 9By D 9By = {0,1}, ¢ € int(By)
y f(c) = 1. Luego B; debe ser la union disjunta de intervalos cerrados By y
By, como en la figura 9 y tales que ¢ € int(By;), f(Bi1) = B, f(B12) =By v
[ decreciente sobre Bji,.

Fig.S

F %
T

0 1

\ v - 7

B
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Las condiciones 0B; C 0By y per($,) =4 implican la existencia de intervalos
cerrados y disjuntos By, By, Bys y  Bgy cuya unién es el ciclo By, ademas
ByyUBy C Bin y BaU By C Bya. Ver figura 10. Considerando que ¢ €
int(By) Nint(By) v f(c) =1 € By debemos tener f(Byy) = By 6 f(Bzn) =
Byy. De f(1) =0 € By sededuce f(Bay) = By, luegosi f(By) = By entonces
By U Byy esun f - ciclo de periodo 2, lo que contradice per(B,) = 4. Por lo tanto,
f(B2) = B, f(B2u) = Bu, [(Ba) = Ba, f(Ba) = Bz;. Deducimos también
que ¢ € mnt(By); de donde f debe ser creciente sobre Bj; y decreciente sobre

By v By
,31 5,
- S : - i « Fig.10
0 1
21 822 823 lec

Similarmente Bz es la unién disjunta de intervalos cerrados Bz;, 1 = 1,---,8
tal que Bsy U Bsy C By, Bas U Bay C By, B35 U B3g C Bog y Bsr U Bag C Bay
como muestra la figura 11. La condicion f(1) = 0 implica f(Bas) = B3 Que
f(Ba1) = Bas y [ sea creciente sobre Bj, obliga tener f(Ba) = Bss. De
f(Ba) = By, y f decreciente sobre By se deduce f(B35) = Baq. La unica
forma de completar el ciclo Bz es tener f(Bsy) = Bar, f(B3r) = Baa, f(Bag) =
Bag, f(Bss) = Bas y f(Ba3) = Bas. Ademads como f(¢) =1 € Bss y ¢ € int(Bs)
entonces ¢ € nt(Bsz). Luego f sera creciente sobre Bi; y Bs y decreciente
sobre Bay, Bas, Bag, B3z v Bag.

Ba. By B B

. \ 23 2%
e e R —t e p—t—p—t 9.1
N 32 33 34 835 835 837 838



In general si f € M(I) es tal que (i), (ii), (iii) v (iv) entonces necesariamente:

(v)

(vii)

(viii)

El f-ciclo B, eslaunién disjunta de intervalos cerrados B,;, t =1,---,2"
tales quesi 4,7 € {1,---,2"} con 7 < j entonces a <y Y(a,y) € By ixBy;

y Vn > 0.

B, D Byt12j—1U But12; y el punto frontera minimo de B, ; (resp. ma-
ximo de B, ;) es el punto frontera minimo de Bp412j-1 (resp. maximo de
Buyi12;) Vy=1,---,2" y ¥n > 0.

Existe »(n) € {1,---.2"} de modo que si j € {1,---,2"} entonces: f
es creciente sobre B, ; si 7 < r(n), [ es decreciente si j3 > r(n) y
c € (B, () Yn = 1.

2r(n — 1) sin es par
() = ()

2r(n—1)—1  sinesimpar, Vn>2.

Existe permutacion o, de {1,---,2"} tal que f(Ba;) = Brongy V1 =
1,---,2" v ¥n 20, ademas o, = (21).

Para n>1 y je€{l,---,2"} tenemos que:

St j # r(n) entonces

20.,(j) =1 si  7<r(n)
onp1{2) — 1) = (2)
20.(7) si 7> r(n)

Lo, () si J < r(n)
0-71+1(_2j) = (3)
20,(j)—1 st 3>r(n).



b1 j =r(n) entonces

I 20,(7) sl es par
oupr(27 = 1) = l (4)
1 20,(3) =1  sinesimpar
¥
20,()—1 sines par
Tnt1(25) = (5)
20.(7) sin es lmpar.

De hecho: sabemos que para todo n > 0 el f - ciclo B, es de periodo
2™ es decir, B, es la unidn disjunta de 2% intervalos cerrados. Denotemos
por B,q,-+, B, a estos intervalos segin su orden de distribucion de izquierda a
derecha en /. Como B,;; C B, cada componente conexa de B, debe contener
per(Bus1)/per(Bn) = 2 componentes de B,y;. La numeracion asignada a estas
componentes y la condicién 9B, C 0B,;1 permiten deducir facilmente (v) y (vi).
Ver figura 12.

s : - , Fig.12

A4 v

n+12j-1 Bn+1 Zj

Como T(f) ={c} v f(1) =0 tenemos que necesariamente [ es creciente
en [0,c] y decreciente en [¢,1]. El que ¢ € int(B,) implica la existencia de una
componente de B, denotémosla por By n), tal que ¢ € mnit(B, r(n)). Luego
concluimos que sobre cada componente a la izquierda (resp. derecha) de B,
la funcion f es creciente (resp. decreciente), es decir, (vii). Por otro lado, como
r(1) =1y c € mnt(B,y) deducimos que si 7(n) = j entonces r(n+1) =25 —1
o r(n+1)=2j.
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Dado n >0 e i€ {1,---,2"} existe j € {1,---,2"}\ {1} tal que f(B,;) =
B, ;. BEscribamos j = a,(¢). Latransformacion o, asi definida es una permutacion
de {1,---,2"}, pues B, esun [ -ciclo. Ademas f(By)= Bz v f(Bi2) = B,

es decir, oy = (21). Luego se cumple (ix).

Sea j € {1,---,2"}. Si j < r(n), es decir, si f es creciente sobre B, ;
entonces f{Bny12;-1) (vesp. f(Bn+12;)) debeserigual a la componente de B,
contenida a la izquierda (resp. derecha) de B, ,,(j. digamos f(Bni12j-1) =
Buti2eni)=1 ¥ f(But125) = Buii20,(jy (e, si j <r(n) entonces 0,41(25 —1) =
20,(7) =1y on41(27) = 20,.(j)). Por otro lado, en el caso j > r(n), es

decir, si f es decreciente sobre B, ; entonces f(Bniizj-1) = Bry12e.() ¥
f(BrH—I 2]') i Bn+1 20a(s)-1 (i'e‘a s1 ] > 7‘(”‘) entonces Jrz+1(2j - 1) = 2gn(J) Y
Tat1(27) = 20,(7) — 1). Por lo tanto, se verifica (2) y (3).

Seguidamente sea B,_;; = [vp, %] componente conexa de B,_; que contiene
en su interior al punto critico ¢, es decir, r(n—1) =i Como ¢ € nt(B,), vy
Bn 2i—-1 U Bn.‘Zr' C Bn—l 1] CIItOﬂCCS, cE Bn 2i—1 = [‘1701 y]] 0O cE Bn 2 = [‘1:11y[]]-

Supongamos que ¢ € int(B, ), es decir, r(n) =21 =2r(n-1). De f(c)=1
se deducen [([zo,%0]) = Bapan—t = [ao,1] v fl[z1,%0)]) = Buan = [a1,1] para
algunos ay v a; reales tal que ag < @y < 1. Ver figura 13.
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Tenemos que f(zo) = ag, pues f(yo) € [a;,1]. Ademds %" '~ao) = yo ¥
f¥771(1) = xo, pues B,y esun 2" cicoysi f2"7 "!{ap) = o entonces g
es un punto periodico en una cascada de f - ciclos lo que es una contradiccion. Asi
F(yo) = ar, puessi fluo) # ay entonces f(z) = ay, 2 "Har) = o, £(1) = s
y [¥ 7 "Yay) = 2; de donde z; es un punto periédico, contradiccion.

an Bn vk

f = A 4 Al
= . . :/\: - i Fig.14
. % 4 ‘

n+12j-1 B... . ,- 8n+] iy By

Sea 7 = 2i. Deducimos que ¢ € miBny12j-1. pues f(¢) =1 ¢ Boyramerq =
f(Brt12;) ¥y ¢ € int(Bny1). Ver figura 14. Luego r(n) = 2r(n — 1) vy

r(n+ 1) = 2r(n) -~ 1.
En forma similar al suponer ¢ € init(53,9;-1) concluimos que r(n) = 2r(n —

1}~1y r(n+1) =2r(n). Luego r(n+1) es 2r(n) 6 2r(n)—1 alternadamente.
Como r(1)=1, r(2)=2r(1) y »(3) =2r(2) — 1 tenemos (1), es decir, (viii).

De aqui deducimos facilmente que si j = r(n) entonces se cunple (4) y (5).
Esto completa la verificacion de la propiedad (x).



Con estas condiciones necesarias, construiremos f inductivamente en los com-
plementos de los [ - ciclos B,. Mas precisamente la funcién [ se definird
inductivamente en una sucesion Aj, A, Az, -+ de conjuntos cerrados disjuntos con
Un»1An =1 de modo queel f - ciclo B, estara dado por (A; U A, U---A,)".
Extendiendo continuamente [ quedara definida en todo I.

Lema 4 Sean 0 <a < g <a con a+ <1. Entonces existen a;,3;, 1 =1,2,3
tal que a = a;+as+as, ,B = ﬂ] +ﬂ2+ﬁ3, ﬁ(_:, < o) < ,61 < Qa, ,82 < g < ,!'32 +83
¥ o< B+ B

Demostracién: Sean 0 <a < f <a con a+f < 1. Elegimos «;, 3, i =1,2,3
tal que ay+ o3+ az=a y B+ B + f; = 3 mediante el siguiente algoritmo:

a) Seelije a3z tal que az>éa y a; +a; < 4.

b) Seelije 3, talque a< By <az y B2+ 3 <oy + a,.

Por a,} ay + ay < ,81 -+ ,82 -+ ,53.

c) Seelije a; talque oy < B y ag < By + Bs.

Por l)) J’z + /53 < ap + as.

d} Seelije By talque By <ay y fF3<aj. 0

Construccién Basica

Sean J C I un intervalo cerrado y o,3 y < nidmeros positivos tales que
|J| = a4+ 3+ . Por trisectar J segin (a, 3,7) se entendera el proceso de elegir
intervalos cerrados J(1).J(2) y J(3) tales que J = J(1)UJ(2)UJ(3), maxJ(1) =
minJ(2), mazJ(2) = minJ(3), |J(1)|=@a, |[J(2)|=8 v |J(3)| =7.




Construccién de f

Para definir A4, y By tal que By = A el intervalo I = [0,1] debe ser
trisectado segin (¢,1 — (a + b),b) donde a y b son positivosy a«+b < 1. Asi
determinamos Ay = [(2) y By = B UB); con By = I(1) v By = I(3). Ver
figura 15.

3 a 4 —b—
P i | Fig.15
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Como B; debe ser un [ - ciclo de periodo 2 v [ expansiva exigimos que
b < a, pues sabemos que es necesario tener  f(By;) = By, f(Bu) = By
c € mnl(By;). Claramente es posible elegir @ y b con estas propiedades.

Seguidamente para determinar Ay y By debemos trisectar By, v By,
segin (aj,az,az) y (by,bs,h3) respectivamente, para algunos a;,b; ¢ = 1,2,3
positivos tales que « = a; +as+az y b = b + by + b3. Quedan definidos
asi “‘1'2 = Ag] U Agg y ]32 = (A1 U Az)c = Bgl U Bzg U ,ng U ng tales que
By = Bu(l), Ay = Bu(2), By = B11(3), By = Bia(l), Ap = Bia(2) vy
Byy = B12(3). Ver figura 16.
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Sabemos que B, esun f - ciclo de periodo 4 tal que f(Byy) = By, f(Bn) =
B3, [(Bas) = Ba, f(By) = Byy y ¢ € int(By). Como A, C B; concluimos
que f(Agn) = Ay y f(Azn) D Az. Luego por la necesaria expansividad de f los
a;y by, ¢ =1,2,3 satisfacen las desigualdades b3 <.a; < by < az v by < ag < by+Ds.
Tales a;,b; existen, basta aplicar el Lema 4 con a=a, =0y a=0.

La funcion f|A, se define monétona, decreciente, expansiva, de clase €0 y tal

que f(Al) = Al U Bzg U ./122.

Sobre A; lafuncién f también debera ser mondtona, expansiva y de clase C°
en cada componente conexa de A,, decreciente sobre Ay, creciente sobre Ay
v f(Ay) = Ay, Por la necesaria continuidad y expansividad de f la imagen de
Az tendrd que conlener propiamente a Aj;.

Para definir  f(A21),As y Bs trisectaremos los intervalos By, j = 1,2,3 de

modo que cada B,;, 7 =1,2,3, sea la union de intervalos cerrados Bj,;-1, As;
y Bsy;. Ver figura 17.
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Determinaremos asi Az = U'_,As; vy Bz = U Bs; que sabemos debe ser
un f - ciclo tal que f(Bs;) = Bsgyp, Vi = 1,---,8 vy ¢ € int(Ba;). Como
Asz; C By; ¥y =1,---,4 también es necesario que f(Azy) = Az, f(As) =
Asz, f(Aas) = Aaz ¥ f(As2) D Axs.



Atendiendo a la continuidad y expansividad que impone la construccién de f

se debe tener f(Ay) = ApyU B3z U Aay y
|Bail < [Bseyil Vi#3=r(3),

[As;| < |Asop| Vi#2=r(2),

(6)
[Asa] < |Assl +|Bas] ¥

[An| — |A22| < |Bs7] 4 |Asd

Afirmamos que la triseccion de las componentes de B, con estas propiedades
es posible.

En efecto, sean a = |Bal|, 8 = | Bl
que 0 <a<pP<ay a+p<l,
y trisectemos By

y @ = |Ay| — |Az|. Considerando
apliquemos el Lema 4 para a y /3

segin  (asz,az,a1) Yy  Bay segin (B, 32, 53), es decir,
| Bas| = a3, |Asz| = ag, |Bag| = 1, [Baz| = B1, |Aza| = B2 ¥ |Bag| = Bs.

Sean v = |Byu| y & = |Ba|, notemos que 8 < v < é§ < a.

Eljjamos
Vi, 6, 0 =1,2,3 tal que vy = + 72+ 73, § = & + & + &3 ¥y proporcionalmente
como en la figura 13.
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Trisectemos By segin  (v1,72,73) y Bas segun  (6;,62,683), es decir,
|B31| = PA:’;}I = 72, |B:32| =73, |B35| = 51, |A33| = 0, y |B:36| = 63-
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De las desigualdades que por el Lema 4 satisfacen los «;, 0, ¢ = 1,2,3 y el
hecho que f§; < v < §; < a; para todo 2,7 tal que i+ 7 =4 deducimos las
siguientes propiedades:

Bs<mn < <oy < B <3< < as,
B2 <72 <6y < ay,

(7)
Qg < ﬂ2 + 637 Y

a < fBi + B

Estas corresponden a las desigualdades de (6).

En general procederemos inductivamente.

Supongamos definidos A, = A, U---UA, 31, B, =B, U---UB,an ¥
flAn-1 tal que:

iBn i[ < |Bn cr“(z')! Vi€ {]-a o _’Qn} \ {T‘(n)}, (8)
|An il < |Anoui] V7€ {1+~ 2"\ {r{n = 1)}, (9)
|An r(n—l)l < lAn 2“‘% —E_ |Bn 2“| (10)
y
,An—l r(n—2)l < |An—1 2""‘11 < IBn ‘2"-1| -+ |An 2';—1|- (11)

Entonces es posible definit Anp1 = UX Ansr i, Bagr = U Boyr: y flAn tal

que (8), (9), (10) y (11) se cumplen para n + 1.

Para definir A1, Bns1 y f|A. trisectaremos cada Bp;, ¢ = 1,---,2%,
determinando B, 41911 = Boi(1), Ans1:i = Bai(2) v Bayi12 = Bn:(3) tal
que Bn; = Bayisica U A UBupee Yo = 1,---,2% de donde, A,y =
Apnp11UAnp12U---UAnpr19n Y Bryr = Bagr1U--- U By gnr.
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Designemos respectivamente por a,3 y & las magnitudes |5, syl 1Bron| ¥

{An rn—1)] = |An 2n-1{. Notemos que de (8) para ¢ = 2" y (10) se tiene 0 < a < 3 <
a. Apliquemos el Lema 4 para estos a,f y «a determinando ay, f3;, ¢+ =1,2,3

Trisectemos B, 3= segun (51, f2,53), es decir, |Bupqgontri_y| = B, |Angrom

=
v |Bag1n41| = 5. Trisectemos B, () segun (ay,az,as3) si n es impar y segin
(az,ag,a1) si n es par.

Sin pérdida de generalidad supongamos n  impar, en cuyo caso r(n + 1) =
2].(‘”‘)1 |Bn+1 J'(:’l+]]—1] = (y, I-An+] r[n)| =Og ¥ |/Bn+l T(11+1}] = Qg.

De las desigualdades del Lema 4 concluimos:

IBn-!-l 2"+]I < IBn.-}-l ?‘(?l+1)—1| X |Bn+l 2"+1—1l < IBn-}-l T(?t+1)|1

An-}-l 2n| < |An+1 r{n)l:

IAn-H r(n]‘ % IAn-{-l 2“| + Bn+1 2n+l |

l‘4n r(n—!]l - lAn 2”_1| < |Bn+1 2"+1—-1| ¥ 1A11+1 2"| (15)

Observemos que (14) v (15) equivalen respectivamente a (10) y (11) para n+ 1.

Los restantes B,;. ¢ # r(n),2" seran trisectados “proporcionalmente” a las

trisecciones de B, y) y B,on, mas precisamente elijamos v1(¢),72(¢) y 7a(2)
tal que su suma es |B, ;| v como en la figura 19.
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1 ] Bu il- ) 3 : )or " 3
Si p(z) = L_!Bf"ﬁ entonces (1) = ?";}(?’)__1_4_*’_]'5_'2’ v (7) = P(p(i)z_:-lﬁz’ il = p:))(?)s—:.]ﬁl
v
ﬂ.s <’Tt(i) <oy, s+t=4. (16)

Como |By | < |Busnil, se deduce que p(i) < p(o.(i)), de donde no es dificil
probar las desigualdades

y(t) < velea(t) Yhk=1,2,3. (17)
Trisectemos B, ; segin (v1(2),v2(2),v3(2)) si 7 esimparysegin (ys(2),y2(2),71(2))

sl i es par.

Supongamos 7 = 2j —1 paraalgin j = 1.---,2"""; es decir, 7 es impar, en

este caso
|Brsraict] = 1(8)s [Angril = 9200) ¥ [ Bugr il = v3(e).
Hay dos posibilidades: 7 <r(n—1) 6 j > r(n~—1).
Si j <v(n—1) entonces, por (2), g,(7) esimpare i <r(n)=2r(n-1)-1

y por (17)

| B iviay] € [ Brit toutivi)s 1Bnis 5l £ | Bt 20 ()|

VAaguil € JAas supsh (18)

De 0,41(2t = 1) =20,(i) =1 ¥y 0n41(22) = 20,(7), pues ¢ < r(n), concluimos
que

| Brt12i-1] < [Brat onpr@i-1)l ¥ [Bra12i] < [Brit onys (20)]- (19)
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Similarmente si j > r(n—1) entonces o,(i) espare i >r(n) = 2r(n—1)—1;
luego

IBn-H 2:’—1! < }Bn-H L’a’n(i)‘!a |‘Bn+1 2i| < |Bn+1 Ecr.;(i)—ll

lAngis] < MAnpieaial (20)

De o,41(2i — 1) = 20,(2) ¥ 0n41(21) = 20,(2) — 1, pues 7 > »r(n), también
concluimos (19).

Notemos que (12), (16) y (19) demuestran (8) para n + 1, asi como (13), (16),
(18) y (20) demuestran (9) para n + 1. Se procede similarmente si ¢ es par.

P . n = n41
Asf hemos definido A,y = U Anpii ¥ Basr = UL Bayri- Resta mostrar
como definir adecuadamente la funcion f sobre A,,.

Primero destaquemos que existe eleccion de A, = U?:;] Avi y B, =UYL B,
tal que se cumple (8), (9), (10) y (11) Vn € N .y ademas |B, | — 0 cuando
n — oo.

De hecho: elijamos B, tal que
|Bn2“| =Tn Y iBncﬂ(Z"]l = /\irn Ve e @tels
Las desigualdades (8), (9), (10) y (11) imponen las condiciones

0 <z, <1, A, > 1

0 o @i (081 —1) = g (A7 L= 1)(1 4 X7 < sy — iy

n—1 n n

para todo n € IN.
Si ademas pedimos que |Bj )| — 0 cuando n — oo entonces debemos tener

n_ -
A 1lp =0 sion— oco.

Sucesiones {x.}nen ¥y {An}nen con tales exigencias existen, por ejemplo
2=y M >A>-->1 talque A <2
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Finalmente f|A, se define tal que:

[iA4. i es mondtona expansiva y de clase C° ¥i=1,... 2"

flA, i es creciente si¢ < r(n — 1) y decreciente sj i > r(n —1);
FlAs 1(n—1) €s creciente si n es par y decreciente si n es impar;

HAni) = Anoyy sit#Fr(n—1);

f(AH r{n—l)) = An gn-1 U Bn—H ant1_1 U An+l 2n.

St B, sec elijié tal que |B,,;mn — 0 cuando n — oo entonces de (8) y
oe2""1(2") = r(n) se deduce que Y2, |B.:] — 0 si n — oo. Por lo que si
A = U,enA, entonces A = I. Asi también flA) = Upen f(An) 2 Upendn = 1,
es decir, [(A) = 1.

La funciéon f se definid sobre A, densoen I, de modo que pueda ser extendida
continuamente a I v ésta resulte continua monotona a pedazos expansiva y tal que
R = Nuen B, es una cascada de f - ciclos. Ver figura 20.
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