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Resumen

Hasia ahora, Ios grupos ordenables han sido mayormente estudiados usan-
do métodos puramente algebraicos. Sin embargo, una parte substancial de Ia
teoría debería tener una contraparte dinámica natural. En este trabajo hace-
mos un estudio en paralelo de la teoría de los grupos ordenables, en el cual
confrontamos la estructura algebraica clásica de esta teoría con un análisis
dinámico de la misma. En particular, estudiaremos detalladamente los grupos
C-ordenables; demostraremos que si j es un C-o¡den en un grupo entonces
se tiene que ig' > g para todo f > idy g > id en el grupo. Este resul-
tado aparentemente inofensiro tiene una contraparte topológica interesante:
el espacio de los C-órdenes de un grupo, provisto de una topología natural,
es compacto. Esta compacidad fue usada en [12] para dar una demostración
simplificada de un teorema profundo debido a Brodsky e independientemente
a Rhemtulla y Rolfsen: todo grupo localmente indicable es C-ordenable.
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Summary

Until no'w, orderable groups have mostly been studied using purely alge-

braic nrethods. Nevertheless, the t'hole theory should have a natural dynam-
ical counterpart. In this worh, we confront the classical algebraic structure
of the theory of orderable groups with a dynamical analysis ol it. In partic-
ular, we study in detail the concept of C-orclerable group. Our main result
is the following: if< is a C-order in a group then fs'> S for all f > id
and g > ld in the group. This apparently innocuous result has an interesting
topological counterpart: the space of C-orderings of a group is compact rvhen

endowed rvith a natural topology. This compactness was used in [12] for giv-
ing a simplified proof of a deep theorem due, independently, to Brodsky, and
to Rheintulla a¡d Rolfsen: every locally indicable group is C-orderable.



Introducción

La teoría de grupos ordenables (es decir. grupos que admiten una rela.ción

de orden total inr,ariante a izcluierda) es una rama bastante clesarrollada
clel álgebla contenporánea. Esta teoría está naturalmente conectada con la
teoría de grupos abstracta y con la teoría de sistemas algebraicos ordena-
clos. Su punto de inicio corresponde a trabajos de Dedekind y Hólder, los
cuales datan de fines del siglo XIX e inicio del siglo XX respectivamente.
Dedekind formalizó el concepto de número real medianbe coltaduras (ltoy en

día conocidas como cortaduras de Dedekind). De esta manera, el conjunto
de números reales quedó caraclerizado como un cuerpo completo dotado de

un orden bi-inr'ariante (relación de orden total invariante a izquierda y a

derecha simultáneamente) y arquimediano (ver sección 1.1). En 1901 Hólder
utilizó dichas cortaduras para probar que todo grupo que admite un orden

del tipo anterior es isomorfo a un subgrupo de R..

En la década de los 40, Iwasalva y N,lalce'v hicieron importantes contribu-
ciones, obteniendo indepenc{ientemente una descripción de Ia estructura de

grupos bi-ordenados (es decir, grupos dotados de un orden bi-invariante) en

términos de sus subgrupos convexos. También en la misma década, fuIalce'v y
B. H. Neumann probaron paralelamente que todo grupo bi-ordenado puede

inc¡ustarse en un anillo de división ordenado. Desde entonces el tema ha
recibido una mayor atención, y se han estudiado nuevas clases de grupos
definidos sobre la base de propiedades de ordenabilidad.

En los años 50, Ia teoría de grupos ordenables (al igual que la teorÍa de

grupos admitiendo una relación de orden parcial) fue enormemente estudia-
da por diversas escuelas de matemáticas. Entre los pertenecientes la escuela
estado-unidense, cabe señala¡ que 1os trabajos de Paul Conrad sobre valua-
ciones y grupos totalmente (y parcialmente) ordenados representan el inicio
del estudio de estas áreas. Además, Ios textos [z] de R. Botto Mura y A.
Remthulla, y [10] escrito por V. Kopytov y N. ]vledveded (pertenecientes a

la escuela rusa) son anpliamente conocidos en la literatura.
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Debemos precisar que, en general, la teoría de grupos ordenables es vista
cono un tena particular dentro de la teorÍa de l-grupos ('lattice orclerable
groups"), la cual se encuentra arnpliamente desarrollada en 19] .

En los últimos años, Ia posibilidad de dota¡ de un orden a una amplia
varieclad de grupos, además de saber c¡ué clase de grupos prteden ser or-
denados, ha despertado el interés de diversos nratemáticos especialistas en
geometría, topología. álgebra universal, teoría de rigidez, foliaciones y lógica
matenática.

Hasta ahora, ios grupos ordenables han sido mal'ormente estudiados usan-

do métodos puramente algebraicos. Sin embargo, una palte substancial de

la teo¡ía debería tener una contraparte dinámica natural. De hecho, un ar-
gumento bastante conocido (y no muy explotaclo) mueslra que todo grupo
ordenable nune¡able admite una acción fiel (o efectiva) por homeomorfismos
de la recta que preservan orientación. \'lás aún, su recíproco es cierto incluso
sin la hipótesis de irunrerabilidad.

Tal como su nombre lo dice, este trabajo representa un estudio en para-
Lelo de la teoría de los grupos ordenables, siendo nuestro principal objetivo
el confrontar la estructura algebraica clásica de esta teoría con un análisis
dinámico de la misma. Los párrafos siguientes describen los principales temas
a tratar en este trabajo.

Comenzamos nuestro estudio mostrando algunos de los teoremas y méto-
dos clásicos de la teoría de grupos ordenables. Entre ellos, el (bastante cono-

cido) teorema de Hólder juega un papel fundamental. Este teorema será pri-
meramente estudiado de Ia manera algebraica clásica, para posteriormente
ser analizado en profundidad desde un punto de vista dinámico.

Aden:rás, con el objetivo de complementar el estudio de los métodos
clásicos de esta teoría, analiza¡emos dive¡sas caracterizaciones algebraicas
para 1os grupos ordenables, biordenables y C-ordenables. Basándonos en

[12], analizaremos desde un punto de vista dinámico Ia noción de blinvariancia
de una relación de orden totai, exponiendo una reciente caracterización para
dichas relaciones de orden. Por otra parte, diremos que una relación de orden
invariante a izquierda 7! es recutrente a d,erecha si para todo par de elemen-

tos /, h en G tales que / F id exisie n € N satisfaciendo f h > l¿". También
trabajaremos dinámicamente esta noción de recurrencia a derecha.

En este trabajo, e1 artículo clísico [4] debido a Conrad será profunda-
mente estudiado. En particular, estudiaremos detalladamente los grupos C-

ordenables. Éstos corresponden a grupos admitiendo una relación de orden
total invariante a izquierda J que posee la propiedad (llamada propiedad, d,e

Conrad) consistente en que para todo par de elementos I > id y g > id en

el grupo, existe un entero positivo n cumpliendo que "f9" > 9. Diremos que

un orden J con esta propiedad es un C-orden. En el aspecto algebraico de
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este estudio probaremos que, si la propiedad de Conrad se verifica para j,
entonces se tiene clue fg2 > g para todo / > id¡' g > id en el grupo. Esta
afirmación aparentemente inocua nos permirir'á clar una demostración sim-
plificada de un teorema profundo debido a Broclsky e independientemente a
Rhemtulla ). Rolfsen, a saber, si ur glupo es iocaln¡ente irrdicable, entonces
es C-ordenable (notemos que la recíproca, debicla a Conrad, ta¡rbién es váli-
da, pero su demost¡ación es notablemente más sencilla). Por otra parte, en
el aspecto dinámico analizaremos principalmente:

- Ia noción de número de traslación.

- el concepto de elementos entrecru;ados, ¡'

- los subgrapos conaeÍos de un grupo adnitiendo un orden que posee la
propiedad de Conrad.

Una nue,ra perspectiva a la teoría de los grupos orclenables ha sido re-
cientemente propuesta por G§s y Sikora. Esta consiste en asociar, a cada
grupo ordenable G, el espacio Ord(G) de todas sus relaciones de orden to
tales e invariantes a izquierda, y ha sido explotada fructíferamente por Witte
en [19] y Navas en [12]. El capítulo 3 corresponde a una breve introduc-
ción a este tópico. En particular, dotaremos a este espacio de una topología
natural, y probaremos que el subconjunto de los C-órdeues es cerrado (no
necesariamente no racío).

A continuación expondremos a grandes rasgos la pauta que vamos a seguir

en cada una de los tres capítulos de esie lrabajo.
En el capítulo 1, mostraremos con detalle y apoyada con una buena can-

tidad de ejemplos (parte de) Ia teoria algebraica clásica de los grupos orden-

ables. En particular, la sección 1.3 tratará sobre órdenes Conrad: la Proposi
ción 1.3.1 corresponde a nuestra caracte¡ización "n:2" de dichos órdenes,

mientras que 1a demostración de la Proposición 1.3.15 corresponde a una
prueba. simplificada del hecho que los grupos localmente indicables son C-
ordenables.

En el capítulo 2, analizaremos desde un punto de vista dinámico los prin-
cipales resulta.dos obtenidos en eJ. capítulo 1 de este trabajo.

Finalmente, en el capítulo 3 esludiaremos las propiedades de1 espacio

Ord(G), y la acción del grupo G sobre dicho espacio.



Capítulo 1

La teoría algebraica

1.1. Definiciones generales

Comenzaremos este trabajo recordanclo las deflniciones de conjuntos par-

cialmente y totalmente ordenados.

Definición 1.1.1' Un conjunto IVI se dice parcialmente ordenado si una

relación binaria ( (llamada una relación de orden parcial o simplemente

un orden parcial) está definida sobre M de tal manera que se cumplan las

siguientes propiedacles:

7. (Refl'eútidad) x < t.

2. (Antisimetría) Si r < y e U < r, entonces r : g'

3. (Transztiuid,ad.)Sir<Aea < z, entonces r < z.

' La definición que sigue nos entrega la noción de extensión de un orden

parcial. Ésta será utilizada en la sección 1.2 de este trabajo.

' Definición 1.1.2. Sean S y S' dos relaciones de orden parcial definidas

sobre un conjunto \I. Si o (/ I para todo u, y en M tal que 
' S g, entonces

, l' se llama una ertensión de 3.

Decimos que dos elementos r,3/ en M son comparables si ¿ -( 
g o bien

a<r.

4
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Definición 1.1.3. Un conjunto parcialmente ordenado \'I se dice totalmente
ord,enado si dos elementos cualesquiera de u son comparables. En este caso,
diremos clue N,I admite una relación de orden total.

En lo que sigue, y salvo mención. de Io contrario, Ia palabra "orden"
será utilizacla como una abreviación de "relación de orden total".

Al igual clue para una relación de orden parcial, diremos que un orden J
en un grupo G es:

. inuariante a izquierd,a, si para todo g,h en G tales que 9 J á se tiene
f S < Íh para todo f en G;

. inuariante a d,erecha si para todo g,h en G tales que g J h se tiene
gf t hÍ para todo / en G;

. bi-inuariante si es inva¡iante a izquierda y derecha simutáneamente.

Direnros que un grupo G es ordenable (respectivamente blordenable)
si admite un orden invariante a izquierda (respectiva;aente bi-inlariante).
Debido.a que un grupo puede admitir muchos órdenesl diremos que G es un
grupo ord,enad,o (respectivamente bi-ordenado) cuando se haya escogido un
orden invariante a izquierda (respectivamente bi-invariante) en é1.

Si I es un orden en G diremos que g es un elemento pos¿¿iioo respecto a
< si 9 > id. Diremos que g está entre / y h si f < g < h ó h < g < f .

La proposición siguiente corresponde a r\a cl,racterizaclón de un grupo
que admite un orden invariante a izquierda.

Proposición 1,7,4, Un gru,po G ad,mite un orden inuariante a 'izquierda si,

y sóLo si contiene un subsemigrupo G¡ de modo que G es la unión d.e G¡ con

el subscmigr"upo G- : {S:9-l e G+}, y G¡nG-: {id,}.

Demostración. Supongamos que G admita un orden invariante a izquierda
J. Definimos G+ : {g e. G : id < 9}. Si 9 y h están en G.,., entonces
id < h < á9 (respectivamelLe id, < g < gh) lo que implica que ñg € G1
(respectivamente gh e G¡). Luego, Ga es un subsemigrupo. Análogamente,
G- es un subsemigrupo, y la relación G+nG- = {id} se desprende del hecho
que j es una relación de orden total. Sea ahora g € G. Si g e G+ entonces
obviamente g e G+U G-. Si por el contra¡io g É G+, entonces g -( id, por
lo que id : g-rg <9-1, es decir g | € Gt,lo que implicaque 9 € G-. Por
lo tanto, G es la unión de G¡ y G-.
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Supongamos ahora que G contenga un subsenrigrupo CJ¡ de modo clue

si 9 e G\{id}, entonces g e G- o g e G+. Podemos deñnir 9 < ñ si

g-|h e G¡. Clarar¡ente < es una relación cle orden total, Adeurás conlo

ffs)-'fh = g-r Í-t f h: g-ih, se tienc c¡re si 9 I h entonces /9 < /ñ para
iodo / € G, por Io que J es invariante a izquierda. U

Un grupo G admite una relación de orden parcial invariante a izquierda
(respectivamente blinvariante) si y sólo si existe un subsemigrupo G.. de G
tal que G1 nG- : {id} (respectivanente G+ nG- : {¿d} V g-1(.;+g : G+
para todo g € G), donde G1 es el semigrupo de elementos positivos de G, el
cual se conoce conro cor¿o ¡rosifiuo. Algunas veces se escribirá (abusando de
la notación) que G-¡ es un orden parcial invariante a izquierda para G.

Observación 1.L.5. Sea 3 un orclen invariante por la izquierda para un
grupo G. Si defininos

Í11 gsifg-teG+,

entoncejs << es un orden invariante por la derecha. En efecto, claramente <(
es una relación de orden total. Para verificar que si / ( 9 entonces ih << gh
para todo f, g y h en G, notemos que, como f g-' a id y

fh(sh)-': Jhh ls-t: fs-\,
obtenemos que /h(9iu)-1 € G-¡, es decft fh << gh.

Resumiendo, si G es un grupo admitiendo un orden invariante por Ia
izquierda, entonces G admiie un orden invariante por la derecha. Recípro-
camente, si G es un grupo admitiendo un orden invariante por la derecha,
entonces G admite un o¡den invariante por la izquierda.

Obse¡vación 1.1,6. Si G admite un ord.en I invariante a izquierda, entonces

G es un grupo libre de torsión.
En efecto, si íd, < g entonces id < g < 92 I ...,y si 9 < id entonces

...<92<g<id.

Observación 1.1.7. Si G es un grupo abelia.r:o, entonces todo orden invari-
ante a izquierda de G es bi-invariante. Asimismo, si G es un grupo abeliano,
entonces G es ordenable si y sólo si es libre de torsión (vea el ejemplo 1.1.13).
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Una caracterización para la üi-inz ariancia d'e tn orden inrariante a izquier-

da es Ia siguiente.

Proposición l,!.8. (.ln ord,en I inuariante por la izquierda en un gr-upo G

es bí_inuariante si, g sóLo si para todo f. > id, en G y para todo g € G se t'iene

que f g> g.

Demostración. Supongamos que 3 es bi-invariante' Si / > id y s e G'

"rrtorlces 
usando Ia invaiiancia a derecha de I se obtiene /9 > 9'

Recíprocamente, supongamos que para toclo J > id en G y para todo

g e G se tiene que fi, S' Queremos demosttu',1\t I,es invariante a

clerecha. Si ht I hz, entonces i;'hr 
' 

id Luegq hl'h'g > 9' para todo

i a á, t de esto formu hú t hzg, para todo I € G ¡

oo G ad'mite un orden total bi-inuari'ante si EProposición 1-I..9. Un grat'1

sólo si, eriste un subsemigrupo normal G¡ d'e G tat que G es la unión entre

C+eG ,YGtñG- --{-id}'

Demostración. El
proposición 1.1.8-

resnltaclo es inmencliato cle la proposición 1 1 4 y Ia

ú

1.L.1. EjemPlos

A continuación se presenta una lista de ejemplos, extraídos principalmente

de [e].

Ejemplo 1.1.10. Los grupos aditivos cle números enleros Z' racionales Q y

;h;;'R .". grupos bi-árdenados bajo el orden natural'

Ejemplo 1.1.11. Si II es un subgrupo de un grupo ordenable G (respectiva-

mente bi-orclenable), entonces Hiu'nUi¿" es (respectivamente bi-ordenable)

bajo el orden inducido Por G'

Ejemplo 1.1.12' Sea V un espacio vectorial rac]onal, col^base {b¡: i' e I}'
Supongamos que I es un corr¡unio totalmente ordenado Sean o' tl en V con

u f tu; digamos
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r : »i.10 qi¿lr 
"\' u : »i- ra ribí,

donde 1o es un subconjunto finito cle I, g¿ € Q I r¿ € Q para toclo i € /¡.
Definin.ros

r,< tu si v sólo si qi ( r;,

donde j es el nenor elemento i € 10 tal 9re Q¿ * rr. Probaremos que < es un
orden bi-invariante en \¡.

1. < es una relación de orden parcial. Claramente < es reflejo y anti-
simétrico, por Io que den.rostra¡emos que < es transitivo.

Sean u,tu,z elementos distintos de V. Si u < u y u < z entonces

j es el menor i € 10 tal qlJe qi f ri, y
,k es el menor i € ,Io tal qlue r¡ f p¿.

Conside¡aremos los siguientes tres casos posibles:

(i) Si 7 > ft entonces qx: rt * pk. Por tanto, tenemos que Á; es el

menor i € 1¡ tal que q¿ f p¿, y de esta forma obtenemos qlueu < z.

(i, Si j < k entonces ?¡ : r¡ I qj. Por tanto, tenemos que j es el
menor i € 10 tal que qr f p¿, y de esta forrna obtenemos q:ueu < z.

(iii) Si j : I; entonces qh4: rk-L: pk-L para, todo ¿ € N. Si q¡ I p*,
entonces j es el menor elemento i e Io tal gue Q¡ I pt, por lo que

obtendríamos que u < z. Si no, es decir q¡ : pk, entonces a lo
menos para i : k + 1 se tiene que qi + p¿, por lo que nuevamente
obtendríamos que u < z. Si q¡*1 : pk+l, entonces j t 2 sería el
menor elemento i € 1¡ para el cual se podría tener 9re Q; * p¡,
por lo que ontendríamos que u < z. Este proceso termina, pues si

no tendríamos que qi : pá para todo i e 16, lo cual es absurdo.' 
Concluimos que L- < z.

2. Los elementos de V son comparables (es decir < es una relación de

orden total). Sean u y a; elementos de V. Si o ! tl entonces no hay
nada que demostrar. Si no, existe (al menos un) j e Is tal que q¡ >
r¡. Por 1o tanto, considerando el menor de los elemntos j (si j no es

único) obtenemos que u > u. De esta manera, los elementos de V son

comparables.

3. < es biinvariante. Sean u,tl en V tales que u < u. Si j e el menor
elemento i € 10 cuDpliendo eue Q¿ { r¿ entonces



CAPÍTULO 1. L.\ TEC)RíA -\LGEBRAICA

Pk + qj < P/i + rj Para todo k € Io.

De esta manera, obtenemos que z + u < z + 1u, y por consiguiente
< es invariante a izquierda. Como V es abeliano, tenemos que < es

biinvariante.

Ejemplo 1.1.13. Todo grupo abeliano libre de to¡sión G puede incrustarse
en un espacio vectorial racional \¡. Debido al ejemplo anterior, V es un grupo
bi-ordenado. Por Io tanto, considerando el orden inducido por < (definido en
el ejemplo 1.1.13) en G, obtenemos rlue G es bi-ordenado. De esta manera,

tod.o grupo abelzano li,bre de torsi,ón adr¡,i,te un orden bi-i,nuariante.

Ejemplo 1.1.14. EI grupo aditivo Z mirad,o como subconjunto deF. dotado
del orden usual es bi,-ordenado. Para incrustar Z" en IR podemos considerar
el homomorfismo inyectivo f , Z" 

- 
(R, +) definido por /(a1,..., o") :

at * az¡¡ + a3tr2 + ...incrustar I a¡rn-1.
Además tenemos qrue Z" es bi- ord,enad,o con el orden Leri,cográf.co < de-

bido a que es abeliano libre de torsión. Este orden lexicográfico (directo) se

asemeja mucho a aquél del ejemplo 1.1.17.

Ejemplo 1,L.L5. Recordaremos la definición de la serie central superior
de un grupo G. Denotemos por Z(G) al centro de G, que es el conjunto
de elementos de G que conmutan con todo elemento de G. Definimos por
inducción los subgrupos Z"(G) haciendo

zo(G) : {id}
. zn+,G)lz"(G) = z(Glz"(G)).

Un grupo G se dice ni,lpotente d,e clase c si Z.(G) = G. De esta manera,
un grupo abeliano es nilpotente de clase 1. Si G es nilpotente y libre de
torsión, entonces cada Z"¡1(G)lZ"(G) es un grupo abeliano libre de torsión.
Por lo tanto, en este caso Z"+r(G) lZ"(G) admite un orden bi-invariante, al
cual denotaremos por <.
Afirmación. Si G es nilpotente y g I id, en G, entonces existe un único n € N
tal que s € Z"+t(G) \ Z"(G).
Et:istencia: Si G es nilpotente de clase c y g € G \ {zd}, entonces 9 €

Z"(G). Si g é Z"-r(G) entonces g e Zc(G) \ Z"-r(C) En caso contrario, es
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decir si g e Z"-r(G), entonces nuevamente sr g ( Z.-2(G) nuestro problema
de existencia está resuelto. Ahora bien, sr g e Z.-2(G) procedemos como
antes hasta encontrar un \álor apropiado para n, lo cual es posible ya que

st g e Z"-t(G) para todo c € N entonces 9 = id., lo cual contradice nuestra
suposición inicial.
I|nicidad: Supongamos que existe m. I nen Ntalclueg e Z^¡(G)\Z*(G).

Sin>mtenemosque

Z"+t(G) ) Z"(G) )- Z^+,(G) ) Z^(G),

y corno 9 € Z*+t(G) \ Z-(G) obtenemos que 9 € Zn,lo cual es imposible.
De esta manera, definimos g > i,d. s\ g Z-(G) > Z"(G). Por tanto, el ordeu

(total) < es biinvariante en G. De esta forma,

todo gntpo ni,lpotente libre de torsión admi'te un orden bi.-inuariante.

Ejemplo 1.1.16. Recordemos la definición de un conmutador en un grupo

G. Dados g,h en G, se define lg,hl: g-th-|gh. Si H y K son subgrupos de

G entonces definimos [H, K] como el subgrupo de G generado por el conjunio

{[n,r] ineH,keK].
Definimos Gi inductivamente como sigue:

Go:G
6"+t : lG",Gl.

La sucesión Go,Gt , ... es conocida como 1a serle central inJeri'or-

Sea F: ft el grupo libre sobre el conjunto X de generadores libres. En
lo que sigue, examinaremos su serie central inferior.
Afirmación 1. El grupo coc\ente F" fF"+1 es abeliano libre de torsión (y por
tanto admite un orden bi-invariante, al cual denotaremos por <).

Claiamente, el cociente anterior es abeliano. De esta manera, sólo nos

resta probar que F" fF"+l es un grupo libre de to¡sión. Comenzaremos de-

mostrando que F/Fl es abeliano libre de.torsión. Para probar esto, usaremos

Ia propiedad universal de grupos libres. Ésta dice Io siguiente: dado un grupo

G, un conjunto X y una función conjunto g : X -+ G, tenemos que existe

un único homomorflsmo de grupos Ó : F ""'- G ta1 que el siguiente diagrama

conmuta:

10
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inclusión

Figura 1

De esta manera, existe un homomorfismo cle grupos p (denotado igual

que en el diagrama) entre F y el producto llZ con tantas copias rle Z co-

mo elementos tenga X. Note que si F : (gr,...,gt,...) entonces podemos

defini¡ este homomorfismo tal que 9¿ es enviado en el vector e¡ etfrZ' De'
mostraremos que @ induce un homomorfismo inyectivo entte FlFr y llZ'
Afirnr¿ción 2. ker(Q) : Pt.

El hecho que ,Ler(q) I Fr es claro.

contención contraria, es decir que ker({)
W (gr, ..., g*) en ker(p), es decir

w(ó(ñ, .., dko)) : ó(rv (s,.-., gx)) : 0.

Es claro que podemos escribir

w(s',...,sx): f[oi' . ,oí',

rlonde ¿ e {1, ...,1} para cierto ¿ € N. De esta manera,

ó(w(s,,..,gn)): (I"u, ,I,,): (0, .,0).

Por lo tanto, necesariamente

I"'::I'':o'
Demostraremos usando doble inducción -en función del número de gener-

adores (valor dado por el parámetro k) y el número de bloques (valor dado

por el parámetro I)- que i4z(g1,...,9¡) e -Ft.

11

Fx

En lo que sigue, probaremos la

e F1. Consideremos una Palabra

a
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1. Fijenios k:2, es decir considcraremos I,li(91,92) (el caso l': l es

evidente). Haremos inclucción sobre I comenzando con I : 2 r'a clue el
caso ¿: 1 es claro. Para este caso, podemos escribir

lY(s,, sz) : s7's!'s "'s;P' e F\ ,

ya clue como r.imos antes los exponentes de cada generador deben sumar
cero. Supongamos que el resultado vale para ¿ : r, es ciecir que

tt' (gr. gz) : s?' g!' s?' g? si"-' s!'-' g r 
L"' s;»a' € F' .

donde i e {1, ..., r - 1}.

Queremos probar que ésie es váiiclo para I = r + 1. Consideremos la
siguiente palabra

w (sr, gr) = s?'sg' s?'sg' ... s?'s3" s,L"'g;LP' e r' ,

donde i € {t,...,r} Usando la hipótesis inductiva, y recordando la
igualdad ab : bala,bl (*), tenemos que para este caso (r.ea ítem 3.)

ru (sr, sz) : s?'s9'gr"'g2B'gi'g9" ...si'gl's-L"' n-L0'1vo , pt 
,

donde ri € {2, .,r},y We es un producto de conmutadores obtenido de

(*).

Fijemos ,k : r y supongamos (hipótesis inductiva) que para este valor
de fr y para todo ralor de l, 1a palabra W(Sr, ,5,) pertenece a FI.

Sea lV(91,...,9.a1) una palabra en ker(@). Si I : 2, obtenemos usando

eI resultado del item anterior y Ia igualdad (*) que

I7(g,,...,g,r') : s?'s!'..-g?:Lsr"'sia'...s,ii
= s?'sg'...s?ils,il g,"'si§' ...s,"w,
: s?' gl'...si'sr"'sip'...g;-wr,

donde I'Il1 es un producto de conmutadores obtenido de (+). Esta úliima
expresión paru W(g, ..., g,+r) está en Fl, ya que hemos escrito esta

palabra en términos de r generadores.

De esta manera, hemos probado que existe un homomorfismo inyectivo

de FlFt enflZ. Por tanto, hemos probado la afirmación 1, es decir, el

cociente F/F1 es libre de torsión. Debido a que todo subgrupo de un grupo
libre es libre (este resultado es debido a Scheier, ver [6] para una referencia),

12
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probar que Fn lFn+r es libre de torsión es com¡:letamente análogo a probar
q:ie F / Ft Io es. De esta forma, obtenemos qlue Fn f Fn+L es abeliano iib¡e clc
torsión para todo n € N.

Afirmación. Si 9 e F entonces 9 - id o existe un único n É §J tal que

9€F"\F"+r.
Para probar esto procedemos de manera análoga a la prueba cle unicidad

en el ejemplo ante¡ior. Para Ia existencia usarnos el hecho que fl{F, : n €
N) : irdi (resultado debido a Nrtagnus).

Por lo tanto, podemos definir g > id sr gF"+r > F"+1, Con respecto a
este orden, el grupo F es bi-ordenado. Concluimos entonces que

todo grupo l'ibre es bi-ord,enable.

Ejemplo 1.1.17.'Sea G = Z x Z. Definimos

(s,h) + (s' ,h') -- G + s' ,h1-r¡n' ¡ ¡'¡
y hacemos G" : {G,h) : 9 > 0 o (9 : O y á } 0)}.
Afirmación. El orden I es invariante a izquierda, pero no bln'ariante.

Es claro que G\{id} puede escribirse como la unión de G1 y G-. Además,
es clar<i que la intersección de ambos semigrupos es trivial.

Consideremos (g,h) V b',h') elementos positivos de G. Probaremos que
G1 es un semigrupo. Para esto consideraremos Ios siguientes 4 casos:

. Sig > 0yg' > 0entonces g+9' > 0, yporlotanto (g,h)+(g',h') e C;¡.

. Si9 > 0y9' : 0entoncesg+9/ > 0, yporlotanto (g,h)+(g',h') e G¡.

' Si 9:0 y 9':0 entonces h> 0 y h'> 0, y por lo tanto, tenemos que

b,h) + (g',h'): (0, /r + h') e G+.

r Si9 : Ay9/ > 0entonces g+9/ > 0y porlotanro (g,h)+(g',h') e G¡.

Por lo tanto, el orden ! es invariante a izquierda. Con respecto a este orden,
el elemento (0, 1) € G+, pero al conjugarlo por (1,0) obtenemos:

-(1,0) + (0,1) + (1,0) = -(1,0) + (1, -1)
= (0, _1)

: -(0,1).
Por consiguiente, (0, 1) tiene como conjugado a un elemento de G-. De esta
manera, el orden ! no puede ser bi-invariante (ver proposición 1.1.9).

13
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7,2. Otras caracterizaciones de la ordenabili-
dad

En lo clue sigue, denotaremos por "95(,1/) al subseurigrupo de G generaclo
por el subconjunto ,11. Si t\11,.... r11r son subconjuntos o elementos de G,
escribiremos Sc(¡/r, .,., ¡.1r) para denotar al subsemigrupo generado por la
reunión de los /11¿.

El resultado que se presenta a continuación es debido a Kopl'tov-Nledveclev.
Una demostración alternatil'a (usando el axioma de elección) aparece en 110].

Lema 1.2.1. Un orden po,rcial i,nrariante a izqui.erd,a G¡ sobre un gru,po G
puede ertenderse a.un ord,en total inuariante a izquierd,o sobre G si y sólo si
satisJace la sigu'iente condición:

(Cy) para cada conjunto finito g¡,...,9^ de elementos en G\{id} eristen
enteros et, ..., e" en {-t,t) tales que i,d. É Sc(G + \ {¿¿}, gi', ..., Str).

Demostración. Si un orden total Gf es la extensión de G1 entonces, dad.os

{gr,,S,} en G\{r;d}, para cada i € {1, ..., r¿} escojemos e¿ en {-1, 1} de mo
do que gf' > id, es decir, e; : 1 (respectivamente e¿ : - 1) si 9¿ € Ga (respec-
tivamente gu' e G+).Entonces todos los elementos {gí',...,5?} pertenecen
aGf \ {ta} . De esta forma, obtenemos qre id (. Sc(G+\ {¡d},S'r',...,S?).

Recíprocamente, supongamos que la condición (C1) es satisfecha por el
orden G1. Aflrnamos que para cada g € G \ iid) existe e € {-1,1} tal que

Sc(G* \ {id},9") saiisface (C1). En efecto, supongamos por contradicción
que 56(Ga\{zd},9) y 56(Gn\{id},9-') no satisfacen (C1), es decir, existen
[¡,...,ñ¿ en G\ {ld} y it,. ,f^ en G\ {id} tales que

id e.Sc(G + \ {zd}, e,,h!', ..., hit ) y id. e So(Gn \ {¡a},su, f!', ., f!{ ),
para toda elección de e¿, á¡ en {-1, t} con i € {1,..., ¿} y j e {1,..., m}. Se

Liene entonces que

id e SG(G+\ {zd},e",h!', . .,hi, fti, ., fb,
para toda elección de e,ei ! 6i en {-1,1}. Sin embargo, esto cont¡adice la
condición (C1). Por consiguiente, para cada g € G podemos escoger e en

{-i, i} tal que §6(G1 \ {¿¿},s') satisface (C1).
Sea Gf un orden invariante a izquierda maximal que extiende a G". y

que satisface la condición (C1). Tal orden ma-ximal existe porque (C1) es
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satisfecha por la unión de una cadena ascendente cle órdenes parciales invari-
antes a izquiercla salisfacienclo (C1). Claramente dicha unión no es CJ. pues
las potencias negativas de todo elemento perteneciente a ia unión r)o está en
ella.

Si Gf no fuera total, entonces existiría g € G ta| qLe g ( Gt+ U Gl. Por
otro lado, existe un ertero e en {-1,1} tal que.95(Gf \ {¿¿},S") satisface
(C1). Al nismo tiempo, Gf c Sc(cl \ {¿¿},g") U id, Io cual contradice Ia
elección de Gl. n

Como aplicación del lema anterior, mencionamos (sin demostración) un
resultado obtenido por Rhemtulla (r.er 12], p. 149-152):

S'i G es un gr-upo nilpotente li,bre tle torsi.ón, entonces todo orden parcial
i,nlariante a'izquierda en G puede ser ertendid.o a un ord,en en G.

EI siguiente teorema debido a Conrad-Onishi (ver 14] o {I4]) entrega condi-
ciones necesarias y suficientes para que un grupo admita un orden invariante
a izquierda.

Teorema L.2.2. Si G es un grupo, entonces las siguientes af"rmaci,ones son
equi,u alentes :

(l) G admi,te un ord,en 'ínuariante por la izquierda,

(2) si. {g\ ..., g"} es un subconjunto finito de G que no contiene al elemento
neutro, entonces exi,ste una elección d,e etponentes e; e {-1,7\ para
i e {1, ..., n } tal que id no pertenece al subsem'igr"upo d,e G generado
por {sí' , ..., s7},

(3) eriste un conjunto g de subsemi,grupos de G tal Que id,: l-tsa, S y para
cadage G ySes ocume que g €,S o g-1 €,9.

Demostración. Si G es o¡denable, entonces existe un subsemigrupo G". de
G que satisface que

si 9 e G \ {id} entonces se tiene que g € G+ o g-r €G+.

Si consideramos s : {G+, G-} obtenemos que (1) implica (3). Suponemos
ahora que G cumple con la afirmación (3). Ordenemos completamente de
manera arbitraria los elementos de s con un buen orden .91 -1 S, -l .... Para
cad,a g I i,d, et G, denotemos por a(9) el primer S¿ que no contiene a g (el
cual existe por Ia hipótesis id = ñse<,9). Si a(9) : o(9-I), entonces para

15
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S¡ -- a(g) se tiene que g y g-1 no pertelrecen a §',, lo cual contradice nuestra

lripóteiis. Por lo tanto, a(g) * "(g-') 
para todo g I id ett CJ Consirlercmos

P : {s e G : s I idY a(e) -r a(e-l)}

Claramente si g I id' en G, entonces g e Póg-1 € P Ac{emás, Pesun
semigrupo tal que P ñ P : @- Por tanto, (3) implica (1).

Consicleranclo G1 : {id} en el lerna 1.2.1 obtenemos Ia equivalencia entre

las afi¡maciones (t) v (Z). n

Note que la equivalencia entre Ias afirmaciones (1) y (2) del teorema ante-

rior inrplica Io siguiente: G es ordenable si y sólo si todo subgrupo fini'tamente
generad.o de G es ordenable.

A continuación se presenta (sin demostración) un resulta"do debido a

Onishi y LoÉ similár al dado por el teorema precedente para un orden bi-

invariante, el cual implica qt,Le todo subE-upo f'ni'tamente generad'o d'e G ad'-

mi.te un ord,en bi-inuari,ante si, y sólo si G ad,máte un orden bi'-inaariante' Una

reciente demostración (topológica) de éste se encuentra en [12]

Teorema L.2.3. G ad'mite un ord.en bi-inuariante si y sólo si' para tod'o

conjunto fi,ni.to {g1, ...,9^} en G \ {id,) ezisten eL "'ten en {-7,1} tales que

id, no pertenece al menor subsemi'gr"upo H d,e G satisfaciendo

(i) si'e H,

(ii) sihe H entonces ghg-r e H para todo g eG'

Diremos que un grupo G es localmente indi,cable si para todo subgrupo no

trivial fi.nitamente generado H de G existe un homomorfismo no trivial @ :

H -- 2. La proposición que sigue es debida a Burns y Hale La demostración

que se presenta en este trabajo se obtuvo de [2]'

Proposición t.z.l. Todo grupo localmente i'ndi'cable es ord'enable'

Demostración. Supongamos por contradicción que G es localmente indica-

b1e no ordenable. OeUi¿o a (2) del teorema 1.2.2 existen 9r,"',9" € G\ {¿d}

tales que paratoda elección de e¿ € {-1,1} con z € {1,',"}, tenemosque

id e §o6í',..., g?). Elijamos los elementos 9, de manera que n es el menor

posible y consláeiemos G1 : \st, . ., S"). Como G es localmente indicable'

i"r"-o, qu. existe un subgrupo normal K en G1 tal q:oe GtlK es ordenable
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no trivial, pues Z lo es. Por lo tanto, existe al menos un !¡ en I(, y no todos
Ios g¿ están en 1í. Tras reordenaniento, podemos suponer que g¡ 4 K para
todo i € {1,...,"}, y {g,+r,...,5"} C /(, donde 0 < r < z. Considerenos
á, € {-1,1} para todo, € {1,...,r} tal que ,sc(si,,. ,9f.)n I( : 0. Debido
a la minimalidad de n también podemos elegir d,.,.1, ..., d, en {-1, 1} tal que

id # Sc(gó,-'r',....g1"). D" esta manera, poclemos escribir

., -rá,,r, r¡' , ó,,,,to : 9qt) "' 9,r")

donde rn¡ e V,+, I < i(j) < 
", 

y al menos un i(j) < r. Se deduce entonces
que

K = s^'6u'K ' '0ff"'G'fr'

Io cual contradice que 56(91', ..., g!,) n K : A. ¡

El recíproco del resultado anterior es fa1so. A continuación se presentan
dos ejemplos cle este hecho.

(i) Bergman [1], Thurston [t8]: El srupo G : (i,g,n : f2 : 93 : ¡7 :
/9h) contenido en el grupo PS¿(2, R) formado por los levantamientos
a la recta de las transformaciones de ]vfóbius del círculo.

(ii) Dehornoy [5], Remthulla-Rolfsen i2]: El grupo de trenzas 8,, para z ] 5.

Las t¡es definiciones que se presentan a continuación representar tres

propiedades de un orden invariante a izquierda sobre un $upo. Estas poseen

respectivos equivalentes dinámicos, Ios cuales serán presentados en el capítulo
2 de este trabajo.

Definición 1.2.5. Un orden J invarianle a izquierda en un grupo G posee

la propiedad arquitnediana si para todo f ,g en G, cor. g I id, exisle n e Z
ial que g" > /.
Definición 1.2.6. Un orden I invariante a izquierda en un grupo G posee

la propi,edad de Conrad, si para todo par de elementos positivos J,g en G,

existen€Ntalque fS" > g.

Definición L.2.7.L1n orden J inrariante a izquierda en un grupo G posee

la propied.ad d,e recutrenci,a a derecha si para todo par de elementos /,9 en

G tales que / > id exisie r¿ € N tal qne f g" > g" .

17
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Observación 1.2.8. Sea I un orden en el grupo G.

(i) Si < es bi-invaria¡te, entonces I es un C-orden.

Si / > td y 9 es ctlalquier elemento del gnrpo G. entonces fS > g.

Luego, la propiedad de Conrad se verifica para n: 1

(ii) Si < es lecurrente, entonces I es un C-orden.

Si / > td y S > id, enionces existe un entero positivo n cumpliendo
que,fg" > 9", y como g es un elemento positivo en G, esto in.rplica que

f g" > s.

En lo que sigue, mencionamos una lista de ejenrplos que muestran que los

recíprocos de las implicancias anteriores no son r,álidos.

1. D. \Vitte en el ejemplo a.6 cle [19] prueba que si F es un subgrupo libre
de índice frnito en SL(2,2), entonces el producto semidirecto natural
G = F x 22 es C-ordenable, pero no admite órdenes recurrentes. Por

lo tanto, G es un grupo C-ordenable que no posee órdenes recurrentes.

2. El grupo G de presentació n (i,5, fgÍ-t:9-1) admite órdenes re-
cür¡entes a derecha, pero no admite órdenes bi-invariantes (de hecho,

todo orden en este grupo es recurrente a derecha), pues G admite sólo

un número finito de ó¡denes: ver teorema 3.2.4. Observe que G es el

grupo fundamental de la botella de Klein.

En lo que sigue de esta tesis, y salvo mención de lo contrario, los órd,enes

admitidos por un grupo serán supuestos inuariantes a i'zqui,erda.

Proposición L.2.9. Sea G un grupo dolo'd'o d'e un ord,en <. Si g g h son

dos eletnentos positiuos en G tales que g < h para algún entero positi,uo n,
entoncesg'ngeL,+.

Demostración. Sea n el menor entero positivo tal que g < h.St g-rhg < id,
entonces hg < g < ñ", por lo que g < h'-1, Io cual contradice Ia definición
de n.

Proposición 1.2.LO. Sean G un grupo ordenado, g e G, h < G a f < G+.
Si,g <hy eriste un entero posit'iuo n tat que f < (g-lh)", entonces gÍ <hl .

Demostración. Por la proposición anterior, id < f -t(g-lh)f : bf)-'(nf),
de donde se deduce qúe gf < hf.

18
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D

El siguiente lema sobre sucesiones "casi subaditivas" es ba"stante conocido.
Una demostración dc ésie, puede eucontrarse en [12, Iema 2.2.1, p. 34].

Lema 1,2,11. Sea (a^)^¿7 uno rurr,rión de números reales. Suponga que

eÍiste una constante C e R tal que

ld^+n-a,n-o.l.C
para tod,o m,n en Z. Entonces eúste un único p € IR. fol qte la sucesión
(1"" - "pD"rz 

es acotada. Ademds p coincide con el l'ímite d.e la sucesi,ón

(a,fn) cuando n tiende a lx (en particular. dicho límite eriste).

La siguiente pioposición es debida a Conrad I4].

Proposición 1.2.72. Si G es un grupo ordenado con un orden I arquirne'
d,i,ano, entonces I es b'i-i'nuariante.

Demostración. Sea ñ e Ga un elemento arbitrario. Debemos probar que

g-rhg e Ga para todo 9 € G. Si 9 € G.' esto resulta de la proposición 1.2.9.

Supongamos que I € G- es tal clue g-rhg e G-. Entonces g-lh-|g e G¡.
Como g-1 € G1, por el caso anterio¡ se tiene g(9-1,b-r9)9-1 € G+. Por lo
tanto, /r.-l e G"., lo cual es una contradicción. tr

El siguiente teorema, debido también a Hólder (ver [13]), representa el

resultado miís importante de esta sección. Una demostración alternativa a la
que daremos aparece en [3, teo. 1, p. 45].

Teorema L,2.13, Si G admite un orden arqui,mediano, entonces G es 'iso'

morf o a un subgt"upo de (R, +) .

Demostración. Por la proposición 1.2.12, si i es arquimediano entonces

I es bi-invariante. Fijemos un elemento positivo / en G. Como I posee Ia
propiedad arquimediana, para cada g e G y cada p € N existe un único

entero q : q(p) tal que fs < ge < Ís+t.

. EI siguiente límite existe.

19
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En efecto, si

¡a(or) 1 ncr < fq\pt)+L (1 2)

l'

fs\e|t < gp2 < /q(p?)+I, (1 3)

entonces multipiicando a derecha por fq@) en (1.2), obtenemos que

¡tlm) ¡e@t) < gh Íq@2) < fs@L)+q\p2)+2.

\lultiplicando a izquierda en (1.3) por gpr, se tiene que

¡rt ¡c@z) < gpt gp2 < g^ iq@2)+t .

\lultiolicando la desigualdad gu < Íqbt)+l (debida a (1.2)) a derecha
por /o@':)+r, obtenemos gpL fs@2)+r -< Ísbt)+c(p2)+2 . Por lo tanto,

¡t(a)+a@e) 3 gpL+oz a fs(et)+s(h)+2,

de donde se obtiene que s(pl) + q(pr) S q(pt + pz) < q(pl) + q(p2) + t.
La afirmación resulta entonces del lema 1.2.11.

Denotaremos {(9) al límiie dado por 1a expresión (1.I). Observe
que el valor de @(9) es finito. En efecto, para 9 € G existe n e V, tal
que,f"<9</"+1.Luego,

f"o 1gp < Jr(n+l)e,

de donde se concluye que

n: lím A < ó(q) <,',,, (n+1)P- r:n*1.
P-6p - '-'-p-oo p

. La aplicación ó : G ..-..- (R., +) es un homomorfismo.

Sean 91,92 elementos arbitrarios de G. Si /s, < gl < fct+t y fs, <
gp2 < fcr+' , entonces por la bi-iwariancia de { tenemos

iqt+a <glgra Íqt+c,+2

Ír,+* < glsl < fct+s2+2.

Se ve¡ifica fácilmente por inducción we g!,ú a (grsz), < Sgpr, o bien
glgl I b2gt), < 9lgl. Por lo tanto,

20
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f,'*,'< (grgz), < Íct+q2+2,

por lo que

q(g).,o(s) : Ht_J*i
,.4*qz
p+co p

,, q+q2+1
p-6 p

: OGú2).

. El homomo¡fismo @ es inyectivo.

Observe que @ preserva orden, es decir, si 91 < 92 entonces /(91) (
d(g:). Note ádemás que ó(f) = l.Sea á un elemento de G tal que

d(á) : 0. Supongamos qne h I id. Existe entonces un entero n tal que
htf .De 10 anterior se concluye que 0: n/(h) = ó(h) > ó(Í) : 1,
lo cual es absurdo. Luego, si d(¿) : 0 entonces h : id,,lo cual prueba
que P es inyectiva. 

tr

A modo de observación referente al enunciado del teorema anterior, es
j.mportante decir que Hólder supuso una hipótesis más fuerte (que Ia que se

utiliza en estas notas) para el orden J en G: é1 supone a priori que j es

blinvariante (además de asumir que éste posee la propiedad arquimediana).
EI teorema en toda su generalidad fue demostrado por Conrad.

1.3. La propiedad de Conrad

Recordemos que un grupo G admitiendo un orden 3 tiene la propied,ad
d,e Conrad, si pará todo par de elementos positivos lt,, g en G, existe n € N
tal que á9" > 9. Los grupos que satisfacen esta propiedad son llamados
C-ord,enables, y el orden correspondiente I es llamado un C-orden.

El resultado que se presenta a continuación posee una demostración dinámi-
ca, la cual será expuesta en el segundo capítulo de este trabajo. La de-
mostración algebraica propuesta aquí es debida a la tesista.

21
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Proposición 1.3.1. Si I es un C-orden en un grLlpo G entonces para todo

f > id A h > id se tiene fh2 > h.

Demostración. Sea J un orden para el cual existen f > id y g > íd en G
tales que f92 < S. Tenemos entonces que id < g 1g Lf 19: (/9)-19, por
Io que

Us)"'g:(Íd"-2fs'z
ffs)-'zs: ffs)"-3 f g'

ffs)"-'s: Us)-'f s'

fs'
9.

(f g)"

Por Io tanto, (fS) < g para todo n € N, por lo que /(/9)" < ,f9 para
todo n € N. Luego, si escribimos /¿ = /9, concluimos que existen f > id y
h > id, en G tales que Jh < h para todo ?z € N, lo cual implica rlue I no es

un C-orden.

Observación 1.3.2. En Ia siguiente sección probaremos que si i es un C-
orden entonces lg"*' > g" para todo r¿ € N, condición que es equivalente a

g-tu f gn+r > id. para todo ,z € N.

La proposición a continuación nos entrega condiciones necesarias y sufi-
cientes para que un orden en un grupo G posea Ia propiedad de Conrad.

Proposición 1.3.3. ,9t G es un gr"upo admitiendo un ord'en l, entonces las

tres propi,edades siguientes son equi,u aLentes :

(\) Para tod.o g y h elementos positiuos en G eúste un entero positiuo n
tal que (h9) > gh;

(il) para tod,o id, < g < h eriste un entero posi,t'iuo n tal que g-1hg > h;

(iii) para todo par d.e elementos posátiuos g,h en G eri,ste un entero positi'Do

n tal que hg" > g.

22
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Demostración. Si 9 < h, ertonces g-rh > id. Luego si admitimos (i),
entonces existe r¿ € N tal que

s-1h" s : b rns)" > ss-th : h.

Así (i) implica (ii). Si ¿d < 9) entonces h < hg.Luego si aceptamos (ii),
entonces existe z¿ tal que (9ñ)" : h-r (h1)"h > hg. De esta manera obtenemos
que (ii) iniplica (D.Si (i) es falsa, entonces

h(gh)" < h(sh)g: (hg)"*' < sh

para todo n € N, por lo que (iii) es falsa. Luego (iii) implica (i), Si 9 < ñ,

entonces g - h - hg; luego con n : 1 obtenemos (iii). Si I > h > id, entonces

9 : h,f, donde f : h-rg > id. Si admitimos (i) entonces (hf) > Jh para
algún entero positivo a. De este modo,

' hg" = h(hf)" > hfh: eh > s.

Luego (i) implica (iii).

La siguiente caracterización de un orden Conrad tiene como consecuencia
que todo subgrupo fi.nitamente generado de un grupo G es C-ordenable si y
sólo si G es C-ordenable. Para una demostración ver [12].

Proposición L.3.4. Sea G un gr'?rpo- G es C-ordenable si y sólo si, para todo
subconjunto f.nito {g1, ..., g"} de G \ {¿di et:iste una elección d.e erponentes
er) ..., en en {- 1, 1} fal que i,d no pertenece al menor semign po lkl' , ..., S";ll
que sati,sface simultáneamente las si,gui.entes d,os propied.ades:

(\) éste contiene tod.os los elementos de la forma gi',

(ir) para tod,o par de elementos g,h en el semigntpo, el elemento g-rhg2
también pertenece a é1.

1.3.1. Subgrupos convexos

Sean I un orden en un grupo G y I1 un subgrupo de G. Diremos qr.re I/
es convexo en G (respecto a l) si paratodo 9 e G, h e H y h2 e H,

23
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Equivalentemente, podenos decir que 11 es convexo en G si para todo
g €G y he H,

id < s a ñ iniplica que g € 11.

Note que G y {i} son subgrupos coln'exos en G. A los restantes subgrupos
convexos en G se le denominará no triviales o propios.

Ejemplo l-.3.5. Si conslcle¡amos el orclen Iexicográfico en G = Z@2, el crtal
es bi-invariante (r,er el ejenplo 1.1.14), entonces el conjunto {(0, m) : m e Z}
es el único subgrupo convexo propio de G.

Para probar esto, escribanros H : {(0,m) : m e Z}. Claramente H es un
subgrupo propio cle G.

Si (0,0) < (nt,n) S (0,nu) entonces r¿1 :0 y 01n2 1m. Por lo tanto,
tenemos que (n1, n2) € 11, y por consiguielte 11 es convexo.

Sea.ahora H' ün subgrupo convexo conteniendo estrictamente a 11. Si
(n4, m2) € 11' \ H entonces m1 f 0. Como (0, rz2) pertenece a 11, tenemos
que (rn¡,0) está en H', y por conr.exiclad l1l contiene a {(m,0) : m e Z}.
Lttego, H' : 22.

Como primera propiedad a mencionar, tenemos que el conjunto de to-
dos los subgrupos convexos de un grupo G es (totalmente) ordenado por

inclusión. Para demostrar esto consideremos dos subgrupos convexos 11 y I{'
de G, y supongamos que h' e H'\H. Sin pérdida de generalidad, podemos

suponer que h' € G¡ (en caso contrario h'-r € G+). Tomemos h a H nG+.
Entonces id < h < h', porque H es convexo y h' 4 H. De este moclo /¿ e 1/'
y H ñG¡ c H'. Pe¡o como ,{' es un grupo, concluimos que }1 c I/'. Así,

el conjunto de todos los subgrupos con¡exos de un grupo es (totalmente)
ordenado por inclusión.

Como consecuencia de lo anterior se deduce que tanto uniones como in-
tersecciones arbitrarias de subgrupos convexos de G son subgrupos convexos
de G.

Proposición 1.3.6. Si H es un subgrapo conuero d'e G y g e (G\H)nG¡,
entonces Hg c (G \ fl) n G+.

Demostración. Si /¿ € II entonces h-t I g, pues de Io contrario id < g <
á-1, 1o cual implicaría que 9 € H. Por Io tanto, id: hh-r < hg. ú

Note que cambiando fr, por h-l en la demostración anterior, también se

tiene que 9I1 c (G \ H) nG+ (esto es importante de remarcar, pues H no
es necesariamente normal).

2-t
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Los tres lemas que se presentan a continuación son de gran utilidad para

denostrar el teorema 1.3.13, el cual representa un importante resultado en

este trabajo.

Lema 1.3.7. SuponQamos que G sati§face Las propiedad,es de la proposición

1.3.3. Sean g e G y f,h en G¡. Si S < Í^ U h < f" ¡taru cierlos enteros
positiuos m lJ n, entonces existe un entero positiao I taL que gh < ft.

Demostración. Supondremos sin pérdida de generalidad que m: n. De ia
hipótesis ñ < /" obtenemos que gfu < g/". Debido a esto, si demostramos
clue existe un entero positivo r tal que /" < g-rÍ', entonces gf" < i', por
lo que gh < /'. Supongamos por contradicción que g-1l' f /" para todo r.
Entonces g-lÍn+t < /" para toclo I ) 0. Pe¡o g < f-,por 1o que /¿9 < /"+¿
y g-rftg < g-r fn+I -( /" para todo I ) 0, De esta manera obtenemos que

s-'ff")'S 3 /" para todo I ) 0. Sin embargo, esto contradice Ia propiedad
(ii) del lema 1.3.3. ú

Antes de enunciar el segundo lema, es importante introducir el concepto
cle cubrim'iento para subgrupos convexos. S\ H y H' son dos subgrupos con-

vexos de G, diremos que I/' cubre a H si no existe subgrupo convexo 7 de

H' tal que H cT gH'y H lT + H' Si Il' cubre a 11, entonces el par

(H,H') es llamado s¿láo conuero (ver l2l).

Lema 1.3.8. Asumamos que G satisface las propiedad'es d'e la proposi'ción

1.3.3. Sd H y H' son subgrupos conueros d.e G tales que H' ca'bre a H y si

f , h pertenecen a (/1' \ f/) n Ga, entonces eri,ste un entero positiuo n tal que

f" > h. En particular, si G no contiene subgrapos conuetos propios, entonces

G es isomorfo a un subgrupo del grupo adi,tiuo d'e Los números reales.

Demostración. Supongamos vía contradicción que /" < h para todo entero
positivo r¿ (obseve que si J" = h, entonces f2n : hÍr¿ > á). Sea S : {S €
G : id, < g < /" para algún n). Claramente S es un subconjunto convexo, y
por el lema anterior S es un semigrupo dentro de G. Consideremos F : S U

S-1 u{rd}, donde S-r : {g eG:9-r € S }. Vamos a demostrar que F esun

subgrupo de G. Lo primero que afi¡mamos es que si I es un elemento de F,
entonces g-1 € F, pues si g € F, entonces g: id,, g € S og € S-1. Luego,

tenemos que g-r = id, g-1 € S-I o I € S. De esta m.anera! obtenemos que

9-1 € F.
Supongamos ahora que 91 y 92 son elementos de F.

2ó
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. Si una de las tres igualdades gt : irL, 9z : id o gú2: id es satisfecha,

entonces 9r9u € F. Ahora si gr,92 pertenecen a S, entonces debido a

clue S es un semiglupo tenemos que 9t9z € F'Por último, si 9r'9:
perten"ce,, a S-1, cntonces gi'gl' : (grgr)-' e S Luego, (grgz) e

S ICF, 1'así9192 c F.

. Si gr € S y 9'¿ e S-1, entonces gLg2 < q
(i) Si id < 9rg2, ertonces id < gúz < 9r. De esta manera, como 91 €

S, obtenemos q.oe gú2 e S, y por consiguiente en F'

(ii) Si id > 9192, entonces id < (gtgr)-t : gi'gr'' Como 9¡1 <. íd

;;;;"; or" ;;ü, ' < ei'. co.,clui,,'oi q," (e'er)'' e s, va que e, 
1 e

S. De esta forma, obtenemos que (9i92)-l € S y, por lo tanto, 9192 €

F.

. Supongamos ahora que 9: € S y 9r € S-r'

(i) Si 919, y 9291 pertenecen al cono positivo G¡ de G, entonces debido

a la afi.rmación (i) del lema 1.3.3 obtenemos que

gz : gz9úlr < (gitgrgr)" = gtrgtg para algún n e N'

De esto concluimos que id < g$2 < st$ < gt, y así 9192 € F'

(ii) Si grgz y 92gr pertenecen a G-, entonces (9r92)-r y (9291)-1 son

"térn"nlo. 
de G*. Por 1o que cambiando !r por 9lt y 92 por 92 

1 en (i),

obtenemos Que !r!2 € F.

(iii) Si 919, € G+ V 9z9t € G-, entonces gr'g;' e G1' Luego, debido

" 
iá 

"nr*u"i¿" 1ii¡ á"1 r".u t.3.3, tenemos que 92 < (9;r g2r)gi para

algún n € N. Luego, id < grg, < gt-r, y así grgz € F'

Hemos obtenid.o que F es un subgrupo de G' Además, debido a que S es

convexo, tenemos que F es un subgrupo convexo de G'

Si9 e -ÉIOG*, entonces g < f ya que en el caso contrario^id -( / < 9 con

s < iy así / sería un elemento de H. De esta forma H nG+ c F, y como

É 
". 

,r, grrpo, esto implica que H C F. Notemos qte H I F, pues / es un

etementJde F.que no está en lI. Si I € F nG1, entonces de id' < g < J"
con /" € H'se concluye qr,.9 ".," tl"-ento de 11' Por lo tanto' F C H/'

Ahoia, como á es un elemento de II', el cual no está en F, obtenemos que

F * H'.Pod.emos concluir entonces que II c F C I1l y H + F I Ht'Sir:

".Uurgo, 
esto contradice el hecho que 11' cubre a I/, lo cual completa 1a

prueba de la primera afirmación del lema.
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Ahora, si G no posee subgrupos convexos propios (es decir sólo 0 y G
son subgrupos convexos cle G), entonccs de la primera parte se deduce que

I es un orden arquimecliano para G. Por el teorerna 1.2.1-1. G es isomorfo a
(R, +)

Corolario L.3.9. Supongamos que G satisface las condiciones de la proposi'

ción 1.3.3. Entonces el orden I es arquimediano si g sólo si G no contiene

subgrupos conueros propio s.

Lema 1.3.10. Supongamos que G satisface las cond.iciones de La proposición
1.3.3. Si H y H' son subgt-upos conl)eros de G tales que H' cubre a H,
entonces H es normal en H' .

Demostración. Consideremos g-l € (H'\I{)nG+. Demostraremos primero
que -g 'nq < -g ' , para todo n t /-, .

Por la proposición 1.3.5, á-19 ' e (H' \ .A) n G+. Así debido al lema
anterior (h-19-r)" > g-', para algún n € N. Entonces si usamos 1a proposi-

ción 1.2,1, obtenemos que 9-1(l¿-I9-1)g > id y de esta forma g-'hg < g-'.
Consideremos ahora á e -Ff y supongamos q:ue g-rhg € H'\ 11. Si g-rhg €
(I1'\ H) n G+, entorces por el lema anterior existe n € N tal que

s-1hlg:k-ths)">g-',
pero ñ" € H, así g-rhg < 9-1. En caso contrario, si (9-tñ9)-r = g'th-lg
es un elemento de (H'\ 11) n G+, entonces

g t h-^g : (g-t h-tg)n > g-t.

pero ñ-" € I/, así g-lh--g <9-1. Luego g-LHgcH.
Para demostrar la contención contraria, es decir que Il C a-1H9, usare-

mos el hecho que para cada h € (¡// \ ¡1) n G+ existe n € N tal que h > g-1.

Si asumimos la condición (ii) del teorema 1.3.3, entonces existe r¿ € N tal
que (9-Iñ"9)- > '/u". Luego,

b-'hg)* € (Il'\ ¡{) n G+,

y por Io tanto

s-lhs e (H'\ H) ¡G+,

27

u

de lo cual se concluye que



CAPÍTUL) 1. LA TE1RÍA ALGEBRAICA

e-'[(11'\ H)ñC]¡ls c (a'\ fl) nG+,

v

9-t(H'\ fi)e c (/1/\ r?),

Iuego g-11J9 c I/ y de csta manera concluimos para este caso que fI es

norrnal en H'. es decir g-t tl g - ll.
Ahora, si consideramos g-' e (H'\ fl) n C;- y definimos r (h) = g-rhg

para todo ñ. € H, entonces usar.rdo (debido a Io anterior) que z(I1) : ¡¡,
obtenemos que r-l(r(H)) : ¡-t (H), lo cual i¡rplica que r 1(H) : ¡1. D

El teorema que se presenta a continuación nos proporciona una condición
necesaria y suficiente para que un orden en un grupo G posea la propiedad
de Conrad en términos de sus subgrupos conrrexos.

Teorerha 1.3,11. ¿¿s sigu'ientes propiedades de un grupo ord,enado G ad-
mitiendo un orden I son equiualentes:

(\) para cad.a par de elementos g,h enG¡ eriste un entero positiuo n tal
que (h g)" > 9h.

(ii) si Il y H' son subgrttpos conueros de G tales que H' cubre a H , entonces
H es normal en H' y H' f H es i,somorfo a un subgrapo de (R, +).

Demostración, El hecho que (i) implica (ii) resulta inmediatamente de 1os

tres lemas anteriores.
Recíprocamente, supongamos que G satisface (ii), y consideremos cios

elementos g y ¡¿ en G... Primero asumamos que h { g. Sean Ge la intersección
cie todos los subgrupos convexos de G que contienen a g ! Gg Ia unión de
toclos los subgrupos convexos de G que no contienen a g. Entonces, debido a

lo mencionado al comienzo de esta sección, Ge y G, son subgrupos con'exos
de G, y claramente Ge cubre a Gr. De esta manera, Ge f Gn es isomorfo a un
subgrupo del grupo aditivo de los números reales. Usanclo las propiedades de
(lR, +), obtenemos que existe un entero positivo n tal qüe

(hs)"Gn: l(hc;(sc,)1" > (sG)(hG): sh(Gs)

Por lo tanto, (gh)-l(hg)" G, es positivo en Ge f Gn. Esto implica que (á9)" >
9h.. El caso en que 9 < á es análogo.

Note que el último paso de la demostración es válido para n:2, lo cual
está di¡ectamente relacionado con la validez de la proposición 1.3.1.
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Proposición L.3.12. Sea G un grupo admi,tiendo un C-orden 3. Consider-
enlos una palabra ll'(f .g) = f*'5"' f^rS"L tal que !nz¿ > 0 yDnu> 0.

Si Í > id y g > id en (i, entonces w(f,S)> id en G.

Demostración. Debido a que el conjunlo de subgntpos convexos de urt

grupo G es totalmente orclenado, tenémos que analizar los siguientes tres

casos:

Caso 1. Si Gn 9 G¡, entonces g e G¡ ya que G, es (por definición) el_mayor

subgiupo conr-exo de G que no contiene a g. Para todo á e G/ deno-

tarenos su clase en GJ/G¡ por [h]. Considerarenos I e\ Gf lC;¡. De

esta nanera, lg',: id y [/] > id. Por lo tanto,

ll¡,(/,s)l : lfmlsn,... ftLksnk)
: [/-'][e^] .[/--][g"-]

- trI-,r
-tJt
- t ¡E-'
- tJl
>0.

Se concluye qt:e W (f , g) > i.d.

Caso 2. Si G¡ 9 Gn, entonces / € Gr. Cambiando / por g en la demostración
anterlor, se obtiene (para este caso) que W(f ,g) > id'.

Caso 3. Si Gs: G¡: Go, entonces G¡ : Gs: G0, y por consiguiente ni / ni

9 pertenecen a Go. Debido al teorema 7.3.71, Go /Go es isomorfo a un

subgrupo no trivial de lR. De esta manera, el orden I es arquimecliano
eD, Go fGs, y entonces Go fGs es abeliano. Por lo tanto,

lw (f ,s)l = lfry sh... fnk snk): U-'lls"'l .[/-*][e*]
: ["fD-']let"']: [J]»-'lelE"'
>0.

Concluimos q\re lY (Í, g) > id.

29
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7.3.2. Indicabilidad local

El teorema a continuación cs debido a Conracl.

Teorema 1.3.13. Se¿ G un grru.po finiiamente generatlo. Si 7! es un C-ord,en

en G. entonces eriste un homomorf.smo no tri,uial p : G - + (R, +),

Demostración. Sea J un C-orden en G. Debido al teorema 1.3.10, si I1
y l1' son subgrupos conrexos de G tales que -I/' cubre a -É1, entonces H es

norrnal en H' s' H' lH es isomorfo a un subgrupo (no trivial) de (R. +).
Si G no posee subgrupos convexos propios, entonces G es isomorfo a

un subgrupo de (R. -). En caso contrario, es decir, si existe (al menos) un
subgrupo convexo plopio de G, ¡azonamos conro sigue.

Sea F : {,fi,...,"fr} un conjunto generador de G, formado por elementos
dos a dbs distintos v positivos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

/1 es el mayor elemento relativo a 3. Sea C Ia unión de todos los subgrupos
con\¡exos de G que no contienen a fl.
Afirmación. CJ cubre a C.

Supongamos que C'es un subgrupo convexo de G tal que C g C'C G.
Entonces existe (al menos) un elemento en C' que no pertenece a C. Por
la manera en Ia que fue definido C, tenemos que fi e C'. Luego, podemos

concluir que F C C'. De esta mariera, como F genera G, obtenemos que C'
:G.

De esta forma, G cubre a C y G/C es isomorfo a un subgrupo no trivial de
(R, +) debido al teo¡ema 1.3-11. Llamemos f al isomorfismo correspondiente.
Consideremos la aplicación Q: G ------ (R, +) ial que S: $ op, donde p es la
pro¡ección canónica, la cual envía g en su clase § en G/C.

3U
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ó
G (R,+)

ú

G/c

Figura 2

La aplicación @ es un homomorfismo, pues ella es la composición de dos
homomorfismos. Además, @ es no trivial, pues si lo fuera se tendría que

,!G) : 0 para todo g e G I C, lo cual es absurdo ya que la imagen de !, es

no trivial. E

EI sigr.riente resultaclo es debido a Conrad. La demostración que se pre-
senta en este trabajo fue extraída de [15].

Proposición 1.3.14. ,S, G es un grapo C-ord,enable entonces es Localmente

indi.cable.

Demostración. Si H es un subgrupo no trivial finitamente generado de G,
entonces H es C-ordenable con el C-orden inducido por G. Debido al teorema
1.3.13,.existe un homomorfismo no trivial de H en 2". De esta manera,
componiendo este homomo¡fismo con la proyección d,e Z" en Z, obtenemos
un homomorflsmo epiyectivo Q : H ------., Z. ¡

El recíproco de la proposición anterior es debido a Broclskii ([3]) ¡' Remthulla-
Rolfsen ([15]). La demostración que se presenta a continuación, Ia cual se

apoya sobre 1a proposición 1.3.1, ha sido tomada de [12].

Proposición I.3.15. Todo gtrupo localmente ind,icable es C-ord.enable.

p
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Demostración. Necesitamos veriñcar que todo gru¡:o localmente indic¿-
ble G satisface Ia condición en la proposición 1.3.4. Sca {91,...,9r} una fa-
milia finita de elementos en G \ {id}. Por hipótcsis, existe ur'r houromor-
fismo no trivial /1 | lh,...,gk) ------ (R,+). Sean i1,...,r¡, los índices tales
que pr(9i;) :0. Otra vez por hipótesis, existe un homonorfisn.io no trivial
óz: \g¡,...,9ir,)--, (iR,+). Consideremos i!,....i'.,, Ios ínciices en {i1,.... i¡,}
para los cuales Óz(lt,) : 0. Podemos continuar el proceso y elegir un ho-
momorfismo no trivial óz: (9;\,...,g1h,,1 -) (lR,+)... Note que este proceso

debería finalizar en un núme¡o finito de pasos (de hecho, éste para en a lo
más k pasos). Ahora, para cada i € {1,..., k} etegimos el único índice j(i) tal
que dj(4 está definido sobre 9, y ó¡Okr) * 0. Consideremos

q, € {-1,1} tal que Ó¡@b?) > 0.

Afirrnamos que esta elección de exponentes es "compatible". De hecho, para
cada índice j y cada f , g pa:la los cuales d¡ están definidas se tiene que

ó¡(f-'gf'): ó¡(f) + ó¡b).

De esta manera, tenemos que d,k) 2 0 para todo 9 e ((9f',...,91-)). NIás

aún, si.d1(e) : 0 entonces s e ((s::',...,si;i')). En este caso, el mismo
argumento anterior muestra que dz(g) ) 0, obíeniendo Ia igualdad si y

, 4.' 
'/- -sólamente si 9 e ((9,i ' , ..., g,ir,," )) . Continuando con este razonamiento, con-

cluimos que @¡(9) debe ser estrictamente positivo para algún índice j. De
esta manera, tenemos que ó¡(f'Sf') > 0 para todo par de elementos /,9 en
(kl', , sX')), y por lo tanto, el elemento /-1912 no puede ser igual a Ia iden-
tidad. De esta forma, concluimos qre i.d (. (kl', .,gl-)), y por consiguiente
que G es C-ordenable. tr
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Capítulo 2

La teoría dinámica

2.t. Acciones por homeomorfismos de la rec-
ta

En lo que sigue, hablaremos de acción sobre la recta pensando en una
acción sobre la recta por homeomorfismos que preservan orientación. El sigu-
iente teprema representa el punto de partida en nuestro estudio de Ia dinámica
de grupos ordenables.

Teorema 2.1.!, Un grupo infinito numerable G actúa d.e manera eJectiua

sobre la recta por homeom,orfsrlos que preseruan orientación si y sóLo si, es

ord.enabLe.

Demostración. Supongamos que G actúa de ma¡era efectira sobre Ia recta
por homeomorfrsmos que preservan orientación. Consideremos una sucesión
(r,,) densa en R y definamos 9 < lz si 9: h o s\ el menor índice n para e1

cual 9(c") I h(x") es tal que 9(2") < á(2"). Claramente I es un orden.
Recíprocamente, supongamos que I es un orden en G. Escojamos una

numeración (9,) de G, hagamos f(96) : 0, y supongamos que t(9¡), ..., ¿(S¿) ya
han sido deflnidos. Si g¿".1 es mayor que 90, ...,9¿ (respectivamente menor), en-

tonces deflnimos f (9¿..,.1) = máx{ú(90),..., ¿(9¿)}+1 (resp. mín{l(g¡), ..,t(gr))-
1). Finalmente, si g^ -1 g¡+t < 9¿ para ciertos rn, r¿ en {0,...,i}, y si 9¡ no
está entre gn y gn pard ningún 0 < j < i, entonces definimos t(gr*r) :
(t(g^) + t(s))/z.De esta manera, hemos obtenido una acción de G sobre
ú(G) por s(t(st)): t(ss).

Afirma.mos que esta acción se extiende continuamente a la clausura de

ú(G). En efecto, si o está en Ia clausura de ú(G), entonces existe una sucesión
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(i.^) en G tal que a : liu"-- f(ñ,). Añrmamos que líni,-- g(f(á")) existe.
Para probar esto, daclo l'€ N diremos que "f1,, en G estan A.cercanos si

la posición relativa de anüos respecto a go,g\,...,gk es "casl" la misma. De
nranera más precisa, si g¡o,g¡tt...,g¡r es el reordenamiento de 96.91,...,g¡ de
acrrerdo a <. )'si g,. < it < g,,_r. enlonces gi,-, I Iz < gi,-2.

Resulta clirectamente de Ia construcción 1o siguiente: dados e > 0 y 11 >
0, existe ,t : ,((e , ¡1) € N tal que

si t(fi) y ü(/2) pertenecen a [-I1,11], entonces dist(t(fi), t(/r)) < e si y
sólo si /1 ]'/2 eslán A-cercanos.

Observe que si e + 0 y 11 + oc, entonces A'--- m.
Teniendo esto en nente. probaremos que la sucesión g(t(n)) : (tbn"))

es de Cauc\ Fijenos 11 > 0 tal que todos los punios t(ñ") y f(gh") están
en [-,41,,4,1] (se ve,-ifica fácilmente Ia existencia de un tal i1,1). Dado e > 0,

tomemos e' > 0 tal que

{s-!go,...,g-'g*,}c{go,...,st",,} (*).

Como t(á") converge al punto a € R, existe N € N tal que, si nr ) tV y
n2,t N, entonces dist(ú(h",),t(h",))< e'. Esto implica que ñ,,. y lL". están
k1.,,,v.r¡-próximos. Por (+), h", y h,,, casi tienen la misma posoción relativa
a {9-'90,...,9-1gr.}, lo cual implica que gh,, y gh,,, casi tienen Ia misma
posición relativa a {90,...,9¡. }. Por lo tanto, dist(t(gh",), f(gh,,))< e, Io cual
prueba que (t(gh")) es de Cauchy.

Podemos definir entonces que

e(a) : -tím elt(h,¡¡:.tj1o(t(n"))

Por un argument"..,á;: de concatenación, el límite no depende de la
sucesión (h,) escogida verificando t(h") "- a Además, la extensión obtenida
es necesarimente continua.

Finalmente, extendemos la acción a toda la recta de modo que cada apli-
cación g sea afín sobre cada intervalo del complemento de Ia clausura de

t(G). La acción así obtenida es efectira, pues para caÁa g I id se tiene

s(t?ü): t(s) #t(id). ü

Observación 2.1.2. Fijado un orden-( ademrís de una numeración (9") de

un grupo numerable G, llamamos realizaci.ón d'inám'tca a Ia acción construi-
da en Ia demostración del teorema precedente. Daremos a continuación dos

interesantes propiedades de dicha realización.
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(r) Si G es un grupo no trivial, entonces ninguna
asociada a G admite puntos fijos globales.

35

reaLización di,ruimica

11c
9o

Figura 3

En efecto, si G es no trivial entonces de la construcción de la reai-
ización dinámica se deduce fácilmente que para cada n € N ensfen /, 9
enGtalesque¿(/) : -n y t(g): n. Si ro € R y n es suficientemente
grande, esto implica que ¿(/) < 

"o 
< f(9). Para h: Sf-t obtenemos

entonces h(o6) > a6, ya que

implica que

por lo que
zs<¿(9)<h(iro).

Por tanto, tenemos que r0 no es un punto fijo de h. De esta man-
era, obtenemos que ninguna realización dinámica asociada a G admite
puntos fijos globales.

(ii) Si / es un elemento de G cuya realización dinámica admite dos puntos
fijos o < ó (que pueden ser iguales a J:m) de modo que ]a, á[no contiene
puntos fijos de /, entonces existe g € G tal que t(9) ela, ó[.

Supongamos por contradicción que ]o, á[ no contiene puntos de la
forma l(9). Entonces / en ]a,á[ debe extenderse (por construcción)
de manera afín al intervalo [a,b], por Io que / = Id et ]a,bl, lo cual
contradice el hecho que / no tenga puntos fijos en este intervalo.

La propiedad anterior está representada, por ejemplo, en la siguiente figu-
IA:

t(s)t(J)

f(/) < 16 < t(e),

ñ(¿(/)) < á(16) < h(t(e)),
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t(s)

En er teorema onr".io. "i-::::": " .
adnrita un 

"ra"" ""'"),,,,,-""',^'-'ios 
quc el hecho quo un grupo (nunrerable)

r, .""i" r".i"r,,li.lli,llllr,. a quo esre grupo actúe Ácti.,amenre sobrá

:::::T,,Tifuj:.:ü:H:["H:,*il"'::,",,1T1:,fl [f ;:'.,";;3T.tr17

f ema 2'1'3' si c es un ,ur: r^\r,:"r,ú1 rib.remente por homeomorfsmos deta ?ecta, entonces G admite un orden totat b¡_¡nuarl¡i.it, ) orqui."aioro.
Demostración. Supongamos 

^que.G 
es un grupo (lue actúa librems¡¡q p6¡homeomorfismos de la recta. Consideremos lu.uiu"i¿,, a. o"aun f en G se8ún

:":Hl ñ.^;'r'JX);Íl'¿ir:rs,1" " u R 6;;;;;;;,;ullu,tu, pu,u tádo
e(r) > r para argún , . * r..ll'"'"',i,Í:-:::: :): I I"T":, inl ",.pr"'q,"g siempr-e esrá pár sobre la 

t'dvr \ L¡ vdrr¡e,¡re 9(¡ I <¡) entonces el gráfico cle
está por rlebajo de la cliasonalffnal 

(respectivamente el 8ráfico d-e g si"mp,re
o..*'."á".q,.;i:il:i'l:"'L':ff :ffi ::i:Ti?*m*Xmles clara, pues G actúa por homeomorfismos *" O*a*""a,".ientación sobreN. La invariancia a derecha. es

resurtader hechoque4 r o,-.1::"',ol'" o{,-.nf si g < á para todo / e G,

;.;,.* ;¿f il: íñ)iTi:;iíJíhif] :r;;h:m ?:x,:ffií:
,..)::i3'i;':l%l 

":r:ui:"1111-'" 
3: Es decir, queremos probar que

u rs,in, i íi' ü ;;;:;.,.n,#JH, : J _:, i#lfl* "r#,;,,,, i,l j.1*
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que g(?) > r p^ra todo Í € IR. La sucesión (9'(r)) es entonces decreciente.
Afirmamos que ella es no acotada. En efecto, si lo fuese entonces tendria un
Iímite o : Iím"*- 9"(z), lo cual implicaría que

9(a) : g(lím"*- S" @)) : lini,-- 9"+'(c) : ¿,

contradiciendo la hipótesis de libertad. Pol Io talrto, existe r¿ € N tal que
g" (x) > h(r),lo cual implica que 9" > h. D

2.2. Versión dinámica del teorema de Hólder

Recprdemos que si G admite un orden arquimediano entonces G es iso-
morfo a un subgrupo de (R. r).

Sabemos ademrís (de la demostración del teorema 1.2.13) que si ñjamos
un elemento positivo / en G, entonces para cada g € G y para cada p € N
existe un único entero q : S(d tai que /c 1 g, < fq+r. La aplicación p
de6nida de manera tal que

óG) =

es un isomorfi.smo ordenado (es decir, preserva orden) G y un subgrupo de
(m,+)

Como consecuencia de lo anterior y del lema 2.1.3 se tiene qle los únicos
gr-upos que pueden actuar libremente por homeomorf,smos d,e la recta son los
subgrtios de (R, +).

Supongamos que G es un grupo que actúa libremente sobre la recta.
Debido al lema 2.1.3, G admite un orden bi-invariante y arquimedeano I tal
que si g,ñ € G, entonces g < á si g(r) es menor a á(z) para algún r e IR..

Este orden permite construir un isomorfismo p entre G y un subgrupo de
(R., +). A continuación demostraremos la siguiente afirmación: la acción de

G sobre IR por Homeo-¡(lR) es semiconjugada a Ia acción por traslaciones
correspondiente.

Ií- {g fc < ee -< /c+r},p-co [p )



CAPÍTULO 2. LA TE).RÍA DINÁ\,IICA

Definición 2,2.1. Dos acciones 91 )'e: de un grupo G por homeomorfismos
que preservar orientación de lR son topológicomente semiconjugad,as si exisLe
g : 1R ------+ IR. coltinua y no decleciente tal que ,po1(9) : ózk)p para todo
g € G. Si existe g € Homeol(R) r,erificando Io anterior. entonces se dice que

d1 y @2 son dos acciones topológicamente conjugadas.

Si @(G) es isomorfo a (2,+), entonces la acción de G es conjugada a Ia
acción por traslaciones enteras de la recta. Si estamos en el caso contrario,
entonces el grupo @(G) es denso en (1R,+). Para cada punto r¿ de Ia recta
definimos

P(¿) = suP{Ó(h) e R:r1(o) <r}

. g es una función ao decreciente, pues si z < U entonces

{h e G : h(o) < r} c {h e G : á(o) < e},

p(z):sup{heG:h(0) < z} < sup{á € G: h(0) 3 a} : p(a)

. Se tiene q(n@)) - p@) + ó(h) para todo :r, € lR y todo h € G.

En efecto, si escribimos h@) : y € lR, entonces

e(n(2,) :,,, 
: ::;iiiil#s;k?l
: sup{d(e) : e(0) < c} + @(lz)

e@) + ci(h)'

¡ g es una t'unción continua, pues si no lo fuera entonces R \ 9(R) (es

decir, el conjunto Salt(g) de los saltos de la función g) sería abierto, no
vacío e invariante por traslaciones de y'(G), lo cual es imposible porque

@(G) es denso en IR.

Para demostra¡ Ia invariancia de Salt(rp) escribamos Salt(rp) : m\g(lR).
claramente, éste es abierto y no vacío. Además, como

por 1o que
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T¿6¡(Salt(rp)) :

39

T66¡(R \ rp(R)

R \ T61r¡(e(R))

re \ e(g(m))
m \ e(n))
Salt(e),

Salt(p) es inlariante por traslaciones cle elementos en Q(G)-

2.3. Versión dinámica de la bi-invariancra

Siguiendo 112], diremos que Ia acción de un grupo G por homeomorfismos
de Ia recta que preservan orientación es esenci,almente lióre si para todo
elemento 9 € CJ se tiene de ma¡era excluyente que 9(z) ! r para todo
r € R o bien 9(;) > r para todo, € R. La proposición a continuación,
debida esencialmente a Ghys [8], entrega una contrapa¡te algebraica para
esta noción.

Proposición 2.3.L. Un orupo numerable G admite una acci,ón esencial-
mente libre sobre la recta si y sóLo sá es bz-ord,enable.

Demostración. Si G es bi-ordenable entonces Ia acción sobre Ia recta de

la realización dinámlca asociacla a cualquier numeración de éste es esencial-
mente libre. En efecto, si g > id entonces 99t i- 9t para todo g¡ e G,y
entonces g(t(g)) : t(ggr) > t(gí).Debido a Ia construcción de Ia realización
dinámica, tenemos que S@) > r para todo z € IR. Análogamente, tenemos
que si g < id entonces g(r) < r para todo z € IR. De esta manera, obtenemos
que la acción es esencialmente )ibre.

Recíprocamente, sea G un grupo de homeomorflsmos de Ia recta cuya
acción es esencialmente libre. Queremos probar que el orden I asociado a

cualquier sucesión de puntos de la recta (o,) es blinvariante. De hecho, si

/ | id enionces el gráfico de / no tiene puntos bajo la diagonal. Por otro
lado, si g es cualquier elemento de G entonces 1o mismo es verdad para e1

gráfico de g f g-L . Por lo tanto, tenemos que g f g-' L id.
De esta forma hemos probado que -:< es bi-invariante. !

EI siguiente ¡esultado entrega una demostración dinámica de la proposi-
ción 7.2.12.
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Proposición 2.3.2. Todo orden arqui,rned.iano en un grupo es bi-inuariante.

Demostración. Sean I un orden arquimecliaro en un grupo G V {h, . , Ít}
una farnilia finita de elementos en é1. Consideremos alguna numeración (,hn)

del grupo generada por ellos, así como su correspondiente realización dináni-
ca. Probaremos que esta acción es libie. De hecho, si no 1o fuera, existiría
h e \fr,..., f*l y un intenalo ]a, ál (el cual no es toda Ia recta) tal que h fija
a y ó, y no tiene puntos fijos en ]a, á[. Debido a los comentarios inmediata-
mente posteriores al teorema 2.1.1, tenemos que el intervalo ]o, á[ puede ser
considerado de ma¡rera tal que á I m. NIas aún, existe algún punto de ia
forma t(hi) en ]a, bi. y conjugando por á¿ si es necesario, podemos asumir que
f(id) pertenece a la,6[. Ahora, debido a c{ue las realizaciones clinánicas de
grupos ordenables (no triviales) no poseen puntos 6jos globales, tenemos que

debe¡Ía existir h' € (Ír,..., Íx) tal que h'(i(id)) > b. De esta manera, tenemos
quc h'(l(id)) > b > h (t(id)) para toc{o n € Z. Esto implica que lz" < h'
para toclo n e Z, lo cual viola el hecho que el orden I posea la propiedacl
arquimediana.

Ahora, considerenos / < 9 y á tres elementos en CJ. Debido a que la r+
alización dinámica asociada al grupo generado por ellos es libre y f (t(id)) <
g(f(id)), obtenemos que /(¿(á)) < 9(¿(á)), que es t(/h) < t(sh).Por con-
struccién esto implica que /ñ < 9h. Como /,9 y h son elementos arbitrarios
de G, tenemos que : es un orden invariante a derecha. ¡

2.4. Versión dinámica de la propiedad de Con-
rad

2.4.1,. Elementos entrecruzados, medidas invariantes y
número de traslación

Al comenzar esta sección, es importante recordar que una medida definida
sobre los conjuntos borelianos de un espacio topológico que es finita sobre

sus compactos se denomina medid,a d,e Radon.
Para cada medida de Radon no trivial u sobre los borelianos de la ¡ec-

ta considera¡emos el grupo G, de los homeomorfismos que (preservan ori
entación y) fijan u. Para cada 9 € G, definimos el núrnero d.e traslación d'e g

respecto a u pot
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Lo primero que veremos es que dicho valor no depende de la elección de

r € iR. Para esto tomemos y € lR tal qre y I t. Si y < g(y) (el caso en que

S(a) < y es análogo), tenemos los siguientes 3 casos;

. Si 9 < s@) < g(a)' entonces

u([y,g(y)D : ,([y,g(")D + u(le(z),e(s)[)
: u([y, g(,)D + t,([r, e[)
: u([z, e(r)[).

. Si 9(z) < u < g(a), entonces

u(la,s@)l) :,([s@),s@)l) -,([g("),u[)
: ,([", y[) - ll([g("), u[)
: z,(ie,9(z)[.

' Si S,< s@) < s(r), entonces

,fu , g@)l) : 
"(la,s@)U - u(ls(a)'s@)l)

: ,([c, s(r,)[) - ,([y, r[)
= u([¿, g(") D.

' Una propiedad importante del lúmero de traslación es que la aplicación

r, . Gu ---- IR es un homomorfismo de G, sobre (R, +), es decir, si g e G, y
á € G,, entonces r"(sh) : r,(g) + r"(h). Esto último se obtiene básicamente

de la stguiente propiedad de u:

u(lx, sh(r)l) : z'([:r, h(r)[) + u([h(r), e(á(z))[).

Ademrís, para 9 € G, se cumple

r"(s):0 si y só1o si I posee al menos un punto fijo'

En efecto, si g posee un punto fijo r entonces r,(9) : u([2,9(r)[) :
u(fu,r1) : 0. Recíprocamente, si Fix(g) : @, entonces la ó¡bita por 9 de

cada punto u de la recta es no acotada en ambas direcciones. Fijemos o € IR

y supongamos que 9(a) > r (en caso contrario reemplazamos g por 9-l). EI

11
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lrecho que r,(g) :0 in.rplica que Li=i ,k¡u(r), sr*t(r)[) : nu([e-,9(r)[) : g

¡:ara todo n e N. Análogamente u([g-"(:J,;i;l) : 0. Lucgo, si hacenos reuder
n al infinito obtenemos u([-m,oo[) : 0, lo cua] es absurdo. Por Io tanto,
r,(s) lo si Fix(e): s.

Una propieclad más fuerte c¡ue la anterior para el número de tlaslación es

la siguienie:

si Fix(g) f A entonces el soporte de l está contenido en Fix(g).

En efecto, si suponemos que existe un boreliano,4 disjunto de Fix(g) tal
que u(A) > 0 y -4 n 9(A) : a. y q:ue Ia sucesión de conjuntos (S'(A))".N
es acotada (cambiando g por g I si fuese necesario), entonces u(U"€Ng"(A))
debiese ser finita. Sin embargo, esta medida es igual a !,.o u(9'(A)) : co.

Definición 2.4.1. Decimos que dos homeomorfi.smos de la recta están en-
trecruzádos sobre un intervalo la,b[ si uno de ellos fija ]a.ól pero no tiene
puntos fijos en el interior, mientras que el otro envía a o b dentro de ]a, b[.

Recalquemos que, en la definición anterior, a (respectiramente á) puede
ser igual a -oo (respectivamente +oo).

Veremos en 1o que sigue que la existencia de medida de Radon invariante
está estrechamente relacionada con el concepto de elementos entrecruzados.

Teorema 2.4.2. Sea G un gr"upo finitamente generad.o d,e homeomorfismos
d.e la recta. Si, G no posee eLementos entrecruzados, entonces G preserua una
medid.a d,e Radon sobre los borelianos d,e R.

Demostración. Si G admite puntos fijos globales entonces la afirmación
es obvia: la medida cle Dirac soportada en cualquiera de estos puntos es

invariante por la acción.
Supongamos en lo que sigue que no hay puntos fijos globales para la

acción, y fijemos un sistema finito de generadores {Jr,f2,...,f¡} pala G.
Comenzamos afirmando que al menos uno de estos generadores no posee

punto ftjo.
Para verifi.car lo anterior razonamos por contradicción suponiendo que

cada uno de los /¡ posee puntos frjos. Sea r,'1 € ]0, 1l un punto fijo de fi.
Si /2 fija icl entonces haciendo z2 : ur tenemos que Í2 es fijado tanto por

fi como por /2. En caso contrario, escojamos un punto fijo z2 para /2 de

modo que /2 no posea ningún otro punto fijo entre rr y rz. Como h y fz
no se entrecruzan sobre ningún intervalo, f1 clebe también fijar /r. Si /3 fija
,2 hacemos 13 : r2', si no, consideramos un punto c3 que sea fljado por
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/3 de modo que fi lo posea ningún punto fijo entrc 12 y o3. EI argunlento
usado anteriormente pernite nue\¡¿mente probar que J1, J2 y fi frjan 13.

Continuando de esta nanera podenos ltallar un punto fijo común para todos
Ios generadores /¿. es decir un punto fijo global para la realización de G, lo
cual es absurdo. De esta manera obterremos que al menos un J* no posee

punto fi.jo.
Afirmamos ahora que existe un conjunto cerrado no vacío invariante v

minimal para la acción de G. Pa¡a probar esto consideremos un generaclor

/ : /i sin puntos frjos, fijemos un pr:nto arbitrario r¡ de ia recia, y denotemos
por f al inte¡valo l..o,l(ro)] si /(r¡) > r*¿ (respectivamenie [/(ee),r¡] si

"f(ro) < ,o).En Ia familia f de conjuntos cerrados no vacíos e invariantes por
G consideremos la relación cle orden j definida por A1 r A2 si A1O7 C Arnl.
Como / no tiene puntos fijos, tocla órbita de G debe intersectar al intervalo
1, por lo que A o 1 es un compacto no vacío para todo A € f. Podemos
así aplicar el lema de Zorn, el cual nos brinda un elemento maximal para el

orclen l; dicho elemento maximal no es otra cosa que la intersección con /
de un conjunto G-inrariante cerraclo no vacío y minimal J.

Obse¡ve ahora que tanto la frontera óA de A como el conjunto A' de

Ios puntos de acumulación de .,\, son también cerrados e invariantes por G.
Debido. a la minimalidad de A, sólo tres casos pueden presentarse.

(0 
^':0.En este caso 

^ 
es discreto, es decir r\ coincide con el conjunto de los

puntos de una sucesión (gn),€N satisfaciendo 9," < g¿+r para todo n y
que carece de puntos de acumulación. De esta manera, Ia nredida de

Radon u:D^.26r^ es invariante por G.

(ii) aA:0.
En este caso A coincide con toda Ia recta. Afirmamos que la acción de G
es lib¡e, En efecto, si este no fuera el caso entonces existiría un elemento

9 € G y un intervalo ]4, ül estrictamente contenido en la recta de modo
que 9 fija la, á[, pero no posee punto fiio en su interior. Como la acción

es minimal, debe existir un elemento á e G que envía ¿ o á dentro de

]o,á[; sin embargo, esto implica que g y h se entrecruzan en ]4,ó[, Io
cual viola nustra hipótesis. Ahora bien, como Ia acción de G sobre la
recta es libre, el teorema de Hólder implica que G es topológicamente

conjugado a un grupo de traslación. La preimagen de la medida de

Lebesgue por la conjugación ¡esulta ser entonces una medida de Radon
invariante por Ia acción.

(iii) aA: A',: 
^.En este caso A es "localmente" un conjunto de Cantor. Colapsando
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a un pulrto la clausura de cada una de las componentes conexas dcl
complernento de,\, obtenemos un nueva recta topológica con una C,'-

acción inducida por seniconjugación. Como en el caso (ii), se verifica
que esta nueta acción es libre, y por lo ianto preserva una medida de

Radon. La preimagen de esta medida por la semiconjugación resulta
ser entonces una medida de Radon invariante por la acción original de
Gtr

Observación. La hipótesis de generación finita es necesaria para el teore-
ma 2.4.2 anterior (r'er [13], ejenrplo 2.2.47). Sin embargo, a lo Iargo de Ia
demostración dicl.ra hipótesis fue utilizada sólo para hallar un elemento sin
puntos fijos. Por Io tanto, si esta úlbima condición es asumida como hipótesis
entonces el teorema continúa siendo válido (ver 2.2.46 en [13]).

El teorema a continuación nos da una condición suficiente pa¡a que exista
un honromorfismo de grupos no triuial rie G en (R, +).

Teorema 2.4.3. Si G es un grupo f,ni,tamente generado d.e homeomorf,smos
d,e la recta admitiendo un ord,en 7 bi-inuari,ante, entonces et'iste un homo-
morf,smo de E"upos no triui.al de G en (lR, +),

Demostración, Sabemos que si G es finitamente generado y I es un or-
den biinvariantej entonces G admite una realización dinámica sin elementos
entrecruzados. Debido a este últino resultado, G satisface las hipótesis del
teorema 2.4.2, y de esta nanera G preserva una medida de Radon sob¡e los

borelianos de R, a Ia cual denotaremos o. Luego, ru : G --' IR es un homo-
morfismo entre los grupos G y (R, +) Además, tenemos que ru es no trtuáaL,

pues de lo contra¡io. es decir, si r, = 0 entonces todo elemento de G fija el

soporte de u, 1o cual es imposible para una realización dinámica. C

En la sección siguiente probaremos que lo anterior se extiende a C-órdenes.

2.4.2. Elementos entrecruzados y propiedad de Con-
rad

El resultado clue se presenta a continuación es realmente importante, pues

con él nos acercamos a la demostración del siguiente hecho: un grupo (nu-

merable) G es C-ordenable si y sólo si existe una realización dinámica para

G sin elemcntos ent recruzados.
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Teorema 2.4.4. Si G es un grupo numerable que admite un C-orden 1!, y
(g")".* ,s cualquier numeración d.e G, entonces la realización d'inámica de

G asociad,o, a esta numeración es un subgrupo de Homeo¡(R) sin elernentos
entrecruzad.o s .

Demostración. Procede¡emos por coñtradicción, así que supondremos que
la realización dinámica de G es un subgrupo de Homeol(lR), que posee ele-
mentos entrecruzados en un intervalo [a, á].

Asumi¡emos en lo que sigue que G es infinito, pues si G es trivial la
afirmación es obvia. Debido a Ia propiedad (ii) vista en la Observaciól 2.1.2,
existe 9r € G tal que t(9¿) está en ]a, á1, el c:ual sin pérdida d.e generali.d.ad
podemos considerar igual a f(9¡) -- t(id) : f, ya que si conjuganos f y g po,
gsgi 1 obtenemos clue

. sasf,lt(sr) -, t(soso',s) -- t(sü : toü.

Esta situación se ilustra en la figura 5 (donde g' : Sogrl).

s'-'(")

. 
s'-'(a) t(i,d) s'-t(c) s'-'(b)

Figura 5

Sean g y / un.par de elementos entrecruzados en [a, b]. Cambiando / por
su inversa si es necesario, podemos suponer que f (") < , para todo r e [o, ó]

y g(a) ela,bl (el caso en que 9(á) pertenece a ]a, b[ es análogo). Observe que,

para todo n e I{, 9/"(a) : g(a): c. Ademrás, f" (d) 
- 

¿ cuando n tiende
al infinito, por lo que gf"(d) 

- 
g(a): c. También

c < gf"(d) para todo r¡ € AI (ver Figura 6).
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Figura 6

Escribamos h" : gf". Para n € N suñcientemente grande se tiene que

h^(o) > a y h^(d,) < d. Así, debido al teorema del valor intermedio, 9/¿
po""á 1ul rnlr',os ,r,) punto fijo en la, d[. Definimos ]as sucesiones ("") y (tl,)
tales que

Fix(h,) n la, dl c lc",C") c lc, ñ."(@l v {u'C") c Fix(h")'

Necesariamente (.J V (C") convergen a c por Ia derecha (rer Ia figura 7 a

continuación). Observamos que cada h,, satisfaciendo las propiedades prece-

dentes es un elemento positivo de G, pues

¡"(¿fuo)) > h"(a) : c > r(eo),

cle Io cual se concluye que f(hn) > t(rid) y por construcción de Ia realización

dinámica esto implica que á, > id.
Fijemos rn > n suficientemente grandes de modo que 

-las 
propiedades

anterioies se vcrifiquen para h,, y h, yie cumpla además que.[c- C,,] c ]c' c'f
Fijemos k e N suficientemente grande de manera tal que hf(a) > h*("").' y

d"finu*o, l¿ = h\. Para todo ¿ € N se tiene que ht(t(gs)) e )h*(c-)'c"|, v
por lo ranto

h*h'(t(sú) <h*(c.) < h(o) < á(¿Go))'

Ltego, h*hí < h para tocio ¿ e N. Sin embargo, esto viola la propiedad de

Conrad.
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h(o)
n^k")

c

c^ C*

Figura 7

De esta manera, hemos probado que si J posee Ia propiedad de Conrad,
entonces la realización dinámica de G (a.sociada al orden I y la numeración
escogida) no admite elementos entrecruzados. C

Como "recíproco" del teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.5. Sea (r^) una sucesión d.ensa g numerable d,e puntos d,e la
recta. Si G es un subgru,po de Homeoa(R) si.n elementos entrect-uzados, en-

tonces la relaci,ón de orden ind,ucida por (x") y construi'd,a en la demostraci,6n

d,el teorema 2.1.1 sati,sface la propiedad d,e Conrad.

Demostración. Sea { la relación de orden inducida por (e") y construida
en Ia demostración del teorema 2.1.1. Dados f > id y S > id en G, queremos

probar que existe ft € N tal que ign > g.
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Consideremos el subgrupo (/,9) de CJ generado por los elenrentos / y g.

Debido a que 
"f 

y g son elertentos positivos de G, existen n € N y nr € N
tales que

(i) n es el menor índice para el cr.ral /(r,") I x" con f(r") > ,", y

(ii) m es el menor índice para el cual 9(r-) f r* cotr 9(r-) > r-.

Escojamos a € R U {-oo} y ó e R U {+oo} que sean puntos fijos globales
para (/,9) y de manera tal que en ]a, ül no existan puntos fijos globales para
(/,9). Como ("f,S) 

"o 
posee elementos entrecruzados, existe una u medida

de Radon ¿ invariante en ]a.b[. De esta forma, r, | \f ,g) ------ (lR,+) es no
trivial, ya que al menos un elemento de (/.9) no posee puntos fijos en lo, b[

(r,ea Ia demostración del teorerna 2.4.2).
Tenemos tres casos posibles: m > n, m: n y nz < n.

Caso 1. Sir¿ > n, entonces g(2,) : r,. Debido a esto, para todo r¿ € N tenemos

/(eo(r")) : f@")>r",

y como /(9k(c¿)) : an = g@i) para todo i e {r, .-., n - 1}, concluimos
qge -fgfr > I Para todo lc € N.

Caso 2. Si rr¿: n, entonces de 9(e,) > o, se concluye que g2(2,) > 9(c"). Si

is'@") > 92(2,,) entonces fg" > g. Sl /(g'?(r")) : g2(1"), entonces

f b'@")) > g(2"), así f g' > 9. Por último, si /(g'z(r")) < s2(r"),
entonces debido a que /(¿") > r,', obtenemos que Fix(/) n la,q + A,

es decir que / posee (al menos) un punto fijo en el iniervalo ]a, bl, lo
cual implica que r,(/) : 0. Sin embargo, r,(g) > 0, ya que g(r") > c".
Como ru(g-r f 92) : t,(s) > 0, tenemos que 9-rl92(t) > Ú para todo
t e]a, b[. Luego pa¡a f : rn, obtenemos que

9 'J 9'lr") > :t"

f g'(r; > s@),

y de esta foima f 92 > g.

Caso 3. Si rn < n, g(x^) > :rm, por 1o que 92(c-) > S@;- De esta manera,
si fg2(r*) 2 u- entonces ig'> g. Ahora, si f (g'("-)) < s2(r^),
entonces r,(/) : 0, ya que /(2") > 2,,. Por otro lado, r,(9) > 0 ya que

g traslada z- a la de¡echa. De manera análoga al caso 2 y considerando
f : r-, concluimos que /g2 > g.

ú
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Como hemos r,isto, la propiedad de Conrad para un orden inrariante
a izcluierda posec rrna consecuencia dinámica bastante útil. Usaremos esto
para dar una denostración alternativa (extraicla de [12]) a la entregada en
el capítulo 1 de Ia proposición 1.3.1.

Proposición 2.4.6. Si :! es un C-orden eru G. entonces fh2 > h para tod,o

f>idUh>idenG.
Demostración. Sean / y 9 elementos positivos en G. Consideremos el grupo
(/, 9) enunierado de manera tal que el primer elemento sea Ia identidad. Por el
teorema 2..1.4 la ¡ealización dirrámica de (/,9) es un subgrupo de Homeo..(lR)
sin elenrentos entrecruzados. Por lo tanto, (/,9) preserva una medida de

Radon u sobre los borelianos de la recta. Para cada elemento h < lf,g)
definimos el número de traslación de h respecto a u, el cual denotaremos por
,, (ñ)
Afirmación. Si r,(ñ) > 0, entonces h > zd.

Si r,(h) > 0, entonces h. mueve todos los puntos cle la recta hacia la
derecha, pues de Io cont¡ario Fix(á) I A y ¡"(h) : 0. En particular, si
consideramos ¿(rd) € R,

t(h) - l(L o id) = h1¿1¡¿¡¡ ,,,rr,.

De esta forma t(h) > t(id) y h > id.
Como (/,9) no posee puntos fijos globales debido a la observación 2.1.2, el

honromorfismo r, : <f , gl ------ (R, +) es no trivial. Debemos analizar entonces
los siguientes tres casos:

(i) ",(/)>0yr,(e)>0,
(ii) r,(/) >0yr,(e):s,
(ili) r,(/) :0 y ¡,(s) > 0.

No obstante, para cualquiera cle éstos,

r"(s-t fs2) : ,,(s-') + r"(f) + r"(s'z)

-r,(s)+r,(f)+2r,(s)
r,(f) + r,(g)
0.
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Por lo tanto, g-'ig'> id, lo cual inplica que fg'> g. n

Observación. Bajo Ias misn.ras hipótesis cle la proposición anterior se puede
concluir (análogamente) que fg'*' > 9" para todo n € NI y todo par de
elementos positivos f . g en G . De rnanera más general, se puede además dar
una clemostración alternatira de la proposición 1.3.12.

A continuación se presenta una demostración dinámica del teorema 1.3.11.

Teorema 2.4.7. Si G es un grupo rtnüamente generodo que ad.mite un C-
orden l, entonces eriste un homomorf,smo no triuial @ : G -, (R, +)-

Demostración. Debido al teorema 2.4.4, G admite una realización dinámica
(asociada al orden I y a la numeración (9")) sin elementos entrecruzados.
Luego, G deja invariante una medida de Radon u, y de esta manera podemos
definir el homomorfismo r, : G -- (R, +), el cual es claramente no trivial
(ver demostración del teorema 2.4.2). n

A continuación estudia¡emos la relación entre elementos entrecruzados y
semigrupos libres para un grupo de horneomo¡fismos de la recta.

Definición 2.4.8. Dos elementos /,9 de un grupo G generan un semigrupo
libre si los elementos de Ia forma f"S^. f", -..g", f", gn, con nj y mj enteros
positivos, m ) 0 y n 2 0, son dos a dos distintos para elecciones diferentes
de los exponentes.

EI siguiente criterio para encontrar semigrupos libres a dos generadores
dentro de grupos de homeomorflsmos de variedades unidimensionales es bas-
tante conocido.

Lema 2.4.9. Todo subgrupo G de Homeoa(R) que posee d,os elementos en-

trecruzad,os contiene un setnigru,po lzbre a d,os generad,ores.

Demostración. Supongamos que "f y g se entrecrüzan en un intervalo [a, b].

Entonces Fix(/) n fa,bl : {a,b} y 9(a) ela, á[ (el caso en que 9(ó) e]a,61 es

análogo). Cambiando / por su inversa si es necesario, podemos suponer que

f (") < x para todo z e]a, ó1. Definamos ¿ = 9(a) en ]o, á[ y fijemos un punto
d' en ]c,á[. Como 9/"(a) : c pdta todo n € N y como 9/"(d') converge a
c cuando n tiende al infinito, tenemos que para n suficientemente grande 1a

aplicación g/" posee un punto fijo sobre la, d'1. Fijemos un tal n € N y sea
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d > c el ínfinro de los puntos fijos de gf" enla,b[. Para ?] € N suficientemerte
grande tenemos f* (d) < c, por lo que el lema clel ping-pong positivo (r'er

[13]) aplicado a las restricciones de /- y gf" ala,b] prueba que el semigrupo
generado por tales elementos es lib¡e. ú

Usando el teorema 2.4.7 y el lenra 2.4.9, se obtiene inmediatamente el

siguiente resultado.

Teorema 2.4.1O. Sea G un grupo ordenable f'nátamente generado. Si G no

contiene sernigrupos libres a d.os generadores. entonces eriste un homomor'

fismo de gnlpos no tnaial entre G y (R, +).

2.4.3. Una visión dinámica de los subgrupos convexos

Recordemos que clado g € G \ {i'd} clefinimos Ge (respectivamente Gr)
como 1a intersección (respectiramente Ia unión) de todos los subgrupos con-

vexos dp G que contienen (respectivamente que no contienen) a 9.
Ademrís, si p es una medida de Radon G-invariante entonces definimos el

homomorfismo r" : G ----- (R, +), el cual preserva orden (es decir, si I < ñ

entonces r*(g) ! ru(h)).

Proposición 2.4,L1. Si G es un grupo f'nitamente generad.o C-ordenabLe

no triuial y p es una medida de radon G -int:ari,anfe para una realización

d.inátnica de G, entonces e ,ste g € G\ {id} tal que Gn= ke77r"7.

Demostración. Supongamos que G está generado por el conjunto {Sr, .., so}
de elementos positivos de G. Sin pérdida de generalidad, asumanos que 91

es el mayor de estos generadores respecto al C-orden J. Considerando una

realización dinámica cualquiera de G, debido a los teoremas 2.4.2 y 2.4.4

exisle una medida de Radon ¡r, sobre la recta inm,riante por G
Afirmación: G s, : ker(rp).

Dividiremos la prueba de la a"firmación en las siguientes tres partes:

(i) ker(r*) es conueto. Sean / e ker(r), h € ker(rr) y g e G tales que

7=l=-8. Tó*o el homomorfismo rp preserva orden tenemos que

,r(f) 3 ""G) I rr(h). Concluimos que rr(9) = 0, y de esta marera
- - l^^^l - \
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(1i) S, é ker(¡,,). En efecto, en caso contrario 0l rub,) ( rr(9r) para toclo

, € {2,..,,ft}, y por consiguiente r, sería trivial. lo cual es imposible
debido a que G no posee puntos fijos globales,

(11i) G cubre u ker(r*). Supongan'Los clue existe un subgrupo convexo G'
ae G Ipuel G e" tro trivial) tai que A:er(rr) I G' g G. Sea h un
elemento de G'que no pertenece a ker(rr). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que h > id,, y por lo tanto ru(h) > id. De esta forma
h(r) > r para todo r € R, y por consiguiente existe n € N tal que
h"(0) > 91(0) > 0. Obtenemos entonces que h" > h > it|, y como G'
es convexo tenemos que 91 € G/. Debido a eue !1 t g¿ para todo i e N,
obtenemos que 9, € G/ para todo i € N, por lo que G = G'.

tr

Teorema 2.4.12. Sean G un gnlpo ad.miti,end,o un orden Conrad I y g e G.
Si, Ge es un subgrupo numerable d,e G y p es una me¡lida d,e Radon inlariante
por la reali,zación dinámzca de Gs, enlonces Gs: ker(rr).

Demostración. Observaremos la realización dinámica de Ge (ver Figura 7).

c:

ñr,
e(0)

Figura 8

Probaremos que el conjunto de punios fijos de g es vacío. Supongamos
por contradicción que o < 0 y b > 0 pertenecen aJ conjunto (de puntos fijos
de 9) Fzr(g), por lo tanto, g pertenece al estabilizador Est({o,b]) e Ge del
inte¡valo [o, b]. De esta manera obtenemos que Esf([a, á]) es convexo en Ge
(y por tanto convexo en G), ya que si ñ¿ e Esf([a, b]) para todo i < {1,2}
tal que á1 -1 h < hz, entonces

a < á1(0) < á(0) < h2(0) <b.

Por lo tanto, a < ñ(0) ( ó. A partir de 9 (que fija a y b) y h construimos
elementos entrecruzados (ver Figura 9), lo cual contradice el hecho que I
posea la propiedad de Conrad. De esta manera, concluimos qrre Fir(g) = 0.
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Figura I

Record.anclo la d.emostración clel teorema 2.4.2 podemos concluir que ex-
iste una medida de Radon invariante ¡.r. para Ge . De esta forma, poclemos

definir el homomorfismo r, : Gs ------ (lR, +).
Afirmación. ker(r) : 6n.

Primero probamos que 9 É fter(rr), pues como Fi¿(g):0 y 9 preserva

orientación, entonces ,r(g) > 0. Aclemrís, ker(rr) es el mayor subgrupo con-
vexo contenido en Ge (\€r Ia demostración de (ii) y (iii) de la proposÍción
anterior). fl
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Capítulo 3

EI espacio de órdenes de un
grupo

3.1. Definiciones y hechos generales

Ya vimos que un grupo (ordenable) puede admitir muchos órdenes. En
este capíiulo presentaremos una idea de Ghys y Sikora [16], Ia cual consiste
en estudiar el espacio de órdenes de un grupo ordenable. En particular, es-

tudiaremos la acción de un grupo sobre el espacio de todos sus órdenes. A
continuación expondremos esto de manera más precisa.

Si G es un grupo ordenable, denotaremos por Ord(G) aJ conjunto de todos
los órdenes en G (este espacio, al igual que la defrnición a continuación,
se pueden introducir para semigrupos arbitrarios). La siguiente definición
muestra que dicho conjunto posee una topología natural.

Definición 3.L.1. Un conjunto es abierto en Ord(G) si y sólo si es unión de
conjuntos abiertos básicos de la forma

u¡,,¡,' : {1' h 7 fz 1 "' 3 f"},

donde {fi, ...,,f"} es una familia finita de elementos de G.

Para simplificar, supongamos en Io que sigue que G es finitamente gen-

erado. Fijemos un sislema finito y simétrico de elementos I : {5r,...,5^}
(recuerde que eI vocablo simétrico significa que si g € I entonces g-r e g).
Para cada g € G definimos la longitud de g como el número mínimo de
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elementos (no necesarianelte distintos) de I quc son necesarios para repre-
sentar g. En términos n)ás preciros,

long(g): min{n € N ,9:.9,. . gi-_t, .... 9u, 9i; e Q}.

Llamamos bola de radio n respecto a Q al conjunto Bs(n) de los elementos
de G de Iongitud menor o igual a n, y denotamos por Lq(n) su cardinalidad.

De esta manera, si fijamos un sisterna finito y siméirico de generadores I
de G, entonces podemos definir una distancia entre dos elementos distintos
< y < de Ord(G) haciendo

disÚ(<, <) : e-",

donde n es el máximo entero no negativo tal que los órdenes ! y J coinciden
sobre la bola Bg(n) de radio n en G. En otras palabras, n es el mayor entero
no negaiivo tal que para todo 9, h en Bs(n) se tiene que 9 < ñ si y sólo
si 9 < á. Haciendo disú(<, <) : 0 para todo orden J, obtenemos que Ia
función disl recién definida es una métrica. De hecho, el espacio resultante
verifica la propiedad ultra métrica,

El grupo G actúa sobre Ord(G) por conjugación (o equivalentemente,
por multiplicación a derecha): dados un orden I con cono positivo Gn y un
elemenio f e G,la imagen de < bajo / es el orden l/ cuyo cono positivo es

el conjugado fG¡f-r de Ga por /. En otras palabras, se tiene que

g <¡ h si y sólo si 9/-I < h/-r .

Claramente, tenemos que si I es un orden, entonces f7 también lo es.

Además, tenemos que ffe: (<¡)r. Por consiguiente, hemos clefinido una
acción de G sobre el espacio de todos sus órdenes.

Recordemos que un espacio es totalmente d.isconero si para cada par de
puntos distintos r, y existen abiertos disjuntos V y Va que cubren el espacio
y tales 'que r e U, e a € U!. El lema que sigue fue observado independient+
mente por Ghys y Sikora. La demostración de 1a aflrmación (i) fue obtenida
de [16], mientras que Ia de (ii) fue extraicla de [19].

Lema 3.1.2. Para todo grapo finitamente generad,o G tenemos lo si,gui,ente:

(1) El espacio Ord(G) es compacto totalmente disconexo, g

(1i) G actúa sobre Ord,(G) por hotneomorf,smos.
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Demostración. Para todo par de órdenes clistintos lr,l: en Ord(G) exis-

ten g, ñ en G tales que 11< Us,h y <.2€ Un,s, ya que cle Io contalio !1 ¡' 12
coinciden. Cono Ur,n U [/r,e : Ord(G) y Uo¡ñUn': 0 tenemos que Ord(C'')
es totalmente disconexo. Ahora probarenos que Ord(G) es compacto. Sea p

la métrica en Ord(G) asociada a un sistena de generadores 9. \ecesitamos
probar que toda sucesión infinita !1,12,... en Ord(G) tiene un subsucesión

convergente. Construiremos ésta de Ia siguiente manera: Debido a que eiste
una cantidad finita de órdenes sobre Bs(1), tenemos que exisle rtna subsuce-

sión infinita <1, <i, . de (, fu,.., cuyos elementos inclucen el mismo orden

en Bs(1). Luego, extraemos una subsucesión infinita <1, <!, ... de ésta. cul'os
elementos coinciden sobre 89(2). Continuando este proceso, consideremos la
sucesión !1, !2,... construida haciendo corresponder el n-ésino térmiuo de

ella con la n-ésima sucesión contruida antes para n € {1,2,...}.
Aflrnración. La secuencia 1',12,...converge hacia el orden (-, defrnido
como sigue:

¿ (- b si y sólo si a S" b para casi todo n.

Si 9 y h son elementos de Bs(r) entonces a1;ibpara i>robienü(ta
para i > r. De esta manera, tenemos que !- es un orden para G. Como
p(<",<-) I *, obtenemos que la sucesión (t,1',... converge a (É. De

esta forma hemos probado la afirmación, y por consiguiente, hemos probado
( 1).

Para probar (2) notamos que, por definición, la acción de G sobre Ord(G)
es una acción por biyecciones. Adem¡ís, Ia imagen del conjunto abierio U¡r,...,¡"

bajo un elemento / de G es el abierto U¡,¡,...,¡-¡, por lo que la acción de G
es por homeomorfismos. tr

Observación 3,1.3, La compacidad de Ord,(G) uale también para grapos no

finitamente generados: uer [12].

3.2. Órdenes Conrad en Ord(G)

En el capítulo 1, vimos que un orden J sobre un grupo G posee Ia

propiedad de recunencia a derecha si para todo par de elementos positivos

f,g en G existe r¿ € N tal que gÍ" > Í".Además, probamos que tal orden
j posee la propiedad de Conrad (es decir, es un C-orden), De acue¡do a
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la definición dada en la sección arterlor, observamos que el conjunto de los
C-órdenes y el conjunto de los ó¡denes lecunentes a derech¿ son invariantes
ba,jo la acción de G por conjugación.

En Io que sigue, mirarenos algunas propicdades de un orden bi-invariante,
Conrad y recurrente a clerecha, desde un punto de vista topológico. Para esto,
noteuros primero que el conjunto de órdenes bi-invariantes sobre CJ es certado
(siempre que no sea vacío) en el espacio O¡d(Ci), de acuerdo a la siguiente
proposición debida a Sikora [16].

Proposición 3.2.1, EL conjunto d.e órdenes bi-inuariantes es cetrado en
ord,(G).

Demostración. Sea (<") una sucesión de órdenes bi-invariantes convergien-
do a I en Ord(G). Si / y g son elementos de G tales que _/ < 9, entonces

"f <" g pa¡a n suficientemente grande. De esta manera, para cada h e G
tenemos /A -<n gh paran suficientemente grande. Luego, pasando al límite
de esta última desigualdad tenemos que fh < Sh para todo ñ. e G. Por 1o

tanto, el orden I es biinr,ariante. tr

De manera análoga se tiene la siguiente proposición exiraida de [12].

Proposición 3.2.2. El conjunto de los C-órdenes es cerrado en Ord,(G ).

Demostración. Sea (<,) una sucesión de C-órdenes convergienclo a I en
Ord(G). Si,f y 9 son elementos estrictamente positivos (respecto a <) de
G, entonces para n suficientemente grande se tiene que id <" f y id <" g.

Como cada o¡den j r¿ posee la propiedaci de Conrad, debido a Ia proposición
1.3.1 tenemos ig2 >n g para 7¿ sufrcientemente grande. Pasando al límite
obtenemos fs' > g,lo cual muestra que 3 también verifica la propiedad de
Conrad. ¡

La propiedad de recurrencia a de¡echa no es tan clara como la propiedad
de Conrad o la de bi-invariancia. De hecho, como el siguiente ejemplo mues-
tra, no existe análogo de las proposiciones 1.3.1 y 3.2.1 para órdenes recur-
rentes a derecha.

Ejempio 3,2.3. Sea / Ia traslación Ír- r+l y sea g cualquier homeomor-
fismo que preserva orientación del intervalo unitario tal que g(r) > , para
todo r <10, 1[. Fijemos una sucesión creciente (n¿) de enteros no negativos
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tales que n6 : 0 y nzt+t - n2¡ tiende a infinito cuando ft lo hace. Extendemos
g a un homeomorfismo cle la recta definiendo, para n e Z y x e fn, n + L],

¡"9J "F) st n: n2k'

i"s-'f-"(r) si n: n2¡a1,
r en otro caso.

lfo es difícil verificar que el grupo G genelado por f y g es isomorfo al grupo
(2,+)l(2. f). Para cada k, sea j¡ el o¡den sobre G definido por h1 l¿ h2 si
y sólo si el nríninro entero i ) n2¡ para el cral h¡(i +I/2) I h2(i+l12) es tal
que á1(i n l12) < hr(i + 1/2). Es claro clue lk es recurrente a derecha (note
que Jr coincide con la imagen de Js por ¡-"zt). Ademrís ningÍrn punto de
adherencia J de Ia sucesión deórdenes lr es recurrente ¿ derecha. De hecho,
los elementos / y g son positivos para todos los órdenes -(¡. Por otro lado,
tenemos eue 9"f" 3¡ /n para todo n € {7,...,n2¡¡1 - nzx}, y pasando al
límite obtenemos que 9/" < /" para todo r¿ € N.

Saber cuáles son lodos Ios grupos clue admiten sdlo órdenes recurrentes
constituye un problema abierto. EI siguiente resultado se relaciona de algún
nrodo a este problerrra.

Lerna 3.2.4. Si un grupo ord,enable G admite sólo una cantid,ad, f,nita de

órdenes, entonces cad,a elemento de Ord(G) ea recurrente a d,erecha.

Demostración. Cono Ord(G) es fi.nito, entonces todos sus puntos son periódi
cos por Ia acción de cualquier elemenio de G. De esta manera, cada orden
en Ord(G) es recurrente a derecha. D

A continuación, se presenta un importante resuliado de Tararin [17] (ver

[].0] para una demostración detallada). Éste clice relación con los grupos
admitiendo una cantidad finita de órdenes. Para establecer este resultado,
recordemos que el rango de un grupo abeliano libre de torsión es la menor
dimensión del espacio vectorial sobre Q en el cual el grupo es enviado. Una
serie raci,onal pa.ra un grupo G es una sucesión finita de subgrupos

{id}:Gk cGÁ-l c "'cGo:G'

Ia cual es subnormal (que es, cada G¿ es normal en G'-l), y tal que cada
cociente Gá-l/Gi es abeliano libre de torsión de rango 1. Note que cada
grupo que admite una serie racional es ordenable.

,(') : 
{
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Teorema 3.2.5, Si G es un grupo que admite una serie raci,onal

{id}:GkcGÁ-rc 'cGo:G'
entonces su espac'io de órdenes Ord(G) es finito si y sólo sz los subgrapos Gi
son norrnales en G, y el cociente Gi-2 f.Gi es bi-ordenable. Si éste es el caso,

entonces G admite una única serie racional, g para cada orden sobre G los
subgrupos conueÍos son precisamente Go ,Gt , ...,Gk .

De hecho, el número de órdenes sobre un grupo que satisfacen la,s propiedades
anteriores es igual a 2e. Iúás aún, si elegimos 9i € G'\ Gd-l, tenemos que
cada uno de tales ó¡denes está únicamente determinado por la colección de
signos de los elementos 9¿.
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