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Resumen
En este trabajo estudiamos e1 problerrra de Albert sobre la solrrbiliclacl dc 1as

nilálgebras conrnutativas 1' mociatir.as en las potencias dc dimerrsión finita. Es-

pecíficamcnte, estudiamos el problema et dimensión siete, dimensióIr ocho y nllíIrclice

cuatro y algunos casos de dimensión nrleve con ni]fudice cuatro. Nuest¡o principal

resultado es c¡re todas cstas álgebras son solubles.
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Abstract
In this work we study the Albert's Problem on solvability of commut¿r,tivc finite

dimensional power associative nilalgebras. Speciñcaly, we study the probiem ür di-
mension seven, di.mension eigth and nilindex four and some cases of dimension ninc
and nilindex fou¡. Our main result is that all these algebras are solvable.



Introducción

En 1843 Hamilton consiguió constmir trna estruchrra algebraica quc stLtisfacíi'r

todos ios axioma,s de cuerpo, excepto la conmrttatividad. Estc sistema dt' ntimclos
llamados Cuaterni.on.e.s, fue el primer e-jemplo de "cuerpo no conmutativo". Es así

clue en 1847, se estaba forj ando una teoría matemática que merecía ser erstucli¿rcla con

más atención, la de l¿is álqebras n.o con.mutat'iuas. Dos meses despui:s de clescnbierto

los Crraterniones, Gravcs presentó los Octoni,os, definiendo una mrrltiplicación en -R8.

Este sisi,ema de números fué descubierto en forma independiente por C:rylev en 1E45.

Por esta razón son ilamados tambión \os n.úm.eros de Cauletl. Esta estructura tarnbién

es no conmutativa pero además no satisf¿r.ce la asociatividad. Así comienza llna nLlc\¡a

teoría, Ia de las álgebras no asoc'íati.uas.

La historia de la teoría de las álgebra^s asociativas y no asociativas están errtle-

lazadas, pues hay una influencia recíproca. A partir de 1930, la invcstigación cle las

álgebras no asociativa-s avanzó r,'elózmente en muchas direcciones Por e¡ernplo, óstas

aparecen dc maner¿r natural en algunos modelos matemáticos sobre e1 coniportanlien-
to reprodnctivo de poblaciones en gení:tica, siendo Y. I. L-vtrbich uno cle los padres de

esta área dc la matemática llamada álgebrns ge-n í,ticas (ver por e.jemplo Stmctures in

Population Genetics[2l]). Lzrs álgebras no asociativas aparecen tambión en e1 morie-

lamiento del comportamiento de los ilamados observabl¿:s en mecánica cuántica. Est¿r

interpretación 1levó a la constntcción de las llamadas álgebras de Jordan. en el trab:rjo
de Jordan, von Ncumann y \\rigner[19] cn 1934. A peszrr ( )'afortrrnacl¿rnrrlte!) de los

esfirerzos de los homl¡res de ciencia, existen muchos probkrrn:rs abiertos ert áigebrzLs

no asociativas.
Un problema ya clásico en álgebras no asociativas, es el basado en una conjetrtril

planteada por Albert cn 1948, a saber,

¿Es toda n,i,l,álgebra c:on,m,utatiua, asociatiua en Las 'potencirLs y di.rnerts'ión t'íni,t.rt'

n. i,lp ot,ert.t.e'l .

D. SLrttles[25] construye en 1972 un contracjemplo a esta conjctura. Sin r:rnb:rrgo.

el álgt$ra construida por Srrttles, si bien no cs nilpotente, satisf¿rcc una conclicióu rrn

poco más débil, a saber, es sol,uble,. A raíz de csto, se formrtló el siguiente probloln:r,

cl cual aún permanece abierto. conocido como e1 ProbLema tle Albert:

¿ Es toda-n,i,tátgebra cor¿rn,utat'iua 11 asoci,atiua en las potencias de di'm,ensiórt fin.ita.

Los estrrdios acerca de cste problerna han siclo satisfactorios solamenl,c para al-



glrnos tipos cspeciales de álgebras, pero la respuesta globai aírn reprcselta nri cnigrla
para ios matcmáticos. En el intento de solucionar el problema de Albe¡t. se t,lenen

corlo consecuencia mrichos resultados interesantes que aportan de manela particular
a la solución dc dicho problema. En esta dirccción tcncmos el resultado cle Gersten
habcr y Myungll4]. Ellos pmeban que toda nilálgebra conmutativa y asociativa.n
las potencias de dimcnsión crratro sobre un cuerpo de caractcrística distinta dr: dos

es niipotente, de aquí soluble. Correa y Suazo obtuvieron eD 13] una gcncr:rlización
del resultado de Gerstenhaber l¡ l,fyung probando que toda nilálgebra conmutativa v
asociativa en las potoncim de nilíndice r¿ con dimensión n es nilpotente dc ínclicc rl..

De aquí, tenemos qr-le estas álgebras son también soh.rbles. Estos resultados requieren
que la ca,racterística del cuerpo sea distinta de 2 y de 3. El caso no conmutativo fué

considerado por Correa y Hcntzel en 14]. Bllos probaron quc si ,4 es rtna nilálgebr:r
no conmutatir,a y asociativa en las potcncia-s de dimensión n con nilíndicc 'rl. sobrc

un cuerpo cle caracterÍstica distinta de 2,3 entonces A es soluble y A2 cs nilpotcnto.
Correa y Peresi probaron en [5] c¡re toda nilálgebra conmutaliva y asociativii. en

Ias potencias de dimensión cinco es soluble de índice mcnor o igual que 3. Estos

resultados rec¡riercn que la característica del cuerpo sea distinta de 2 y de 3. Recierr-

temente J. C. Gutiérrez, en un trabajo aírn no publicado, probó que toda nilálgcbra
conmrrtativa de dimensión menor o igrral a seis es soluble. r¡tilando la hipótcsis cit:

asociatividad en las potencias. Además probó que si la dinensión es n y cI ¡rilíndtce

es n - 1 ó n. - 2, entonces el álgcbra es sohrble. Todos estos rcsultados reqttiererrr

cicrtas restricclones mínimas sobre la característica dcl cuerpo sribvacente.

A tr¿rvés de los trabajos existentes, relacionados al problemzr de Albcrt, se pnede

inferir nna fuerte e importante rclación entre la nilpotencia o solubilidad cle la-s

álgebra^s y la-s nilpotencias dc ciertos operaclorcs lincales llamados operadorcs rriulti
plicación. Un estudio de la nilpotencia dc estos operadores fué hecho por N,{. Gcr-
stcnhaber en una setie de artículos llamados "On nilalgebras ancl litear varieties of

nilpotente matrices",I, II ¡,'III, respectivanente cntrc 1958 y' 1960 (ver Refererlcias

115, 16, 17]). Gerstenhabcr en [16] pnreba que bajo ciertas restriccionr:s nrírriur¿rs a

la característica del cuerpo. toda álgebra conmutativa de dimensión finita qtrr: satis-

face una ecuación clel tipo ((...((rr)r:)...).2)z:0 szrtisface una ccuación dr: I¿r forrna.

((...((er)r)...)r)r : 0.

Originalmcnte ei problema de esta Tesis corrsistió en eshrrliar el problcnta dc

Albert en dimensión siete. Hemos Iogrado resolver este problema y adcnrlrs soln-

cionar parcialmentr: el c¿r*so de dimensrón ocho. Aplicamos un mótodo que consislc

en estudiar las posibles ba-ses cle las álgebras usando las representaciones matri-
ciales canónicas de Jordan de los operadores multiplicación para ciertos elementos

del álgebla. Se prrede evcntualmente zrplicar eI mismo método para cl r:stlttlio de cli-

mensiones m¿lyores, estuclio que se \¡e un tanto clificultaclo lror la, falta clc ldcntidades
polinomiales de grados hajos.

En el Capítulo 1 enunciarnos algunos resuitaclos conocidos v clue serlrn rrs¿rclos cn

los siguientes capítulos. Adcmás pl'obaúios algunos resultados dc álgebra lineal que

serán fundamentalcs en las técnicas usadas cn las clemostracioncs cic Ios Capítulos 2, 3



v 4. Algunos de estos resultados fuerorr obtenidos en col¿bolación con los Plofcsores

Ivan correa, Irvin Hcnlzel 1.Luiz Antonio Peresi y se enclrentr¿1n contr:niclos cn e1

artículo [10] de 1as Referencias.
En el Capítulo 2 resolvemos r:l problema de Albcrt para riimensión sictc partr

álgcbras sobre ru cuerpo de característica cero o m¿yor clur: sictc. Los métodos
utilizados son una cxtensión de los usaclos para dimensión s<ris en el artícrrlo [6] ck:

Ias Referencias.
En el Capítulo 3 resolvemos el problema de A1bert. para dirnensión ocho v nilíndice

cuatro. Cabe agrega.r que en este capítulo los métodos sufrcrr una modificación al

utilizar un reciente resultado sobre sohrbilidad obtenido por Correa v Hentzcl cn 111]

Como consecuencia dc este resultado reducirnos la cantidad de r;asos a estudi¿rr. Los

resultados de cste capítulo fneron anunciados €n cl LXXV Encuentro de Ia Sociecl¿rd

de ivlatemática de Chile, realizado en Octubre clcl 2003. Los mismos resnltarlos

fueron presentados de manera independicntc y paralela por A. Suazo en el rnismo

Encuentro. Sin embargo el método utilizado por A. Suazo lto permite una extensión

a casos de dinensiones mayores que ocho. Esto debido a quc las identlcladcs utilizadas

en dimensión menor que nueve no sc cr:mplen para dinensiolles mavores. Io cual cl

autor prueba con r.rn cjemplo. Finalmente, cn e1 Capítrrlo 4, prcsentamos nlgunos

al'anccs del problcma para dimensión nueve.

Deseo agradece¡ al a.sesor de esta Tesis, cl Profesor Ivan Cor'¡c¿ por la valiosa guía

que me brindó, sin Ia cual no iurbiese prospcrado este trabajo. También agr:rdtrzco al

Director de Postgrado del Departarncnto de Nlaternátic¿us de la F¿rcultaci clc Ciertclas.

Profesor Rol¿rndo Pomareda. primeramente por lzr confianza que tllvo cn mi persona

al a¡ruclarme en la aceptación en Ia Escuela de Postgrado ]' adernás, por sll sugeren-

cia de tomar en Encro del 2003 el curso " "Algebras no asociativas; Nilpotencia 1'

Solubilidad", dictado por el Profesor Correa. Allí comcncé a estudiar Ins íügcbra no

¿sociativa.s v mc sentí rnotivado a scguir en esta á¡ea de Ia mafemática. Es mi ma¡'or

interés, en la actuahdad. scguir en esta rama de la matertrátlca, para flrtrLros ploycc-

tos. Agradezco también al Profesor Sergei Trofimchuk, por la solicitud qlre ttrvo al

facilitarme el uso cle su computador para redactar esta Tesis, ya que srn str apoyo de

este mcdio el trabajo se habría ¡etarclado más de 1o dcscado. Agraclezco tantbión a

mis amigos y coleg¿Ls Aníbal. Fernanclo y Esperanza por su tonificante amist¿rd,

Agradezco a FONDECYT cI apol'o económico dtrrante I¿r realización cle esta Tesis,

a trar,ós del Proyecto 1010196.
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Notación y Simbología

o L,, R, son los operadores rnr-rltiplicación a la izc¡rierda v dcrech¿r respectiva-

mentc.

o ( o.r, ...,an )x es el espacio vcctorial generado sobre cl cuerpo 1( por los

elementos at, ..., an.

o J(i1,...,i") representa a la matriz ?'r, x ?? cornpllcsta por s blocFtes cle JorclaIr

Jrr, , J,", doncle cada bloque J¡u es una matriz ir x i¡: dc la forn¿r

con ri" ( ... ( ri1 y Di:, ¿o : ,.

o A" rcpresenta Ia n-ésima potencia principal de A definida por;

At : A. A' : IX=l Ak,4'- k ¡ara r, > 1

. A(") rcpresent¿r la n-ési¡na potencia plena cle ,4 c1efinic1:r, por

¿(t) : A, A(") : (Á("-1))2 para n > 1.

o Las letras a, ,0,^1,... etc., siempre denotarán elementos cscalares cle algún cncr-
po I(.

,I
0 0...0 0 0

10.,.0 0 0

01...0 0 0

0 0...0 0 0

0 0...010
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Capítulo 1

Definiciones y Resultados Preliminares

En este capítulo presentamos algunas definiciones básicas, resultados conocidos
y los primeros resultados de la Tesis que servirán como herramienta para solucionar
nuestro problema principal.

1.1 Definiciones Básicas

Una álgebra ,4 sobre un cuerpo K es un espacio vectorial ,4 sobre 1( dotado de
una operación multiplicación, es deci¡ una aplicación

: Ax A *-, A, (a,b) r--+ a,b

satisfaciendo las siguientes relaciones:

i) (a + b)c : acl bc, para todo a,b,c e A.

ii) a(b + c) : ab + ac, para todo a,b, c e A.

iii) (oa)b : a(ab): ¿(ab), para todo a,b e A, pa.ra todo a € K.

Si el produeto satisface ab: ba, para todo a,b e A diremos que á es una álgebra
conmutat'iua. Si el producto satisface (ab)c : a(bc), para todo a,b,c e A, entonces
diremos que A es rna álgebra asoci,atiua.

Ejemplos:

1) K[:r] el anillo de polinomios sobre un cuerpo K es una álgebra sobre 7( con la
suma y el producto usual de polinomios.

2) Si y es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, con dim6l/ ) 2. Entonces el
conjunto End ¡I/ es una álgebra asociativa y no conmutativa con el producto defrnido
por la composición de funciones.



3) Un cuerpo K es una álgebra asociativa y conmutativa sobre 1(.

4) El espacio vecto¡ial M^(K) de las matrices n x n con coeficientes en Il es una
áJgebra sobre K con el producto usual de matrices.

Sean .4 y B álgebras sobre un cuerpo K. Una transformación lineal

tlt : A "----+ $

se dice que es tn homomorfi,smo de dlgebras si

,!@'b) - rb@)r/,(b),

para todo a, b e A. El kernel de ry' es el conjunto

t<erQ!) : {a e A | ,l'(") : 0 }.

Si ry' es una biyección, diremos que ty' es tn isom.orfi.sm,o de ólgebras.

Un ideal a la izquierd,a (derecha) de una álgebra A es un subespacio vectorial 1
de.4 tal que aI C 1 (IaC I), para todo o € A. Cuando l es a la vez un ideal a
la izqrrierda y derecha, diremos que I es tn ideal de A.

Sea A una álgebra sobre un cuerpo K con I un ideal de A. Definimos en A
la relación ¿:b si a - b € 1. Esta relación es de equivalencia. La clase de
equivalencia de un elemento ¿ es

ó.:a*¡:{a+b€A I a.,beI }.
El rí.lgebra cociente de ,4 por 1 es el espacio

A/r:{d / ae A }

con las operaciones
a+6: a+b,

ad, : dld'

a6: ;b,

paratodoa€Kya,beA.
La aplicación

r:A-.AfI
definida por r(a): ¿ es un homomorfismo de iílgebra.s denominado h,om.om,orfis,m,o

canónico.

Definimos 1as potencias de cualquier elemento a del álgebra,4., como sigue:
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ar:a y an: an-ra, para todo n )2.

Una álgebra A se dice que es asoci,atiua en las potencias si cada nno de sus elementos
genera una subríJgebra asociativa. Esta condición es equivalente a qtte o,i a.i : a,i+i,
para todo a € A. Sea A una álgebra asociativa en las potencias. Se dice que un
elemento a € A es nilpotente si existe un cntero positivo n tal que a" : 0. Cuando
todos los elementos de .A son nilpotentes se dice que A es una nildlgebra.

Sea .A una álgebra arbitraria. Para cada elemento o € ,4 podemos deflnir las
funciones lineales

Ro, L,: A ---, A

definidas por :r.Bo : rat y Í.La: ar.) para. todo z € ,4. Esta¡; funciones son llamadas
multipli,cación a la derecha por a y a La izquierd,a por a respectivamente.

En e1 caso de que e1 álgebra sea conmutativa entonces Lo: R" usaremos -Lo para
escribir esta función.

Denotamos por M(A) el álgebra generada por {-L, I r e A}. Llamaremos a Ia
álgebra asociativa M(A), el álgebra de m,ulti,pl,icación de A.

Si ,9 es un subconjunto no vacío de ,4 entonces denotaremos por S* la álgebra
generada por el conjunto {¿", R, € M(,a) | s e S}.

1.2 Identidades Polinomiales y Linealización

Sea A una álgebra sobre un cuerpo K. Una identidad en. A es un polinomio
p(rt,r2.,..., r,,) del álgebra libre tal que p(41, a2,...,a^) : 0, para todo a; € A, i -
!,2, ...,n. (también diremos qre p(r¡x2,...,rn) :0 es una identidarl).

Ejemplos

1) Una dlgebra con.mutat'iua es una álgebra que satisface Ia identidad i)g - yr,:0.
2) Una ál.gebra asociati,ua es una álgebra que satisface 1a identidad (r.¡1) z - t(.g z) : a

3) Una dl,gebra de J ortlan. es una álgebra que satisface las identidades :ry - yr: O y
(x2y)x - *(yr). La última identidad es llamada id.entid.ad. de J ordan.

4) Una dlgebra de Lie es una rílgebra que satisface las identidades: x2 : 0 y (rg)z +
(yz)r + (zr)g :0. Esta última identidad es llamada i,d,enti,dad. de Jacobi,.

5) Una álgebra alternat'iua es una álgebra que satisface 1as identidades r2A : n(ry) y
yr2: (yn)r.

1.2.1 Linealización La linealización es una de las he¡ramientas miís importantes en
el estudio de las álgebras.
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Sea

/(r1,...,r") : 6

una identidad e y una indeterminada diferente de las z¡. Si sustituimos :r¿ por
ri + g/, obtenemos

f (q,...,t, + y, ..,¡^): I.r,o(",, ...,t¡,...,r-,!t),
k>0

donde /¿¡ es Ia suma de todos los términos que tienen grado ft en la indeterminada
gi. Definimos el operador áf(g) actuando sobre Ia identidad / como

Í (r r, ..., r,, ..., 
" ") 

6! (y) : f ;¡(x t, ..., r ¡., ..., x n, a).

Observamos quc á!:1. Si A > 0, el operador óf srrstituye czrda monomio por l:r,

suma de los monomios que son obtenidos al sustituir una cantidad k de Ios z¿ por
g. Observamos además de esto, que este operador satisface

(aÍ + 0d6!(ü : alf 6f (a» + glso!(a)],

pa"ra todo par de identidades "f,9 y a, p e K.
Sea / una identidad e y una indeterminada diferente de r1,r2,...,t:n, k /

1, y supongamos que el grado de r¡ ) k en algún monomío de /, entonces

f(nr,rz ..,r")61(A) se dice una Lin,ealizaci,ón, srmple de f Una identidad que puede
ser obtenida de / como una secuencia de una o mas linealizaciones simples de / se

dice una lin.eali,zación. de /. Una linealización en la que cada monomio no aparecen
variables con grado > 1 se dice rna linealización. com,Ttleta (ver Osborn[22]).

Ejemplos:

1) Consideremos el polinomio p(r,y) : (t2g)r.. La primera linealización es:

((x z)s)r + ((zr)y)r + ((r2)s) z.

La segunda linealización es:

(@ z)y)t + ((t z)y) r + ((zt)y) r + ((zx)y)t + ((rt) y) z + ((tt:)y) z.

Esta es también su linealiz¿ción completa.

2) Linealicemos completamente la identidad polinomial p(x) : 13 en una álgebra
conmutativa A. La primera linealización es:

*2., t )t*",\-

8



La segunda linealización de rl3 es

z(ry)z+z(yz)r+2(zr)s.

Esta es también la linealización completa

1.3 Solubiiidad y Nilpotencia de Algebras

Sea.4 una álgebra no asociativa. Definimos inductivamente las siguientes poten-
cias de .A:

At : A, A' =Li-i A¡ A-k ¡>ara n > L

¡(o) : A, A(n) : (A(n-1))2 para n > 1.

Diremos que A es n,ilpoten.te si existe un entero positivo A tal que ,4h : 0. Cuando
A es nilpotente, el menor entero positivo k tal que Ak : 0 se llama el índice de

n,ilp otenci.a de A.
Diremos que,4 es soluble si existe un entero positivo A tal que ¿('t) : 0. Cuando á

es soluble, el menor entero positivo k taI que ¿(l) : Q se llama el índice d,e solubil,idarl
de A.

Si A es nilpotente entonces es soluble. Pero si una álgebra es soluble no nece-

sariamente es nilpotente, como Io muestr¿n los siguientes ejemplos:

Ejemplos

1) Sea el álgebra A sobre un cuerpo K con base {r,A}, ",A € A. Definamos una
multiplicación en A, de 1a siguiente forma:

12:u2:0, ry:ur=u.

Se demuestra que el álgebra A con la multiplicación así defrnida, es Soluble pero no
nilpotente.

2) (Suttles[25]) Sea A una nilá]gebra conmutativa con base el, e2, e3) e4, es y productos
no mrlos definidos por:

ete2: e2e4: -eteí : e3, ete3 : e4, e2e3: e5.

á es una nilálgebra de nilíndice cuatro, asociativa en las potencias que no es nilpotente
ya que á3 : A2. A es soluble pues A(3) : g.

3) (Zhevlakov[26]) Sea X - {rt rz, ..., !t*, ...} un conjunto nume¡able de símbolos
ri. Una palabra LL: ÍiLÍi2...T,i, es llamada regular si s ) 1yir <i2 <... ( i,. Sea P
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el conjunto de las palabras regulares y N:< P )¡ el espacio lineal gcnerado por P
sobre un cuerpo K con característica I 2,3. La multiplicación se define en ¡y' de la
siguiente forma:

Si r¿,n3 € X y u,a € P:

1, t¡xti: xliÍj Para i < i)

2. u*a:0 si u y u tienen a.l menos dos letras,

3. u* r¡ = 0 sj s > 2 y i <i¡ o .I¿ aparece en u.

4. u'r r¿ : (-7)ot¡rr¡r...Í¡...r¡" si s > 2 y i, > \,

donde o es Ia permutación tal que zr¿ es ürr& palabra regular.

El álgebra -l[ satisface ]a identidad de Jacobi

(r.l * u) * w * (u x w) * u -l (trr x u) x o : 0,

y además se tiene que N(3) :0. N no es nilpotente, puesto que para todo n ) 1se
tiene que

( ..((", * z2) * u3) * ...) x r," = :..fl2...t. * 0.

Sea A una álgebra asociatir,a en las potencias. Un elemento z de ,4 se dice que

es n,il,poten,te si existe un entero positivo n tal que r" : 0. E1 índice de nilpotencia
para un elemento nilpotente c de .4, es el menor entero positivo m, tal que r- :0.
Una álgebra asociativa en las potencias es llamada rlrta n.i,lálgebra si todo elemento es

nilpotente. Si eI conjunto de los índices de nilpotencias de todos los elementos de á
está acotado por un cierto número entero positivo entonces el menor nírmero entero
positivo s tal que Í" : 0, pará todo r en ,4 se denomina el n'iLín,dice de á. Si A es

una nilálgebra asociativa en 1as potencias de dimensión n, entonces el nilíndice de A
esmenoroigualanfl.

A continuación enunciamos algunos resultados generales sobre solubilidad y nilpo-
tencia sobre álgebras que se pueden encontrar en las Referencias.

Proposición 1,.1 (Schafer [24], Proposición 2.2, p. 18) Si una ólgebra A contiene
un id,eal soluble S, u si AIS es soluble, en,tonces A es soluble.

Proposición 1.2 (Schafer [24], Teorema 2.4 p. 18) Un i,d,eal B tle un,a álgebra A es

n,il,poten,te si y sol.o si la subd,lgebra asociatiuo, B' de M (A) es n,i,l,poten.te.
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Proposición 1.3 (Correa l2]) Sea N
tam.ente generada sobre un. cuerpo d.e

rs : O. Entonces N es nilpotente.

1.4 Problema de Albert

una ólgebra conmutatiua no asoci,atiua rtn,i,-
característica I 2 sal.isfaciendo la identidad

Albert conjeturó que toda nilálgebra conmutativa que es asociati\¡a en las poten-

cias, conmutativa y de dimensión finita es nilpotente. Sutttes[25] presentó en 1972

un contraejemplo de dimensión cinco (ver Ejemplo 1).

El sigrriente problema, conocido como problem,a de Albert., es un problema abierto.

¿ Es toda ni,ldlgebra conm.utatiua, asociat'iua en las potenc'i,as 'g de dim,ensión. f,n,ita
soluble ?

Este problema ha tenido respuestas parciales desde Ia aparición del trabajo de

Suttles. La respuesta es positiva en todos los casos hasta ahora estudiados. En Ia
siguiente sección presentamos un resumen de todos los resultados conocidos hasta
ahora, además de algunos resultados que nos serán de gran utilidad en eI siguiente
capítulo.

1.5 Resultados Preliminares

Los siguientes son resultados conocidos sobre nilpotencia y solrrbilidad de álgebras
asociativas en las potencias.

Teorema 1.4 (Albert, fll) Tod.a ni.lólgebra de Jord.an. d.e d.im.ensión. fi.nita sobre un
cuerpo de. característica f 2 es nilpotente.

Teorema 1.5 (Gerstenhaber - Myung[14]) Tod,a n,ilálgebra conmrutatiua asoci.atioa en

las potencias de dimens'i,ón, I g n,ilín,dice f sobre un cuerpo de característi,ca f 2 es

niLpotente.

En [3] Correa y Suazo generalizan el Teorema 1.5 a álgebras de dimensión finita
n. Mas precisamente, en [3] se prueba el siguiente Teorema:

Teorema 1.6 (Correa - Suazo[3]) Toda n,ilálge,bra conmutat'iua asociatiua en las po-

tencias d,e nilíndice n g de dimen,sión n es nilpotente de índice n,.

Además en [3] se determinan las condiciones necesarias y suficientes para que una
álgebra que satisface esas condiciones sea una álgebra de Jordan. En ta1 caso, se

11



encuentran todas las clases de isomorfismos. Estos resrrltados rcquieren que e1 cuerpo
tenga característ\ca I 2,3.

Correa 1. Hentzel extienr.len el resuh,ado ¿nterior al c¿uo rro connntativo. probzrnclo

el siguiente resnitado:

Teorema 1.7 (Correa - Hentzel[4]) Se,a A un.a ni.Lál.ge-bra no con,mutalit;o. asoci,atira

en, las potencias de dimensi.ón. n. y ni.Lín.dice n. sobre un. ctrcrpo de caracterísl:i,co, f 2,3.
Enton.ces A es soluble t1 A2 e.s ni.Lpote-nte-.

Ademas, cn [4] se present¿n dos ejemplos de nilálgcbras no conmlrtrati\.as, ¿rsor:i¿r-

tivas en 1as potencias de dimcnsión ?'r. que no son nilpotentes. El primcr ejem.plo tiene

nilíndice n y el segundo tiene nilíndice n - 1 y no es sohrblc.

Teorema 1.8 (Correa - Peresi[15]) Toda n.i,ldlgebra con.m.utati:ua, asocí,at'i.ua en. Las

poten,c'ias, de- di.mensión, cin.co sobre un. cuerpo de característi,ca 12,3 es soluble.

Teorema 1.9 (Correa - Hentzel - Peresi[6]) Se,a A e.s un.a n'il.álqebra cor¡'mtLtat|urL.

asoci,ati,ua en. las potenci,as de d,in¡.en,si,ón, 6 sobre ttn, cuerpo de caracterísfi r:a 12.3,5.
En,ton ces A es soluble.

El problema de Albert es ya interesante si 1o considcramos p¿u'a un nilíndice
fiio y climensión flnita arbitraria. Por ejemplo, si eI ni1índtce es igual a tres, el

álgebra es dc Jordan y luego es nilpotente (Teorema 1.4). Para nilíndice fijo igrtal a
cuatro, es posible considerar tres grandes casos. El álgt:bra satisfácerá. estlict¿rrnente

una de ia-s siguientes trcs identidades: i) ((yr)r):r : 0. ii) (((y:r)r):rr)z - 0,

iii) ((((yr):r)r)r)r : 0. En 111] Correa y Hentzel solucionan el problerna cuando el

álgebra satisface la identidar,l i). EI resrrltado es el siguiente:

Teorema 1.10 ,Seo A un.a ó.lgebra conmutati,ua Jini,tamente gen,erada sobre un r-:tt'e'rpo

cle- r:aract erísl.i,ca f 2 sati,sf aci,en,do la identi,dad ((ut)r)r :0. D'ntont:es A es soltLl¡lc.

La nifuotelcia dc los operadores ,L, juega un papel fundamenlal en 1¿r dcmostración

rlc la sol[bilidad o nilpotencia dc álgebras. Este problerna fuó cstucliaclo por \{. Ger-

stenhal¡er en una serie do artículos (vcr [15, 16, 17 ] y [14]) Enuncianos a]rota trn

rcsrltado qLIe es una de Ias bascs de nuestro i.rabajo.

Teorema 1-.11 (Gerstenhaber li6l) Si, A es una ni.Lál,gebra con'mutatiua ¡1 usot:'iat,irta

en las potencias de tl'itrLen,si,ón. fntita n' de r¡,ilindi,ce t, sobre un t:'uerpo Ii de carur:'

t.erístir:a ce'ro o m.aAor qne n,. Enton.ce.s, para lodo o, € A, L,,. cs tlilpotent€ tLe'íttditr:
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<2t-3.

Para alcanzar nuestro objetivo, a saber, probar quc efectivamcnte las nilálgebras
conmutativas de dimensión siete son solubles, obtuvimos una scrie de resultados pre
liminares que serán muy usados en la demostración de los teoremas en los capítrrlos
siguientes.

Proposición L,l2 Sea A una nildlgebra conmutatiua y asociatiua en, Las potencias
de di,mensión n, g característica cero o nlagor que n. Sea B una subáLgebra (n-1)-
dim.ension,al de A. Enton.ces B es un íd,eaL de A.

Demostración. Debemos probar que 8.4 ! B. Sea

W:{teAltBcB}.
Puesto que B es una subálgebra de A se sigue que B c W. El espacio vectorial
cuociente Af B tiene dimensión 1. Es fácil probar que todo operador nilpotente
sobre un espacio vectorial de dimensión uno es identicamente cero. De esta manera,
(Al B)Lt : 0, para cada f € lil, es decir, AW c B. Como B e W, se. sigue que

BA a B. Esto prueba la Proposición.

Lema 1.13 Sea 1/ un espacio vectorial de dimensión 2 sobre un cuerpo y'( y Sea f)
un subespacio vectorial de L(V). Asumamos que -B es nilpotente para todo.R € 0.
Entonces, si .R y S son dos elementos arbitrarios en Q, tenemos que ftS: 0.

Demostración. Sea R es un elemento no cero en Q. Podemos asumir que la matriz

[B] asociada a.R esta en su forma canónica de Jordan. Sea S cualquier otro elemento

de O. Tenemos:

tsl:f :1) v rsl:l: i)\u u./ \c d)
Puesto que T : uR * S es nilpotente para toda elección del escalar u, la traza y

el determinante de p] deben ser ceros. Es decir,

a*d--0 y o'-bc-uc=0.
Puesto que esta última ecuación se tiene para todo u en K, tenemos que c - 0. En

consecuencia, tenemos también que ¿ : 0. Se sigue que d : 0. Así [S] es estrictamente
triangrrlar superior. Esto significa que todo elemento de Q está representado por una
matriz 2 x 2 estrictamente triangular superior. EI producto de cualquier par de

matrices estrictamente triangular superior es cero. Se sigue que ?S: 0.

Proposición l.l4 Sea A una nilálgebra con,m,utatiua g asociatiua en Las poten.cias

de di,men,si,ón. n sobre un cuerpo de característi,ca cero ó 'm.agor que n. Si, eri,ste una
subrílgebra soluble B d.e A de dimensión n, - 2, en,tonces A es soluble.



Demostración. Sea

v a:{L"la e w}.
Cada Lo € O induce un operador linea1

fi: AIB -"- AlB,

defrnido por

@ + B)ü: ra* B.

Pnesto clrre Dim(Al B) : 2, el conjunto de estos operadores satisfacen Ias hipótesis
del Lema 1.13. En consecuencia tenemos que

(Aw)W c B

Dado que B c w' se sig,e que 
Aw c w.

Esto implica que IV es un ideal a" ¿, V i es un ideal de W. Por consiguiente los
espacios cuocientes AIW V WIB son ni1álgebras conmutativas y asociativas en las
potencias de dimensiones < 2, y de aquí que, son solubles. Puesto que B es soluble,

de la Proposición 1.1 se sigue que I/'es soluble y que,4 es soluble.

Teorema 1.15 (Correa-Hentzel-Julca-Peresi[10]) Sea A una n.ildlgebra conmutatiua
asociatiua en las potenci,as de d,im,ensión f,n,ita n g ni,Iíndice n- I sobre un. cuerpo de

característica cero o rnaAor que n. En.ton.ces A es sol,ubLe.

Teorema 1.16 (Correa-IIentzel-Julca-Peresill0]) Sea A una nilálgebra conmutativa
asociativa en les potencias de dimensión flnita n. y nilíndice n - 2 sobre un cuerpo de

característica cero o mayor que n. Entonces ,4 es soluble.

Es fácil probar que si A es una nilálgebra de dimensión n y nilíndice n-F1 entonces
,4 es nilpotente, luego es soluble. Si .4 tiene nilíndice dos, entonces satisface la
identidad

a')

Ademrís, si eI nilíndice es 3, por la Proposición 1.3 se deduce que es nilpotente
luego es soluble. Por lo tanto podemos resumir todos los resultados anteriores cn eI

siguiente Teo¡ema

Teorema 1.L7 Sea A un.a ni.LáLgebra con,mutatiua y asoci,ati.ua en. las pote'n.ci,as de

dim,ensión. n, sobre un. cuerpo K de característica cero o m,ayor que n. con. nilín.dice k.
Si k: : 1,2,3,n - 2,n - l,n. ó n, * L, en,tonces A es solubLe.

W:{ae AlaB e B}

,,,, : !((, + u\2 - 12 -" 2"
De aquí, A2 :0, es decir, A es soluble.
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Capítulo 2

Solución del Problema de Albert en
Dimensión Siete

En este capítulo estudiamos el problcma dc Albert cn dimensión sicte ctt¿utdo el

nilíndice cs clratro. Nnestro principal ¡esultado es r:l siguientc:

Teorema 2.1 sea A ttr¡,a n.i,Lálge,bra conml,ta,tit¡a y asor:i,ut'i.uu en. Lu,s potertt:i.rLs tlr,

d,.imÉnsión si,ete sol¡tr, un cuerpo de caract.erística cero o m.aIJor qlle s'i.e-|.e.:- EttLo'n.ca:

A es saluble.

En todo este capítulo A denotará rrnzr nilálgcbra conmutativa y asociativa eII ]as

potencias cle dimensión siete sobre un clrerpo 1( cle caracter'ística f 2.3, ó97. Por

"l 
T"o..n o 1.17, A es soluble cuando su nilínclice es 1.2.3,5,6,7 ¡' 8 De ac¡rí sóio

necesit¿lLcmos probar el Teorema 2.1 para el caso cuaticlo A tiene nilírldicc cr-r¿\tlo.

Ler'na 2.2 Toda n.i,lálgebra conm.utati.ua y asoci,atixa en. Ias potertci.as tLe n í|.ín,d'i,ce

cuatro sobre un. cuc,rr)o tle- caract.erísti.ca f 2 sati,sface las si.gui,en.tes iden,ti.dades:

2((sr)r)r, ¡ (.r2y)t * ¡39 : 0, (2 1)

(.2 2)

(2.3)

(21)

(2 5)

(yr)r2 :0,

2(st:)(zr) + (yz)r.2 : 0,

2(((sr;)z)r):r * 13(s:;) : g,

(yr2)# :0,
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(yt3)t2 : ¡. (2 6)

Demostración. Linealizando ;ra : 0 se obtiene (2.1). Linealizando:¿:2¡2:0, sc
obtiene (2.2) y (2.3). Rcemplazando y por yr en (2.1) y usando (2.2) se obtiene
(2.4). Rcemplazando r por 12 y z por r et (2.3) se obtiene (2.5). Reempla zando z
por 13 en (2.3) se obtiene (2.6).

Lema 2.3 Sea A un,a nildlgebra con,mutati.ua y asociati,ua en. las poten,ci,as de dim.en,-

sión 7 con nilín,dice f sobre un cuerpo d,e característica f 2. Enton.ces A sati.sface las
si g uien.tes identidades u reLaciones:

(sr)r3 :0, (2 7)

(2.8)

(2.e)

(2.10)

(2.11)

€Ácon.x3+Oy
el espacio vectorial

x:3(yz) : -(z*)(sl -2((zx)n)(yr),

(yr2)r2 : o,

¡za2 : (Ar)2,

A3 rs c ((A2 x)x)(Az) + (Az)3.

Demostración. La identidad (2.7) se tiene si c3 : 0. Sea s
X : < r,z2,r3 >. Sea g un elemento arbitrario de A. Sea A/X
cuociente de A por X. Puesto que

Ia función lineal

definida por

XL" C X,

Q: AIX ---+ Alx,

(u+x\t;:sL,*X,
está bien deflnida. Por [5, Lema 2], se tiene que Z] : 0, para todo z € ,4, de aquí
se deduce que (I,,)5 : 0. Puesto rye Af X tiene dimensión cuatro tenemos c¡te
(e)o :0. Esto implica q'teyLf, € X. Así,

yLI: a Í + P :x2 + 6 x:s,

para ciertos a,8,6 e K. Dado que l,l : 0 obtenemos que

ac2 + Bf:eLl:0
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Yentonces(}:0YB:0.
que

Se sigue que gtr| : ór3. Por consiguiente dc (2.4) se tiene

(!)r)r3 : -2yLf,.

Reemplazando convcnientcmentc, se ticne que

(y:r)t3 : -2ó:r:s.

Dado que L .?," 
: 0, se dcduce quc

-25 55 13 : r::]Ii, : 0.

Por consiguiente á - 0 )'Iuego. obtenemos c¡rer (y::):r:3:0.
Lineaiiz¿rndo (2.7) obtcnemos (2.8). Reempl¿:uzanclo z por r'2 en (2.3) y usaudrr

(2.7) se obtienc (2 9). De (2.3) obtcnemos (2.i0). Conside¡¿r¡rclo z € A2,l/ € '4 cn

(2.8) y usando (2.10) obtenemos (2 11).

Linealizando completamente 1a identid¿rd (2.2) obtencmos

Q:11)Qu) + (r z) (tu11 ) + (ru,) (ez) : 0.

Usan<lo esta iclentidad, con tu : :r2 y escribiendo (gz)(:r2r) : (yz)t;3, oblenerros

-(y¿).r3 . 1g.r2,1¿.r\ * l3i¡lt¡2¿ r. (2.12)

Sumando (2.8) con (2.12) obtenemos

(s * ) (z r) -- 2 (s r) ((z r) x). (2.13)

Intercambiando g/ con z cn esta írltinla ccuación obtcnemos

(z 
"2) 

(11 r) : 2( z r) ((u t,) t'). (2 14)

Sumando estas dos últimas identidades y usando (2.12) obtenemos

- (y z) t:3 : 2(y r) (( z r) r) + 2(z r) ((y r) r). (2.15)

(2.16)
De (2.15) se sigue que:

.A2 r,3 ; ((A:;)r) (Ar;).

Pa¡a Ia demostración del Teorema 2.1, v las contenidas en los capítulos que siguen,

introducimos Ia siguiente notación. Dado un operador hneal nilpotente soble un es-

pacio vectorial V de dimensión n sobre un cuerpo K, representaremos por J(21, ..., i,)
1a matriz que representa a 7 en su fo¡ma canónica de Jordan, la cual se compone
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de s bloques de Jordan Jnr,, ..., Jo,, donde cada bloque J¡u es una matriz i¡ x z¡ de Ia
forma

con i, ( ... < ü ! Di=,¿o : r.

De ahora en adelante asumiremos que r es rn elemento de A tal que r:3 f 0 y
X :< ¡,x2,r3 >. Así, .L, + 0, L2 + 0. Usando (2.2) y (2.+) obtenemos trl : 0. Por
consiguiente el polinomio minimal de -L, es ¿4 o ¿3. Las posibles formas canónicas dc
Jordan de .L, son:

a) J@,3), b) J(4,2,1),
c) J(4,1,1,1), d) J(3,3,1),
e) J(3,,2,2), f) J(3,2,L,1),
e) J(3,1,1,1,1).

Las bases de A correspondientes a cada r:.na de estas matrices son:

a) {y, gr, (yr)r, ((yr)r)r, a, ar, (ar)r},
con (((yr)r)r)r : ((ar.)r)r : 0.

b) {y, yr, (yr)r, ((yr)r)r, a, at, b},
con (((s:r)z)z)z : (ar)r: br :0.

c) {y, sx, (sr)x, ((yr)c)x, a, b, c},
con (((9r)z)r)r : ar : br : cr :0.

d) {a, (s"), (sr)r, a, ar, (ar)r, b}.,

con ((st)r)r: ((ax)x)r: br:0.

e) {y, yx., (gr)r, a, ac, b, br},
con ((gr)x)r. = (o,r)r: (bz)r : 0.

f) {9, yr, (gr)r, a, ax, b, c},
con ((yr)r)r: (ar)r : bÍ: &:0.

f_

0 0...0 0 0

10...000
01...0 0 0

0 0... 10 0

0 0 ... 0 1 0
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{y, yr, (sr)r, a., b, c, d},
con ((yr)r)t : a:L: b:L : u: : fu :0.

Ahora probarernos la solubilidad de A considerando cada una de las

anteriores.

Base a): Sea

bases

Í: aty * azAx: * a3(yt)z + aa((gt)r)r * asa* a6ax: + az(a!r)Í, a¡€ K.

Aplicando .L] a r obtenemos que a1 : 0. De aquí a5 f 0, pues si as : 0 se tiene clue

a € At,lo cual es una contradicción. Aplicando L,z a x y usa.ndo (2.2) obtenemos
:r3 : as a:r2, de aquí que an2 : ai1n3. Por consiguient e (a*)r: 0 y entonces por
(2.1) tenemos

:lta: -2 ((ar)t)r - (ar2)x :0.
Luego a € Ker(2,:).

Si Eo3 : 0 entonces Ats : 0 por (2.7). Por consiguiente < 13 > es un ideal
soluble de A. Dado qlue Af < :r:3 > es una nilálgebra de dimensión ( 6, es soluble.
Por consiguiente A es soluble por Proposición 1.1.

Asumamos ahora que yfr3 + 0. Entonces, usando (2.7) es fácil probar que

Ker(.l,.) :<gr, (gr)r, ((yx)r)x, a, ax, (o.r)r>.

Probaremos ahora que Ker(.L"r) es un ideal de L. Por la Proposición 1.12 es suñciente
probar que Ker(tr".) es una subálgebra de ,4.

Como es un subespacio sólo tenemos que probar q:ue tz € Ker(.L"" ) para todo l, z €
Ker(.L,s). Reemplazando g por ¿ en (2.8) obtenemos

(tz)x3 = -(z*)(tx) -2 ((zr)r)(tr).

Paraz: (yr)r ó ((gr)r)t: ó ax ó (au)r, obtenemos que (zz2)(fn) :0 po, (2.2),palt-
todo ú € A, Para 2 : (gr)r ó (yr)r)t, obtenemos {(zr)r)(tr) : 0, para todo t € á,
puesto que (((gx)r)r)t:0. Pa¡a z: an ó (a:r)r, obtenemos ((zr)z)(tz) : 0, para
todo f € ,4, dado que ((az)r)z : 0. Por consiguiente (tz)rs : O para z: (yr)t ó
((yr)x)r ó ar ó (an)r, y para cualquier Í € A. En lo que sigue probaremos clue

(y")(s"), (yr)a, a2 € Ker(tr"").

Tenemos por (2.I2) y (2.2) que:

((yr) (yr))n3 : -2((y")"2) ((yr)x) : s

Entonces (A")(A") € Ker(.L,:). Usa¡do nuevam ente (2.12), se tiene que

((sr)a)r3 : -(ax2)((yr)r) - (or)((sr)r'z),
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Como a,r2: as 113, reemplazando en Ia írltima ecuación se tiene que

((E r) a) # : - ( cr; I 
:r:3 ) ( (Ez) t:) - (ar) ((y r) 12 ).

De aquí que por (2.2) y (2.2), se tiene que ((gr)a)t3: 0, es decir (gn)a e Ke{L"").
Para probar que a2 € Ker(-L,,) usamos (2.12) con 9: aiz: a y (2.7), obtenienclo
que

a2r3 : -z(ar2)(ar): -21o-tr3)(ar¡ : g.

Por consiguiente Ker(.L,") es una subálgebra de á. Puesto que Ker(-L..) y AlKet(L"")
son nilálgebras de dimensión ( 6, son solubles. Por consiguiente .A es soluble por
Proposición 1.1.

Base b): Sea

r: atg I azar * a3(gr)n + aa((gl..)t)r * ns¿ * a6o,r + a7b.

Multiplicando por r esta ecuación, resulta

12 : atAÍ * a2(yr)r + a3((yr)r)r * a5ar.

Multiplicando nuevamente por r queda,

f:a{ax)x+a2((yr)r)r.
Multiplicando otra vez por z, queda que

a1((yr)r)r - 0.

De aquí se deduce eue a1 :0. Luego

13 : az((yx)r)¡.

Como z3 f 0, se deduce eue a2 f 0. Luego

((yr)r)r : alt 13 .

Tenemos dos posibilidades para 05, a saber, as : 0 ó a5 10. En cada uno de 1os dos
casos probaremos, que e1 álgebra es soluble. En efecto:

Supongamos que os :0. Luego tenemos que,

12 : az(ar)r + a3((yr)r)r,

Y de arluí que 
(at)' - 'i"' - o3a22r3

Luego, para probar la solubilidad del álgebra,4, es suficiente probar clue ((,4r)r)(Ar) :
0, en virtud de la identidad (2.16). Como a2 f 0, podemos considerar la nueva base
de á dada por e1 conjunto

{g, r, Í2, Í3, q aÍ, b}.
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con
(ar)r:bt-0.

Entonces vemos que

At =1 ar, t2 , x3 , an > y (Ar)r :< (yr)r, 13 >

Por otro lado tenemos que:

(y:r)t : oi'*' - a3al2r3 .

Luego, podemos escribir
(Ar)x =< 12, :,r3 > .

En virtud de las identidades (2.2) y (2.7), tenemos que

((Ax)r)(Ar.):0.

Luego por (2.16), se concluye que A2z3 : 0. De donde X3 :1 rs ) es un ideal
soluble de A2 . Dado ql,e A2 f X3 es una nilálgebra de dimensión menor o igual que

seis, es sohrble. En consecuencia, por Proposición 1.1, se deduce que A2 es soluble,
Por tanto .A es soluble. Queda por ver el caso cua.ndo o5 I 0. En virtud de esto,

podemos considerar Ia siguiente base de,4 :

{y, Ax:, (g")", Í1 a2, 13, ó}.

con
(((yr)r)r)r:br:0.

Entonces para probar la solubilidad del álgebra á, es suficiente ver que ((,4r):r)(A:r) :
0, en virtud de la identidad (2.16). En efecto:

Ar :1 ar¡ (a*)", Í2, r.3 > y (Ar)t :< (ar)r, rs > .

Como

((y r.) r) ((y r) r) : -l¡tO O fa,l) r' : lnla' r'),' : o,

por las identidades (2.3) y (2.9). Usando las identidades (2.2) y (2.7), se tiene que

((Ar)r)(Ar):< (Er)((yr)r) > .

Si (9r)((ye):r) : 0, tenemos que

((Ar)r)(Ar) :0,
y de aquí, por (2.16), concluímos qr;s A2r3:0. De aquí X3 :( ¿3 ) es un ideal
soluble de 42. Puesto qu.e A2 f X3 es rrna nilálgebra de dimensión mcnor o igual que
seis, luego se sigue que es soluble. En consecuencia, por Proposición 1.1, se deduce
que A2 es soluble y de aquí que A es solub1e.

Si (gx)((Ax)r) 10, entonces para ver Ia solubilidad en este caso, consideramos el
operador compuesto por Ios operadores "Lr, y L"t,, es decir,
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L,rLo, : A'---- 4,

definido por z(L,,Ly,): (zr2)(gr,), para todo z € A. Usando la identidad (2.8) partr

z: y, tenemos que

s2 13 : - (y*)(yn) - z(@n)r) (sr).

Por 1a identidad (2.12) co\ z: y, se tiene que

y2r3 : -z(yr2)(yn).

Igualando ambas ecuaciones tenemos

@"\@r) :z((yr)r)(yr).

Como ((yz)z)(y:,.) * 0, y en virtud de las identidades (2.2), (2.7) y (2.13), se tiene
que

Ker(L,"Ly,) -_< yr, (yr)r:, r, 12, 13, b > .

Observamos qre Ker(L,, Lr,) tiene dimensión seis. Usando 1as identid¿rdes (2.3), (2.9)
y (2.7), se prueba fácilmente clue Ker(tr,2trr,), es una subálgebra que tiene dimensión
seis. En efecto,

1. ^ ^ ^
lyr)' r' : - r(u' 

r' )r' : 0,

por ias identidades (2.3) y (2.9). Luego

((sl2r2)(sr) :0.

De forma análoga se ve en 1os dem¿ís restantes productos. Por consiguiente, por
Proposición 1.12, se tiene q:ue Ker(L,z Lnr), es un ideal de,4 y como tiene dimensión
seis, es soluble por Teorema 1-9. Luego se concluye que el álgebra A es soluble por
Proposición 1.1.

Base c): Luego c se puede esc¡ibir en la forma

v : arA * azyr I as(gx)x + aa((yr)t)r * asa * o,6b + d7c.

Multiplicando esta ecuación por c obtenemos:

12 : ataÍ * az(yr)r + a3(fuflr)r.

Multiplicando esta ecuación por z obtenemos

x3 : at(yr)¡ + az(fur)r)t.

Multiplicando otra vez por r, queda 0 - al(yr)n)n De donde se deduce que
ar:0. Luego

13 : az((an)")r.
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Como 13 f 0, de deduce q:ue a2+ 0. Luego

((sr)r)x : alt¡3.

Por consiguiente, podemos cambiar Ia base del álgebra por,

{y, r., t2. 13, a) b, 
").

En virtud de Ia identidad (2.16), para probar 1a solubilidad de1 álgebra á, es suficiente
probar que

((Ar)r)(Ar) :0.
Esto se cumple. En efecto:

Ar :1 ar, i2 , :r3 >

' ( At)r :< (yr)r, 13 > .

Por otro lado tenemos
12 - az(ax)t + a3(@r)r)r.

Como az*0y ((gx)r)r: a;r.x3, podemos escribir

fu¡)r : oir ,2 - a3a22 f ,

de donde
(Ar)r :< a2, n3 > .

En virtud de 1as identidades (2.2) y (2.7), tenemos que

((,4:n)z)(Ar) : 0.

Luego, por (2.16), se concluye que

A2 13 -0.
Se sigue que X3 :< z3 ¡ es un ideal soluble de A2 . Dado que ,42/X3 es una
nilálgebra de dimensión menor o igual que seis, es soluble. En consecuencia, por
Proposición 1.1, se deduce que A2 es soluble, y de aqr.rí se sigue que A es soluble.

Base d): Aquí r se puede escribir en la forma

:x: aúl * a2gr * a3(gr)t * a¿,a* a|a.x: + a6(o,r)1: + a?b.

Multiplicando por r a esta ecuación, resulta

12 : atg* + q2(ar):L + aaar ¡ ar(or)a.
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Nfultiplicando nuevamente por r;, queda

:r3 : ar (y¡)r: * aa(a:r):r'

Como z3 f 0, de cleducc que (a1, o¿) I (0,0). Sin pérdida rle generalidarl, podemos

asumir cluc a1 f 0. Por tanto poclemos consider¿rr la sigrricnte base cle '4 :

{r, 12, 13, o,. aÍ,, (a,r)rr, ó},

con
((ar)z)z : 0, óu : 0.

Para probar la solubiliclad de A. es sr.Lfrciente probax qrtc ((,4c)r;)(Ar) : 0, cn virtud

dc la identidad (2.16). trn efecto:

Ar -< 12, :r3, ar. (or:)r: > y (A:r;)r; :< :;3. (ar)r > '

Usando las idcntidades (2.2), (2.7), (2.3) v (2.9) se ticne qtre

((Ar)r)(.4r;) :< (ar)((az)r) > .

Si (oa)((az)r) : 0, tenemos que ((Az)r)(Az) : 0. Luego. poL (2.16), se concluye qtre

¿'r," : b, áe'aquí X3 :.1 r;3 > cs rtn ideal soluble cle 42. Dado que ,42/X3 es una

nilálgebra de dimelsión mcnor o igual que seis, es soluble. Lrrego por ProptisicióIr

1.1 se tiene clue A2 es soluble y de aquí qr.re,4 es soluble. Queda Yer cl ca-so ctrando

(ao)((az)r) I 0. Para probar la solubilidad en este caso, consideramos el opcraclor

compuesto por 1os operadores I,, y 1".. cs decir.

Lr:Lnr" A 
- 

4,

definido por y(L,,L",) : (yt:2)(ar), para todo g € A. En virtud dc las i<lernticlades

(2.13), (2 7), (2.2) ¡, (2.ta), se tiene que

Ker(L,'L"') -1 iI: ' 12 ' z3' ar' (ri'r;):i:' l; > '

observ¿.r.mos qLre l(er(tr,:-L,") tiene dimensión seis. usanclo las iclurticlades (2.2).

(2.7), (2 3) ¡, (2.9) , es fácil r'er que Ker(tr-,I",), es una subálgebra quc tie¡xr clinersiórr

seis. Luego por Proposición 1.12, se corrcluye que Ker(-I.,,Io,) es t1n ideal r'Lr¡ A cle

dimensiórr seis y, por Tcorema 1.9 es soluble. Luego se conchye quc eI álgcbra.4 es

.6]r¡l¡ln iror Propo.ición L l.

Base e): En este caso escribimos:r cn la fbrma

:r.: atll + o.21lr, + a3(yr)t: * a¿o * a|a'Í + C'6b + a|b:r.

Multiplicando por ¿ esta ecrlacióni resuJ.ta clue

12 - atgr * a2(yr)r + c.4a,x: + c.6b:Í:.
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Multiplicando por z nuevamente, se obtiene que

rs : at(ar.)r,

Como z3 10, de deduce que a1 f 0. Luego

(Yr)t : ¡t;l x'3 .

Por consiguiente, podemos considerar esta nueva base de.4, dada por el conjunto:

{2, Í2, 13, a, aÍ, b, bc}

con

(ar)r:0 y (br)r.:0.

En viriud de la ideniidad (2.16), para proba¡ la solubilidad del álgebra A, es suficiente
probar que ((Ar)r)(Ar): 0. Como

4r:1 x2, 13, ac, br )

v
(Ar)r :< 13 > .

Usando la identidad (2.7), se tiene que

((Ar)r)(Ar) :0.

Luego por (2.16), se concluye que

A2f :0.

De acluí, X3 :1 r,s > es un ideal soluble de A2. Dado qte A2 f X3 es una nilálgebra de
dimensión menor o igual que seis, luego es soluble. En consecuencia, por la Proposi-
ción 1.1, se deduce que.A2 es soluble. Por tanto A es sohrble.

Base f): En este caso escribimos z en 1a forma

Í = aly t a2yr ¡ a3(yt)r I aú + asar, + o,6b + a?d.

Multiplicando por z a la ecuación anterior, resulta

12 : a.tat * a2(yflr * a4ar.

Multiplicando otra vez por Í se obtiene que t3 : at(Ur)r. Como z3 f 0 se deduce
queaif0ydeaquí

(gr)r : allrs.
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Luego podemos considcra¡ la siguiente base de A :

{2, ,2, ?3, aj a,Í,, b, d},

con
(at):r :0, á:¡: : 0, dr : 0.

En vi¡tud de (2.16) es suficiente probar

((ár)r)(,4r):0.

En efccto, Ar :1 12, f,)3, ax: > y (,4r)r :< 13 > . Por (2.7), se conchrye
que ((,4r)r;)(Az) : 0. De aquí tenemos, por (2.16), que,4213 : 0. Por co¡sigliicrrte
X3 :( 13 > es un ideal soluble de 42. Dado que A2/X3 cs una nilálgebra clc

dimensión menor o igual que seis. Luego es solublc. En consccuencia por Proposicirin
1.1 se dcduce que r42 es soluble, de dondc sc dedrrce que,4 es solublc.

Base g): En estc ca,so escribimos Í en Ia forma

:L : a1!l + c\2!Jt + a3(yr)t: * aaa * ijllb + acc+ (t7d.

Nlultiplicanclo por r esta ccr-lación, obtenernos

12:rltll.t,*a2(gr)r.

N,Iultiplicando por r nuevamente se obticnc:

f : at(ur)r.

De aquí, que a1 f 0 y (y"), : a;1r3. Por consiguiente, podenos corrsir.le¡ar la
sigrriente base dc á :

{r, i:2 , i)3 , 0., b, c, d},

con 
o,Í : br, - cr: : dr : o.

Para probar la solubilidad de1 álgebra, basta ver clLre; ((Ar):r)(/z) : 0. Tenemos qr,re

Ar,:<.r2. 13 > y (A.r').r:< r;3 >.
Como z4:0 sc tiene que n5: 16:0. Lrrego

((Ar)r)(Ar) : 0.

De aquí, por (2.16), tenemos que,42.r;3 : 0 y así X3 :< 13 > es un icleal sohrble
de 42. Dado qre A2 f X3 es una nilálgebra de dimensión rnenor o igual clue seis. es
soluble. En consecuencia por Proposición 1.1, se deduce que ,42 cs sol.b1c. cle clo.cle
se deduce qr,re ,4 es soluble.

Esto completa la demostración del Teorcma 2.1.
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CapÍtulo 3

Solución del Problema de A1bert en
Dimensión Ocho y Nilíndice Cuatro

En este capítulo esi,udi¿rmos el Problema de Albert err dinrcnsión ocho crtanclo el

nilíndice es cuatro. Nuestro principal ¡estrlt¿rdo es eI siguiente:

Teorema 3.1 Sea A urt.a ntlál,gebra conmut'ati'ua 11 rLsociati,ua en, Las 1:otenci,as tk:

tl;im.en.s ión. och,o con ni,lín.di,ce, I sobre un cuerpo I{ de característir:a cero o m,a?JaT qILP-

¡ielr. Enlon"es A os soluhl".

Lema 3.2 Sea A un,a ni,lálgebra conm.utati.ua y asoci,ati,ua en, Ias poten.cias de dimert-

si,ón. ocho con, n,í|,ín,dice f sobre un cuerpo K de caro,cterísti,ca f 2. Ert.tort«:s ¿1 : i)

para tod,o r en. A.

Demostración. Se tiene de [5, Lema 2] que I] : 0, para todo rr € ,'1. Asumamos
qrre existe un z en ,4 tal que LX + 0. Entonces las posibles reprcsentaciones m¿rtri-

ciales de Jordan de tr, son:

a) J(5, 1, 1, 1),

b) J(5,3),

c) J(5,2, 1).

Las ba-ses correspondientes son:

ü {a, yL,, yL'", yL\, yL!, a, b, c}.
con y L5, : a,L, : bL, : cL, : C),
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b) {y, aL", aL'", aL3", yL!, ut, tLtL,. uLf,},
cott yLi: t¿,tr} : 0

v

") {y, yL., aL''", yL',, r1L\. tu, 'wL", b},
con yL1,: .L?: bL" : 0,

respectivamente.

Asltmamos qrre A ticne una base del tipo :r) ó c): Escribicndo r7r corrlo corlbin¿rciórr
Iineal cle la base y aplicando tr] y hrego I] obtcncmos quc 13 v glj son lincalmente
depcndicntcs. Usando (2.4) se deduce qrte z3 ¡, (:;gr)::3 son line¿rlrlontc dcpcrrdiurtcs.
Sc sigrre, de la nilpotencia del operador -L,,, quc (ry)r3 :0. Por consiguicnte cle

(2.4) obtenemos quc ytrf - 0, Io cual es una contradicción.

Asumamos ahora qre el álgebra,4 tienc una basc clel tipo b). Escribicndo ¿ corno
coml¡inación lineal de esta base lenemos:

.r : a11/ -f a2yr * a3(yz)z + aa((yz)n)r: + a5(((yr;):r:):r)r

+a6¿, + a7?rrJ * as ('--r):r.

Ivlultiplicando la anterior ecu¿ción por :r:, se obticnc:

12 : atar* a2(gr.)r +a3((yr):r)r +oa(((yz)r)r):; * ao'¿u¡ * a7('--:r)r.

Nlultiplicando otra vez por :r:1 se obtiene:

¡3: ar(y¡)¡ + az((ar)t)r + a3(((92)r)z) r! a6(.wr')t.

\{ultiplicanclo ahora :r3 por z, obtenemos:

0: ar((yr;)¿)r + a2(((yr)z)r)r;.

De aquí que, 01 : az:0. Luego:r ticnc Ia forma:

tr: as(ar)r -I- cr4((gr)r)r: + a5(((gr)l:)r)r + ¿16r¿, I aTutr: * as('--z)r.

Lrrego, r está en el subespacio vectorial S generado por el coljunto:

{'sL,, aL',, aL\, yLX, u, uL,. uLf,}.

Adem¿is 13 tiene la forma:

:r3 : a3(((g:r):r)r)z 1 o6(¿¡)7.

De aquí c¡re 13 está en el subespacio vcctorial generaclo por yLf, y trtr]. Si r*'6 : Q

se sigue que r está en A:r 1o cual es una contradicción. Asumamos qrre a6 f 0.
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Entonces, aplicando Lr2 a, r, se obtione que 13 : o6?rn2. Definamos cI opcrador
Í] : AIS -' Al S, de Ia forma siglriente, zfi : ,rz. Iil operador así dado est¿i

blen <lefinido. Como -L,, es un operacior nilpotente cntonl.cs cl ()pcr.rLlur / - tamhi,'ri
es rrilpotente. De aquí que, como la Dim (,'1/S) : 1, se signe c¡ttc 11t,2 cstá cn S.

Escribiendo gr,2 como combinación lincal de los generadores de ,S obtctcmos qtre

(ll*)r2 :1ur2 para algrin 1 el 11. Usando (2.12) con z : :t: y rccmplazartclo tr-,r2,

obtenernos clue -2cr6(g:;)r3 :12:r. La nilpotcncia dc 1,,, itnplic¿¡ que J : 0, de atFtí
que (yr)23:0. De (2.4) obtenemos qr.re ytrf :0, 1o cual es urra contr¿rdicciórr. Por
consiguientc, A no puede tener una ba"sc dc este tipo. Esto prueba cl Lema.

Una consecuencia inmediata dcl Lena 3.2 y dc la rdcnlidad (2.4) es la identidad

(y:r)r;3 : g.

De acluí sc deducen la^s identidadcs: (2.8), (2.9), (2.10). (2 11), (2.i2), (2 13), (2.11),
(2.15)v (2.16).

Se¿ A una nilálgebra conmutatir'a y asociativa, en las potencias cle climensión 8 con

nrlíndice 4 sobre un cuerpo de característica cero o mayor quc sictc. Dc la Proposición
1.1se deduce que para probar que A es soluble, es srrficiente r:ncontrar un icle¿ri sohLble

no trivial dc A.

Si ¿l :0 para todo z en A, entonces dcl Teorema 1.10, sc tierre clue A es solnble.

Asumamos que existe r en ,4 con L3, + 0. DeI Lema 3.2 el polinomio minimal de .I-.
es X4. Por consiguiente, la-s posiblcs formas matricialcs canónicas dc Jordan cie I"
son:

a) J$,t),
b) ./(4,3, 1),

c) J@,2,2),

d) J(4,2,1,1),

e) J(a, 1, 1, 1, 1).

Las bases respectir,'as de A asociadas a cacla una de estas matrices son:

") {y, AL,, yL?, yLs", u. uL", wL'z., uL3,},

cor yL[ -- uL!:0.

b) {a, aL,, yLl, yL3,, ru, uL,, wL'z, z},

con yL[ : uL3": zL,. : g.
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c) {y, yL,, yL?, yL\, ru, utl,, z, zL,},

con yLj: u¡ L2 - zL2,: g.

d) {y, yL,, yL?,, yL3,, tu, tuL", o, b},

cor yL|: wLl: oL,: bL" :0.

") {y, yL", uL?, uL3,, o.. b. c, d},

con YLI: o'L, : bL, : ¿¡, : dL" : 0.

Observamos de (2.1), que si z2 : 0 entonces -Ll :0, 10 cual es una contradicción

Luego r;2 I 0. Por colsiguiente, para cada base necesitarnos considcrar los casos

respectivos, :¡3 : 0 y z3 10.

Base a): Esta basc no es posible. En efecto. si escribimos r como una combin¿rciórt

lineal de csta base y apiicamos l] a esta combinación lileal, obtenemos qtrc:: cstz'i

en A:¿ lo cual es una contradicción.

Base b): Sea

r : aty + (\2!t:r, + a3(gr)r + oa ((9r)::)z * astu * a6tr,'r + a7 (tr.'z)rr + a8z.

Aplicando tr] obtenemos euc a1 : Q.

Asumamos prirnero que :r;3:0. Se sigue que a2: n¡:0 y entonces tteccsaria-

mente as 10. Aplicando ¿r, a l obtenemos que z:r2 : 0. Dc aquí clue

{sr, (yr)t, ((3ijr)r)r;, ur, (ur)t, z} c Ker(I,,).

Prresto que ((yr)r)r I0, de (2.1) y:;3 - 0 obtenemos que gz2 I0 Siu'r2 I0.
entonces usan<lo (2.1) y que ((tuz)r)ir:0 obtenemos q.,e y:,r2 y tuz2 son ]inealmentc

independientcs. Por consigr.riente Dim(Im(I",)) :2 y además,

I(er(tr,,) :4 yt:, (gt:)r, ((9r)r;)r, 'Lr.'r, (trr):r. z > .

Usando (2.3) y (2.9) es fácii probar c¡rc

fKer(tr,,)]2:c2:0.

De aquí c¡re I{er(tr,,) es una subálgebra de dimensión 6 de A 1' por la Ploposir:iórr

1.14 se tiene c¡re A es soluble. Si wr2 :0 crrtonces

I{er (tr", ) : a g r, (y r) r, ((y r) r) t. rt:, tu t:, (.'u :r) r. z > .
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Luego para probar que Ker(,r,"r) es una subálgebra probaremos que los productos
(y:r)u y r¿,2 están en Ker(L"r). Si

(11t:)w : 11?t + 12yr * f:(3/¡)Í -l 1a((yr)r)t * l5u * J6?rÍ + 17(?r'r)r -F ^/sz,

cntonces, usando (2.2) sc tiene quc ((92)u)r2 - ^ttu:{.2. De (2.3) y (2.8) obtencmos
qre:

((yr)u:)f : -2((ui:,)r)(wr) - (yr,2)Q:u) : 1sf .

De aquí que 71 es un r.alot propio dcl opcrador nilpotente .L,-, luego 1r : 0. Por
consiguiente (yr:)to está en Ker(tr,:). Ahora probarr:nros que tu2 € Ker(1,,). para
csto usamos Ia segunda linealización de (2.1) de donde obtenenos que

2 ((y r)'u) u + 2 ((y w) r) w + 2 ((y u)'u) r: + 2 (.(w r) y) ut

+(u2Y)r + 2(.(w:t)u)11 -l (u2t)Y : ¡.

Rccmplazando y por 12 y risando (2.2), y que ur2 : O obtenemos que

(u2 x2 ) x : -2 ((w ¡)u) 12 : 4((.u r) r) (w r) : - 2 (tur'?) (tur) - O.

Se siguc que (tr.2r2)r,: 0. Sea

'a2 : lJt'lt * 1zut: * Bj(yr)r + pa((gr)t:)r I 0:,,tu -l B¡;ur ¡ §7(tL;l:r * 0,2

Entonccs,
g : (u2 r2):r : Br(gr2):r.

De aquí qlle por (2.1) y del hecho que :¿3 : 0, se siguc que B, : Q y entonces
obtenemos que r,222 : 0. De esto es fácil probar quc todos los otros productos cle

clcmentos de Ker(.L,:) están cn el Ker(-L,,). De aquí que Ker(2,.) ers una subálgcbra
de dimensión siete de A. Se sigue de la Proposición 1.12 que Ker(tr..) es solr.rble, y
por la Proposición 1.1 se conclu-ve que A es sohrble.

Asurrramos ahora que r;3 f 0. Tenemos

rs : az((ar)r,)r * a5(ur)r.

Si a5 : g entonces az * 0 y necesariamente as I 0. Además. el coniunto

{u, ,, ,', n3, w, .rr, (tur)r. z}

es una t¡¿r-se de ,4. Multiplicando :: por::3 y por ¡2 obterrcrnos rcspcctivanontc quc

zt:3:0yzt:2-ar1r3.
Probaremos clue ((tur;)z)(u.,r)) : 0 o ¡{ es solrtble.

Si (ur;)to : 0, entonccs ((tu:r)r;)(tur) : 0. Asumamos (trr:)to I 0. Sea

(u,r)rrr: 'l1A +12r + 7st:2 + 14:I:s +1B,u, + 16ux: +'¡-t(u-,r)t: + 1¿2.

Si 11 I 0, cntonces el conjunto
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{(wx)u. r, 12, :r3. u, wr. (ur)r,, z} es unri base tk:,'1

v

{(ur;)u. r, :r;2, t,3, ur. (ur;):;. z} C l(er(I,.s).

Si tu¡3 : 0 cntonces,,1r3:0 y así A cs soluble. Si t,:r3 fO. entonccs

Ker(tr., ) :< (ru:r)u, r, t:2 , t,3 . ut , (ut:)t:, z )> .

Es fácil probar en virtud de las identidadcs (2 3), (2.9), (2.5), (2.2), (Z.E), (Z Z) v
(2.15) que el Ker(-L".) es una subálgebra dc A. Luego se siguc de las Proposiciones

1.1, 1.12 y del Teorema 2.1 clue A es soluble. Asumamos ahora quc ?r - 0 Entonccs

(Tn:;)tu - 1zr * 1$2 * Ir:r3 + 'l¡u +'l6ui:l i 17(wri)t: * 1¿2.

Si fs I 0 entonces el conjunto

{!1, ,, ,', :;3, (tuz)u,, wr, (ur)r, z}

es urra base de A y

{t:, t:2. t:s, (tor)ri.,, tt,z, (tut)t, z} c Ker(I.,:).

Si r7z3 : 0 entonccs A¡3:0 y a"sí A es soluble. Si'y':,:3 +0, entonccs

Ker(l,.) :1 Í, x)2 ' t:3 ' (wr)ut ' 'ar'' (ur)r' z > '

Como en el caso en c¡rc 11 f 0, I{er(.L,,) es una subálgebra de A. Asrtm¿rlnos ¿r,ho¡a

1s - 0. Eltonces

(Tu:;)tu - 12t: ¡ 1312 + f¿r3 + ?6'L¿r?'+ f7(t¿rr)r + fsz.

lvfultiplicando (urr)tu por :r2 y trsanclo (Z.Z) ¡' (2.3) obtenemos

-2((t'.r):r')(tur) : ''rl"' + 1rt"'

Prresto que z.Í : aÁ 'irr. ohlcnplnos ,lrlo

- 2 ((tur:)z)(tur) :12t3 + 1so¡ 'r'.

Por otra parte, usando (2.15) tenemos ((tur):r)(tur) : -ll4¡^2t,3, reemplazzrntlo

en la ecuación anterior 1, luego por la nilpotencia dci operaclor ¿r,! so sigue c¡re

((ur)r)(tur) :0. Entonccs hemos probado que,4 es solubje o ((trz):r)(rr'':r) :0
Luego para probar que A es soluble cualdo ( (tr':r):r)(u.'r;) : 0, asumermos primcro

que (t u2)r :0. De (2.1) tenemos qu" tu:,3 : 0. Por consiguiente

{r, 12, 13. u, ur, (ux)r,z} c l(er(tr":).



Si 923 : 0 entonr:es ,4¿3 - 0 y así ,4 es solLrble. Si At:3 + 0, entonccs

I{er(L", ) :1 r, Í'2, 13, tLt. ut'', (ut)r, z > '

Puesto que ((tuz)r)(t'r) : 0, y usando las identidades (2.7), (2 5), (2.15) v' (2.3)' es

fáci1 probar que ei Ker(tr".) es urra subálgebra dc dimensión 7 Así A es sohrble

Consideremos ahora (u.,22):r 10. De (2.1). usando que ((t7r)r;):r: ai1:r3. se sigrtc

que (yz2):r f 0. Entonces (u,22)r e (9:r2)z son linealmcnte indcpendientes. En efecto,

sca
a(wrz)r+0(ur2)r-0.

Usando (2.1) tenemos que

De acluí <1ue

v

ctu:r3 + Pl2((yt)z)z + grr3] : 6

oru"3 + B(2ar1r3 +y::3) :g

- (atu -1- l3y)rt : 2§ar1 13 .

Luego por ia nilpotencia deI opcrador Lau+ga, se sigue que B: 0 v entonces a : 0.

Por consiguiente Dim(Im(tr",1")) :2 y así

Ker(L,' L,) :1 r' t2' 13' ur'' (.ut)r' z >

En virtud de las identidaclcs (2.2), (2.3) y (2.9) se pnreba inmt:diatamentc quc en

este caso Ker(L,"L,) es una subáigebra de A. Se sigue qrre A cs soluble

Asumamos ahora a5 f 0. Entonces el conjunto

{y, yr, (yfilr,((e:.):r)z, z, 12, :r3, z}

es rrna base de .4. Además.

I{er (Il) : 1 v t' (,1]j,) r, (, (u t') t:) t, n' :r:2' r'3' z >

De (2.f) podemos cscribir

I{er(Il) :Ker(L"L' i L'")'

Es inmediato probar que Ker(f]) es una subálgcbra dc A. De aquí clue á cs soltble.

Base c): Sea

t: a{J + d2lg + a3(.yt:)r * a,1((yz)z):; * os'¿¿,+ a6ul + a7z -l ayz):.

Aplicando tr] a esta ccuación obtenemos ar : 0. Esto implica qtre neccsariamente

("r, c.r) * (0,0). Asumimos sin pérdida de gcneralidacl que a5 f 0.

Asum¿rmos primero qrre z3:0. Entonces az:0. En cstc caso el con.jtrnto

{y,p, (yr)r, ((yr)r)t, r, 12, z, zr}

es una base de A. Tenemos por (2.2) que
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{gr, (yx) r, ((gr)r)r, r, t:2, zr} c Kct (L,,).

Por consiguiente Dim(I(er(tr,r)) > 6. Consideremos dos casos: Si zt2 :0 entollces

Dun(Ker(I,r)) : 7. En la misma forma que en el caso b) es posiblc probar que

(22 r2)r - 0. Dc aquí, se siguc fácilmente c¡rc Ker(I,,) es una subálgebra de dimensión

siete y c¡re que A es soluble. Si zr2 f 0, sc ticne c1.,e g,r2 \' tr,2 son line¿lnrcntc

independientes y están en la Im(tr,r). De aquí que.

I(er(1,,) :< yr, (yr)r, ((y:r:)l)r. r;.:r'2. z:r > .

Por las identidades (2.2), (2.9), (2.3), es fácil probar que Ker(2,.,) es trrrzr subálgebra

dc dimensión 6, de aquí que por 1a Proposición 1 14 se sigr.re quc A es sohrble

Asnmamos t:s f 0. Entonces ((yr):r)z : ¿ri1r3. Puesto que q f 0, poclcmos

tomar Ia base de A dada por e} conjunto

{g. !r'. I g-r)¡. r. .t2. r3. z. z.ri.

Obser',,amos quc:

{gr, (yr)r, r. 12, 13, zr} c Ko(L"" L.)'

Si (zr2)r f 0 entonces (yr'), y (zz2)z son iinealmentc inclepenclicntes. En cfccto, si

a(yr2)r*B(z:r2)r:0,

entonces usando (2.1). obtenemos que

a(2((yr)r)t + U73) -1- Bzr3 : O.

De aquí que, obtcnemos

a(2arrt3 + gr3) + Bz¡3 : 0.

Por io tanto
(ay+Bz)r3:-2aal1r3.

Luego por 1a nilpotencia del operador L¡,yap,, se sigue que a : 0 y de aquí B : Q

En consecucncia el

Ker(tr.'tr.) :1 Yr, (g¡)t:, t: ' t:2 
':t3 

, zr' > '

Dn forrna análoga a 1os casos anteriores es fáciI probar que cü este caso Ker(I":-L,) es

una subálgebrzr cle ¡1. Dc acluí sc concluye por Ia Proposición 1.14, c¡rc A es sohrble.

Si (z:r2)r;:0 cntonces de (2.1) tenemos quc z:r3 : 0. Por consiguiente

Ker(tr,.) :< yr,(yx)r'r't2,:r3'z,z:r > .
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De (2.15) tenemos que z2r3 : -a(Qt:)r,)(zr,) - r)

v
(z(sr))r3: -z ( (zz)r) ((3i z):r) - 2 (zz)(((yr:)r):r) : s

dado qr:e ((zr)r) : 0 y ((gz)r:)z : ailr;3. De acprí q.e, es fácil probar que el Ker(I,,.)
es una subálgebra de A. Se sigue qrte y' es solubie.

Base d): Sea

t:: ortJJ i a2yr I a3(yr')t: + aa((yr)r)t * a5t¿ *o6?,:x+o7o + a8á'

Aplicando Z] a z obtencmos que al : 0 y además que

z2 : az(Yr.)r * a3((9:r)r;)r + aót¿1r.

Asumamos primero r:3 : 0. Entonces a2 - 0. Por consiguiente

12:as((yrh)rfo5zor.

De aquí que
(:r2 - a3((Yr):r:):r)2 - a!(Tt'z)2 : ¡'

Lucgo a5:0 o (u¡)2 : 0. Si (?l]r)2 - 0, entonces cle (2.3) tenenos que ti.'222:0.
Consideremos el conjunto l<'et(L,zL,). Este conjunto contiene aI conjunto

{p, (yr)r., ((yr)r)r,w,wr, a,b}.

Usando la identidad (2.1), se obtiene que

Ker(L,,L,) :< yt:, (11r)t: 
' 
((9r):r)2, u. tez ,o,.b > .

Por otro laclo, usando (2.3),(2.8) y (2.1a) obtenemos tambión que ((gr;)ur)z2 :0 Es

fácil de aquí concluir clue A es soh.rbh Asumamos ¿r5:0 Por consiguiclte cr3 f 0'

lr tego 
((9r')r)r = oil12

Luego, el conjunto
{y, yt, 12, r,i\, w, ut, a, b}

es una base cle A. Ahora probarcmos que,

Ker(L"L') :I Yr''r' 12 
'u 'ur' a 'b >'

es una subálgebra. Para esto es suficiente probar qtre t,'2 € Ker(I,'tr.). pu''sto qrle

Ios demás productos cs fácil de probar clue están en el l(er(1.,tr,). Sca

u2 : 7t?t * §2gr -l ls(gr)r + Aq((vr)r)t: * 1sto * 1aur I &a * 0¿b'

Aplicando L,rL. a esta ecuación obtenemos (u2 r2)r : pr(yr:2):t de aquí c¡ue

11tr,'2.r2.1.. t r.r' Altr yL2 ).r\¿¡2.
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De (2.1) obtencmos qre (gr2)r : -2((yr)")r, y por lo tzrnto

((yr2)r)u2 : -2(((yz)z):r)tu2 - -2a;112 u2 : 4¿it1 (,¿,t¡)2.

Hemos obtenido que
((tu2 r2)t )u,2 : 4 0pi1 (ntt)2 .

Por otro laclo, usando (2.3) y luego recmplazando 11 pot :t2 ]¡ rx Por tu en (2.1) obtt:n-

emos:
((u2 r:2 ) ti¡ tu2 : - 2 ( (tr2z2 ) u, ) (ru) : (.1( (r'?z;)tr.,)u' * 2rz urr ) (lr')

: 4(((r2 w)-)u) (:r;tu) + 2(t:2 u3 ) (.ru:)'

Usando (2.8) en (((r;'?u)u)tt,)(ru,) con z: r2u,r' - w,'!l : r ol¡tcncmos:

(((r:'zu)u)tu)(:rur) - -1I2(w3 ((t2ut)r'1 - ((r:2tr')u2)(r,')) :0.

De (2.1) sc sigue que (r22,):r::0, y de (2.2) se tiene que (r2u,)Tr2 - 0. Fin¿rlmclrte.

usando (2.8) y entonces (2.15) tcncn'ros que

(r2u3)(rw): -2 ((tL'3r)r)(ru') :2(tu3z)((tur)r) : g

daclo qrre (uflr : 0. Por consiguiente, p1o, 1(tll)2 - 0. Se sigtre quc 0r - 0 o

(.ur)2 :0. En cualquier caso obtenemos que tr'2 cstá en el Ker(-L,r-L,). Ltego el

Kcr (L," L,) : a p' (v r) r, ((r1 t) r) t, u', w t:, a' b >,

es una srrbá1gebra. De aquí qrte A es sohrble. Asumamos ahora cltrc :;3 f 0 En

estc caso ¡3 : a:((l/r)¡)r y rle aquí clrrc a2 + 0. Asumamos primcro cr5 f 0. Lrtego

podcmos tomar Ia base de ,4 dada por cl conjunto

{y,t1r, (gr)r, r, 12 , 13 , a,,b} .

Por consiguiente;
((,az)r) (Az) : < ((sr)r)(yr) >

Si ((9r:)r)(gz) : 0 enlonces A es soltrblc por (2.16). Si ((yr)r)(g:r) f 0, considcrornos

el operador L,2L,,,. Por (2.13) se tiene quc yL,,Ls" l0 t'on consccuencia

Ker(L," Ly,) :< gr, ('gr)r, r, 12. :,3, a.b > .

En forma aná1oga a las denlás bases y casos anteriores sr: prueba que el Iier(1,:Ir.)
es una subálgebra de,4. De acluí quc A es soluble. Asumamos ahor¿l ¿r¡ : 0. Puesto

\rte a2 f 0, obtenemos que

(ytt)r' : ol'r' - a2 1a3r3.

De :rc1uí que, podcmos tomar una nr.ret'a base de A dado por ei conjnnto

{y, r. t:2, t3, u, ur, a,, b}.
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Eltonces
{x :q yr, r.2 , t;3. u:r, >

' (,4r):r: -4 ,'2,.r.'3 > .

En virtud de (2.2) y (2.7) se sigue que ((Ar:)r)(Ar;) : 0. L¡cgo er consecrrencia cle

(2.16) sc tiene qrle A r:s soltLble.

Basc e): Sca

r: a1y + a2lJx + a3(9:r)r * aa((yr)r):r: * a5a -l- .16ü + o7c + a8d.

Aplicanclo tr] a r obtcnemos que rr1 :0. Se sigue que

12 : r,z(yr)t + a3((gr)r)r

y:r3 - a2((yr)c):; Asumamos primero que 13 : 0. Entonces oz : 0 y r:2 :
a3((y:r):r:):r. de aquí clre a¡:0. De (2.1) obtenemos que

(a,r2), -- (br2):r : (cr2)t : (d:r2):r : 0.

Prrcsto que (y*)r -- -2((9:r)z)r f 0, se sigue que

Ker(L,, L,) :< AL",YL2,'YL3,.a,,b,c,d > .

Haciendo cálculos directos. usando (2.3) v (2.9) probamos que Kr:r-(I,,I-) ers una

subálgebra de A, cle dondc se sigue, igual que en 1as demás bascs anteriorers, qtre ,4

es soluble.

Asumamos ahora 13 I 0. De aquí que az I O y ((gz)r)r - ai1t3. Entonccs

podcmos tomar una nueva base de A dado por e} conjunto

{y, r, r', 13, a,, b, c. d}.

Lrrego

(A:r)r :a (yr)r, 13 > Y ,42 :< Yr,12.13 >,

pcro (yr)z : alr t:2 + a3a, 223, y de aquí que (Az)r :'1 t'.2 , :r:t > Usando l¿rs

identldacles (2.2) y (2.7) se tiene que,

((Ar)r:)(,4:r:) :<. r'' r,' >< Yr, 12, 13 >: 0'

Se sigue como consecuencia de (2.i6) c¡re A es soluble.



Capítulo 4

Avances en eI Problema de Albert en
Dimensión Nueve y Nilíndice Cuatro

Es posible extcnder nuestros resultados a1 caso cn qrre Ia dimensión es nltevr:.

En este ca^so no contamos con Ia iclentidad (rg)r3 : 0, que ha cumpliclo un papel

fnndamental cn Ia demostración de la sohrl;ilidad hasta climensión ocho.

Lema 4.1 Si, A es una nilálgebra conm,utati,ua, asoc'iat'iua en l,as 'poten c'i.us de nil'índk:e

cuatro y dim.ensión. m,en,or o igual que och.o, ent'onces (ry)r3 :0 es una i,de'nt'i¿ad en

A.

La clemostración de estc Lenla no es más qr1e la recopilación de 1os rcsultaclos

obtenidos en el Capítulo 2. Este resultado no es cie¡to para ciimerrsióIr nl1eve) como

veremos mas adelante. sin cmbargo, estamos en condiciones de enunciar el siguiente

resultado:

Teorema 4.2 Sea A un.a n,i.l,álgebra cortmutatiua, asociat'i.ua en Las poten c:i,as de-

nil,ín,d,i,ce cuatro 11 dimen.si,ón nueue sobre un, cuerpo I{ de característi crL ce-ro o mal|ot

qtte s'iete. En.ton,ces A es soltLbl,e' o satist'ace l,a i,der¡ti,dad (ry):;3 : 0.

Demostración. Si Ll : 0 para todo r en A, entonces por Teorema 1.10, A es soiuble'

Si exrste algírn elemcnto :r en A con Lt, + 0, entonces tencmos dos posibilidacles:

tr1 :0 pu.o todo n en A o, existe z en á con L:+0 En e1 prirner caso' pol Ia
identidad (2.4). A satisface la identidad

(:r;'r7)23 : 0.

Sea:¡ en A tal que Z,j I 0. Se deduce dcl Teorema 1.11 quc li : 0 L.,c,go el poü[omio

minimal de _I,, es x5. De esta forma las posibles representaciones canónicas c1c Jorclan

de -I-, son:
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a) J(5,4),

b) J(5.3,1),

c).t(5,2,2),

d) J(5,2,1,1),

e) J(5,1.1,1,1).

A}:iora alalizaremos las I¡ases correpondientes.

Base a): Escribiendo :r como combinación lineal de la basr: resPectiva cn a) se

obtiene cluc ¡ está en,4:r:1o que contradicc Ia nilpotencia de1 operaclor rnultrpiicación

-L,,. Lnego este caso no existe.

Base b): En estc caso A tiene una ba-se de la form¿r

{r1,y, (tp,)r., ((y:r):;):r:, (((3y:r):r):r)r, z. zr:, (.zt)t. u} .

Observamos qr:e

Ker(If ) : < y r, (s t:) t:, ( (s:r)z)r, (((y r) r) r) r:, z. zx, (,2 r) r, w > .

v

Ker(f|) : Ker L.L,e :Ker(Il")'

Es fácil comprobar, usando cstas igualdades, clue

lKer(rf)l'?Ij :0.

Se concluye quc I(e¡(trX) es una subálgcbra de dimensión ocho dc A. De trquí, pol la
Proposición 1.12 se cleducc que Ker(Ij) es nn ideal de dimensión 8 cle A. Elrtouces

dc 1a Proposición 1.1 concluímos que A es soluble.

Utilizando ios mismos métodos que en el Lcma 3.2. en los c¿sos c), d) y e),

escribimos u como combinación lineal de 1a base respectiva y aphcamos -L], para

obtener que

"3: a(((y¡)r),r),
para cierto a en K. Por la identidad (2.4) obterromos que

"t: -!o-'(ra)rt.

De aquí se declucc qte necesariamente a : 0. Es1,o implica que :¡3 : 0. De aqrrí, dcsclc

Ia identidad (2.4) concluímos que (((gr)z):;):r::01o quc cs una contraciicción pues

(((g:r)r)r)r es parte de Ia base de ,4. Luego estos casos no ocurren. Esto pnteba it-

Teorema.
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I.rsando los misrnos :rrgumentos anteriorcs cs posible delrostrar r:l siguierrtc'resui-

taclo:

Lema 4.3 Se-a A ur¡.a n.i.l.riLgebra con.rr¡ tLtul. i ua 'y asoci.ati.ua en. las ¡totenr:i,as de ni.l.'ítt di.r:r:

de di'men.si,ón .fin.ita n. sobre, 'Lt,n. cucrpo de utracler'ísti.ca, cero o m a1)ar que tt. ,5i, r::t'i.ste

¡ en A con L! I 0 U kt represert,taci.ón. canón.i,ca rle. Jortlan rle L. es ,I(,5. i,¿, ....i,)
ent.on ce-s i2 / ,3.

A continrración vcrcmo:i zllgrrnos casos clt' rlirncnsiiin nrrovc cr] rlrrc'sc ctunplt' 1iL

identid¿d (ry)r' f'el áigcbra es sohrtrk:.

Seaz en Acon L?, l0y L|-0

Las posibles formas matriciales de Jordan son:

a)J(a,a,1), ó)J(4,3,2), c)J(a,3,1,1), d)J(4,2,2,1),
e)J(a,2,1,t,t), /)J(4,1,1,1,1,1), g)J(3,3,3), á)J(3,3.2,1),
,)J(3,3'1,1,1), i)J(3,2,2,2), k)J(3,2,2,1,1), r)J(3,2.1,1.1,1),
n?)J(3,1,1,1,1.1,1).

Proposición 4,4 Si existc:r en y' con rt3 I 0 y tal <¡re 1,- tiene lrn¿r rcprcscnt:rciól
canónica clc Jo¡dan del ti¡;o a), e) ó f) cntonces A es soluble.

Demostración. En el caso f) A tiene urra base cle 1a lorma

{y, yr:. (.yt:)r, ( (yr;)r.)r, o., b, r:, d. e}

con (((yr;)r)z):r'. : o:L) : b:¿ : cr; : dr : r::r: - 0.

Escribiendo r; como combinación lincal de la base concluímos qtx'el cort.jtrrito

{tl. ¡. ¡2..,r. o. b.,.,1 ,l

es base de A ¡, que

Iier(L,"L,,):( ¡,22, ¡3, a.b,c,d,e)> '

Anzílogaurcnte a los casos vistos en dimensión ocho es fácil proi;ar qtrc Kcr(L;.L",,)
es una subálgetrra cle A. Como cst¿r subálgebra tiere dimensión ocho c1e ¡ri1ínclice 4.

enlonces por e1 I'corema 3.1 se clcduce qrre es soltrble. -¡\demás por 1:r Proposición
1.12 cs un ideal, luego usando la Proposiciól 1.1 obtcncmos quc A es soir-Lble.

En el caso r:) ,4 tiene una base dc la lbrma

{y, yt. (1yr)r. (.(.yt)t)r. u:. tr:t, o., b. c} .

Sea

a - aú) + a2!Jt) + a3('g:r)r + aa((yt:)r)t * a5u * a6ua + a70. + aED + a,rc.
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Usanclo qrrc :r;3 f 0 concluímos que el conjunto

{ y' r, t:2 ' r:\, 'tt', ur, a.' b, c}

es ul¿ basc clt: A ¡r que:

Si a5 I 0, entonces:

1q,4.r).i)1.4.rt . .- ((r.¡).rt( y.r\ > .

Si ((9r;)r)(gz) : 0 entonces A es soluble.
Si ((yr;)::)(y::) f 0 entonccs

I(er(I.'I.r) :1 'L'', x2, t::t,u:, u'r. o 'b, c >

Aclerr¿rs sc prueba fácilmente c¡re I{cr(tr,:tr,r) cs una subhlgebra dc A de donclc

concluímos clue A es solublc.
Siar:¡cntorccs

((Ar):r;)(.4r:) : 0.

De ar¡uí. ,4 cs soluble.
Usando el mismo tipo de argr:mentos se concluye finaimente qne eri el caso a), á

también es una álgebra soluble.

Conclusiones flnales Es posiblo coltinu¿rr el estudio clr: rurostlo problcrn:r t:n ili-
mcnsioncs bajas usando el rlétoclo dcsarrollado hasta ¿rhor¿. Lo intcrcsantc -qcría
obtencr un algoritmo que nos pernliti(xa. por cjcmplo. olrtr:ner resriltados sobre l¡rs

representaciones dr¡ Jordau al menos en e1 caso de nilíndice cuatro.
Nucstro trabajo en el filturo i¡rmediato será contpletar e1 estudio al menos h¿rsta

dimensión nrreve.
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