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RESUMEN

Probaremos existencia de soluciones positivas de sistemas de ecuaciones de la forma

(Q("'))' +/(t,u(t)) :0, (,/(u'))'+e(¿,t¿(¿)) :0' ¿ € (0,1)

á(u(o)) :&0(ü'(0)), a(u(o)) = 0zq(1)'(0))

á(a(t)): -üd(u'(1)), ,r("(t)) : -óz?(u'(1)), ¿,ór > 0(¿:1,2),

donde @, tls,0, q sor, homeomorfismos impares y crecientes de lR sobre R.
Pa¡a obtener los resultados se usarán estimaciones a-priori y el grado de Leray-
Schauder.

ABSTRACT

We prove the existence of positive solution to system of equations of the form

(ó(u'))' + f(t,a(t)) : o, (ri(o'))'+ s(t,u(t)) = 0, ¿ € (0, 1)

d(u(o)) : 1fifu'(0)), ry(o(o)) : Fzn@'@))

á(z(t)) : -o-1á(z'(t)), a(o(t)) = -ü,t(u'(1)), 8,,ü>0(i:t,2),
where /, Lt, 0, r¡ arc odd increasing homeomorphisms of R into IR. Our approach is
via a-priori estimates and Leray-Schauder dcgree.



CapÍrulo 1

INrRoouccróN

E1 problema de existencia de soluciones positivas para problemas de valores en Ia

frontera asociados a ecuaciones del tipo ({(z'))'+ s(t,u) :0, ya sea con condiciones

de borde mlxtas o periódicas, ha sido vastamente estudiado dura¡te las últimas
décadas. El a¡r¡í.lisis del problema con condiciones de borrle mixtas, es decir

@(u'))' + s(t,u): g, f € (0, 1)

a¿(0) - Bul(0) :0, 'yu(l) +áu'(1) =0,
donde / es un homeomorfismo impar y creciente de 1R. sobre IR, y g : [0, 1] x i0, m) -+
[0,m) es continua, 9(¿,0) : 0 y g(f,s) ) 0 pa.ra todo (¿,s) e [0, 1] x [0,-), y
a, p ) 0, fue iniciado por L.H. Erbe y H. Wa.ng cn [4], para cl caso particular @(s) : s

v s\,u) : a(t)/(z), donde o : [0, 1] -+ 10, -) v / : [0, m) -+ [0, oo). Las herramicntas
utilizadas por cllos fueron adoptadas posteriormentc por una seric de autores para
extender sus resultado a casos en que la función @ no es necesariamente identidad. Por
este motivo serrín descritas, de manera. muy general, luego de la siguiente definición.

Definición 1,1.

. Diremos que una función g : [0, 1] x [0, m) -+ [0, m) es sublineal en 0 y
superlineal en infurito con respecto a / : IR -+ lR, si

unifo¡memente en ú € [0, 1].

' Diremos que una función 9 : [0, 1] x {0, m) -+ [0, oo) es supcrlineal en 0 y
sublineal en inñnito con respecto a @: IR. *r iR, si

Gr) e6(t) :: ra {f - m y e-(¿) '- ri* 
e!1,' 

.1) : g
§+u o(s/ 3-+@ @(s/

uniformemente en t € [0, 1].

(11)

(1.2)

Gr)
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Erbe y Wang probaron, para cl caso é(r) : ,, s(t,u): a(t) f(u),la existencia dc

a.l rnenos una solución (clísica) positiva del problema mencionado anteriormente,

siempre que la función g satisfaga (gr) o (sr). El resultado se obtiene como

consócuencia del Teorcma de Punto Fijo en conos o Tco¡ema de Krasnoselskii [11],
el cual establecc que si ? : X -+ K es un operador continuo y compacto, donde K
es un conor cn el Espacio de Banach X, y existen constantes reales distintas r y R
tales que Tr - r $. K para llrll :ry r-Tr ( K para llrll : n, entonces cxistc un

punto fijo r € K, para cl operador ? tal que r I llzll < R
Los mismos autores consiguieron probar en l3], que cxisten al menos dos soluciones

positivas de la ecuación (1.1) suieta a las condiciones de borde (1.2), cuando

9 : [0, 1] x [0, m) -+ lR es simplemente una función continua y no negativa, si es

superiincal cn un extremo (0 o oo) y sublineal en cl otro. Posteriormente estos

resultados fueron extcndidos por J. Wang cn [16] pa.ra e1 problema con plaplaciano
en una dimensión, más precisarnente para la ecuación (ó(u'))' + a(t) f (u) : 0, donde

ahora {(s) : slslp-2, s 10, para p > i, ó(0) :0, pero considera¡do c<¡ndicioncs de

borde no lincales. Los resultados fueron obtenidos para el caso en quc / es sublineal o

superlineal con respecto a la función @. Aquí, por solución del problema se entiende

una función u e C110,1] tal que d(?¿') € C1[0, 1] quc satisfacc las condiciones de

bordc correspondientcs.
Años más ta¡de B. Liu y J. Zha.ng, obtuvieron en [12] una primera (apa.rente)

generalización de estos resultados, al problema con un operador del tipo plaplaciano,
cllos pruebarr Ia edstencia dc soluciones postivas de la ecuación (ó(u'))'+a(t)f (u):
0, sujeta a las condiciones de bo¡de (1.2), donde @:JR -+ R es un homeomo¡fismo
impar que satisface Ia condición

ó@y):4@)ó@), vc,y e rR. (1 3)

Los resultados fueron obtenidos para / una función superlinea.l o sublinea.l con
respecto a /. Sin embargo la condición (1.3), implica que /(s) : slslr-2, para algrin
p ) 1. Este hecho es obseva¡do por M. García-Huidobro, R. Manásevich y J. R.
Wa¡d en [7], ver también [l+]. En fl, Ios autores prueban Ia existencia de soluciones
positivas del problema

(ó("'))' + /(¿, z(¿)) : o, ¿ € (0, 1)

á(a(o)) : pa(a'(o)), e@$)) : -60(nO»,
donde las funcioncs Q y 0, t:Lo necesa¡iamente homogéneas, son homeo¡norfismos
impa.res y crccientes de R cn R. También aquÍ se obtiene u¡ resultado de existencia
cuando / es una función sublineal o bien superlineal con respecto a.l homeomorfismo

rUn cono en un espacio de Banach X. es ú¡ conju¡to K 6 X cenado y convexo tal que ,\11 C 7l
para.\>0y(-llnr):{0}.

(1.4)

(1.5)



/, pero a diferencia de los trabajos anteriores, mediante el método de cotas apriori

y'lis propi"dades clísicas del grudo d" Leray-schaucler, lo que permite prescindi¡ de

io 
"oo¿iai¿o 

(1.3). Los auto¡es da¡r además una exteusión de estos resultados para

sistemas de la forma

(ó(u'))' + s(t,u) : o, (,1,@'))' + f(t,") : o' r € (0' 1) 
t1.6)

u(o) : Érri(0), z(1) = -6,"'11¡, u(o): B2u'(0), u(r) : -6"'111

donde las constantes fr0,6r, (i : 1,2), son no negativas, d,Ú : R -+ R son

homeourorfismos impa.res y crecientes de IR sobre R, y las funciones /, g : [0' 1] x

[0,oo) -+ [0, oo) son continuas. Es eI objetivo de esta tesis obtener una pequeña

["rr".ufir*iá" áe lm resultados obtenidos por los autores en 17] pa'ra este tipo de

sistemas, por lo que estos será¡ enunciados a continuación

Teorema GHMW !, Sean Ó y t! homeomorfismos i'mp'res y crecientes de R soóre

lR y É,, d¡ (i:1,2), corxtantes renles no negatiuas' Si f y g sati'sfacen (g1)

rí^i,r d!1:) >0. ri-irl Úili) >0 paraLodoo<r<1,^':-ii" d(s) 
- -. ;-+¡ ú(s)

u-inr ó(li) <-, 11. i,.¡ {! <6) paraLodor>1.
s+oo 0(s) '+e ?rr(s,

Entonces eriste al menos una soluc'ión (u,u) d'el problema (1'6), tal que u(t) > 0 E

u(t) > 0 para totlo t € (0,7).

Teorema GHI\{W 2. Sean Ó y lt homeomorfisntos impares g crecientes d'e R' sobre

R y E¿, d, (i:1,2), con'stantes reales no negatiaas. Si, f y g satisfacen (g2) y

r* irrr d(Il) < -. li- irr Úlll) < 6) par-a Lodo r > 7.
q +o O(s) r ,o ¿r(s)

u- irr ó1'1) ', o, líln i"f Úlli) ) 0 para tod,o r < 1.
34ó @(s) 3+oo ?ls,

CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

(1.7)

(1.8)

(1 e)

(1.10)

Entonces eriste al menos una solución (u,u) det problema (1 6), tal que u(t) > 0 y

u(t) > 0 para tod'o t e (0,1).

EI opera.dor (@(u'))' generaliza el operador plaplaciano. Para más resultados

relacionados, ver [8], [9], [2] y [1]. También se han considerado ve¡siones vectoriales

dci operador, ver por ejemplo [5], [6], t101, [ta], y [rs]
En el prcsente trabajo se exticnden ambos tcoremas para sistemas que contiencn

condiciones de borde mrís generales del tipo (f.5), más precisamente, se prueba que

existe aI menos una solución positiva del sistema

{ Q^t"',ll' +/(t.u(t)) -o r€(o,r)
I t+t,'ll' + e(¿,u(r)) :o

(1.11)
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(1.12 )

donde las constafites B,, á¿ para i : 1,2, son no negativas y los homeomorfismos {'
,b,0 y Il, son funciones en general no homogéneas que satisfacen:

su.ieto a las coudicio¡cs de bordc

(Hr)

I o(¿(o)) - Br0(u'(0)). a(u(0)) : funlu'(0\)

[ ,1,1,¡¡ - -6to(u'(t)\. ?(.,(t)) - -h,t@'(t\\.

| 0,u,,0,n son homeomorfismos impares y crecientes

\ de IR sobre IR,

y las funciones / y g satisfaren:

Lt,s, [0, l] x [0,m) -+ [0,oo) son continuas'(H) t ii;,oj :gt¿,bl:o,f(i,s) > 0, e(r,s) > 0paratodo s> 0v' € [0, 1]'

Vale Ia pena mencionar en este punto que las condiciones (H1) y (Í1:) constituyen

hipóstesis generales del problema y de aquí en adelante serán asumidas sin mención

explícita.
Los resultados principales en esta tesis son los siguientes'

Teorema L,L. Sean f y g funciones que sati,sfacen (g1) y supongamos que:

ri-iof d(1:) > 0 u lim inf 991 )0 paro todo 0<r<t (1 13)
,+o d(s) " s )0 Vr(sl

v
Ó(rs) -. tbltr s\u:t:'ffi<m v límsupffi'- poratodor>t (1 t4)

Si, en (1.12),6¿ > l, parai:7,2, suponemos también que para cad,a par d'e sucesiones

{"*} y {r¡} de términos positiuos, tales que sk -+ 0 y t'h -+ 0 cu&ndn k -+ oo, se

c.u,mole oue
.. á(r*st) ,, 4(rtst)Iim :_ = um ----i---- : u. (1.15)
t-- d(s*) k+oo t7(sk)

Entonces eriste al menos una soluci'ón positiua d'el problema (1.11).

Teorema 1.2. Sean I y g funciones que sati'sfacen (g2) y supongamos que:

lr*irf @lli) >0 y uminr4P >o para Lodo 0<r<7. (1.16)
s+oo @(s) §'+ó ?¿)r §,

rir',*nffi < oo y límsupffi. - para todo r>7. (1.17)
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Si en el problema (1.11), 6i > 1-, para i: 7,2, suponemos también que para cada par

de suces'iones {ro} y {r*} de términos positi'uos, tales que s* -J oo g r¡'+ 0 cuand,o

ft -+ oo, se currtple que

.. |lr*sx\ ,. n?xs*)lrm .- -- trm ------:----:- = U.*-- 0(sr) *-o" 4(s¡ )

(1.18)

Entonces e¡iste al menos una soluc'ión pos'itiaa del problema (1.11).

Para probar estos resultados reformulamos e1 problema de modo de transforma¡lo
en un problema de punto fijo para un operador ? definido en C[0, 1] x C[0, 1].

La construcción del operador ? será expuesta con detalle en el capítulo 3. En los
capítulos 4 y 5 se expone la demostración de los teoremas, y en el capítulo 6 se

exhiben algunos ejemplos. Finalmente se incluye un anexo con una breve descripción
de las propiedades del grado de Leray-Schauder. Previo a esto es necesa¡io establecer
algunos aspectos preliminares, los que serán tratados en el capítulo 2 a continuación.



CepÍrulo 2

RBsulrlDos PRELIMINARES

En el presente capítulo se discutir¡ín algunos aspectos preliminares Los dos

resultados enunciados en Ia sección 1 se pueden encontra¡ en [7], por Io que se

omitirán algunos detalles técnicos de modo que eI lector pueda centra¡ su atención en

la prueba de los resultados que fueron obtenidos pa.rticularmente para el problema

estudiado en esta tesis, los cuales serán expuestos en 1a sección 2.

2.1 Principio del máximo

Proposición 2.1 (Principio generalizado del mríximo).
Sea u e Cll},tl g $, g como en (Hl. Si $(u') e Ctl},l) y satisface el problema

-(ó("'))' 20, para tod.o I e (0,7)

o(u(o)) -- 00(u(o)), a(u(t)) : -ód(u'(l)),
(2 1)

d,ond,e 8,6 / 0. Entonces u = O o bi.en z(ú) >0paratodo¿€(0, 1), en cryo caso

u'(0) > 0 y u'(1) < 0. Si además B f 0, entonces z(0) > 0 y si 610 entonces

z(1) > 0. En ambos cttsos se tiene que

u(t) > mín{z(O), z(1)} (2.2)

La prueba dc este teorema es bastante simple e intuitiva y puede encontrarse

en [7], por lo que solo inclui¡emos aquÍ un esquema de la demostración. Como el
Iector podrá notar, el ¡esultado es triüal si u e C1[0, 1] es una función positiva
y cóncava que presenta un mráximo en (0, 1). Ahora bien, si ¿ es una solución no
trivial de (2.1) es inmediato observa¡ que @(u') es no creciente en (0, 1), cs dccir si

úr, ,2 € (0,1) tales que ¿r > ú2 entonccs d(u'(fl)) < ó("'(tr)),luego como @ es una
furción creciente, necesa¡iamente u'(tt) < d(tz), es decir r-l' es no creciente en (0, 1),

o cquivalentemcntc r.¿ es cóncava en (0, 1).

Por otra parte, dircctamentc de las condiciones de borde y gracias a que 0 es una
función impar, se obtiene que u'(0) > 0 (de donde si p I O. tarnbién z(0) > 0) y
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u/(1) < 0 (dc donde u(1) > 0 si á I 0) por lo que necesa,riamente existe un punto
, € (0, 1) tal quc r'(f) : 0 el cual gracias a Ia concavidad de u nccesa¡iamcnte
corresponde a un m¿íximo.

Proposición 2.2. Si. u es una solución no triuial d,el problemu (2.1), para la cual
eriste un único I e (0,L) tal que u'(i):0, entonces para cad.a p e (0,112) f'jo, la
solución u satisface

u(t) >u|)lh, paratod.o t elp.l - p). (2 3)

La demostración de esta proposición se puede encontrar en [7], por lo que solo

da¡emos una idea de los ¿rgumentos usa.dos y únicamente se expondrá con detalle eI

caso que los autores han dejado al lector.
Sea p € (0, t/2) fljo. Notamos que efectivarnente si 0 < p < l/2 entonces

l>7-p>112>p, y por lo ta.nto p<1- p.

Suponga.mm primero que Í > p y considera.rnos la recta que une los puntos (f, z@))
y (p/2,u(pl2)), es d«:ir

t\t) = utt) r'bl?- !\ 1L - il.plz - [
por la concavidad de u er [pl2,Tl se tiene que l(t) < t(f), es decir

u(r) 2 z(i) *'b/?-:(t) (t -t¡p/2-t
> z(I) + _:!!)_¡, _¡'' t- pl2'

>'{0 (r ' Ih)
,"(ü(=#),

luego "A)>"G)lh, paratodo telp,Tl. (2.4)

Suponiendo a,hora que t <l-py considera¡rdo la recta que une los puntos (l,z(7)) y
(L - pl2,u(l - plZ)), y argumentando de manera anáIoga (como se puede encontrar
en [7] ) sc obticnc que.

u(t) > "A{!h, para rodo t e f,,t - pl. (2 5)

Así, si J < p, cl resultado sc obticne dc (2.5), si p < t < 7 - p, (2.3) se obtiene de
(2.4) V Q.5), y finalmente si i > 1- p, cntoncos (2.3) sc sigue de (2.4).
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2.2 U n problema auxiliar

Considcrcmos ahora el siguiente problcma

-(ó(u'))' > f(¿, lu(¿)l), - bt("»'> s(r,l"(¿)l), ¿ € (0,1)

0(z(o)) : p1e(u'(0)), q(u(o)): 0zn(u'(0)) (2.6)

0(z(t)) : -dr0(u'(1)), ?(,(1)) : -ózrr(o'(t)),

donde fl, d¿ > 0, (t : 1,2), Ias funciones ó, ú,0,4, satisfacen (I1r), y "f y g satisfacen
(H).

Proposición 2.3. Sean f y g tales que

/-(¿) : g-(¿) : qt un'¿formemente paT a ¿ € [0, 1]. (2.7)

Si e¡iste una sucesiín d,e soluciones de (2.6), {(u¡,a¡)} tal que

ll("r,r¡)ll : ll"nll + llo¡ll -+ m (2 8)

cuando k -+ 6, entonces eciste una subsucesión {("¡,u¡)} tal que uj(t) -+ @ A
u¡(t) + a, uniformemente para t €.lp,\- pl, y0 < p < 712.

Demostración. Notamos que si z¡ y ?rr son soluciones de (2.6), entonces satisfacen
también el problema (2.1), luego por la Proposición 2.1, se tiene que

u¡(t) > 0 y or(¿) >0 para todo ú € (0, 1), (2 9)

a.mbas son cóncavas en este intervalo, y existe al menos un ¿¡ € (0, 1) y rr € (0, 1)
talcs que uLOk) - 0 con u¿(f¡) : ll"oll V a'u(r¡) : 0 con o¿(r¿) : llo¡ll
respectivamente.
Suponga.mos que existe otro punto ¡¡ € (0, 1), digarnos I¿ > t¡ tat que 

"i0") 
: 0,

entonces por la concavidad dc z6 se tiene que ui(f) : 0 pa.ra todo ¿ € (t¿,7¡), de
donde ({(z'o(ú)))':0 para ¿ € (rk,tk) y entonces por (1/r), /(¿, lu(r)i) : 0 pa¡a todo
t e (tk,Lk),luego o(?) : 0 pa¡a todo t en cstc intervalo, lo que contradice (2.9). Por
lo tanto existe un único ¿¡ € (0, 1) tal que u!(ú¡) : 0 con ur(fr) : llz¡ll. De igual
forma, existe un único rk € (0, 1) tal que u[(r¡) : O con ur(r¡) : llr¡ll.
Por otra paxte, por (2.8) al menos una de las sucesiones {u¡} o ir.r¡} contienc una
subsucesión cuya norrna tiende a infinito cua¡do h -+ oo. Supongamos que existe
{a¡} subsucesión de {z¡} tal que llz¡ll -+ oo cuando J * m, entonces por la
Proposición 2.2, se tiene que paxa 0 < p < 7/2,

"¡» > ll",lllh paxa todo t e lp,r - pl, (2.10)
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de donde uj -+ oo uniformemente en [p, 1 - p] para cualquicr p € (o,1/2).
De la misma forma probamos eue u¡ -+ oo cuando j -+ oo, si en vez de {z¡} la

sucesión que contiene una subsucesión cuya norma tiende a infinito es {u¡}.
Por otra parte, dc (2-7) se tiene que dado N > 0 existe 70 € N tal que

e(t, lu¡(s)l) > N@(u;(s)) vs e [p, 1-p] y i2 jo. (2.11)

Supongamos que la sucesión generada por los puntos lr', tiene una subsucesión t¡
completamente contenida en (0, 1/21, así para cada ¿i:

g(¿, lu¿(s)l) > N@(u¿(s)) para todo s€p¿, 1-pl . i) io, Q.12)

integra.ndo la segunda desigualdad en (2.6) sobre el interva,lo [t¿, i] para ¿ < p, se

obtiene 
rt

-1h0):(t)) > -ú(?,í(r,)) + ;l o(s, lu,(s)l)ds,

entonces de (2.1i) se tiene que

/'t \
-u',(t)> a-t [/ vp1",¡"¡1a" ) para t¡<rSI-p.

\./,. /
Sea m, = min . @(u¿(s)). Nota,mos que e1 mínimo de d(z¿(s)) sc alca¡za en el

3€ l¿r.r -pl
intervalo [p, 1- p] aun cuando f¡ < p, pues ui alcanza su mríximo en ¿¿, y al ser esta
una fir¡rción cóncava, necesariartrente es decreciente en el intervalo [t¿, 1 - p], así por
Ia monotonía de @, se tiene que para t¿ < p,

mín {(4,(s)): míu @(u¿(')),scft,.r-pl selp.t pl

razón por Ia cual podemos considerar, sin pérdida de generalidad, el valor rn¿ como
el ninimo de /(r4(s)) sobre el intervalo ltr,l - p).

Notamos tarnbién que ?rz¿ ) oo cuando i -+ oo, pues ui -+ m cuafldo i -+ oo, así

-u'u(t) >_ rlt-' (Nrn¿(t - t¿)) , para todo t¡ < t 1l - p. (2.13)

Considpremos ahora ¿ € f ? r- pl. y rrotamos que

Integrando (2.13) sobre lf, 1 - p] obtenemos

,,U) > J, rr-llNm¡(s - 1i))ds

tl-p 1

a J, :U '1N 'n,tL - ,))a'

2 úrt(Nrn,rt jrlt, - , ,r.

7 _3-2p _
;1--;-- 7- p.
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1uego,

/3-2pt , (., /3-2p lr\ /. 3-2p\
o,(r*) > u,( o¿l > rr 

\wm,1------- 
- tll t, - o - --/ )

> ,r'( xr,,,(!- 2"\ \ /1 - 2n\

\ "\ 
^ 

))\-^ )
de donde ui + oo cuando i -+ oo, luego por la Proposición 2.2, se tiene eue u¿ ) m
uniformemente enlp,l- I paxa, p € (0, 1/2), lo que prueba la proposición en el caso
en que ú¡ < 1/2.
Si ¿¡ > 1/2 pa.ra todo k € N, hacemos el ca¡nbio de variable f : 1 - s, de esta forma
se obtienen,

y Í(s,r) :/(1 - s,r), lG,t): s(1 -s,r)
ur(t) : ¿*1i - s) : ür(s), u¡(t) : r*11 - ") 

: ñr("),

dc este modo, ü'e (s) : -u'r(f) , 4(r) : -"!k(t) y entonces

- (d("ift)))' : (d("'*(¿)) )' > - (ó("'u(t)))' ) /(t, lo¡(i) | )
: /(1 - s, lu¡(t - s)l)

y : f1"' 1au1";1¡

- (ú(4(")))', : (E(u',rQ\)', > - (ú(,i(¿)))', > e(r, lu¡(r) l )
: e(1 - s, lz*(1 - s)l)
: l(s, lü*(s)l)

Por Io tanto (z¡, u¡) satisface el problema

-(d(¿i(,)))'> is,lrr(s)l), - (ú(rí"(,)))') /(s,la¡(s)l) 5 € (0,1)

d(uI(0)) : á1d(üi(0)), r/(tx(0)) : 6zq(lr0))
á(¿k(1)) : -p10(úi1)) ,7(r/"(r)) : -7'n(lo\)).

Notamos que 0:zt(f¡) : -9*Gi y0: ui(r¿) : -lL(r ¡) con sa:1-ú¡, de modo
quc st € (0,;), luego como Í*:i*:m uniformcmente para s € [0, 1] y saiisfacen
la condición (flz), el a¡gumento previo es válido también en este caso, completríndose
asÍ la prueba de la proposición.

¡
Proposición 2.4, Sean f g g tales que f*.(t) : 9-(¿) : cn uniformemente para
, € 10, f], y supongan-¿os que eriste una sucesión d.e soluciones del problema autiliar
(2.6), {(u¡,u¡)} que satisface (2.8), entonces exi,ste r > 7 tal que

Li-"up {p -- a o bien lí*.rp 9t'). - -. (2.t4)
'--' ó(s) "*-' ú(s)

10
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Demostmción. Sea N > 0, y denotemos por {¿u} y {"*}, a los únicos puntos tales que

ll"rll : "o(¿*) 
y ll"rll : ur(r,") respectivamente. Podemos suporer que, por medio dc

una subsucesión si es necesario, existen Ú¡ y ro tales que ¿e -+ t¡ ! r¡ t ro cuando
k -+ oo, v sin pérdida de generalidad que fs ( 16.

Supongamos primero que ¿o € (0, 1], entonces para 0 < p <tol4, existe /to € N[ tal
que ¿r > r0-p y r¡ ) r¿-p para todo k ) /t¡, y gracias a que / y g son superlineales
en infinito, podemos suponer que para todo k ) /t¿,

/(¿, lu&(,)l) > Nrl(o¡(t)) v g(¿, lzr(¿)l) 2 ¡fd(¿r(¿)) (2.15)

para todo t e lp,l - p). Ahora, para s e fp,to - pl, integrando ambas desigualdades
en (2.6) sobre [s, t¡] y {s, r¿] respectiyamente, y grarias a (2.i5) se ticne que

u'*(s\ > ó-' (1"'r tn l+(r)r)ar) > a-' (N 1"" 
' ,t@dita,) (2.IG)

v

uLG) >,t, '(1,'- nr,l,,(,)l)a,) .r-'(* l"'"-' ó(u*(i)ar) , Q.1T)

cntonces, integrando (2.16) y (2.17) sobre lp, ú] para f e [p, f¡ - p] se tiene quc

11

,uG) > l,' ó-' (N l"'"-' 
,tAoOt¡ar)as

ur!). 
lo' 

ú-, (N l"'"-' a{,r{,»a,)a".

Así, como uk y ur son crecientes en el intervalo lp,to - p) s€ obtienen

uo4) > 
Io' 

ó-' (* 1," 
' 
't'a*olso') o"

v

,rG) 2 Io a-' (, 1,"" 
' oa-t»a,) a".

luego, para t e [2p,to - 2p] tenemos que:

"o(¿) 
> O-' (¡¿U( 1,kO»Oo - p - q)O - p)

>_ pó-t(pNlt(uke»)
v

ak1)>ú-1(Nó(u¡(t))(r6 - p-ü)U- p)

>_ ,b-t (N ó@h(t))(to - p - r)) (r - pl

> s! 1(pNg(u¡(t))),

(2.18)

(2.Ls)
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dc donde,

o (i*t,l) > Np!(u¡(t)) t ,t'}*at) > Nñ(u*(t)) (2.20)

para t € l2p,t¡ - 2p], y por 1o tanto

w#ffi>(Np)''
1o cual implica que

1,,,,*r 
rl¡ll) 

1,,,,*r 
rlil,) 

z @ p),,
\ ,-- o(s) / \ , -- ,p\"¡ /

donde N fue escogido arbitrariamcnte grande, y por lo ta¡to se cumple (2.14).
Pa¡a el caso en que f¡ : 0 y ro ( 1., considera.mos 0 < p < r¡ I 4 y escogemos /c¡ € N
tal que f¿ < p y rk < ro + p pa.ra todo k > ko.

Integrando ambas desigualdades en (2.6) sobre [t¡,s] y [r¡, s] respectivametrte, para
s e lp,\ - p), se obtiene que

13 Ís
-¿(u'o(s)) > l,_f(,,lur(r)l)dr 

y 
'/(ui(s)) 2 J,roG,wxG)\d,.

y por (2.15),

13 fs
-ó@'kG))> J,,Na(u*(r))dr v -rl(ul(s)) > 

J,_Nq(uk(r))dr.

luego

-,i"(") > O-' ( [" u,l,t,-t l¡¿,\\J, /
v

-,i(,) 2 o-, (l).,N ot"r(r))a") .

Así, para t e lp,1 - p), integrando ambas expresiones sobre [t, 1 - p] se obtienen

,u(, > l,'-o 
,- , (* 1," 

.,tt"rt lro,) o,

V,,
,ro) > l,' 

o ,ú-'(* 
l',*,or"a,llo,) 

o,
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luego, como ¿L y rr,. decrecen en el intervalo [r¿ * p, 1 - p], se tiene que

uu(il, l,'-' ó-' (N l,' +r'-rt»a,) a, > l,'-' o-' (* l',*,,t t -tulo,) 0,

v

ur|), l,'-' !,-' (ru /'.,ot,o{rrla,) ar.

entonces.

y ur(¿) > (1 * o-t)[-r(N¡t- p-r¡){(u¡(l))
u¡(t) > (1 - p - t)t¡-t (NQ - p - r¡)Q@¡(l)).

Así, para t € bo + 2p,l - 2p] se tiene que

u'"(t) > p6-'(N p,b@-@) y,¡(f) 2 p,t-' (NoO1,x1ü),

dc donde, para t e lr¡ -f2p,l - 2pl

o (]*r,l) ¿ N ¡n!(u¡(t)) t o (i,r<») > Npó(u*(t)),

y por lo tanto

¿ (i"-tr]),¿ (;,-t¿)) ) rN¿)2.
o(ur(¿)) ú(u¡(t)) -'- -' '

de donde se obtiene (2.14).
Finalmcnte, si ¿0 : 0 y r0 : 1, consideramos 0 < p < 7/4y escogemos k0 € N ta,I
quc f¡ ) p/2y r¡"<7- pl2para todo k > k0, entonces de (2.3) se tienen

uo(t) >-un|n)lh para todo t e lp,1 - p) (2.21)

v

ooi;)>uÁr*)1fi paxatodo telp,l- p), (2.22)

integrando ambas desigualdades en (2.6) sobre [t¡, s] y [s, r¡] rcspectivamente, pa.ra
s e lp,l - pl, se obtiencn

-,i(") > r-' (1,_* rr",laki)l)dr) v uLG) 2r' (1"" Ne(r, lur(r)l)dr),

iucgo, por (2.15) se tiene que

-do@) 2 O- (1". N,t' <, r<"»a,) (2.23)
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v

,LG) Z,t', (1"'r xot"rt »a,) . e.24)
AsÍ, Íntegrando (2.25) y (2.2a) sobre [f, 1 _ p] y lp,tl respectivamente, para ¿ €lp,I - pl, obtenemos que

fl-p / rt
u*Q) z f , 

' o ' (N J," 
xt,r¡r»ar) as r_ l,'', *_, (* 1,, 

,tt a,,*) o"
v

,o{r) r, 
fo' 

,bu (* l"'-' ot -@)0,) a" > l,' o- (N 1,,-, 6(u¡(rtdr) ds,

entonces para f e [p, 1 - pl, dondc ?¿] es decreciente y u] creciente, se ticne que

ux{t¡> 
f,1 

'r-' (* l,'rot,rtalr.)r" > r, - p-t)ó-,(N(t_d,/,@@))
v

wQ) > f, o-' (u l' ' ot -r, - o))d,) as ¿ (t- p)tp-t (N1t- p-t¡61u,1t- p¡¡),

luego, para t e l2p,t - 2p] obtenemos

"*(t) 
> pó-'(Np,h(,-b))) v u*(t) 2 p,!-,(Npofuo¡ _ p))), (2.2b)

donde, de (2.21) v (2.22):

u*(t - p), !futt"rtt r u*(pt r lful*U,
reemplazando en (2.25), se obticne que

llz¡ll > z¿(r) > oó_, (N p,¡, (, __lfun,al))
v

l"¡l 2 un(t) > r,r,-, 
Qv 

co(l?il,_il)) ,
y por t8¡to,

a()t*tr) . N a1, _-xfotL,-lt) r,r,()n,ar) > u oa(!fun ¡¡),
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lo cual implica que

o(illu*ll) p(i]I,*rl) 
> (N o\2.

ó ehl " 
k,l),t, (!kll" -lD

Así, si llamamos pr : tkll"rll v + : !fo1¡u¡1, esta última expresión se puede

escribir como g4W> (Np),, (2.26)ótui 4,Qü -' "
dondc N fue escogido axbitraxiamente grandc, y por lo tanto

ó(1s\ tb(?s\
lÍmsuP -;fii : oo o Iím sup ilr'-m.s-+ó E(si t/(s,

tr



CapÍrulo 3

FoRtr¿ul,ACróN ABSTRACTA

3.L Construcción del operador en trl(0, i) x ¿1(0, 1)

Consideremos las funciones h,h e Ll(O,l), y el sistema:

-(ó(u'))' :lh(t)|, - \,t @'»' : l1¿(t)t, ¿ € (0,1)

a(z(o)) : p10(u'(o)), ,r(r(o)): §zq(u'(o))
d(z(t)) : -órá(u'(1)), z(,(i)) : -62n@'Q»,

donde B;, á¿ > 0 para i : 1, 2.

Proba¡emos que el sistema (3.1) es equivalente a una ecuación abstracta.
Sea (u,u) una solución del sistema (3.1). Inte$a¡do ambas ecuaciones sobre el

intervalo (0, f), obtcnemos

¡t tt-
o(u'(r)) :ó(z'(0))- | plryar v ,tt(u'(t)) -ra(u'(0)) - | ln(r¡lar.Jo Jo

lucgo

(3 1)

(3.2)

(3 3)

(3 4)

integrando nuevanente ambas ecuaciones, ahora sobre el intervalo (ú, 1) obtcnemos

u'(t):ó-'| (of"'toll - l"'W6lo,)

u'(t):4-t (,l,tr'toll - l,'tlf"lV,) ,

u(t): t1q11 - l,' ,-, (af,'foll - 1"" 
lnt llo,) o"

a(t) : u(t) - l,' r- (+t,'frll - l,' ln<,»a,) 0,. (a 5)

16
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Si llamamos r :: d(u/(0)) v ñ:: ry'(u'(0)), usando las condiciones de borde en i:1,
obtenemos que

z(1) : -B-t 16,81¿'(1))) y o(1) : -?-r (árq(u'(1))),

donde u'(1) y u'(1) se obtienen de (3.2) y (3.3) respectivamente, es decir:

z'(r) : d- '(, - [' thl)w,) y u'(r) : ,-' (o- l,' loAto,)
\JO

Así, si definimos las ñrnciones n : R -+ R, i : 1,2, como:

?r(s) :: á-1(drá(d-'(r))) y 7,(s) ::4-1(d2a(r/-1(s))) (3 6)

Las ecuaciones (3.a) y (3.5), puedcn expresarse como

u(r) - -r, (, - l,' lntlo,) - l,' *- (, - 1"" lot,lo,) o" (3 7)

v
/ tt- \ /r ,/ fs- \u(t): -.t2 (i- / t,¿(I)ld? ) - J, r-',\, - J, bt \a,)a". (3.8)

Notamos que para á¡ > 0, i : 1,2, las funcioncs ?r y ?2, son homeomorfismos impares
y crecientes, si ór :0 cntonccs 71 = 0 y dei mismo modo, si á2 :0, entonces 12 = 0.
Por otra parte, dc las condiciones de borde en ú : 0, se obtienen las siguientes
expresiones pa.ra z(0) y u(0):

u@) : e-tlprs¡"'(0))) v u(0) : q-t (p2n(u' (0))),

donde, z'(0) y u'(0) se obtienen de la definición de r y ñ respectivamentc, es dccir
u'fi) : ó r(r) y a'(0) :,b-'(n.
De esta forma,

z(0) : p1(r) y u(0): pz(it,

donde las funciones ¡4 : IR -+ IR, para i: 1,2, están dadas por

p1(s) :: 0-t(Bg(d-'(,))) v pz(s),: q-'(h,t(,/-1(s)))

Pala B¿ > 0 (¿ : 1,2), ambas funciones son homeomorfismos impares y crecientes, si

É¿ : 0, entonces p¡ = 0 pata i : 7.2.
Así, evaluando (3.7) V (3.e) en i : 0, obtcnemos

prtr\-r tt (, - 
lo' 

bt t,o,) * l,' r-' (, - 1"" lnn,lo,) ," : o

17
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t , ¡r-
pz(n+1z(;- l,'ñt tta,)* l"' r'(,- 1," 

¡r,s,¡¡a,)a,:o.

es dccir, r y ñ deben satisfacer las ecuaciones G{r,h) : 0 y G2\7,Á)
respectivamcntc, donde G¿ : IR x l1(0, 1) + R, (t : 1,2) se definen como:

GtG.h) :-rr(r) + r, (, - l"' 
,no¡a,) r 

I"' ,-' (, 1"" 
nt,tla') a"

v

(""

:0

(3.e)

G2tF,ñ): pz\n+y(r- l,'tnaa,) * l,'r'(r- 1"" 
¡ri1,¡¡a')ds. (3r0)

Notamos que para á € ¿r(0, 1) y h e Lt(0,1) ñjas, G¡ y G2 son funcioncs estricta-
mente crecientes dc r y ñ respectivamente, que ticnden a -oo cuando r o ñ tienden
a -oo, y a *oo, cuando r oñtiend.enanm. Así, da.das ñe ¿r(0, 1) y ñ_e trr(0, f¡
existe_un único r : X1(/z) ial que Gl(r,á) : 0, y un único ñ: X2(h) tal que

G2(l,h) :0. Por lo tanto, si z y u satisfacen (s.z) y (s.a) respectivam.ente, entonces
(r., u) es la única solución del sistema (3.1).

Proposición 3,L. Las funciones G¿ : IRx.L1(0, 1) -+ IR y ¡¿ : ¿1(0, 1) -+ R, (i = 1,2)
son cont'inuas.

Demostración. Probamos solo la continuidad de Gr, pues Ia continuidad de G2 se

demuestra de la misma manera.
Scan r* -+ r en IR y ñ" -+ á en ¿1(0, 1).

Como p1 es una función continua, se tiene que pl(r") -+ p1(r) en R.
Por otra parte

ll"' w^allo" - l,' tnaw"l< 
lo' 

ro^r"t- á(s)rds: ilá. - rzil¿, + 0 (3.r1)

cuando n -+ co, por lo tanto

ff rf
/ lh"(s)las -+ / lh(s)lds uniformemente para 7 € [0, 1], cuando z -+ m.Jo Jo

Así. 
(3'12)

- l""t,"row,) - (,- I,"h@v,) uniformemente en [0, 1], (3.13)
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y entonces, por la continuidad de /-1

r-' (,- - 1"" 
v,-r,tto,) - o-' (, - 1," 

wr,tto,)

v entonces

uniformcmcnte en [0, 1].

(3.14)

Ahora, como

l/'ro,,t,lr - t"' wt llo,l< w. - hllL, -+ 0 cuando z -r oo, (3.15)

se tiene que
tr 11

Jo ln"t,lla, -+ 
Jo V,(r)lar.

y entonces, gracias a la continüdad de 71,

1, (,, - l"' w,r,llo,) - ,, (. - l"' tor,tlo,) .

Por 1o tanto Gt(r",h") -+ G1(r, h) en R, es decir G1 es continua.

Para probar quc x1 es una función continua (la demostración de la continuidad de

x2 es análoga), suponemos que lr,, -+ á en trr(0, 1) y que r" : x1(h").
Para cada n € N, r,. satisface G1(r,,, ñ,,) : 0 cs decir,

Gt\r^,h^\ ;: ¡¿,(r^)!1r (," - l,' 1n^f,ya,)+ l, a-' (", - 1," ln^t »0,) o,: o

donde, de (3.7) se obtiene que

/rr\
,, (.t - /, lh"G)ldr ): -u(1).

y -u(1) < 0 como consecuencia de la Proposición 2.1, por lo tanto,

/fr\
r, (," - J, n"Olla, ) . o.

luego, como ?r es una función impar y creciente, necesaria,rrente se tiene que

,* - lo' 
1n^¡,¡1a, < o,

,, < 
lo' 

yn*¡¡¡ar: lhrlllLt.
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Por lo tanto, {r,,} es una sucesión acotada en IR, luego cualquier subsucesión,

digamos {r,*}, de ella contiene una subsucesión {r";i que converge a algún 16

en IR. Así, como G1(r,", , h,;) : 0 y Gr es continua en R. x -L1(0, 1), se tiene que

G/r"¡,h";) -+ G1(r¡, h) : Ó cuando r!* -+ cn, de donde r" : x@) -+ rs : ¡(h), v
por Io tanto a es coni,inua. !

Ahora, definiendo T : L1(0,1) -+ C[0, 1] como

rt(h)(t)::-r, (x,(r,) - l,' w@lo,) - l,' ,- (x,(r,) - 1," 
w<,lt*)ds (3.16)

y T; : Lt (0,1) -+ C[0, 1] comci

'ñ(h)(t) :: -t, (x,<O - l"' ll.t »0,) - l,' r- ("Xf.l - 1"" 
,rn ,*) or"r.rn

se tiene que la única solución de (3.1), satisface la ecuación

(u,u) : T@,Á), (3.18)

rlonde 7(lr, i) :: lTi@),Tá(Át t.

3.2 Extendiendo el operador a C[0, 1] x C[0, 1]

Proposición 3.2. El operador T es continuo g anda una d,e sus componentes

transJorma conjuntos acotad,os d,e L1(0,7) en conjuntos relatiaamente cotnpactos de

C10,1], y por lo tanto T es un opemdor com,pletamente continuo.

Demostración- Demostramos solo la continuidad de Ia primera componcntc de 7,
pues pa,ra probar Ia continuidad de Tz, se axgumenta de la misma ma¡cra.
Sean, {1l"} una sucesión de funciones en Ir(0, 1) y h e Lt(0,1), tales que h^ -s h en

¿t(0, 1). De (3.15), se tiene que

ft fl
I lh"(r)ldr --+ I lh(r)ldr, cuando n -+ m, (3.19)
Jo Jo

y gracias a que x1 es una función continua se tiene que X(h") -+ ¡(á), lucgo por la
continuidad de 11,

r, (r,tn,) - l,'w^t llo,) * r, (r,(¿) - l"'lot,tlo,) (3.20)
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Así, las sucesiones {71(ñ.")} y {Tr(h")} son uniformemente acota.das en C{0, 1], y

2t

cuando n -+ oo.

Por otra parte, de (3.12) y (3.t3), con rí = Xt(h") y r: n(h), y gracias a Ia
continuidad de d-r, se tiene quc

o-' (.r,(r,^) - 1"" 
w^t tlo,)-o-'(r,(¿) - l,'notlo,) (3.2r)

uniformemente en [0, 1], Iuego fr(á")(t) -+ 7l (h)(¿) uniformemente para todo
ú e [0, 1] cuando ?z -+ m, y por lo tanto fi es continuo.

Consideremos ahora {ñ,,} y {ñ,} sucesiones acotadas en ¿1(0, 1) y sea M > 0 tal
que

llh-llr,ro,rl <M v lln"ll¡-,(o,r) (M paratodon€N. (3.22)

Notamc¡s que al ser {ñ,"} acotada y ¡1 : ,Lr(0, 1) -+ 1R continua, entonces X1(h.)
es también acotada en IR, es decir existe una constante positiva rn6, tal que

lx(¿")l < mo, para todo n e N. Así

tli(h.,)(t)t< l-r, (x,fr,,l - l"' to,olo,) - l,' r- (x,(r,") - 1," ln^<,lto,) o"l

< 
lr, (-x,(r,") + l"' tn-olla,) * l,' , ' (-x,(r,,) * 1," tn,,r,lla,) a"l

< 
lr,(tlr,,tt) 

* l,'r-' (/'rn"t,rr*)*l
I rr I

< 
lrr 

flla"ll) * J, r ' (rlñ,ll)dsl

< ¡r fl,¿"lt)t + Id 
I flh"ll)l (1 - ¿)

< h, (M)l+ ld-1 (r1)l (1 - ¿),

luego,

llfi(¿")ll : 
,:ülr lf 

(h")(¿)l 
= ,:ü:, lr, 

(M)l +,sur, ló-' (M) (r - t)l < t(u) .

Por lo tanto, la sucesión t'Ii@^)jes uniformemente acotada. De la misma t".f"':J
prueba que para todo n € N

frr@)l:: sup lz(ñ")(¿)l sy(M).
ú€[o,l]

(3.24)
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tri@;@t: l-o-'(x,tr,,l - l,',,-oto,)+o-'(x,(r,,) - l,'w"t lt*)l
: 

io-' (-x,tr,; n /'tn,t,ltr,) - ó-' (-x,@-) * l,' to.oo,)

. lr' (/'1u-1,;¡r,) - o- (1,' w"t »a,)l

= lt'(/'ro"t¿tr,)l nlr- (1"' tn.t,)r,")l

< 2ld-,fl¿"ll)l 3zlo', (u)1,

de donde

llri(h")ll s2ló'(M)1,
y análogamente se demuestra que

llTift)l' <21,b-' w\|.

(3.25)

(3.26)

Es decir, 11i¡n")\ v {T r(ü} son familias de operadores continuos de derivada
acotada y por lo tarto equicontinuas, luego por el Teorema de Arzelá,'Ascoli existen
subsucesiones convergentes de {ñ(ñ")i y {Tr(n")}, de donde se concluye que 7
transforma conjuntos acotados de (I1(0, l))'? en conjuntos relativamente compactos
de (C[0, 1])'? y cntonces es ul operador completamente continuo.

tr

Ahora, reescribimos el problema (1.11) como:

(ó(u))' + Í(t,l,(¿)l) : o, (ú(u'))' + g(t,I"(¿)l) : o, ¿ € (0, 1)

a(z(o)) : tu0(u'(0)), ,?(r(o)) : Pr,t("'(o)) (3.27)

d(u(t)):-á10(u'(1)), q(,(l)):-dzq(u'(l)), 0¡,6,>0,(i:1,2),

y consideramos Í : Cl0,1l -+ C[0, 1] y Q : Cl0,1l + C{0, 1] definidos como

r@)@ -/(¿,la(¿)l) v a(u)(t):s(¿,1"(¿)i)

los operadorcs de Nemitsky asociados a / y g respectivamente, Ios cuales como cs
sabido, transforman conjuntos acotados en conjuntos acotados. A partir de cllos
definimos

T1 ::f1of Y T2::T2o§,
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entonces tr : C[0, 1] -+ C[0, 1], para ri: 1,2, y estrín dada^s por

rr(u): -1,(x,(.r(., t,(.)l)) - I,' tn,l,(,)l),,")

) 
L'r-,(r,rir,r,rl»l - l"",t,,wo»0,)0, 

@28)

r2(u) : -1,(x,(o(., l,(.)l)) - Io' 
^,,¡,1,¡ 

¡;a')

) l,' r-(r,r, ,,, ,,,, - 1"" nrlw@»i,) 0,. 
(3 2e)

Finalmente, deñnimos f : (C[0, 1])2 -+ (C{0, 1l)' como

T (u, u) :: (\(u), 72(u)), (3.30)

de esta mancra 7 es un operador completamente continuo, y encontrax soluciones
del sistema (3.27), es equivalente a encontra¡ soluciones del problema de punto fijo

(u, u) :71u,u1,,

o equivalentemcntc, soluciones de1 sistema

":Tr("), u: Tz(u).

(3.31)

(3.32)



C¡pÍrut o 4

RpsulteD o s PRTNCIPALES

4.l Teorema 1.1

Proposición 4.L. Supongamos que

"fo(¿) 
:so(¿):0 uni,forme'nente para tod'o t e l0'1,)'

y que las fun,ci,ones S y t! satisfacen,

(4 1)

1i*1n¡9(I4 > 0 y lím i¡f 49 >0 poratod.o0<r<t.
s +u 9(s.l §+u i/(s,

(4.2)

Si 6, > 7, para i,: \,2, suponernos además que ltatn cad,a par d,e sucesiones {s¡} E

{r¡} tales que sk -+ 0 y r¡ -+ O cuand,o ft + m, se tiene que

r- o(l*"f) : ¡i- 4(,r"r) _ ot-+- d(s¡) t-- t7(s¡)

Entonces et:iste p¡ > 0 su,ficientemente chico, d,e tnanera que la única solución d,e

(u,u) : 71",r¡ en B(0, p), la bola abierfa con centm en 0 y mdio p en (Cl\,l])'z,
(0 < p < p¡), es (u,u) : (0,0) y por lo tanto el grad,o d,e Leray-Schaud.er
degr"(I - f, B@, p),0) estd d,ef.nido para tod,o 0 < p < n fijo, y

(4.3)

(4 4)deg¿s(I - 7, B(0, p), 0) : 1.

Demostración. Considcremos Ia familia dc problemas

(u,a): ¡71","1, donde .\ e [0, 1], (4 5)

y supongamos que existen sucesiones {("r,ur)} en (C[0, 1])'?y {)¡} en [0, 1] tales
que

(u¡'u¡) : \¡T(u¡'u¡)'

24
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con ll(z¡,u¡)ll : ll"*ll + lluoll - p*, p* >Ov p¡ -+ 0 cuardo k -+ oo, etrtonces dc

(3.28), (3.29), (4.5) y gracias a que ¡1(/(', lr¡( )l)) > 0, se tiene que

ue(¿) = )e 
[-r, (x,(/( ,1,-( )l)) - /'/(,,luek)l)¿l,)

'1,' ,'(x,(/(,1+(')l)) - l,' r',WrOlno')0")

: 
^- h,(-r,tr(.,t,n(.)t)) 

+ l,' t{,,t r{dDa,)

* L' r' (-r,(/( ,l,o(')l)) + 
1"" 

rc,wx"l»l,) o"]

.n(1,' re,p¡(l)ar) n I,' r- (1," tn,¡*1,¡1¡r,)r"

. r, (1"' rt,,t*k)t)d,) * 
lo' 
, ' (1"' r<,,w-otto,) o"

, r, (1,' ¡1,,1,r¡,¡1¡0,) * *-' (1"' ¡¡,1,¡,711a,) ,

por lo tanto,

ux(t) s tt (1,' tr,¡,01,¡¡¡0,) * r'' (1,' ¡q,,1,r¡¡110,), (4.6)

y a,náloga,rnente,

,,x(t) 3tz(1,' o?,1 *i)t)a,) *o-'(1,' n<",t r(i!a,) @.7)

Ahora, consideremos una sucesión de términos positivos {e¡} tal que €r -+ 0 cuando

,h -+ oo, como / y g son sublineales en 0 y las sucesiones {¿¡"} y {u¡} tienden a cero

cuando k -+ m, existen kr, kz € N tales que

/(¿, lu¡(¿)l) < e¡rl(lu¡(t)l) para todo /r > k1 y ú e [0, 1]

v
9(t, lz¡(t)l) < rrd(lq(¿)l) pa.ra todo k > kz r ¿ € I0, 11,

sea ko : m¡íx{kr.l§2}, así

/(1, la¡(t)l) < e¿rl(lu¡(¿)l) < ¿rú(llurll)
v

e(t, lu¡(t)l) < ei,d(lur(¿)l) < ¿rd(llzrll)
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paratodok2ksyte[0, 1], entonces, dc (4.6) y (4.7), se tiene que para todo k )h
v te [0, 1],

ll"rll S rr (,r/fl,xll)) + d-, (erú$,rll))

v
ll,oll < u, (¿¡d(ll"oll)) + r/-1 (e¡é(llu¡ll)),

luego,
, - 71 (c¡rr(llu¡ll)) , @-'(e¡u(llu¡ll))
':- ll,,oJl - ll,,oll

definiendo " ,: 
4ffiJrdJI y ok :: r¿-r(er0l,E*ll)), 

para ca.da /c e N,

(a.36) y (4.9) puederr expresarse corrto

. - 7r (6k,/(ll"¡ll)) .1 :----------i:---- +Tfr
llukll

,.d#p*oo,
dondc r¡ y d& tienden a cero cuando /c -+ m, pues de lo contrario existiríar
subsucesioncs dc {".} y {"u}, las que nombraremos igual, tales que para todo k € N,
rk > q y a¡ ) c2, dondc 0 < q < 1, i : 1, 2. AsÍ, si c¿ : r¡ir1"r,.r], se tendría quc
0<c¡<1y

, - l, (6kó(llukll)) ,, ' (6eó(llurll))
'= ll,,*ll ---lm-'

CtrFXX,* , 4lffP.lD>co paratodo keN,

d(roll"*ll) _ - ú(.oli"rll)
;i,üir.ii ' 'o v l(rlüil) < 6É para todo k c N'

¿(coll¿*ll) r¡(coll¿¡ll) _ z

dfllu¡ll) ,/ñaD < e[ para todo k € N'

lo que contradicc (4.2). Por Io tanto no existen subsucesiones de r¡ y a¡ tales quc
Th > co y ok > co para co > 0 es decir, ambas sucesiones tienden a cero cuando
k-+m.
Ahora, de la definición de r¡ y o¡, se tiene que

óGoll"klD: si./(llurll) y ?¿(orlluell) : ¿¡d(ilqll),

26

(4 8)

(4,e)

(4.10)

(4.11)

cntonces

Iuego

v
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de donde (4.10) y (4.11) pucden expresarse conto:

,.dffiliJ) rr* ! t.4ffi*"*,
y usando la definición de 'h y 12, obtenemos:

. _ 0-116fi(rkllukl))r: --- llu;ll-- -r /*

,=dffifi@*,,,
luego, como r¡ y o,r tienden &cero cuando k -+ oo, cxisten 0 1mt 17y O < rn2 < I,
tales que para ft suficientemente grande r¡arn1 !1y o¡1m,2 ! 1, respectivamcntc.
Así. para ,t grande, se tienc que

_ 0-L (6t0(¡xlluxll)\ _ a-I1dz4(orllurll))-r: ll,4ll Y m2= 

-lAl-
de donde,

áf r¡ llu¡ ¡¡ ) - 1 .. 4(o¡ ¡lu¡'l') - 1

át",kl*,I) :fi r 
nl.rll,+1]) 

t ü
Definiendo sr: mrll¿¡ I y l*: r¿zllz*ll, se obtiencn las desigualdades

t ,(#sr) I -¡¡(#3*)i<_;;.' y - l-__;1_ @.12)¿r d(sr) ' ó2 - ¡llsk)

y pa,ra lc suflcientemente grande, se tiene que r¡ L my luego frs¡ < sk y entonces

9(#"0) < 0(s¿), de donde

0!'-r-s,t ry(hlk) - ,-** < I v análogamenle,U(sr) 4[skJ

luego, si d¡ < 1, (¿ : 1,2), 1as riltimas desigualdades contradicen (4.12), y por lo
ta¡¡to ta¡nbién Ia existencia de sucesiones {("o,ro)} y {)¡} con ll("o,ro)ll -r 0, que

saiisfagan (4.5).
Ahora, si á¡ > 1 para i : 1,2, de (4.12) obtenemos quc

-qffi=*, n(4§") l
Iím "?i, >-.
b+ü) ¡/(sk) - d2'

lo que contradice (4.3). Por 10 tanto, cxistc po ) 0 chico, tal que si (u,u) e B(0, ps)

satisface (4.5), entonces necesariamente (a,u) : (0,0). Esto, cn particular implica



CAPÍTULO 4. RESULTADOS PRINCIPALES

quc paxa todo 0 < p < po, O 4 U ' 
^7:)@B(O, 

p) x [0, t])' Luego' el grado de

i"*r-S"i,u,l¿o a"grslf -,\'i, f10, p),0) está definido para todo 0 < p < p0 v por la

propiedad de invariiicia bajo homotopías, este no depende de '\, es decir

1= degrr(/,6(0, p),0) : deg.r(I -f,BQ,d,0) para todo 0 < p< po'

Por Io tanto, la úrica solución de (3.31) en B(0, p)' la bola abierta con ccntro en cero

y radio p, en (C[0, 1])2, es (2, o) = (0,0), Y

degrs(I -",6(0,p),0):1 para todo0< p< p¡'

n

Proposición 4.2. Consid'eremos el probLerna

(ó("'\)'+ f(¿, lu(¿)l) + M:0, ("1,("'))'+ e(t, lu(t)l):0, ¿ € (0, 1)

(Pñ e(z(o)) : B$fu'(o)), ?('(0)): P2\(u'(o|) (413)

a(z(t)) = -á14(z'(1)), t(r.,(t)) : -6rq(u'(1))'

d,ond,e M >0, fr;,6r>0,i:1,2, las funciones $ g tlt satisfacen las mndiciones (H1),

f y g las cor¡d,ici,ones (H) y (2 7). Si atl,emds Q v { satisfacen que

¡-.ro 99Il . -. ti-.rp 4P < ú pa,a todo r > t. (4.14)
,,-' Ó(s) ,--- 1'(s)

entonces eriste It[¡ > 0 tal que po,ra todo M 2 Ms' el problema (l'13) no tiene

soluciones.

Demostmción. Supongamos que efste una sucesión {M}} tu'l quc M¡ -+ oo cuando

k -+ oo, y para cada k € N sea {("r,"r)} la correspondiente solución del problema

(P¡¿*), es decir del problema (P¡1) con M: M*. Así, {(z¡,tr¡)} satisface el problema

($(u'))'+ f(t,lz,(¿)l) +Ml:0, (ú(a'))'+s(t, lz(t)l) :0, f € (0, 1)

(Pv.) á(z(o)) : P10(¿(o)), ,¡(,(0)): kq(u'(0))
á(u(1)) : -ó1á(u'(1)), l(r(t)) : -62n(u'(1)),

entonccs uk satisface ta,r¡bién el problema

-@(l*))'>Mk te(o,r) 
14.15)

á(zr(0)): p10(u'o@)), d(z¡(1)) : *á1d(z'.(t)), h'ü20,
luego por la Proposición 2.1, z¡(t) > 0 para todo f e (0, l) y existe un único t¡ e (0, 1)

tal que u'/k(¿r) :0 con u¡(t¿) : llu¡ll.
SupongaÁos que {t¡} tiene una subsucesión contenida en (0, 1/2] a Ia que
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nombraremos igual, {ú¡}, es decir consideraremos los términos de la sucesión tales

que 0 < l¡ < i pu., todo k € N.
Sea p e (0, 1/4) un número fijo. Integrando Ia desigualdad en (4.15), sobre [i¡, t] con

ú € (f &' 1)' se obtiene 
-ó(u'kft)) > M¡(t - t¡),

de donde,

-"'r(t) > ó-1 (^[kQ - t)).
Así, integra^ndo ahora sobre [t,t - pl+], con i e [],1 - nP], 

obterremos,

u¡(t¡) > u¡(L - +) * ['-''n ó-t (Mk(r - tk)) dr+ Jt

>,*(1- f,)* l,'-''o r-'l"r(,-i))*

' l,'-o'o 
*-' l'- ( - ])]*

por lo tanto, pa,ra todo t e Í112,1 - pl4),se tiene que

u,,(t)>ó-' [* (,- l))0-i-,), (416)

cntonces parat e []+f , 1- f], se cumple quc ú-r1 > plz y 1- pl4-t > pl4,lrcgo
de (a.16) se obtiene que

,-tU > e¡o-' (u-l) para rodo t e tf,t l: - l),
aí,

ll,r(¿)ll > 'AIV' @-'r)ll-r oo cuando ,rc -+ oo,

y entonces ll("r,rr)ll : ll"rll + llu¡ll -+ m, cuando k -+ m, luego por Ia Proposición
2.4,exister>ltalque

.. ólrs) ,, ü(rs)llmsup-:-:oo y msup--: m,q(s) s 'oo ?(sl

lo que contradice (a.Ia). Por lo ta¡rto no puede existir una subsucesión de {f¡}
completamente contenida en (0, 1/2], es decir, t¡ > 1/2 para todo k e N.
Ahora, mediante el cambio de variable ú - 1 - s, sc tienc que

l(r,") : /(1 -s,z), u¡(t) :o¡(1 -") : úr(s), y uk(¿) : z¡(1 -s) : ñ¡"(s),
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de donde ük satisface el problema

-(d(¿l(")))') /=(s, lü¡(s)l), s € (0, 1)

d(ü¡(0))= 610(lk(0)), P(ur(1)) : -7fi@k1)),

donde' denota ahora la duivada con respecto a s. Dc 0 : ¿'o(rk) : -ñi(s¡) con

sr: 1- t,ky tke (],t), se obtiene que s¡ e (0,j).Y entonces, como M¡ + oo,

mediante el mismo axgumento anterior, obtenemos que {s¡} no pucde tener una
subsucesión contenida en (0, 1/2). Es decir {t¡} tampoco puede tener una subsucesión
contenida en (l/2,7).
De lo anterior se concluye que no existe una sucesión {Mr} q"u tienda a infinito
cuando ,t -+ oo, tal que pa.ra cada" k € N exista una solución del problema (P¡¿*),

Io cual implica que existe una constante ,4/0 > 0 tal que el problema (P¡a) no tiene
solución para ningún M > M6.

¡
Consideremos ahora la familia de problemas

(ó("'))'+ f(¿,lo(¿)l)+ pM:0, (ú(u'))' + s(t, lu(¿)l) : 0, ¿€(0,1)
a(u(o)) : Pfi(t(o)), r(,(o)) : h,t@'(0))

0(u(r)) : -ü0(u'(1,)), q(a(t)): -ü,t@'GD,
donde p e lO,Ll y M ) Mo es una constante fija.

(4.17)

Proposición 4.3. Si en el problem,a (4.17), ó y lt satisJacen la hipótesis (1.11) y

J y g satkfacen (2.7). Entonces las soluci,ones de (/¡.17) son a-pri.ori acotad,as, es

deci,r eri,ste una constante posi.tiaa Ra tal que si, (p,,u,u) satisface (1.17), entonces

y ad.emás se cumple que

para algún R > Ra, donde, como antes, B(0, R) : B(0, n) x B(0, R) c (C[0, U)'.
Demostración. Supongamos que existe una sucesión {(po,un,ro)1, con pk € [0, 1],
z¡, € C[0, 1] y uk € C[0, 1] de soluciones de (4.17) con

ll("r, rr)ll : ll"*ll + llu*ll + oo cuando /c -+ m.

Como (¡-r,¡,u¡,u¡) satisface también el problema

(ó("'))' + /(r,lu(¿)l) >, Qr@'»' + s(r,lz(r)l) :0, ¿ € (0,1)

0(rl(0)): P10(u(0)), a(,(o)) : p,n(u'(o))

d(u(t)) : -árr(u'(1)), do(t)) : -62\(u (t)\,

(4.20)

ll(",,)ll : llzll+ llull < ft,

deg¿s(/ - r, 6(0, n), 0) : 0,

(4.18)

(4.1e)

30
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nos encontra,mos en la situación de la Proposición 2.4, luego por esta proposición y
(4.20), se ticne que (2.14) se cumple, contradiciendo (4.14), y entonces existc ,R¡ > 0
tal que se satisface (4.18), de donde también se tiene (4.19). D

Definición 4.1. Sea,9 : [0, 1] x C[0, 1] x C[0, 1] -r C[0, l] x C[0, 1] el opüador dado

S(¡.t. u,u) :: (Tt o Í,'t; o g), (4.21)

donde,.Fse define como .F(u)(t) : Í(t,lu(t)l)+ pMo, ú € [0, 1], p € [0, 1] y ta.l como
en el capítulo \ A(u)(t): 9(t, lu(t)l).

AsÍ definido, S es un operador completamcnte continuo y S(0,.,.) : 7
Por (4.18), el grado deg"s(I - S(p,., .), B(0, E),0) está definido para todo B >
máx{M, F¿} y, por la continuidad del grado dc Leray-Schauder con respecto a ia
función, es constante para todo p € [0, 1], entonces

deg¿s(1 - ?,8(0, ¿),0) :deg¿s(I-s(0,', ),8(0,B),0)
: dec¿s(I - s(1, , ), B(0, B), o) : o,

donde el último grado es igual a cero gracias a la Proposición 4.3.
Ahora estamos en condiciones de probar cl Teorema 1.1.

Demostración del Teorema l.l. EI problema (1.11) fue expresado en capítulo 3, de

manera equivalente como el problema de punto fijo

(u,a) : T(u,u),

por la Proposición 4.18, existe B > 0 tal que

degrt(I - T,B(0, R), 0) : 0

y por (4.4) en la Proposición 4.1, existe 0 < p < R tal quc

(4.22)

(4.23)

degr5(/ 
", 

B(0, p),0) :1, (4.24)

luego por definición de grado se tiene que deg¿s(I - ?, B(0, E) \ B(0, p), O) I 0. Esto
irnplica que (4.22) tiene un purto fljo (z,o), con p < ll(rr,,u) ] <
argumentos previos, es una solución positiva del problema (1.11),
que u(r) >0yu(¿) > 0para todo¿ € (0, 1).

J?, cl cual por Ios

es decir satisface
D
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4.2 Teorema 1.2

Proposición 4.4, Supongamos que

f*(t) : s*(t) :0 unáformemente con respecto ¿, € [0, l], (4.2b)

ll (rue para 0 < r < 1 ,

(4.26)

Si ad,emds en el problema (1.11), 6L > 1, i -- 1,2 suponerlos tarnbi,én que para cad"a

par de sucesi,on es {r¡} g {"0} tales que s} -+ m E r-k -+ 0 cuand,o h -+ u;, se cumple
que

(4.27)

Entonces eúste Ra > 0 tal que si (u,u) e (C[0,1])'? es uno solución de (u.u) :
)T(u,u) para algún ), É l},1l u T d.efi.nido en (3.30), se tiene que ll(",r)ll :
llzll+llull ! Ra, y en consecuencia el grad,o d,e Leray-Schaud,er degrr(I-T, 6(0, ,R), 0)
está d,efinid,o para tod,o R > Rt, A

desrr(I - 7, 6(0, n), 0) : 1. (4.28)

Demostración. Supongamos que existcn sucesioncs {("r,rr)} en (d[0, 1])'y 
^a 

€
[0, 1] tales que

(z¡, u¡) : )'¡T(u¡,u¡) con ll(u¡, r.,¡)ll -+ oo. (4.2s)

Notamos que si ll(z¡,u¡)ll -' oo entonces al menos una de las sucesiones {u¿} o
{u¡}, contiene una subsucesión {z¡} o {u¡} respcctivamente. tal que llz¡ll + m o

llu¡ll -+ m, cuando k -+ oo según corresponda. Supongamos que ]]z¡"ll -+ m cuandc¡
k -+ oo. Dc (4.25) se tiene que si {e¡} es una sucesión de números positivos tal que
2e¡ < 1 con e¡--+ 0 cuando j -) oa, cntonces para cada j € N existen constantes
positi!€s Ci y C¡ tales que

/(¿, lui(¿)l) ! e ¡l.t(u¡(t)) + c¡ y s(t,I",(¿)l) < €jó(ui(t)) + et, (4.30)

para todo ú € [0, 1], así

r-iof o(l-:) >o , líminrÚ(l:) >0.
"'.:o d(s) " ,'- ú(s)

r- o(lu"l) 
= 1i- ?({rsr) _ n.t-cc 0(s¡) t*- 4(s¡)

l,' t{,,,,lil) < ri 
lo' 

,h{,i¡D + c¡ t e)lt!(a¡)ll + c¡.

por otra parte, de (4.6) en la página 25, se tiene que

u¡(t) ! tr (1"' ,n,b,o)l)d,) * r- (1,' ¡¡,1,¡@Dd,) ,

(4.31)

(4.32)



CAPÍTULO 4. R-ESULTADOS PRINCIPALES

de esta forna, combinando (4.31) y (4.32), se tiene que

u, (t) I t, G¡ llt/(,¡) ll + c j) + ó- 
| 

G )l,! @¡) I + c ¡),

errtonces

llu,ll : u ¡(t ¡) < r (€j llú(uj) ll + c j) + ó- 
| (€ )b! (1) )ll + c j),

dondc ú¡ € [0, 1] es el único punto tat que u'(f.,) : O co" llr¡ll : u¡(t),Iuego como

ll',rjll * -, nccesa¡ia.mente llurll -+ m. Por 10 tanto, si ll(u¡,t'¡)ll -) oo entonces

existen subsucesiones de llu¡ll y llu¡ll tales que

llu¡ ll -+ m v llor ll -+ oo cuando ,t -+ oo, (4.33)

y entonces cxisten subsucesiones {u¿} y {u¿} talcs que pa.ra cada i e N,

e¡¿(llu¡ll) > C¡ Y t;ú('lu, l) > e,,

así, de (4.30) se tiene que

¡'l rl

| ¡ 1r,1u,1,111a, < €t I ú(ü"(r))dr * C¡ 16r,/(llu'l¡) +Ci <2e¡!(llu)l) (4.34)
Jo Jo

v

¡lfl-
I s(r,lu,(r)l)dr < q I Q\u¡(r))dr +C¡ < e¡Q(llu)l) +c, l2e¿S(llu,ll), (4.35)
Jo Jo

reemplazando en (4.6) y (4.7) respectivamente, se obtienen

u¡(t) < ¡(2e¡,|(llu¿ ll)) + @-1(ze¿4(llo¿ll))

u ¡(t) < y (2e ¡Q (llrq ll )) + rl- I (ze¿¿( 
I I 
z, 

| | ) ),
v

de donde
. -y(2e¡p(llu¡ll)) , d-'(z',ú(.!l,,li-D. (4.36)'- lm- - 

ll,r,ll
v

, - rz(2e.oiiL¡¡,, {,-'(26tó(llz, ll))
'' ,|,,,il " lj!l-' t+'Jt)

así, usa.ndo 1a definición de 1t y 'tz, @.36) y @.37) se pueden expresa¡ como

. - o-1 (6$(ó-t (2errl(llu¿ll))))
r - ".-...-.......-..-.........--....'-..- t7, (4.38)- ll"i ll

r < ,?-]-g4(,1'(2.,e(l],rll» 
+ o,, (4.3e)- llu' ll

o,)
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tlonrlc
d-r(26.ú(llu.ll)) ú r (2e,ó(¡lz.,l¡)

a -- -¡E,il- 
y 

"' - ll,,ll .

luego, de (a.38) y (+.39) y usando la definición de 1y o¡, obtenemos

Liaffir,!) tr¡) t y c1-ffi,El» +,, > r (4.40)

Notamos quc ri < 1y a¿ < 1, pues de lo contrario se tendría que paxa cada i € N
1< 4el,lo cual no es pmible ya quc 6r -+ 0 cua¡do i -+ oo, por Io que en (4.40), se

obtiene de inmediato una contradicción para á¿ : 0, (¿ : 1,2). Asumimos entoncos
qucd¿)0parai:1,2.
Supongamos que cxisten constantes positivas cr y c2, talcs quc para j suficientemente
grande, r¿ 2 ct y o¡ > c2. Sca co : mríx{cr,cz}, dc esta forma, r¡ ) ct¡ Y or > ft, es

dccir

de donde
ó(co llu,ll) {,(coll¿ill) - 1",
d(ll,,JD,i,(ll,,Jl)'""''

lo que contradicc (2.4). Por lo tanto ¡ +0y o¡ -+ 0 cuando i -+ m, y cntonces
existenconstantes0<m1 < 1y0 < zn2 ( l tales que parai suficientemente grande,
Ti+mr <1y o¿f m2 ( 1, respectivamente. Así, se tiene que

ó r(2á,ú(llu,ll)) - v-t (2t,0(r1",ll)) -----pli--''a r ----1,¡- ..e'

luego,

donde, haciendo s; : rn1 llz¿ ll y l¡ : m2llu¡ll, se obtienen

p-'(á¡d(r¡llur.l))- r/-'(ár?(d¿ll¿,,,1))--16¡- ¿.mt Y 
ll,,,ll - 

z*''

1

-óz

a(*,,)- 1 ?(#3,) - r
ü(s¡) ó¡ ' 4[si] ó2

Notamos que paxa i grandc, Ti < mt y dd < m2, luego,

e(*",) -. \(#r,) -.---;t----i- > I Y ------:::i- \ r,dts¡) t](sil

1 _o(^Lst) _,_-1--=:-----:1
¿r ,(sr J

0 (r¿ llz¿ ll)
á (rn 1!lu¿ll)

,J ,
-ót'

? (or ll?r¿ ll)
,t(-zllr,ll)

A,Sí,

,1.r(#i) .,
óc nls¡ )
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lo cual, si ói < 1 para i : 1,2, constituye una contradicción. Ahora, si á¡ > 1,

obtenemos que

,. P(#'') - I ,. ?(#s,) _ IUm -----:-:- 2: V llm--==- 2 -.r-+oo l(s¡) - d¡ " r-+- a(s¡) - k
lo quc contradice (4.27), y por lo tanto se concluye que cxiste B¡ tal que pa,ra cada
(2, tr) solución de (u, t,) : \T(u,u), con ) € [0, 1], se satisface que

(u,t) -- \T(u,u),

(4.41)

(4.42)

no tienc soluciones cn la frontera de B(0, R) c (C[0, l])'? y entonces degr"(I -
)",6(0, fi),0) está definido pa.ra todo R > I?0 y por la invariancia bajo homotopías
del grado de Leray-Schauder, este es independiente dc ) € I0, 1] y por lo tanto,

ll(",,)ll < &,
luego, dc (4.41) se ticne que para todo R ) -R¡, Ia familia de ecuaciones

deg¿"(1 - 7,6(0, R),0) : deg¿s(1,6(0, R),0) : 1.

Proposición 4.5. S'i f y g son dos funci,ones tales que

(4.43)

¡

fo(t) : so(t): a uniÍormemente con respecto a f e [0, 1], (4.44)

y para totlo r > l,

.. o(¡s) .. ,bG")llmsup-- < m U Imsup-,- < oo,,-0 @ls) s-u il,ls.)
(4.45)

entances eÍiste pt) > 0 tal qu,,: pam algún M > 0, el problema (P¡¡) enunciado en la
pdgina 28 , no tiene soluciones en la bola cerrad,a B(0, pn) € (C[0, 1])'z.

Demostraciín. Supongamos que existen sucesiones {M¡} V {("0, r.)} C (C[0, 1])'z,

ta.l quc para cada h, (z¡, u¡) es solución del problema (P¡a) con M : Mx 1, z¡ -+ 0.
u¡ -+ 0) cuando ,t --+ co, cs decir para cada k, u¡ satisface el problema

-(d("i(¿)))' > M*> 0, -('i(ui(¿)))' : g(ú, lu,k(¿)l) > 0, ¿ € (0, 1)

á(z¡(0)) : &á(?ri(o)), ?(o¿(0)) : /zq(aL!))
0(z¡(1)) : -á10(ri(1)), rr(u¡(1)) : -dlr(?,;(1)),

(4.46)

donde B¿ > 0 y áo > 0, para i :7,2.De la Proposición 2.1, se tiene que u¡(l) >0
y z¡(ú) > 0, para todo ¿ € (0, 1), ambas son cóncavas en este inte¡va.lo y existe un
único f¡ y r¡ tal que z'*(t¡) :0 con llz¡ | : ¿r(¿r) y "L(rk):0 co¡ llu¡ll : ur(r*),
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rcspecti\''anc te.

Ahora, ]u¡l -r 0 v ll'i'¡ -) t) cu¿lndo k -+ r' 1' de (a aa) se sigrre que dado N > ll'

existc Ao 2 1 ta1 qr.re para todo ,k ) A¡,

/(t, lr¡(t) ) > Nu(¿,r(¿)) v q(¿, Jui(¿)l) > Né(u a(¿))' (417)

Al igual que en la demostr¿rción tle la Proposición 2'4 de l¿r página 10' podemos

.,rpÁ"r,¡u, existcn f6 )' r0 tales que (por rnedio tle una subsucesiól) f¡ -+ t¡ 
'v

r¡, -+ ro c,uando k -+ co, también de I¿ misma malera se obtiene que si f¡ ( re y

¿o e (O,r) o bicnf¡:0 con ro < l entonces para 0 < p<iol4y0< p<l¡11
rcspectivamcnte. cn cada caso. se ticle que

@(i ¿i.(r )) ú(;u^(¿)) ) r\.,;)2.
'r(r¡(f)) P(t'r(f )) - '

lo cual iurpiica qtc

/ ,1"' ' 'r \\
r h,r.,.ro _4 \ I ri* 

"un 

, \ r.r 'l > 1 r.prr.

\ .-,' at"l / \ '-, uts' f
lo que contradice (4.45). Tanüién en el casr¡ en que l'¡ : 

-0 
y ro : 1' se dcmucstra

como en (2.26) página 15, qrlc paxa 0 < p < 1'14' t'o: !fu1|"o11 v 'o: {!Lurr\l'Al'

,al*utlt'\j,¿ -,^.,,
-__: __ _. z|\p) ,

@(11*) l'(¡/¡ )

("*r* #) ("**' #) > (Np)''

se satisfacc que

de donde sc sigue quc

lo cual corrtra.clice tarnbiérr (4.45). Por lo tanto se cortclu-ve que existe p0 > 0 tal quc

para algún ,ll1 > 0. la bola cerrad.a E@Jil c (C[0, 1])'?, no contiene soluciones del

iroblema ( P,vr). Tl

Proposición 4.6. Bajo las hipótesis de la Proposicitón l 5' eriste p1 > 0 to'l' que la

únitn so/'uci¡i¡t, r|'e ('1.27) en la bola c,,,,','1oÉ(OiJ c (ClO' 1])'?, es la trittial'

Dr:mostraci,ón,. Supongamos que cxistc urra succsiótr {('",u")} de soluciorres de

(3.27) con O I ll(r., r") + 0. cuancio ?r. -+ oo entorICCS neccsariamertc ]lu"ll + 0 v

i'u"jl + 0, cuando r¿ + m.
Ya que cada t. y t',, satisfaccu cl problema

(d("i,(t)))': /(f,lu"(f) ), -(u(ui(t;¡¡'- e(t,lu"(t)l), ¿ € (0.1)

ú(u"(0)) : /,rg(1/;(0)), l(rr"(o)) : B,a(ui,(0))

d(r4,(r)) : -ó10(u;(1)), 'i(u"(t)) 
: -ó"r(¡í,(1))'
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se tiene quc cada. un y ?r,? es positiva y cóncava en (0, 1) y por Io tarto el argumento
dado en la demostra.ción de la Proposición 4.5, es válido ta¡nbién en este caso, de

donde se concluye que la única solución de (3.27) en la bola, B(0, p1) es la trivial. n

Proposición 4.7. Bajo las hipótesis d,e la Proposición 1.5, eriste p2 > 0 tal que

paratodo0<p<pz,
degr"(1 - 7, B(0, p),0) - 0, (4.48)

Demostmción. Sea ps es dado por la Proposición 4.5 para un Mo > 0 fijo, y
sea pr como en la Proposición 4.6, escogemos p2: mín{po, p1). Las dos últimas
proposiciones, garantizan que no existen solucioncs de Ia familia de ecuaciones

(u,u): g1r,r,r¡, p€ [0,1] (4.4e)

en la frontera de la bola B(0, p), dondc 0 < p < p2 y S(¡t,u,u) es el definido en
(4.21), luego el grado deg¿s(/ -,9( p, ),8(0, p),O), está definido y como consecuencia
de la propiedad de invariancia bajo homotopías del grado de Leray-Schauder, es

lndependientc de p. Así, ya que 7 : S(0,.), sc tiene que pan 0 < p 3 pz,

degr"(I - 7, B(0, p),0) : desrr(1 - S(0, .), B(0, p), o)

: des¿s(I - s(t, '),6(0, p), o) : o,
(4.50)

donde el último gra.do es igual a cero gracias a la Proposición 4.5, y por Io tanto se

tienc (4.48). !
Demostración d,el Teorema 1.2. Por la Proposiciones 4.4 y 4.48, existen números
positivos p1 y R1 tales que 0 < pr < Br y

deg¿5(1 - T,B(0,p1),0) =0 y des¿s(I -T,B(0,R1),0):t, (4.51)

luego, por Ia propiedad de excisión del grado de Leray-Schauder, se tiene que

1 : dcs¿s(1 - ?,6(0, R1),0) : deg¿s(1 - 7,6(0, Rr) \ B(0, pr),0), (4.52)

esto prueba que existe una solución no trivial del problema (3.27), como cualquier
solución de (3.27) es positiva en [0, 1], esta es una solución positiva de] problema
(1.11).



CapÍtulo 5

At cuttos EJEMPLoS

5.1Un ejemplo para @(s) - rb!) :
Proposición 6.7. Consideremos el sistema

u"(t)+(1+¿)lu(O1':o.

z(0) exp(lz(o)l) : Brri (0) exp(lu'(0) l),

z(t) exp(lu(t)l) : -áru'(1) exp(lu'(1)l),

si. las constantes 0¿ > 0 U ü > 7 para i : 1,2,

z"'(r) + lz(t)lf t + t)1"(t¡¡ : o

,rorf#ffi:,,u'(o) (5 1)

,r,rffifiB :-62u,(r),

entonces e,tiste al menos un,a solu,ción
positiua d,el problema (5.1).

Demostración. Notamos que (5.1) cs un caso particular de1 problema (1.11), basta
considera¡ en este riLltimo, los homeomorfismos / y ry' iguales a la idcntidad, es decir

d(s):syú(r) :r, Ias funcioncs f y g como

/(r,s) : (r +f)lsl'? y e(t,s) : lsly(T+ffi, (5.2)

(5.3)

los cuales satisfacen la condición (ff1). at igual que los homeomorfismos / y ry' y las
funciones / y g, satisfacen la condición (¡lz). Adem¡ás, para totio, € [0, 1],

l0(¿):líq(l +¿)lsl :0 y /-(0:*n_(1 +t)lsl :5e (5.4)

(5.5)e0(¿) : lírq /QT;)l;i: o y g-(¿) : rim .'ft +ffi: m.

y los homeomorfismos 0 y 4 cn las condiciones de borde, como

á(s): ss).p1¡r1; y q(s): s(1 + lsl),

38
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Por otra parte, pa,ra cada par de sucesiones {"*} y {r*} ta.les que rt -+ 0 y 5} -+ 0,

cuando & -t oo, se tiene que

,,m 4(rtsk) - ,,- r¿(1 + lr*s¡l) 
O.

r-+.o 4(s¡) k-+@ 1+ ls¡l
Finalmente, Ios homeomorñsm os ó y 4), satisfacen trivia.lmente las condiciones (1.13)
y (1.14), pues para todo 0 < r < 1

ri,rinr @Íll) - Hr,.i.r ÚÍ11) : ¡ > o,r+o d(s) s+o úls)
y la misma forma, para r > l.

.. ó(rs) ,, ,lr(r 
")tlm SUD --:;--i : rlm SUP --.--= : r ( Oc',,,-' ó(s) ,-- lr(s)

luego por el Teorema 1.1, eiste aI menos una solución (z,u) dc (5.1) con t(ú) > 0 y
u(i) > 0paratodoú e (0, 1).

5.2Un sistema con d y ry' no homogéneas.

Considcremos ahora el problcma

(ó("'))'+ (t+t)lu(t)l':0, (,,1'("'))'+ (1 + t) u(t)lz(t)lq : 0, ú€(0, 1)

u(0) : P1u'(0), t,(o)lu(o) | : B,u'(0)l,r'(0) L

z(1) : -5,"'11¡, o(t)lu(t)l : -6:o'(1) lo'(1) i, (Br,6r> 0,í:7,2),
donde los homeomorfismos $ y tl.t estat dados por

ó(") : "1,1,,-,(rog 1r + ¡,¡;)" y ./(s) :51,¡r"-2, (5 e)

pa,ra a > 0, y p¡ > l, (i :1,2).

Proposición 5.2. Sir y q satisfacen

11
- ( .--------- Y q>d+tu-2,r \P2- r)

11: >;--- - A q<d+A-2,r \P2 - r)

existe al menos una solución positiua d,el problema (5.8).

(5.6)

(5.7)

(5.10)

(5.11)

(5.8)

o bien

v
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Demostración. Sean

/(t, s) : (i + t)lsl' y e(t. s) : (1 + t)slslq

á(s):5 , ri(s) : s(lsl +1)

Así el problema (5.8), es de la forma

(d(z'))' + /(¿, o(¿)) : o, (ri (u'))' + s(¿, z(¿)) : o

0(u(0)) : p10(u'(0)), rr(t(0)) : !zn@'@))
a(u(t)) = -fid(u,(1)), "/(u(t)) 

: -6rn(u'(t)).

Supongamos primero que se cumple (5.10), así

eo(,) : 1í14(1+ ¿) lslo-»+z-o (Gfu)" : ,

pues pa.ra todo c > 0,

r'*(ffi;":',
y por (5.10) se tiene que Q - ptt 2 - o > 0, y

.ro(t) : u*l1-LlElIIl - o§-+0 s

ya que por por (5.10), r - p21 2 > 1. Por otra parte

e-(f ) : lím t, , ,l lJ:H\" : -re\./ ;.;;.- .. 
\log(r I l"l)/

v

/-(r) = lím 
(1 + ¿Jlsl'-P'+2 

- m'
§Joc S

ya quc gracias a (5.10),

Q-Pt+2 >1 Y r - Pz12> 1
(l

Por lo tanto, para r y g como en (5.10), se tiene que /¡(t) : go(t) : 0 y
/-(¿) : s-(¿) : oo, uniformcmente para todo I e [0, 1]. Ahora,

o(rs) -,-,p,-z /log(t r lrsl))" , *1 : rl.rlp,-2. (5.12)
a1"¡ -'t't \r,,sdl-[lti r d,G)-'r'l
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luego, para 0 < r < 1, se tiene que

¡i. ¡r¡ d(1') : rlrle,'2 >o y
¡-+u p(sl

yparaz> 1

u*irr Úlli) : rlr(' 2 > o, (5.13)
a+u V(s]

lí* .rrp !1t') : ril, 2 < cx. (5.14)
,--' ?y'(s)

,tsJrffi) = rhla-2 < oo y

Por otra pa.rte, si {s¡} y {r¡} son dos sucesiones de términos positivos, tales que

s,. -t 0 y re -+ 0 cuando k -+ oo, se tiene que

u- á!1*"d : tlm rr: o
t-+@ ,(sk) k-+@

(5.15)

,. n("*so).Ii* #:.lim rrlr¡l :.lim ssn(r*)lrel' :;11g l"ol' : o, (5.16)
k+oo 4(,§¡cl F+ca hro

por lo ta,nto, por el Teorema 1.1, edste a,l menos una solución positila del problema
(5 8)
Supongamos ahora que se satisface (5.11), entonces pa¡a todo, € [0, 1],

go(¿) :1,$(1 +t)lslc-p\+2-' (,Cd+l,D)": -

/.(¿):HBgl¿yi::-,
nniformemente para f e [0, 1], pues por (5.17), q - pr +2 - a <0 y r - p2+2 > 7.

Ademrís,

,-(r):J¡L,;E ]i*hEr-:o
.I-(¿) : lím 

(r + ¿)lsl'-r'+'? 
- o,

s-+oo S

donde p1 -2-q > 0 y "- pzi2 < 1, gracias a (5.11). Así, se tiene que

"fo(t) 
: so(¿) : m v f-(¿) : s-(ú) : 0, uniformemente paxa ¿ € [0, 1]. Ahora,

por (5.12), se tiene que para 0 < r < 1,

ri*inr oili) :rlrlet.¿ > 0 y um i¡¡ 9114 -rlr¡p,-2 >0, (b.17)
¡-¡ @(s/ 3-+ñ ?(s/

yparar> 1

IÍ-.up 9k4 -r¡lpt-2 < co y tímsup',t,'l' :.,r,* '. - (b.18)
s +0 Q\sl !-+o ?(s,

v
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Finalmente, si {r¡} y {s¡} son dos sucesiones de números positivos, tales qrre r¿ -+ (.)

y §i --, oo cuando k -+ oo) se tiene quc

,. á(r*sr) ,, n?*s*)llm --':--:- : llm 

-:U

¡-- d(sk) r-+- 4(s¡)

pues de (5.16) se tiene que ambos límites son independientes de s¡, satisfaciéndose
asÍ todas las hipótesis del Teorema 1.2, y por lo tanto existe también en este caso,
al rrenos rma solución positiva del problema (5.8). !



ApÉNorcp A

El cRe»o Dtr Lpnnv-ScHAUDER

A.l Introducción

EI problema de existencia y multiplicidad de soluciones de ecuaciones del tipo

ó(r):b' t€ D' (A.1)

donde tanto la función {, como su dominio de definición D dependen del problcma
en estudio, a pesar de su apa.rcntc simpleza ha sido fundamental en el desarrollo
de diversas á¡eas de la matemática. La introducción de herramientas topológicas al
estudio de este problema durante los sigios XIX y XX dio origen a la teoría del grado

topológico.

EI grado d(d,f), á) representa esencia.lmente el número de soluciones de la
ecuación ó(r) : b en un subconjunto abie¡to da.do fl de X. Aquí S : Q c X -+ X
es una función continua, b 4 ó(Ao,), y X es un espacio topológico que usualmente
es también un espacio mét¡ico. Adernás en el caso X : C, el grado constituye una
generalización del índice o núrnero de vueltas de / : O C C -+ C si se identifica el
plano complejo C con IR2.

Sea

A C {(ó,O,b): 0 C Xcs abierto y arotado ,/:O -+ Xes continua, p 4 ó(Aql-.

Buscamos una función d : A -+ Z que satisfaga las siguientes propicda.des:

(Dr) Si X : 1R", O es abierto, acotado y si b $ $@{l), entonces

d(rlo, f), ü) : 1,

donde 1 denota la fu¡rción identidad de X.

(rr) Si d(d, O, b) f 0, entonces existe z € O tal que Q@) : b .
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(D3) Si Or n O, : 0 y si ü # d(af¿r U áO2)' entonccs

d(d, 01 u or, ó) : d(dlo,, o1, b) + d(ó|o,, or, b).

(r4) Si ¡1 € d([0, 1] x O,Rn) e" una homotopía tal que ó 4 H (t)(Aq para cada

¿ € [0, 1], entonces
d(r/(¿), r¡, ó) : d(H(o), r¿, á).

(D5) si ó é ó(aq' entonces 

d@,a,b): d(d - b, ,, 0).

De [17], existe una única función d : A -+ Z que verifica las propiedades (D1) a
(D5). d se llama grado topológico y eu dimensión finita es denomin ado grado de

Brouuer ya que la idea fue desarrollada por Brouwer a principios del siglo XX y en

dimensión infinita es conocido como grad,o d,e Lemy-Schaud'er, pues Leray y Schauder
extendieron el grado de Brouwer a espacios de Banach para perturbaciones compactas
dc la identidad, es decir pa.ra operadores de Ia forma .I - ? donde 7 es un operador
compacto, y se denota por deg¿"(I - 7, O, ó).

A.1 Una breve cronología del grado topológico

EI concepto de grado topológico surge como una generalización de Ia teo¡ía del
índice de funciones holomorfas y a pesa,r de que sus orígenes se remontal a las
demostraciones del Teorema Fundarnental de Áfuebra da.das por Gauss, su principal
antecedente se encuentra en el trabajo de K¡onecker ( I28], [27], I29], I30]) a fi¡res del
siglo XIX.1 Sin embargo Ia definición de grado de una función continua, en espacios

de dimensión finita, fue dada recién en 1912 por L. E..I Brouwer en [21] v [22].
La construcción del grado hecha por Brouwer fue extendida, un par de décadas
mrís tarde, a espacios de dimensión infnita para una clase especial de operadores; las
perturbaciones compactas dc Ia identidad, por Jean Leray y Juliusz Schauder2 en [32].
El trabajo de Leray y Schauder permitió grandes avances, dura¡te la segunda mitad
del siglo XX, en el estudio de existencia, multiplicidad y bifurcación de soluciones
dc ecuaciones difercnciales no lineales.
En 1951 Na,gumo presenta en 135] y [36] un nuevo enfoque para definir el grado
topológico utilizando métodos analíticos. Este tratamiento del tema suele llamarse

lUnD, interesa¡rte descripcióD, a¡rte¡nada con notas históricas, de los problemas a¡tiguos
(incluyendo el t¡abaio de K¡onecke¡) que condujeron al desa¡¡ollo de la teofia del grado, se puede
encontra,r en l:Sl y l:Z].

2Para conocer algunos aspectos histó¡icos del desa¡¡ollo de la teoría del grado de Leray-Schauder,
así como el o,lca¡rce de sus aplicaciones en el carnpo del a¡¡ílisis no lineal, el lecto¡ puede reüsar
133], [34] y Ia e*tensa bibliografla citada por el &utor eD árnbos trabajos.
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cnfoque diferencial y es ei que utilizaremos en el desdarrollo dc este ancxo. Fina.lmente

Amman y Weiss consiguen establecer una caracterización axiomática del grado de

Lcray-Schauder en [17].
Desde entonces y a fin de abordar problemas paxtict¡lares, se han const¡uido
numcrosas extensiones del grado de Lcray-Schauder, las que por razones de tiempo
y espacio no será¡ incluidas en este trabajo.

En las siguientes sccciones se ha¡á una exposición lo m¡ás sintética posible de la
construcción del grado de Brouwer, sus propiedades básicas y su extensión a espacios

de dime¡rsión infinita para per-turbaciones compactas de la identidad, es decir del
grado de Leray-Schauder.

A.2 El grado de Brouwer

4.2 Defrnición de grado

Sea 0 C lR" un conjunto abierto y acotado. Denotaremos por Cr(O, R") al espacio
de funciones @ : O -+ lR" quc son k veces diferenciables en f) y cuyas derivadas (de

orden 1,2..., k) pueden ser extendidas conti¡uamente a ñ. Denotaremos la frontera
de O por áO. Finalmente, Ilamaremos p(á, A) : ínldist(b, a), donde dist(o, ü) denota

la distancia entre los punto a y b.

Nota.mos que si / € Cl(O, R"), entonces /(a) € ¿(R", R") y por Io tanto puede ser
represcntada por una matriz zx n. Denotaremos por J¿(z) aI determinante de /(z).
Definición A.1. Sea d € Cr(ñ, R'), diremos quc z € ll es tn gtunto aítico de S si
J6@) : ¡ y en ese caso diremos que Q(x) es oalor crítico de $.
Denota¡emos por S aJ conjunto de puntos cíticos de d, es decir

5: {r € O: ./*(r) - O}.

Si b # ó(S), entonces diremos que b es ttr, aalor regular de g.

El conjurto /(S) ticne medida ccro en R". Este rcsultado es conocido como
Terema de Sard y u:ra demostración detallada de éste se puede encontrar por ejemplo
en [26].

Definición A.2. Sea O c R" un conjunto abierto y acotado, sea @ e CI(O,R.";, y
b É d(S) U d(áf¿). Se define el grado de @ en O con respecto a ó, como

si /-1(ü) : fl
sgn(J¿(r)), si ó 1(ü * A, (A 2)

donde sgn denota la función signo (sgn(s) = 1si s > 0, sgn(s): -1 sis<0y
ssn(0) : 0).

d(ó,0,b): f +
[ ..-'-,u,
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Observación A.L. Notamos rlue b ( $(S) U Ó(AO), luego S (x) está bien def,nida

para a € ó-r (b) A Jo@) f 0, entonces Ja@) ti'ene un signo d'eterminad'o y, por el

teorema d,e ta t'unción inuersa, Q es inaertible en una uecind,ad de r. Ad.ernás, como

se d,emuestra en la siguiente proposición, gracias a la compacidad' d'e A el conjunto

Q-t (b) es finito y por lo tanto (A.2), ti,ene sentid'o.

Proposición A.1. §e¿ O c IR" aáderfo acotado, Q € Cl(O,R") yt¡1ÓG)uÓ@Q.
Entonces el conjunto $-1(b) es finito.

Demostración. Supongamos que @-r(á) no es finito. Como á ( /(S) u /(áfl) para
todo u € ó-'(b), ó (r) I 0 luego, por el teorema de la función inversa, pa.ra cada

r e ó-r (b) existe ura vccindad lz, donde / es invertible y además

d-t(b) n%:{¿},
ya que si existiera 37 € ó-1(b)ñV",37 f z tcndrlamos que @(r) : ó(a) -- áy entonces

dl% no sería inyectiva. Por lo tanto todos los puntos en /-r(á) son aislados, de donde
e1 conjunto de püntos límites (@-1(b))' es vacío. Entonces

d=o: d-1(á)u (ó-,(ü)),: ó-,(b),

es decir @-1(ü) es un conjunto cerrado contenido en el compacto O. Luego @-1(b)
también es compacto, de donde todo subconjunto infinito de /-l(b) dcbe tener
aI menos utr punto IÍmite en d-r(ü), Io cual no es posible. Por lo tanto @-r(ó) es

finito. n

Observación A.2. Como es posible obserttar de la d,ef,nición, si d,(S,O,b) l0
entonces eriste al menos u.na solución d,e la ecuaciín ó(r) : b en A. También es

i,mportante destacar que si bien el grad,o se d,efine corno cero si $ no alcanza el aalor
b, el recíproco no es cieño, como ilustm el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.2.1. SeaO: (-1, 1) V ó@): 12-ú2, donde ú < 1. Entonces /(r) :22
y ó 1(0) : {t, -t}, Iuego

d(ó,4,0) : scn(d'(¿)) +sen(d(-¿)) : 1 - 1 = 0-

Sin embargo existen dos soluciones de Ia ecuación d(z) :0 en O.

Para extender Ia definición de grado a funciones continuas y valores no
necesaria¡nente regula.res, es necesa¡io proba.r que el grado definido en (A.2) es

Ioca.lmente constantc en ó y d. Con este objetivo comentarcmos algunos aspectos
previos, partiendo por representación integral para el grado. Esta fórmula fue
introducida por Heinz (f959) en 125], su demostración puede encontrarse además
en [26], {231 o [18] entre otros.

46
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Proposición A-2. ,9e-tt' o € CI(Q R')
tu > 0 l,tt qtt, Poro lodr' 0 < ' - '¡

y sea b S @(S) U d(dQ) Enton'ces eL'¡ste

d(ó,0, b) : 
l,vJÓ1") 

- b)r6Q)r1t: (A 3)

(A 4)

tlond,e,p,: R" + R es una lunci ón C* y spt p' c B(]'e) tal que

I P.t ')d' 
: t

JR"

La ventaja de Ia representación integral es qrre permite calcula¡ el grado con

respecto a valorcs ,ro ,".t""u'1u""Ilt" '"gJa'"" 
t1" ¿ Si" e*botgo en (A 2)' : depende

,iá'b. ,' ",r.nrr""" 
no cs claro qrre c1 gradá sca continuo co. t"tp""'"1b- P:;?á"f"\':l

esta iontinuidad exigiremos una condición extra a @, pues §r o c L,-\r¿.r.ñ./ (r

grado d(,r. f). b) es constante cn ulta veciltlad dc b' esto es consccucnci¿r' de] siguierte

rcsultadt¡;

Proposición A.3' si ó € c'?(f1'R")' b 4 qt..Q) v b1'b2 e B(b'p¡)' rlctnde

pu : p(b, ó(?Ct)) > 0, enton,ces

d(d,r), Ó1) : d(d, fl, br)'

siernyrc qutt b, # d(S) Para i : 1.2'

Notamos que por el teorema de Sard' el conjunto de valores -*":t 1" 9;."17
medicia ccro y cntonccs neccsariamente cxistel valotcs reguliucs dc 4 er óto'f¡1'

.i""á" ,"f con,.o u,rt", ps : plb, q@t¿)) > 0, ¡' el glado de O con respecto a cualquiera

;;;;.";,,;i;" ". 
el oti.*o po' Ia'P'opo"itión A 3' 'qt'' ti ó e C'?(o;R") v b ( o(ao)'

;;;;;;á;i. d(<y'.o.b)-como d(;''o,b') <londe ü'cs un valor rcgular de qr cn

'B(á, 
po). For-utmente, se liene la siguierrte definición'

Definición A.3. Sca d € C,(f],R"). b d o(4()) v Sea p0 : p(b, d(ar¡)). Se define el

gracio dc { en f) con respecto a b coulo

d(q,0' b) : d(d" f| b/)'

donde ü' cs un valor regular de p cn B(ü, po)

La rfemt¡straciól de Ia Pro¡:osición A.3 requiere ri.e algunos aspectos técnicos

quc sería cxlcnso v cngorroso rletallar aqrrí, pero consiste básic¿rrrcnte en utilizar Ia

i"f."r"r,tu"io' integral del grado para expresar d(p' 0' br) - d(O' f¿' b'z) """! 1'j::
,.li ¿" 

-"". 
át""rgá.r"iu (",i "*t o'"to "t ""t"'uiiu- 

1u hipóstesis ó € c'?(f-¿'R"))

con soportc en (¿ y elrtouces por el Teorena de 1a divergtrrlcia se obtierrc que

d(0.0, bl) - d(d,, fl, b,) : 0

Nuestro siguieute objctrvo es reruover la hipótcsis d € C'(O' R") y dcfiuir el grado

pala funcioncs ó € C(f¿, R")'



APÉNDICE A. EL GRADO DE LERAY.SCHAUDER

Proposición A.4. Sió,1, € C'z(O,R") yb S S@O), enton ces eriste €: s(d,rr,O)
tal que pam ltl < e,

d(é + ¿ú, o, ü) : d(d, o, b).

Demostración. Consideramos tres caso,s b 4 ó(q, b i ó(S) y ü € d(S).

Caso 1 : Si b é ó(q, entonces p : p(b, 4(d)) > 0 y consideramos ¿ = p / 2ll!;ll *, (londe
l¡ . ll- denora la norma cn C(O,R')). Si lt, < €, entonces p(b. (ó + ¿rr)(O)) >
j12 > 0, hrcso b e @ + tü)(A), por lo tanto

d(ó + tlb,a,q : 0 : d(d, o,ó).

Caso 2: SeaO 4 ó(S) V sea /-1(b) : {ar1:x21 . . . , r,.}, entonces como ü f @(S), se tiene
que J¿(e¿) l0 para 7 < i < m. Definamos

h(t,t): ó(r) +h!(r) -b.
Así, pa.ra l<.i 1m, se tiene que lz(0,r¿) : ó(ri)-by 0"h(0,x¡):ó'(¡u),y
p/(o¡) es invertible, por hipótesis, luego por el teorema de la función impUcita,
existen vecindades (-e¡, e¡) de cero en IR, vecindades Z/¿ de o; en §l y funciones
continuas g¡ : (-e¡,e¡) -) ¿1i, tales que las rlnicas soluciones de i¿(¿, z) : 0 en
(-e¡,e;) xQ son de la forma (ú,9¿(ú)). Adem¿ís achicando las vecindades si es

necesario, podemos asegurax que sgn(J¿1¿¿(c)) : sgn(J¿(r)).
Escogiendo 6: tmin ái, se tiene

I
d(ó 1 t?b,a,b\ : I e((A + Lt )(r\ - b)Jo+w@tdr

Ja

-- i ['('r *'4'(r) - b) ró+t'!(a)dr

"-í 
Ju,

: É.*,, (J o*,,r@)) [ e (o + t t )(r) - b) lJ 6¡¡,¡(r)l d,r,
, ,i Ju¡

_ I.*o (r"_,*(,)) [ e@)¿a,
,=i J B(o.¿\

: É.r" (Jo*,,¡(r)) : d(é, r,, á).
i-l

Caso 3: Sea ü € d(S) y po : p(b, ó(AA)). Escogemos h e B(b, nl3) tal que á1 es un
valor regula.r de @ v entonces por el caso 2, existe es > 0 tal que paxa todo
0< lúl < es,

d(d + ,ú, o, ár) : d(d, 0, h) : d(é, o, ó). (A.5)
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Ahora cscojamos e < mín{e¡, p6/3llry'll-}, entonces paxa lrl < á,

i - pQ.@ +¿d')(aa)), 3ro' o,

y entonccs ü 4 @+t|,)@A), ypo. lo tunto et gruio , é(ó+tl,,A,b)está definido.

Por otra partc á¡ € B(b.a/3¡. Iucgo llá - á1r¡ ( *, * dc,nde ll .ll- 3 -:_
denota la norma usual en IR", luego ü < B(b,ilz), entonces por definición
d(d + ¿?y', o, ó1) : d(d + ¿?¿, r¡, b), así por (A.5) se tiene que

d(ó + tú,o,b) : d(ó + tú,a,b) : d(d, o, ó).

D

Ahora podemos definir el grado para todas las funciones continuas, pues si

ó € C(f,-,R") y b Q Q@$, entonces p0 : p(¿,d(aO)) > 0 y existe ry' € C'(O,R")
tal que ll/ - ,rll- < 6/2, cla,ramentc b 4 1b(Aq y entonces el grado d(r/,l), á)

está bien definido, luego si l¡,4t2 e _C2(ñ,1R") son tales que lló - rltrll* < nl2 y

lló - rhdl* < pol!, y consideramos tb:4¡ - ry'2, entonces para 0 < ú < 1, sc tienc
que lld - (úz + t()ll* < p0 y por la proposición anterior, la tunción

d(t¡ : ¿1¡, F úü.0. ¿)

es localmente consta¡te, lucgo por Ia conexidad de [0, 1], cs constante en todo este
intervalo, por Io que d(0) : d(l) entonces

d(ú, c¿, á) : d(?i¿, 0, ü),

y podemos definir d(/,O,ü) = d\lz,O,b) o d(/,O,á) : d,A!2,A,», ta.l como se

enuncia en la siguiente definición.

Definición A.4. Sea d € C(ñ, R.) y b S Q(AQ, s\ pt¡ : plb,@(}O)), entonccs el
grado de @ en 0 con respecto a b, está dado por

d(d, o, b) : d(lr, r¿, ó)

para cualquier ú € CP(O, R") tal que ll@ - ,l.,ll* < po/2.

Proposición A.5. Sió € C(O,lR") ybS$@Q, entonces

d(d, o, ü) : d(ó - á, r¿, 0). (A 6)
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Demostraciín. Si p0: p(á,d(a0)): p(0,(d-b)(a0)) >0yú€C'?(O,R") tal que

lló - rbll* < psl2, cntonces ll(d -ó) - (,i - ü)ll- : lld -,/ll* < p6l2, Iuego por
defnición

d(d, o, b) = d(rl, o, á) v d(d - ó, o,0) : d(ti - á, o, 0)- (A 7)

Así si b es un valor regula.r de ry', es trivial ve¡ificar de la definición (A.2) que

d(ú - á, o,0) : d(1i, o, ó) y entonces d(ó - b, o,0) : d(d, o, ó).

Por otra parte si á e r/(.9), es posible encontrar un valor regular ür de ry' tal que

llb - ó,ll < p(t,{(AQ)/2, pa.ra el cual, por definición, se tiene que

d(ú - h, o,0) = d(ú - ¡,, o,0) y d(r/,rl, ár) : d(ú,rt, b) (A 8)

y como ó1 es un ralor regular, d(ry' - ór, O,0) = d(r/, f¿, h) y cntonces de (A.7) y
(A.8), se obtiene que d(/ - ó, O,0) : d(d, 0, ü). tr

A.2 Propiedades del grado de Brouwer

En esta sección proba,remos 1as propiedades b¿ísicas del grado de Brouwer y
comentarcmos aigunas de sus consecuencias.

Teorema 4.1.

(P1,) (Continuid,ad, con respecto a la función)
Sea @ e C(f,r, JR') y t 4 Q(AQ. Exi;te una uecind,ad, U d,e g en C(9.,Rñ) tal
rtrue para cad,a $ eU,

d(ú, f¿, ü) = d(d, o, ó) (A.e)

(P2) ( Inrariarucia bajo homotopías)

SeaH e C(4. x [o,r],R") talquebf H(AO x [0, t]). Entonces d(H(.,¿),r,,ó)
es independiente de t.

(P3) El grad,o d(d,O,.) es constante en cad,a componente conera deR"\/(AO).

@$ (Aditiuittad)

Sean d\ g dl2 conryntos abiertos y acotad,os enRn, si Q1 n {72 = 0 y
beó@A1)uO@{t), d,ond.e Q € C(ñ,R") s0: O1 t) llz, entonces

d(d,o,b): d(d,c¿r,b) +d(ó,f¿r,ü) (A'10)
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Demostración,.

(P1) Sea L1 : {l € 6?(R, R") , lld - úll- < p6l4}, donde n: pQ,ó@Q).

Si 4) etl entonces i: p@,{.;@n)) > 
lro, tu"So b É !)@9) y por lo tanto el

gmdo d(?y', O, ó) está bien definido.
Sea ,p e C2(O,lR") tat que llé - ell- < p¡/8, entonces

11
llú-ell- <¿oo< ri,

y entonces por definición,

d('1/, l¡, á) : d(rP, o, á) : d(d, o, ó)

(P2) Por (P1), d(¡1(',0,C¿,0) es localmentc constante y entonces continua, luego
como [0, 1] cs conexo, es constánte en todo el intervalo.

(P3) Por (A'.6), d(d, 0, ü) : d(ó - ó, fi,0) y para todo ü¡ tal que llt - tlll < ps/+,
donde p6 : p(b, g@$) se tiene que d(d - b, O,0) : d(d - ór, Q,0), luego el
grado es localmente corstante y cntonces continuo, por 1o tanto es constante
en cada componente conexa.

(P3) Sea p¡: p(b, g(A$) y / € C'?(o,R") ta"l que ll/ - r/ll- < p¡f2, entonca

d(,¿, o, á) : d(d, f¿, b) y d$!,{t¡,b) : d(d, f)¡, b), pa;rai : r,2. (A.11)

Por otra pa.rte B : B(b, po/2) es un concxo contcnido en 1R" \ ty'(á0) y en
R" \ ú(aO¿), patai:1,2, por lo tanto el grado está bien definido en cada uno
de cstos conjuntos y en sus componentes concxas y por e1 Teorema de Sa.rd,

cxiste c € B un ralor regular de ry' y entonces

d(ú,o,c):d(ri,o,ü) y d'(!,n¿,c):d(r/,o¿,ü) pam'i:7,2. (A.12)

Ahora, como c es un vaJor regula¡ de ry', se obtiene directamente de la definición
(A.2) que d(ry', fl, c) : d(1, 01, c)+d(ry', Oz, c), y por lo tanto de (A.11) y (A.12),
se obticne

d(d, f¿, á) : d(d, r¿r, ó) + d(d, o,, b).

¡
Otras propiedades del grado de Brouwer, son las siguientes:

Proposición A.6, Si ó € C(4, R') y b « ó(ñ), entonces d,(S,A,b) : 0.
Equiualenternente si d(/, O, ó) f 0, entonces existe r e Q tal que ó(r) : b.
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Demostraci,ón. Sea po : p(¡, d(O)) Si ry' € C'z(O,IR') tal quc lló - ,l'll* < nlz,
entonces b é ,lr(O y entonces ü no es un valor crítico de ry', por lo tanto el grado

d(,1, O, b) está bien definido y es igual a cero, por lo tarto

d(d, o, b) = d('1/, f¿, ó) : 0'

Proposición A.7. Sá 0,4, € C(O,R") tales que g: {;
entonces

d(ó, o, á) : d(1, f¿, á).

!
sobre0{labÉó(Ao.],

(A.13)

Este resultado es consecuencia inmediata de la propied,ad, (P2).

Proposición A.8. (Propiedad d,e Excisión) Seo @ € C(O,IR") g t é ó@q. Si
K c Q es un conjunto ceradn g b ( g(K), entonces

d(d, o, b) : d(d, o \ 1(, á). (A.14)

Demostración. Sea ry' e C'(O, JR") tal que ll/-rlll- < /, donde /-: p(b,Q@Au K)),
y tal que b cs un valor regular de ry'. Entonces p(b,rl,@)) > pl2, es decir ó f r/(,K)
y por lo ta^nto 4r-1(b) ñ K : 0, Iucgo

dk!,a,il - ! sgn(J¿(:.¡) : sgn(Ja(z)) : d(ú,a\ K,b) (A.15)t
(ó)n(o\}()

d(d, c¿, b) : d(1i, o, ü)

entonces por definición,

d(d, o \ 1(, D) : d(ú, o \ 1{, ó),

luego, de (A.17), (A.16) y (A.15), sc tiene que

d(d, o \ r, ó) = d(d, o, ¿).

,1,- 1(b)

Por otra parte AO c Al) U If , entonccs p(b, S@Q) > p(b, g(AOu K)) : /, de donde

lld - ,lll < | <'rrt|,Oflnl) y entonces por definición de grado para tunciones

conttnuas, se trene que

y a(fl\ K) c aou K, por lo tanto p(ó, @(A(o \ K))) > p-> 0 y el grado d(é, r¿ \ K, ó)
está bien definido. Además

sup lló - úll < sup lld -,bll < i,,€O\K ¿eñ .

(A.16)

(A.i7)
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Notamos que la propiedad dada por ia Proposición A.6 garantiza, bajo ciertas
condiciones, la existcncia de solucioncs para ecuaciones de 1a forma ó(z) : ó. Cabe
destaca¡ también que la Proposición A.7, expresa una propiedad interesar¡te: el
grado de una aplicación depende solo de sus valores en la f¡ontera. Por otro lado
la Propo§ción 4.8 asegura que aJ calcula.r el grado se puede prescindir de aquellos
subconjuntos cerrados del dominio que no contengan ceros de d. Más generalmente
se puede probar que si /(z) : ó tiene una solución aislada Ís en K, entonces

d(d, f¿, b) : d(d, r¿ \ B(z¿, e), ó) + n(@, 26, ó),

donde i(@, O, b) : Urqd(d, B(¡0, s), b).

Observa¡nos que la propiedad A.6 nos es útil cuando el grado es distinto de cero.
En este sentido ia propiedad (P2) es fundamental porque permitc compaxax ciertas
funciones, mediante homotopías, con Ia función identidad cuyo grado sabemos es
igual a uno. Otros resultados importantes en esta dirección son por ejemplo el
Teo¡ema de Borsuk que nos dice que el grado de una función impar definida en
una bola que no se anula en la ftontera es impar, o el Teorema de Punto Fijo de
Brouwer, que establece que ula función continua defi¡ida de Ia clausura de una bola
abierta de IR" sobre si misma, tiene un punto frjo. (la demostración de estos teoremas
así como algunas aplicaciones interesantes, pueden encontra,rse por ejemplo en f26l
o [t8l).

A.3 El grado de Leray-Schauder

4.3 Definiciones y resultados preliminares

En esta sección X representará un espacio de Ba¡ach real y f) C X un conjunto
abierto y a.cotado .

Definición A.5. Sean X c Y espacios de Banach. Sea f) un coniunto abie¡to
y acotado en X y T : O -+ Y un operador continuo. Diremos que ? es un
operador compacto sitransforma conjuntos acotados de X cn coniuntos relativamente
compactos en Y.

Definición A.6. Sea T :§. -+ X un operador compacto, el operador ó: I -T se
Ilama una perturbaci,ón com,pacta de la identidad.

Proposición A.9. Una perturbación comrycta de la idenüdad en X es cet"md,a (es
d,ecir transforma conjuntos cetyad,os en conjuntos cermtlos) y propia (es decir, la
imagen inuersa d,e un conjunto cornpacto es compactof.

3La dcrnoctracióE de esta proposición se puedc eDcontr&r por ejemplo en {18] o [ZO].
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Deffnición A.7. Scan X e /, espacios dc Banach. Un operador ?: X -+ Y tal
que ?(X) está contenido en un subespacio de dimensión finita de Y, sc llama un

operad,or d,e rango finitoa .

Lema A.4. Sea K C X un conjunto compacto. Da¡l,o e ) 0, et'tste un subespacáo d'e

dirnensión finita V C X u una aplicación g": K -+V tal que para cada r € K

lle.(e) -zll <e (A.18)

Detnostración. Dado e > 0, por la compacidad de K, existen ruÍ2,...,rn Q K

(n: n(t)), tales K c [-f a(r¿,e). Sea V. : \¡ta2,...,r,"), el subespacio genoado
i:l

por {r1, 12. . . .. z"}, así dim % < n < oo y para cada ¿ € K definimos

Como {B(zr, e)}¿:r¿ es u¡ cubrimiento finito de K, DUr(r) f 0 para cada r e K,
i:l

entonces podemos definir para cad'a r e K

fu'67.,'
s.(¡) :3+- eV"

Ia'(')
así si ó¡(z) f 0, entonces ll" - ",ll < eysi:..€ K,

D

Observación A.3. Si V es un espacio d,e dimensión f,nita, digamos dimV : n,

ó € C(Ó,n, dond,e {l c V c,s un conju,nlo abierlo g acotad,o y b é ó@9),
entonces d,ad,a una base d,e V podemos identificar V con R y eI grad,o d@,A,b)
es ind,eperul,i,ente d,e la elección de la base, pues dadas dos bases d,istintas, un uector

4Claramente un operador de ¡¿ngo finito es un operador compac¡o.
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r pued.e erpresarse cono rO) € IR" o r(2) e R- dependi'endo de la base escogid,a y

eriste una matri,z inaertible M tal que M a(4 : z(l). S¿ O CV es un conjunto abierto

y acotad.o yb eV, entonces d,ada d e C(G,R"), i: I o2 según correspond'a' se

t'i,ene que

ó2@t2)): M-tO1@(2)). (A.1e)

Así, si g e Ct(§,V), d.e (A.19) se obtiene que J6@) es independ.iente tle la base

escogitl,a y si b eis un ualor regular, el cual también se puede etpresar como bO) o bP) ,

uefnos que

d(dl, Q1, ü(1)) : d(dz, or, b(2))'

El rcsultado sigue siendo uálid,o si b no es un uolor regular, graci,as al Teorerna de

Sard.

Definición A.E. Sea O c X un conjunto abicrto y acotado en un espacio de Banach

Xysea?:D-+X un operador de rango finito. Si b 1ó(0q donde/: I -T,se
define

d(d, o, ü) : d(dl-rhF, o n 4 b), (A.20)

donde F C X es un subespacio de dimensión finita que contiene a ?(O) y a ü.

La observación previa muestra que la definición (A.8) es irrdependiente de la
elección del subespacio F y por lo tanto el grado para operadores de rango finito
está bien definido.

4.4 Definición del grado de Leray-Schauder

Deffnición A.9. Sea f,l un conjunto abierto y acotado en un espacio de Banach
X y ó : f -T : ñ -+ X una qe.rtrubación compacta de la identidad. Sea

b Q ó(AQ y po: p(b, ó@O)). Sea 7 : 0 -+ X un operador de ra.ngo finito ta.l

que ll?z - Tzll < pnf2 pan todo z € O. Definimos el gmdn d,e LeraE-Schaud,er de g
enOconrespectoaócomo

deg,r(/, l¿. b) : d(a C¿, b), (A.21)

dondeó:1-7.

Notamos que el grado está bien definido, pues por ia proposición A.9, {(áO) es

un conjunto cerrado y entonces p6 ) 0, por lo tanto gracias aJ Lema A.4, siempre
es posible encontrax un operador de rango fi.nito 7 como el desc¡ito en Ia definición,
lra^sta considera¡ 

f = g^¡2oT,
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dordc a^¡2 es la aplicación dada por el Lema A.4 pora i : p¡/2. Entonces para

zeáf)setieneque lló(") -d(r)ll < p¡f2, de donde p(b,@(0f)))> pol2 >0, luego

el grado d(4, O, b) está bien definido y

d(d, o, b) : d(dlonr, o n 4 6),

donde F c X es un subespacio rle dimensión finita que contiene a i(ñ) v a ¡.
Por ultimo, es necesa¡io verificar que esta definición es independiente de la elección

de f, para esto consideremos dos operadores de rango finito 7r y 72 tales que

ll7:r -:f"xll < pnf2,parai:L,2 y para todo u € O. Sear ó,: I -Tiy Fi c X,
subespacios de dimensión finita que contienen a 7'(O) V a b, para i : 1,2, entonces

por definición

d(dt, r¡, ó) : d(d¿lnnn, ft n 4i, á), pa'rai:1,2,

y si F C X un subespacio de dimensión finita que contiene a Ftl Fzy a ü, entonces

d(dr, o, á) : d(d,lr¡r,r, f¿ n P, ü), Parai : 1, 2'

Sea H(o,ú) : ¿dr(r) +(1 - ¿)dr(r) parau€OvÚ€[0, 1]. Es fácil ver
quc r ( ¡/( , 4(4CI) y por lo ta.nto el grado d(H,Q, b) está definido. Adem¡ís

lló(t) - n@,t)ll < psl2 para ¿ € [0, 1], Iuego por 1a propiedad de inva.riancia bajo
homotopÍas del grado de Brouwer, se tiene que

d(álonF,, o n 4ó) = d(órlQn¡, f¿ n 4 á)

Por lo tanto el grado en (A.21) está bien definido.

A.4 Propiedades del grado

En adclante denotaremos por Q(fl, X) al espacio de todos los operadores
compactos definidos de O sobre X, donde O es un conjunto abierto y acotado en

un espacio de Banach X.

Teorema 4.2.

1. SeaT € Q(O,X) y b ( Q - r)(Aa). Eúste una uecind,ad l,l de T en Qlñ,. x)
tal que para todo S eU, se tiene que t 4 Q - $(A$ y

deg¿s(/ - S, C¿, b) : deg¿s(I - 7, O, D). (A.22)

2. Sea H e C(O x l1,ll, X) def,ninida por H(r,t) : r - S(r,t), itonde
S € Q(0 x [0, r], X). St b é H(Ag x 10,11). entonces deg¿"(Il(., /.), a, b) es

ind,e¡tendie-nte d,e t .
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3. El grad,o es constante en cad'a cornponente conero de X\(1 -"X40).

4. SiQtñQ2:A,A: Q1 Ufi2 yb# (f -f)(aQr), i,=7,2, entonces

deg¿s(I - 7, f,i, ü) : des¿s(/ - 7, Or, ó) + deg¿e(/ - ?, O2, b) (A.23)

Demostración. Sea¡r¡: p(b,|-f\AA)) > O ytl: {S € Q(O,X) : ¡lS - Iil* <
p¡lz\. Si,S € ?,1, entonces claramentc ó É (1 - 0(AO), de hecho p(b, (f - fl(aft)) >
p¡f2. Sean ?r y Sr do" operadores de ra,ngo finito tales que

¡"-a||- <f, t |s -s,ll- < ?,
y sea F c X un subespacio de dimensión finita que contiene a ?i(O), S1(O) y b,

cntonces

degrr(I - 7,0, ü) : d((¡ - 4)lo"¡.,l) n F, á)

deg¿s(I - S, f¿, b) : d((/ - 51)lonF,f) n 4 á).
(A.24)

Sea H(z,f) : t(I - Tt)r + (1 - ¿)(1 -.91)2, para r € O n F. Es fácil ver que

para r € A(O n F) y 0 < ¿ < 1, ll.H(r,t) - ¡ll > n/t > 0 y por lo tanto
b 4 H(.,t)(A@ n F)), luego (A.22) x: obticne de la propicdad de invariancia bajo
homotopías del grado de Brouwer y (A.2a).
Las dem¡ís propiedades son consecuencia de I y las propiedades del grado de
Brouwcr. tr

Observación A.4. Las propied,ad,es erpuestas en las Proposiciones 4.6, A.7 y A.8,
se ertienden tarnbién al gmdo d,e Lemy-Schouder.

La teorÍa del grado se utiliza para proba¡ existencia de soluciones para ecuaciones
de Ia forma @(z) : 0, básicarnente segin el siguiente esquema: se expresa el problema
como el caso t : 1 de una familia de problemas que dependen de un parámetro
¿ € [0, 1], de tal forma que el grado para el problema con t : 0 sea distinto de cero
(o viceversa) y que la homotopía sea admisible (es decir, que no existan soluciones
en la frontera), entonces por las propiedades de invaria¡rcia bajo homotopías y Ia
Proposición A.6 (en general, sus extensiones aJ grado de Leray-Schauder) se obtiene
la existencia de al menos una solución para ú : 1, es decir para e1 problema originaJ.
La dificultad de este método radica en demostrar que a lo largo de la homotopía
no existen soluciones en la frontera, en la práctica esto se asegura estableciendo
cotas a priori pa,ra las posibles soluciones y sus derivadas. La utilización de cotas a
priori para proba,r la existencia de soluciones de problemas de valores en la frontera
elípticos fue introducida por Bernstein, ( [I9], [20]) pero su importancia en el estudio
de problemas de existencia de soluciones para ccuaciones abstractas fue descubierta
por Leray y Schauder ( 1321, [31]).
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El análogo a.l teorema de punto fijo de Brouwer para operadores compactos en

espacios de Banadr fue demostrado por Schauder ( [sa]), v su demostración puede

encontrarse también en [t8] o [26], entre otros.

Teorema A.3. Tcorema del punto fijo de Schaud,er. Si B C X es una bola o,bi,erta

enu'n espac'io de Banach X yT: B + B es un operad,or compacto, entonces eú;te
r < B tal que r: T(r).

La teoría del grado ha sido utilizada en el estudio de una gran va¡iedad de
problemas de valorcs cn la frontera, muchas de ias apiicaciones y cxtensioncs de
esta teoría pueden encontrarse en las referencias citadas en este arexo, sin embargo
la bibliogra.fía aI respecto supera, Iargamente la lista brisica incluida en cstc trabajo.
Una síntesis de estas aplicaciones, Ia que sería imposible de incluir aquí de forma
óptima, puede encontrarse en [24] v 133], en esta última el autor resume de manera
excelente muchos de los métodos que utilizan la teorÍa del gra.do en el estudio de este
tipo de problemas y finaliza cada capítulo con una nota bibliogrrifica e histórica del
tema en cuestión.
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