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RESUMEN

Probaremos existencia de soluciones positivas de sistemas de ecuaciones de la forma

(¢(u)) + f(t,v(1) =0, (W) +9(t,u(t)) =0, t€(0,1)
6(u(0)) = /0w (0)),  n(v(0)) = Ban(v'(0))
B(u(1)) = —a:6(v'(1)),  n(v(1)) = —n(v'(1)), B, 6 20(i=1,2),

donde ¢, ¥, #, n son homeomorfismos impares y crecientes de R sobre R.

Para obtener los resultados se usardn estimaciones a-priori y el grado de Leray-
Schauder.

ABSTRACT

We prove the existence of positive solution to system of equations of the form
(@) + f(t,0(8) =0, (W) +g(t,u(t)) =0, te€(0,1)
8(u(0)) = A10(u'(0)),  n(v(0)) = Ban(v'(0))
o(u(1) = ~60(/(1),  n(w(1) = —om((V), Fidi>0(i=1,2),

where ¢, ¢, 8, n are odd increasing homeomorphisms of R into R. Our approach is
via a-priori estimates and Leray-Schauder degree.



CaApPiTULO 1
INTRODUCCION

El problema de existencia de soluciones positivas para problemas de valores en la
frontera asociados a ecuaciones del tipo (¢(v'))" + g(t,u) = 0, ya sea con condiciones
de borde mixtas o periédicas, ha sido vastamente estudiado durante las tltimas
décadas. El andlisis del problema con condiciones de borde mixtas, es decir

(¢(w)) +9g(t,u) =0, te€(0,1) (L.1)
au(0) — Bu'(0) =0, ~u(l)+du'(1) =0, (1.2)

donde ¢ es un homeomorfismo impar y creciente de R sobre R, y g : [0, 1] x [0, 00) —+
[0,0) es continua, g(t,0) = 0 y g(¢t,s) > 0 para todo (t,s) € [0,1] x [0,0¢), y
a, B > 0, fue iniciado por L.H. Erbe y H. Wang en [4], para el caso particular ¢(s) = s
y g(t,u) = a(t) f(u),dondea : [0,1] = [0,00) ¥ f : [0,00) — [0, o). Las herramientas
utilizadas por ellos fueron adoptadas posteriormente por una serie de autores para
extender sus resultado a casos en que la funcién ¢ no es necesariamente identidad. Por
este motivo serdn descritas, de manera muy general, luego de la siguiente definicién.

Definiciéon 1.1.

= Diremos que una funcién g : [0,1] x [0,00) — [0,00) es sublineal en 0 y
superlineal en infinito con respecto a ¢ : R — R, si
; g(tzs) = g(txs)

(91) 9o(t) = lim ) 0 Y goo(t) := lim o) - °

uniformemente en t € [0, 1].

» Diremos que una funcién g : [0,1] x [0,00) — [0,00) es superlineal en 0 y
sublineal en infinito con respecto a ¢ : R — R, si
- g(t,s) ; 3
t = ]_ ——— = =
(92) g{)( ) il qb(&) o0y goﬂ(t) lim 0

s—0 500 (,5)

uniformemente en ¢ € [0, 1].



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

Erbe y Wang probaron, para cl caso ¢(s) = s, g(t,u) = a(t)f(u), la existencia de
al menos una solucién (cldsica) positiva del problema mencionado anteriormente,
siempre que la funcién g satisfaga (g:) o (g2). El resultado se obtiene como
consecuencia del Teorema de Punto Fijo en conos o Teorema de Krasnoselskii [11],
el cual establece que si T : X — K es un operador continuo y compacto, donde K
es un cono' en el Espacio de Banach X, y existen constantes reales distintas r y R
tales que Tz —x ¢ K para ||z|| =ry z — Tz ¢ K para ||z|| = R, entonces existe un
punto fijo z € K, para el operador T tal que r < |jz|| < R.

Los mismos autores consiguieron probar en [3], que existen al menos dos soluciones
positivas de la ecuacién (1.1) sujeta a las condiciones de borde (1.2), cuando
g : [0,1] x [0,00) = R es simplemente una funcién continua y no negativa, si es
superlineal en un extremo (0 o oo) y sublineal en el otro. Posteriormente estos
resultados fueron extendidos por J. Wang en [16] para el problema con p-laplaciano
en una dimensién, més precisamente para la ecuacién (¢(u')) +a(t) f(u) = 0, donde
ahora ¢(s) = s|s|P~2, s # 0, para p > 1, ¢(0) = 0, pero considerando condiciones de
borde no lineales. Los resultados fueron obtenidos para el caso en que f es sublineal o
superlineal con respecto a la funcién ¢. Aqui, por solucién del problema se entiende
una funcién u € C'[0,1] tal que ¢(u') € C*[0,1] que satisface las condiciones de
borde correspondientes.

Afos més tarde B. Liu y J. Zhang, obtuvieron en [12] una primera (aparente)
generalizacién de estos resultados, al problema con un operador del tipo p-laplaciano,
ellos prueban la existencia de soluciones postivas de la ecuacién (¢p(u')) +a(t) f(u) =
0, sujeta a las condiciones de borde (1.2), donde ¢ : R — R es un homeomorfismo
impar que satisface la condicién

p(zy) = ¢(z)p(y), Vz,y €R. (1.3)

Los resultados fueron obtenidos para f una funcién superlineal o sublineal con
respecto a ¢. Sin embargo la condicién (1.3), implica que ¢(s) = s|s|P~2, para algiin
p > 1. Este hecho es obsevardo por M. Garcia-Huidobro, R. Mandsevich y J. R.
Ward en (7], ver también [14]. En [7], los autores prueban la existencia de soluciones
positivas del problema

(¢() + f(t,u(t) =0,  t€(0,1) (1.4)
0(u(0)) = BO(w'(0), O(u(1)) = —86(u'(1)), (1.5)

donde las funciones ¢ y 6, no necesariamente homogéneas, son homeomorfismos
impares y crecientes de R en R. También aqui se obtiene un resultado de existencia
cuando f es una funcién sublineal o bien superlineal con respecto al homeomorfismo

1'Un cono en un espacio de Banach X, es un conjunto K ¢ X cerrado y convexo tal que AK C K
para A > 0y (KN K) = {0}.
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, pero a diferencia de los trabajos anteriores, mediante el método de cotas apriori
y las propiedades clésicas del grado de Leray-Schauder, lo que permite prescindir de
la condicién (1.3). Los autores dan ademés una extension de estos resultados para
sistemas de la forma

(o)) +g(t,0) =0, (W) + f(t,u) =0, te(0,1)
w(0) = B(0), wu(l) =—au'(1), v(0)= Bav'(0), (1) = —da0'(1).

donde las constantes ;,8, (i = 1,2), son no negativas, ¢, : R — R son
homeomorfismos impares y crecientes de R sobre R, y las funciones f,g:10,1] x
[0,00) — [0,00) son continuas. Es el objetivo de esta tesis obtener una pequena
generalizacién de los resultados obtenidos por los autores en [7| para este tipo de
sisternas, por lo que estos seran enunciados a continuacién.

(1.6)

Teorema GHMW 1. Sean ¢ y ¥ homeomorfismos impares y crecientes de R sobre
R y B, & (i=1,2), constantes reales no negativas. Si f y g satisfacen (g1)

. P(7s) )

f lim i 1.
hI;l’l_}gl 505) > 0, H:(J)Jf () >0 paratodo 0 <71 <1, (1.7)
lim inf #(s) < oo, liminf Blrs) < oo para todo T > 1. (1.8)

s—ro0 ¢(5) 8—00 'l‘{}(s)
Entonces eziste al menos una solucién (u,v) del problema (1.6), tal que u(t) >0y
v(t) > 0 para todo t € (0,1).

Teorema GHMW 2. Sean ¢ y v homeomorfismos impares y crecientes de R sobre
R y B, 8; (i=1,2), constantes reales no negativas. Si f y g satisfacen (g2) y

li%i{?f q;(z:)) < 00, lirsrlglf %((T—:)l < oo para todo T > 1, (1.9)
lim inf Q:;g*)) >0, liminf ’*Zf(:‘? >0 para todo T < 1. (1.10)

Entonces eriste al menos una solucién (u,v) del problema (1.6), tal que u(t) >0 y
v(t) > 0 para todo t € (0,1).

El operador (¢(u)) generaliza el operador p-Laplaciano. Para mds resultados
relacionados, ver [8], [9], [2] y [1]. También se han considerado versiones vectoriales
del operador, ver por ejemplo [5], [6], [10], [13], y [15].

En el presente trabajo se exticnden ambos teoremas para sistemas que contienen
condiciones de borde més generales del tipo (1.5), mas precisamente, se prueba que
existe al menos una solucién positiva del sistema

{ (6(w)) + f(t,v(t)) =0

W)Y + o) =0 | © 0,1) (1.11)
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sujeto a las condiciones de borde

B(u(1)) = —6:0(u'(1)), n(v(1)) = —dan(v'(1)),
donde las constantes 3;, §; para i = 1,2, son no negativas y los homeomorfismos ¢,
1, 0 v 1, son funciones en general no homogéneas que satisfacen:
$,%,0,n7 son homeomorfismos impares y crecientes
(Hh) de R sobre R,
y las funciones f y g satisfacen:

f,g:10,1] x [0,00) — [0,00) son continuas,
(Hz) f(t,0) = g(t,0) =0, f(t,s) >0, g(t,s) > 0 para todos >0y te[0,1].

Vale la pena mencionar en este punto que las condiciones (Hy) y (H3) constituyen
hipéstesis generales del problema y de aquf en adelante serdn asumidas sin mencién
explicita.

Los resultados principales en esta tesis son los siguientes.

Teorema 1.1. Sean f y g funciones que satisfacen (g1) y supongamos que:

) D)

lim inf 0 1 f ———+ .

fm ix 305) >0 y limin ) >0 para todo 0 <7 <1 (1.13)
lim sup giira) <oo ¥y limsup ¥ire) < oo para todo T > 1. (1.14)

8—00 qb(G) s—00 1/)(‘?)

Sien (1.12), 8; > 1, parai = 1,2, suponemos también que para cada par de sucesiones
{sc} y {rx} de términos positivos, tales que s — 0 y 7 — 0 cuando k — o0, se
cumple que

o Bse) _ n(rese) _

=1 —_— s .
T M P R (1.15)

Entonces existe al menos una solucién positiva del problema (1.11).

Teorema 1.2. Sean [ y g funciones que satisfacen (g2) y supongamos que:

. (Ts) —)
lim inf >0 y liminf ——= >0 para todo 0 <7 <1, 1.16
8—400 ¢(S) o ’{,[)(S) p ( )
lim supm <oo y limsup gilra) < oo para todo T > 1. (1.17)

s—0 ¢(S) s—0 '{[J(S)
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Si en el problema (1.11), 8; > 1, para i = 1,2, suponemos también que para cada par
de sucesiones {sy} y {rr} de términos positivos, tales que sy — oo y 1y — 0 cuando
k — o0, se cumple que

. B(resk) .. nlrese)
lim = lm
k—roo e(Sk) k—roo n(sk)

=0. (1.18)

Entonces existe al menos una solucién positiva del problema (1.11).

Para probar estos resultados reformulamos el problema de modo de transformarlo
en un problema de punto fijo para un operador T definido en C[0,1] x CI0,1].
La construccién del operador T serd expuesta con detalle en el capitulo 3. En los
capitulos 4 y 5 se expone la demostracién de los teoremas, y en el capitulo 6 se
exhiben algunos ejemplos. Finalmente se incluye un anexo con una breve descripciéon
de las propiedades del grado de Leray-Schauder. Previo a esto es necesario establecer
algunos aspectos preliminares, los que serdn tratados en el capitulo 2 a continuacién.



CAPiTULO 2
RESULTADOS PRELIMINARES

En el presente capitulo se discutirdn algunos aspectos preliminares. Los dos
resultados enunciados en la seccién 1 se pueden encontrar en (7], por lo que se
omitirdn algunos detalles técnicos de modo que el lector pueda centrar su atencién en
la prueba de los resultados que fueron obtenidos particularmente para el problema
estudiado en esta tesis, los cuales serdn expuestos en la seccion 2.

2.1 Principio del maximo

Proposicién 2.1 (Principio generalizado del méximo).
Sea u € C'[0,1] y &, 8 como en (Hy). Si p(u') € C'[0,1] y satisface el problema
—(¢(u")) >0, para todot € (0,1)

6(u(0)) = B6(w'(0)), 6(u(1)) = —d6(u'(1)),

donde 3,6 > 0. Entonces u = 0 o bien u(t) > 0 para todo t € (0,1), en cuyo caso
w'(0) > 0 y /(1) < 0. Si ademds 8 # 0, entonces u(0) > 0 y si § # 0 entonces
u(1) > 0. En ambos casos se tiene que

(2.1)

u(t) > min{u(0), u(1)} (2.2)

La prueba de este teorema es bastante simple e intuitiva y puede encontrarse
en (7], por lo que solo incluiremos aqui un esquema de la demostracién. Como el
lector podra notar, el resultado es trivial si u € C![0,1] es una funcién positiva
y céncava que presenta un méximo en (0,1). Ahora bien, si u es una solucién no
trivial de (2.1) es inmediato observar que ¢(u’) es no creciente en (0, 1), es decir si
t, tz € (0,1) tales que t; > t» entonces ¢(u'(t1)) < ¢(/(t2)), luego como ¢ es una
funcién creciente, necesariamente u'(t;) < u'(ts), es decir u’ es no creciente en (0, 1),
o equivalentemente u es céncava en (0, 1).

Por otra parte, directamente de las condiciones de borde y gracias a que € es una
funcién impar, se obtiene que u/(0) > 0 (de donde si 8 # 0, también u(0) > 0) y

6
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=1

1/(1) < 0 (de donde u(1) > 0 si § # 0) por lo que necesariamente existe un punto
t € (0,1) tal que v/(t) = 0 el cual gracias a la concavidad de u necesariamente
corresponde a un maximo.

Proposicién 2.2. Si u es una solucién no trivial del problema (2.1), para la cual
existe un unico t € (0,1) tal que u'(t) = 0, entonces para cada p € (0,1/2) fijo, la
solucion u satisface

p/2
1-p/2
La demostracién de esta proposicién se puede encontrar en [7], por lo que solo
daremos una idea de los argumentos usados y tinicamente se expondra con detalle el
caso que los autores han dejado al lector.
Sea p € (0,1/2) fijo. Notamos que efectivamente si 0 < p < 1/2 entonces
1>1-p>1/2>p,yporlotantop<1— p.

Supongamos primero que f > p y consideramos la recta que une los puntos (% u(— ))
y (p/2,u(p/2)), es decir

1(t) = u(®) +

u(t) = u(f)

para todo t € [p,1 — p). (2.3)

w(p/2) —ud),, -
'“TETT"( ~1).

por la concavidad de u en [p/2,1] se tiene que I(t) < u(t), es decir

Mﬂzma+ﬂ%%5%@@_a

> u(d) + f”ﬂ =)

luego ) = u(t)———

1 — /2 para todo ¢ € [p,]. (2.4)

Suponiendo ahora que ¢ < 1— p y considerando la recta que une los puntos (%, u(?)) y

(1—p/2,u(1 - p/2)), y argumentando de manera aniloga (como se puede encontrar
en [7] ) se obtiene que,

u(t) > u(r) /2 para todo t € [f,1 — p). (2.5)

Asi, si t < p, el resultado se obtiene de (2.5), si p < T < 1 — p, (2.3) se obtiene de
(2.4) ( 5), v finalmente si £ > 1 — p, entonces (2.3) se sigue de (2.4).
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2.2 Un problema auxiliar

Consideremos ahora el siguiente problema

(o)) = f(t. lv@®)]), — @) 2 gt [u@)]), te(0,1)
0(u(0)) = B10(x'(0)),  n(v(0)) = Ban(v'(0)) (2.6)
0(u(1)) = —a10(u'(1)),  n(v(1)) = —dan(v'(1)),

donde §;,8; > 0, (i = 1, 2), las funciones ¢, v, 6, n, satisfacen (H,), y [ y g satisfacen
(Ha).

Proposicion 2.3. Sean f y g tales que
foolt) = goo(t) = 00 uniformemente para t € [0,1]. (2.7)
Si existe una sucesion de soluciones de (2.6), {(uk,vi)} tal que
Nl (uk, ve) | = [luel] + [loxll = oo (2.8)

cuando k — oo, entonces existe una subsucesion {(u;,v;)} tal que u;(t) — oo y
v;(t) = oo uniformemente parat € [p,1—p|, y0 < p < 1/2.

Demostracion. Notamos que si ug y vi son soluciones de (2.6), entonces satisfacen
también el problema (2.1), luego por la Proposicién 2.1, se tiene que

ug(t) >0 y w(t) >0 para todo t € (0,1), (2.9)
ambas son céncavas en este intervalo, y existe al menos un &, € (0,1) y r € (0,1)
tales que wup(ty) = 0 con wk(ty) = |lugll v vi(re) = 0 con w(ri) = ||l
respectivamente.

Supongamos que existe otro punto #x € (0,1), digamos ; > t tal que ui(%x) = 0,
entonces por la concavidad de uy se tiene que u},(t) = 0 para todo t € (t,1;), de
donde (¢(uy(t))) = 0 para t € (tx, ;) v entonces por (Hs), f(t, |v(t)|) = 0 para todo
t € (tk,tx), luego v(t) = 0 para todo ¢ en este intervalo, lo que contradice (2.9). Por
lo tanto existe un tnico ¢ € (0,1) tal que w(tx) = 0 con ui(ty) = ||uzl|. De igual
forma, existe un vnico 7 € (0,1) tal que vj(rg) = 0 con vi(ri) = |Jvil|-

Por otra parte, por (2.8) al menos una de las sucesiones {ux} o {vx} contiene una
subsucesién cuya norma tiende a infinito cuando k — oo. Supongamos que existe
{u;} subsucesién de {uy} tal que |luj|| = oo cuando ; — oo, entonces por la
Proposicién 2.2, se tiene que para 0 < p < 1/2,

p/2

us(®) 2 gl 2

para todot € [p,1— p, (2.10)
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de donde u; — 0o uniformemente en [p, 1 — p] para cualquier p € (0,1/2).

De la misma forma probamos que v; — oo cuando j — oo, si en vez de {ui} la
sucesién que contiene una subsucesién cuya norma tiende a infinito es {vy}.

Por otra parte, de (2.7) se tiene que dado N > 0 existe jo € N tal que

g(t, lu;(s)]) = No(us(s)) Vs€lp,l—pl ¥y J2Jo (2.11)

Supongamos que la sucesién generada por los puntos ¢;, tiene una subsucesién
completamente contenida en (0,1/2], asi para cada {;:

g(t, lui(s)]) > Nop(u;(s)) paratodo s€[t;,1—pl e @2 jo, (2.12)

integrando la segunda desigualdad en (2.6) sobre el intervalo [t;,t] para t < p, se
obtiene

(1)) = (i) + j o(s, lus(s) )ds,

entonces de (2.11) se tiene que

t
—vi(t) > ¢! ( Ngb(uz(s))ds) para t; <t<1l-—p
ti
Sea m; = fm]n #(ui(s)). Notamos que el minimo de ¢(u;(s)) se alcanza en el
€[ti,1—
intervalo [p, 1 — p| aun cuando t; < p, pues u; alcanza su maximo en t;, y al ser esta

una funcién céncava, necesariamente es decreciente en el intervalo [t;, 1 — p], asi por
la monotonia de ¢, se tiene que para t; < p,

min  @(u;(s)) = 9’5(“:(3))

s€[ti,1—p [,

razon por la cual podemos considerar, sin perdlda de generalidad, el valor m; como
el minimo de ¢(u;(s)) sobre el intervalo [t;, 1 — pl.
Notamos también que m; — oo cuando i — 00, pues u; — 0o cuando ¢ — 0o, asi

—vj(t) >~ (Nmy(t — t;)), para todo £ <t<1—p. (2.13)

-2

1
Consideremos ahora t € [3 ,1 — p|, y notamos que s <l-p

4
Integrando (2.13) sobre [t,1 — p] obtenemos

1_
vi(t) > lnu’)'l(Nrr.L,;(s —t;))ds
tl_p )
> v Y (Nmy(t — 5))ds

t

> 47 (Nmy(t — )1~ p— 1),
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luego,

atrd 2 0(S2) 20 (w52 -3)) (1= 25%)

> -1 (Nm,;(l—:p)) (1 —42,0) ,

de donde v; — oo cuando i — 00, luego por la Proposicién 2.2, se tiene que v; — 00
uniformemente en [p, 1 — p] para p € (0,1/2), lo que prueba la proposicién en el caso
en que t; < 1/2.
Si t, > 1/2 para todo k € N, hacemos el cambio de variable t = 1 — s, de esta forma
se obtienen, _
y f(sﬁx) =f(1—-3,.’1.‘), E(S,J’.‘)=g(1-—8,l')

up(t) = uk(l —s) = uk(s), wvi(t) = ve(1 — s) = U(s),

de este modo, u}(s) = —uy(t), V.(s) = —uj(t) y entonces

—(6(@(s))) = (B(wr(t))) = —(d(ur(t))) = f(¢, [vr(t)])

—(W(@k(9))) = (@ (1)) = =@ (wi(t))) = g(t, lux(t)])
= g(1— s, |ux(1—5))

= g(s, [ux(s)])-
Por lo tanto (ug,v) satisface el problema

—(8(U(s) Z f(s, [e(s)]), — (L(W(5))) = G(s, [ux(s)) s € (0,1)
B(ur(0)) = 6:8(u(0)),  n(Uk(0)) = (T (1))
0(ur(1)) = —A10(w (1)) n(@k(1)) = —Ban(V(1)).

Notamos que 0 = uj (tx) = —u)(sk) y 0 = vy (ri) = =V} (rk) con s = 1 —t;, de modo
que si, € (0,3), luego como fo = Joo = o0 uniformemente para s € [0, 1] y satisfacen
la condicién (H;), el argumento previo es vdlido también en este caso, completdndose
asi la prueba de la proposicién.

O

Proposicién 2.4. Sean f y g tales que foo(t) = goo(t) = oo uniformemente para
t € [0,1], y supongamos que existe una sucesion de soluciones del problema auziliar
(2.6), {(ux,vr)} que satisface (2.8), entonces existe T > 1 tal que

4(rs) Y(rs) _

lim sup =00 o bien limsup = 00. (2.14)

§—+00 QS(S) 500 1[)(8)
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Demostracién. Sea N > 0,y denotemos por {tx} y {rx}, a los tinicos puntos tales que
lluk|| = ui(te) y ||vell = vi(ri) respectivamente. Podemos suponer que, por medio de
una subsucesién si es necesario, existen g y ro tales que tp — to ¥ rx — 1o cuando
k — oo, v sin pérdida de generalidad que g < 7.

Supongamos primero que t; € (0, 1], entonces para 0 < p < tp/4, existe kg € N tal
quety > to—py i > ro—p para todo k > ko, y gracias a que f y g son superlineales
en infinito, podemos suponer que para todo k > kg,

f le@)]) = No(oe(®)) v g(¢, [ux(t)]) = No(ur(t)) (2.15)

para todo t € [p,1 — p|. Ahora, para s € [p,ty — p|, integrando ambas desigualdades
en (2.6) sobre [s,1;] y [s, r] respectivamente, y gracias a (2.15) se tiene que

46267 ([ s tonoar) 2 o7 (8 [ vtarar)  2a6)

to—p

8

i) = ( f e |uk(r)|)d‘r) S (N f m_qu(uk('r))d'r) L @17)

entonces, integrando (2.16) y (2.17) sobre [p, t] para t € [p,ty — p] se tiene que

w(s) > _[: . (N 5

ve(s) = fpt Pt (N lro-p qb(uk('r))d'r) ds. (2.19)

Asi, como uy, y vy son crecientes en el intervalo [p, ty — p| se obtienen

sl /,, e (N tm—pv,b(vk(t))dr) i

w(s)> | La (v [ etuutopar ) as

luego, para t € [2p,to — 2p| tenemos que:

uk(t) 2 67 (Ne(ue(t)(to — p— 1)) (t = )
2 p¢~ (PN (uk(t)))

to—p

w(vk(r))df) i (218)

o) 2 ¥ (No(u(®) (o — p 1) (¢ = p)
> 47 (No(ur®)(to — p~ 1)) (t — )
> oy (pNo(ua(t)),
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de donde,
¢(—§uk(t))w¢(uk(t)) ? w(%uk(t))zm(uk(t)) (2.20)

para t € [2p,to — 2p|, ¥ por lo tanto

S(Gux(t)) Y(Gux(t))
P(ur(t)) w(v(t))

v

(Np)?,

lo cual implica que

R O\YRD 2
(hfi,i?p ¢(s)) (“ﬁiﬂp () ) = (Ne)’

donde N fue escogido arbitrariamente grande, y por lo tanto se cumple (2.14).
Para el caso en que to = 0y 79 < 1, consideramos 0 < p < rg/4 y escogemos ky € N
tal que tx < py e < 1o+ p para todo k > k.

Integrando ambas desigualdades en (2.6) sobre [ty,s] y [rk, s| respectivamente, para
s € [p,1 — p|, se obtiene que

—as(u;(s))z_[ Cfnl@Ddr Y $(s) 2 fg(f,nuk(r)ndn

Tk

y por (2.15),

—p(u(s)) 2 [Nw@k(f))dr y - o) > [qus(uk(fr))dT,

luego

()2 7 ( / Nu(u(r))ar )

8

(e 207 ([ Noturyr).

Asi, para t € [p,1 — p], integrando ambas expresiones sobre [t,1 — p| se obtienen
1-p s
w@ [ o (N [ v ds
t p

w) > [t (N ) qﬁ(uk(T))dT) s

t ro+p

Tot+p
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luego, como uy y vy decrecen en el intervalo [rg + p, 1 — pl, se tiene que

wlt) > ¢ (v ] tzb(vk(t))dﬂr) s> [ s ( r: w(vk(t))dT) ds
Yy

> [ (N P aa(uk(t))dr) s,
entonces,
, ui(t) 2 (1= p = )67 (N(t ~ p ~ ro)(ue(0)))

(
wlt) 2 (1= p— )0~ (Nt = p = r0)o(ur(1)) ).

Asi, para t € [ro + 2p, 1 — 2p] se tiene que
ul(t) 2 p87 (Npv(uel®))) ¥ () 2 o™ (Npo(wn(1))),

de donde, para t € [rp+ 2p, 1 — 2p|
" Guk(t)) > Npoel(®) v 9 (gvk(t)) > Npd(us(t)),

y por lo tanto
6 (3 ) ¥ () i
Hw®) ew@) -~
de donde se obtiene (2.14).
Finalmente, si ty = 0 y rg = 1, consideramos 0 < p < 1/4 y escogemos ko € N tal
que tg = p/2y rix <1 — p/2 para todo k > ko, entonces de (2.3) se tienen

p/2
Ty para todo t € [p,1 — p] (2.21)

ug(t) > ur(te)

wl®) 2 w22

para todo t € [p, 1 — p, (2.22)

integrando ambas desigualdades en (2.6) sobre [t, ] y [s, 7] respectivamente, para
s € [p,1 — p|, se obtienen

~i() 267 ([ NS luobir) v iz ([ Vot utniar).
luego, por (2.15) se tiene que

(92 67 ( Sw(vk(fr))dr) (2.23)

Li
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y vh(s) > ! ( / N¢(uk(r))dr) . (2.24)

Asi, integrando (2.23) y (2.24) sobre [t,1 — Ay lpt respectivamente, para ¢ €
[p, 1 - p], obtenemos que

ug(t) > -/tl‘qu‘l (N /p-s@b(vk(r))d'r) ds > /CI*P(;&* (N/Ptgb(vk(r))dr) ds

v(t) > /:Z/,—l (N[l_pgb(vk(r))df) ds ?_f P! (N tl_pd)(vk('r))dr) ds,

t
P

¥

entonces para t € [p, 1 — p|, donde uy es decreciente y creciente, se ticne que

u)> [ s (N / tw(vk(p))d»r) 42 (1= p 6™ (N~ )w(un(s)

y

= gi—lN v L=p))dr ) ds > (t—p)~ ( N(1—p— 1-p))),
w2 [0 (¥ [ s ) ) és2 (=07 (VO p-0fuut1-p))
luego, para t € [2p,1 — 2p] obtenemos

u(t) > pg! (Nmﬂ(vk(p))) Y oue(t) > py! (NP¢(UI:(1 - p))), (2.25)
donde, de (2.21) y (2.22);

p/2
1—p/2

reemplazando en (2.25), se obtiene que

ug(l — p) >

el 5 o) > 2L

s,

o 20 > 57 (N (22 )

ol 20 2 07 (W (22 )

Y por tanto,

(5wl 2 Now (L) v(5ll) > Noo (222 ),
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lo cual implica que

oG luel) ¥l

> (Np)*.
(7225 lull) ¥ (2551w )

Asi, si llamamos py = fgﬁﬂukﬂ Yy %= TE%HU;‘H, esta 1ltima expresion se puede
escribir como (2 ) D(B)
= 2y,
EE 2L > (o), (2:26)
d(px)  Y(ve)

donde N fue escogido arbitrariamente grande, y por lo tanto

].1’?1) sup inz;) =00 o h’x:: sup wi}fs‘;) = )



CAPITULO 3
FORMULACION ABSTRACTA

3.1 Construccién del operador en L'(0,1) x L*(0,1)

Consideremos las funciones h,ﬂ}; € L'(0,1), y el sistema:

—(6)) = @), - @) =[kht), te(1)
(u(0)) = 416(w(0)),  n(v(0)) = Ban(v'(0)) (3.1)
0(u(1)) = =6:6(u'(1)),  m(v(1)) = —dan(2'(1)),

donde 8;,6; > 0 parai=1,2.

Probaremos que el sistema (3.1) es equivalente a una ecuacién abstracta.

Sea (u,v) una solucién del sistema (3.1). Integrando ambas ecuaciones sobre el
intervalo (0,1), obtenemos

o) = s(©) - [ Inldr v oo O) - [ o
luego .
w@ =07 (o) - [ Iniar) (3.2
Y
v =v (v0) - [ Bnier). (3.3
integrando nuevamente ambas ecuaciones, ahora sobre el intervalo (¢, 1) obtenemos
) =u) - [ 67 (o) - [ Inrlar ) as (3.4)
¥ 1 s _
v(t) = v(1) —[ P (w(u (0)) —j; |h(7')|d1') ds. (3.5)

16
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Si llamamos 7 := ¢(u/'(0)) y 7 := 9(v'(0)), usando las condiciones de borde en t = 1,
obtenemos que

u(l) = =071 (00(w/(1)) v o(1) = -7 (&n(v'(1))),

donde v/(1) y v'(1) se obtienen de (3.2) y (3.3) respectivamente, es decir:

W(1) = ¢ (r—f Ih(r Idr) y (1) (r—f IA(r) |df)

Asi, si definimos las funciones «; : R =+ R, i = 1,2, como:

n(s) = 071(0:0(¢7(s))) ¥ e(s) =" (Gm(¥7(s))) (3.6)

Las ecuaciones (3.4) y (3.5), pueden expresarse como

u(t) = —m (r— fo 1|h(7’)|d'r) - [ 14,-1 (’r— fo | |h(‘r)|d1') ds (3.7)
v(t) = =7 (F— /0 1 |’f§(-.r)|df) - l 1 P (F— fo | |7L(T)|d¢) ds. (3.8)

Notamos que para §; > 0,7 = 1, 2, las funciones 7, y 2, son homeomorfismos impares
y crecientes, si 4; = 0 entonces v, = 0 y del mismo modo, si d; = 0, entonces ~ = 0.
Por otra parte, de las condiciones de borde en ¢ = 0, se obtienen las siguientes
expresiones para u(0) y v(0):

u(0) = 671 (B6(w'(0)) ¥ v(0)=n""(Bn(v'(0))),

donde, v/(0) y v'(0) se obtienen de la definicién de r y 7 respectivamente, es decir

u'(0) = ¢71(r) y v'(0) = ~1(7).
De esta forma,
uw(0) = m(r) y v(0) = pa(7),
donde las funciones y; : R — R, para ¢ = 1, 2, estdn dadas por
pi(s) = 071(810(¢7'(s))) v pals) ==n"(Ban(v'(5))).

Para 8; > 0 (i = 1, 2), ambas funciones son homeomorfismos impares y crecientes, si
B; =0, entonces y; =0 parai=1,2.
Asi, evaluando (3.7) y (3.8) en ¢ = 0, obtenemos

2l -+ (T—_/: |h(r)[d7) +/0I ot (r-f:m(r)uf) =
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@)+ (7~ [ Folar) + [ (7 [ eiar) ds=o

es decir, r y 7 deben satisfacer las ecuaciones Gi(r,h) = 0 y Ga(7, h) =0
respectivamente, donde G, : R x L1(0,1) — R, (i = 1,2) se definen como:

Gulr ) = wileS 4 (r - [D 1 'h('r)|d’r) + '[0 Ve ('r - /0 | Qh(r)ld'r) s (3.9)

GalF ) = 1a(P) + 7 (F~ /O 1 |E(¢)|df) + /0 e (F— /0 ) |?1(T)|df) ds. (3.10)

\7

Notamos que para b € L1(0,1) y k € L'(0,1) fijas, G; y G2 son funciones estricta-
mente crecientes de r y 7 respectivamente, que tienden a —oo cuando r o 7 tienden
a —o0, y a +00, cuando r o 7 tienden a +oo. Asi, dadas h € L'(0,1) y h € L*(0,1)
existe un tnico r = x;(h) tal que Gi(r,h) = 0, y un vnico 7 = x2(h) tal que
Ga(7, k) = 0. Por lo tanto, si u y v satisfacen (3.7) y (3.8) respectivamente, entonces
(u,v) es la inica solucién del sistema (3.1).

Proposicién 3.1. Las funciones G; : Rx L'(0,1) 5 Ry x; : L0,1) - R, (i=1,2)
son continuas.

Demostraciéon. Probamos solo la continuidad de Gy, pues la continuidad de G, se
demuestra de la misma manera.

Scanr, - renRy h, = hen L}(0,1).

Como g, es una funcién continua, se tiene que p(ry) — p1(r) en R.

Por otra parte

[ s = [ nsas

cuando n — oo, por lo tanto

< f (Bl = A=l = hlaal  (B.ID)
0

/ [hn(s)|ds — f |h(s)|ds uniformemente para T € [0, 1], cuando n — oo.
0 0

(3.12)
Asi

b

(rn - fo | lhn('r)]df) o (r— fo ) Ih(r)ldr) uniformemente en [0,1],  (3.13)
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y entonces, por la continuidad de ¢+

¢! (rn — f | lhn('r)|d'r) — ¢! (T — / s lh(7)|d7) uniformemente en [0, 1].
0 0

(3.14)
Ahora. como

/ ()l ~ / () ldr

se tiene que

< ||hn — hllzr = 0 cuando n — oo, (3.15)

[ i > [ hieyar

y entonces, gracias a la continuidad de =,

w (- [ 1 lar) > (7= [ 1 lar).

Por lo tanto G1(ry, hy) = G1(r, h) en R, es decir G, es continua.
Para probar que x; es una funcién continua (la demostracién de la continuidad de

X2 es andloga), suponemos que h, — h en L'(0,1) y que 1y = x1(hn)-
Para cada n € N, r, satisface G(rp, hn) = 0 es decir,

G (i) = () + (7 = [ 1 i)+ [ g (7o [ ihn(rlar ) ds =0

donde, de (3.7) se obtiene que

" ( - f l |hn(r)|dr) = —u(1),

y —u(1) <€ 0 como consecuencia de la Proposicién 2.1, por lo tanto,

(- [ n(rldr) <0

luego, como 7, es una funcién impar y creciente, necesariamente se tiene que

1
o f |a(7)|dr <0,
o
v entonces

1
i o / ) = (Bl
0
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Por lo tanto, {r,} es una sucesién acotada en R, luego cualquier subsucesion,
digamos {ry,,}, de ella contiene una subsucesién {ry } que converge a algin 7o
en R. Asf, como Gi(rp,,hn) = 0 y Gy es continua en R x LY0,1), se tiene que
G1(rny, hny) =+ Ga(ro, h) = 0 cuando nj, — oo, de donde r, = x(hy) = o =x(h), ¥y
por lo tanto x es continua. O

Ahora, definiendo 77 : L*(0,1) — C[0, 1] como
1 1 8
Tih)E) = —n (xl(h) - | 1h(¢)|dT) - [ . (xl(h) - /0 |h(rnd'r) ds (3.16)

y T2 : L}(0,1) — CJ0, 1] como

() (1) == (m’ﬁ) - 1 niar) - [ Tyt (XQ(E) -[ lﬁ('r)!dﬂ') ds,
(3.

se tiene que la dnica solucién de (3.1), satisface la ecuacion

17)

(u,v) = T(h, h), (3.18)
donde T(h, ) := (Ti(h), To(h)).

3.2 Extendiendo el operador a C[0,1] x C[0, 1]

Proposicién 3.2. El operador T es continuo y cada una de sus componentes
transforma conjuntos acotados de L'(0,1) en conjuntos relativamente compactos de
C|0,1], y por lo tanto T es un operador completamente continuo.

Demostracion. Demostramos solo la continuidad de la primera componente de 7T,
pues para probar la continuidad de 73, se argumenta de la misma manecra.

Sean, {h,} una sucesién de funciones en L'(0,1) y h € L'(0,1), tales que h, — h en
L'(0,1). De (3.15), se tiene que

/Olh,,('r)ld'r%‘/o |h(7)|dr, cuandon — oo, (3.19)

y gracias a que x; es una funcién continua se tiene que x(h,) — x(h), luego por la
continuidad de =,

o (xat) = [ (ol ) = (a0 - [(0iar)  (20)
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cuando n — 00.
Por otra parte, de (3.12) y (3.13), con r, = x1(hn) ¥y 7 = xa(h), y gracias a la
continuidad de ¢~', se tiene que

o (xl(hn) -[ |hn(r)|df) 67 (- [ |h(~r)|dr) (3:21)

uniformemente en [0,1], luego Ti(hy,)(t) — Ti(h)(t) uniformemente para todo
t € [0,1] cuando n — oo, y por lo tanto 7; es continuo.

Consideremos ahora {hn} y {hn} sucesiones acotadas en L'(0,1) y sea M > 0 tal
que N
lhallzrony My |Ballzro1) £ M para todo n € N. (3.22)

Notamos que al ser {h,} acotada y xi : L'(0,1) — R continua, entonces xi(hn)
es también acotada en R, es decir existe una constante positiva mg, tal que
[x(hn)| < myg, para todo n € N. Asi

(k)] < |~ (xl(hn) - 1 Ihn(f)ld'r) - [ ' (xl(hn) -/ 3 |hn(r)|dfr) ds

o (= + [ o)+ [ 67 (<) + [ hatriar) @
< I imal) + [ e ( | |hn(r)!d~r) ds

< I (1all) + f 6 ([Ihall) ds

< Iy (Rl + |7 (J1Ra]l)] (1 —2)
< (M) + |67 (M) (1 -t),

IA

luego,

[Ti(hn)ll = sup [Ti(ha)(t)] < sup |y (M)|+ sup |¢7! (M) (1 —t)] <m (M).
te(0,1] te(0,1] t€[0,1]

(3.23)
Por lo tanto, la sucesién {7;(h,)} es uniformemente acotada. De la misma forma se
prueba que para todon € N

[72(hn)|| = p |T2(ha) )] < 72 (M) . (3.24)

Asf, las sucesiones {T;(hn)} v {T2(hn)} son uniformemente acotadas en cl0,1], y
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ademas

77001 = |67 (xa0) = [ Baldr) 467 (xalh) = [ i)
- o (—at+ [ 1 ildr ) =67 (=xath) + [ Iha(r)ir )
¢ 1(f |ha(7) IdT) - (/ (T |d7‘)
<|s ( f [ r)ldr) |¢- ( / [halr tdr)

<2[o7" (Ihall)] < 2[¢7" (M)

INA

de donde
175 (Ra)ll < 2|67 (M), (3.25)

y analogamente se demuestra que
173 (ha)ll < 2|91 (M) (3.26)

Es decir, {Ti(hn)} ¥ {’E(En)} son familias de operadores continuos de derivada
acotada y por lo tanto equicontinuas, luego por el Teorema de Arzela-Ascoli existen
subsucesiones convergentes de {7y(h,)} v {72(h,)}, de donde se concluye que 7
transforma conjuntos acotados de {(L'(0,1))? en conjuntos relativamente compactos
de (C[0,1])? y entonces es un operador completamente continuo.

a
Ahora, reescribimos el problema (1.11) como:
(@(u))' + f@, o)) =0, ($()) +g(t, [u(®)]) =0, te(0,1)
0(u(0)) = B16('(0)),  n(v(0)) = Ban(v'(0)) (3.27)
B(u(D) = —60((1),  n(v(1) = —En( (D), i 20,6 =1,2),
y consideramos F : C[0,1] = C[0,1] y G : C[0, 1] — C[0, 1] definidos como

F)t) = f(t @) v G(u)(t) =gt |u®)])

los operadores de Nemitsky asociados a f y g respectivamente, los cuales como es
sabido, transforman conjuntos acotados en conjuntos acotados. A partir de ellos
definimos

Tii=TioF y Ta:=Thog,
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entonces T; : C[0,1] — C[0, 1], para i = 1,2, y estdn dadas por

7360 = = (O = [ 16r o)

. . (3.28)
- [ o (xl(f(-, w()) - f i, lv('r)l)d'r) ds
Tyl =— (X2(g(-, O - [ otr lu(r)ndf)
i 0 , (3.29)
- [ v (xﬁ(g(-, O - [ o |u(r)1)df) e
Finalmente, definimos 7" : (C[0, 1])? — (C[0, 1])? como
T(u,0) = (T3(v), T(w)), (3.30)

de esta manera T es un operador completamente continuo, y encontrar soluciones
del sistema (3.27), es equivalente a encontrar soluciones del problema de punto fijo

(u,v) = T(u,v), (3.31)
o equivalentemente, soluciones del sistema

u="T(v), v="T(u). (3.32)



CApPiTULO 4
RESULTADOS PRINCIPALES

4.1 Teorema 1.1
Proposicién 4.1. Supongamos que
fo(t) = go(t) = 0  uniformemente para todo t € [0,1], (4.1)

y que las funciones ¢ y 1 satisfacen

g 209) )
R e 70 Y R

Si 6; > 1, para 1 = 1,2, suponemos ademds que para cada par de sucesiones {sy} ¥
{rx} tales que s — 0 y ry, — 0 cuando k — oo, se tiene que

>0 pare todo0 <7 <1. (4.2)

lim B(Tk'sk) — lim 77("'"lc5k) _

k—o00 B(Sk) k—roc ‘I](sk) o

(4.3)

Entonces existe pg > 0 suficientemente chico, de manera que la tinica solucidn de
(u,v) = T(u,v) en B(0,p), la bola abierta con centro en 0 y radio p en (C[0,1])?,
0 < p < ), es (u,v) = (0,0) y por lo tanto el grado de Leray-Schauder
deg, (I — T, B(0, p),0) estd definido para todo 0 < p < py fijo, y

degLS(I - TaB(O: p)s 0) =L (44)
Demostracion. Consideremos la familia de problemas
(u,v) = AT'(u,v), donde A€ [0,1], (4.5)

y supongamos que existen sucesiones {(ux,vi)} en (C[0,1])% y {A} en [0,1] tales
que
(uk, i) = NeT (wk, i),

24
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con [[(ue, 00)]| = lluell+ el = prs P& > 03 px — 0 cuando k —» oo, entonces de
(3.28), (3.29), (4.5) y gracias a que x1(f(-, [vx(*)[)) > 0, se tiene que

w® =3 [~ (a7 D) = [ 16 )
- [ (U - [ e lutrar ) ds
= ¢ [ (st + [ S e )
+ [ o (sattm+ [ 1t looar ) as

< ([ 't w(r)ar ) + [ ¢ ([ strtontrar ) as
< ([ 1 laoar) + [0 (] s u(r))ar ) d
<o ([ smtwtonar) 467 ( 1)),

por lo tanto,

wl®) < ([ s wtrar) +67 ( Slaear), @

v andlogamente,

@ < ([ ot e ) +97 ([ o ntripar) . @

Ahora, consideremos una sucesién de términos positivos {;} tal que ¢, — 0 cuando
k — o0, como f y g son sublineales en 0 y las sucesiones {ux} y {v,} tienden a cero
cuando k — oo, existen kj, ks € N tales que

f@, Jue(t)]) < exp(|u(t)]) para todo k >k y t € [0,1]
v
9(t, lur(t)]) < exd(|un(t)|) paratodo k >k, yt €[0,1],

sea kg = max{ky, ko }, asi
F@, k()] < extb(lue(t)]) < extb((lvel)
g(t, lur(t)]) < exo(lur(t)]) < ed(fluxl)
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para todo k > ko y t € [0, 1], entonces, de (4.6) y (4.7), se tiene que para todo k > kg
y t€[0,1],
lluell < m (Extollvel)) + &7 (exp(lloxl])

Yy
llvell < 72 (exd(lluel)) + o7 (exo(flul) ,
luego,
1 < dlewllusll) | 67 (ew(lluell) (4.8)
- [ e
y
| < Dz (exd(lull)) P (exdllusll)) (4.9)
- llwkll llvell ’
definiendo 7 = &mw y op = v (Elrj(dluk“)), para cada k € N,
(4.36) y (4.9) pueden exprgsarse €oImo *
) < 2 E(lul)) | - (4.10)
- [l
y
1< JoEnT el G + oy, (4.11)

vl
donde 7 y o tienden a cero cuando k — 00, pues de lo contrario existirian
subsucesiones de {7} v {0k}, las que nombraremos igual, tales que para todo k € N,
Tk > €1 Y O > cp, donde 0 < ¢; < 1,4 =1,2. Asi, si ¢g = min{cy, ¢z}, se tendria que
OD<e<1 y

G 1) SO e G (M)

> ¢y paratodo k€N,

[l vkl
o ___¢(Co||uk||) <Ep ¥ —-—-—-——McﬂHka) <egp paratodo keN
P(|lwell) (||l "
luego

dlecolluxll) Ylcollvel))
o(lluxll) — L(llvkl)

lo que contradice (4.2). Por lo tanto no existen subsucesiones de 7 y o tales que

Tk > g ¥V Or > ¢ para ¢y > 0 es decir, ambas sucesiones tienden a cero cuando
k — oa.

Ahora, de la definicién de 7, y oy, se tiene que

d(rellurll) = exvo(lloell) v ¥lowllvell) = exd(lluxl),

<ei paratodo k€N,
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de donde (4.10) y (4.11) pueden expresarse como:

n(@(melluel)) . v 1< Y2 (¥ (okllvel]))
[l ‘ - (]

y usando la definicién de y; y 72, obtenemos:

61 (8:0(7i||uxl]))
[|ure |

" (San(a|vell)
[l
luego, como Ty y oy tienden a cero cuando k — oo, existen 0 < m; < 1y 0 <my < 1,
tales que para k suficientemente grande 7, +my < 1y o +ma < 1, respectivamente.

Asi, para k grande, se tiene que

1£ +0k1

1<

+Tk

1< + ok,

=] -1
. 01 (610 (7|l |])) . (dan(owllvell))
[l || vkl
de donde,
O(nlluel) 1 noxllvell) o 1

Olmallul) = & 7 n(mallel) = &
Definiendo s, = my||luk|| y Sk = mallvkl|, se obtienen las desigualdades
1 O(7%-sk) g 1 n(ZE5k)
0~ O(sk) d2 = n(Sk)

y para k suficientemente grande, se tiene que 7 < m,, luego ;Es; < s y entonces
O(7%-s) < O(sk), de donde

(4.12)

0(3%sk) (F23k)
—M__~ <1 v analogamente, 72 <1,
0(s1) Y n(se)

luego, si 6; < 1, (z = 1,2), las dltimas desigualdades contradicen (4.12), y por lo
tanto también la existencia de sucesiones {(ug,vx)} ¥ {Ax} con ||(ug,ve)|| — 0, que
satisfagan (4.5).

Ahora, si 6; > 1 para i = 1,2, de (4.12) obtenemos que

0(Zsi) _ 1 n(%5) 1
m —TL2 >y B
k—o0 G(Sk) & k—rco T](Sk) 0y

lo que contradice (4.3). Por lo tanto, existe py > 0 chico, tal que si (u,v) € B(0, po)
satisface (4.5), entonces necesariamente (u,v) = (0,0). Esto, en particular implica
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que para todo 0 < p < po, 0 ¢ (I — AT)(8B(0, p) x [0,1]). Luego, el grado de
Leray-Schauder deg; (I — AT, B(0, p), 0) est4 definido para todo 0 < p < po y por la
propiedad de invariancia bajo homotopias, este no depende de A, es decir

1 = degy5(I, B(0, p),0) = deg;s(I — T, B(0,p),0) para todo 0. < p < pu.

Por lo tanto, la tnica solucién de (3.31) en B(0, p), la bola abierta con centro en cero
y radio p, en (C[0,1])? es (u,v) = (0,0), ¥

deg;s(I — T, B(0,p),0) =1 para todo 0 < p < py.

Proposicién 4.2. Consideremos el problema

(S()) + f(t, lw@))) + M =0, (@) +g(t,u)]) =0, te(01)
(Py) 8(u(0)) = A6/ (0)),  n(v(0)) = Ban(v'(0)) (4.13)
0(u(1)) = —6:0(u'(1),  n(v(l)) = =dn(v'(1)),
donde M > 0, B:,6; > 0,1 = 1,2, las funciones ¢ y ¥ satisfacen las condiciones (H,),
f y g las condiciones (Hy) y (2.7). Si ademds ¢ y ¥ satisfacen que

imsup 275 < oo, e sup 75

entonces existe My > 0 tal que para todo M > My, el problema (4.13) no tiene
soluciones.

< oo para todo T >1, (4.14)

Demostracién. Supongamos que existe una sucesion { M} tal que My — o0 cuando
k — 0o, y para cada k € N sea {(ug, vx)} la correspondiente solucién del problema
(Pp,), es decir del problema (Par) con M = M. Asi, {(ux, vi)} satisface el problema

(B()) + F(t, o)) + M =0, (¥(v)) +g(t [u(t))) =0, t€(0,1)
(Pa,) 6(u(0)) = B6(w'(0)),  n(v(0)) = Ban(v'(0))
B(u(1)) = —6:6(w'(1)),  n(v(1)) = —dn(v'(1)),
entonces uy satisface también el problema
—(p(uy)) = M, te€(0,1)
B(uk(0)) = B10(u;(0)), O(uk(1)) = —6:8(ui(1)), B1,01 20,
luego por la Proposicién 2.1, uk(t) > 0 paratodot € (0,1) y existe un tinico tx € (0,1)

tal que ul(tx) = 0 con ug(te) = |Juall-
Supongamos que {tz} tiene una subsucesién contenida en (0,1/2] a la que

(4.15)
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nombraremos igual, {t;}, es decir consideraremos los términos de la sucesién tales
que 0 < t; < 3 para todo k € N.

Sea p € (0,1/4) un ntmero fijo. Integrando la desigualdad en (4.15), sobre [t, ] con
t € (t, 1), se obtiene

—p(up(t)) = Mi(t — ),
de donde,
—up(t) > ¢ (My(t — te)) .

Asf, integrando ahora sobre [t,1 — p/4], con t € [3,1 — £], obtenemos:

1-p/4
wt) 2w =5+ [ 67 (Mlr ) dr

1-p/4
> u(1-5) +/t ¢! [Mk (f . %)] dr
1-p/4 iy ‘ 1
> [ ll:ﬂffk (t—i)]d'r,

por lo tanto, para todo t € [1/2,1 — p/4], se tiene que

we(t) > ¢! [Mk (t _ -;-)] (1 — g - t) , (4.16)

entonces para t € [3+ £,1— £], se cumple que t — 12p/2y1—-p/d—t > p/4, luego
de (4.16) se obtiene que

we(t) > §¢" (ng) para todo ¢ € [% + 218

2 2
asi,
lu(t)]| > zlp— ”d)"l (ng)” — o0 cuando k — oo,
y entonces ||(ug, vk)|| = |Juk|| + ||vk]| = o0, cuando k — oo, luego por la Proposicién

2.4, existe 7 > 1 tal que

¢(7s) Y(7s)

l{m sup =00 y limsup =00

8—00 ¢(5) 500 w(s) ,

lo que contradice (4.14). Por lo tanto no puede existir una subsucesién de {t;}
completamente contenida en (0,1/2], es decir, £ > 1/2 para todo k € N.
Ahora, mediante el cambio de variable t = 1 — s, se tiene que

fls,z) = f(l—s,z), w(t)=v(l—3)=Tk(s), ¥y u(t)=u(l—s)="1ux(s),
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de donde %, satisface el problema

—((W(s))) = f(s, [e(s)]), s€(0,1)
0(ix(0)) = 6:0(w.(0)), O(ur(1)) = —A10(w(1)),

donde ’ denota ahora la derivada con respecto a s. De 0 = uj(tx) = —u)(sk) con
sk =1—te y tx € (3,1), se obtiene que s € (0,3). Y entonces, como My — o0,
mediante el mismo argumento anterior, obtenemos que {s;} no puede tener una
subsucesién contenida en (0, 1/2). Es decir {¢; } tampoco puede tener una subsucesién
contenida en (1/2,1).

De lo anterior se concluye que no existe una sucesién { M} que tienda a infinito
cuando k — oo, tal que para cada k € N exista una solucién del problema (P, ),
lo cual implica que existe una constante My > 0 tal que el problema (Py) no tiene
solucién para ningiin M > M,.

O
Consideremos ahora la familia de problemas
(p(u)) + £t lw(@®)]) + uM =0, () + g(t, |u(t)]) =0, t€(0,1)
8(u(0)) = £i6(w'(0)),  n(v(0)) = Ban(v'(0)) (4.17)
0(u(1)) = —610(u'(1)),  n(v(1)) = —dan(v'(1)),
donde p € [0,1] y M > Mj es una constante fija.

Proposicién 4.3. Si en el problema (4.17), ¢ y 1 satisfacen la hipdtesis (4.14) y
f v g satisfacen (2.7). Entonces las soluciones de (4.17) son a-priori acotadas, es
decir existe una constante positiva Ry tal que si (u,u,v) satisface (4.17), entonces

[[(u, )| = [full + |lvll < Ro, (4.18)
y ademds se cumple que
deg;s(I — T, B(0, R),0) =0, (4.19)
para algin R > Ry, donde, como antes, B(0, R) = B(0, R) x B(0, R) C (C[0,1])2.

Demostracion. Supongamos que existe una sucesion {(pg, ug, vk)}, con u € [0,1),
uk € C[0,1] y vx € C[0,1] de soluciones de (4.17) con

| (ux, &) || = llugll + llokl] = o0 cuandok — oo. (4.20)

Como (g, uk, vg) satisface también el problema

(@) + (&, (@) 2, (D)) + gt [u®))) =0, £€(0,1)
0(u(0)) = Bif(w'(0)),  n(v(0)) = Ban(x'(0))
B(u(1)) = =6:0(u'(1)),  n(v(1)) = —dn(v'(1)),
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nos encontramos en la situacién de la Proposicién 2.4, luego por esta proposicién y
(4.20), se tiene que (2.14) se cumple, contradiciendo (4.14), y entonces existe Ry > 0
tal que se satisface (4.18), de donde también se tiene (4.19). O

Definicién 4.1. Sea S : [0,1] x C[0,1] x C[0,1] — C[0,1] x C[0, 1] el operador dado
por N

S(p,u,v) :=(Ty o F,Ta0G), (4.21)
donde, F se define como F(v)(t) = f(t, [v(t)]) + puMo, t € [0,1], p € [0,1] v tal como
en el capitulo 3, G(u)(t) = g(t, |u(t)]).

Asi definido, S es un operador completamente continuo y S(0,-,-) =T.

Por (4.18), el grado deg;q(I — S(u,-, ), B(0, R),0) estd definido para todo R >
méx{M, Ry} y, por la continuidad del grado de Leray-Schauder con respecto a la
funcién, es constante para todo p € [0, 1], entonces

dEgLS(I - T.- B(Oa R)r O) = degLS(I = S(Ov £ '),B(O, R) 0)
= degLS(I - S(]': E ) B(Ov R} 0) =0,

donde el 1ltimo grado es igual a cero gracias a la Proposicién 4.3.
Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 1.1.

Demostracidon del Teorema 1.1. El problema (1.11) fue expresado en capitulo 3, de
manera equivalente como el problema de punto fijo

(u,v) = T(u,v), (4.22)
por la Proposicién 4.18, existe R > 0 tal que
deg; (I —T,B(0,R),0) =0 (4.23)
y por (4.4) en la Proposicién 4.1, existe 0 < p < R tal que

dEgLS(I = T, B(O p): 0) == 1: (424)
luego por definicién de grado se tiene que deg; o(1 — T, B(0, R) \ B(0, p), 0) # 0. Esto
implica que (4.22) tiene un punto fijo (u,v), con p < ||(u,v)|| < R, el cual por los
argumentos previos, es una solucién positiva del problema (1.11), es decir satisface
que u(t) > 0y v(t) > 0 para todo t € (0,1). O
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4.2 Teorema 1.2

Proposicion 4.4. Supongamos que
foo(t) = goo(t) = 0 uniformemente con respecto a t € [0, 1], (4.25)

yquepara0 <7 <1,

) . P(Ts)
: 4.2
llg}gf 9(5) >0 y 11:1_1}101.# () >0 (4.26)
Si ademds en el problema (1.11), &; > 1, i = 1,2 suponemos también que para cada
par de sucestones {sx} y {rx} tales que sy — oo y r, — 0 cuando k — oo, se cumple
que

. O(resg) ., nlresg)
lim = lim ———= =0. 4.27
k—oo G(Sk) k—oco T](Sk) ( )

Entonces existe Ry > 0 tal que si (u,v) € (C[0,1])? es una solucién de (u,v) =
AT(u,v) para algin A € [0,1] y T definido en (3.30), se tiene que |(u,v)|| =
llull+]|v|| € Ro, y en consecuencia el grado de Leray-Schauder deg; (1T, B(0, R),0)
estd definido para todo R > Ry, y

Demostracién. Supongamos que existen sucesiones {(ug,vi)} en (C[0,1])* y A\x €
[0, 1] tales que

(uk, vi) = AT (ug, vi) con || (ux, vy) || — co. (4.29)
Notamos que si ||(ug,vg)|| — oo entonces al menos una de las sucesiones {uz} o
{ve}, contiene una subsucesién {u;} o {v;} respectivamente, tal que |lu;|| — oc o
|lv;]| = oo, cuando k — oo segin corresponda. Supongamos que |Jug|| — 0o cuando
k — oo. De (4.25) se tiene que si {;} es una sucesién de nfimeros positivos tal que
2¢; < 1 con g5 — 0 cuando j — oo, entonces para cada j € N existen constantes
positivas C; y 6’3 tales que

F o) < ep(u () +C; vy glt, |ui(8)]) < e50(u;(8)) + C; (4.30)
para todo t € [0, 1], asi

/ﬂ Frloy(0)) <5 / YoM + G <l + Gy (431)

por otra parte, de (4.6) en la pagina 25, se tiene que

woy < ([ e uar ) +o7 (| e, ), 42
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de esta forma, combinando (4.31) y (4.32), se tiene que
us(t) < 1 (gl )l + Cy) + 67" (esllb(w)ll + Cy),

entonces

llusll = us(t5) < m (5l sl + Cs) + 67 (g5l ()l + C)
donde t; € [0, 1] es el tinico punto tal que %'(t;) = 0 con ||u;|| = u;(t;), luego como
||lu]| = oo, necesariamente ||v;]| — oo. Por lo tanto, si ||(uk,vk)|| — oo entonces
existen subsucesiones de ||ug|| y ||vk|| tales que

lujl =00 y |lvll = 00 cuando k — oo, (4.33)

y entonces existen subsucesiones {u;} y {v;} tales que para cada i € N,
so(lul) > Gy e(lull) = Ci,
asi, de (4.30) se tiene que
1 1
| rntoar e [ wtaedr +€; < i) +0; < 22l (430
¥
1 1 . -
./o g(7, Jui())dr < Ee‘/ﬂ P(ui(1))dr + C; < eid(|[will) + C; < 2ei(||uall), (4.35)

reemplazando en (4.6) y (4.7) respectivamente, se obtienen

wi(t) < 1 2e(luil))) + ¢ (2e(flui)

¥
vi(t) < m(2e(l|uill)) + 97 (2e8(|wll),
de donde
| mewliul) 67 e o) -
- il o | '
¥
| < me(lul)) 97 @ed(ul) (w37
- [l lJoill ’ '
asf, usando la definicién de v, ¥ 72, (4.36) y (4.37) se pueden expresar como
i« 9"‘(519(¢“|‘|fiﬂb(llwll)))) o (4.38)
J
| < T G ed () | (4.39)

- [lvsl|
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donde
o @eap(lul)) v 2ed(lul)

‘ [l ' (i ’

luego, de (4.38) y (4.39) y usando la definicién de 7; y o0, obtenemos

-1 isi =1 v
f (51IT(leIHU.||)) +n21 n (52&7[”%“)) depy 3 1, (4.40)
U 1

Notamos que 7; < 1y g; < 1, pues de lo contrario se tendria que para cada i € N
1 < 4¢2, lo cual no es posible ya que g; — 0 cuando # — oo, por lo que en (4.40), se
obtiene de inmediato una contradiccién para 6; = 0, (z = 1,2). Asumimos entonces
que &; > 0 para i=1,2.

Supongamos que existen constantes positivas ¢; y cg, tales que para j suficientemente
grande, 7; > ¢; y 0; > ¢p. Sea ¢g = max{cy, ¢z}, de esta forma, 7, > ¢y y 0; > cp, es

decir
e (0 ) R T (1)
T sl

(eolll) leolfil) _
¢(llwall) (i) '
lo que contradice (2.4). Por lo tanto 7; — 0 y o; — 0 cuando ¢ — oo, y entonces
existen constantes 0 < m; < 1y 0 < my < 1 tales que para ¢ suficientemente grande,
Ti+mi <1y o;+me <1, respectivamente. Asi, se tiene que

0= (8:0(7il|wil))) = 7 ™" (8zn(ailluill))

=

de donde

Al = o]l =
luego,

O(rllwl) ot mlodul) | 1

omiluwl) = & 7 n(mallud) T &

donde, haciendo s; = my ||u;|| ¥y i = mal|v]|, se obtienen

OGms) L 1 n(w®) | 1
0(si) — & n(&) T o

Notamos que para i grande, 7; < my ¥ 0; < mg, luego,

0(Zs:) n(Z%)
—=—=<1 —72 - <1,
ey Y e
asi,
1 0(Zs) 1 n(&3)
M g B i L <1
5o sy - Y & nG) S
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lo cual, si §; < 1 para i = 1,2, constituye una contradiccién. Ahora, si §; > 1,
obtenemos que

JESL 1 215
lim (m’l ) >— y lim n(mf, > .1_,
imoo 6(s;) 0y imoo  7(5;) 02
lo que contradice (4.27), y por lo tanto se concluye que existe Ry tal que para cada
(u,v) solucién de (u,v) = AT (u,v), con A € [0, 1], se satisface que

[|(w, )|l < Ro, (4.41)

luego, de (4.41) se tiene que para todo R > Rp, la familia de ecuaciones

(u,v) = AT(u,v), (4.42)

no tiene soluciones en la frontera de B(0,R) C (C[0,1])® y entonces deg;¢(] —
AT, B(0, R),0) est4 definido para todo R > Ry y por la invariancia bajo homotopias
del grado de Leray-Schauder, este es independiente de A € [0,1] y por lo tanto,

deg; (I — T,B(0, R),0) = deg;5(I, B(0, R),0) = 1. (4.43)
O

Proposicién 4.5. Si f y g son dos funciones tales que
Jo(t) = go(t) = 00 uniformemente con respecto a t € [0, 1], (4.44)

y para todo T > 1,

lim sup Wra) <oo y limsup m

so0 O(8) s—0 P(s)

entonces existe py > 0 tal que para algin M > 0, el problema (Py) enunciado en la
pdgina 28 , no tiene soluciones en la bola cerrada B(0, py) € (C[0,1])%.

< o0, (4.45)

Demostracién. Supongamos que existen sucesiones { My} y {(ug,ve)} C (C[0,1])?%,
tal que para cada k, (ux,vi) es solucién del problema (Pys) con M = My, y uy — 0,
vk — 0, cuando k& — oo, es decir para cada k, u;, satisface el problema

—(p(ur(t)) = My >0, —((vi(t))) = g(t, lux(t)]) 20, te€(0,1)
B(ux(0)) = B10(ur(0)), n(vk(0)) = Ban(vi(0)) (4.46)
O(uk(1)) = —010(ur(1)), n(ve(1)) = —din(vi(1)),
donde B; > 0y §; > 0, para i = 1,2. De la Proposicién 2.1, se tiene que ug(t) > 0

y ug(t) > 0, para todo ¢ € (0,1), ambas son céncavas en este intervalo y existe un
tnico tx y i tal que u)(tx) = 0 con ||ug|| = ur(te) ¥ vi(re) = 0 con |jv|| = vk(ry),
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respectivamente.
Ahora, [Jug] = 0y |lugl| = 0 cuando k — co, y de (4.44) se sigue que dado N > 0,
existe kp > 1 tal que para todo k > ko,

it loe(®)]) = Nop(ue®)) v 9t lur(t))) 2 No(ux(t))- (4.47)

Al igual que en la demostracién de la Proposicién 2.4 de la pagina 10, podemos
suponer que existen to y 7o tales que (por medio de una subsucesidn) ty — to ¥
ry — 7o cuando k — oo, también de la misma manera se obtiene que 81 fp < ro ¥
to € (0,1) o bien to = 0 con 7o < 1 entonces para 0 < p < To/Ay 0 < p<ip/d
respectivamente, en cada caso, se tiene que

o (Lux()) ¥ (Gue(t)) ;
D) @) = NP

R COAY D) )
(h‘?_félp ) ) (hTESm o | 2P

lo que contradice (4.45). También en el caso en que Lo = 0y 7o = 1, se demuestra
como en (2.26) pagina 15, que para 0 < p < 1/4, pp = rf%-ﬁﬂukl] y v = i—%liﬂkH,
se satisface que

lo cual implica que

HEu) BB
) Bm) =P

de donde se sigue que

s@N [ (a9 2
(l“ifélp 5(5) ) (hTfélp oM

lo cual contradice también (4.45). Por lo tanto se concluye que existe pg > 0 tal que
para algtin M > 0, la bola cerrada B(0, pp) C (€[0,1])2, no contiene soluciones del
problema, (Pys). O

Proposicién 4.6. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 4.5, existe p1 > 0 tal que la

dnica solucién de (3.27) en la bola cerrada B(0, p1) C (C[0, 1))2, es la trivial.

Demostracién. Supongamos que existe una sucesién {(us,va)} de soluciones de
(3.27) con 0 # ||(un,vn)|| = 0, cuando n — 0o, entonces necesariamente ||un|| = 0y
|vn|| = 0, cuando n — oco.

Ya que cada wu, y v, satisfacen el problema

()Y = F(t, loa(®)),  —@(wn(®)) = g(t, [un(D))), t€(0,1)
0(un(0)) = Fr8(u(0)), n(vn(0)) = Ban(v(0))
B(un(1)) = —010(up (1), m(wa(1)) = —Bin(va(1)),
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se tiene que cada u, y vy, es positiva y céncava en (0,1) y por lo tanto el argumento
dado en la demostracién de la Proposicién 4.5, es vélido también en este caso, de
donde se concluye que la tinica solucién de (3.27) en la bola B(0, p1) es la trivial. O

Proposiciéon 4.7. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 4.5, existe pa > 0 tal que
para todo 0 < p < pa,
deg,s(I — T, B(0,p),0) =0, (4.48)

Demostracion. Sea pg es dado por la Proposicién 4.5 para un My > 0 fijo, v
sea p; como en la Proposicién 4.6, escogemos p» = min{pg, p1}. Las dos tltimas
proposiciones, garantizan que no existen soluciones de la familia de ecuaciones

(w,v) = S(p,u,v), p€l0,1] (4.49)

en la frontera de la bola B(0, p), donde 0 < p < p2 y S(p,u,v) es el definido en
(4.21), luego el grado deg;¢(f — S(u, -), B(0, p), 0), esta definido y como consecuencia
de la propiedad de invariancia bajo homotopias del grado de Leray-Schauder, es
independiente de u. Asi, ya que T'= S(0, -), se tiene que para 0 < p < ps,

degLS(I T T1B(Os p)a{]) - degLS(I - 5(01 ),B(Oa p))O)

= degLS(I - S(ls ')7 B(Oa P), 0) =0, (450)

donde el dltimo grado es igual a cero gracias a la Proposicién 4.5, y por lo tanto se
tiene (4.48). O

Demostracion del Teorema 1.2. Por la Proposiciones 4.4 y 4.48, existen numeros
positivos p; v Ry talesque 0 < py < Ry y

degys(I —T,B(0,01),00=0 y degrs(I~T,B0,R),00=1,  (451)
luego, por la propiedad de excision del grado de Leray-Schauder, se tiene que
1= degLS(I - T! B(Oi Rl)': 0) = degLS(I - T'.' B(O! Rl) \ B(OI pl): 0)1 (452)

esto prueba que existe una solucién no trivial del problema (3.27), como cualquier
solucién de (3.27) es positiva en [0, 1], esta es una solucién positiva del problema
(L1 0O



CAPITULO 5
ALGUNOS EJEMPLOS

5.1 Un ejemplo para ¢(s) = ¢(s) = s
Proposicién 5.1. Consideremos el sistema

W (t) 4+ (1 + )|v())* =0, (1) + |u(t)|+/ (1 + t)lu(t) =0

7 ’ 1 v(0 ’
w0 exp(u0)) = O e O, vO T g0 oy
D el (L) _

si las constantes f; > 0 y §; > 1 para i = 1,2, entonces existe al menos una solucion
positiva del problema (5.1).

Demostracién. Notamos que (5.1) es un caso particular del problema (1.11), basta
considerar en este 1iltimo, los homeomorfismos ¢ y ¢ iguales a la identidad, es decir
o(s) = s y ¥(s) = s, las funciones f y g como

ft,8) =1 +8)|s> v glt,s) =|s|v/(1+1)]s], (5.2)

v los homeomorfismos @ y 7 en las condiciones de borde, como

0(s) = sexp(|s]) y n(s) =s(1+|s]), (5-3)

los cuales satisfacen la condicién (H;). al igual que los homeomorfismos ¢ y 9 y las
funciones f y g, satisfacen la condicién (Hz). Ademaés, para todo t € [0, 1],

folt) = lm(1+)ls| =0 foo(t)=slirgo(1+t)|8|=oo (5.0

ao(t) = lim VITF DR =0y goolt) = lim /T ¥ ]3] = (5.5)

38
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Por otra parte, para cada par de sucesiones {ry} y {si} tales que ry = 0y s — 0,
cuando k — oo, se tiene que

. O(rese) |, _
Jim =y = Mmrkexp (= skl - i) =0 (3:6)
’ 1
i 20 _ g, T Inesel) (5.7)

k—oo 7(sg)  k—oe 14 |sgl
Finalmente, los homeomorfismos ¢ y 1, satisfacen trivialmente las condiciones (1.13)
y (1.14), pues para todo 0 < 7 < 1
lim inf --——-—45(7-3) = lim inf ¥lr) =T
F TP B )
v la misma forma, para 7 > 1
lim sup $(rs) = lim sup

§—+00 ¢’(5) §—00 Wz

luego por el Teorema 1.1, existe al menos una solucion (u,v) de (5.1) con u(t) >0y
v(t) > 0 para todo t € (0, 1). O

> 0,

T < 00,

5.2 Un sistema con ¢ y ¥ no homogéneas.

Consideremos ahora el problema

(@) + 1+ @ =0, @)+ +1)u®)u(@)?=0, te(01)
u(0) = B1'(0), v(0)|v(0)] = B2v/'(0)[v'(0)] (5.8)
u(l1) = —d1u/(1), v(D)o(1)] = =80 (WV'(1)], (8:,6 > 0,i=1,2),

donde los homeomorfismos ¢ y 1 estan dados por
o(s) = slsi™2(log (1 + 1sl)) "y w(s) = sls™ 2, (5.9)
paraa >0,y p; > 1, (i =1,2).

Proposicion 5.2. Sir y g satisfacen

bgoadon p uis mdp; =3 (5.10)
r (p2 — 1) '

o bien
1>; Yy g<a+p —2, (5.11)
T (pp—1)

existe al menos una solucion positiva del problema (5.8).
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Demostracidn. Sean
[t s)=QQ+t)s[" y glt,s)=(1+1)s|s|]®

0(s)=s y nis)=s(ls|+1)
Asf el problema (5.8), es de la forma

(o)) + f(t,v(t) =0,  (W()) +g(,u(t)) =0
B(u(0)) = Bi0(x'(0)),  n(v(0)) = Ban(v'(0))
B(u(1)) = =&8(u(1)),  n(v(1)) = —dan(v(1)).

Supongamos primero que se cumple (5.10), asi

go(t) = ‘111’_133(1 + t)lsiq—pﬁz_a (Eé(_lj%_ls—lj) =0

pues para todo a > 0,

s *
Im|{—————= ] =1
0 (log(l ) T
y por (5.10) se tiene que g —p1 +2—a >0,y

s r—pa+2
iy (0

folt) = =0

5—0 S

ya que por por (5.10), r — pa +2 > 1. Por otra parte

i
2= Il 1) (m) -

r—pz+2
foo(t) = lim ..(.E:t_)ls.L_._ = 00,
§—00 S

ya que gracias a (5.10),

g—p1+2
(2 4

>1 y r—p+2>1

Por lo tanto, para r y ¢ como en (5.10), se tiene que fo(t) = go(t) = O y
Joo(t) = geo(t) = 00, uniformemente para todo t € [0, 1]. Ahora,

Hr9) _ oo (B I))™ ()
B = rlep=2 )

&(s) log(1 + |s) TORALEE (5.12)
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luego, para 0 < 7 < 1, se tiene que

, ¢( 8) P1— -2 w( ) p2—2
lnén_}gxf o) 7|7 >0 y hmlnf o) = T7|7| >0, (5.13)
y para T > 1
l{im sup pire) =7|7*? <00 y lmsup ¥(rs) = 7|7|P*? < c0. (5.14)

s O(S) a0 Y(S)

Por otra parte, si {sg} y {rx} son dos sucesiones de términos positivos, tales que
s — 0y rr — 0 cuando k£ — oo, se tiene que

. O(rese) o, .
kllrrf)lc 0(sx) klﬂgor"_o (8.15)

n(resk) , 12 e 2 =
klim e klg:; |k = IITOSEID(Tk)lTkl = khj& lre]® =0, (5.16)
por lo tanto, por el Teorema 1.1, existe al menos una solucién positiva del problema
(5.8).

Supongamos ahora que se satisface (5.11), entonces para todo ¢ € [0, 1],

t) = lim(1 H | g-p1+2—a L "2
gﬂ() s}g( +f)|‘i| (10g(1+|8l) oo

¢! + t)|s|rP2+2 -
fO(t) - gli"% P = 00,
uniformemente para t € [0,1], pues por (5.11), g —p1+2—a<0yr—p+2> 1.
Ademas,
(1+1¢)
t) = lim =
9ll) = O o (gL o)

1 ¢ r—p2+2
foo(t) = lim 1+ t)ls[F
o
donde p; —2—-q > 0y 7 —py +2 < 1, gracias a (5.11). Asi, se tiene que
fo®) = go(t) = 0 ¥ fx(t) = guol(t) = 0, uniformemente para ¢t € [0,1]. Ahora,
por (5.12), se tiene que para 0 < 7 < 1,

=0,

) . 'LD( s) ol
llﬂglf oG |72 e = 7|r|"2% > 0, (5.17)
y para T > 1
. ¢(rs) _ .\ iz : Y(rs) _ .
llTjélp o Tl <00 ¥y hril_&;‘:;.lp e 7|7[P* 2 < o0 (5.18)
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Finalmente, si {ry} y {sk} son dos sucesiones de niimeros positivos, tales que ry — 0
y s — 00 cuando k — oo, se tiene que

i 0(resk) Y n(TkSk) _
k—oo G(Sk) k—o0 n(sk)

ki

pues de (5.16) se tiene que ambos limites son independientes de sy, satisfaciéndose
asi todas las hipétesis del Teorema 1.2, y por lo tanto existe también en este caso,
al menos una solucién positiva del problema (5.8). O



APENDICE A
FE1L. GRADO DE LERAY-SCHAUDER

A.1Introduccién
El problema de existencia y multiplicidad de soluciones de ecuaciones del tipo
plz)=b, z€D, (A1)

donde tanto la funcién ¢, como su dominio de definicién D dependen del problema
en estudio, a pesar de su aparente simpleza ha sido fundamental en el desarrollo
de diversas dreas de la matematica. La introduccién de herramientas topolégicas al
estudio de este problema durante los siglos XIX y XX dio origen a la teoria del grado
topolégico.

El grado d(¢,,b) representa esencialmente el ndmero de soluciones de la
ecuacién ¢(z) = b en un subconjunto abierto dado Q de X. Aqui¢: Q C X — X
es una funcién continua, b ¢ $(9Q), y X es un espacio topolégico que usualmente
es también un espacio métrico. Ademas en el caso X = C, el grado constituye una
generalizacién del indice o nimero de vueltas de ¢ : @ € C — C si se identifica el
plano complejo C con R2.

Sea

A C{(¢,Q,b): Q C X es abierto y acotado , ¢ : 2 — X es continua, p ¢ ¢(09)}.
Buscamos una funcién d : A — Z que satisfaga las siguientes propiedades:
(Dy) Si X =R", Q es abierto, acotado y si b ¢ ¢(02), entonces
d(I]q,2,b) =1,
donde I denota la funcién identidad de X.

(Dy) Sid(¢,,b) # 0, entonces existe z € 2 tal que ¢p(z) =b .

43
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(D3) Si N =01y sibég ¢(0Q; U0,), entonces

d(qb! Q’l U Qz, b) - d(él!h ) Ql: b) + d(¢|ﬂg) 921 b)

(D4) Si H € C([0,1] x Q,R") es una homotopia tal que b ¢ H(t)(99) para cada
t € [0, 1], entonces
d(H(t),Q,b) = d(H(0),9,b).

(Ds) Sib ¢ ¢(09), entonces
d(qja Qa b) = d(¢ - ba Qﬁo)

De [17], existe una tnica funcién d : A — Z que verifica las propiedades (D) a
(Ds). d se llama grado topoldgico y en dimensién finita es denominado grado de
Brouwer ya que la idea fue desarrollada por Brouwer a principios del siglo XX y en
dimensién infinita es conocido como grado de Leray-Schauder, pues Leray y Schauder
extendieron el grado de Brouwer a espacios de Banach para perturbaciones compactas
de la identidad, es decir para operadores de la forma I — T donde T es un operador
compacto, y se denota por deg; ¢(I — T,9,b).

A.1 Una breve cronologia del grado topolégico

El concepto de grado topoldgico surge como una generalizacién de la teoria del
indice de funciones holomorfas y a pesar de que sus origenes se remontan a las
demostraciones del Teorema Fundamental de Algebra dadas por Gauss, su principal
antecedente se encuentra en el trabajo de Kronecker ( [28], [27], [29], [30]) a fines del
siglo XIX.! Sin embargo la definicién de grado de una funcién continua, en espacios
de dimensién finita, fue dada recién en 1912 por L. E. J Brouwer en [21] y [22].
La construccién del grado hecha por Brouwer fue extendida, un par de décadas
més tarde, a espacios de dimensién infinita para una clase especial de operadores; las
perturbaciones compactas de la identidad, por Jean Leray y Juliusz Schauder? en [32].
El trabajo de Leray y Schauder permitié grandes avances, durante la segunda mitad
del siglo XX, en el estudio de existencia, multiplicidad y bifurcacién de soluciones
de ecuaciones diferenciales no lineales.

En 1951 Nagumo presenta en [35] y [36] un nuevo enfoque para definir el grado
topoldgico utilizando métodos analiticos. Este tratamiento del tema suele llamarse

1Una interesante descripcién, anternada con notas histéricas, de los problemas antiguos
(incluyendo el trabajo de Kronecker) que condujeron al desarrollo de la teoria del grado, se puede
encontrar en [39] y [37].

2Para conocer algunos aspectos histéricos del desarrollo de la teoria del grado de Leray-Schauder,
asi como el alcance de sus aplicaciones en el campo del andlisis no lineal, el lector puede revisar
[33], [34] y la extensa bibliograffa citada por el autor en ambos trabajos.
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enfoque diferencial y es el que utilizaremos en el desdarrollo de este anexo. Finalmente
Amman y Weiss consiguen establecer una caracterizacién axiomatica del grado de
Leray-Schauder en [17].

Desde entonces v a fin de abordar problemas particulares, se han construido
numerosas extensiones del grado de Leray-Schauder, las que por razones de tiempo
y espacio no seran incluidas en este trabajo.

En las siguientes secciones se hara una exposicién lo mds sintética posible de la
construccién del grado de Brouwer, sus propiedades bésicas y su extension a espacios
de dimensién infinita para perturbaciones compactas de la identidad, es decir del
grado de Leray-Schauder.

A.2El grado de Brouwer

A.2 Definicién de grado

Sea Q2 ¢ R™ un conjunto abierto y acotado. Denotaremos por C*(2, R") al espacio
de funciones ¢ : 2 — R" que son k veces diferenciables en ) y cuyas derivadas (de
orden 1,2..., k) pueden ser extendidas continuamente a . Denotaremos la frontera
de Q por 85). Finalmente, llamaremos p(b, A) = ;lélfi dist(b, a), donde dist(a, b) denota

la distancia entre los punto a y b.
Notamos que si ¢ € C*(£, R"), entonces ¢'(z) € L{R",R™) y por lo tanto puede ser
representada por una matriz n x n. Denotaremos por J,(z) al determinante de ¢'(z).

Definicién A.1. Sea ¢ € C'(Q, R?), diremos que z € Q es un punto critico de ¢ si
Js(z) = 0 y en ese caso diremos que ¢(z) es valor critico de ¢.
Denotaremos por S al conjunto de puntos criticos de ¢, es decir

S ={reQ: Jy(z) =0}
Sibé ¢(S), entonces diremos que b es un valor regular de ¢.

El conjunto ¢(S) tiene medida cero en R™. Este resultado es conocido como
Terema de Sard y una demostracién detallada de éste se puede encontrar por ejemplo
en [26].

Definicién A.2. Sea Q C R" un conjunto abierto y acotado, sea ¢ € C*(Q,R"), y
b ¢(S)U ¢(09). Se define el grado de ¢ en §2 con respecto a b, como

0, sig71(b) =10
d(¢,0b) =1 > sgn(Jy(z)), si¢(b) #0, (A.2)
zEG~1(b)
donde sgn denota la funcién signo (sgn(s) = 1si s > 0, sgn(s) = -1sis <0y

sgn(0) = 0).
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Observacién A.l. Notamos que b & ¢(S) U ¢(99), luego ¢'(x) estd bien definida
para z € ¢71(b) y Jy(z) # 0, entonces Jy(z) tiene un signo determinado y, por el
teorema de la funcion inversa, ¢ es invertible en una vecindad de z. Ademds, como
se demuestra en la siguiente proposicion, gracias a la compacidad de € el conjunto
¢~1(b) es finito y por lo tanto (A.2), tiene sentido.

Proposicién A.l. Sea Q C R" abierto acotado, ¢ € C*(Q,R") y b ¢ ¢(S) U ¢(0Q).
Entonces el conjunto ¢~1(b) es finito.

Demostracidn. Supongamos que ¢~ '(b) no es finito. Como b € ¢(S) U ¢(9Q) para
todo = € ¢~1(b), ¢'(z) # 0 luego, por el teorema de la funcién inversa, para cada
z € ¢~ 1(b) existe una vecindad V, donde ¢ es invertible y ademas

¢_l(b) NVe= {I}a

ya que si existiera y € ¢~1(b) NV, y # z tendrfamos que ¢(z) = ¢(y) = by entonces
#|v, no serfa inyectiva. Por lo tanto todos los puntos en ¢~'(b) son aislados, de donde
el conjunto de puntos limites (¢~1(b))’ es vacio. Entonces

¢-1(b) = ¢ (D) U (¢7(0)) = ¢7'(b),

es decir ¢~1(b) es un conjunto cerrado contenido en el compacto Q. Luego ¢~1(b)
también es compacto, de donde todo subconjunto infinito de ¢~!(bh) debe tener
al menos un punto limite en ¢~*(b), lo cual no es posible. Por lo tanto ¢~'(b) es
finito. a

Observacién A.2. Como es posible observar de la definicidn, si d(¢,,b) # 0
entonces existe al menos una solucion de la ecuacion ¢(z) = b en 2. También es
importante destacar que si bien el grado se define como cero si ¢ no alcanza el valor
b, el reciproco no es cierto, como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.2.1. Sea 2 = (—1,1) y ¢é(z) = 22 —#%, donde t < 1. Entonces ¢'(z) = 2z
y 671(0) = {t, —t}, luego

d{¢, Q,0) = sgn(¢'(t)) +sgn(d'(—t)) =1-1=0.
Sin embargo existen dos soluciones de la ecuacién ¢(z) = 0 en Q.

Para extender la definicién de grado a funciones continuas y valores no
necesariamente regulares, es necesario probar que el grado definido en (A.2) es
localmente constante en b y ¢. Con este objetivo comentaremos algunos aspectos
previos, partiendo por representacién integral para el grado. Esta férmula fue
introducida por Heinz (1959) en [25], su demostracién puede encontrarse ademds
en [26], [23] o [18] entre otros.
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Proposicién A.2. Sea ¢ € CYO,R") y sea b ¢ H(S) U (8. Entonces existe
g0 > 0 tal que pora todo 0 <& <o

d(4,0,b) = ] pu(8(z) — b)Jg(a)de (A.3)

donde g, : R" = R es una funcién C* y sptg: C B(0,¢) tal que

fﬁ pe(z)dz =1

La ventaja de la representacion integral es que permite calcular el grado con
respecto a valores no necesariamente regulares de ¢. Sin embargo en (A.2), £ depende
de b, y entonces no es claro que el grado sea continuo con respecto a b. Para asegurar
esta continuidad exigiremos una condicidn extra a ¢, pues si ¢ € C?(0},R") el
grado d(¢, €2, b) es constante en una vecindad de b, esto es consecuencia del siguiente
resultado:

Proposicién A.3. Si ¢ € CEHOR™Y), b ¢ ¢(392) y b,k € B(b, po), donde
po = p(b, $(09)) > 0, entonces

d(‘b: Qa bl) = d(d’* ‘Qa bg), (A4)
siempre que b; ¢ ¢(S) parai=1, 2

Notamos que por el teorema de Sard, el conjunto de valores criticos de ¢, tiene
medida cero vy entonces necesariamente existen valores regulares de ¢ en B(b, o),
donde tal como antes po = p(b, p(882)) >0, y el grado de ¢ con respecto a cualquiera
de esos puntos es el mismo por la Proposicién A.3. Asi,si¢ € C?(OQ;R") yb ¢ &(08),
podemos definir d(¢, {2, b) como d(¢,Q, ) donde b es un valor regular de ¢ en
B(b, py). Formalmente, se tiene la siguiente definicion.

Definicién A.3. Sea ¢ € C2(Q,R"), b ¢ ¢(9Q) y sea po = p(b, 9(6%2)). Se define el
grado de ¢ en {2 con respecto a b como

d(p, Q,b) = d(¢, .Y,
donde b es un valor regular de ¢ en B(b, Po).

La demostracién de la Proposicién A.3 requiere de algunos aspectos técnicos
que seria extenso y engorroso detallar aqui, pero consiste basicamente en utilizar la
representacién integral del grado para expresar d(@, 2, by) — d(, 9, by) como inte-
gral de una divergencia (en este punto es necesaria la hipdstesis ¢ € C2(0,R™))
con soporte en {2 y entonces por ¢l Teorema de la divergencia se obtiene que

(¢, 2, by) — (¢, 2, bp) = 0.

Nuestro siguiente objetivo es remover la hipdtesis ¢ € C?(Q, R™) y definir el grado
para funciones ¢ € C{©,R").
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Proposicién A.4. Si ¢, € C*Q,R") y b ¢ ¢(0Q), entonces existe € = (P, 1, Q)
tal que para |t| < g,

d(¢ +t, Q,b) = d(¢, 2, b).
Demostracion. Consideramos tres casos b & ¢(§2), b ¢ ¢(S) y b € ¢(S).

Caso 1: Si b ¢ ¢(<), entonces 5 = p(b, $(Q)) > 0 y consideramos & = 5/2|[#)||, (donde
| - lo denota la norma en C( ,R™)). Si |t| < €, entonces p(b, (¢ + t1)(Q)) >
p/2 >0, luego b ¢ (¢ + t¥)(Q), por lo tanto

d(¢+ ¢, Q,6) = 0 =d(¢,, b).

Caso 2: Sea b ¢ ¢(S) y sea ¢71(b) = {z1,Z2,...,Zm}, entonces como b & ¢(S), se tiene
que Jy(z;) # 0 para 1 < i < m. Definamos

h(t, z) = ¢(z) + tep(z) —

Asi, para 1 < i < m, se tiene que h(0,z;) = ¢(z;) — by 9:h(0,z;) = ¢'(z;), ¥
¢'(x;) es invertible, por hipétesis, luego por el teorema de la funcién implicita,
existen vecindades (—&;, &;) de cero en R, vecindades U; de z; en Q) y funciones
continuas ¢, : (—&;,&;) — U;, tales que las tinicas soluciones de h(t,z) = 0 en
(—&i,€i) X U; son de la forma (£, ¢;(t)). Ademas achicando las vecindades si es
necesario, podemos asegurar que sgn(Jssp(z)) = sgn(Jy(z)).

Escogiendo ¢ = mz(n €;, se tiene
<i<m

Ao+ t0,2,8) = [ {6+ 1)) = 8) Jorup(z)dz

Ms

fu e((¢ +t¥)(z) — b) Jprep(z)dz

1 i

en (Jorep(2)) f (6 +10)(@) — b) | Josew(z)| dx,

U;

i

Il
SEMS

sen (Joses(@) [ o(u)du,

1 B(O,E)

T

I
Ms

gn (J¢+3‘I.9($)) = d(@: Q, b)

1

.
Il

Caso 3: Sea b € ¢(S) y po = p(b, $(9€)). Escogemos b; € B(b, po/3) tal que b, es un
valor regular de ¢ y entonces por el caso 2, existe 9 > 0 tal que para todo
0< |tl < &g,

d(¢+t,Q, b)) = d(¢, Q, b)) = d(¢, 2, b). (A.5)
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Ahora escojamos £ < min{eg, po/3||¢|| }, entonces para |t| < =,

2
7= p(b, (6 + t)(8)) > S0 > O,

y entonces b & (¢+110)(d0), y por lo tanto el grado, d(¢+tv, 2, b) esté definido.

Por otra parte by € B(b, po/3), luego ||b — by| < p_; o g, donde | - ||

denota la norma usual en R™, luego b € B(b, p/2), entonces por definicién
d(¢ +t,Q, b)) = d(¢ + ty, 2, b), asi por (A.5) se tiene que

d(é + ty, Q,b) = d(¢ + t, 2, b)) = d(s, Q, b).

O

Ahora podemos definir el grado para todas las funciones continuas, pues si
¢ € C(OULR™) y b & #(99N), entonces py = p(b, p(0)) > 0 y existe ¢ € C?(Q,R")
tal que ||¢ — Y|loc < po/2, claramente b ¢ ¥(9Q) y entonces el grado d(¢, Q,b)
estd bien definido, luego si vy, 1 EHCE(‘Q, R™) son tales que ||¢ — 1]l < po/2 ¥

|6 — ¥alloe < po/2, y consideramos ¥ = 91 — 1, entonces para 0 < t < 1, se tiene
que [l¢ — (Y2 + t¥)||oc < po ¥ por la proposicién anterior, la funcién

d(t) = d(ts + t3, Q,b)

es localmente constante, luego por la conexidad de [0, 1], es constante en todo este
intervalo, por lo que d(0) = d(1) entonces

d(ipla Q: b) = d('lpb27 Sz: b):

y podemos definir d(¢, 2, b) = d(v2,Q,b) o d(¢, 2, b) = d(¢»,Q,b), tal como se
enuncia en la siguiente definicién.

Definicién A.4. Sea ¢ € C(Q,R") y b ¢ ¢(99), si py = p(b, ¢(89)), entonces el
grado de ¢ en Q con respecto a b, esta dado por

d(¢, 2, b) = d(¢, Q,b)
para cualquier 1 € C?(Q,R") tal que ||¢ — %lco < po/2.
Proposicién A.5. Si ¢ € C(Q,R") y b & $(9N), entonces

d(¢,Q,b) = d(¢ — b,Q,0). (A.6)
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Demaostracién. Si py = p(b, p(3Q)) = p(0, (¢ — b)(8Q)) > 0y ¥ € C*(Q, R") tal que

|6 — ¥l < po/2, entonces ||(¢ — b) — (¥ = b)|loc = [|¢ — ¥llc < po/2, luego por
definicién

d(6, 0, 0) = d(e,Q,0) v d(¢—bQ,0) =d(x —b,Q,0). (A7)

Asf si b es un valor regular de 1), es trivial verificar de la definicién (A.2) que
d(y — b,Q,0) = d(v,Q, b) v entonces d(¢ — b,Q,0) = d(¢, (2, b).

Por otra parte si b € ¥(S5), es posible encontrar un valor regular b, de ¥ tal que
|b — bi|| < p(b,1p(092))/2, para el cual, por definicidén, se tiene que

d(’ﬁb S blu Q: 0) = d(’!,b = ba Qa U) Yy d(wa Qa bl) = d(¢a (2, b) (AS)
y como b; es un valor regular, d(v — by, Q,0) = d(,€,b;) y entonces de (A.7) ¥y
(A.8), se obtiene que d(¢ — b,Q,0) = d(9,2,b). O
A.2 Propiedades del grado de Brouwer

En esta seccién probaremos las propiedades bdsicas del grado de Brouwer y
comentaremos algunas de sus consecuencias.

Teorema A.1l.

(P1) (Continuidad con respecto a la funcidn)

Sea ¢ € C(Q,R™) y b & ¢(00N). Existe una vecindad U de ¢ en C(Q,R") tal
que para cada ¥ € U,
d(,Q,b) = d(¢,Q2,b) (A.9)

(P2) (Invariancia bajo homotopias)

Sea H € C(Q x [0,1],R™) tal que b ¢ H(OQ x [0,1]). Entonces d(H(-,t),Q,b)
es independiente de t.

(P3) El grado d(9,1,) es constante en cada componente coneza de R™\ ¢(92).

(P4) (Aditividad)

Sean 4 y Qo conjuntos abiertos y acotados en R", si 1 N = 0y
b ¢ ¢(00) U @(89), donde ¢ € C(Q,R™) y Q= Q; Uy, entonces

d(¢,Q,b) = d(¢, 2, b) +d(, 2, b) (A.10)
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Demostracion.

(P1)

(P2)

(P3)

(P3)

Sea Ul = {1 € C*(QUR™) : ||¢p — ¥||oo < po/4}, donde py = p(b, $()).
Si 7 € U entonces p = p(b,(90)) > 7P luego b ¢ ¥ (992) y por lo tanto el

grado d (1, 2, b) estd bien definido.
Sea p € C?(Q,R") tal que ||¢ — ¢l < po/8, entonces

3 j
— e B
y entonces por definicién,

d(¥,Q,b) = d(p, 2, b) = d(¢, 2, b).

Por (P1), d(H(:,t),€,b) es localmente constante y entonces continua, luego
como [0, 1] es conexo, es constante en todo el intervalo.

Por (A.6), d(¢,Q,b) = d(¢ — b,Q,0) y para todo b; tal que ||b — bi|| < po/4,
donde py = p(b, p(99)) se tiene que d(¢ — b, 2,0) = d(¢ — b;,Q,0), luego el
grado es localmente constante y entonces continuo, por lo tanto es constante
en cada componente conexa.

Sea pg = p(b, 9(00)) y ¥ € C*(Q,R") tal que ||¢ — ]| < po/2, entonces
d(’l,b,Q, b) = d(¢: Q: b) Yy d(‘f),Qub) = d(¢: th)'l pa.raz = 1:2 (All)

Por otra parte B = B(b, py/2) es un conexo contenido en R™ \ ¥(99) v en
R™\ ¥(0%), para i = 1,2, por lo tanto el grado estd bien definido en cada uno
de estos conjuntos y en sus componentes conexas y por el Teorema de Sard,
existe ¢ € B un valor regular de 1 y entonces

d(e,Q,¢) =d(w,0,b) vy d(¥,Q,c) =d(,Qi,b) parai=1,2. (A.12)

Ahora, como ¢ es un valor regular de 1), se obtiene directamente de la definicién
(A.2) qued(v, 2, ¢) = d(¢¥, 4, c)+d(2, 2, ¢), y por lo tanto de (A.11) y (A.12),
se obtiene

d(e, 2,b) = d(¢, Q,b) + d(o, Qa, b).

Otras propiedades del grado de Brouwer, son las siguientes:

Proposicién A.6. Si ¢ € C(QR") y b ¢ ¢(Q), entonces d(¢,Q,b) = 0.
Equivalentemente si d(¢,Q,b) # 0, entonces existe x € Q) tal que ¢(z) = b.
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Demostracidn. Sea py = p(b, (). Si ¥ € C*(Q,R") tal que ||¢ — %[l < po/2.
entonces b & 1(€)) y entonces b no es un valor critico de ¥, por lo tanto el grado
d(t, Q,b) estd bien definido y es igual a cero, por lo tanto

d(¢,Q,b) = d(+,Q,b) = 0.
O
Proposicién A.7. Si ¢,9 € C(Q,R?) tales que ¢ = 1) sobre 3Q y b ¢ ¢(69),

entonces

d(¢,Q,b) = d(¥, @, b). (A.13)

Este resultado es consecuencia inmediata de la propiedad (P2).

Proposicién A.8. (Propiedad de Excision) Sea ¢ € C(QR") y b ¢ ¢(09). Si
K C Q es un conjunto cerrado y b ¢ &(K), entonces

d(¢,Q,b) = d(¢,Q\ K, b). (A.14)

Demostracidn. Sea ) € C?(Q,R™) tal que ||¢p— || < p, donde p = p(b, (8QUK)),
y tal que b es un valor regular de v. Entonces p(b,9(K)) > p/2, es decir b ¢ (K)
y por lo tanto ¥~1(b) N K = 0, luego

dw, 2.8 = D sen(fy(@) = D sen(de(@) =d@,Q\K,D) (4 15
Y1{b) YHBIN(\K)
Por otra parte 92 C 9Q U K, entonces p(b, ¢(952)) > p(b, ¢(002U K)) = p, de donde

1
o — 2| < g < Ep(b,t,b(@ﬂ)) y entonces por definicién de grado para funciones

continuas, se tiene que
y 0(Q\ K) C QU K, por lo tanto p(b, ¢(8(2\ K))) > p > 0y el grado d(¢, Q\ K, b)
esta bien definido. Ademads

sup || = il < supllg - o < 5,
z€Q\K €N

entonces por definicién,
d(6, Q\ K, b) = d(2, 2\ K, b), (A.17)
luego, de (A.17), (A.16) y (A.15), se tiene que
d(¢, 2\ K,b) = d(¢,Q,b).
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Notamos que la propiedad dada por la Proposicién A.6 garantiza, bajo ciertas
condiciones, la existencia de soluciones para ecuaciones de la forma ¢(z) = b. Cabe
destacar también que la Proposicién A.7, expresa una propiedad interesante: el
grado de una aplicaciéon depende solo de sus valores en la frontera. Por otro lado
la Proposicién A.8 asegura que al calcular el grado se puede prescindir de aquellos
subconjuntos cerrados del dominio que no contengan ceros de ¢. Méds generalmente
se puede probar que si ¢(z) = b tiene una solucién aislada zy en K, entonces

d(¢,Q,b) = d(¢, 2\ B(zi,€),b) +i(¢, 2o, b),

donde (¢, €, b) = lim d(¢, B(zg,€),b).

Observamos que la propiedad A.6 nos es 1til cuando el grado es distinto de cero.
En este sentido la propiedad (P2) es fundamental porque permite comparar ciertas
funciones, mediante homotopias, con la funcién identidad cuyo grado sabemos es
igual a uno. Otros resultados importantes en esta direccién son por ejemplo el
Teorema de Borsuk que nos dice que el grado de una funcién impar definida en
una bola que no se anula en la frontera es impar, o el Teorema de Punto Fijo de
Brouwer, que establece que una funcién continua definida de la clausura de una bola
abierta de R™ sobre si misma, tiene un punto fijo. (la demostracién de estos teoremas

asi como algunas aplicaciones interesantes, pueden encontrarse por ejemplo en [26)
o [18]).

A.3 El grado de Leray-Schauder

A.3 Definiciones y resultados preliminares

En esta seccién X representard un espacio de Banach real y 2 ¢ X un conjunto
abierto y acotado .

Definiciéon A.5. Sean X ¢ Y espacios de Banach. Sea £ un conjunto abierto
y acotado en X y T : @ — Y un operador continuo. Diremos que T es un
operador compacto si transforma conjuntos acotados de X en conjuntos relativamente
compactos en Y,

Definicién A.6. Sea T : @ — X un operador compacto, el operador ¢ = I — T se
llama una perturbacién compacta de la identidad.

Proposicién A.9. Una perturbacidn compacta de la identidad en X es cerrada (es
decir transforma conjuntos cerrados en conjuntos cerrados) y propia (es decir, la
imagen inversa de un conjunto compacto es compacto)®.

3La demostracién de esta proposicién se puede encontrar por ejemplo en [18] o [26].
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Definicién A.7. Sean X e Y, espacios de Banach. Un operador 7' : X — Y tal
que T(X) estd contenido en un subespacio de dimensién finita de Y, se llama un
operador de rango finito®.

Lema A.4. Sea K ¢ X un conjunto compacto. Dado £ > 0, eziste un subespacio de
dimensién finita V. C X y una aplicacién g. - K — V. tal que para cada x € K

ll9e(z) —zll < & (A.18)
Demostracion. Dado £ > 0, por la compacidad de K, existen zy,%3,...,2, € K

(n = n(e)), tales K C U B(z;,£). Sea V. = (1, %2, ...,Zn), €l subespacio generado
i=1

por {z1,%a,...,Zn}, asi dimV,; < n < oo y para cada z € K definimos

bi(z)=4° lz — zill, size€ B(zi,e)
t 0, si no.

n
Como {B(z;, ) }i=i» es un cubrimiento finito de K, Z b;(z;) # 0 para cada z € K,
=1
entonces podemos definir para cada x € K '

Z b,;(.’E).’Ei
gs(z) = E:;—
sz’(w)

asi si b;(z) # 0, entonces ||z — ;|| < e ysiz € K,

€V,

Z bi(z)(z; — z)

Hgs(x) - -T” = < &.

Zbi(-’f)

O

Observacién A.3. Si V es un espacio de dimension finita, digamos dimV = n,
é € C(Q,V), donde Q@ C V es un conjunto abierto y acotado y b ¢ ¢(89),
entonces dada una base de V podemos identificar V con R™ y el grado d(¢,,b)
es independiente de la eleccion de la base, pues dadas dos bases distintas, un vector

1Claramente un operador de rango finito es un operador compacto.
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T puede expresarse cOmo ) € R o0 2 € R” dependiendo de la base escogida Yy
eziste una matriz invertible M tal que Mz® = 1. $iQ C V es un conjunto abierto
y acotado y b € V, entonces dada ¢ € C(%,R™), i = 1 0 2 segin corresponda, se
tiene que

$a(z®) = Mg, (). (A.19)

Asi, si ¢ € CY(Q, V), de (A.19) se obtiene que Jy(z) es independiente de la base
escogida y si b es un valor regqular, el cual también se puede expresar como bV o b,
vemos que

(¢, 1, bL) = (g, Qa, b?).

El resultado sigue siendo vdlido si b no es un valor regular, gracias al Teorema de
Sard.

Definiciéon A.8. Sea ) C X un conjunto abierto y acotado en un espacio de Banach
X ysea T : Q@ — X un operador de rango finito. Si b € ¢(8Q) donde ¢ = I — T, se
define

d(¢,Q,b) = d(dlgnp, 2N F,b), (A.20)

donde F C X es un subespacio de dimensién finita que contiene a T'(Q) y a b.

La observacién previa muestra que la definicién (A.8) es independiente de la
eleccién del subespacio F y por lo tanto el grado para operadores de rango finito
estd bien definido.

A .4 Definicién del grado de Leray-Schauder

Definicién A.9. Sea ) un conjunto abierto y acotado en un espacio de Banach
Xyo=I-T:0 - X una perturbacién compacta de la identidad. Sea
b ¢ ¢ v po = p(b,d(30)). Sea T : @ — X un operador de rango finito tal
que |Tz — Tz|| < po/2 para todo = € Q. Definimos el grado de Leray-Schauder de ¢
en 1 con respecto a b como

degLS(¢) Q, b) = d(a) Q: b): (A21)

~

donde p=1-T.

Notamos que el grado estd bien definido, pues por la proposicién A.9, ¢(92) es
un conjunto cerrado y entonces pp > 0, por lo tanto gracias al Lema A.4, siempre
es posible encontrar un operador de rango finito T' como el descrito en la definicién,
basta considerar

fzgpn/Q OT:
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donde gy, /2 es la aplicacién dada por el Lema A.4 para ¢ = po/2. Entonces para
z € OS2 se tiene que llé(z) — d(z)|| < po/2. de donde p(b, ¢(8S2)) > po/2 > 0, luego
el grado d(¢, 2, b) estd bien definido y

d(9,9Q,b) = d(lanr, 2N F, b),

donde F' C X es un subespacio de dimensién finita que contiene a ?(ﬁ) yab.

Por iltimo, es necesario verificar que esta definicién es independiente de la eleccion
de T, para esto consideremos dos operadores de rango finito 77 y T3 tales que
|Tz — Tiz|| < po/2, para i = 1,2 y para todo z € Q. Sean ¢; = I —T; y F; C X,
subespacios de dimensién finita que contienen a T}(Q2) y a b, para i = 1,2, entonces
por definicién

d(éiaﬂsb) =d(¢i'ﬂnﬂ-,ﬂﬂ F‘tb)a paraz = 1723
y si F C X un subespacio de dimensién finita que contiene a Fy + F3 y a b, entonces
d(¢"‘,9, b) = d((}ﬁilmp,ﬂﬂ F, b), paraz' = 1,2

Sea H(z,t) = toy(z) + (1 — t)pa(z) para z € Q y t € [0,1]. Es facil ver
que x & H(-,t)(9Q) y por lo tanto el grado d(H,Q,b) estd definido. Ademas
|(x) — H(z,t)|| < po/2 para t € [0, 1], luego por la propiedad de invariancia bajo
homotopias del grado de Brouwer, se tiene que

d(¢1]anr, 2N F,b) = d(d2]anr, 2N F,b)
Por lo tanto el grado en (A.21) estd bien definido.

A .4 Propiedades del grado

En adclante denotaremos por Q(9, X) al espacio de todos los operadores
compactos definidos de ) sobre X, donde €2 es un conjunto abierto y acotado en
un espacio de Banach X.

Teorema A.2.

1. SeaT € Q(Q,X) ybée (I —T)(0R). Existe una vecindad U de T en Q(0, X)
tal que para todo S € U, se tiene que b & (I — S)(09) y

degLS(I - SJ Qr b) = d‘egLS(‘r - T1 91 b) (A22)
2. Sea H € C(Q x [0,1],X) defininida por H(z,t) = x — S(z,t), donde

SeQ@x[0,1,X). Sib¢ H(O x [0,1]), entonces degyo(H(:, ), b) es
independiente de t.
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3. El grado es constante en cada componente conexa de X \ (I — T)(92).
4.8 NL=0,0=0UQ ybé¢ (I-T)(0), it =1,2, entonces
deg, (I —T,€,b) = degg(I — T, M, b) + degys(I — T, 80, b). (A.23)

Demostracién. Sea po = p(b,] —T(AQ) >0y U ={S € QLX) : ||S - Tl <
po/2}. Si S € U, entonces claramente b ¢ (I — 5)(8Q), de hecho p(b, (I — S)(99Q)) >
po/2. Sean Ty y Sy dos operadores de rango finito tales que

7
IT-Tilleo <2y IS = Silloe < 2,
4 4
y sea F C X un subespacio de dimensién finita que contiene a T1(Q2), S1(Q) y b,
entonces

degrs(I — T,9,b) = d((I — Ti)lgnp, 2N F,b) (A.24)
degLS(I—S7Q= b) =d((I —Sl)IﬁnF'lQmF:b)' .
Sea H(z,t) = t(I —Ty)z + (1 —t)( — S1)z, para z € QN F. Es facil ver que
paraz € dQNF)y 0 < t < 1, ||H(z,t) — bll > po/4 > 0 y por lo tanto
b¢ H(,t)(8(QN F)), luego (A.22) se obticne de la propiedad de invariancia bajo
homotopias del grado de Brouwer y (A.24).
Las demds propiedades son consecuencia de I y las propiedades del grado de
Brouwer. O

Observacién A.4. Laos propiedades expuestas en las Proposiciones A.6, A.7y A8,
se extienden también ol grado de Leray-Schauder.

La teoria del grado se utiliza para probar existencia de soluciones para ecuaciones
de la forma ¢(z) = 0, basicamente segiin el siguiente esquema: se expresa el problema
como el caso t = 1 de una familia de problemas que dependen de un parametro
t € [0, 1], de tal forma que el grado para el problema con t = 0 sea distinto de cero
(o viceversa) y que la homotopia sea admisible (es decir, que no existan soluciones
en la frontera), entonces por las propiedades de invariancia bajo homotopias y la
Proposicién A.6 (en general, sus extensiones al grado de Leray-Schauder) se obtiene
la existencia de al menos una solucién para ¢ = 1, es decir para el problems original.
La dificultad de este método radica en demostrar que a lo largo de la homotopia
no existen soluciones en la frontera, en la practica esto se asegura estableciendo
cotas a priori para las posibles soluciones y sus derivadas. La utilizacion de cotas a
priori para probar la existencia de soluciones de problemas de valores en la frontera
elipticos fue introducida por Bernstein, ( [19], [20]) pero su importancia en el estudio
de problemas de existencia de soluciones para ecuaciones abstractas fue descubierta
por Leray y Schauder ( [32], [31]).
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El andlogo al teorema de punto fijo de Brouwer para operadores compactos en
espacios de Banach fue demostrado por Schauder ( [38]), y su demostracién puede
encontrarse también en [18] o [26], entre otros.

Teorema A.3. Teorema del punto fijo de Schauder. Si B ¢ X es una bola abierta
en un espacio de Banach X y T : B — B es un operador compacto, entonces existe
z € B tal que z = T(z).

La teorfa del grado ha sido utilizada en el estudio de una gran variedad de
problemas de valores en la frontera, muchas de las aplicaciones y extensiones de
esta teoria pueden encontrarse en las referencias citadas en este anexo, sin embargo
la bibliografia al respecto supera largamente la lista basica incluida en este trabajo.
Una sintesis de estas aplicaciones, la que serfa imposible de incluir aqui de forma
éptima, puede encontrarse en [24] y [33], en esta dltima el autor resume de manera
excelente muchos de los métodos que utilizan la teorfa del grado en el estudio de este
tipo de problemas y finaliza cada capitulo con una nota bibliogréafica e histdrica del
tema en cuestién.
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