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INTRODUCCTION

Las Algebras de Bernstein surgieron a principios de siglo (1923-
1924) con trabajos realizados en el campo de la Biologia por Serge Bernstein,
quien did una descripcidn completa de las R -&lgebras conmutativas, no ne-
cesariamente asociativas, de dimensidn tres que satisfacen la ecuacidn
2.2 22 . 2 S mssem i
(x7)” = (wx))"x donde w es un homomorfismo mo trivial del &lgebra en

el cuerpo, Sus resultados los obtuvo a partir de consideraciones sobre las

leyes de herencia y el principio estacionaric de una poblacidn.

Posteriormente (1975), P. Holgate estudid el problema desde un

punto de vista algebraico. Descompuso el Algebra en sub-espacios vy a par -

gebras de Bernstein de dimen -
sidn tres y cuatro, guedandc comc problema abiertc el determinar las tablas

de dimensiBn cuatro.

El objeto de esta Tesis es describir totalmente las tablas de

multiplicacidn antes mencionadas. También, los posibles tipos de familias



ii

paramétricas de Algebras de Bernstein de dimensidn cinco v sels, estudiando

ademds la cortogonalidad de ellas.

En el Capitulo I, de las generalidades, se dan las nociones basi-
cas sobre las Algebras de Bernstein y su descomposicién en sub-espacios da-

da por P. Holgate [5], en base a la cual se trabaja en los Capituloes siguien

tes.

En el Capitulo II, de la clasificacidn, se muestran los diferen -
tes tipos de Algebras de Bernstein de dimensién n < 6 vy se describen las

tablas de multiplicacidn de las Algebras de Bernstein de dimensidn n <4

correspondientes a cada tipo.

En el Capitulo III, de la ortogonalidad, se prueba que hay cierto
tipo de Algebras de Bernstein de dimensidén n + 1 que siempre son ortogo -

nales. Este resultado se utiliza, junto a los resultados obtenidos en [ 71,

para mostrar que toda Algebra de Bernstein de dimensidén < 4 es ortogonal.



CAPITULDO I

GENERALIDADES

Sea K un cuerpo

Definicifn l.l. Una K-&lgebra o un #lgebra sobre K es un K-espacio vec-

torial A sobre el cual se define una aplicacidn K-bilineal:

Ui AX A A

(X’y) —_ X}w

llamada multiplicacién en A .

A es asociativa si v sdlo si
pulx,y)sz) = px,ply,z)) ¥ x,y,2 € A
A es conmutativa si y s6lo si

px,y) = puly,x) ¥ x,y €A



A tiene elemento uno, l‘A , s1 y s8lo si existe lA € A tal que

p(lA,x) = x = p(x,lA) ¥xEA

Ejemplo 1.2. Todo cuerpo K tiene una estructura natural de K-Zlgebra con

elemente uno, asociativa y conmutativa.

Ejempleo 1.3. Sea V un K-espacio vectorial, dimK V < % entonces

A= £K(V) ={f/f : V=V K-lineal} es una K-dlgebra al definir f+g =
=f og % f,g€ £K{U) . A es llamada el dlgebra de las transformacio -

nes lineales del espacio vectorial V y es una K-3lgebra asociativa con

elemento uno, idV v en general, no es conmutativa.

Ejemplo 1.4. Sea A wuna K-Zlgebra con multiplicacidn que denotamos por

xy vy definamos sobre A wuna aplicacidén K-bilineal dada por:
A X A=A
(x,y) = x*y = xy + yx
luego A tiene une estructura de K-Flgebra respecto del nuevo producto.

Observacidén 1.5. Si A es asociatiwv

m

v conmutativa respecto al producto

Xy entonces A es asoclativa respecto al producto x*¥

7

o

Ejemplo 1.6. Sea A wuna K-Zlgebra asociativa v definamos scbre A una

aplicacidn K-bilineal dada por:

A X A~ A

(x,¥) = Xy 1= Xy - ¥X ,



en que xy denota el producto original em A , luego A tiene una estruc

tura de K-Zlgebra conmutativa y no asociativa. A se llama dlgebra de Lie.

Definicidn 1.7. Sea A wun dlgebra sobre K , la dimensidn del Zlgebra A

socbre K , denotada dimKA es la dimensidn de A como espacio vectorial

sobre K .

Observacifn 1.8. En el presente trabajo, consideraremos s&lo dlgebras de

dimensidn finita.

Definicién 1.9. Sea A wuna K-dlgebra, dim, A =n . Sea {ai}?=l una ba-
se de A sobre K . Las relaciones:
n é
= € i,3,k = .
aiaj o Yijkak , Yijk K ¥ i,3,k 1, , I

constituyen la tabla de multiplicacidn del dlgebra A . Los escalares

Yi:. S€ llaman constantes de estructura del Zlgebra A con respecto a
LR

: n
la base {a.}.

17i=1
Ejemplo 1.10. Cuaterniones Hamiltoniancs: H .
o . . 4 L e
Comc R -espacio vectorial, H= R . Sea 1e.;. 1 la base candnica de
171i=
4

R .

[}

onsideremos la tabla de multiplicacidn siguiente:



€y €y €3 €4
€1 € =5 Sy €4
s S5 | % % 175
93 e3 —El4 “'el EZ
64 E4 I €3 "‘EZ —'El [

Asi se define sobre H una estructura de R -Zlgebra, asociativa,

no conmutativa y con elemento unc, e1 .

. 3
En este ejemplo, hay exactamente 47 constantes de estructura las

cuales pertenecen al conjunte {0,-1,1} .

Definicién 1.11. Sea A una K-&lgebra. Sea B un K-sub-espacio de A

estable para la multiplicacidém en A . Entonces B se dice una K-sub-3lge

bra de A .

Ejemplo 1.12. Sea 4 wuna K-Zlgebra. Consideremos £F(A) el &lgebra de

las transformaciones lineales de A . Sea

a 7 Xa a — ax

la multiplicacidn a la izquierda v a la derecha respectivamente.

m
=

Entonces el conjunto de transformaciones lineales d generado

por las multiplicaciones a la izquierda, a

[}

a derecha y por la identidad

de LK(A) constituye una sub-dlgebra de IK(A) , denotada por T(a) .



Definicidn 1.13. Sea A wuna K-&lgebra. J C A . Se dice que J es un

ideal a la izquierda (respectivamente a la derecha) de A si:
i) J es un K-subespacio de A

i1) AJ

1M

J (respectivamente JAC J) .

Observacidn 1.14.

1. J es ideal bilateral si es ideal a la izquierda v a la derecha a la
vez.

2., 51 A es asociativa v admite elemento uno, 1 se tlene:

A

o;x=(o;lé)x=X(cx1A) Yo €K, ¥x€A4A.

Luego, los ideales a la izquierda (a la derecha, bilaterales) del
anillo A son idénticos a los ideales a la izquierda (a la derecha,

bilaterales) de la K-3lgebra A respectivamente.

Definicidn 1.15. Sea A wuna K-Zlgebra. J wun idezl bilateral de A

A/~ es una K-&lgebra llamada K-Zlgebra cuociente de A por el
e

ideal bilateral J si:
a) A/b es un K-espacio vectorizl cuocciente,

b) se define la aplicacidn K-bilineal

X AJ A/
A/J /J /J

x4+ J,y+J) > (x+ )y +J) 1= xy+J

en gue Xy denota el producto en A .,



Definicidn 1.16. Sea A una K-&8lgebra no necesariamente conmutativa ni

asociativa.

Sea U una sub-Zlgebra de A, x€ A, r€ N

1 T+1

a) X = x , X x(rx)

1 r+1
X :=xX, X

(x")x

se llaman potencias principales izquierdas (respectivamente derechas)
de x

+
b) b=, Ty

cuctuy)

1 : r+1 <(Ur)U)

: e
I
oy
=
It

se llaman potencias principales izquierdas (respectivamente derechas)
de U

(1)

o) ey, D

- '™y

se llaman potencias principales de U
1 g T T
d) x[ ) t= X x{ ] H x[ ]x{ ]
se llaman potencias plenas del elementoc x

*—"“r]
e) T I S S R

se llaman potencias plenas de la sub-Zigebra U

i3 . _i4]

Hh
s
i
w
|
b

se llama potencia asociativa de x .



Observacidn 1.17.

1) En general, x # M R [ 2] “ [3] 2.2

2) Las potencias principales izquierdas (respectivamente derechas) de una

sub-dlgebra U son ideales izquierdos (respectivamente derechos) de U
3) Las potencias principales de U son ideales de U .

4) 81 U es conmutativa entonces las potencias principales izquierdas vy
derechas coinciden con las potencias principales.

r+1 T

5) U r+1 T

u, U cu

[N

(r)

cu ’ U[ +1]

et dr

[N

Definicidn 1.18. Sean A y A' dos K-&lgebras cuyas multiplicaciones son

denotadas por xy y x'*y' ¥ x,yE€ A, ¥ x',y' € A' respectivamente.
f: A= A" se dice un homomorfismo de K-Zlgebras si:
i) f es un homomorfismo de los K-espacios vectoriales,

i) flxy) = £{(x)+f(v) ¥ x,v € A .

i f es epivectiva f se dice epimorfismo de las K-Zlgebras,
! f vectiva, dice epimorfismo K-Zlgebra
£4.1) f es inyectiva, f se dice monomorfismo de las K-dlgebras
iii') f es biyectiva, f se dice isomorfismo de las K-&lgebras.

Si A=A'" v { es un isomorfismo, f dice un automorfismo

n
m

del Algebra A .



Definicidén 1.19. Sean A,A' dos K-dlgebras.

Sea f : A= A' un homomorfismo de K-&dlgebras. Entomnces

ker f = {a € A/ f(a) = 0} es el nicleo del homomorfismo f .

Definicidn 1.20. Sea A wuna K-3lgebra commutativa no necesariamente aso-

ciativa, A se dice &lgebra ponderada o bdrica si existe un homomorfismo
de K-dlgebras no nulo w : A=K, w se llama una ponderacidn del dlge-
bra A , o funcidn peso del dlgebra A . Se dird también que el par (A,y)

es una K-algebra ponderada.

Observacidn 1.21.

a) Necesariamente la funcidn peso es epivectiva.

b) Sea (A,w) una K-dlgebra birica de dimensidén n , entonces kery

es un ideal de A de dimensidn n - 1 v se tiene %/ ~K
kery

c) Sea (A,w) wuna K-3lgebra birica. Si e € A es un idempotente (e # 0)
entonces ple) =1 v wl(e) = 0 .

d) Sea (A,w) &lgebra bdrica, entonces no siempre es verdad que ( sea
{inico, por ejemplo; sea A = {al,az,a3>R conmutativa con tabla de
multiplicacidn:

:’ |
a, a. a, 1
1 Zz 3 |
i . _ e
] a, + a a, a |
1 1 2 2 2 ;
| | i
| i 5
a_ || | &, a s
2 | 2 2
1
|
! 2+
83 | az 83

y considerar los homomorfismos:



w: A+ R > wl:A—*IR
81 -1 al - 0
con W ¥ Wy
a2""0 az—*O
-+ 0 = ]
a3 23
Definicidn 1.22. Un morfismo de &lgebras ponderadas § : (A,w) = (A',w")

es un morfismo (homomorfismo) de K-&lgebras f : A > A' que verifica

Observacidn 1.23. Si (A,w) es un &lgebra ponderada, existe un elemento

e en A tal que w(e) =1 1luego la descomposicidn en suma directa de
K-espacios vectoriales A = Ke @ kerw . Adem&s kerw es un ideal de A .
Si ahora f : (A,w) = (A',w') es un morfismo de Zlgebras ponderadas, la
condicidn W' ¢ £ = w dimplica f(kerw) C kerw' 1luego, por pasc a los

cuocientes, J! isomorfismo de K-Zlgebras f : Ke = Ke' que hace conmuta

tivo el diagrama:
T

A
|
|
|
|
N
K '

e

en que las flechas verticales son canfnicas. Asi, en una categoria de 31-
gebras ponderadas, la componente Ke de estas &lgebras es {(nica, salvo

isomorfismo, es decir, Ke es un invariante en la categoria.
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Definicidn 1.24. Sea (A,w) un dlgebra ponderadsa

b ol

h: A= A una aplica

cidn cuadrZtica, es decir h(QOx) = Azh{x) ¥ LEK, ¥X€A y la apli-
cacién A x A > A definida por (x,y) ~ h(x + y) - h(x) - h(y) es K-bili
neal, necesariamente simétrica. Se dird ahora que la terna (A,w,h) es un
dlgebra de Bermstein si h(h(x)) = h(w(x)x) ¥ x €A, oalin h(h(x)) =

= m(x)zh(x) Fx E A .

Ejemplo 1.25. Sea (A,w) wun dlgebra ponderada y sea h : A > 4 la aplica

cidn cuadriZtica definida por x = w(x)x luego la aplicacidn K-bilineal
simétrica asociada es A x A—> A, (x,v) =~ w(x)y + w(y)x . Es claro que

(A,w,h) es un Zlgebra de Bernstein pues h{(h(x)) = u(x)zh(x) ¥ x €A

Observacidn 1.26. En este trabajo nos referiremos a un caso particular de

Zlgebras de Bernstein en la cual la aplicacidn cuadrdtica h : A—> A es
definida por x = x~ , y anotaremos simplemente (A,wn) . Hacemos notar,
ademds que el cuerpo K a considerar serd@ el cuerpo de los nimeros comple
jos €

Mencionaremos, a continuacidn, algunos teoremas de estructura de Zlgebras

de Bernstein.

Sea (4,w) wun dlgebra de Bernstein sobre T . El homomorfismo peso

w es Unico, pues si hay otro w; se demuestra primero que, w{(z) = wl(z)
¥ z € kerww vy luego que u{x) = wl(x) ¥ x &€ A - kerw . Existe un idempo-
tente e de A (el cuadrade de un elemento de peso uno) v wl(e) =1

Podemos considera descomposicidn en suma di-

=
-
(o
[§2]
]
'_.J
v

recta de sub-espacios vectoriales A = Te & kerw . Ademd3s, UTe es una sub-

Zlgebra de A v kerw es un ideal de A
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Proposicidn 1.27. Sea (A,w) wuna dlgebra de Bernstein sobre T vy e un

idempotente en A . Para todo z en kerw se verifican las siguientes

identidades:
1 A3 _ g
2) zz(ze) =0
3) 4(ze)? + 22% - 2% = 0
4) 2(ze)e - ze = 0
5) (2122}(232_,;) + (2123)(22%) + (zlza)(2223) =0
6) (2122)(23e) + (2123)(229) + (2223)(21e) =0
7) &(zle)(zze) + 2(zlzz)e - 2122 = 0
8) z?zé = —2(2122)2
9) zz(z,e} = =2(z.z )(z e)
1,772 172 1

Demostracidn: Las cuatro primeras se obtienen considerando un elemento ge

nérico de peso uno y = e+ 6z , z € kerw , B8 E€ T, ya que vy satis-

face la ecuacidn de Bernstein obtenemos un polinomio en la variable &

¥}

igual al peolinomioc nule, es decir, tenemos

(e + 62}[3] - (e + Ez)[2] =0 ¥

[as)
m
P

luego los coeficientes correspondientes a las potencias de § son

s}
i
o
e’
o]
m

Las restantes se obtienen considerando

C, zZ. € kerw :
24

N
1

[ o ¥ =
<D
N
D
m

[N
[
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si sustituimos z en (1) (en (2); en (3)) y aplicames el mismo precedi -

miento anterior obtememos (5) y (8) ((6) v (9); (7)) respectivamente.

Observacidn 1.28,

a) (7) se puede expresar como!

=1 -
(10) (zlzz)e =3 2122 2(zle)(22e)

2 ;
b) (kerw)2 es un ideal en A , ya que (kerw) es un ideal en kerw

y por (10) (kemws)Ze C (kerw)?

roposicidn 1.29. Sea (A,0) un Algebra de Bernstein sobre T . Sea e
T s g

un elemento idempotente en A . Sean U = (ze)m z € kerw v
; : - 2
v = (uiquE ui,uj € U sub-espacios vectoriales de A , as1 V=0 ¥y

censideremos, adem3s, W wun subespacio suplementarioc de la suma de Te ,

U y V . Entonces en A se tienen las siguientes relaciones:

) 1 .
(11) ue == u ¥ u € U
(12) ve = E'1.1 u, - 2(u,e)(u.e) ¥vEV, ¥u ,u €U
2 172 1 2 172
(13) ve = 0 FvEV.,
Demostracibn
(11) se cbtiene de (4) sustituvendo =ze por u
(12) se obtiene de (10) sustituyendo zy ¥ z, por uy you, respecti-

vamente v haciendo uu, =V

| R

(13) se obtiene colocande (l1) en (12).
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Observacidn 1.30.

(1) UN Vv = {0} en virtud de (11) y (13).

(1ii) A=Te & (| ®V®W (como espacioc vectorial).

Proposicidon 1.31. En A se verifican afin las siguientes identidades para

v, en v, uj en U ¥ w, en W enque 1=1,2; 3j=1,2,3;

k = 1,2

(14) (vlvz)u =0 |, ¥ue U

m
-

(15) (vul)u + (vu2)ul =0 , W%y

2

(16) (uluz)u3 + (u2u3)ul + (u3u1)u2 =0

1
(17) (VIVZ)e =7 Vv,
1
(18) (uv)e = T UV, ¥uel, ®#vey
(19) w W, = 2(w1w2}e + &(wle}(wge}
(20) wu = 2(wu)e + 2{(we)u , Yu€e U

—~
[~
[

~
5
<

L}

2(wv)e ¥Y¥veEV, ¥wEW

Demostracidn: Las identidades {(14), (15) v (16) se obtienen de (6) sustitu

vendo zy22, ¥ 2z por les u.,v_ ,u v Vv convenientemente.
& %o, J 1
La identidad (l17) se obtiene de {10) al reemplazar 2,32, POT v,
y VvV, Trespectivamente.

Las identidades del (18) al (21) se obtienen sustituvendo =z v

22 por los wk,w,u ¥ Vv convenientemente.
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Observacidn 1.32. Por simple inspeccibn de las identidades anteriores se

tienen en

a) V2 L
b) v c i

2
c) Wcuev
d) Wwicuev
e) wv Cu

por

por

por

por

por

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

A las siguientes inclusiones:

La siguiente proposicidn, que se demuestra directamente a partir de

lo anterior, nos da una interesante propiedad de la descomposicidn de

a saber:

Proposicibn 1.33. Sea

remos la descomposici

(A,w)

on de

A

A=Ce® B VBV

Sea C=Te ® U &V

1) C es un ideal
ey

ii) C= A" .

Ento

ideal

nces

C

un &lgebra de Bernstein sobre

A,

€ . Conside-

en sub-espacios vectoriales

se denomina corazdn

independiente de la eleccidn del idempotente.

Zlgebra de Bernstein

Proposicidn 1.35. En un &lgebra de Bernstein los elementos idempotentes

son precisamente aquellos de la forma: e +

-

u
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Demostracidon: Claramente un idempotente no puede tener componente en W

2 2 . - ;
pues W C U@V, e+u+tu es idempotente (por cdlculo directo), ade-

= 2 2 2 . .
mis, (e+u+tv) " =e+ (u+2vu+ v )+ u . 8Si e+u+v es idempoten

2

u .

2 2
te entonces e + (u+ 2vu+ v ) +u” = e+ u+ v, luego v

Definicidn 1.36. Sea (A,w) un 2lgebra de Bernstein sobre [ . Considere-

mos la descomposicidn de A en sub-espacios vectoriales

LA=Ce® UGB VEBUW.

Entonces, A se dird un Zlgebra de Bernstein ortogonal si UV = {0}

Proposicidn 1.37. Sea A wun 3lgebra de Bernstein ortogonal. Sea

U* = {u€ U/ull ® V) = {0}} . Entonces en A se verifican:

2 "
a) v'v = {0}

2 ol
b) V- L lE

2

c) Si we # 0 entonces w €V , FweE W

3 2 = ! o T

si we = 0 entonces w €U, ¥ w€EW

d) woocu*
e) uw C U*
£) WCut .

el

a) Por observacidn 1.32 parte a) tenemos V'V C UV = {0}.

Lo

2 2 ¢ - ;. 5
b) Como V™ C U vy por la parte a) V'V = {0} vy ademi3s la relacidén (l4)

de la preposicidn 1.31 nos dice que VZU = {0} , luego V2 E_U*
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c) Consideremos e + 6w, B ET, w&€W

(e + 8w)[3] = (e + 82w2 + 26ew)2 = e + eéw{B] + Aez(we)z +
+ 262EW2 + 4Ge(ew) + 463w2(ew) ,

comec e + Bw es de peso uno, su cuadrado es un idempotente

[ 3]

(e + &w) = (e+SW)2= e+82w2+2€'we 3

Igualando tenemos:

5 9
e + 54W[3] - 4e£(we)“ + 282ew2 + 4Belew) + 483w2(ew) - e +
2 2 .
+ 6w + 28we =0 ¥ B8 er.
Luego:
1) @ g
2) w (we) = 0
2
3) 4{we)2 - w 4+ 2ew2 =0
4) 2e(we) - we = Q
] . ; o x o 2 2
Ahera, si we # 0 entonces (e + 6w)” = e + Z26we + 8w = e +

2
+ 26we + (26we)” en virtud de la proposicidn 1.35 va que we € U . As?,
. 2 2
B w™ - 48 (we)” = 0 ¥BETL.

Luege w = 4(we)” , asi w € V . Si we = 0, la relacidn 3) queda
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d) v e) Consideremos el elemento de peso uno

e+ du+ew, $,6€C, velU, weEW

i) (e + $u + BW){3] = e + ©4u[3] + qu[B] + Qzuz + &6262(uw}2 +

5
+ du + 28“ew2 + 48%e(uw) + 2@2eu2 + 2@62uw2 +

3 2 2 2

2
+ 46©ZU(UW) + 2®3u + 463®w2(uw) + 2670w U+

+ 46@3(uw)u2
Ademis,

ii) (e + du + ew)[3] = (e + du + ew)z = e + fu + eZWZ + 280uw + ¢2u2

2 )
pues (e + du + Bw) es un idempotente.

Igualando i) y ii) obtenemos finalmente:

1) 2ew2 -w =0

2} bde(uw) - 2uw = 0
3) 4w’ + 2vtu’ = 0
5 Bewt = 0

5) u(uw) = 0

6) sz(uw)

1
(]

o bl

]
(]

2 2 . . X . -
O0v w €U en virtud de observacidn 1.32 parte c).

De 1), w

De 2), uw =0V uw € I en virtud de cbservacidn 1.32 parte d).



1

8

; 2 3 2 2 *
Luego, si w € U y ademfis por 4), uw = 0 entonces w° € (
. ; - R *
en virtud de la ortogonalidad, por lo tanto, {w /we€E W c i ,
pero
1 2 2 2
W,W, = — w, +w -w, - W Yw ,w, €W.
172 2 {( 1 2) 1 2} 1’72
2 *

Luego, W C U .

Ahora, si uw € U y ademfs por 5) u(uw) = 0 , entonces uw € (J

en virtud de la ortogonalidad, asi W E_U* .

f) Consideremos el elemento de peso uno
e+ du+tyv+ow; dUY0ET, vel, veVvV, wew
y aplicando el mismo método anterior, obtenemos, entre otras, la rela-
- o - ) . *

cion u(vw) = 0 y de la observacidn 1.32 parte e) se obtiene VW &
en virtud de la ortogonalidad.

A continuacidn, sea (A,w) wun dlgebra de Bernstein sobre [ , no

necesariamente ortogonal y consideremos la descomposicidn de A en sub-

espacios vectoriales:

A=Led U8V EW

Proposicibn 1.38. S5i todo elemento en V es el cuadrado de algid

)
to en | , entonces V = {0}
- . 2 2 o 3
Demostracidn: Si v =u , v = {(u) = u[ ] =0 v

1v2

<
<
[l
RO | e
—A
~
<
—
+
<
)
p—_
[N
!
<
|
<
ra
\_"_Y_"'J
I
[
-
2
]

%
n elemen-
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Corolario 1.39. Si dimm V=1 entonces V2 = {0}

. o+ . ) ;
Observacidén 1.40. Sea U un sub-espacio suplementario de U* en U

, : 2 2 +
Designemos por: dv = dlmm Vo, du = dlmm g du+ = dlmE U, luego tene-
mos:
+ *
a) A=Ceel @U@ VeEeW
b) d < i—d (d [+ 1)
v — 2 + -+
u u
c) dv>o=d+>0
u

Observacidn 1.41. La distribucidn de la dimensidn de kerw entre las di -

. . <s * 2 ;
mensiones de los sub-espacios U , U, VvV v W da origen a los dife -
rentes tipos de dlgebras de Bernstein de une determinada dimensidn. Estos

tipos posibles los estudiaremos en el proxime Capitulo.



CAPITULO IT

CLASIFICACION

En el presente Capitulo nos ocuparemos de clasificar los tipos de
familias paramé@tricas de dlgebras de Bernstein de dimensién n < 6 en ba-

se a la teoria desarrollada en el Capitulc anterior.

Sea (A,w) wun &lgebra de Bernstein sobre [ no necesariamente or-
togonal y consideremos la descomposicidn de A en sub-espacios vectoria -

les:

+ e
A=Tedkerw=Ce® U B8 U"BVEW.

an

Los cdiferentes tipos de familias paramZtricas de &lgebras de Bernstein

"

(o simplemente, los diferentes tipos de &lgebras de Bernstein) obtienen

it
m
m

por la distribucidn de la dimensién del kerw entre las dimensiones de los

s, V v W . Anotaremos cada tipo por cuaternas cu-

. . " + * 4
yés componentes corresponden & las dimensicnes de U , U, V v W

respectivamente.

20
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En el caso dimE A =1, tenemos trivialmente un inico tipo:

(0,0,0,0) , pues A

Le , e idempotente de A , asi

]
|
*
I
-
n
=
n
:(5

+
kerw = U

51 dimE A = 2 entonces dim[ kerw = 1 se distribuye entre las
.

dimensiones de U , u* s, V. vy W . Luego los posibles tipos son:
1) (0,1,0,0)

2) (6,0,0,1)

en virtud de la observacidn 1.40 y de la definicidn de los sub-espacics

s
, U, v v W,

J

. +
vectoriales U

Sefialaremos ahora, la clasificacidn dada por P. Holgate en [ 5] de
los tipos de &lgebras de Bernstein de dimensidn tres y cuatro respecto de

la teoria mencionada anteriormente.

En dimensidn tres los posibles tipos son:

1) (0,2,0,0)
2) (0,0,0,2)
) (05 150,17
4) (1,0,1,0)

En dimensifn cuatro los posibles tipos son:

1) {(0,3,0,0)
2) (0,0,0,3)
3) (0,2,0,1)

4) (0,1,0,2)
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5) (1,1,1,0)
6) £1,0,1,1)
7) (2;0,1,0) .

Clasificacidn de &lgebras de Bernstein de dimensidn cinco v seis.

Para realizar la clasificacidn plantearemos un procedimiento gene -

ral aplicable 2 toda Zlgebra de Bernstein de dimensidn finita.

Sea (A,w) un &lgebra de Bernstein sobre [ , dimm A=n+ 1,
luego dimE kerw = n .

Procedimiento para determinar los diferentes tipos:

a) Obtener las particiones del nidmerc que expresa la dimensidn del kerw ,

0 sea, las particiones de n .
b) Formar todas las posibles cuaternas con los niimeros de cada particidn.

c) Seleccionar las cuaternas del punto b) que sean compatibles con las
restricciones dadas por la observacidn 1.40 y con las definiciones de

o

; . + %
los sub-espacios vectoriales: U , U , V , W en que se descompone

el Zigebra.

Dicho procedimiento puede resultar largo y es por ello que, trata-

-
1]
H
o}
0
[a

e simpliificarlo del modo siguiente:

§ _ " 3 -+ R
1. Las componentes correspondientes a las dimensiones de U vy de V son

ambas nulas o son ambas no nulas. En efecto:
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2 s : + .
i) Si suponemos dlmE U =r>0 y dlmE V =10 entonces

c c ) con todos los productos c.c, = 0

22 7 v i73

: o 2 5 . e
¥1i,j =1,2, ..., r yaque U =V =1{0}. Pero esto significa

% i .
que c. e U ¥1i=1, ..., r ; lo que es una contradiccidn.

.. . . . an 5
ii) Si suponemos dlmE V=s>0 vy dlmm U =0 se tiene una contra-

diccifn con las desigualdades de la observacidn 1.40.

- - - - e
Sea la componente correspondiente a la dimensién de U un nimero r
tal que 0 < r < n entonces la componente correspondiente a la dimen-
sién de V es un ndmero s > 0 que satisface las desigualdades

s < r{r+1) v s+ r L " .

1
2
Una vez obtenidas las componentes correspondientes a las dimensiones

+ : L.
de U y de V se llenan las componentes correspondientes a las dimen

: * » 4 s =
siones de U y de W con los nimeros de las particiones de n de

tal manera que la suma de las cuatrc componentes sea n .

En 1o que sigue, nos abocaremos a describir los diferentes tipos de

&lgebras de Bernstein de dimensidn cinco y seis, utilizando el procedimien

to anteriormente expuesto.

En dimensidn cinco los posibles tipos son:

(0,4,0,0) 5)  (0,2,0,2) 9) (2,0,1,1)
(0,0,0,4) 6) (1,2,1,0) 10y (2,1,1,0)
(0,1,0,3) 7)  (1,0,1,2) 11)  (2,0,2,0)

(043,041 8) (lylglyl) 12) (35041:,0)
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En dimensidn seis los posibles tipos son:

1) (0,5,0,0) 11) (2,0,1,2)
2) (0,0,0,5) 12) (2,2,1,0)
3) (0,4,0,1) 13) (2,1,1,1)
4) (0,1,0,4) 14) (2,0,2,1)
5] (0,2,0,3) 15) (2s3 ,2,6)
6) (0,3,0,2) 16) (2,0,3,0)
7) (1,3,1,0) 17) (3,0,1,1)
8) (1,0,1,3) 18) (3,1,1,0)
9) (L1sl5:152) 19) £3.0,2,0)
10) (1,2,1,1) 20) (4,0,1,0)

Conocido el tipo de &lgebra de Bernstein, es factible determinar

las tablas de multiplicaciln con respecto a una base dada,

En este Capitulo exhibiremos las tablas de multiplicacidn, con res-

(3]

pecto a una base dada, para todos los tipos de Zlgebras de Bernstein de

dimensiones menores o lguales a cuatro.

De aqul en adelante, no anotaremos el cuerpc de base § en los sub-

espacios generados, ademd3s, ¢ representari siempre un idempotente del
(0}

(V1Y

lgebra de Bernstein A .
Para obtener las tablas de multiplicacidn se deben recordar las pro

piedades de las &lgebras de Bernstein mencionadas en el Capitulo I
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En dimensibn uno:
Sea A =(c )
o
Tipo: (0,0,0,0)
U =uUu =v=w-= {0}

Luego, la tabla de multiplicacidn es trivial:

En dimensidn dos:
Sea A={c ,c.»
o’ 1
Tipo: (0,1,0,0)

UW=v=w=1{0}, U =(c)

Luego, la tabla de multiplicacifn es:
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Para dimensidn tres remitirse a [ 5] .

En dimensidn cuatro:
Sea A = (co,cl,cz,c3)
Tipo: (0,3,0,0)

+
U =v=w=1{0}, U =(c ,c ,c.)
1 i 3

Luego, la tabla de multiplicacifn es:

€= C s C.e; = 142 c; ¥ i o® Ly 2.3 5

c.c.=0 Vvi,j=1,2,3

Tipe: (0,0,0,3)
U =4u"=vs=140}, w=«(¢,,c ,c?

23

Luego, la tabla de multiplicacidn e

i3]

Como W # {0} v U # {0} , se nos presentan dos posibilidades:

cc., =0 V¥ coc # 0 . 584 coc = 0 entonces c¢. € U , es decir
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Si S # 0 entonces c§ € v = {0}, luego c§ = 0 . Asi, tenemos las si-
gulentes tablas de multiplicacifn:
£ cc = i'c =4 et = % =0
S Ss ' YRL T ELY Sogr TR iR T ST RS T
(1 c, =0 2= ¢, *F c
St s €3 7 ¥331%) ¥ V3355
! . N
©1%g T Y131 T Vpa% v Sfy T Yugi @) T Yag0%
i % . cc, = L o cc, = l—c c. = cz = ¢g.c,, =0
Tl RN TR eSS T ey & 2 152
(2) €3 = Y031%1 * Y0322 » Yo31 7 O 2 Vg3 7 O
c2 =0 c,c.. =Y c. + v c il =% c, +Y c
3 w Byls 1311 132%2 » €2%3 2311 53255
|
2_,\ f_l_ C:—]; CZ—C2= c. =20
B tm ® RS TR F R T o Ry g - =1%
3 =y 0 c2 = 0
(3) ]eg®3 = Yo31%1 » Y31 7 05 3
| 2185 = Yp31% F Yy32% » % T Ya% T Ve
|
2 1 ! 2_2_ .. =0
1% T C% 2 %1 T 2% " %% 2% %7 %7 9%
;
/Y | o o= N :éG C2=O
L4 Eofy = Vo395 » Ypga T Y ¢ O3
|13 = Y131%1 T Y132% 0 ©2%3 T Y2319 Yt V232%2
|
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Tipo: (0,1,0,2)

+-—T=_-r1 .*z ] =
U it 10}, U (cl) s W= (CZ,C3>.

Como en el tipo anterior, debido a que W # {0} ¥ U* # {0} tenemos

més de una tabla de multiplicacibn:

C2 = c € EBs = i’ c2 = 0 =%
s - Gg e 58 T E el s B Ee T Yy ®)
(1) CICB = YlElCl N CGCZ =0, COC3 = 0
2 >
Ca = Y99 By 5 C3 7 Ya3316; s €485 = Yoquey
I
g G ¥ i » €19 Y121‘:1!
|
€1%3 = Y131% ¢ %% T Yoo151 v Yoz T © !
(2)
; g e, =y o 3 # 0 c2 =0 = o2
| "0 3 Tp3171 2 'o317 % 52 Y3
; ]
5 _
| €23 7 Y2311 |
L :
| c2 B oL . C2 - o i
o oSS 1 T2 04 > ©1% T Y1215
3 : C = , C = O CZ = 7
B | &% T Y% 0 %52 » Co9 = Y921
¢ B, = e il g Bt =l BaE = &
| %3 T Y0311 * Yo31 # g b Ca%3 T Yom©
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§ =C cc, = -1— =0 =
o S0 Sot1 T2 % TV 0% T Y6
_ _ 2
(4) €193 7 V13151 7 %% T Y2161 0 € T 0 s Vg 7O
ce. =20 c2 =y =
03 > C3 % Y3316 » 03 T ¥pq1C)
Tipo: (1,1,1,0)
U =<e, ) u* =<¢ed v={g W= {0}
c H = C2 ] - C3 3 = 11U
Luego, la tabla de multiplicacidn es:
2 = = l = T; C =0
%6 " %t Fer T 1B r 5B T By 1 B0y
C2 = c #0, c.c. =0 c, =0
1 - Y1133 0 Y113 + €195 s Colq
2 _ 2
cy = 0, Ciey = 0, c, = 0
Tipo (1s0:01)
el ) i = o )
U = ( CI L] U = Uy = LE ) W o= 4 C3
En este caso W # 0 pero (¥ = {0} , luego existe una @nica tabla
de multiplicacidn:
2 _ 1 - <
€L T Cy s ety TS5 e e e, =0, c Cy = |
|
! 2 3 2 = o , o = } !
| c3 =0, ¢ = Y112%2 » Y112 £ 0, LJ.CZ =0 |
|
- =0 c.c. =0 c.c, =0
%3 % Tats 5 By8y |
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luego,

(1)
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Tipo: (2,0,1,0)

+ % 5o
u = (cl,c2> , U =w= {0} V=~_c,)

Considerando las dimensiones de U y V observamos que:

2 2

€1 T T1i3% v B2 T Yaggty

ol &

162 7 V12393

tenemos las siguientes tablas:

c2 = c c c, = l~c = lfc c. =0
o o’ ol 2 %1 ¢ 555 2 727 Co 3
2 .
Bi = ¥yuata 0 G5 " YgaaCy o B8 ™ Tipaty
Y113 0, Y0370, ¥,,5%0
L
2 0] c, = =0
oy i Bytg T gl
| 2 ~ 1 1 _
Ca” Bp 2 Gfy T 2%y Coc2 3 CZ ’ COC3 -
=y c c2 = c Y # 0, 7 # 0
€1 T ¥4i3% v Ty T VTapaSy 118 ¥ ¥ & Vass
. 0
| blcz =0 , ¢y = C1C3 62L3 =
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2 2 _
(3) € T V11383 0 Y1137 05 ¢5 = 05 cqcy =¥ o5,
Y # 0 c2 =0 c.c. =c¢c,c, =0
123 73 R G 273
[
ECZ:C C C =!'_ C—l —O
o o %1 T 2% %% T2 % 0 5% T
, 2 0 2
() €3 T 05 € T Wpp363 5 Vpp3 7 0
c.c, =Y c Y 0 c2 =0 c.c, =c,c, =0
172 12373 * '123 73 13 273
é 2 1 _ 1 -0
1% " St SB1 T2 5L Y %% T 7 Sg ot S T
(5) i c2 =0 c2 =0 c,C. =7 c v # 0
‘ s T R > T12 12373 * '123
2 |
% ¢y = 0, ClCB = C,cq = 0 .
| —
Podemos notar que claramente las tablas (3) v (4) corresponden a
Algebras de Bernstein cuyos espacios vectoriales subyacentes son isomorfos

mediante la aplicacidén c. < ¢ perc este isomorfismo nc puede ser ex -
p 2 1 b

tendido a las &lgebras respectivas.

Asi. he I~ luid ] oresentacido i todas ] tablas d nulti-—
A81, Nemos conclulco la presentaclon de tocas lilas tabias de muiti

plicacidn de las Zlgebras de dimensidn menor o igual a cuatro.



CAPITULDO LI1

ORTOGONALIDAD

Recordemos que en el Capitulo I se definié un Algebra de Bernstein
Ortogonal en la forma siguiente: Sea (A,w) un Algebra de Bernstein sobre
C cuya descomposicidn en sub-espacios vectoriales es A=T e ® U SV & W

e elemento idempotente. Si UV = {0} entonces A se dice ortogonal.

Como se ha sefalado en el Capitulo II, es factible obtener la clasi
ficacifn de los diferentes tipos de Algebras de Bernstein de dimensién fi-

nita.

Ahora plantearemos y demostraremos un teorema gue nos permitird

k]

=y

ade un cierto tipo de Algebra d

m

Bernstein, concluir que siempre es orto-

gonal.

TEOREMA. Sean A un Algebra de Bernstein sobre € de dimensidn n + 1 ,

. 81 A es de tipo

=3

fe s voes cn} base de 4 , e idempotente de

(L, t, I, n -t -2}y, 0 <t <n -2 entonces

g

es ortogonal.

32
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Demostracidn: Recordemos la descomposicién del Algebra de Bernstein:

+ .
A=CeolU 86U 8VEW en sub-espacios vectoriales, en que e = c

o
Como A es de tipo (1, t, 1, n -t -2), n>2, 0 KE Xqg -2

entonces dim U+ =1, dim U* = ¢ , dimV=1, dimW=mn-t- 2.
Liegs, U = Cepd y U¥=tey, vonye) , V= Ce o) s

W= (Ct+3’ cees cn) ; como cf € V por definicién de V , asi ci =

= con # 0, pues dim V = 1 , por lo tanto

= Y11 (e+2)Ce42 Y11 (e+2)

-1

“t+2 T Yi1(e+2)

5
CI , de donde

5 s gl 2y oy B _ o
“er2°1 T Wir(e+2)C1?%1 T Vi) C1

» T * .
0 . Ademds, por definicién de U se tiene

o
o
™
03]
0

n

ckct+2 =0

¥k, 2<k<t+1,. Luego UV = {0}

.

Con respecto a lo obtenido en el Capitule II, observamos gque todas
las Zlgebras de dimensidn menor o igual a cuatro son crtogonales. En efec-
to, basta examinar las tablas de multiplicacidn donde los productos uv
son cero Yu€ U, ¥VvE&€V,; sin embargo, inspeccionando a nivel sélo

de los tipos de Algebras de Bernstein de dimensidn menor o igual a cuatro

-

podemos constatar, salv

o

paraz el tipo (2,0,1,0) , que todas son ortogona-

t

Recordemos los posibles tipos en dimensidn cinco:
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i) (0,0,0,4) vii) (1,051,2)
ii) (0,4,0,0) viii) (L, 1,1.1)
iii) (0,1,0,3) ix) (2,0,1,1)
iv) (6,3,0,1) x) (3,0,1,0)
v) (0,2,0,2) x1) (2,0,2,0)
vi) (152,1,0) xii) (2,1,1,0)

Para el caso de dim A = 5 , utilizando el teorema previo, se tiene
que los siguientes tipos de algebras son ortogonales: vi), vii) v viii).

Adem&s, los tipos i) al v) son ortogonales debide a que V = {0}
Luego, falta estudiar la ortogenalidad de leos tipes ix) al xii).

Recordemos los posibles tipos en dimensidn seis:

1) (0,5,0,0) 11) (2,0,1,2)
2) (0,0,0,5) 12) (2,2,1,0)
3) (0,4,0,1) 13) (2,1,1,1)
4) (0,1,0,4) 14) (20,213
5) (0,2,0,3) 15) (2,1,2,0)
6) (0,3,0,2) 16) (2 05500
7) (1,3,1,0) 17) (3,0,1,1)
8) (1,0,1,3) 18) (3,1,1,0)
9) (1,1,1,2) 19) (3,0,2,0)
10) (1,2,1,1) 20) (4,0,1,0)

Para el caso de dim A = 6 , utilizando el teorems previo, se tie-
ne que los siguientes tipos de &lgebras son ortogonales: 7) al 10). Ade -

mids, los tipos 1) al 6) son ortogonales debido a que V = {0}
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Luego, falta estudiar la ortogonalidad de los tipos 11) al 20).

Un camino, para el estudio de la ortogonalidad en &lgebras de dimen-
sién cinco y seis, es describir las tablas de multiplicacidn como se hizo
para dimensidn cuatre, lo cual requiere de muchos ciZlcules. Otra manera;

seria plantear, a nivel de los tipos, algunas relaciones que permitan deci-

dir si se trata de un &lgebra ortogenal o no.

Existen trabajos recientes [ 7] en que considerando otra descomposi -

cifn del Algebra de Bernstein se obtienen resultados sobre la ortogonalidad.
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