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lNTRODUCCl0^*

Las ALgebras de tserns..ein surgieron a principios de sigio (1923-

1924) con tt abajos realizados en e1 carnpo de la Biología por Serge Bernste.n,

quier' ii6 una descripción conpleta de las lR-álgeoras contautativas, no n¿-

cesariarnente asocia!ivas, de dimensión tres cue saiisfacen 1a ecuación
aaal

(x-)- = (¡^-(¡,,)-x' dcnde r¡ es u¡l homci-,or:f isno nc trlviai de1 áigebra er

e1 cuerpc. Sus resultadcs 1cs cbruvo a partij. ce consideraciones scbre las

1e''.es ie ie¡encia ., e1 t¡inci;io esta:icna]:ic ie una coSlacián,

Posteríormente (f975), P. Holgate estudíó e1 problema desde un

punto óe vlsta algebraieo. Descompuso el álgebra en sub-espacios y a par -

¡ir de e1los obcuvo resultados sobre Ia estructura de1 á1gebra, lo cual 1e

perBitid detenoinar 1os posíbles tipos de Algebras de BerBstein de dimen -

sión tres y cuatro, quedando couo problema ebierto eI determinar 1as tablas

de dimensión cuatro.

El objeto de esta Tesís es describir totalBente las tablas de

mr¡ltiplicación a:ltes Bencioradas. También, 1os posibles tipos de faoilias

i



paramátricas de Algebras de Bernstein de dimensi6¡; cinac .v seis, estudiandc

además l-a ortogoraiiciad de e11as.

Fñ ó1 a.- ir.. :^ I- I, de fas generalidades, se dan las nociores basr_

cas sobre 1as Algebras de Bernstein v su desconposición en sub-espacios cia-

da por P. Hcigate [:] , e" base a 1a cual se tr:abaja en 1os Capítu1os siguien

En ei Capiruio 11, de 1a clasificaci6n, se nuestran Lcs Ciferen -

tes tipcs de Algebras de Bertstein de <iimensión n < 6 ! se describen 1as

¡ab1as de multiplicación <ie ias AlBebr:as de Bernsiei-n Ce <iiner:sión ¡ < l

. orrc 5PCncrerLes ¿ cdca Lt ?o,

Erl el- CapítLi1o II1, de

tipo de Algebras de Be¡ns¿ein de

na1es. Este ¡esultaio se utiliza.

Fa¡a .1csirat: q.re tcia Algelra de

ia ortogoralidad, se prueba que har- cie¡tc

dimensión n -i I c.ue siempre son ortogc -

juntc a 1os resu.taios o-\ten,das er, ll] .

Eernstein de dile¡,si6n .: ! es ct:toE¡lla1,



CAPITULO

G Eii E ¡.A]- I D.q¡ E S

Sea ii un cue?c

Def:nición 1. 1. Una li-álgebra o un

cual se de f inetor:ia1 A sobre e1

AX A

(", y)

ll,amada multiplicaci6n en A

A es asociativa sí y s61o si

u(u(x,y), z) = U (x,U (y, z) )

A es conmutativa sí y só1o si

u (x,y) = u (y, x)

K es un K-espacio vec-

K-bilineal:

álgebra sob re

una aplieación

-+ xy

i¡ x,y, z € A

{x,y€d



A tiene elemento uno, 1o , sí y só1o si existe io a o ta1 que

¡(lo,x)=x=p(x,lo) +x€A

Ejenplo 1.2. Todo cuerpo K tleoe una estruciura natulal de K-álgebra con

el en¿ntc uDo, asoi i¿t:v¿ ] conr.uEa:ive.

Ejenplo 1.3. Sea \ un K-espacio vectcrial, CitrX I < € erltonces

; = j t\) =.1, i : \ -\ l.-.rr.E¿t j es u:.¿ ]i-ál.e¡ra a1 Ce:-n:r f'r =
t

= f . g 1r i, g € J,, (f r .A. es liar¿da e1 álgebra de l-as transi-or;iiacic -
ñ

nes llneales de1 espacic vectorial V -v es ur,e K-álpebra asociativa con

.1er.:nLo uno, id,- \ eIi Pc:lc:41, ]c es connuLáiiva.\-

Eje¡rplo 1.4. Sea A una li-á1ge'ora con nultiplicación que denotaftos por

x,v l definamos sobre A una aplicación K-L,i1rnea1 dada por;

AxA.+A

(x,Y) - x'Y := xY + Yx

luego A tiene una esErucEura de K-álgebra respecto del nuevo produclo,

observación 1.5, Si A es asociaEiva y conmutatíva respecto a1 pr:oducto

xy entonces A es asociativa respecEo a1 producto :i.y

E-ienplo 1.6. Sea A una K-áIgebra asociativa y definamos sobre A una

aplicación K-bilineal dada por:

AXA+A

(x,y) * x'y := xy - yx ,



en que xv denota e1 producto original en A , 1ue8o A tiene una estruc

:urd ce ).-áig.nra conr]:utatis¿, \ no aso.:aEiva. A se ] -lar-a áIfebra de L:e.

Definición 1.7. Sea i1 un álgebra sobre K , 1a dimensi6n de1 álgebra A

scbre K ,

sobre K

denotada diq.A ss la dinensi6n de A cotrio espacio vectorial

II
¿e = :',..a- . 1.. Cf-r 1 rtf fi ]lk v i,j,k = i, !11

coastituyen la tabla de uultiplieación de1 álgebra A

1..,, se Ilaman constantes de estructura riel áJ-gebra

la base ia.]l .1 1=l

Ej erop 1o 1.10. Cuaterniones Haniltonianos: Itl .

cooo IR -espacio vectorial, H= R4 sea {"ril=, Ia base can6nica de

L
]R

Consideremos la tabla de multiplicación siguiente:

Ol¡servación l.E. Er e1 presenle trabajc, consiciera¡:emos s 6l.r álgebras de

dineas i6n i a:l1t a.

Defirición t. 9. Sea ¡. una K-álgebra,
-ndim A=n S.¿ a:-. una ba-ñ r ,=.1

se de A sobr-e ( Las relacic:res:

A

Los e s ca lares

c oÍl respecto



tl
"2 "3

e,

t t1
"2

t3 e.
4

"z "2 -i t4 -3

e"
.) "3 -e.4 -e1 tz

e
4

t4
"3 -e '1

Así se define sobre H una estructura de lR -á1gebra, asoeiativa,

no coDr0utativa y con elel0ento uno, al

En este ejeuplo, hay exaclamente 43 gsns¡¿¡tes de estructura las

cuales perteneeen a1 con-íunto {0,-1,1}

Definición 1.11. Sea A una K-álgebra, Sea B un K-sub-espaeio de A

estable para 1a uultiplieaci6n en A , Entonces B se dice una K-sub-álge

bra de A

Ejemplo 1.12. Sea A una K-álgebra. Consideremos J*(A) el álgebra de

las lraos f orrna eíones lineales de A Sea

x€4, Lx:A-+A , Rx:A-+A

a-+ax

1a roultiplicación a 1a izquiercia v a la derecha respec tivaneDte.

Entonces el conjunto de trans f ormaeiones lineales de A- generado

por las multiplicaciones a 1a izquierda, a la derecha y por la identidad

de JK(A) constiEuye una sub-álgebra de J*(A) , denotada por T(A)



Defj-nición 1.13. Sea A una K-ái-gebra. J c A. Se dlce que J es un

ioeal a 1a izquierda (respectiva;nente a 1a derecha) rie A si:
j ) I ac .,- r -c '.é, -a!ic 6c A

ii) AJ a -l (respecrivamenae JA c J)

Observacron 1.14.

1. J es ideal bilaterai si es íclea1 a 1a lzquierda ,\, a 1a de::echa a 1a

vez.

2. Sl A es aso.iaiiva 1' adlite eleEenEo unc, 10, se iiene:

.i"x = (1 1^)x=x(- 1^) +reK, rra€A

Luegc, los ioeaies a 1a izquierda (a 1a derecira, brlateraies) de1

anillo A son idántrcos a 1os ideales á 1a izquierda (a 1a <ierecha,

'bilaterales) de la K-álgebra A respectivanente.

l¡efirición 1.15. Sea A ura K-á1gebra. J un Ídeai bilater¿1 de :,

A/t es una K-álgebra llamada K-álgebra cuociente de A por e1

ídeal bílatera1 J si:

a) O/, es un K-espacio vectorial cuociefrie,

b) se define 1a aplicación K-bl1inea1

Al > A/ * Ai/J /J /J

(x*J,v+ J) - (x+J).(y ¿J):- xy+J

en que xy denota el producto en A

)



Definición 1 i6. Sea A una }i-álgebra no necesartal¡eore connuiátrva n]

asociativa.

Sea U una sub-álgebra cie A, x€A, r€}i

1 r+l .ra) z := x , x := x( x)

Ir-Lr
! .= fw lw

s€ lianan po-Lencias principales izquierdas (respecrivallente derechas)

b) 1r 
'- u , 

t'', := -(r!,,

L' i- L: , U' '' := ( (tl')U)

se llaman potencÍas principales izquierdas ( resp ec t ivamente derechas)

deU

c) u(1) ,= u , ,(r+1) .=,rri.),¡(.)ui

se llaman potencias principales de U

d) ,l tl ,= r, x[ 
r+I] .= 

"[ 
rJ*[ rl

se llaman potencias plenas de1 eletrleTlto x ,

e) u[ 
l] ,=u, ,[ r+11 ,=,r[ '] ,l tJ,

se llaman potencias plenas de 1a sub-álgebra U

_. i i i+it) x x- := x -

se l1ama potencia asociativa de x .



Ubser\'acion l-ll-

-_r _., -[rJ [rJ 12] z l3j zzr) !ngeneral, x 7r ; x =X, x- - =x, x.- =xx

2) Las poaencias principales izquierias (respectir,'airgnte derechas) de una

sub-álgebra U son ideales izquierdos (respectivanente derechos) de U

3) Las potencias principales de U son ideales de U

4) Si U es conmutativa entonces 1as porencias p::i::;toales izquierdas 1.

derechas coincicien con las poter.icias principaies.

5) ''"u _.'Ll , ut'l - L'

,(r-1 ,(r) ,,i r.:l - lrlu u . u '-'-' .

Def inición I.§. Sean A -v dos K-átgebras cu]-as nultiplicaciores son

denotadas por x-_v )' x"I' f x,v € A , 'i x',!r € A' respectivarnenae.

f : A - Ar se dice un homomorfismo de K-álgebras si:

i) f es un homomorfísgro de los K-esoacios vecioriales,

ii) f(xy) = f(x).f(y) f, x,y € A

Adeuás, sí:

i') f es epiyecEiva, f se dice epimorfisroo de las K-álgebras.

ii') f es inyectiva, f se dice uonomorfisno de 1as K-álgebras

iíi') f es biyectiva, f se dice isomorfÍsmo de 1as K-áIgebras.

Si A = A' y f es un isomorfisroo, f se dice un automorfisoo

del álgebra A .



Definición f.i9, Sean A,A' dcs K-álgebras.

Sea f : A - At un homoirorfisno de (-á1gebras, Entonces

ker f = ta e f'lf (a) = ¡r es e1 núcl-ec del homonorfis¡ro f

Deflnaclón 1.20. Sea A una }i-álgebra comtu¿ative no necesariar.enie aso-

ciativa, A se dice álgebra ponderada o bá::ica sí existe un homomorfis¡ro

de K-álgebras no nulo n : A + !i , r! se llana una ponderaci6n de1 á1ge-

bra A, o funci6n pesc de1 áige'lra A Se dirá tanbién que e1 par (A,i")

es una K-álgebra ponielada,

Cbservación I .2i.

a) Necesariamente 1a funci6n peso es epiyectiva,

b) Sea (A,o) una K-álgebra bárica 6s dimeasión n , entonces ker¿¡

es un ideal de A de dimensí6n n - I y se tiene A/Uurr: «

c) Sea (A,úr) una K-álgebra bárica. Si e € A es un idempotenre (e I 0)

entonces ot(e) = 1 v 0(e)=0

d) Sea (A,6) áIgebra bá::ica, entonces no siempre es verdad que o sea

único, por ejernplo; sea A = ( a.,a^,a.)_ conmutaEiva con tabla de

uultiplieación:

a. a"

a,I +u1
^2

u2 uz

a^
2 2

t3 +u2 t3

¡' consicierar los hcnonorfismcs:



r,:A-+lR trJl : A'+ IR

-+1

-+0

T.
----i+4'

I

I_lfJ

,I

u2

^3

'I * o

'2' a

J

con olo,

Definici6n 1.22, Un morfisno de álgebras oonde¡adas f : l¡ r ) -. rAr , t \

que verificaes un ¡:orfisrno (homonorfisnc) de K-álgebras f : A - Ar

,t^ f =

OL,se¡-ración 1.23, Si (A,;) es un á1geb::a ponie::da, exist.e ur, e1É-Eent-o

e en A tal que r¡(e) = 1 luego 1a descomposíción en suma directa de

K-espacios vectoriales A = Ke S ker¿u Además ker0l es un ideal de A

Si ahora f : (A,o) - (Ar,r.rtr) es un morfismo de áIgebras ponderadas, 1a

condición or' " f = o.r implica f (kerr.o) c keror 1uego, por paso a 1os

cuocientes, )l ísomorfisuro de K-álgebras i : Ke - Ke' que hace conmuEa

tivo e1 diagrama;

A

1

+
Ke

en que las flechas vertieales son caodnicas. Así, en una categoría de ál-

gebras ponderadas, la componente Ke de estas álgebras es única, salvo

isomorfísmo, es decir, Ke es un invaríante en la categoría,
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Definición I.?4. Sea (A,u) un álgebra ponderada l- h : A * A ur,a aplica

ción cuad¡ática, es decir ¡(ix) = ).2i:(r) +).€r., +x€A. y 1a apli-

cación AxA*A iief inicia por (",:-) *h(x+r,) - h(x) - h(.v) es K-bíli

nea1, necesariar¡,ente sinétrica. Se di¡á ahcra cue 1a terna (A,[',h) es un

áJ-gebra de Bernstein si h(h(x)) = ¡(1.,(¡)x) ¡i- ¡ € A , o adn h(h(x)) =

)
= r-(x)'h(x) + x € A

i'e-.; lc i.l:. :e¿ {¡.- un á1gr: r¿ porJe:aCa r "e: ii : A - ; l3 éJ,Iica

ción cuaCrátlca definida ¡or x * r. (x)x luer¡ la a¡iicaci6n K-bi1inea1

simátrica asociada es A x A-A, (x,--"-) '- -(x)l + 
"r(-!)x Es clarc que

)(A,L^,,h) es un álgebra de Bernstein pues h(h(x)) = L- (x)'h(¡) + x € A

Observación 1.26. En este lrabajc nos referi¡enos a un caso particular de

la cual 1a aplicación cuadrátlca h: A-A es

arotar¿i¡os sinpienente (.1,..) Hacenosnotar'

a ccnsidera¡ ser:á e1 cuero¡ de 1os ¡úr¡eros compfe

áigebras cie Bernstein en

2de:inaoa por >i + )i , Y

aier,ás cu¿ ei cuer¡c R

j os L

Vrencionarenos, a coniinuación, algunos teoremas

de Berostein.

Sea (A,o) un álgebra de BernsEeirr sobre

- es único. pues si ha)' oEro t'l se deEuestrá

Y z É kerLL y luego que c¡(x) = u¡r(x) ¡d x É A

tente e de A (e1 cua<irado de un elemento de

Podeüos considerar 1uego, la

recta de sub-espacios vectoriales A = De O kero

álgebra de A y keruJ es un ideal de A

dÉ estruct'lr:a de á1ge'cias

D EI hououorfismo pes o

p:'ioero que, c,(z) = ¡¡,(z)
1

- kerLd . Exis¡e un idenpo-

peso uno) y 0(e) = 1

descompos icj ón en suma di-

. Además, Ee es una sub-



1i

Proposícídn 1.27. Sea (A,o) una álgebra de Berastein sobre f, y e un

idempotente en A . Para todo z en kero se verifican las siguientes

identidades:

.. t311' 2 = \)

,)\ -2r-^, - nL,/ . \.cJ - v

3) 4lze¡2 - 2.2. - ,2 = o

4) Z(ze)e - ze = 0

5) (zrzr) (zrzr) + (zrzr)(zrzO) + (zrz.)Grzr) = 0

6) (z,z^) (z-e) + (z,z-) (z^e) + (z-z^)(z,e) = 0I¿ 5 lJ ¿ ¿J .t

7) 4(zre)(zre) * 2(zrzr)e - zrz, = o

-. 22 -. .2
' t'2

)or --f- ^\ _ _rr- -,)(z,e).7'.2-,.'.1.21

Demostracíón: Las cuatro primeras se obtienen considerando ua elemento ge

nérico de peso uno y=e+Az, z€kero, 0€0,yaque y satis-

face la ecuaclón de Bernstein obteflemos un polinouio en 1a variable 0

igual a1 polinomio nu1o, es decir, Eeaemos

(e + oz)['] - (.+or)[2] =o i¡e€8,

luego lcs coeficientes cor resp ondientes a las potencías de 0 son :iulos.

Las iasia¡tes se obtienen coiisiCeraando

4
z= Z A.z., e.€C, z.€kerlj:aa L ' a
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si susti¡uimos z en (1) (en (2); en (3)) y aplicaacs e1 mismo procedi -

niento anterior obtene¡ros (5) -v (8) ((6) y (9); (7)) ¡espectiva&ente.

Observaci6n 1.2E.

a) (7) se puede expresar como:

,|

(I0) (zrzr)e = irr",- 2(zre) (zre)

b) (kerr¡) 2 es un ideal en A , ya que (tert.:) 2 es un Ídeal en keri..r

y por (i0) (kero)2e c (ker¿o)2 .

Proposición 1,29. Sea (A,c,l) un álgebra de Bernstein sobre i[ Sea e

un elemento idenipotente en A . Sean 11 = ( ze)n z € kerui y

V = (u,.u.)- u.,u, € U sub-espacios vectoriales de A, así v = LI2 y].J rr r J

consíderemos, además, W un subespacio suplementarro de 1a suma de 0e ,

tl y v . EEtonces en A se tienen 1as siguientes relaciones;

l(11) ue=iu §u€ll

;(72) ve=!urur-2(ure)(ure) Vv€v, {rur,u, € LI

(13) ve=0 SvEV

Demost ra c ión:

(11) se obtiene de (4) sustituyendo ze por u .

(12) se obtiene de (10) sustituyendo ,l J ,2 poi: rI y ,2 respecti-

vamente v haciendo u,u^=v.' tl
(13) se obtiene colocando (1i) en (12).
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Observacrón I .30.

(i) U n v = {01 en virrud de (11) y (t3).

(ii) A=0eOUOVl0W (couo espacio vecrorial),

Proposición 1.31, En A se verifican aún las siguienfes ídentid.ades para

,i en V , ,j en U y v¡k en t{ en que i = 1,2 ; j -- 1,2,3 ;

(14) (vrvr)u = 0 , ¡¡u€il

(I5) (r'ur)u, + (vur)u, = 0, V v€ V

(16) (r1r2).3 + (urur)u, + (uru,)u, = 0

1().7) (vrvr)e = iur",
I(18) (uv)e =7uv , Su€U, +ve V

(19) w1v2 = 2(wrwr)e + 4(wre) (vre)

(20) r"'u=2(vu)e+2(ve)u , tue [,r

(2I) wv = 2(wv)e , ¡ñv€V, Y\d€ I,J

Depostracióp: Las identidades (14) , (15) y (16) se obtienen de (6) sustitu

yendo ,l,rZ ! "3 por 1os uj,v-,u y v coovenien temente.

La identidad (17) se obtiene de (10) a1 reemplazar "1,"2 por v1

Y U2 respectivanenae '

Las identidades de1 (18) a1 (21) se obtienen sustituyendo z, ]-

a2 por 1os u¡rtru ) v conven-ienre¡oenLe.



Observación I . 32.

tienen en A las

Por simple inspecci6n de 1as identidades anteriores se

siguientes inclusiones :

a)

b)

c)

d)

e)

lr <i5,,:a¡ra

1o anterior, nos da

a saber:

u

ue\]

u6!

U

C=feeu€V

C es un ide a1

c=¿2

2VC

IiV C

UC

l^ili C

141' a

por (17)

por (18)

por (19)

por ( 2t-i)

po. (21)

proposrción, que se Ceiluestra dlreclaneqte a partir de

una inte¡esante propiedad de ia Cesconposici6n <ie .A ,

Cons i de-

Entonces

deA

Proposici6n 1.33. Sea (A,¿-.) un á1geL,ra de Berrrs'.€1n scbr:e C

ran¡s 1a des;ol-,;rc:ic jór de A en su':'esDaci.os vec::'¡ia1es

i=IleGU€f€',^'

Sea

i)

iÍ)

Observación 1.34. El ideal C se denolBina corazín de1 álgebra de Bernsrein

y es independaente de la elección de1 idempotente.

!¡o;csició¡ i.3i. h un álgebra de Bernst.eir 1os

sori f¡:ecisa(renre aquelics Ce la fc¡¡a: e + u + u

eleEientos ideEpoEentes

2 .., u€ U

L4



Demostración: Claramente un iden:potente no puede aener compone¡ite en li
.2

pues n--aile!, e*u*u' es idenpctente (pcr cá1cu1o dlreclo), ade-

^22más, (e+u*v)'= e+ \u+ -\'u+v ) + u Si e+u+v es ldenpoten

Ee entonces e+ (u+Zvu+v2) +12 = e+u+v,1uego ,=,,2.

Definici6n 1.36. Sea (é.,r..,) un álgebra cie Bernstein sobre 0 Considere-

nos la descoinposic-ión de A en sub-espacios vectoriales

.q=0e0Ue\'0-r.J

lÍrtonces, A se dirá un álgebra de Bernstein crtogoial si UY = iC-f

P¡oposici6n i.37, Sea A un á1gei:ra de Ber:rstein ortogonal. Sea

l,* = '-u e U / u(l.l 6 V) = ..01, . Er,ronces eii A se verifican:

a) v2v = {o}

b) v2 c Lto

c) si ¡.¡e # 0 entonces ,2a u, +\^7 € lJ

si l¡e= 0 entonces ,2aU, fw€W

d) \t2 c u*

e) uh,. c U*

f) !,rJ c {.1^

Demostracián:

a) Por observacíón 1.32 parte a) tenemos v2v c üv = {Oi.

b) Couo 12 c tJ y por la parte a) \r2v = {0i y además la relación (14)

de ia prcposiclón 1,3i ncs díce que v2U = ..O-- , luego v2 r U*
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c) Ccnsideremos e+er"', e€0, L'€ $-

(e + tu')['' = ," + f2"2 + 26ev)2 = e + 54u-[ 
3] * q:2("")2 *

+ 2 2 

"'2 + 4:e(eL') + 4'3"2(e,,) ,

comc e * 8v es de peso uno, su cuadraCo es ut idenpotente

t.]l ^.2 ^22(e + 0w)'-' = (e + ev) =e*0-v- *20we

lgualando terrenos:

e ' 04r[ 3J .,. 4g2ir.)2 + za2 er2 + 4ge(eu.1 + 4e3v2(ev) - e +

* g2*2 + 20we = 0 +o€c

I-uego:

1) J3l = o

2) ,21t.¡ = g

3) 4(re)2 - *2 + 2u*2 = o

4) 2e(we) - ve = 0

Ahora, si wel0 ento¡lces (e+ 0w)'= "* 20ve + g2w2 = e+
)* 20¡¡e * (20we)' en virtud de 1a proposici6n 1.35 ya que we e 11 Así,

-22 .-2. .2P-w- - 4€-(r^,e)- = 0 r* e € [

_ 2 .2 - 2-.. ^.Luego r^r = 41ve), así w q ! . l>r we = u, 1a relacidn 3) queda

2 ^ 2 - ,.\,¡ = /e\^r er u .



t1

d) _l e) Considere¡ios e1 elemento de peso uno

e+Ou+Bw, 0,966, u€ U, lreW

(e+óu+erd)[ 3] = u + o4,r[ 
3] * eal 3l * 02.,2 + 4e2E2 (ur)Z +

+ éu + 202er¡2 +  oee(ur¡) + 2a2 er? + 2Qe2 u.2 +

+ 4gé2u (uw) + 203.,3 + 4030r^,2 (,-.,w) + 2a?o2r2 u2 +

+ 4003 (uw) u2

Además ,

(e+ou+ gw)[ 3] = (e+0u+ or¿)2 = e+ou+ g2"2 l-2qEu, ¡ qZuz

pues (e + 0u + 0r¡)2 es un idempotente.

Igualando i) y ii) obteaemos finalEente:

1) 2u*2 -r2 =o

2) 4e(uu) - 2uw = 0

.2 ^ 2 2J) + lul,Jl + lli u = u

4) 2lr¡r2 = o

5) u(uw) = g

6) 4w2(uw1 = g

l) 4(uw)u2 = 0

De 1), ,2 = O v *2 e Ll en virtud de ot,servación 1.32 parte c),

De 2), uw = 0 w uw € lJ en virtud de observaci6n 1.32 parte C).

\)

il)
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)
Luego, si ut € [.] v además por 4), ¡'.ru,2 = 0 entonces n2 e U*

en virtud de la ortogonalrdaci, pcr 10 tantc. .,rl ,,u,€ l^.. : Un ,

pero

1 [ : 2 :rt1"2-71'trntr' -'I -u:.' t w,'r"'r f ü

?-
LUeEO, Vr L Ll

.{hora, si ur., É iJ ¡ además por 5) u(ur.,l = C } entonces u.i.- € i-:*

en virtud <ie ia ortogonaliiad, así ilii. C tr-'

f) Considereuros el elemertc de pesc uno

e+ 0u+q/v+ 0!,i i 0,V,9€E, u€[.i, v€V, w€W

y aplicaado el mismo método anterior, obteaemos, entre otras, 1a rela-

ci6n u(vw) = 0 y de la observación 1.32 parte e) se obtiene \71{ C [.] 
x

en virtud de la ortogonalidad.

A eontinuación, sea (A,c¡) un álgebra de Bernstein sobre 0 , no

necesariamente ortogonal ,r, consideremos 1a descomposiclón de A en sub-

espacios vec !oriales:

A= Cee UeVSi^I

Proposici6n 1.38. Si todo eleuento en \¡ es e1 cuadrado de a1gún eleoen-
,to en U , entonces V- = {0}

2 2 ,2,2 I3lUemoslracron: 5l v=u, v =(u) =u,.=0 ),
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Corolario I .39.

Cbservaciór 1 .40.

Designemos por: d

enU

luego tene-

1a dimer:si6n de ke¡ii ertre 1as di -

L , \ ¡ ln cia ori¡er a lo. c.fe -

de una deiermrnada dinensión. Estcs

p16r:imo Capíiuio.

a)

b)

c)

Si diir,n V = I entonces v2 = {ol

Sea U' un sub-espacio suplementario de U*

,r= clin'!, rlu = dinn tl , d*=iÍmnU+,

+-
.A - Ee E U E U^ G \ E H

1

d '-; C (d + lj-;- I
t] ll

r1 > C= d > 0\,+
u

ub.(r\-c;ón -.*1. 1a li:rr-bu i6n ir

üensic;ies Ce los sub-espacios l,* ,

rerr-es tipos de álgebras de Bernstei¡

tipos posibles 1os estudia¡emos en ef



C A P 1 T T] L O II

CLASIFi CAClON

En eI presente Capítulo nos ocuparemos de clasifícar 1os tipos de

farnilias paramátrÍcas de álgebras de Bernstein de di.mensí6n n < 6 en ba-

se a la teoría desarrollada en e1 CapíEulo anterior.

Sea (A,o) un álgebra de Bernstein sobre 0 no necesariamente or-

togonal v consideremos la deseomposición de A en sub-espacios vectoria -
les:

A = ce e kerL" = Ce e {.1+ o {.t* o \ 0 k

Los ciiferentes tÍpos cie familías paranáiricas de álgebras de Bernstein

(o siurplemenle, Ios diferentes tipos de álgeblas de Bernstein) se obtlenen

por la riistribución de la dimensión de1 ken¡ entre 1as dimensiones de los
+-sub-espacios U , U^ , \, y $ , Anotaremos cada tipo por cuaternas cu-

yas couponentes corresponden a las dinensiones de U* , L.l* , ! y i,l

respec Eivamente.

20
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En eI caso dim- A = I , teneruos Lrivialmente un único tipo:
IL

(0,0,0,C) , pues A=[e, e idenpoterie de A,así

ker, = U+ = ¡x = 1r = !; = ,.01.

Si din' A = 2 ent.cnces din. kerc = I se distribuve entre las

Cr-mens]-cnes de U ,U ,V v H Luego 1os posilries tipos son:

!) !u,1!Lr!u,

2) (C,0,0,i)

en virtud de 1e o'cservaci6n 1,40 _,- de 1a definicián de 1os sub-espacics

ve-cortdles L . i. , \ r' 1¡'

Seialarenc: ahora, la clasificación daCa pc:: P. Holgate en I5] de

los tipos de á1se'¡ras de Bernstein Ce ciir¡ens ión t¡es .,' cuatro respecto de

ra '---l:¿ n.i. :ct.--:, art.: -( rne:..(,

En dimensión tres los posibles tipos son:

1) (0,2,0,0)

2) (0,0,0,2)

3) (0,1,0,1)

4) (1,0,1,0)

En dimensi6n cuatro los posibles tipos son:

1) (0,3,0,0)

2) (0,0,0,3)

3) (0,2,0,1)

4) (0,1,0,2)
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5) (1,1,r,0)

6) (i,0,1,1)

1) (2,0,1,0)

Clasificación de álgebras de Bernstein de di¡rensi6n cinco I' seis.

Para realizar la clasificaci6n plantearemos un proceiiaicnto gene -

ral aplicable a toda átge1-.ra de Berrstein de Ci:rensión finite.

Sea (Á,-) un áigebra de Bernstein sobre t , din. l. = n + 1 ,

luego dim. kerl = n

Procedimiento para determinar los diferentes típos:

a) Obtener las partlcioaes de1 número que expresa la dimensión del kerul ,

o sea, 1as particíones de n .

b) Forrnar Eodas las posibles cuaternas con lós núneros de eada partición.

c) Seleccionar las euaternas de1 punto b) que sean compaEibles con fas

restricciones dadas por 1a observación 1.40 y con 1as definiciones de

1os sub-espacios vectoriales: U*, tlo , v, !J en que se desc.oupone

el álgebra.

Dicho procediBlento puede resultar largo y es por ello que, trata-

remos de sirnplificarlo del ¡rodo siguiente:

Afirmaciones:

1. Las couponentes co rresp ondien tes a 1as dímensiones de U+ y de \, son

ambas nulas o son ambas no nu1as. En eÍecto:



i) 5i suponemos dim'U+=r>0 v dimn!=0 entonces

,+u = (c,, c^, ..., c )- con tcios lcs product.s c-c. = 0I - rL t j
- ... - ,':-r,.1 = r.-. .,,. r Ya qul U - \'= ! Pe:. esto s:gn,Íira

que c. € U* + i = 1, ,,., r; 10 que es una contradicci6n.'f

ii) Si suponemos dim'V=s>0 y dimn i..l+ = ú se tiene una conrra-

diccrón con 1as ciesigualiades de 1a obserr.aatán L,rr0.

1. >.. 1. LoII.lor.ci']ie !.'rrt-s;::.-j(nL= ¿ l¿ ciil(:r. -,-:. J. ü- u:. nír.:a r

tal que 0 < r < n entcnces 1a corponente cor:¡es¡oadiente a 1a dal!]eii-

sión cle \: es un nú¡ero s > 0 que satisfac€ 1as desi¡uaidaies
I. : rlr - I, \. s - r :l .

3, lna vez obtenidas las conponeirtes correspondientes a 1as clinensic¡es
+

de lJ i' de \i se Ilenan 1as eoinponentes cori:espordientes a fas dillen

si¡nes de {J* r- de l^' ccn 1os n.iileros de las particicres de r de

tai i:nera qua ia s u¡ita Ce las cua!r:c conpcneitiea sÉa- !i ,

En 1o que sigue, nos abocarenos a describir los diferentes tipos de

álgebras de Bernstein de dínensión cinco y seis, urilizando el procedimien

to anteriormente expue s to.

En dimensión clnco los posibles Eipos son:

1) (0,4,0,0) 5) (0,2,0,2) e) (2,0,1,i)

2) (0,0,0,4) 6) (1,2,1,0) 10) (2,r,1,0)

3) (0,!,0,3) 1) (1,0,1,2) 11) (2,0,2,0)

4) (0,3,0,1) 8) (1,r,1,i) i2) (3,0,1,0)
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En dir,ensi6n seis los pcsibles tipos son:

r)

2)

3)

4)

s)

6)

7)

8)

e)

10)

(0,5,0,0)

(0.,0,c,5)

(0,4,0,1)

(0,I,0,4)

(0,2,0,3)

(0,3,0,2)

(i,3,1,0)

(1,c,i,3)

(i,i,r,:)

(1,2,i,1)

(2 ,A ,1 ,2)

(2 ,2 ,1 ,0)

(2,1,1,r)

(2 ,0 ,2,1)

(2,1,2,0)

(2,0,3,0)

(3,0,1,1)

(3,1,1, o)

(3, 0, 2, 0)

(4,0,1,0)

i1)

t2)

L3)

i4)

i5)

r 6)

17)

18)

20)

Conocldo e1 tlpo de á1ge'o::a de Bernstein, es factible dete'::¡¡inar

las tablas de aultipiicación ccn ¡espec¡o a una basr dada.

Ert este Capítulo exhibirenos las tablas de nultiplicacida, con res-

pecto a una base dada, para todos 1os tipos de álgebras de Bernstein de

dimensiones flenores o iguales a cuat]:o.

De aqui en adela¡te,

espacios geneaados , además,

álgebra de Bernstein A

anotarenos e1 cuet:-pc de base 0 en los sub-

representará sieupre un idempoiente de1o'

Para obtener 1as ¿ab1as de nultiplicacíón se deben recordar 1as pro

piedades de las álgebras de Bernstein roencionadas en eI Capítulo I
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dimensión uoo:

Sea A = ( c )
o

Tipo: (0,0,0,0)

+¿l- ."'
v -v -\-t1 -u

Luego, 1a tabla de nultiplicación es triviel;

En iii¡rensión Cos:

Sea A

Tipo:

+t,l =v

Luego,

Típo:

U =U

Luego,

= ( c .c- )o- 1

(0, 1 ,0 ,0)

= w = {01 ,

la tabla de

(0,0,0,1)

- v - iuj r

1a tabla de

U* = ( cr)

nultiplicación es;

I{ = ( cr)

mult.iplicación es:

22
o o- 01 t

En
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Pai:a dinensión tres reniiirse a [ 5]

Ln di¡ensi6r, cuatro:

Sea A = (co,c,,.2,.3)

Tipo: (0,3,0,0)

ir' = v = li = {0} ,

Luego, tabia de

Tipo: (0,2,0, 1)

rr' - r, - J^1u - v _ .v,j ,

U* = ( c'cr,cr)

multiplicaci6n es:

L1* = (. cr,.r) , Irr = ( ca )

u"

1a

.3 =.o, .o.i = il2 ci Y;. = 1,2,3 ,

c c. = 0 V i,j = 1,2,3

Tipo: (0,0,0,3)

u =u^ =v={01 , H=(
li_l

Luego, 1a tabla de multiplicaci6n es:

2
C = C , C C. = U
o o o1 V i = i,2,3 , c.c- = 0aJ

u.,.,:-]1)v !rJ - ar¿rJ

Como

c c- = 0 VoJ

lio
c c^

OJ

-i.Il {oj y

c c^ I 0
OJ

2
-l

J , se nos presenta! dos

- ? _ ..= U entonces c. c Ll ,.)

posibilidades:

es declr

Y33I'1 ' Y332'2



Si c-(r I 0 enLon(es .2 a t = 0., luego .-- - u . Así. cenencs las si-oJ i - J

gu-EnLL5 1af,13¡ dl- mult-¡licarión:

2L122
"o="o, cocl=ZcI , "o.2= i "2, "i=cr=crcr=0

)
coc, = 0, .i = l::l.t * \332.2

t1t3 = Yr3rtr * 1!32"2' "2"3 = \z3rtt + l232tz

21122.o=.o, .o.i =7.I, .o.2 = i"r,.l =.; = c.c" = 0

.o.3 = l'031.1 * 1032.2 ' ]O:t I 0 ' Y032 I 0

)t; = 0 ' c1c3 = l131ci + 1132t2 ' crc, = 1 231cr + \232c2

(2)

(l)

(3)

21L22.] =.o, .o.r = i.t, ro.2= irZ, "i = ", = crc, = 0

.2.o.3 = \031.1 ' fOlt / u , ca = t)

tI"3 = Y13rt1 * \!32t2 ' "2"3 = \23rtr * 1232"2

2T122
"o= "o,.o"1 =T"l ,.o.2=1"2, cl = c2 = c1c2

.o"3 = )032.2, )o:z I o. "! - o

trt3 = Yr31tr + ^tr3z"z' "zt3 = \z3ltt + \232"2

=0

(4)

27
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Tipo: (0, 1 ,0,2)

U-=r'= iO-,, U* =(c,) . l^'=(c.,c,).

Como en e1 tipc anterior, Cebido a que L'I i0-' ). U'* + iOj ienenos

más de una tabla de nultiplicación:

(r)

212.o =.o,.o.1 =7cl , cI=U,

"1.3 = Yl3l"1 ,cocz=0,"o"3

-2 =, - .2 =-t2 = \zz!t| c3 = Y33lc1 ' crca

c, c" = ),..c.1 - 1-11 t

23i"1

(2)

(3)

2t2.o="o'"o.1 =7.1 ,.1 =0, clc2 = 1121.1

.1.3 = Y131.] , "o.2 = Y021"1 ' lOZt l0

.o.J ='.jt.t,,o¡t I O, 13=O = "3,

tzt3 = Y23rtl

7c =c . cco o' o1

tr t3 = Y13r"1

"ot3 = Yo3rtl

1

2 -L '

a
r = fl"t " ' '1"2 I121-i

2

'.o.2=0'.2=1221.1

2. t03I I u, .3 = U . "2.3 =)23i.t



2c = c , c c.o o 01
2

' "i
1

2 'i ' "1"2 = Y121"I

2.=ll!1-2 - " 021 ''t'J = I3r'I ' tot: = lo-I'i '

^2to"J =' ", = l-lir".r '':t, = :,ir'I

29

(4)

Tipo: (i,1,1,0)

.l- rU =(cr) , U^ =lcr) , V=(cr) , U={Ol

Luego, 1a tabla de uultiplicación es:

211
'o-'o' tot, =J"I 

"otz 
=. t-'.,c- = c

2c1 = ^)'113c3 , 1Ii3 7 0,.1.2 = C, c"c, = 0

?-2.3 = 0 , crc- = 0 , .; = 0

Tipo: (i,0,1,1)

¡'=1cr) , U^ = i0] , V=(cr) , r,J = (cr)

En esle caso W * 0 pero ¡* = iOj , luego existe una úniea tabla

de multiplícac i6n:

?Tto = to' totl -1'! 
"ot2= 

o' coc^ = o

2-2.r = 0 , .i = rrlz.z '\ttzl o, crc, - o

^z_^.Z=U,c2c3=0,crc,=0
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Tipo: (2,0,I,0)

,-=r....^' , u"-!,= o \'=,c^llt3

Considerando las dlnensiones cle U+ 1 V obsen'anos que:

22
"1 = 1113.3 , ,2 = \223"3 ' .1.2 = 1]23.3

-or' (,.,., \,",1,. ) * (r',,.t
Lt) l-) l-J

Iuego, aer,emos ias slguientes tablas:

(1)

2irt. ", t"t1 = :'l ' 'ot: = :'r ' 'oi, = o

22
C, = .,. L" : C = 1,."C = ,^.C,I Ii) J ¿ _:) ) i. L tl) J

\ , + ú , , I u , .. i Ll
itj --J i-J

.: = o , c,c, = c-c, = o

211^to = "o ' totr = 7 "r ' tot2 = 1'z ' coc3 = u

22.J = rlr3c: , .i = ):23.3 ,t:L: I a , \z2:'+ o

^2_^^c1c2 = U , .3 = .lc, = crc, = 0

(2)
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(3)

(s)

(4)

:I1," = .o . .o.l = J.l' .o.: ='¿._, c"c, = 0

11.i = 
'.,., 

. .ttl l0 , .: = 0 , .1.2 = ,ttj.j

-2'l-_, , , . .j = U -t.J - cr., = 0

2rito=to'totr=7t1 '""t2 =: t: 'coc' = o

22.i = 0 , .i = 'yzz3": ,'t,r, I a

c1c, = -\i23c3 , Yr:: I 0 , t1 = O , t1t3 = c^c^ = 0

.2 1 _ I ^to - to . to"I = T"l' .o,2= T.Z, .o"J = U

"?=o .?=o c.c. =),"-c", )..^ l o"t " -2 "'"1'2 tL) ) !¿-r

lc- = 0 . c.c^ = c^c^ = 0

Podeuios notar que clarasente las Eablas (3) v (a) eorresponden a

Algebras de Bernstein eu¡ros espacios vectoriales subvacentes son isomorfos

medlanÉe 1a aplicaci6n .?* al , pero esae isomorf j,suio no puede ser ex -

lendjdo a las áJgebras respectivas,

Así, hemos concluído 1a presentación de todas las tablas de multi-

plÍcaci6n de las álgebras de dimensión menor o igual a cuatro.



C .{ P I T U L O lil

OP.TOG']iALi!AD

Recordemos que en e1 Capítu1o I se definí6 un Algebra de BernsEein

OrEogonal en 1a forma siguiente: Sea (A,o) un Algebra de Bernstein sobre

0 cuya descomposición en sub-espacios vectoriales es A= 0 e O UOVeI,J,

e elenento idenpotente. Si UV = i0] ertonces A se dice ortogonal.

CoI0o se ha señalado en el Capítulo fI, es factible obtener 1a clasi

ficación de los diferentes tipos de Algebras de Bernstein de dj-mensión fi-

nita -

Ahora plantearemos y deEosiraremos un teoreBa que nos permitirá,

dado un cierto tipo de Algebra de BerEstein, eonciuir que sieupre es orto-

gonaL

?EOREyL{, Sean A un Algebra de Berlstein sobre 0 de dimensi6n n + 1 ,

Lc^, ,..r c..] base de A, c jdem¡otente de A Si A es de tipoo_ n o

(1, t, 1,n-t-2), 0<t<n-2 entonces A es ortogonal.

32
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Demostración: Recorde¡cs 1a ciesconposición de1 Atge'¡ra de Bernstein:
+-..A= Ge OU 6L'0\ Oi^ en sui-espacio- veÉEorja:es, en que e= c'o

Como A esdetipo (1, t, i,n-t-2), ¡>2, 0<r <n_2
¿

entonces aimtl- = 1, dinU* = t, dimV= 1, dimI,J=n- t - 2

,,+Luego, il- =(cr) , L|* =(c2,,.., ct+l ) , V=(c,*2) ,

I,J = ( c a*, , . , . , .n , ; como .l a, por defi-nición de V, así "1 =

= Y111r+Z;"t+2 "ot Y1I qt+Z¡ + 0, pues dimV= I, por 10 rarrro

_l att-z = )'11(t+zrcr , de donde

. -i 2. -r 3

"r+2"1 = (Yrt(t+z)"i)"r = Yri(r+z)'i = 0

?pues .i = 0 . Además, por def in-lción de IJo se tiene .k"r*2 = 0

Vk, 2<k<r+I Luego UV= {0}

Con respecto a 10 obtenido en e1 Capítulo II, observancs que todas

las álgebras de diaensí6n aenor o igual a euatro son ortogonales. En efec-

to, bas¡a examinar las tablas de ulultiplicaci6n donde 1os productos uv

son cero Vu€tl , Vv€V; sin ernbargo, inspeccionando a nivel sóIo

de ios tipos de Algebras de Bernstein de dinensi6n aenor o i"gua1 a cuatro

podemos constatar, salvo para e1 típo (2,0,1,0) , que todas son ortogona-

1es.

Recordec'os 1os posibles tipos en di¡oensión cineo:



)4

i)

íi)

iii)

iv)

v)

vi)

(0,0,0,4)

(0,4,0,0)

(0,1,0,3)

(0,3,0,1)

(0,2,0,2)

(1,2,i,0)

Para e1 caso de din

siguienies tipos de

'l^. ri^^. i\ .'1 .,\

vi 1)

viii)

xii)

(1,0,1,2)

(1,1,i,1)

(2,0,1,j)

(3,0,r,0)

(2,0,?,c)

(2,r,1,0)

que 1cs

Adenás,

A = 5 , utiliza;idc el teoreir,a previc, se tiere

á1geb::as son crrogcnales: vi), vil) f viii).

son ortogJ:r.le' ie5iCo a qu. \' = J

Luego, falta estuiiar 1a ortogonalidad de Los tipcs ix) ar xlil.

Reco¡denos ios posl'uies tlpos en clir,ensión seis:

1)

2)

3)

4)

s)

6)

t)

8)

9)

10)

(0,5,0,0)

(0,0,0,5)

(0,4,0,1)

(0,i,0,4)

(0,2,0,3)

(0,3,0,2)

(1,3,1,0)

(1,0,1,3)

(1,i,1,2)

(1,2,1,1)

{) ¡ 1 )\

(2,2,t,0)

(2,r,1,1)

(2,0,2,).)

(2,t,2,0)

(2,0,3,0)

(3,0,1,1)

(3,1,r,0)

(3,0,2,0)

(4,0,1,0)

ir)
r2)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

!a::a el caso ie din

ne que los slguienies tipcs

nás, lcs típos 1) aI 5) son

A = 6 , utilizando ef teorema previo, se ¿ie-

de álgebras son ortogocales: 7) a1 10). Ade -

ortogonales debído a que V= {0}



Luego, falta es¡udiar la ortogonalicad de los tipos Il) a1 20).

I-in carnino, para e1 estudic de 1a orrotonaiidad en áige'lras de dimen-

si6n cinco y seis, es describÍr 1as tabias de raul-tiplicación cosc se hizo

para CimensÍ6n cuatr:c, 1o cual requiere de rnuehos cá1culcs. Otra r¡anera;

sería plantear, a nir,e1 de 10s tiDos, alguna-" relacioxes que perniEan deci-

dir sl se trata de u! á-ieebt:a orto¡..na1 o no.

Ixisten trabajcs recientes [7] e" que ccnsioerandc ot::a desconposi -

ción dei Aigebra de 5É:nsiein se oDtlener ¡esuitados sobre ia or¡ororaliCad.
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