
C,ITAS FAR¡ LAS SCLUCIONES ¡1I N Il'r-\:E S DE FnRv.AS

C'u'ADF-AIICAS SOEFI CTIERPCS DE FUNCIONES RACI CIiALES

Tesis

entregada a 1a

üniversidad de Chile

c'.lnlplimiento parcial de los requisitcs

para opter a1 graclo de

l'lagi ster en Ciencias Matemáticas

FACL'ILTA.D DE CIENCI}.S

Éota

P ir.qR cANAr-i,q ciLlco¡iDEL

?atrocinante: Dr " Ricardo Baeza F..



INFORME

TESIS

FacultaC de Ci en cÍ as

hivers iiai ie Cir i Ie

DE

DE

AP ROEAC] ON

UAGlSTER

Se infcrma a la Escuela de Postqrado de ia Facultad

de Ciencias que !a T'esis de l,lagister presentada por e1

Candidato

MONI CA DE]- P]I,AR CANAI,ES CIiACOII

ha sidc aprobada por La corjs ió:r Infor[rante de ?esis

colno requisito de tesis para el grado de Magister en

CienciaE !,Iatemáticas

Pa-Lrocinax+-e oe Tesis

Dr:. Ricar:óo Eaeza P..

Cor.isi6n Inforsia¡]Ee ee Tesis

Dr. Gonzalo Riera

Dr. José Pantoj a

Dr. Jorge Sot o

/*-/ , -1",,-,



TÑ'T'F

TNTRODUCCION.

CAPIX'I]LO I.
§ 1. Furtdamentos.

§ 2. Resultados conoc idos.

Teoreroa (cassels) , Teore$a (Holzer).

Teoremas 1 y 2 (Prestel).

CAPTTULO 1I.
! ¡. Es¿udio del problema para ¡ = 2 .

Exrstencia de una función cota oPtimal para

Resultados positivos en otros dominios.

Ej enplos .

§ 2, Estudio del problema para n = 3 .

validez del Teoreroa de llolzer sobre k[ t]

Exístencia de cotas para isotropía débil'

íortr'as binar:ias.

Pás .

i

1

1

6

6-'7

7-8

9

9

9

15

1i
19

2A

¿>

,A

35

39

A_!ENDlCE

A_.

B iE:,IGRA¡ iÁ.



1N T R O D U a C 1C¡*

En la teoría de forrnas cuadráticas, si cor¡sidera¡Eos formas lsótrc -

pas sobre dominios con a19ún tipo de función grado, resulta naiural pregun -

ta¡se sobre e1 "tasraño" ée las soluciones, así como, sobre su relación con

la forma. Es decir, sobre la existencia de una función que dePendiendo de 1a

forma. accte sus soluciones mini:nales.

Sobre Z , con ei vaio!: absolu+-o i l, uf Problena de encontrar es -

timaciones para ei tamañc de las so!.Jciones ha sido estudiadc e¡ proiundidad.

A1 respectc exis--e resultados cláslcos coioc ei ¿eorelaa de itolzer [¡i pata

fornas diagonales de dimensión 3; que Proporcicna una ccta sjlriétrica en fu¡-

c!ón de los coeiicientes de l-a forÍna. Y, r:.n teorema de casseis I l] , (que es

mejorado en lZ] ) ]¡ ql]e nuestr:a ex!s'.e ur,a cc+-a gerlerai, e¡ función tie 1os

coeíicie¡tes y dlmensión de la ioñna, resolvienóo así el problena sob:.e Z, -

Recienteme¡rEe A. Prestei [ 5] ha es:ueiado el" Froblelr¡a sobre ei anillo

de polinor-ios ki :", ..., aul , ca: k 7 : , ccn e; gradc üsi-iel, ob--e-

nienóo dos iir,portar.lie s resllltaéos; poi un lada, ia existe¡cia de u¡a función

cota general cuanáo d = 1 , y poI ciro. que rro eliisie r¡na cota aará1oge si



d > 2 por 10 Benos para fomas de dirrensión e¿yor a 15.

i'lotivados por estos resultados. hemos estudiado que pasa en dimensio-

nes menores, en especial di¡¡ensi6n 2 y 3 (pues sj- d > 2 se sabe no existe

cota, a1 ¡nenos para isotropía débil, en dimensión 4). Esto es:

Sea k cuerpo con car k I 2 , ¡, = k[ t., .... t,] anil1o de poli -to
nomios con coeficientes en k, d > 1, i j = grado total usual. Conside -

remos f or:mas cuadráticas no sinqulares sobre !.

F(X-, ..., X ) = : a..X.X.L rr ]l I :'l<a,l<n fl li

Entonces. se busca una funcj.ón ó , q',:e dependa exclusiva¡nente de l-os

g::ados de los coefícientes 
"ij 

de la forma y de la dirrensi6n n , tal que,

si F isótropa entonces tiene un cero no trivj-al, con grado acotado por

.r r- ; -ó i.e. f at, ..., un a p , no todos nulos tal qu€ F(a1 , ..., an) = 0

con

max l-. I

1(r(r, 1
1.i.._.

La funci6n 6 se lla-'ará una funci.ón cota.

Los resultados obtenidos son pri.ncipaimente óos. La existencia de una

función cota optimat para forras binarias, lc que resue]ve eI probiema para

dinensión 2, y proporciona adenás resultados positivos sobre otros dominios.

f... la l'alidez de1 Leorema de Hclzer sobre X[ t] donde k cue::pc en gue

-1 no es ur! criadrado.

Estos resultados y e-iemplos conforma¡ e1 CapíEuio fI.

En eI Capítulo i se dan los fundamentos 1, definiciones de formas cua-

d¡áticas necesarias en el capítulo 11. Adeeás se en',¡ncia¡ los resultados

{, Í:
:'j

i
i

,:l



¡.l]-

co¡iocidos hasta ahcra sobl:e e1 pl:oblema.

En el. Apéniice -.. he¡'rcs inciuído una r.e¡sión nc pubLicaCa de la iemos-

tración del TeoreBa 2 de Preste] (CaPitulo r) sobre 1a no existencia de una

funciór, eota general sobre pIx,vl y las berra:nientas necesarias para ésta,

esto es, s61o res'ultados de formas cuadráticas sobre cuerPos formalmente rea-

Ies.

En e1 Apénriice E se hacen alguEas observ-aciones acerca Cel problema

sobre ¡<l t". .,., t,] con otras pcsibles funciones grado i i y se planlean'l' d

aigu¡os problemas abiertos.



I

CAFITULO I

! 1. Fundaftenlcs,

Siempre consideraremos K cuerpo con catK I 2 .

Una forma cuadráiica sobre K , de dimensión n , es un poli-noBric ho-

mogéneo de gradc 2

F(x-, ..., x ) = ! a..x.x.¡n1tl'l
1<l ,l«r

en n variables con uij a * j.,j = i, ..., n.

Sj-n restricci6n podemos suponer los coeficientes d,e F simétricos

pues clarámente

[a,. + a..l
I a .X.X. = : ; rr - r| X.x

.I'1 1: i ¿ !1.'l
1_<, ¡l_<. l<]-'r_<.n \ )

- .t 't 'tadonde ¡.- = -:.f satisface t., = b-. para todo i,j = l¡ ,-., rl .
_.1 _¡ f

Ahora definirenos un concepto equivalente que es de gran utilidaá Fa-

ra trabajar en formas cuaérát.i-cas.

(1)



Sea V un espacio vectoriaJ- de di¡rensión fi"nita n sobr:e ( , y sea

b : V x V - K ura fotra b].iineal srrétrica, esto es, exfs:e una r.airiz

a = iL,.) de n x n srn6t::i:a ccn cceficie:tes e:- 11 ,.el qle,i:

b(x,g) = xLzg

l.x.l f,].,)l.,l I:'tpara todo x = l: I , A = l. I vectores colum.na en V .li I lil I[ "] l- n.l

Definamos entonces Fb : V -+ K por Fb(X) = b(X,X) , para todo

x € V Obsera'amos por (2)

F. (x) = z b..x? +z E ¡,,r,x,o l.i<r, 1:- l- 1<í<j<2 rl 1 l

luego por (1)

F. (X-, ..-, x ) = I b..x2 + Z f b..x.x.D t t faiar, 1] 1 1<i<j<r': al 1 l

es una forma cuadrática d3 dirnensión n sobre R con coeflcientes b.. =
a-'l

lr

Inversamente si

F(X-,...,X)= I a..X.X. a..=a..€F.r n 1¿1 ;?- il l : .r: i-!

es ur.a forma cuaCrática de d.ime¡sión n sobxe K , see 1,, = Kn espacic vec-

to:rial sobr:e K ¡ se tierle

i'-r i

r(x) = xtal para tsdc "=1,. i€v,donde 
e= (aij) matriz

{. 
-",]

sim6trica ascciada a F , po:: 10 tanto



3

1-bir,/) = *[rlr * r) - F,\ r - F(r')l, )'

es una forn.a ijilineal si¡,átri¡a sol:¡¿ ii 1' se re3!pe;:e a = tb

Luegio, estos conceptos son equivaientes en característica distinta de

2. El par (v,b) se llama e} espacio bilineal simétrico asociado a la forna

F . !a Batriz sj¡rétrica únicamente determinada por La forma se llama matriz

asociada a F .

Ereno tar emo s por * . x - {oi y por k2 aI conjunLo {r2 /, e ir}

Sea (v,b) e1 espacio bil,ineal sj-métrico asociado a la forma F

entonces x,Aev se dicen ortogonales, xLg,si b(x,tl) = O

r se d.ice no singular s!. vi = {x ey/b&tq = o, para todo

{e V} = {Oi i,e. el únicc veclor ortogonal a todo el espacio es ef cero

l¡ esto es¡ sí y só1o si, dei ¡. z O donde A es 1a rna--riz asociada a F .

Dos fomas cuadráticas. de igual dimensión n , se dicen isométricas,

c. ,-rsñ^i-1 F - F =i exisie una mairiz in',¡et tible ¡ = GL íK) -.a1 ñte'1-'2 n

Ft (A{) = r2(x) Para todo x € v

esto es, exls.-e un ca$bj-o de variables lineai que transfo¡'q',a una forma en 1a

otra. Se tiene así

f (Ax) = (Ax)tA1 (^r() . A¡ matriz asociada a f1

= xt (¿tr. 
^) 

x

t
= X-A2x , AZ matriz asociada a F2

fentonCe5,.1EzsíysóIosiA2=t.'AÍ.a19ún¿€GIn(K),1ue9o

es una relaeión de equivalencj-a y observamos det A^ = det A1 (det A) 
2, esto



F -E. + Aa+ Al : der A"rmoa i2) (4)'1-'2 | ¿

Se define el, determinante dé una forma F , se denota det F , corno

eI determi-nante ée su natriz simélrica asociada.

Una forma cuad.rática se dice diagonal si

r(x.,, ..., ,r,) = a,xf + ... + a,,x2 , a. € K , i = r, .... n

y se denota F =(a.,, ..., ur,l

Ahora d.emostraremos que en efecto loda forma cuadrática no singular

es diagonalizable, esto es, es isométrica a una for$a diagonal.

PROPOSICTON. Sea (V,b) espacio bilineal si¡lÉtrico. Sea h* < v tal que

fu,¡,,,,] no singular. Entonces v = !i @ wl\ 
iw.

I
5e Cenct¿ v=wIuI pues b(r,4r =C pa:a todo ¡Éh, ü€n. .

Fi,J?,1Slaf o1,;. Sea (V,b) espacic bilineej- sim6trico nc singu)-ar, Ertoices

exis:e xeV ta1 que b(X.x) l0

Demo stracian: SupongaIlics 1o ccrtrario, esto es, b():,X) = 0 para todo

). € \ Sea:r i,/ € i , iue.lo

0 = b(x + q, x + g) = b(xrx) + 2b{x,Aj + btq.q) = 2blx,U\

esio es b(x,Ai = O pa-ra r-odo xttJ € V y por 10 tanto (v,b) es singnrLar" ..r

LEI'IA. Sea (V.b) espacio bilineal si-nétrico. no sin$]lar, tal- que existe

subes¡acios t,:,!f <V coD v=U1w. Entonces (u,¡,,,J , [w.¡,,_,1 son no' lu' \ iw'
singulares.



CCROa¿RIC, Toda forr,a cua¿rática no singular es diagonalizable.

¡¿r:s',ración: Sea

F(x.,...,x)= X a..x.x. a..=a..€KI n l<i,j<n rl ] I tl l1

una forma cuadrática sobre K y sea (V,b) espacio bilineal no singular

asociado a P i.e. b{x,tJl ='xLAg, A= (a,..)
L)

Demos-Lrarenos existe base {e-1, ..., er} de v ta! que v = Ke. I

f...1 Ke-, est-o es¡ b(e.,e.) =O '¡f i*¡, d.e modo quen:l-

D\^ttt) - c.),.q. + ... + a--)._tl_ , cierios a. = L(e,.e.) € K ,- t t-t n n-n k t< k

nn
para todo f=: Xiei, q= Z U,e; en \.' . Luego Ia fonrta cuadrática

:='l 'r I 
!='l 

'' t
¡¿\

asociada a Ia nueva forra bi]ineal ñtr.,yr = xt& ¿o,',4. i= l.,1',, " i

Io "r,J

es F(X-. ..,¡ X ) = a-y- + ¿ - -\-.- :: óó +ióne !: :f' .! ii r 'i '" *n"r.

Comc sabemosr ha) ün e \- con ,i.1,..1 ) I L , luef,: \ - RÉi. (X..,)j

suma ortogonai de espacios no si-ng.u1ares. Por induación sobra fa oj-¡nensión

de v se tiene ha] ier, ..., er. err \- basÉ or-Lc€ona: de (x.e., )l *-al

quÉ v = Ke, I <e- i...1 fe , v se t.lene e-L res-tltaác. ._-l

Dlrenos gue una fo¡rna cuao:rática i: es asói:t:r],a sohre l- s: existe

'.., ...t ). É I, n¡ --oáos ¡.ulo--, :al qu.- fr\-r .-., \ l = . S" dilán-tr-
]. = (\", --., ). ) es una soluciór nc trj-\"ial de t sobr.e Y¡n

Una forma cuad.rática F se di¡:á débilmenie isóiro:a si e:-iste



n e N tal que n x F = f 1 ,.. 1 !' es 1s6t¡opa sobre K .

PROPOSICIoN. Sea F una forna cuadrática no singula! de dlmensión 2 sobre K .

Entonces F es isdtropa sobre x sí .r, s6}o s! det F = -l (moa i¿)

Demcstración: Sin res'.ricci6n sea F:(a,b), a,b€i r,r.r.go detr:
.? -, 2

= ab(Eod *.-) por (4). supongamos det F = -1 (mod K') entonces ab = -c

a19ún c€ft, de modo que ab2 * b.2 =0, esto es, existe solución no trl -

v:a1 de ( a,b) er. K' , luego existe sclucló:. nc trivial de F er- K' In-

versamente. si F isótropa, tuego ( a,b) isótropa y existe x.9 € i tal

2 -2 {'oÁ2 .,
gu€ ax' - t-r' = o , luego * = -tÍ, y enEonces deE F = -i (mod Y.-) . .)

observamos, K puede reemplazarse sin pérdida de generalidad por un

dominio R, con carRl2 y V por un R-módulo libre de dimensión finita'

De hecho en adelante consideraremcs sólo formas sobre dom.inios y supondremos

que toda foi'ma es no sir,g:lar.

§ 2" Resirli:ados conoc j-do s,

A continuación enunciaremos 1os resultados conocidos sobre Ia existen

cia de funciones cota:

?EoRB'LA (Cassels). Sea

6

F(x, ..., x ) = : f ..x.x. f .. = f .. €2.
I n 1¿.' ;¿t r:r I I fl l]

forma cuadrática sobre Z . si r isótropa eintonces exlste soluci6n no tri
__Dvla-L at /z con



n-1

llall = max 1.. l. fg ¡ lr.=lJ 2

f.i<r, r'- t 
11i, j<n 1l''

ildonde I i denota el valor absoluto.

Este resultado resuelve completamente el problema sobre z y muestra

que las soluc.iones mini¡]ales "creeen" cuando Ia forma 1o hace. cabe observar

n- 1que e1 exponeflt€ 

- 

es oPtjÍa].

TEOR-E¡¿A (ltclzer:) . Sea

222F(x,y,z)=ax+by+cz

fo¡rna cuadrática sobre Z en su forma normal, i.e, abc libre de cuadrados.

Si F isótropa entonces existe solución no triviat (x,A, e z3 con

,- '1/2 r r , I t1/2 | I ' .11/2lxl < lbci '- , lAl < l".i' , lzl < labi

Aquí las variables de las soluciones son acotadas en forma simétrica

y se obtiene una esti-mación mucho mejor de las solucicnes¡ resPecto a cassels

en el caso diagonÁI.

TEoRSMA 1 (Prestel), Sea a=t[t], carkl2, I l= qrado usual. sea

F(x ..., x ) = f a..X.X' 'i r, .r. 
-'r f -l

'-:- ' 
J:"

forrna cuadrática sobre E . Si F isótropa entonces existe solución no tri-
_-nvia-L ae H cor.

l

li at. = r.an: u-i -. " , 
t 

, nl. oonoe lFI. = max -...
l<a..ir 1<i, j<r



La demcstraci6n de Prestel de este resui.taáo tlene como nodel"o 1a de-

mcstración de Cassels para Z I Z] . por La prclie3ad u.l. Lra.né *,:: ica de1 grado

s€ rÉlo:a La co:a er. este caso. Se j";:cs--:e aien.ís ,;;r es'-i :.):¿. És l;:r:.e:,

iuego es:e resú1tado resueive ei probiema para ei, ar.rfio de poLlnclT.]cs

en una varial:le -

:2
-- :;v?. E = TE r I .. = +

I r -' "-: -'-

Ira:::-,o:r,ia: er- F , [, € tri. Ei.'.orrces :a ac:ie clo:¡á--,::

F = 4 x (u - 1, v + 1, u v , -1)m m IIi r¡ ¡¡

es isótropa sobre R , para todo m € ¡.I Si ó es eI grado minimal de unam-
solución no trivial de F entrnces {ó } - es r¡o aco'sado.m - m-rneN

Luego. como las formas Fm tienen dime¡sión y grado constantes¡ para

todo m € N , se concluye, no existe una función 6 , q',r. dependa exclusiva-

mente de los grados de los coeficie¡tes de Ia for¡na y su dimensión, que acote

e1 -qr:ado de las soluciones mini¡ral-es. Esto ir..¡1ic¿ nr exlste furrciór co*.a ¿

solr= :: RIi-, ,.., i-] sj d 2 paró ío]rni=- dt cj-nensiór- n > 1t .:o

Así q'.reda abierta ei prcblema par:a cii¡eng1ones meriores.

I



a ¿ L T - í-t 1 a) Ti

S 1. Esiudio dcl grqblema para n = 2

Sea k cuerpo con car k 4 2 R = k[ t1, '.., au] aniIlo de polino-

mios en d > 1 variables con coefj-cientes en k I l= grado total usual¿

Luego I I , R * I,i , y para todo a,b € R se clmp1e

/i\ l-.l-t = ,.1 . l^:|..|,.|.|"I

, , --.- :-. e: iiéñ- '¡ j(f:.1 ¡a*:- < Irld-l .¡-.r¡-. -.: ]giualoao s: l¿ 7lL;

Exister,cia de una funciór. cota opti¡aI Para formas bir,arias.

TE9RE¡4á 1. sea F.= k[ t.,..., E.] . d>1, catkí2, i l= grado totaI.

Entonces para ioda forma cuadrática binaria, isótropa, sobre F.

F (x. ,x^) = I a. ix. x.1 z l<i,l<a Ii 1 l

existe solución oo trivial x = (x-,x^) € r.2 cont¿

ll dl 1$ donde llrli = nax la'I
9



10

y étia . : i,: = i,2 , 2) = I "" oPtimal .

Demos-Lraciónr Sea a""'a-^ I O sin restricción. de lo conlrario exisle soiu-

ción oo trivial "r. 
k2 . Car k I 2 , luego -'oda fonoa es diagonalizable Por

un ca¡nbio de variables Lineal, sea entonces 
^: 

KxK-)t<xK, ¡ = Quo!(R)

11 -a_ I
representaoo naturalmenle por Ia matriz l" 

--121 
ta1 que

[o ^ttJ

(1)

para todo x€K como F isótropa, no s.ingular, ce dimeasi6n 2, se tierle

F (Ax) = .- -F(")lt

_2v exlste c€Rldett=-c {2)

luego

sobre

2

)'- pol:

_1

R i esto pues

22

Ic tanto IlIl

y i= (",tt) e n2 es solució¡ ae F, de grado mlnima1

_)si v = (v ,v ) € R- es solución de f i.e.' '1'2
dominio de factorizacjór, única en:oaces I = (cy-, ::'..'

= l"l * ivrl :. i.1 - IlIr
.)

si r € K- es solución de F se tiene por (1):

y por 10 tarto ¿ 'x = y(c, l1) , a19úrr y € f.

sobre K es de la forma

x = a(Á '¡) = y[(c, 11)

es solución oe F

toda 50luc l-on cle I

icr-!de

-iLX

Entonce s

A(c. t1) = (c T ar2 ,rar") .

Luego existe solución mir,inial de F sobre R en ix. 'x-] donde



11

l- -. > i

r, = l- =-" , lt I d+ = l,tc¡(c - .r2,arr)
\++)

tc ! ¿ -a l

i2 '1 1

:"_ = ,--;-i , -;-, d_ = MCD(c t .t2,.i.1 )

Como saba¡ncs explicitar,enie donée encoa"rar ui,a sclución rniniliial de

' rr l, F1

F , Ssrn:sirárencs, casc á c¿sc, r,c p-clen :arse Ii-l : ¡r V lx-l ' -i

s:::ul.:á:.r,- -:.--t-. '-' 2 :-s--:e

^11u22 
= (a12+ c\ (alz - c) .

Naturalnente podesos distingn¡ir dos casos:

I. att* y azZ * : ConsiCerenos entonces

I ul, = " I 
ur, = '

t!n
a.^+c= ll pP, a,"-c= Il qq , sus descomposj-cio-

tz p primo q Prino
D, qr'1a12+c - la12-"

nes pri$as. Por (5) ul 1 = plgl , e22 = r,zq2 donde nri. 
-*. 

,

l. 1¿

nr,u-^-. no consta¡tes ' i = 1'2 taLes que 
'12 

* t = P1P2 '

" 
t¿

"12-"=9r9r'Adenás -rr+- .-=nr+- ' "zz*- ^- 
pz+^ en-

'' , a12+c 'P2 u12-" In'
tonces (Pr,c-l ) = 1 ; a¡)J - 9z- , ár.t 

= - 
- Fi* 9: enton-

' , a1.+c 
, 
n, ' "12-, i

ces (p1,sz) = 1 " Luego

i q.q^ p.q-l
, = l_ 

.1-2 , :ljli = (_c.-,p.)
+looi¿\ + + ) 

(6)

lp.,p, P, s, lx =i-+-=,--+i =(p^,-e"i
- I d- c_ ) t t\2

(4)

(s)



12
l

suponganos ll x*ll > $ v ilx-ll , ry . sin restricci6n puede suponer-

se l"rll : l"zzl i.e. lrrl * le, l > lrrl * le.l de :nodo que en (6)

bay las sj-guientes posibilidades:

1) lr,l :- lerl ^ le.,l I lerl , ."to "" llx*ll = lr,l ' llx-ll = le,l

entonces l".,rl = lr.,e, I ,llrll

2t lr, I :- lc, I ^ lerl 'le, I ' estso es llx*ll = le., I . tl x-ll = !rrl

eatonces lr., ! , l$' x irri ,$ r',"no le,r, I = ia,r+el > llrll ,

por io tanio lu,ri .1.1 y lurz * "l = irtz- "l = i"i ,li ¡1i

EnEonces iu,,.,urzl = 2lc; ) al fl;

3) le, I ¿lp,, I ^ le, lrle, I ; análosanrente se tiene |^r,urrl , zllull .

Todos estos casos conéucen a contradicci6n pues ¡¡¡11 = *"*{1".,r 1,

l.rri, lrrrl) J.uesc I x€ {x+, x-} / s(x) =0, eon llxll 5$-

Arialicemos ahcra e1 caso res¡ante, esto es

-Ll. d.
1-t f¿

l¿

, a1g,ir, t = 1,2 : Esie caso aparece natu

"1 2 - "
rallnente a1 estudiar las soluciones minimales de formas cuyos deterrnina¡-

tes fueron obtenidos de Eranera simple por los coeficientes de 1a for-

tBa/ como por ejemplo, determi-nantes que fuesen combinación lineaf de a1-

gr¡nos coeficientes. Así , sj

c=u¿-- +Ba-^ 3,t€R donde det F= -c2I I tz
(7J

enconr--:aEios 3 = tt sa-Lisiace (7) co!: ar, = -*(oa1 i = 2^12i taL que

¿-- , seqúr- | = --1 .

'' I ".-.,a



Por si-rietria y la forma de las solucicnes e!1 (4) eonside¡amcs

estc es : § € i,/c = ca.,, + a,:2

" 't:

iqa-- + 2a-^ "--l- = ¡ lt l¿ _ lrl
- t cr_ i

luego consideraremos las soluciones de F sobre R ,

x'= (o,1) con ll x'll = lol
(9)

( "", Ir" = l- #,-"rrl .on llr"ll = max{larrl - lol , lu",l},,)

observamos i"rr1 = lotoa., + Za,r\ i < max{zlo] * iutri . ioi * i^.,rli ou-

Bostraremos que aI menos una de estas solucj"ones tiene grado acotado por

lir ll .

r-,-l-uá5u lé--l / Io.^L .

^ i ia' > o por 10 Lanto lirll = la^^l , co*.Luego iuZZ,= zlol + 1411, , r* -* 
r.r- toZz 

á"1-
ia^^, -io¡ =loi *la--'>ia.- se iiene por (9) li x'1. = lcl . ;' ó|¿¿|,11,_ll.

i" i

lrr"l < iarr, - io, . -?, de 10 contrario l,^rzi = lcr' + la22l - lo '
1"""11.,,1, -+- * -;- Io que es una contradicciór,.

11

(8)
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caso 1".,,1 = l".,rl

sj. lol , o , luzzl - zlol + larrl = ll rll luego es anárogo at caso anrerior.

si lol =o. tlx'tt =.Sry

easo l.r, | , l.r,, I

i. l^rrl = zlal + la,,,ir l"l * lurrl ,l.,rl . enronces llrll = larrl

llx'li = lol .2ioi ' ia''' =4='+

ii. i^rri = loi * i.rzi , zloi * i.,., I , Luesc i..,ri , lcl + la.,,i y

l"rrl - lol = l".,rl ,l", l entonces llrll = lol * l.rrl yse tiene

i:, + ,a.": ::, + la..llir'li = iit : ----- :1- ó li r',i, = :^zz - iu j -----r-_, de Lo

contr ario i"zzl = ia + larrl - io, r i: + ér:t = lu22 1o que es

u¡ra contradicción.

iii. l"rri . zloi + la,,,,l= ioi * iu.,ri . tuéeo ic1 + ia,., l= iu,ri , 1u,., i

(1) si llrll = ia.,rl i.u. l..,ri , iurri u'torr..= 1u.,., I , lurri - loi y se

iiene ii x'li =;r; j 't=d- i- .\.,,1 = i,,:j+,cs:no o - ja,,i>
ri

't: _ :^..; 
_, 

2 
+ 

-- 
= ,u.,2 .j ev:: --aqr!E .- ..-,,óresis (iri) .

(2) si llrll = larrl i.e. i"rrl , i".,rt enronces i",,.,i . l.rrl - ioi .v

a- . ia^^,
ar.ái c; a:,e::--= i, ).'i = r' _ --- ¿ i v''t = :¿-- - :: j -+- .

Luego hemos dehosirado ] x e {x',x"} ¡t¡a¡ = ¿ con ll xll :ry.
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Esto cor.rpleta La der¡osE:aci6n de Ia exis+-encia de una soluci6n no trivial de

2 irlF , en F , sc:. graoc aco:adc FOr , .

Para probar que esta cota es optinal, simplenecte pódemos toEa!

2222F(xt,x2) = xj + 2rjx2 + (1 - tl ..' td) x2

sobre n = k[ t-, ..., t,] , se tiene
1d

der E = - (r. ... rd) 2 , lirl.= 2¿

luego. F es isó:ropa sobre R con sol¡ciones minisaies dadas por (4)

llx,ll =a=ry

Resultados positivos en otros doñinios.

como corolario se obtienen lesultados positivos en una gama nás amplia

de dominios (R, I l) donde R dominio de integricad, I i= funci6n grado

asociada.

coRoLARIo 1. Sea (R, i l) doninio euclid.iano, y sea i I ncrma euclidiana

muitiplicatj-va y que satisface la desigualdad triangular - Sea

ttx.lt^l = - a. ñ,¡.
::¿' L: L=.l <_ , J_:-

for:r¡a cuadrát.ica bi¡,arj-a, is6tropa, sobre F., Enlonces existe cota para las

sol-uc.iones Erni.nláles de t oada por
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ó = (1 + \r2 )liFli

Denost::ación: Si¡i restricción u¡.,' u22 I C Luegc F\.lr) = a,.F(x) Fara

'-odc t -- I(' , ¡ = ]uocrRi , doncÉ F =:',-a-. , c C L ta:' quc

2 2 ' 
-"t2'

-c = a".a.._ - a.. , V : = . Ccnc
'' .¡ "j1,

f = (c,1)

solución minj¡rai de F . se tiene Al soiuci6n de F

Al=(c-"12,u11)

luego. usando las ProPiedades de la norna I I

entonces

ll^x ll = *u,{1" - ".,r1,1".,., 1} < *a*{lcl + 1..,ri,1".,., l} t 1"1 * llrll

l"l' = i"2i = iu.,tuzz - "1,r1 :1.,., ll"r, I * l"rrl2 < zllrll2

lc I s \,- llr ll y il^lli < tr + v-zlllr li .

CoRoLARIc 2. sea tn, I ll dominio con I I = t or*u ultra métrica. sea

F(x.,x-) = t a..x.x.'1 
' 't.i,)e al 1l

forma cuad.rática bj"naria. isótroPa, soble R . Enionces existe cota para las

soluciones minj¡nales de F dada por

6 = llr 11
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^1t'^22 lÜ AnáloEanren¡e' si detF= -c'

^^ +-i"i:1 .ló F

1ue qc

l"l ' llrll

a = z[u]

Ej elnFlos.

I(r.,. I DOmII-Io }-ucllC:an. -

1. R = Zl i] enteros de causs

I2 .l
ia + bll = v a + b

ll xll < llrll

con nollla eucljoiana

u I 1 ccn ¡on¡ra euciii:ar¡a

ia - u.r i = 1

Anillo de enteros de Qt r.-E ) Para

3, 5, e,, i,11,13, 1i,19,21 ,29,r;---;
la + b{o, = 1,'a- + db-

Demostración: sitr re stricci6n

c € i, saboJ¡o! exis*-e scl'lción

l-12'"11'

Il xll = arax{ I c

22-c = ^i 1"22 ' ui2

t 2, t t2lc i = lc =

- u,zl ,1",., I ) . max { | c | . I ".,, I ' | "., , I } . nax{lcl.llrll }

^ñl-^ñ^a 
c

2 ,, ,, 2- ,, ..2
l-:tuz2 - u.,z' j maxtlai 1ll^221 ,i"12 .i < llFIl

al ñenos ci = -'1 t -1 , -r, -, , :,

33,3;, 41 , 51 ,73.

co:l



tal

(R, I l) Dominio ultra$étrico.

1. * = o, enteros p-ádicos con noma p-ádica I I = | lp

(r., I il o=tltr,...,.ul carkl2, i l= srado tot_ar.

r. sea F(x1 ,x2) = tt+rl2x] + 2r4 tt2 - 1)x1x2 + (t -'t )2(t8- tt2ntlzlx)
forma cuadrática sobre x = ¡<l t] . se tiene

Iuego t 1so

-(t4 - t)2 , llrli =lo
(,t -t4 tt2 - rrl

oa v existe L=l - I

lo (r+1)r )

en_,0l'iaa:

,,_4 ¿ 1
L(L -tttt- 1-E-+2t'-ir(1 +11-) caí d*=t*r

¿-\L - tt-t) - rt- - 1,-(t + 1)-) con d = t+ 1

luego hay soluciones minimales de F dadas por

" - ,-5 _1 3 2
- t + i - t + :,: - i,

5432X = (t - t + t - t + t - 1/t + '1 )

Irr Lcon li r I = ll >. Ii = s = "'+2



2. sea p(xl ,x2) = (x2 - ,' - ,')*i * t"rr'l*, xz * $4 x2 - *+r2lx3 for*a

cua3¡ática scbre ¡ = q{ x,:,zl . Se tier.e

2det!=-c

luego F is6tropa y existe A=

F(.Lr) = (x2 - y2 - z2)F(rl

conc sabemos

.. 1..:.. ..3.. xYz2 .)Á = 
Ln 

r - Y ñ - --T- , ,l

solución ninj:naL de F , entonces

122
Lr' = 1¡¡-Y - Y"x - xYz-, x-

sciuarór, de F. coma o = 12 -.*2

de ¡ dada poI

1¡ = ():Y,i)

S :. Lstuáro del FroLler..a para n = 3 .

Ei- nétodc elemental usaoo para n = 2 no sj-rve en este caso pues,

iu¡danentalme¡te, no se tiene un¿ dei.e¡'r¡,inaci-ón d.e1 determinanie de ur¡a ior-

ma isótrope de dfunensión 3 como ocu::re pare formas biaarias. por otro iado,

y€re:Trc n e>::s--¿ cr'-¿ si :- = '-are :s-r'-I.:: í¿ oíi-. so:ye :. l: , ..., a -llC

donde c=x"Y-
)

2

,.Yrz' I

2l
""1-v -r t' -)

l,
[o x¿

llrll = o

cad)io de var iabLe s

donde F = ( i,-c')

22

- z2 se taenÉ exis--e scl-ución ¡r,icir"al

Il ri = : .llFl
2

19
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mas el problema de encontrar ulla cota explícitamente es en verdad difíci] '

Luego motivados por las simetrías del Teorema de Holzer y la idea de

una d.emostraci6n de Mordell, hemo s estudiado:

val-idez del- teor:ema de fiolzer sobre k[ t]

TEoR¡lA 2. sea ¡ = ¡<[ t] . k cuerPo en q'Je -1 no es un cuad::ado, I I =

= grado usual. Sea

F,vvz\=^X2+by2-cZ2

for¡r',a cuadráaica diagcnal sobre R. de dir.e¡sión 3, e¡ su iorma normai, i'e.

abc libre de cuadrados. Entonces si F es isótropa sobre R , ex.iste solu-

ci6n no trivial {x¡tJtz} con

| .lu.l ,,-1..L-, .l+il)rr j--- , tAl :T , lzl :-a- .

En Ia de¡ostraci6n de este résultado necesitareoos 'Jn lema que nos

muestra que para acota:: el graáo óe una solución de F . basi= aco'lar el gra-

dc de una de sus variables en particular, i.e. gue a1 ne¡os una de ellas per

nanece acotanco el grado de las otras dos, en toda solución de Ia forma. Se

tiene enio¡ces

;.E¡Ltr. Sea ¡. = ¡<[ t]¡cark12,t,j=oradousual . sea

: = (a,t.c¡

fo¡ma cuadrática diagonal sobre k[ t] con a ,b-,c- € i coeficientes lidernnr
de a,b y c re sPectj-vamen¿e . Entonces

F j-s6tropa / d tl = t.r.r,b*,".) isótropa ,/ k



Demostraci6n: Sea (x,g,z) una sclucián no trlviaL de F sobre R i'e'

ax2 + bqz +cz2=O con t=xo+x1t+ '.' +xrtr, A=Ao+A1t+ ','+
s ... + z tu en k[ t] donde x ,rt 'z e*' §on coe-* u"L , z = zo + z1t + u r,,s. u

222,2:t..2..2t-ficientes Iider, De ax- + bq'- = -cz' se '.iene lci ; = lar + bl | :
. ). ).<uáx{lax-l,l¡y-l}.

Luego las dj-stintas relaciones entre los grados de las variables de

1a sclución scn

' ') )' 
ur.z i entonc¿s -. t"':2.2" = y 1*'42t2' dcnde(1) ic:'i = Iutz-l , I e u § -s

e+2u= &+ 2s,lueqc -.:2 =¡ry1 - t¡-.,c-) lsóLtopa / k -
e u m-s Ifi e

lz) cz2 1 = l ux2 l , 1»q2i en:onces -."tu'22.2u = un.t'xlt2t . dor,ó"

22e + 2u = n + 2r, luego -."=i = arll- = ( ar.,,c") isót::opa,/ k -

. 2. 2. , 2. n -2 2r .m .2.2s(3) lcz-l < lar-' = lbu-l en!.onces -an: 'l-t = bmt 'rlst donde

r, - )- = ry + ?c luaoc -u 12 ='p t.2 -¡a ,y- , isóiro¡a / k

t.a' ,"r2 = lu,:2 = ":2 er,-L.,n:¿s -. ',t.a2t2u = . t''.t2t2t - tt tn'.u!'-2=i.il t¿, ) - t' 'e- u n r t¡ -s

1a)
donde e +2u=n+ 2r=m+ 2s. iuegc -.^?:- = e^>' + b^L,l' -

= ( a ,b ,c ) is6tropa /knme

Luego ccn ias hipótesis de1 teorema obtenemos como

ccRoLARlo. No existe soluciones no triviales de F tales que (1), (2) y (3)

se den.

De$o s-Lración r Observamos Por ei i,ema. si (x,A¡z) scluci6n ée f
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(1) * lxl no acota lUl ,l.l * ( b*,c.) lsótropa,/ k

(2t - lql no acota l*l,l.l * (ar.,,cu) is6tropa/k

{3) = l.l no acota l*l ,lql * ( arr,br) isótropa / k

Por sjlnetría suPongamos hay soluclones tales que (1) y (2) se dan' Entonces

( b*.cu) , ( arr,cu) son is6tropas /k , esLo itnplica

b c = -t (moe i2)¡ne

- .2.
a c = -1 (¡tcd l( )ne

lueqo ab = l(nc¿ i2)- nIII

.)
como -1 71(mod r') entonces (a ,b- ) no es is6tropa/k i'e' no exisEe

11 m

solución de f tal q-I"¡e se tenga ( 3 ) ' -)

Luego si somo s capaces de acotar af menos una (cualquiera que elijamos)

de las variables de una solución, por Ia cota correspondiente en e1 Teorema

de Holzer, las otras dos desi$l.aldades se obtienen.

Demostración teorema 2r Por eI corotario suPongamos srn rest-ricción \'i

acota i*i e lAl , en toda solución de F

Supongamos existe soiucrór. (xo,Ao,ac) sobre Ht] con :.ol ' 
j9* 

'

Siempre pcdemos tomar \x^,u^J -- 1 - llosirarernos i-a-' r-'ra so-u;j6; ()''ll':

cor ,:i .;iol

Pongamos

x' = t + TX . tl' = Li + iY , z' = z- + TZ-o I



donie X,Y,Z € kl t] por de-'erEinar, T I C , tal que

E v 1* ^( :a:l'-( : s¿1_-_. "'Ía:€

LL - ¿D
o

222
dondÉ A=aX +bY +cZ I = ar. X + r, f + c: Z

nueqo

,x',A',2' ) soluci6n

Ax'=xA-2xAoo

Lu'=uA-zYA- 'o o

a;, -- u _L - zzL^

6x=xA-2Y'-Aoo

6u = u L - 2v !)- -a o

6z=zti-zzL

se observa, si ó d.ivide a c , conc ^r'"
y a.b,c relativamente primos de a pares,

par:a que é sea divisor comú¡ bas-'a que a

xo-^x=Y-tEodó)
u

1a+bu'+c2'=O, (x,4)=lo o -o
entonces (6,abx 4 ) = : - Luego,

divida Xu - Yr pues así

(1)

Ahora si ó es un divisor común de 1os tres términos de 1a derecha de (1)

se tiene una soluci6n (x,r/,z) sobre tl t] la] que

í?)

)
Y- = _.__2 -'
f¡

,u2
-= - U(mod ó)a _,¿
u

enlcnce s

ax2 + by2 -= tu? * ar2 )o -o



2 2 t 2Y-
at X * b; y : /a!. + bt/ ) :- = -c:- ; : L lrnod C) .o -o o -o t!^ a y^

De¡erminemos ahora x,y.z € k[t] ta] que (x,g,z\ soluci6n no tri -

v.ia1 en k[ L,l con !zl . lzol

Como dt] Euclidiano, (xo,Aa) = 1 , entonces hay x.y € k[ t] ral

que

é = c = xu - Y\'o o

De {2) se obtiene

, ! ar. X + bU Y'' 
I

_ ó. =l.z_-"o' 
"'o', .*^ tr, _yr)2

cZ I c: 1 ¿-¿ -o oo I o ) ".o
luego

donde A=axox+b4oY y B = cZo . luego por división euciiciana ha-¡*

q,r e klt) tal que

A = Bq + r con lr, . i".

romando Z = -o, se tiene

y por hipótesi s

iabl
l-=l < L)

'o

, ,): I Al- ab+_=
or

o

¡i l-l
z + -l = l-r < L)

t"i



erlcnces de (3) tene¡nos

t,l Il-:-l < rrax {2
,o,

. l- - l- Iectó es tL) < t1 | -

Luego j-terando este proceso encontra$os existe solución (x,A¡zl , na

trivj-a] por construccj.ón, sobre kl r] , con la. . "F'

, z 2, ¿ z t , l¡.iDc ial' < ic: , iby ; < c: I obtenemos ix'. :- 2 '

¡,a posible generalizaci6n a anillos de polinomics en más de una varia

bIe no es irur¡ediaia por este método.

Cabe obseryar que este resultado proporciona una cota 6 < llPll don -

qe ll¡'l = max r al, ibL, lc ' es Frecr-sar¡en:E 1a coLa de lresLel pare

Ni LJ .

Exisiencia de co'Las para lisctropia Cábi1.

A continuaci,ón daremos uña demostraeión cuyas }íneas generaLes me fue

ron indicadas por el Profesor A. Prestel, durante su visita a fa Facultai de

Ciencj-as, a guien agra,lezco infinitaBente por su t ieErpo y paciencia.

TEoREy¿ 3. Exisie cct-a liara isotropia débil de fo!Ías ternarias sobre

f -úf:,,,.-, --l , §i .uer;¡. r(a- cerraoo.ia)

l¡emosiraci6r: Bas-.a ienostrarle para for-mas diaoonales. Lueg,c sea

, . *1, l*l.| ..' t" I'I o,

l-_
tYL - -:-

E = C.,(C, t., ..., t-) la for¡r,a cuadrática d.iagonal general de dimensión
Nld
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3 y grado N sobre R, con C conjunto de coeficien¿es en fi. Entonces

p débikrente isdtropa / R imptica existe solución nini-nal, no trlvial. con

grado (digamos) 5 óa

Si denostramos existe un 6 € N , que sirve para todo conjunto de

coeficientes C , obtendremos una función cota i.e. i = 6(N.3)

Supongamos 10 eontrario i,e. gue existe, para -!odo 6 € N . un con-

junto de coeficientes có en & que aefine p6 = o fcó. t .... t ) débi1Fli - ' 'i' "',' "á

mente isótropa / R para ia cual t.oda sclución tiene graCo > 6 ^

Luego en e. = C} /D, ultraproducto de G respecto a D ultrafil-

tro no tJivial. se tie!¡e conjunto de coeficientes C* inducido por có , que

define l-a forma p* = o*(c*, t1 , .,., td) ,/trl t1 , ..., au]

6Como p- totalmente indefinida sóbre R , para todo 6 € ¡¡ , pu"s

es débllmente isótropa, eltonces via e1 ultraproducto se tiene p* totalmen
n*tte indefinid.a sobre 0t-i r., , ..., tUJ y por 1o tanto, la 2-forrna de Pfister

c = (l: -¡ 1¿"', p*) @ p* satisface sigor! = C ¡ para todo orden

r* c fi * 1t_, ..., t,)
-tc

Luegc por el Prürcipj-c Local-clobal de Pflsle! se tiene -l t , I

ta- que 2t ' É = C . ca¡celando pianos hiperMlicos se ob:]ene 2t , ¡*
r ^o *isórropa IR*iTt, ..,, aul y entonces :', r' isó-L:'3pa zG*l t:,...,au] ,

rná s por hipótesis 1os grados de las solucíones d€ 2o " po son no acotados

-clueqo 2- x t' ar.isótropa l trL *-t, .,. , 
"U] 

. Contradicción. -.--J

De Ia ni sr''a manera hemos poCido probar otra afirraación heoha pc:: e1

Profesor Prestei. Eslo es
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TEOI(E¡1A 4. Existe cota para isotropía débil de 1as formas de Pfister sobre

ó1[ tj. .., au] , ól real cerrado.

Demostración: tsasta considerar el siguierte hecho general: Toda forma de

Pfister totalmente indefinida sobre F cuerpo formalmente t.uf "a 
de torsión.



En ei CaFítula !,9 2.. i1tr0cs enunciadc e1 resuirijldc de Prestel. que

muestra la no exis'tencia de una funci6n cota general si e1 núme ro de varia -

bles en el anillo de polinomios es mayor que 1. Para esto Prestel encueatra

una fa¡iilia de for"§as isótropas de dj:¡ensi6n 16¡ sobre F,[x.Y] , con graio

consiante y cuyas soluciones crecen infinitanente.

Ha sioo muy j.nteresante estudrar este resultado, empleando para el1o,

sóic herra¡,ientas de formas suad.ráticas sobre cuerpos formal:nente reaies i6l .

Por esto, incluj:nos aquÍ una demostración. En ella se r¡tilizan esencialmen-

te .l-os siguJ.entes hechos:

cuerpo formaLnen"e real :¡ sea v , i -* iP::rncipic j,oce]-cl-obal: Sea F

valuación con cuerpo residual F

no singular sobre f "ol, {Í)

(i)

(ii)

carFul2. Sea q

1<i<m,susformas

y (r. .v) henseliana

2e

forma c".rad.rática

residuales sobre

tr-) ,isótropa /F - \ isótropa,/rv r

q__ . a1cúnisóiropa ,/ F - o- ISOETOpa ./ i
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DEFINICION, Una forma cuadrática q se dice débilBente is6tropa sobre ¡'

si existe n€N tal que nxq=ql ..,1q.la süna ortogonal de n

copias de q , es is6lropa sobre F .

IEOREI'IA A. 1. Sea F cuerpo formalmente real, q foraa cuad.rática no singu-

Iar Sobre F . Entonces

q indefinid.a respecto a todo orden arqulmediano d.e F y q débiI -

mente isótropa sobre 1as hensei j-zacione s de F respectc a valuacio -

nes real-e s

= q débikr,ent.e isótropá sobre F .

Principio de Hasse DébiI: Tod.a forma cuadráti.ca sobre F indefinida respec-

to a todos los ordenes de F es débilmente isótropa sobre F .

TEOREI'IA A.2. Sea F cuerpo formahente real. Entonces son es-uivalentes

(i) se cunple el Prlr¡ciFio de Hasse débi1 err F

(ii) Irodc q-orde¡ de F es un ?rden de F

(ii1) Para tod.o A.B conju!¡tcs de ardenes de F , finj-:os lr disjuntos,

exiscc uei/a€!. para Lodo FÉA -r- -a€ I, pa=a todo F€E

fEOR¡Ir¿ A.3" Sea K/t ex-'ensió¡ al-gebraica rea.t f inita sabre F un cuerpo

d¿ ir.:nciones aig=b:'alcas- !n':onces i::i) sÉ qun! jL e: i - i j-i: ) se cijmFi e

DEFINICfON. Sea D C I( ultrafiltro no trivlai. Sea F^- el producto direc-

tc de F. sobre N . Se define el ultraproducto de lR soil:e N como

n* = §N /D = {L(-*)re¡o} / t.*¡ - (¡m) : ív¡ a\ =o'; . r}
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PRoPosICIoN. n* es cuerpo real cerradg no arü-ui.ñed j.ano, con orden
{l

p* =,ia € n* /{v/av > oi e ol{)

PROPOSICION. Sea v , i---»f valuación sobre N . Entonces v induce va-

Iuaeión sobre e1 cuerpo de functones racionales v , i(x) ---o I definida por
_iv(Z a.X-) = min tv (a.) j

1-O:L

rEoRE}L¡1 (Prestel). Sea R=B[X,Y] . sean u=x, u=x2 + rnY+Y2 poli-

nomios en R , m € N. Entonces }a forma cuadráiica

F = 4 x (u + 1, v + i. uv, -1)
m

es is6-.ropa sobre F. , para todo m € Is Y si 6* es el grado ninj:nal de

una solución no trivial de F enionces {¿ } --- es no acotado.m '-m'rEN

Demostraciónr Primero vearoos que efectlvamente F* es isótropa para todo

ne N. Para esto, fijenos m € Ii y sea K = lR (X,Y) cuerpo real . Sea

c=(u+ 1. v+ 1, uv. -1 )

luego F es indefinida para todc orde¡r de K . Por Teorema A.1. basta demos

trar p débil$ente isótropa sobre toda henselización respecto á valuacj-or.es

reales d.e K , pues entonces. como toia suua de cuadrados eI¡ K eE sur¡a de

4 cuadrados se tiese 4 x p isótropa sobre K . sea

r : K -"-> f vaiuaci6n reaL, K cuerpo residual.r

Por el Principio i-oca1 cloba1 , p es débilnente isótropa sobre

([.¡ henseJ-izaci6n de (x.r) si alguna forna residual de p es débilmen-

te rsótropa sobre K_ = K
,,
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Encontrenos entonces formas residuales de p :

caso 1. r(x) < o ji r(Y) . como r(v + 1) > nin {r(Y), 2r(x). oi = 2r(x)

1., + rlentonces ri ,l=r(-1 ) = 0 luego una forna residual contiene a la for$a
Ix- ]

::-;;
< t, -l ) = (1, -1) isótropa/ x, .

x

A¡áloqanente si ¡(Y) < O < r(Xi , dj-vidiendo por y2 .

J'w + 1l lr) ' r¡'.-'lCaso 2, r(x) < r(Y) < O Como t,:, = 0 pues t'? , 0 5' t'i, > C ,

L "' J l^; ix'.,

se tiene u.na for§,a residual conr-iene a ( 1, -i) isótropa sob::e K_

AnáIoganente si r(Y) < r(x) < 0 .

Caso 3. r(X) = r(Y) < 0 . Observaños r(v + 1) = 2r(Y) esto es
|,v + rl

itI v' i

v+1o de 10 contrario t a *, ideal naxi:na1 del anillo de valuación o, de
Y

1 - íil 2

r, -cn-- luegc , - l+l = O € Kr = Ar/tt!, , contradlcciór' pues *, es
: v [,,i r !

cuerpo real. Luego 2 x Q tiene una forma residual que contiene a

'-,2, r + 13 -1 . -r -\ 'i s6tropa ,/ K
I.Y,J f

Caso 4. r(Xi, r(Y) > o . Luego u,v € Ar .

(i) "=O.Estoes r(u) >0 luego r(u+1)=O=rt-1) y una forma

resj<iual conriene u < u * i, -ll = ( i, -T) isótropa soore Kr. .

(íi) l=O.Estces r (v) >C luego r(v+1) =0=r(-1 i 1' una forma

residual contiene a ( "-IJ, -Tl = <T, -ll is6tropa sobre K- .
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(iii) [,]*0. Esto es r(u) =O=r(v) = r(uvi

si u-TT = O , i *-T f o entonces una forma residual contiene a

(v + 1, "", -Tl = (;-i-1, -;, -i) is6tropa sobre *, .

si- ;ll = lfT = o entonces una forma residual contiene a

_)(uv, -1 ) = ( (-1)-, -l) is6tropa sobre *. .

Si ;, ;, " * l, " + I ¡ o entonces una forma residual es

F = (u + i, . + 1, uv, -'i-) , i.,aefirid.a para todc orden de Kr , como

K = lR ó K = L , donde L/ lR(t) exLensiór real alEebraica f i¡ita, :/ setr
crinple el Principio de ¡iasse Dábil sobre s. !' lR(t) . Entonces por Tecre-

mes A3 !' A2 también se cuInple soLr€ *, .

Esto es, hemos denostrado p débllmente isótropa sobre las hensel,iza-

ciones reales ée K luego a* = 4 * p isótropa sobre K ,

Sea ahora R* ultraproducto de E sobre li resPecto a D C N

ulLrafiltro no trivial i.e. ¡ ¡e qsnt,iene ccnjuntos finitos' Sea

F = 4 x (X + 1, V + 1. XV. -1)
0'

forma cuadrática sobre 8.* [x.Y] j.nducida por {r } --. donde v = x2 +'rn-rÉIi

+ uly + y¿ , ,¡ = [ (m) ---] e n*.
IIl T\

Mostraremos Fo no es is6tropa sobre R* ix.Y]

Sea e*={aen*7 laj <n, a}gún n€I{l, Setiene A* al:illo
_*de va-Luaclon en lH . sea

v- r lR ---.t I

valuación asociad,a donde f grupo abeliano totalmente ordenado y con cuerpo



- _tresrd.ra.L lh = lj, . ;ueoc v r:rcucé \'al':aarcnes
*v

v : x'' (x) --¡> ¡ definida por v(» a.xr) = miniv*(ai) i

w : r,' (x.Y) -.¡* | definida por w¿E p. (xlrr) = nin{iv(pr(x) ) ,i) l

donde T x 7, se o¡'dena lexieográficanente. Se tiene

*-*E (x)v = n- (x.Y), = Ii (x) . (*)

Encortremos entonces las formas residuales de Fo . Observamos

u (-1) = w(x + 1) = (0'0) = 2{i >: Z)
(**)

w(v + 1) = r.,(xv) = v¡(oY) = (v" (tir) ,1) / 2tl x z,)

Luego si s: ixz -+ lR* (x,Y) es '.uia q-sección de w. se tiene

S(\,r(-1) ) = S(w(x + 1)) = S(0,0) = 1 y las formas residuales d.e tu son:

l1\F'', = 4 x (X + t, _t)

F\'' = 4 > ((vit)S(w(V + 1))', XvS(w(xv)) ).

Por (**) y (*) se tiene

F''' =4 z(¡1,*t)S(\,r(*y)) , XVSrw(uy)) )

=4 * (ñEñiñ!l-r-ll a rz +-l, xr''
, U.,Y (!Y

= 1 ^ (,.dysl;G.y))-1 )B(1.x)

rll (2)
Luego F' ' ,* F; no son isótropas sobre R(x) )' por e1 Princi-

pio l,ocal Global se tiene Fú, no es isótropa scbre F."1x,v) .
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Lltl.lizaremos es'"e hecho para denos:rar no existe co+,a para ei. gr:aCo

r- ' r.E r\

r€ li

Nm-mm-
9 = L a-.M. , al.€lR, M. nonornios en x e Y,-) 1l J. r-l 1

I < j: tb , ta1 q:rLe St = (eT. ..., S1") es solució¡. no trivral de F. fC IT

r-uego gl , 1<j < 16 , definen polinomios en lR" [x,y]- ')

N

,r=.\. Irulrr*^lu, , I,"Tr,*ol e n*

de modo gue E = (S1 , ..., S.,U) es sclució¡: no trivial de FüJ ; con*,radic -

ción, po: i-o tanto iá ] -, es no acotado. como el grado máxlmo de los coe
' - n' IIEI\i

f icienie-. de Fr es deg F* 3 y la di¡ensiór; di:r', Fr" = 16 . Dara tocio

§', € § , se tiene no exisie iunción a = 6 (deg Fr, diJr Fr,) eonsLante te1

q.re ór. < 6, pare todo n€!i,



Primeramente respondeiemcs una pregunia que surge aI es-ludiar e1 con-

traejemplo de Prestel sobre R[X,Y] y es aeerca de Ia existencia de una fun

ci6n cota respecto, esta vez" a u:¡a nueva función grado e en Ia que los coe

ficientes de los polinomios intervienen.

Consideraremos R=lFltr, ..., t-OJ y i: R- lhro dadá por

, óeq (a'
tia) = max{e*-''* , l..,ij donde e- € E son ios cceficientes de a € F. ,

deg = grado usi:al , e > 1 .

observanos, s.i itr]*o scn ias f orn.as dei tecr:e$a 2 de Prestel en-

Eonces c(f ) = Ir ¡ para tocio ni > L
m

Se iiene el. siguiente resuf i-ado:

PRCPOSICION. E¡{isr'-e funci6n cota 6'(aF, dfu F) sobre (F.,a) = Histe fun-

ción cota 6 (deg F. Cim F) sobre (R, deE)

De¡nostraciórr: Se ve A satisface

i. deg(a) < 3(a) para todo a € R .

^ - : - - - : , ^r,-1 ', deq(a)¿. aE R+exrste AaelR/d(AaaJ=e

35
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Sea F forma isdtropa sobre R . Definamos 3r = max i8Ca..l] donde1l
d.. son los coeficientes de F . Luego sea I € ñ/a(( ),,-1) @r) =.deg 

F -1l
deg (a, , )

= nax ie 'J J donde (?.-') E r es la forma cuadrática sobre R con coe

ficientes ).-1a... Sea n=dimF=dim(tr-1 )EF.1l

Luego por hipótesis hay solución no trivial x = (xl, ,.., xn) € Rn

de r'=(l')6r' con

max {atr.}l < 6'(ar' , ai¡o F')

pero entonces x € Rn es solución no trivial de F y satisface

< max {l(x.)i < ó'(edeg F . di- rt
.1 - t -

¡á^ F
esta es, existe 6(deg F , dim F) = 6' (e-"Y - , dim F) sobre (R. deg) --..-.r

De aquí y eI coniraejeñplo de Prestel se deduce no existe func.ión co-

ta ó sobre (n'[¡,Y] ,a)

j,uego pcr la prcpcsició¡-r observamcs aún queda allierlo ef probiema:

fxrstencia ie un¿ funció:. ccra ¿ {¿F , din F; sobr€ lzly.,l) ,o\

Abora bie¡!, prequntarse sobre 1a existencia de cualguier funci6n

ó(F) que dependa sóio de Ia forma r sobre ei do¡t,inio te,ii) que acote sus

soluciones minimai.es, equivale a pregun-.arse, si es ciertc que }a forma dete:

mina sus ceros, err particular sus cero§ mÍnimales respecto a i i

Como resulta muy razona¡Ie esPerar que así sea, el problema es quizás

encontrar una regla i i con q-ué riedir esta determinaci6n lo más apropiada -

mente .
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Fo: e:emI 1o, e:. el caso de R = n[*-.,, ..., ta) ccr. C ,2 , Ia fun

ct6r, , i = Elacc tctal no resr:i'.a por sí só1c adecuai.a iiara reiir las fcr -

' ' - lc:.¡9: J :

las sail:::,:.:: :.É- s-s a.-.or-

cielaáas) como :-a sor-a son n.imercs, y ia reiacián erire e11cs es e! cr:der, usual.

Luego, así como Podenos estudiar

Dado F i-sótropa sobre

Existe 6(F) € nr>o .

F(¡.1. ...r Xr.,) = 0 y

..., t I con r I = orado total ¡'d'
€ R no todos nulos,/

i. = 1, ..., D .

R = lR[ t- 1'

x1 , ..., xn

lx.l . ólrl

Podemos hacer el aaálogo natural at easo z Esta es, considerar

en R=iR[t",..., t.l un orden P. estoes PCR r.al que P+PLF,
rO

P.PcP, F.) -F= iOjy P u -P = R. Y estudrar. entonces

Dado F isótropa sobre R = fR[t1, ..., td] con P C R un orden:

Existe ór{r) e p , Xl, -... *n a * no todcs nulos/

F().1, ,,., r") = o y ix ' .6, lr i = i, ..-, n

sigr'ifica b-a€F l"i = u si I

Este nuevo proble¡na parece muy inleresante err sí rni smo por ser ia ma-

nerá natural de comparar 1as soluciones en un dominio ordenado. De hecho a

pertir de ]o estudiado se obtienen en forma irDrediata resultados como:

donde a < b
P

rEoRE!IA 8.1. Sea F isdtropa de dlmensión 2 sobre

sea P C R un o::den. Entonces existe cota

F. = rp,[ tt, ..., td]
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6p(r) = max {1 ,llrll , laet rl} .

TEOREMA B.2. Sea Flx,ytz) = u*' * byz * "r2
tibre de cuadrados y sea F C IR[t] un arden.

trivial- (x, tj,zj sóbre R I t] con

< max {1 , lbcl}
P

< max {1 . iac ji
P

< max 11, i"b]l .
F

ócice ios craer'les de } iti scir:

donde (I € lR

. -á,,.--, --. -- r¡ I + I :5-

!:.Ltr:.:a s ex->Le s-.i!:::¡. ¡.i

v r r.selR[t] . (:l)k¡(o)g(or) >o]u{o}t(t-0)"jlxez, :

v

0

, Ol U

I

I
={

I

:

v l = 1l r,l!(tEt , tl< -ts'. o lfen ! =
L,I

n
na

!)
o

n -II., (:11 a inÍ, ioJ ,!I,

r.

Este últ j-mo resultado generaliza

_f .lorctenado lH t tl -

P- ñ r.[t]

el teorema de Holzer para e1 domiaio

Se obser:va que ** nc sorj en ge¡eral- j-ndelrenCien'.es , por ejen-

plo, se tiene * = ** sobre (R[t] , P-) luegc, desde este nuevo pBnto de

vista, queda abierto e1 problellla de encontrar una cote general sobre el domi-
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