COTAS PARA LAS SOLUCIONES MINIMALES DE FORMAS
CURDRATICAS SOBRE CUERPCS DE FUNCIONES RACIONALES

Tesis
entregada a la

Ty o o, - L i A [
Universidac ce Chile

Magister en Ciencias Matemiticas

FACULTAZD DE CIENCIAS

v
(8]
4

Patrocinante: Dr. Ricardo Baeza E.



Facultad de Ciencias

Universidad de Chile

INFORME DE APROEBACION

3
[R4]
w0
=
0
w]
trf
4
j=d
1]
=
0
w3
tr
e

Se informa a la Escuela de Postgrado de la Facultad
de Ciencias gue la Tesis de Magister presentada por el

Candidato

MONICA DEL PILAR CANALES CHACON

ha sido aprobada por laz Comisidn Informante de Tesis
como regulisito de tesis para el grade de Magister en

Patrocinante de Tesis %
o/ =
4 g
4
) _ // AL P .
- G G cwiee s
DY, RlCaYa( ezZa K =
= T ot = — ~ -
Comision Informante G& Tesis

Dr. Gonzalo Riera

Dr. José Pantoja

=% 5 i

Dr. Jorge Soto




INTRCDUCCION.

CAPITULO I.

Fundamentos.

2. Resultados conocidos.
Teorema (Cassels),

Teoremas ' y 2

fry
-
|

ITULO

Teorema

INDICE

{Hclzer).

(Prestel}.

£ 1, Estudioc del prcblema para n = 2 .
. _ - 2 =
Existencis de una funcion cotz obtimal para

Resultados positives

un
Lo
I
0
ot
=
(o N
t_l
(0]
o1}
m
'__I
o
H
(8]
53
.....!
&
[

ara n = 3 .
Holzer scbre kit] .

W

[ ] — il
oW ]

n

B

(S}
Ln

L
o



INTRODUCCTIO

-
&

. .
ormas cuadraticas, si

th

e

ol

& &
cegrisa

-
i

I

w

pas sobre dominios con algln tipe de funcidn g

tarse sobre el "tamahco" de las scluciones, asi

1z forma. Es decir, sobre la existencia de una

forma, accte sus scluciones minimales.
- - N |
Sobre Z , con el valor absolutc | |,
timaciones paraz el tamanho de las scluciones ha

formas diagonales de dimensidn 3; gue properci
cidbn de los coeficientes de la formz. ¥, un te
mejorade en | 2]) v gue muestra existe una cota
coeficientes v dimensidn de la forma, resolvie

Recientemente A. Prestel [ 5] ha estudia
de polinomios k[t , ..., t )] , cark# 2, e
niende dos importantes resultados; por un lado
cota general cuandeo d = 1 , ¥y por otro

N

consideramo

rad

rm

& Lik: ==

fo isbétre

as

o, resulta natural pregun -

como, sobre su relacidn con
funcidn gue dependiendo de la
el problemz de encontrar e€s -
side estudiado en profundidad
teorema de Holzer [ 3] parea
ona unz cota simétrica en fun-
orema de Cassels [ 1], (que es



d > 2 por lo menos para formas de dimensidn mavor a 15.

Motivados por estos resultados, hemecs estudiado que pasa en dimensio-
nes menores, en especial dimensidn 2 y 3 (pues si d > 2 se sabe no existe
cota, al menos para isotropia débil, en dimensidn 4). Esto es:

Sea k cuerpo con car k #2 , R =k[t , ..., td] anillo de poli -

nomios con coeficientes en k , d > 1, | | = grado total usual. Conside -

remos formas cuadriticas no singulares sobre &
F(X,, +eny X)) 0= z a. X X, a..=a,, €F .
! 1 . i3] 1 3] 17 1
1<i,3i<n = = = J

1

ntonces, se busca una funcidn ¢ , que dependa exclusivamente de

[

o

n

grados de los coeficientes ai* de la forma y de la dimensidn n , tal que,
: 3

si F 1isbtropa entonces tiene un cerco no trivial con gradec acotado por

S5 By 2 @A 5 cean a € R , no todos nulos tal que F(a1, o an) =0
i

con
{
] ~ ol i
max |a.| < 0 i = 1 - =
P a | = = 3] P : : T
1<i<n > = J
La funcidn ¢ se llamarZ una funcidn cota.
Ios resultados obtenidos son principalmente dos. La existencia de una
funcidn cota optimal para formas binarias, lo Jue resuelve el problemz parsa

dimensidn 2, y proporciona ademzs resultados positivos sobre otros dominiocs.

Y, la validez del teorema de Holzer sobre k[t] donde k cuerpc en que
-1 no es un cuadrado.

Estos resultados y eiemplos conforman el Capituleo II.

En el Capitulo I se dan lo

m
h

undamentos v definiciones 4

dr&ticas necesarias en el Capitulo II. AdemiZs se enuncian los resultados



iii

conocidos hasta ahora sobre el problema.
En el Apéndice 2 hemos inclufdo una versidn no publicada de la demos-

tracifn del Teorema 2 de Prestel (Capitulo I} scbre la no existencia de una

H

{%,Y] v las herramientas necesarias para E&sta,

funcifn cota general scbre

les.
En el Apéndice E se hacen algunas obgervaciones acerca del problema
sobre klt ..., t.] con otras posibles funciones grado | | Yy se plantean



CAPITULO I

€ 1. Fundamentos.
Siempre consideraremos X cuerpo con carK # 2 .
Una forma cuadrdtica sobre K , de dimensidn n , es un polinomic ho-

mogéneo de grado 2

F(X.,, ..., X) Z a. . .
1 n . 17 3 7

I
1
et
>

en n variables con &

‘_l .

[}
m
P

Sin restriccidn podemos suponer los coeficientes de F simdtricos

pues claramente

(2., + a }
= E AT 1 o
= a, XX, = z . - 2 X.X
3 ) ijTi; : i 2 i3
l<d,j<m 1<i,i<n /
a. . + z
L ij 4i e . . 3 .
donde b, . = ——&—3——$-' satisface bk..=Db.., paratodo i,j=1, ..., n.

Ahorza definiremos un conceptc equivalente gue es de gran utilidad pa-



Sea V un espacio vectorial de dimensién finita n sobre

b : VxV=K una forma bilineal simétrica, esto es, existe una matrizc

B= (b,.,) de nxn simétrica con coeficientes en K tal que

bix,y) = xtag

e

vectores columna en V .

-
{houg

‘_,ﬂ.-g_q%
R
s
—_—
—————

Definamos entonces F. : V2> K por F_{(x}) = bi{x,x) , para todo

X € V . Observamos peor (2)

Foix) = Z b..x +2 Z b 2.

luego por (1)

2
{ i < - 5
F \X r P X ) - - b X + £ —
1 h 5 131 P
1<i<n 1<i<j<n
- . S = -
es unz forma cuadrética de dimensidn ©n sobre K con ceoeficiente
=b,, €K.
Inversamente si
F(X. , veey, X ) = Z a, X, ¥, g, = a,. £F
! I a et il 7 L7 pi R
1<1,7<n
E - . = ..
€s unae Iorma cuadratlca de dlmension n schre K , ssz V =
torial sobre K , se tiene
X, |
(i
t it
F(x) = x Ax para todo x = | | €V , donde A = {a

K

y sea

(2)




[Fix +y) - Flx) - F(y)]

b,y =3

es una forma bilineal simétrica sobre K vy se

Luego, estcos conceptos son eguivalentes
2. El par (V,b) se llama el espacic bilineal
F . La matriz simétrice inicamente determinada

asociada a F .

recupera F = F

b
en caracteristica distinta de
simétrico asociado a la forma

por la forma se llama matriz

. - . .
Denotaremos por K & K - 40} y por K al conjunto {x /X € K} .
™ s 9 KW - - 2 i i - - £ - —
Sea (V,b) el espacio bilineal simétricc asociado a la forma F

entonces X,y € V se dicen ortogonales, x 1y, si bix,g) =0.
= . : . 7 i 7 &
F se dice no singular si V = {x € v/b(x,y) = 0 , para todo
y €V = {C} i.e. el f{inico vector ortogonal a tode el
y esto es, sT v s6lo si, det A # 0 donde 2 es la ma
Dos formas cuadriticas, de igual dimensidn n ,
se dencta F, :;F2 ¢ 51 existe una matriz invertible & € GL_{K} tal que
F,(Ax) = F_{x para tode X € V (3
4 &

esto es, existe un cambic de variables lineal g
otra. Se tiene asi
Fiix) = i g L matr
;=
= X A_X ¥ A_ matr
< £
~ ™ o i - ’lt'r # -
entonces F. T F. 81 v sdolo si &A_ =LA ;&
i 2 - Z 1
es una relacidn de eguivalencia ¥ ad

iz aspciada a F,
1 s = ~T i T ~
.qu.l' L= G.J L I3 _LCM_«C —
n
-
5 !{ F . <
et A = det A {(det /) , esto



es

+2
F1 .":F2 = det .r-x.1 = det A2(moﬁ ) (4)

Se define el determinante de una forma F , se denota det F

, como
el determinante de su matriz simétrica ascciada.
Una forma cuadritica se dice diagonal si
- - 2 2 )
FlX.; sesy By =28 X # oo % 8% , & E % ; i=T; wsses n
1 n 11 non 1
y se denota F =f{a_, ..., a_) .
i i
2hora demostraremos gue en efecto toda forma cuadritica no singular
es diagonalizable, esto es, es isométrica a una forma diagonal.
PROPOSICION. Sea (V,b) espacio bilineal sim#trico. Sea W <V tal gque
(W,b,.] no singular. Entonces V=W & W .
¥
: RN | i
Se denotz V= W1 W pues D(Xx,y) = 0 para tocdo X E W, YE W

m
ot
8]
&1

X&e VvV . sean x,u & V , luego

s >

O0=Dbix +y,r X+ y) = bx,x) + 2bi{x,ty) + bly,y) = 2bix,y)
esto es biy,u) = 0 SEE C = ) v OOy 1o tarnto V.b) e gingular
EETLO = KX s L) U bare todo }\_,5{ L=l Y Y POr 10 tanto (V,b) eg singuilar
b =
T [ = 7 - e 3 - fuc e - =T S
LEMA. S22 (V,b) espacic bilineal simétricc, no tal gue existe
1 s 5 § (A, 3

subespacics U,W <V con ¥V = U1l W . Entonces L by | son no

— | w

|




COROLARIO. Toda forma cuadritica no singular es diagonalizable.

Demostracidn: Sea

FX,0 ooey %) = z
1<i,3<n
una forma cuadratica sobre K vy se

a (V,b)

espacio bilineal

m

nc singular

. ) T o
asociado a F i.e. b,y = xany , AR={(a,.) .
o i3
Demostraremos existe base {e.; ..., e } de V tal que V =Ke_ 1
1 n 1
L4 Ker ; esto es, ble,,e.}) =0 V i# 3 , de modo que
p - _]
blx:,y) = a x y. + ... +ax y ciertos a = ble ;e.) € K
Y 1719 n“n’n k k¥ k !
n n
para todo x = I X.&, 4 Yy = z y,e; en V . Luego la forma cuadritica
8 i e
1=1 1=1
( 3
- o O
asociada a la nueva forma bilineal b(x,y) = x / donde R = E iy i
| O a
L .
es F(X.;, «.oy Xr) = a‘}:,L + ... + a X v se tiene ¥ - F
i il 1 nn
Como sabemos, hay e, € V con b{eire,} £ 0, luegc V = Ke_, 1 (Re )
1 [ - i b
suma ortogonal de espacios no singulares. Por induccidn sobre la dimensidn
de V se tiene hay 1855 +e+y & ] €n V base crtogonal de Qﬂeii tal
4 4
que V = Ke_ | Kez i... 1 Ke , v se tiene el resultado.
- i n
Diremos unz formz cuadritica T  es isbtropz sobre ¥ =i existe
- .r %X & K , no todos nules, tal guse F(x,, ..., x,} =0 Se dirs
%= LR, s ., X ) es unaz solucidn nc trivial de F sobre K
Una forma cuadritica F se isbtropa



gue n F=F i F es isGtropa sobre K .
PROPOSICION. Sea F una forma cuadritica no singular de dimensién 2 scbre K
. - - - - . . - '2
Entonces F es isOtropa scbre K 51 y sClo si det F = -1(mod K') .
. - . y r - h a3 -—
Demostracidn: Sin restriccidn sea F ~(a,b? , a,b € K. Luego det F =
B , 2 . o2 2
ab{mod XK' ) por (4). Supongamos det F = -i{mod K ) entonces ab = -c ,
S . 5 2 2 . I .
algn ¢ &€ K , de medo que ab + bc = 0 , este es, existe solucidn no tri -
Do P 2 . s g ; . 2
vial de {(a,b’ en K , luego existe solucidn no trivial de F en K . In-
versamente, si F isftropa, luege {a,b’) isitropa y existe X,y € K tal
-2 - S ,_ (o) © , . L s2
que ay + by =0, luego ab = -i—— y entonces det F =z -1{mod K ) .
: LA
Observamcs, K puede reemplazarse sin pérdida de generalidad por un
dominic R , con car R#¥ 2 vy V por un R-mddulo libre de dimensidn finita.
De heche en adelante consideraremos sdlc formas sobre dominics y supondremcs
gue toda forma es no singular.
£ 2. Resultados conocidos
2 continuacidn enunciaremos lo:z resultados conocidos sobre la existen
ciz de funciones cota:
) Ses
Bl , swns X ] = b3 £,.%. %, f.=f,, €Z
l Il e i 17 <+ 3 tL
i*i_'_,.:'-<;" - - -
formz cuadritica scbre Z Si F isBtropa entonces existe solucidn no tri
2 . o
vial a € Z con




n-1
lall = max Iai| < (3 E l£..1) .
1<i<n 1<i,3<n

donde | | denota el valor absoluto.

Este resultado resuelve completamente el problema scobre Z Yy muestra

gue las soluciones minimales "crecen" cuando la forma lo hace. Cabe observar

n -1 :
gue el exponente ——— es optimal.

A%

|28}
[}
LS

Fix,v,2) = ax + by + cz

forma cuadrética scbre Z en su forma normal i.e. abc libre de cuadrados.

5
Si F 1isbtropa entonces existe solucidn no trivial (x,j,z} e Z con
; A 1/2 | 1/2 | | 1/2
x} < e}, lyl < lacl™? L 2l < a2

Cassels
T~ ey - e P | . -~ | I s e 2%
TEOREMZ 1 (Prestel). Sea R =Xk{t} , car k # 2 , | | = gradc usual. Sea
s o o - ;
F{X,, cep X ) = i a. X A
i I " : 27 & 7
bk yen
& oy = L S ~hy =] <4 w 3 aAtr + e -3 et g e PR o) g
IoYma cuacaratica sobDre K . =21 E 1sotropa entonces ex1ste sSOLlucicn no tri-
T
e E | - ? e \“,“A . -
vial a & K cQr
1o - . _ Yl A "o . =
Hajlh = max a < 7 iz acnas HEY = max =t



La demostracidn de Prestel de este resultade tiene como modelo la de-
mostracidn de Cassels para Z [2]. Por la propiedad ultramétrica del grado

se mejora la cota en este caso. Se demuestra ademis gue esta cota es optimal.

Luego este resultado resuelve el proklema para el anillo de polinomios

en una variable.

o 2 2
TEOREMA 2 (Prestel). Sea R = R[t_,t ] . Sean u =1t , , v_=¢t. +mt_+ ¢t
172 m d m 1 2 2
polinomics en R, m € I . Entonces la forma cuadritica
F =4 x{u + 1, v +1, uv -1)
m i m mom
es isbtropa sobre R , para tode m € N . 81 6m es el gradoc minimal de una
solucidn no trivial de F_ entonces <0 ) __  es no acotado.
m e mEN
Luego, como las formas F tienen dimensibn y grado constantes, para
I
todo m € N , se concluye, no existe una funcidn ¢ , cue dependa exclusiva-
mente de los grados de los coeficientes de la forme v su dimensidn, gus acote
el grade de las soluciones minimales. Estc ne cota  f
sobre R= W[t , ..., t] si 4> 2 dimensidn n > 1€ .
] d - —
sl guedz ablerto el problema para dimenciones menores



CAPITULO II

§ 1. Estudio del problema para n = 2

Sea k cuerpo con car kK # 2 . R=%klt_, ..., t.] anillc de polinoc-
i

mios en & > 1 variables con coeficientes en k . j { = gradc total usual,
+ L L3
luego } | : R> N , y para todo &,b € R se cumple

(1) 2 T b , S€ tiene lz igualdad si |a| # |b| .

Existencia de una funcidn cota optimal para formas binarias.
g = N PR g 4 - 1 s - Ly oy i i_q,m e
TEQOREMZA 1. Sez R =kit_ , ..., t.} ., @2>1, car k7 2 ,; { | = grado total.
a &, {
S > . 2
Entonces para toda forma cuadrdtica binaria, isdtropa, scbre F
- 5 5
FE X3 = b
' ‘ 2 e -7
1 <1,] %<
; - e , . _2
estiste solucidtn no trivial x = (X,.,Xx.) € E con
d )
! -
- - | | |
donde {[Fl = max |a,.|
ey
-
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Ei

Y 5({a..l i,j=1,2,2) = es optimal.

M '

Demostracidn: Sea a, _*2 # 0 sin restriccibn, de lo contraric existe solu-

m

cidn no trivial en k° . Car k # 2 , luego toda forma es diagonalizable por

un cambioc de variables lineal, sea entonces A : K x K > K x K, K = Quot(R)

r
e s 12
representadce naturalmente por la matriz 0 a. .| tal gue
11/
FlAx} = a#ﬁPix) donde F = (1, det F; (1)
ol
para tode X € K Come F isbtropa, no singular, de dimensidn 2, se tiene
p - . 2 E
det F=a,,a,. - &a,., y existe c € R Lde* F = -c (2)
i1 22 12
R . e T
lyuego F = (1,-¢ } y x = {(c,z1) € R es soclucidn de , de grado minlimal
- . = 1 2 s :
sobre R ; esto pues 81 Yy = (yq,yz) € R es solucion de F Ll
1
£ 2 2 , G om @ - p e = . .
v, —cy. =0, R dominioc de factorizacidon unica entonces ¥y = (CTY.,. Z¥./
P & L &
v por lo = v, | > |el = x -
2 PR -~ o i
Ahora bien, si X € K es solucidn de F se tiene por (1 LooX
es sclucifén de F vy por lo tante A x = ylc, z1) , algn vy € ¥ Entonces
toda soclucibn de F sobre K es de la formes
X = AL x) = yhi{c, £1) ., Y E K
donde
Ae, £1) = (¢ + 2., ?}
Luego existe solucidn minimal de F scbre EK en 11X ,X ! donde
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(4)

r@, )

1
x=1 - , == &_ = MCD(c + a,
S

Comc sabemocs explicitamente donde encontrar una solucidn minimal de

5

. |F
F , demostraremos, casc a caso, no pueden darse Hx+§ > LEH- y lx I >

Ml

simult&neamente. De (2) resulta

|
o
_‘
0
'gf
3
|
L
-~
L

T a | y & i : Consideremcs entonces

n n
- g % . s
a + c = I P a - €= I g - , sus descomposicio-
12 . 4 12 ‘ ot
P primoc g primc
By g
ja, *C [ o=
12 [
nes primas. Por (5) a,.. =p.g9 , &, = p.,9, Gonde p, .
Ek | Py A 4 i, ,
a, . tc¢
| T
g no constantes, 1i = 1,2 tales gque &,  + c = PP,
1. c [P o
1912
2. - c=g.g. . Adem8s a&__ = - ; B = p_ en-
(P4 [ 1 - i S L2 =T L
a__.7vC | 29 | &, ~"C q.
12 2 12 ]
tonces igz,q[i = 7 . & o1 = - = p.—r g, enton
I a, . ¢ E. a,.~C -
(4 i 1.2 i
ces (p..c.) = 1 . Luego
g.q, F.C.
P | i \
s S e~ B - = {~g..pB,)
+ L a, a, 271
(6)
[ \
PP, P 4.
R P < 1T \
T 3 T T | = (por=g.}
= “ fos H 2 1
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LH|

Supongamos ux+ﬁ > —;—' y x|l > . Sin restriccidn puede suponer_

se §a11§ 3_%&22§ i.e. §p1! + [q1[ 192§ + iqzl de modo gque en (6)

hay las siguientes posibilidades:

i | |

Vel 2 lgl ~ e

i
entonces [a

2}

T - S T
2 192 +cf > L,
por lo tanto la..! <ic| yv la.. +¢c| = la, . -¢c| =i >1lA .
= ! 124 i ' = | '2 ! i 12 i ¢ t
Entonces %ai1a2q§ = 2{c| > 2iF} .
3 lg.l > |p.| =~ a. | > |p.l anflogamente se tiene a_.a__| > 217
3 |91 2 [Pyl 11 7 1Pyl 7 analoganm LIPL oY I

Todos estos casos conducen & contradiccibn pues [[F| = max{taTTE,
,
| 1 i I =) = o . \ t ol IIFL
la, i a..|lr luego 3 X € 1X X I F(x) =0 con lixll <==—.
19451 502! g e X8 f R * - 2
Analicemos ahora el casc restante, esto es
a. & a, . algin i = 1,2 : Este casoc aparece natu
i 171 -
g8, T € a,., = ¢
12 12

ralmente al estudiar las soluciones minimales de formas cuyos determinan-

tes fueron obtenidos de manera simple por los coeficientes de la for-

b 4 =
guncs coeficientes. Asi, =1
=
c = pa 4+ &= o £ = donde det T o= -¢° (7%
oa ., . pa., XD &= 0 QOIigc Qel & c L/
i (4
BT AN T T EMO 2 = +1 (7Y o = —~i{nz + 94 y tal cue
encontramos = L (/) Con a,_ . gida,, = c-c.“ﬂj al Jque
P [ <
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Por simetria y la forma de las scluciones en (4) consideramos

| | S : = Q +
14 E esto es 3 a R/c o.a11 a_iz
[c - a

de modo que &, = -0 (da,, + 2a,.) Yy por lo tanto

11 12
aa,.  a)
" ["’1; 111
+ l a ! J
LT+ +
(8)
(aa,. + 2a,, 2
R i K A ¥ _“311
A__ i\ d_ P ‘i_} F
luego consideraremos las soluciones de F sobre R,
x' = (a,1) con lx'll = |af
(9)
(a )
. 2z "
X" o= |- =52, - con Wx" =max{la__| - |a| , .
L O .E) Vo2& b

1o il
HE L
b
|
Caso a,. 1 = |a, 4] -
o o
e a1 i " B ' !
lego (& = 2i0] + ia o] > 0 por lo tanto lFl= |a ; como
= 25 Rl 11 b ' 2210 |
la_ .|
i i ! ' ; ! i i | 4 -
- o = Jo] + ja.. | > la se tiene por (9) lx'l = jo! < —= 5
' P = 2T - : — 2
18545

wvrll « |z | ey < e 1s 1 vz | I = g + la | >
HXH S laLg — A = r de 1O contrarlo 2. .1 = X + = S - 81 -

- 22! ! . & 2a Le

la_ . a. .|
i s L N - -
> — + 5 lo gue es una contradiccion.
L
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Caso |a11| - |a12| .
si |a|] >0, |a22| = 2]a| + |a11! = [[Fll luego es anilogo al casc anterior.

el

si |aj =0, lIx'l =0 e

9_2_5_0 |a12i>|a11| o

e a = 2lal + |a > lal + |a > la. | entonces |IFll= la__|
l 22I | R | 11| 1 I | 12[ il E 12! ’ € “ H ! 22’
2ja + |a, | la__| ;
' ' 227 I {
ixt il = |o| < B o A1
- 2 2 e
% [ ! | i ot ! 1 i i 1 1
ii. a..{ = |6y + ja..; > 2l + |a luege |a > i o+ i v
i 22l | l l 12! i t Ic‘-}‘lk r g 5‘:12[ f | 56111 =
a - lal = la._| > |a..| entonces Fll= |la|] + |a tiene
laj,l = lef = | sad ¥ e, | Ieli = ja| + |a,,| v se tien
o] + faiqi o)+ |a, .|
i PO T | T 12 :
lixtll = f:)., o= & |llx" = ja_.| - o, < — , de lo
| 2 ). t — oz
contraric |a..| = |a| + |a .| = j&a; > o) + ia . _! = la.. lo que es
22 2 2 22 -
una contradiccidn.
iii. |a | <2fo] + ja_ ! = ja] + |a,. | , luego ja] + |a,. | = |a > la,.|
22- —_— i i 11! | I i —iZ‘ = | .{1 121 | 11
1) si llell= la. ] i.e la,. i > |a..| entonces la .| > la__| - 7
(1) ¥ LI la,, 1 2 |a,| ces a2 ey, la! y se
la. .| ia, .|
tiene x| = ia < i & i fi x| X i" , O 5i no o, o+ aﬂE
| B | a, .|
. 1 £ | £ = i 2 - .
> > 3 S = oral Yy contradice l& hipCtesis (iii)
(2) si |IFli= |a,| i.e a,.| >|a, | entonces la .| <la__| - jal ¥
22 22 12 11 22 A
Sy 125,
anglogamente |[x'l = ju| < — & |ix®l = la | - |o| < —=
— Z Py o Vs
. Rl
Luego hemos demostrado 3 x€ {x',x"}/F(x) =0 con lxl < L%i
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Esto completa la demostracidn de la existencia de una solucidn no trivial de

Lzl |

-

2
F , en R , con grado acotado por

Para probar que esta cota es optimal, simplemente podemos tomar

2 2 2
+ (1 - T
o v (- % £l %,

sobre R = k[t., ..., t.] ., se tiene

det F = —(t_ ... £)° , el = 24
i c
- -
luego, F es isGtrope sobre R con scluciones minimales dadas por (4)

tal gque
: el
x ll =a&-= " -t
ir :! 2
Resultados positivos en OLros

de dominios (R, | |) donde R dominic de integridad, | | = funcidn gradoe
asociada.
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6= (1 + + 2)lFl

Demostracibn: Sin restriccidn a +a ¥ 0 . Luego F(4X) = a11§{x) para
P

2 ) -
todo X € K , K = Quot(R) , donde F
. o
2 _ . . .2 &z[‘ 3?21

C T ayq8; T %Y L

0 J

= (1,-c2> , ¢€ R tal que

%

(c,1)

solucidn minimal de F , se tiene AX solucidn de F

>

AX = (c - a__.a,,)

| A
=}
i
e
=
+.
—

como

5] -~ - ~
| £ ] “ 1 V4 [ 1 bz 12 1l H e
e = jc | = 1a, &, ~ &, < la,.lja,,| + &, < 20 Fi
11 22 12! — 11 22 12 —
entonces
:r~l 7 !:'F" f b i "VT ! ( + "y_ﬁ l:F E' i
c|l <« & 2HFL ¥ naxiy < (1 A O 2MIE .
T T > c = { ! = - — P I = —— P
COROLARIC 2. Sez (R, |} dominio con = norma ultra meétrica. Sesa
< >
F{X, f}l,-\) e - a. X X%
i & . 17 1 J
P (o) - -
c = ol a =L o 4~ - |
forma cuadritica binaria, isdotropa, scbre E . EntOnCes exX1iSTe COTa para i&s
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v : o - ; 2
Demostracidn: Sin restricecidn 311'322 # 0 . Analogamente, si det F = -c

4 . ., x -
c € R, sabemos existe solucidn no trivial de F

127711

con

il = max{lec - a [a b < max{|e|,|a a, |} <max{|ec| lIFll}

' . 121”11"—- | l'lnzl'iﬂ] - P

2 2
como -c = a, a,_ - &,6. entonces
11 22 l.&
c2 = ic‘z la_ _a a2 | < max{|a 1;a |,la '2! < PPH2
i - - a 3 o ) I

| i 1<l | BT o 121 = L % i obed ,§2| S50

luego
I

le] <lIell vy Ixl <lFl .
Ejemplos.
(E Domirnic
1. R = Z|i] enteros de Gauss con norma euclidiana

gL Te————
; / 2 @

Ea + bi| = v & +b
3. R = 2w w’ =1, w# 1 con norma euclidiana

la + bul = /& =-ab+ b
3 Znillo de enteros de Vrgr para al menos & = =11, -7, -3, -Z

32, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 28, 33, 37, 41, 57, 73.
/ 2 o



(R, |

Sea F(X1,kz) =

forma

luego F

entonces

det F = —-(t
e
isttropa

yal
I3
T 4 -y
C - R el
4
£ = 1;=1

[§a}

I
!

n

(t + 1) X

cuadritica sobre

Dominic Ultramétrico.

P

n

x 2t4(t -

- B

R=klt] . se

2 5
- 1} i !!
1
exicte

2=, .
1) F(X) donde
& 4
(-t <+ 2t - 1,

B
enteros p-adicos con norma

€
— | A%
= (t - i,‘(t'r7
minimales de F
3 3
3 2 ‘
Ll = + T Laal Tl
e 2 )
e = R Te -

das
t =

= grado total.

18

e - 2R - (% s nHE®

-3

—r

[ 28]

8]

l

2
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2. Sea F(X1,X2

cuadritica sobre

det F =

)=(X2-Y2

R =0l X,Y,2] . se tiene

Y

L

donde ¢

2
-G

- zz)xf + (XYZz)X1X2 + (Y4X

luego F isdtropaz y existe L=
0
tal gque
o5 5] )
- , - L= t.\: 5
F(AX) = (X - ¥ = Z7)F(X)
comc sabemos
2 N
- [.3 3. XYZ 1
X = |XY=-YX-—]—, 1|
2 J
solucidn minimal de F , entonces
— 3 3 2 2
AX = (XY - ¥X - X¥2°, X
) el o _ . n "
soluclion de F . Comce a =X =Y
de T cada por
X = (XY,1) con
£ Z. Estudioc del problema para n
El mE&todc elemental usado
fundamentalmente, no se tiene u
ma isGtropes de dimensidn 3 comc
iste cota i nn = -

2

ol

O
o
o8
[

-Y =2Z
2 - ;

- 2 se tiene existe solucion minimad
= Il
e 5 e Iz |

= £ —

2

para n = 2 noc sirve en este caso pues

gel determinante de unza

- X4Y2}X§ forma

Il

cambio de wvariakbles

- £ =

a2 IoImas
B s S
1& aelxrl 50Drxe =K1 T,



mas

Luego motivados por las simetrias del Tecrema de Holzer y la

tecrema de Holzer sobre

k| t]

TECRMA 2. Sea

= grado usual.

R

Sea

Xl t]

r

k

Cuerpo en gue

demostracidn de Mordell, hemos estudiado:

-1

no es un cuadrado,

20

1 B i n e o
el problema de encontrar una cota explicitamente es en veracad dificil.

idea de

e Y 2 2 2
{(X,¥,2) = aX 4+ bY + cZ
- = - . - - - = - .
forma cuadritica diagonal sobre R , de dimensidn 3, en su forma normal, 1l.€.
abc libre de cuadrados. Entonces si F es isdtropa schre R, existe sclu-
2008 : > 1 -

¢ién no trivial (x,y,Z) con

b 'bc ! lac| | lab |

x| <=k, ly| <=, |z! <d4=.

it Z ) e 2 | —_— 5

En lz demostracidn de este resulitado necesitaremcs un lema gue nos

muestra Quée paraacotar el grado de una solucibn de F , basta acotar el gra-
do de una de sus variables en particular, i.e. gue al menos una de ellas per
manece acotandoc el grado de las otras dos, en todz solucidn de la formz. Se
tiene entonces
TR T - = = il a1l %o ey s e e ~
IEMA, Sea E = kit] k# 2, | | = grado usual. Sesz

F=~{a;b;c}
-~ - - - - 4 - i - .
forma cuadritica diagonal scbre k[ t] con 2 ;b ,c € k coeficientes lider

. am

de a,b y ¢ respectivamente. Entonces

F isbtropa/kit]l = (a ‘i,c } isBtropa / kK .

i
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Demostracibn: Sea (X,Y,Z) una solucidén no trivial de F sobre R i.e.

ax” + by 4+ cz =0 con X = xo + XTt ... X Y, Y=Y + YT+

+ gyt ; Zz=ZzZ +zt4+ ...
“s o] 1

. , 2 ; = i |
ficientes lider. De aX + by = -cZ se tiene |cz | = |aX + by | <

2 2
|, by l} .

< méx{gax

Luego las distintas relaciones entre los grados de las variables

. b2 2 e _2 2u m 2 2s . .
(13} \by | > lax“| entonces =-c t *I’t =Lb t syt donde
b | I 1 e . m i
N 2 Z &
e +2u=m+ 2s , luego -c Z =b Yy =(b ,c ) isdtropa/k .
e u m- e m e
2, I e _2 2u n 2 2r
{ - | - P o 3
(2) jcz”| = |aX | > |by | entonces -c_t *Z t =a t *xX_ t .dcnge
e u n
2 2 2.
e +2u=n1n+ 2r , luege =-c¢ ZI_ =a X ={a ,c } isbdtropa/k .
e u nr n
|2 P2 b 2 n 2 2r m 2 2s .
(3) lcz®| < |ax”| = |by"| entonces -a T Xt =b t eyt donde
I n ¥ i “s
n o+ 27 = 2g DI v ={a ,b isdrropa /
n Y = I + <8 , lueddo a L I‘_’_:/ - ILs0Tropa / K
T XY e I j1e
o - - 5 & 5 @
Z ; il nd = £ Zu n 2, 6 4x m
(4) aXx" | = by | = lctZ entonces =-c t *Z t°" =a t *x't7 + b t
: = u n r m
- - -
3 o, Lo < e 2 g E
donde e +2u=n+4+2r=m+ 2s , luege =~¢c Z = a X_ + b y 7
e u nr m-s
; -
={a ,b ,c ? isbtropa /k
n"m e
Luego con 1ias hipbtesis del teoremz obtenemos cOMO
CORCLARIO, No existe solucicnes nc triviales 4 F tales gue (1), (2}
se den.
Demostracidén: Observamos por el Lema, si (X,4,Z) soclucibn de F

(P8}
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(1) = |x| no acota lgi,[zl*{bm,ce} isdtropa / k
(2) = |y| no acota |x|,|z] g'<an,ce> isdtropa / k

i el o] L
(3) e {Zi nc acota ix;,i'} ={a ,bm} isdtropa / k

Por simetria supongamos hay solucicnes tales gue (1) y (2) se dan. Entonces

(bm,ce) , (an,ce} son isbtropas/k , esto implica

)
. o2
bwce = ~t{mod K )
a ~ = 't ~a "‘
PE = ilmog K }
da
N _ .2
luego ab & 1 {mod K7)
&4 Ll
. &2 5 ;
como -1 Z 1{mod ¥°) entonces {(a ,b ) no es isdtropa / k i.
J ¥

de las variables de una solucidn, por la cota correspondiente en
de Holzer, las otras dos desigualdades se obtienen.

1 - - - -
acota |x e Y| , en tods solucidn e F .
- - = — - T i = = j
Supongamos existe solucidn (X _,¢ ,Z ) sobre +t] con
o “C c
e s - ” No— = = 5 2 = Stepsner el Tros e
Siempre podemcs tomar (X (¢ ) = 1 . Mostraremcs nay otra S01luUCaC
o -0
con el .

gue elijamo

m, -
feorema

N

o



donde

no trivial ge

iy

donde

Luego

Se

X,Y,2 € k t]

es un divisor comiin de los tres términos de

= a¥ + bY <+ cZ 2
Axt = X A - 2ZXA
5
Ayt = y A - 2YA
- <y o
Az' = y A - 224
‘o o
&
una solucidn ({(X,y,Z)
6x = x A - 2X4
o (o]
= Y L -
gz = - 2zZA

si & divide a <c
relativamente primos
¢ sea divisor comin
%5
A"E
E & ] o - £y
X =z ¥ — {(mod O)
Iy
D
2 2 _ 2
a¥ + by = (ax <+
o

por determinar, T

F y por lo tanto T

23

T

£ 0,

tal que (x',y',z') solucién

T satisface

ax X+ by Y +cz 2 .
o] 0 o

la derecha de {

1

1 i
sobre klt] tal que
e
(2}
2 2 Z
, comc aX_ + by +cz_ =20, (X ;¢4 ) =1
c c o' “o
4 pE 4 ) .
de a pares, entonces (0,abX (¢ ) = Luegc,
A e o e pa Aaxrs Ao W vy eyl
bzstz gue & diviaa Xl - XX Pues asi
Z Y 5 O
S | 2y _ .
bt} — = ¢z — = G{mod C}
o 2 o 2
/ g
0 o



w )
M

)
[

i
0
3
£

W

TOmanao

M

aX X + by ¥ =
o} "0

Determinemos ahora

n kKt con |z} <
Como K{t] Buclidi

2 2, ¥
(ax_ + by)

Y

e}

X,Y,2 € ¥ t]

o
se obtiene
r’ Nz
- % aX X + by Y|
0Z _ %z =] il - ak
- = = i T o |
cZ | cZ i 2.2
o i o J c Z
b o]
r ‘\2
= | Al
< o Al ab
il A N I i
'—O L E'j 22
L =aX¥ ¥ +bl/Y¥Y v B= gz
o -0 - C
kKl £ tal que
z [t _
L = EBg +r con |r| < |B
Z = =g se tiene
Z + < Q0

¢ entonces hay

YX
o

381

24

solucidn no

X,Y € x| 1]

G
(=

I

&

1
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entonces de (3) tenemos

| z I al  lab|
|| <max ¢2/z + =/, =!I} <0
7 = U TRl 2]
o z_|
esto es [z| < |z | .
o

Luego iterando este proceso encontramos existe solucidn {(x,y,2) , nc

trivial por construccidn, scbre k[ t]

P2 L2y f2 | . |bc|
De jax | < |cZ | , (ByY | < < 5 ’
- < !ac-

La posible generalizacidn a anillos de polinomics en mé&s de una varia

ble no es inmediata por este método.

Cabe observar gue

m
m

te resultado proporcicna una cota ¢ < |IFll don -

Pl e o fosy | 11 L - = Ae D
de [iFll = max {|a|, |b|, |c|} es precisamente la cota de Prestel para

TEOSREME 3. Exicte cota pard isotropria 4&bil de formas ternarias sobre
r=@®{t , ..., £.] , #& cuerpo rezl cerrado.

L a
Demostracidn: Basta demostrarlo parz formas diasgonales. Luege sea
oc=p(C, t,, ..., £t} la forma cuadratica diagonal general de dimensifr
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3 ygrado N sobre R, con C conjunto de coeficientes en @& . Entonces
¢ débilmente isStropa /R implica existe sclucidén minimal, no trivial, con

grado {(digamos) < 5C .

Si demostramos existe un ¢ € W , gue sirve para tode conjunto de

coeficientes C , obtendremos una funcidén cota i.e. & = &(N,3) .

Supongamos lo contrario i.e. gue existe, para tode ¢ € W , un con-

. . 8 o 8 S s 1
junto de coeficientes C en & gue define p =p (C, t,, ..., t.) débil
mente isdtropa /R para la cual toda solucidn tiene grado > & .

T * N 7 + =] 3 2 g 29

luego en K = & /D, ultraproductc de K respectc a2 D ultrafil-

- ; ; - - .. ¢
tro no trivial, se tiene conjunto de coeficientes C inducido por C , gue
o e * * ;o
define la forma p =p (C, t., .., t ) /&1t , ..., t] .
N 1 d 1 a8
&
Como D totalmente indefinide sobre R , para tode & € W , pues

- . i . - . * "
es débilmente isbétropa, entonces via el ultraproducto se tiene ¢ totalmen

* ]
SRS - WO . ;R 1 sy s P % nEs
te indefinida sobre ®{t., ..., t.] v por lo tanto, 1z 2-forma de Pfister
| ]
— x *
T ey 4y | Gas A SRR . ol 5 "
o=¢(1 4L (det ¢ @ satisface sig_ 0 = 0 , parz todo orden
et S 2% ;o L
i — O L L . T
= , =
I L &4
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TEOREMA 4. Existe cota para isotropia débil de las formas de Pfister sobre

6{[t1, eeny td] , ® real cerrado.

Demostracién: Basta considerar el siguiente hecho general: Toda forma de

pPfister totalmente indefinida sobre F cuerpo formalmente real es de torsidn.

—



AFENDTICE A

En el I, § 2., hemos enunciado el resultado de Prestel que
muestra la no existencia de una funcidn cota general si el nimerc de varia -

bles en el anillo de polinomics es mavor gue 1. Para esto Prestel encuentra

Fh

una familia de formas isbtropas de dimensidn 16, sobre R{ X,¥] , con grado

constante y cuyas soluciones crecen infinitamente.

.
F cuerpc formalmente real v sea Vv : F —= ]
valuacidn con cuerpo residual ¥, car F_ # 2 . Sea g forma cuadratics
v v
. . _ (1) " . . :
no singular sobre F con g i I < i <m , sus formas residuales sobre
. - —
F . Entonces
"‘T
Pob &
o2 - S g 141} R = e e
(1) g dsotrepe/fF = g isbtropa /F , algun 1
v v
(1)
(;.:\ q_‘—’
(1i) . i g o - i
v isbtropa /F , algun 1 y (F,v) = g 1isdtropa/F .
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DEFINICION. Una forma cuadrética g se dice débilmente isStropa sobre F

n

si existe n€ N tal que nxXxg=gld ... 1l ¢, la suma ortogonal de n

copias de g , es isbtropa sobre F .

TECREMA A.1. Sea F cuerpo formalmente real, g forma cuadritica no singu-

lar sobre F . Entonces

¢ indefinida respecto a todc orden arguimediano de F y g d&bil -
mente isOtropa sobre las henselizaciones de F respecto a valuacioc -

= g dgbilmente isbtropa sobre F

Principio de Basse D&bil: Toda forma cuadrBtica sobre F indefinida respec-

to a todos los ordenes de F es débilmente isdtropa sobre F .

(1) se cumple el Principio de
(ii) Todo g-orden de F es un orden de F .
(1ii) ©Para todc A,B conjuntos de ordenes de F , finitos y disjuntos,
2 — - - ~—~
existe a € F/a € F , para todo PE LR v -z € F , para todo P E€ B
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PROPOSICION. R* es cuerpo real cerrado no arguimediano, con orden

- ={a€ ®* /{v/a’ > 0} €D

PROPCSICION. Sea vo : K —» ' wvaluacibn sobre K . Entonces v, induce va-
luacidn sobre el cuerpc de funcicnes racicnales v : K(X) — ' definida por

i ;
v(Z a. X)) =min {v (a.)} .
i I

. 2 .
TEOREMA (Prestel). Sea R = R[X,¥] . Sean u=%x, v=x" +my+% poli-

nomios en R , m € I . Entonces la forma cuadratica

es isbtropa sobre R , para todo m€ N . Y si & es el grado minimal de

una soclucibn no trivial de F_ entonces {¢& 1} es no acotado.
m m meEN

Demostracidn: Primero veamos gue efectivamente Fm es isdtropa para todo

m &€ N . Para esto, fijemos me K v sea K = R (X,Y) cuerpo real. Sea

p={u+4+ 1, v+ 1, uv, =-1)
luege ¢ es indefinida para todc orden de K . Por Teorema A.1. basta demos
Sa 1 b | o = = - = —-—= o~ —
trar p déhilmente isOtropa sobre toda henselizacidn respecto & valuacionss
reales de K , pues entonces, comc toda sumz de cuadradcs en K es suma de

4 se tisne 4 % [ sobre K Ses
2 - -
r : K—»l valuacidn real, K_ cuerpc residual
¥
T Eri 1 1 @) = ae ["AARG 1 Z s
Por el Principic Local Glchal, ¢ es débilmente isbtropa sobre

o _

- 3 o I S~ 2 =3 rr = = - - - Ay = — - fel -
{K;r) henselizacion de (X,r) si alguna forma residual de p es débilmen-
o Et e = ~H ¥ =¥
€ 1S0Tropae S0DIg “ = K F

= r
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Encontremos entonces formas residuales de £ :

Caso 1. r(X) <0 <r(Y) . Como r(v + 1) z_min {r(y), 2r(X), 0} = 2r(X)

(v + 1\
entonces rg——is—l = r{-1) = 0 1luego una forma residual contiene a la forme
i

LX)
v -L1_ o

—— -1} = (7, -1 isétropa/K_ .

- . ; . 2
Ani&logamente si r(Y¥) < 0 < r(¥) , dividiende por Y .

. . . N fv + 1) %
Caso 2. ri{X) < r(¥)} < 0 . Como ri - = O pues r=— > 0 vy > 0
| I { =
| X | .
L /
se tiene una forma residual contiene a (1, -1) isbOtropa scbre K_ .
T
Andlogamente si r{Y¥) < r{¥) < 0 .
o , . o (v + 1)
Caso 3. ri{X) = r{¥) < ¢ . Observamos r{v + 1) = 2r{(¥) esto es < e
b 4
LY
- . ; v + 1 .3 : 4 2 4 .z 5
c de lo contrario 5 E M ideal maximal del anillo de valuacidn A de
¥ * £
1 _ e 25 ) . & i
r, —E&EWMW luege T+ =0« X =& /M contradiccion pues K es
¥ v i s r ¥ - r
Luegc 2 X p tiene una forma residual gue contiene &
-1, =1 zsétropa,fKr .
Casc £ (X7, G . Luego u,v € 2&_ .
(i) 5 = 0 . Esto es ri{u) > 0 luege rf{u + 1) =0 = r{-1} vy una forma
residual contiens & {(u + 1, -1} ={(1, -1} isdtropa sobre Kr .
(ii) v =0 Estc es r{v) > 0 luego r{v + 1) =0 = xr{-1} una forma
residual contiens a (v + 1, =1} = (1, -1} isdtropa sobre K_ .
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(iii) wu,v # 0 . Esto es r(u) = 0 = r(v) = r{uv) .
Si u+1=0, v+ 1# 0 entonces una forma residual contiene a
{v + 1, uv, =-1) =4{v + 1, -v, -1} isdtropa sobre Kr .
Si u+ 1=v+1=0 entonces una forma residual contiene a
W — s -
(uv, =1 ={((-1)", -1} isdtropa sobre Kr 4
Si u, v, u+ 1, v+1#0 entonces una forma residual es
T=4{u+1, v+1, uv, -1} , indefinidzs para todo orden de E_o. Como
¥ =R & K =1L, donde L/ IR(t) extensidn real algebraica finita, v se
b o r
cumple el Principio de Hasse D&bil sobre E v R(t) . Entonces por Teore-
mas A3 y AZ tambi&n se cumple sobre Kr .
Esto es, hemos demostradc p dé&bilmente isdtropa scbre las henseliza-
ciones reales de K luego F_ = & % o isdtropa sobre K .
* - N . -
Sea ahora R ultraproducto de R spbre N respecto a D C K
ultrafiltro no trivial i.e. D no contiene conjuntos finitos. Sea
F =4 x{X+1,V+1, Xv, -1
W
- E \ L s = o 1 EP < 2
formez cuadratica scbre TR | X,Y] inducida por F ! _ donde V = X +
! = o mER
R :2 £ — *
sy + Y , w=lm .1 € xw".
=3\
a " 4 & G |
Mostraremos F, no es istotropa sobre K | X.,Y! .
* - P . - = A . ¥ e SRS
Sea A = ia€e R / la; <n , glgan n &€ I ! Se tiene A anillc
- 5 - *
de valuacion en R . Sez
v* r — T
valuacidn asociada donde [ grupoc abelianc totalmente crdenado y con cuerpo



’ * ~ * . .
residual R =R . Iuegc v  induce valuaciocnes
*
v
o s e 5 i
v : R (X) — [ definida por vi(Z a. X’ =
* % - .. o i
w: R (X,Y) —» [ definida por w(& pi{X)Y ) o=
donde [ X Z se ordena lexicogri&ficamente. Se tiene

*
E

Luegc si
S{w(-1})) = S{w(X
_ (13}
¥ =
w
{2}
F " o=
w
Por (**)
(2)
’_r: =
»
(1
Luege F
= w
pio Local Giobal

TR o ¥
miniv (ai)f
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3

4

min{{v(pi(X)),i)

~ * - - fa Rt %
=R (X,Y) ER () . L)
entonces las formas residuales de F . Observamos
= w(X + 1) = (C,0) & 2(I » &)
e
a g * \ -~ T
1) = w(XV) = wiwYy) = (v (w),1) € 2(T x &)
- * . - o .
S :I'xZ - R (¥X,Y) es una g-seccidn de w , se tiene
+ 1}y = 8(0,0) = 1 vy las formas residuzles de Fu son
4 x{x + 1, -1’
4 x {(Vv+ 1)S(wiV+ 1)) , XVS(w(XV)) ).
v (*) se tiene
4 x {{V + 1)S(w(wY)) , XVS(w )
; v+ 1oXv
4 X € & - : ; o—_
wy Wy
4 X { ] .>®<i;>.)
{2)
vy F 7' nec son isbtropas sobre IR(X) ¥ por el Princi-
W -
ey . - [ * PR
se tiene F no es isotreopa scbre R O(X,Y) .
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Utilizaremos este hecho para demostrar no existe cota para el grado

de las soluciones de {F
n mEN

Supongamos hay polinomios en IR{X,Y] con grados acotados para todo
POng ; g 1%

mE N

N
m m m :
g, = L ..M, , a.,.€ ®R , M, monomics en X e Y ,
3 ) ij i ij i
1a=1 -
L= 1
. . , m m m , ..
i <3 <16 , tal que g = !gﬁ' S “16} es solucidn no trivial de F_ .
- = 1 m
T m “ & o = ~ W - 5 * r +1
Luego g, , 1 <3 < 16 , definen polinomios en R | X,Y]
H m
i m *
g, = Z [(a,.y ___I1M. , [(&a. ) ] ER
3 i=1 1] meN 1 1] meN
i=
de modo gue g = igT, Wity g_6} es sclucidn no trivial de F o contradic -
i w
cidn, por lo tanto {¢ } o €S mo acotado. Como el grado méximo de los coe
mome I -
ficientes de F es deg F =3 y la dimensidn dim F = 16 , para todc
IT m in
= o+ P = et £ £ = - 2
m & N , se tiene no existe funcidon ¢ = f(deg F , dim F } constante tal
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o

rimeramente responderemcs una pregunta gue surge
traejemplc de Prestel sobre RI[X,Y] vy es acerca &

g - - - § - = £ ey ~ -

cion cota respecto, esta vez, a una nueva funcion grade 2 en la gue los coe
ficientes de los polinomios intervienen.

Consideraremcs R = R[t. , ..., t] Y & : R—- R dada por

1 [s! >0
_ . . cecla) | i N . a i . "
sia) = maxe - , 1&,j} donde a, € K son 10s coeiiclentes de a € R,
i i

deg = grado usual, e > 1 .

Observamos, si {F } __. scn las formas del tecrema 2 de Prestel en-

m mEN
tonces 3(F } =m , para todo m > 0 .
m

Se tiene el siguiente resultado
PROPOSICION. Existe funcidn cota ¢&'(sF, éim ¥} sobre (R,3) = . Existe fun-
cién cota G§i{deg F, &im F) sobre (K, deg) .
Demostracidn: Se ve 3
deg(a) < 3{a) para tode a € R .

. . L deg (&)
2. a € R= existe . € R/ =g - .
z
35,
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Sea F forma isbtropa sobre R . Definamos &F = max {B{aij)} donde
P s =1 cdeg F
a_,j son los coeficientes de F . Luego sea A € R/3({} Y)®F) =e ~ =
-
deg{a, ) _ -
= max ie ; donde (XA )Y®F es la forma cuadrédtica sobre R con coe

ficientes A a.. . Sea n = dim F = dim (R—1) @ F

-

s . 5 .- i 3 o n
Luegce por hipbtesis hay solucidn no trivial X = (x}, ey xn) € R
-1
de F' =() )OF con
max 123(X.,)) < &"(gF' , dim F')
. _n . P . oo o .
pero entonces X € R es solucidn no trivial de F vy satisface
" . . N deg F ;
max {oeg(x4); < max {B(Xi}; < §' (e g , dim F)
i fa 5
. . ,.deg A
esto es, existe G(deg F , dim F) = &' {e , dim F) sobre (R, deg) . —
De agui vy el contraeiemplc de Prestel se deduce no existe funcidn co-

- R 7 ~
e s ; 4y
ta ¢ sobre (R[X,¥!.,3) .
. 15 P Y S . - s, i meee T e s
Luego por la proposicidn observamos afin gueda abierto el problema:

ahora bien, preguntarse sobre lz existencia de cualguier funcidn

ceter
b 3T a 1 e - o ey
Como resulta muy razonable esperar gue asl seg, ei probiemes €5 gulizZas
k W& s e 0 T TR s
encontrar una regla con gué medir esta determinacion lo mas apropiads -
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Por ejemplo, en el caso de R = }R[t1, iy tdl con d > 2, la fun
| | - - - -
i | = grado total no resulta por sl sblc adecuada para medir las for -
us soluciones. En cambilo en el caso de

Z observamos gue el valor

oluto si lo es vy notamos entonces gue tantc las scluciones

denadas) como la cota son niimeros, y la relacidn entre ellos es el orden usual.

Luego, asi como podemcs estudiar

- - — 1 .!_.. b S |
* Dadc F 1isOtropa sckre R = E{gt‘, Feiy B.d con | = gradc total :
i a
Existe 6(F) € F>(\f - S lr € R no todos nulos /
F{X_r oeee X ) =0 ¥ X, | <d&(F) 12 b wsss B i
i n 7 2 -
Podemos nacer el anilogo natural al caso Z . Esto es, considerar
en R = Ii[t1; send td} un orden P , esto es PCT R tal que P+ FCFE ,
prPCP, FEMN-F= {0}y PU-P =R . Y estudiar entonces
* % Dado F isdtropa sobre R = I{[t%, aE td] con P C R un orden:
T SRy E p v v [ =t = N, I——" 1ne /
Existe C¢_{F) & F , X , ««¢py X & R no todes nulos
Fix, ceep X ) =0y . < §_(F i =1, i, D
t i I3 ol =
- - 3 - — i . = - - | .
donde a < b significa b -a&© P ¥ aj =a si a=P o |aj=-a 51
P
a & F .
Este nuevo problema parece muy interesante en si mismo por ser la ma-
nera natural de comparar las soluciones en un dominic ordenado. De hecho a
partir de lo estudiado se cbtienen en forma inmediata resultadcs como:
. - " ; I w1 s
TEOREMZ E.1. Sea F isdtropa de dimensidn 2 socbre R = Rit,, ..., t ! ¥
! d
sez P C R un ordern. Entonces
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;SP(F) = max {1,/|Fll , |det F|} .

2 2 2 o .
TECREMA B.2. Sea F(x,y,z) = ax + by + cz  isdtropa sobre R|[t] , abc

libre de cuadrados v sea P C R|[t] wun orden. Entonces existe solucidn no

trivial (x,y,z) sobre TR[t] con

x* <max {1, |bel}
P
2 - | |
y < max {1, jac!}
F

donde los ordenes de IR (t) son:

i
SR TS
]
‘;;
|
Q
by
| +h
w
m
M
th
0
m
H
&
(s
e
Hh
(@)
0
B
v
(@]
&
ey
(@]

et

donde o &€ R Yy
¢ n Y
ta 4+ . + a t .

x i Q I O o € % : -

E = 4 S a o > 0F U U ,.

oo s n m ¢ :

tbh. # wws & BE
~ O r[\ v

= 1 s ; _ _ =
y P=PFP NR[t] , a € R o bien P=P N R[] .

o 8

- - - - R - 5 i - P - = . — - 3 ] o

Este ultimo resultadc generaliza el teorema de Holzer para el dominio
ordenade Rid .

Se observa gue * vy ** no son en c¢eneral independientes, por ejem-
plo, se tiene * = ** gobre (Rt ;, B Luegc, desde este nuevo punto de
IS s J
vista, gueda abiertc el problema de encontrar una cota general sobre el domi-
nio ordenado (Rt ,, ..., t.], P) con d> 2.

1 d —
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