
vc* -?.
Ív\A6-M
$\¿z
CL

.AP; I CA'1C\ES S:Y:-CI'.¡l)-¡.¿.: I 
'.J.f

1 ai,\qT-rtiÁnli¿TTia<,

Tes is

enlregadá a la

Universldad de Chile

en cumplimien¿o parcial de 1os requisitos

para opiar al grado de

¡4agister en Ciencias Ma¡emáticas con menció¡ en Algebra

TACUITA, DE CIE},I-CIA.S

iVO BASSO BASSO

198;-

/5 "t "in>! .-=- 'q.'/-- -- 
'.-\

i "*:.lil :
! ou .9

PaLioc.inanLe i Dr ¿. A1i cia ;abre J.



1)i

Se lnfortra a 1a Escuela

de Ciencias que la lesis
Candl dato

ha sido aprobada por la
como requisito de tes is
Clencias láatemáticas con

Facultad de Ciencias

Universidad de Chile

oli

Postgrado de 1a Facultad

I4agister presentada por el

.i,Ú EASSÚ B¿S SO

Comisión Inforoante de Tesis

para el grado de llagister erl

aencíón en Algebra

rOR},f E DE A?ROBACI

TESlS DE MAGlSTER

ie

Patrocinante de Tesis

Dra. Alicia Labra J.

Co¡:isión lnformanLe de Tes is

Dr. Rolaado Ponareda R.

Dr. César Burgueñc 11.

Dr. Gonzaio Piera L,



lNTRODUCCION.

CAPITULO I.

CA?ITULO I1,

CA?ITI'LO I1I,

CAPITULO IV.

RT¡'EÉ¡NCIAS.

1NDl CE

Aplicaciones semi-caadrá ticas .

Apl icaci ones cu¿ s i -c ua d rá ri ca s .

Cuocientes.

Algunos casos partieulares '

f aÉ,

i

1

23

30

51

11



y derivaciones en la primera varÍable,

A-rD6du1o de las apllcacÍones de 1"1 x M en N que son bilinea

1es y antisinétricas,

Enteros p-ádieos,

}iOTACI ONES

Q(A,M,li) : A-n6dulo de 1as aplicaeiones A-cuadráticas de !1 en N

Q, (A,I4,N): A-nódulo de las aplicaciones semi-cuadrá ti ca s de M en N'\- ''

Q (A,l'l,N): A-tróduio de las aplicaciones cuas i-cuadráti cas de M en N
o

f (A,M,N) : A-m6dulo de las aplicaciones de A x Lf x M en N que son

A-lineales , antisioátricas en 1a segunda y tercera variable

1(A,M,N) :

71



lNTRODUCClON

El teBa abordado en este trabajo tíene como priEer orj,gen un ar-

tículo de A.l'f , cleason (ver [5]) y dos tásis posteriores de G. Arnaud y

F, Barboza realizadas en llontpe11ier, francia, (ver [3] y t4] ).

Gleason introduce en su artícu1o 1os conceptos de forma semi-

cuadrática (verifica 1a 1ey de1 paralelógra.no) y forna cuas i-cuadráti ca

en especios vectoriales sobre un cuerpc de característica distinta de dos.

Fundamentalmente en su trabajo caracteriza las fornas cuasi-cuadrát icas

a travás de 1as derivaciones del cuerpo y de las formas billneales anti -

sioátrj-cas sobre e1 espacio.

C, Arnaud y I. Barboza basados en el artículo Dencionado anie

rlormente, realízan, en parle de cada respectivo trabajo, un estudio más

detallado de las forroas semi y cuasi -cuadrát icas eo e] caso de mó<iulos,

desarroilando otros aspectos no tiatados en eI artícu1o de Gleasoo.

La presente tésis tiene cono objetivo principal generalízar al-

gunos resultados para e1 caso de aplícacrones seni ¡i cua s i-cuadrá ti cas y

a¡a).ízar algunos casos particulares (cuerpos finitos, reales y p-ádicos).
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En los dos primeros Capítulos se estudian propiedades generales

de diehas aplicaciones y determinadas situaciones en las cuales ellas coin

ciden con las aplicaciones cuadráticas. ?osterioruente se analizan t.res

cuocientes, obteniendo de uno de e1los (el cuociente entre e1 módu1o de

las aplicaciones cuas i-cuadráticas y e1 EóduLo de 1as aplicaciones cuadrá

ticas) una generalizacidn de un resultado fundaoen¡al de Gleason. Así eI

Teoreua 3.6 afirna que 1as ap)-icaciones cuas í -cua drátÍ cas también pueden

ser caracterizadas vía las derivaciones de1 cuerpo y 1as aplicaciones bi-

1ÍneaLes antisiuátricas sobre e1 espaeio. No sueede 10 misoo con 1as apli

caciones s emi-cuadrátÍ cas y no se dispone, aI igual que en los lrabajos

sobre formas, de una herramienta Lan poderosa como la anterior para su ca

racterización; la búsqueda de tal caracterLzact6rt, en principio para for-

mas, conlleva una natural proloogaci6n de} trabajo.

Iinal¡oente en e1 í1tÍuo Capítulo se analiza 1a existencia de ta-

1es aplicaciones en 1os casos particulares mencionados; resuliaD de inte-

rás, Ia obtencj-ón de resultados sobre aplicacicnes semi-cuad¡áticas en

lF. usando la base de Hanel, y e1 últino teoreua det trabajo referente a

ia forma de las aplicaciones cua s i-cua<ir áti cas sobrs espacios vectoriales.
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APLI CACi ONE.' S'i'ii _C UADFéT 1 CA-C

DEIINICION: Sean l'1 y N A-Bódulos. Una aplicacióD q : ]'1 '+ N se 11ana

s¿r:-:ua::i'-:: = si te:ii : c -

(1.1) q(x + y) + q(x - y) = 2e(x) + 2q(v)

para todo xrY en !1 '

La ¡elación 1.1 se denominá r'1ey de1 paralel6gramo"'

A cada aplicación q : !l t N semi-euadrátiea se asociará la

aplicaci6n si-métrica 0:MxM-"'N definida por

Q(x,y) = q(x + v) - q(x) - c(v) ' para todo xrY en M '

Observaciones: La aplicaci6n asociada $ verifica:

(i) 20(x,y) = q(x + v) - q(x - v) ' todo x,J en M

(ií) ó(x,y) = q(x) + q(v) - g(x - v) , todo x¡Y en lI .
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Para (i) considerar:

Q(x,y) = q(x + y) - c(x) - q(y)

20(x,y) = 2q(x + y) - (2q(x) + 2c(y)) ,

de donde resulta (i).

Para (ii) considerar (i) y La definición de A .

Ejenplo 1.2. Si q : 11 * N es cuadrática entonces q es s eni-cuadrá tica.

Cons iderar:

Q(x'Y1 = q(x+Y) - 9(x) - o,r,

Y O(x'-Y) = q(x - Y) - q(x) - q(y)

de donde

0 = q(x +y) + q(x - y) - 2e(x) - 2c(y)

por ser Q bilinea1,

De este ejemplo se deduce que si Q(A,lt,li) denota e1 A-módulo

de 1as aplicaciones cuadráiicas ,v Ql (A,M,N) es el A-m6du1o de las aplí-

cacíones s emi-cua drá¡ icas de M en N , entonces Q(A,lr,N) es un sub-

módu1o <ie Q. (A,11.¡i),I

Ljemplc 1.3. La aplicación q : F2 * E2 E: * FZ , donde 82, Ez

está considerado como un Z -módulo, definida por q(x,-v) = (1,1) para

todo x,¡t en 11, , es se¡..i-cua cirát ica pero no cuadrá¡ica.

I

1

i

j

I



Eieuplo 1.4. Sean A ani11o conmutativo con u¡ídad tal que existe oo

en A con 2oo=0, ü un A*n6dulo . Io € Ll , yol0,ta1 que

2v = 0. Entonces'o

q: I'l + Il

x+ox+vo 'o

es semi-cuadrática y no euadrática. Adeuás su aplÍcación asociada está

dada por 0(x,f1 = ,o para todo x¡1, eD ll .

Por ejeaplo cooo A y !l se puede escoger l, = z /Oz y

y=v^{zlur\. f* =3 v v ={l 9ll .t' / to ' 'o lo 3))

Ejeuplo 1.5, Consideremos e1 anillo conautativo con unidad

([ , bl / ]

^ 
= il_; Z) /",o. * j

Para e1 A-n6dulo A , Ia aplicación

labl("2b2]ñ.a-+a t-- -l*t:, -.1
[-b a) f-b' ^')

es seoi.-cua drát Íca y no cuadrática.

Ejenplo 1.6. Sea A anillo de caracterísriea I 2 , ta! que existe

cEA, ql0, 2o=0." o2+o3 lo sea 1,1 un álgebra con unidad

e.

La aplicacidn q : Ll * l,! definida por q(x) = x2 + sx para to-

do x en !l , es semicuadrática y no cuadrática; en efecto para i = c

y x=e se tiene:

3
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a(ae) = (c¡e)2 + a(oe)

= (oe) (oe) + (sa)e

7
= c(eae) + a-e

222
= q(o,ee) * q e = o e + o e = 0 ,

Por otro lado:

2 2.2o-q(e) = q-(e- +oe)

2. 2 3 .2 3.=c (e+oe) =oe+oe= (o +a)elo.

La aplicaci6n asociada a q está dada por S(x,y) = 2»' para

todo xr) en M y resulta ser bi1inea1.

Eie plo 1.7. Sean A -- Z,líl anil1o de enteros de causs y

A' = {a+3bi / a,b e v.} sub-ani11o de A

Claramente A es un A'-n6du1o. Se define:

q; A-+A

2 2.(x,y) - (zx),x - y )

En¡onces q es A' -semi-cuadrá tica y no Ar-cuadrática.

La ap1ícación asocÍada a q es

ó((x'y), (u'v)) = 2(rv + uy,ux - rrJ, )

para todo ((x,y),(u,v)) en A x A ,

De J-os ejenplos anteriores se deduce que:



Q(A,I'1,N) f ar(A,M,N)

?roposición 1.8. Sea q : l.{ + N seoi-cuadrá tica, Q la aplicaci6n aso -

eiada a q y supongaEos que h!N+N es inyectiva, En¿onces:

x+2x

(i) q(o) = o

(ii) e(2x) = 4q(¡¡) Para todo x en M

(iii) q(V) = q(-y) para lodo y en M

)(iv) e(nx) = o-0 1*, para todo n en Z y x en !1

Denostraeíón:

i) De q(0 + 0) + q(0 - 0) = 2q(0) + 2q(0) resulta 2q(0) = 4q(0) ,

de donde 2q(0) = 0 y como h:N-N es inyectiva se tieDe que

x-¡ 2x

q(o) = 0

ii) De q(x + x) + q(* - x) = zq(x) + 2q(x) resulla C(2x) = 4q(x) pa-

ra lodo x en U.

iii) En 1a 1ey de1 paralelógrauo haciendo x = -y se tj,ene:

q(y + -y) + q(y + y) = 2q(y) + 2q(-y)

.1 q(2y) = 2q(y) + 2q(-y)

ae(y)=2e(y)+ze(-y)

2q(y) = 2q (-y)

y así q(v) = q(-y) para todo Y en M



iv) Sea n € N; por índucci6n resulta 9(nx) = ,20,*, Para toco x

err M,

Si n É Z- ae tiene

', ')
q(nx) = c((-n)(-x)) = (-n)'q(-x) = n-q(x)

,
y como ya se probó que g(0) = 0 enlonces 9(nx) =,-0 1', para Lo

do rl en Z y x en M.

Teorerla 1.9. Sean M y N A-módulos, q : !1 - 1l aplicación se¡o-i-cuadrá-

tica, r! 1a aplieación asociada a q y suPongarDos que h:N+N
x-+?x

es inyectiva' Entonces:

(f) ó(x,x) = 2q(x) para todo x en M

fii) ó es bi-aditiva.

Denostraci6n:

(i) Consideranrio la relación 20(x,y) = q(x + y) - q(x - y) Para todo

x,y erl ¡{ y haciendo x=Y resulla

2ó(x,x)=q(2")-q(0)

2Q (x,x) = 4q (x)

.'. $ (x,x) = 2e (x) ' para todo x en ¡'l .

(Íi) Sean x,y,z en M . EntoDces

4(Q(x,z) + S(y,z)) = 2q(x + z) - 2q(x - z) + 2q(y + z) - aq(y - z)

Pero



2q(x + z) + Zq(y + z) = q(x + y + 2z) + g(x - r)

y 2q(x - z) +Zq(y - z) =q(r+y-22) +q(x-v)

reemplazando ambas expresiones se tiene:

4(Q(x,z) + Q(y,z)) = q(x + y + 2z) - q(x + y - 2z)

= )^(v + t )o\rY\¡r ¡ rr-r,

.'. 2(ó(x,z) + S(y,z)) = SQ + Y,?z)

si y=0 resulLa ZQG,z) = q(x,22)

j. 2(0(x,z) + q(r,z)) = zQG + y,z)

de doade

O(x,z) + ó(y,.) = $(x + y,z) para todo x,! tz ea !1

\.'ias; (a -- ;c: ; I--aai::'.¿ (:,:'c -as i-r25:es:s i¿l f e;:ef,;, sr :je-

te úue:

ó(n:<,y) = nQ(x,y) = 6(x,nr) , Par¿ todo n en 7' r x'Y en ü

es decir Q es Z, -bilineal.

(b) TanbÍén bajo e1 supuesEo de }a inyectividad de la houoteeia de razón

2 y por (a) se deduce que toda apiÍcación q : ¡'i "* N seui -cuad::ática es

Z- cuadxátíca .

Corolario: Sean q : U * li serni-cuadráiica, $ 1a aplicaei6n asocÍatia

y supongamos que h : li - N es inyectiva, Si ó(),x,y¡ = ió(x,y) todo

xt 2x



I

l en A , Eodo x,? en I*1 , enEonces q ea cuadrática y Q es su apli

caci.6n bilineal asociada '

Demostración '
.»,

2q(Ix) = q(trx,lx) = l'S(x,x) = 2l-q(x) '

)
de donde q().x) = I-q(*) , para todo ). en A y x en u '

.'. q es cuadrática '

Nota: Es claro que uaa eondición necesaria Para que la homotecia de r azdn

2 en N sea inyectiva es que N sea libre y 2 sea regular en A .

?roposiei6n 1.10. Sean M y N dos 1Fr -espacios vecloriales' Entonces

toda aplicación q : !1 -+ N es seui-cua dr:ática .

Demostración: Si x€M, se tiene que x+x= 0, de cionde x= -x.

Así para todo x,Y en ll ,

q(x + y) + q(x - y) = q(x + Y) + q(x + Y) = O

Por oLro ]ado 2q(x) + 2C$) = 0 Luego q es seml -cuadrá¿i ca.

Más geaeraluente:

?roposición 1.11, Sean I*1 y N A-uiódu1os, A un anillo de caracterís -

tica Z. Entonces toda aplicación q : M - I'i- es s emi-cuaé::áti ca.

DeJ¡ostraci"oD: ?ara codo x e¡ 11 se tiene x = -x y por 10 tanto

9(x + v¡ + q(x - v) = 0 = 2q(x) + 2q(v)

para Lodo x¡] en !1 .



Proposición 1,12, Sean V y IF, -esPacios vectoriales, p pri-mo,

p+2. Enlonces toda aplicaci6n seai-cuadrática q: V*Vr es cuadráti-

ca.

Deu¡ostraci6n: Claranente h : Vr -+ Vr es inyectiva de donde por Teorema

x +2x
1.9 la ap1Ícaei6n Q asocÍada a q resulta ser bi-aditiva y por 1o tan-

to IF_ -bjl ineal. Así, por Corolario, q es cuadrática.
tJ

Proposíción 1,13. Sean M y N z -n6dulos y h:N+N inyectiva.
x+ Zx

Entonces toda aplicación semi-cr¡adrá tica q : ¡f -t N es cuadráEica.

Demostración: Po:: Teorema 1"9, $ es bi-aditiva y por 10 tanto z, -bíLi -

neal. Aplieando Corolario resulEa que q es 2., -cuadrática.

Corol-ario: Si h : N -' N es inyectiva, entonces

x+2x

Q(z ,¡'l,N) = Q,(z.,M,N)
1

Proposlci6n 1.14. Sea S una parie aultiplicativa de Z y !f,N dos

_1
s 'Z -B6du1os, Si q:U-N es semi-cuadráiica y h:N-->N es iryec-

.. I 1..

tiva entonces q es cuadrálica.

Demoslración: Sean a en Z, s en S y x,y en I'l

[" I I 1 I lr ]o[ ",r1 = *l..'; x,v.j = a0[- x,v.

pues q es Z -bilineal. ?or otro lado

9
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de donde

fr ) .soF x'YJ = Q(x'Y) '

*[* ",,] = ],*,,,

Finalmente

,{t ) r . . a .aaF x,yj = a.- (.(x,y) = 
Ss 

(",y1

Así q es S-lZ -bilineal y luego por Corolario lesulta q cuadrática,

Corolario: Aplicando proposición a¡terior . Q = S-12 se tiene:

Q(Q,M,N) = Q1(Q'11'N)

?roposición 1,15. SeaD V y \r! lR -esoacios vecroriales y q:V-Vr

una aplieación semi-cuadrática continua. Entooces q es cuadrática,

Der¡os!::aci6n: Es suficíente proba:. que 1a aplicaci6n + : V x V r Vt aso-

ciada a q verif i ca

ÉO'x,y) = Ié(x,y) , para ¿odo ). en IR y x,)' eD V

Ahora, sj, 1€lR, ). es el 1íoite de una sucesÍón (). ) n€N de

números racionales; sea tr = Iim lr., Como $ es continua

1ír (ó(lx,y) - Q(i-x,y¡¡
n+ oo

= li-u (ó(). - ). )x.v))
n+€ n '''

= 0(0,y) = 0



l¡

de ic::de

0(fx,y1 = IQ(x,y) , para lodo I en E- Y x,Y en v

Nota: La existeDcia de aplicaciones semi-cuadráticas no continuas sobre

r.lR será analizada más adelante.

En resuoen hemos vís to:

I) Si característica de A es 2 enionces toda aplicación q:M+N es

seoi -c uad rá t ica.

2) Si M y N son 1F- -espacios vectoriales, p Prímo, P+2,y
P

q: M*N es seni-cua<iráti ca , entonces q es cuadráti.ea'

3) Si M y N son Z -mddulos y q:lI+N semi-cuadráti cas eritorces q

es cuadrática.

4) Sí M 1 N son S-12 -n6dulos, S Parte EuliiPl-icativa de Z y

q: M*N semi-cuadrá tica, entonces q es cuadrática.

5) Si ¡4 y N son Q-espacios vectoriales y q:U-+N seai-cuadrática

entonces q es cuadráti ca '

6) Si V y vr son 1R -espacíos vecioriales .v q : \¡ --) Vr seni-cuadráti-

ca con ¿inua entonces q es cuadrátiea,

Nota: (3) y (4) requíeren que h: N+N sea inwectiva.
x- 2x
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Iroposición I.i6. Sean ir cuerpo ce caracte;:ísijca Cistinta de 2, V y

espacios vec¡oriales scbre Ñ, dir¡\'> ? r'o:!-+Vr aplicación

seni-cuaC::ática. Son equiva 1er te I :

(i) q es cuaCrática

(..:, S: 't^ sul--espaci: cit \ ¿in L = I ' c : i"l - \' es cu¿drárica'
'tu

Demos -.ración: (i) * (ii).

Sí q : V + Vr es cuadrática, J-a restricci6u de q a cualquier

sub-espacio de V es euadrática, en particular para los sub-espacios de

din 2.

(ii) * (i) '

Sean x,y en v, x+0, y+0 y co¡sidereuos !J=(x,y).

Claramente !,1- es un subespacio de dimensión 2 y por hip6tesís

qlfi : Ir * vr es cuadrática'

Sea a en K. Cono q es seni-cuadrá¿ica:

20(ax,y) = q(ax + y) - q(ax - y)

= e¡*(ax + Y) - q¡r(ax - Y)

= 0¡r(ax,v) * ol*("*) + c¡w(r) - 01vi(*'-r) - c¡*(ax) -

- I 
¡w(-v)

= "6lw(*,y) 
+ a2q¡r(x) + c¡w(r) * "ól¡r(*,y) - ,2c¡r(r) -

- e ¡r(r)

= zaQ¡r(x,r) ,



l3

de dcrde

2aót,,G,y) = 2QGx,y)
lw

Luego aq,,,(x,)) = ó(ax,y)

Así 0(*,v) = a$,,,(x,l) = aO(x,)) Para todo a en R v esto
IrJ

es verdadero para caria x,y en V . Por 10 !ánto Q es bí1inea1 y así

q es cuadráiica.

A cont-inuación veremos que es posible definir espacios semí-hi-

perbó1icos y examinar algunas de sus propiedades; necesitsarenos previaoen

Ee 1a noci6n de suma ortogonal de ¡oódu1os semi-cuadráticos.

Usarepos 1a notaci6n (!1;N;q) para denotar 1os A-aódu1os M y

N provistos de una aplicaci6n q : ¡,f * N semi-cuadrát i ca, y a (M;N;q)

lo llaoaremos módulo semí-cuadráti co .

Definición: Sean (li,Ii,g) y (M',li,q') roódulos seni-cuadrálicos. Liama-

renos suma ortogonal de ambos uódulos al- módulo semi-cuadrático

(Me l.f', N; qI q') , dcnde ql q' : lleM''+N está deiinida por

(q1 q')(x,y¡ = q(x) + q'(y)

para todo x en tl , Y en M' ,

Basca probar que q I qt es seai-cuadrát ica; en efecto, para

x,X' en M, -y,y' en M' se tiene

(ql C')(x+ x',y +y') + (q1q')(x - x', y -y')

= q(x + x') + q'(y + y') + q(x - x') + q'(y - y')



lll

= 2e(x) + 2q(x') + 2q'(y) + 2q'(y')

= Z(ql e')(x,y) + 2(q I q')(x',y')

Adenás 1a aplieaci-ón Qoto' asociada a q 1 q' está dada por:

$oto' = 0o' Óo' '

donde Oq y ón, son las aplicaeiones asociacias a q y qt resPectiva

üen te .

Sean M y N dos A-n6drrlos y coasidereoos eI conjunto:

s(M,N) = {t/t: lt-x adiriva} = :,¡,or.z (M,N)

Se define q : U 6 S(M.,N) * N 1a cual resulta claramenEe ser una apli
(x,f) * f (x)

cación semi-cuadrática.

El uódu1o semi-cuadrático (M @ S(¡{,N),N;q) se llama espacio

semi-hiperbó1ico definido por U y N . Se ano¡a Por 1i(1'1,N)

Sea q : ¡4'+ N aplicaci6n seoi-cuadrálica con 0 bi-adiiiva.

Se dice que q es no degenerada si Ia aplicaci6n aditiva:

dó : !1 '+ S (M,N) es inyectiva
,. .* 6 (x,. )

En el caso de un espacio semi-hiperb6tico H(¡{,lq) ' l¡ eono con-

secuencia de 10 anterior, q : M e S(M,N) .* N es no degeaerada si

C,, : ¡4 - S(S(M,Ii),¡i) es ioyecriva, donde i(fl = f (") para rodo f en
ti

x-i
s (M,N)
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De aquí surge la siguiente definici6n:

Definici6n: M es un n6du1o N-senireflexivo sí y só1o si ql es inyecti-

va,

Ejemplo 1.17. Si A'= Zf ll es e1 ani]lo de 1os enteros de Gauss,

¡ = {a + nbi.l a,b e 7,} sub-anillo de A' (n fijo, n > 1) y conside -

ramos como A-módu1o, enronees q : Ar --+ Ar defínida por

q (x,l) = Q*.r,*Z - ,2y2)

para todo x,y er Z es A-seni-cuadráti ca no degenerada y su ap1Ícaci6n

asociada está <iada por

g((x,y),(*',y')) = 2(xy'* xty,xx' - r2yy')

para todo x,x',y,y' elr z y es bi-adi¡iva.

Eienplo 1.18. Sea M un A-o6du1o sí.@ple y N ua A-p6du1o. Enlonces 1,1

es un máduIo N-semireflex:!o pues

q"r , M - Hom, (]jom? (M,li) ,N) es inyectiva.

x-+x

Por ejemplo, F , p prino, es ve 7- -móciulo Z -semireflexivo.
p

P::opcsición 1.19. Sea N un A-u6du1o :e ¡4 un A-n6riulo N-semir e f lexivo ,

Entonces s(!{,N) es un módulc N-semirei lexivo .

Depostraci6n: Sabemos que Ctv : ¡, + S(S(M,N),Ii) es inyectiva y probare-
x*i

aos que
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Cs(u,,) : S(l'l,N) -+ §(S(S(H,N),N),N) es ínvectiva'
g'+g

sea E € Ker Cr(lr,*) ; luego c€ s(u,N) y Cs(r,1,¡¡)(e) = 0 .

C*, C.,". ,r', (8)
couo l'1 --+ s(s(H,tl),N) -_1q:j€ N resulta que

cs {u,l¡) 
(e) . c¡,t = 0 , es decir

(cs (r,N) {e) " fu) (x) = 0 Para Eodo x en M .

Así para icrio )i en ¡f

cs{l''*¡(e)(}l = o

.'. É<lr = o

.' x(g') = u

"' e(x) = o

luego g = d

.XlAsí *"r cs(¡t,lo) = iOl , de donde cs(lt,N) es inyeetiva y por 10 tanLo

S(1"1,N) es un mádu1o N-semireflexivo.

?roposicióa 1,20, Sean !1, I Ll, roódulos N-semiref lexivos - Entonces

!1, S 11^ es N-senirellexívo.
t!

Demostración: Consideremos las aplicaciones:

q, oh : Mr o M2 - S(S(M'N),N) s S(S(}{Z'N) 'N)"r

s : s(s(Mr,N),N) o s(s(li2,N),N) -t s(s(1't1'N) e s(u2'N) .N)
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rlon d e

B : S(S(¡fr,N) s S(urr,N),N) * S(s(ut lE u2,N),N)

o : (f,g) * ((9,p) * f(0) + c(p))

g:h-+h"Ú

siendo tf., el isouorfisoo can6nico S(Ml 0 ¡I2,N) * S(Ml ,N) e S(MZ,N)

Se tiene:

(i) c" 0 c,'-1 "z
es inyectiva, pues ful t "r, 

1o son .

(ii) o es ínyecEiva pues: Sea (x,y) € Ker o ; luega o,(x,y) = 0 de

donde 
"(i,i; to,pl = O para todo O ".

s (I.1^ , N)
I

.-. ito¡ + i(p) = o

S(Ml ,N) y todo P en

.'. i<Ol = -ifp> para todo Q , para todo p

En particular para P = 0

i(+) =o todo O er s(ut,N)

.'. i=0.

Similarmente para 0=0

itp> =o todo p en s(112,N)

" Y=u



)c

- ti,il = (o,o) y así a es ínyecf,iva,

(iii) E es elaramente inyectivá' Por lo ¿anto

B " o " (C¡u. * h^) : ur 0 1'12* S(S(Ui O r12,N),N)
"1 "2

es inyectíva.

¡inalmente probaremos que

B.q"(a*r*arr)=cMr*r,

Paua x en 11, , y en YL? se tiene

crreur(r,r) = (x,y) donde (x,v)(f) = f (x,v)

para todo f en S(Ml 6 M2,N)

Por olro lado

(B " o " (c, e c", ))(x,y) = (B " o)ti,il = e(e(i,;))"1 '-2

= S(r) donde X(Q,p) = itOl + i<pl

=),"i1,

Sea f en S(Ml e ¡tZ,N)

(f " ri,)(f ) = I(f iv,f 1,., I = i<f r,, ) + i(f t,, )
l"l t "2 l"l t"2

= f ¡,, (x) + r ¡,. (r)

=f(x,0)+f(o,y)

= f (x,y)
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Luego B"o.(C" ea)=C**r- y así l'fl e I42 es un uódulo"1 "2 "r*"2
N-semi¡eflexivo '

?roposici6n 1.21, Sea N un A-m6du1o y M un A-n6dulo N-semireflexivo

tal que ¡'i = Ui e ¡1, En¡cnces Ml ,.r U2 sor: )i-seni¡efIer:ivos.

Demostración: Debemos probar que C- I Cru son inyectivas. Para ello
"1 '"2

consideremos e1 diagrama de 1a proposicló¡ anterior:

",=,, r¡¡,, 
t'' * t"'.,

-- --1 - --2 ' s(s(MI ,N),N) @ s(s(M2,N),N) -b

Teneioos que

6"o.(CM eCl4)=q =.--1 .-2 {teMZ "M

doode ci,B inyeclivas y C, inyectiva por hip6tesis. Por 10 tanto

crl s CM es inyecliva y así CM y Cu son inyectivas.
''] "2 "l "2

Proposición 1.22. Sea q : M * N ap1ícaci6n sepl-cuadrátíca no deBer¡era-

da. Entonces M es un módulo N-seaireflexivo '

Demostraci6n: Como q es no degenerada teneEos que la aplicaci6¡i adiriva

dp : ¡t + S(M,¡i) es inyectíva. Consíderapdo

x - 0(x,.)

tao r s{s{r.r,N),N) * s(u,N)
g-E o dp

se tiene la situaci-ón
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, t', 
s(s(M,N),*, 5 r,r,r,

donde debemos probar que C¡á es inyecriva' Para todo x en M se iiene:

Aoe;rás para 't-odo ].' en ¡1 :

(x. do)1r1 = x(do(r))

= (d- (y)) (x)
f)

= p (y,x) = p(x,y)

= (¿- (x) ) (y)
f)

- t'Lue8o xodp=dp(x) Y asr op".M=op

CoEo d- es inyectiva resulta C* también inyeciiva.
p

Proposici6a 1.23. Sean MI y UZ A-módulos. Entonces:

H(Ml 0 M2'N) - 11(M1 ,N) f H(M2,N)

Deuostracl6n: Tenemos que:

E(Ml ,N) = (Mr s s(Mr,N),N¡qr)

con e, (x,f) = f (x) para todo x en M, y f en S(¡tl'N)

it(u2'N) = (M2 o s(MrN) 'N;qr)

eon Cr(r,e) = e(f) para iodo y er, M2 ! g en S(M2,N)

.'. H(M],N) t H(MZ,N) = (Ml € s(M, ,N) 6 ¡1? s s(142'N) 
'tq;qr 

I qz)
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?cr o¿¡c i.aéc:

Sabel¡:os o-ue exisie .in iscr,c::fis¡rc Ce A-ELíiulos

Ml e s(¡{l,N) e }42 0 s(M2'N)

l* ) -r c. lw \
" ¡ 

u, .'"r, . 
1rt,r',"z',

= e(xr,0) + g(0,xr) = B(xr,xr)

Ir(Ml e ¡.f2,N) = (ür e M2 S S (r'1I O I"12'N) 
'N;e)

de donde debe probarse que ei diagrama siguiente es conmutativo

H, e 1,1" o s(M. o v"'n) j'+ 
n, ,l ,/

'l ,/ 
qrlez

Para todo (xr,xr) en Ul g ¡f2 , I en S (I'1i e ¡á2,N) , se tie-

[ (s, 1 cr) " pJ [(x¡xr),a) = (qr 1 cr) (("r,e¡rr),("2,e¡rr))

= cr(*r'e¡¡r) + cr(*r'e¡yr)

y así se obtiene

Adenás

e[(x.,xr),s) = e(x'xr)
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Luego (q.f q-)"C=q y así
- -! -l

ri(Ml e ¡12,N) - H(¡.1',N) l- E(M?,N)



CAPlTi,]LO I1

Ar -. t.a,:: lIiS CLASI - CL.¿-D:"-4. - . L.Á-c

Def-rníci6n 2.1. Sean M y N A-E6dü1os. Una apiicaei6n q:M--'N se

11ama cuas i-cuadrática si se verifican

)(i) q(trx) = ),'q(x) , para todo I en A , todo x en M

(ií) q(x + y) + q(" - y) = 2q(x) + zq(y) , para ¡odo x,y en M

La aplicacióa simétrica ó:MxU"+N definida por

S(x,Y) = q(x + Y) - q(x) - q(Y)

para Eodo x,y en M , se I1aua 1a aplicación asociada a q .

Si denoramos por QoiA,¡'f,N) a1 co¡juni-o de las aplicaciones cua

si-cuadráticas de M ea N , resulra o-ue Q.(A'|1'N) es un A-m6du1c y

adeu,ás Q(A,H,N) c Qc(Á,M,N) S Q1(A,Ii,N) , inclusiones como sub-mádu1os.

Eienplo 2,2. Es claro gue ioda aplicación cuadrática es cuas i-cuadrárica '

22
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Eiemplo 2.3, Consíderemos 1a ex¡ensi6¡ trascendenie Q(r) de Q Para

esta extensidn existe una derivacidn no nula D : Q(r?) * Q(?r) ; definamos

q : Q(?¡) [/-z) * q1r¡

a + b {1 -' bD(a) - aD(b) rodo á,b en Q(Í)

q es cuas í-cuadrática, pero fa aplíeaci6n asociada

O(a + b 1/-2, " + d J1) = bD(c) + dD(a) - cD(b) - aD(é)

no es bilinealn es decir q no es cuadrática.

E1 ejenplo anteríor Duestra que

Q (A,M,N) g Q (A,!'J.N)'ro

Ejenplo 2.4. ?ara 
^ 

= {[-l ll lr,o. o] considerado eouo urr A-nódu1o,
[[-b a) J

la aplicación

I a bl { e2 b2'tq:4.+¡_, 
[_u uJ - l._b, ur)

vls¿a en e1 Capítulo anterior ¡esulta ser semi-cuadrática pero no A-cuasi-

cuatiráiica. De aquí ::esulta que

Qo(a,u,tl¡ + a1(A,H,N)

Obse¡1aci6n: Si q : 1'{ -+ N sarisface

(i) e(trx) = l2q(*) , para todo L en A , x en l"f

(ii) q es 7- -bi1ineal
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entonces q es cuas Í-cuairáiica, pues de (i) y (ii) se desprende clarauen

te 1a Ley deJ. ?aralel6grano,

El reeíproco no es verdaderc y Pal:a que se cumpla es ¡ecesario

agregar que la homotecia de ¡az6n 2 en N sea inyeeEiva; esta condieión

es indispensable colro se puede apreciar en e1 siguÍente eje[p1o:

Sea q: lF.Ixl *n^[x1 definida por c(0)=0 y q(p(x)) = 1' 2',

para todo p(x) en rrlxl , p(x)+0. Es claro que h; ]F2 [x) - fr[xl '
la homotecia d.e raz6n 2, no es in1 er tiva y q es cuasi-cuadrática; sin

embargo ó , l-a aplicacÍón asociada a q ' no es Z -bilrneal. ?ara e1lo

basta escoger Ios pol:-nooíos x+1 y *2, y se Ljene:

) J t 2- ._ 2-y ó(x,x-) + Q(1,x-) =o(x+x-) - q(x) - q(x-) +q(J +x-)

- q(i) - q(r2)

=o

Así, si q es cuas i-cuadráti ca y se agreg¿ la eonciicldn que 1a

homotecia de r az6t:, 2 en N sea inyectiva, resulta S bi-adiiiva y por

lo tanro Z -bilineat. (Pués q es seui-cuadrátiea corr la tlomolecia inyec

tíva).

Proposición 2.5. Sea q : M * ii cuas í- cuad rát:ca. EnEonces

1) q(0) = 0

2) Q(x'x) = 2q(x) Para todo x err fi
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3) Q(ax,x) = a0(x,x) para todo a en A y x en !f

4) O(ax,ay; = ,20(r,y) para lodo a en A y x,y en !1 .

Demostracién: (1) es evidenle, y para (2) se tie¡e:

ó(x,x) = q(2x) - q(x) - q(x)

= 4q(x) - 2e (")

= 2q(x) para todo x err ¡4 ,

(3) resulra de:

Q(ax,x) = q(ax + x) - q(ax) - q(x)

: (r--t- 't12-.2 ,r ¿'- [\d r r./ - l_l q(x)

= 2aq (x)

= aQ (x,x) por (2)

finaleente:

4r(ax,aV) = q(ax + a,-,) - q(ax) - q(ay)

2,= a'(q(x + y) - e(x) - e(ri)
2..= a_o(x,y)

para Eoóo a erl A y x,y en Ll , de donde resulta (4).

Nota: Recordemos que si q es Erra aplicaci6n cuasi-cuad¡áiica, la hipó-

¡esis de 1a inyectividad de 1a houotecia d.e raz6n 2 e¡ N iiaplica la bi-

aditil,idad de la aplicación $ asocÍada a q "



Proposici6n 2,6. Si V y vr son IFo -espacios vectoriales, p prioo'

p + 2 , toda aplicación euas i-cuadráti. ca es cuatirática'

Demostraci6n: La homotecia de r az6n 2 en es inyectiva y Por 10 tanio

rf es bi-aditiva y así JFn -bilineal, de donde q es cuadrátiea.

Consíderando ei result.ado de1 Capítulo anierior se tiene que:

0.(¡' .\¡.\,') = a (tr "v,v') = Q(rF_ ,v,v')'l p' o P P

Ptoposi.ci6l, 2-7. Sean M y N Z -mótiulos y 1a homotecia de razón 2 en

N inyectiva. Xntonces toda aplieaci6¡ cuas i-cuadráti ca q : !l + N- es

cuadrá tíca .

Demostraci6n: Es c1aro, pues ó es bi-aditiwa y por 10 tanto Z -bilineal.

Así se tiene:

Q1(z ,M,N) = Qo(z ,M,N) = Q(z ,¡4'N)

Proposición 2,8. Sea S una parte nulriplicaiiva rie 7, , M y N dos

S-12 -uoódrrlos y supongauos que 1a honoEecra de razór' 2 en N es inyecti-

va. Entonces toda aplicaci6n cuas i-cuadráti ca es c'.¡adrática.

Demostraci6n: ri es bi-aditiva y por 10 tanto Z -bi1inea1. De igual mane-

ra que en el Capítulo anterior se puecie probar que q es S-lZ--bi1ineal,

da donde q es cuadrática. Así

Qr(s-lz,M,N) = Qo(s-lz,M,N) = Q(s-Iz,u,N)

En particular



Q, (Q,M,N) = Q- (Q,1,1,N) = Q(Q,1.1,¡r) ,IO

donde M y N son q-espacíos vectoriales.

Nota; En el caso de aplicaciones cuas i- cuadráii ca s al querer definir es-

pacio cuasi-hipe:b6,icc, ia aiirca:iá:- r¿s;É.riva resuita se: cuai::áiica.



CA-?ITILO 1T1

LI](]L L-Ll\ IL¡

De1 hecho que Q(A,M,l\) es un sub-uódulo de Qo(A,M,N) y consi

derando que existen aplicaciones cuasi-cuadráti cas no cuadráEieas, es ín-

teresen te escudiar el cuociente

Qo (a,M,N/q qa,u,N)

Adeuás, y cooo producEo de este aná1Ísis, inEentaremos estableeer algunas

sÍluaciones en 1as cuales

Q (A,I,l, N) g Q (A,M,J\*)
TA

Considera¡emos e1 caso en que 1a honotecia de ::azó¡ 2 en N es

lnyeciiva y bajo es¿e supueslo deeir que q sea cuas i-cua<iráti ca es equi

valente e:

9(ix) = I2e(r) , para tooo i en A , tod.c x en !1



y + biaCitÍva (Z -bilinea1).

Así para que ufla aplicaeión cuas i -cr¡adrática sea cuadrátiea bas-

ta que Ó().x,y) = lo(x,y) , para todo .tr en A, todo x'Y e¡ M

Consideremcs u¡a aplic,ac:á¡ c ; Il * ¡- cuasi-cuadrá:ica; delina-

u, : Ax¡1 x11 *N,n

(l,x,y) t 0(Ix,y) - ló(x,y)

II es una aplieación que mide en cuánEo q rro es cuadrática y es claro,o

0""

t! =0:q es cuadrárica.
q

Proposición 3.1. Sea q : M '+ N cuasi- cuadráti ea I' ifq Ia aplicación

definida anteriorDenie ' EnEonces

a) \i,q es á[risimátrica con respecto a la segulda y tercera varíabies

b) U_ es A-Iineal en la segunda y tercera variables
11

c) ü es una cierivaci6n el la prime::a va::iable '. ,q

Deurostración: a) ?robaremos que rio(),x,.1 = -tl'.().,:-,x) para todo ). en

A,iodoxrlenM.

CoEo Q(Ix,x) = ló(x'x) se tiene:

$(I(x + y),x + y) = l$(x + Lx * Y)

y aplicando Ia bi-aditividad de Q :

Incs



0().x,x) + ó(),x,y) + Q(try,x) + ó(ly,y) =

4i(x,x) + Ió(x,y) + Ió(y,x) + lO(y,y)

v as1

ó(1,,y) + ó(ly,x) = I0(,,y) + trQ(y,x)

Finalmenle:

cf (ix-,y¡ - IQ(x,y) = -[ Q(Iy,x) - rS(v,x)]

j. \rs (I,*,y) = -üo().,r,x)

b) {O es A-lineal en 1a segunda variable' En 1a relación (*) reemplace-

rDos ), por ).x :

Q(I2", y) + Q(Iy,).x) = rQ().x,y) + lp(y,).:<)

S(l2r,y) + l'2$(.v,x) = 2f0(Ix,Y)

En esta ú1tioa relaciór reeuplacemcs I por I + I Se Eiene:

O[{r + u)2r,y) + 1l + u)20(",v) = 2(l+u)O((r + u)x,vJ

y ocupando e1 hecho que $ es Z -bilineal y cancelando se obtiene:

20(lux,y) + 2),u0(x,y) = 2trS(px,y) + 2p$()rx,y)

v Q(rux'v) - lO(ux,v) = u(Ó(Ix,v) - lQ(x,v))

o sea 9o(tr,px,y¡ = UttrO(tr,x,v)

para todo tr,U en A , xry en !1 .
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Ccmo ú es antisimétrica, resulta también ser A-1inea1 en 1a'q

tercera varíable.

c) t, es una derívación en 1a primera variable. Sean ).,p en A y' ,o

x,y .o , , ,,r.ro,

{n(tr+ p'x,v¡ = 0((L + r)x,vJ - (} + u)+(x"v)

= ó(lx,y) + Q(yx,y) - ló(x,y) - r-,Q(v-,y)

= {,0(I ,x,y) + r¡o(p,x,r)

rfn(lp,x'y¡ = ó(lpx'y) * Il4(x,Y)

= 0(lpx,y; - trg(px,r) + I$(¡:x,y) - }uó(x,y)

= rl, - (),ux,y) + trr,J- (',r,x,y)
'q 'q

= uilo(l'x'Y¡ + hl'o(P'x'Y)

Denotemos por ¡'(A,M,N) e1 conjuato formado por las aplieaeiones

de A x M x 1,I en N eon 1as propiedades anteriores, es decir:

(i) 3oo aplicaciones A-li¡eales y antisioÉtrÍcas en J-a segunda y terce-

ra variables,

(ii) Son derivaciones en 1a prioera va¡:íab1e.

Ejeuplo 3.2. Un elemento de I'(A,}1,N) dor.de !f = q(") (\azl y N = Q(zr)

scn Q{z)-espacios vectoriales, está dado por

f : Q(n) x q(?r) [\az) " Q(r) [fi) - q(r;

con f(tr,a+ b y1,c + d¡u?) = D(),). (ad - bc) para todo tr,a,b,c,d erl

Q(r) ! con D una derivaci6n de Q(7) e¡r Q(r¡)
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Es claro que F(A,U,N) es un A-¡oddulo y a cada q : H -+ N cuasi

cuadrática hemos asociado una aDlicacióo lro de I(A,1'Í.N)

A¡ali.eEos 1as propÍedades de es¡a asoeiación enlre 1os A-t6dulos

Q (A,M,N) Y T'(A,M,N)
o

Proposici6n 3.3. ü : Q (A,u,N) '+ F(A,M,N) es A-lineal y Ker p = Q(A,1'1'N)

q*{r^
9

Denostraci6n: ?robaremos que Ún+0, = \i,q + U'q' para todo q'q' en

Qo (A,M,N)

SeanlenA'xr)enM

r.l.' . O..x,v) = ó , (trx' q'rq qtq ') / - 
^90+O ' r^ 

' 
) '¡

= Qo()'x'v) + <io' ()'x'r) - lQn(x'v) - trÓo'("'v)

= ilo (l'x,Y¡ + Úo ' 
(I '"'Y)

= (l,n + üo, ) (l,x,y)

Adeqás si a. € A se tierte:

rtr^-()',x,y1 = q^-(ix,y) - trq^.(",))
u! eY

= od (trx.r') - led (x,v)'q - q

= orlro(I,x,r)

linalueate sea q en Kei tj, ; luego tc = 0 , de donde

r}r'(l,x,f ) = O Fara todo i en A y x,y en M,



o se¿ ó(Xx,y¡ - trO(x,y) = 0 para todo tr en A y x,] en lÍ .

A6í 0 es A-bilineal y por 10 tanto q € Q(A,I-1,N)

Corolario:

Qo(o,r,*/Q(o,M,N) : qr(Qo(A,M,N)) c F(A,¡{,N)

A<i enás si I(A,¡{,N) = 0 entonees Qo(A,U,N) = Q(A,¡4,N)

Eesulta interesante exaninar alguna condici6n bajo 1a eual

oo (a,u,N/o 
{.r,M,N) : r'(A,u,N)

Proposici6n 3.4. Si M es un A-u6dulo libre entonces

{r: Q- (A,}'1,N) - F(A,li,}i),o

es sobreyectiva,

Denostraci6n: Sea f en f(A,M,N) ; debemos encoBrrar g e Q^(A,M,N) Eal

Oue i, = I .-q

Sea (e,).-= base <ie M Definauos 6:UxM'+N por

ó(x,y) = 2 í(a.,e,,y) , donde x= I a.e.
r€1 1 1 i€r 11

Para 6 se tiene:

(i) Es aditlva en su primera variable, Sean x,x',y en M t

I a.c. . x'= I ale.aa 1aael re I
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En tonces :

6(x + xr,y) = 2 f(a. + al,e.,y)r1¡
1e -L

= E f(a.,e.,y) + I f (al,e..r-) pues f es adiriva
iel l r j€I l r-

= 6(x,y) + 6(x,,y)

(ii) Es Á-1inea1 en su segunda variable. Sean x,y,y' en M ,

x= Z a.e.; entonces1a

= , f(a-,e.,,y) + t f (a. ,e.,y') pues f es adi-
i€t a -L i€I

Eiv¿ e:-, la ieicer¿ r-ar:iabie

= ó (x,y) + 6(x,y')

Además si ). É A se tiene:

Aly )v) = t f l: ....¡y¡
iel 7 7- ''

= ) \f(p e..v) Dues i es A-tineal en la ¡ercera
L 7.-.

variable

= l6(x,y)

Co¡sideremos a¡io ra 1a aplicaci6n;

q: X-'N
w + Al- *\
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Entúnces q es cuas í-cuadrá ti ca Pues Para x,! en l'f se tiene:

q(x + l) + q(x - y) = 6(x + y,x + y) + 6(x - v,x - v)

= t§ (x,x) + 26 (y,y)

= 2q(x) + 2q (y)

Además si ), € A ,

9(trx) = 6 (lx'ix)

6 = ),6(trx,x) pues f es A-lineal en la segunda rariable

= I S f ()a-,e-,x) , x = I á.€._ a I .-- I aael ael

= I[ ], 2 f(a.,e-,x) + E a-f(i,e.,x)l
1].LI

1E I rEl

a
= )" t f (a.:,e.,x) + l : f (i,a.elx)

icl icl

2-\
= I- I f(a-,e,,x) + ,\í [], ) a-e.,xJ

1€l le 1

)
= )' E f(a.,e=,x) + )'Í(I,x'x) Pero f es antÍsiEé¿ríca

i€1 ;'1'

en 1a seguada y tercera variables, es decir f(tr,x,x) = 0

Z= I ó (x, xl

= tr'q (x)

.'. q es cuasi-cuadráxíca.

Finalmenie resta verificar que r.! = f - Sean L en A , x'y' 'q

en lt. I e.e. . Entonces:
il
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Úo(i'x'Y) = Óo(Ix,Y; - IQo(''Y) '

donde SO es 1a aplicaeldn asociada a q construída anteriorme¡te.

Pero

óo(x,y¡ = 6(x,Y) + 6(-r¡,x)

Así

1,0(l,x,y¡ = 6(),x,y) + 6(y,trx) - 16(x,y) - 16(y,x)

Pero

6 (Y, )rx) = ).6 (Y 
'x)

Luego

V (I,x,y) = ó ().x,y) - tró (x,>,)
q

= > f(lai,ei ,Y) - )' : f(a-,er,Y)
i€l iÉI

= t t f ().a-,e.,y) - trf(a.,e.,r))
je1 1 r'- i L

= I a-f (l.e..v)
1 1'

= f ().,x,Y)

?or l-o tanto tf es sobreyeetiva,

Corolario: Se ha demostrado que en e1 caso de U un A-módulo libre

oo(a,u,Nf {e,M,N) : F(A,}4,N)
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Así si F(A,I-1,N) l0 se tiene que

Q (A,ü,N) I Q(A,u,¡i)o

Ejemplo .3,5. Sean A un dominio de integrídad, !,1 un A-m6du1o de torsión

y N un A-nódulo sin torsi6n, Entonces F(A,M,N) = 0

Sean f en r(A,M,N) , ). en A y xry en ¡1 , CoBo !l de

to¡si6n existen a,b en A, a+0, bl0,talque ax=0 y by=0

Luego f(tr,ax,by) = g y abf(tr,x,y) = 0

CoDo ab I 0 y N sin torsión entonces f ().,x,v) = 0 para to-

do I en A y x,y en M Por 10 ta¡to F(A,Ií,N) = 0

Así para A <iominio de integridad, E con torsi6a y li sin

torsidn se tiene que:

Q- (A,M,N) = Q (A,H,li)
o

CoBo se ha visto an¡erioroente resulta de gran utilidad el cono-

cÍuiento del A-E6du1o I(A,M,N) para tener í¡foroación acerca de las apti

caciones cuas i-cuadráticas no cuadráticas,

Al- respeclo es de gran interés el siguiente resultado, donde

Der K representa e1 conjunto de las derivaeiones e¡ e1 cuerpo K y

I(K,V,V') representa el conjunto de las aplicaciones bj.l-ineales antisimé

trÍcas de V x V en V' , siendc V y espacios vectoriales sobre

K Es ciaro que Der K y I(K,V,V') son ambos espacios vectoriafes so-

bre K
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Teorema 3.6. Sean V y espacíos vectoriales de dimensi6n finita so-

I.i-e e- ;ue17: I' E:.io::es:

Der N &K 1(K,V,v') - ¡'(K,v,vr )

Demostraci6n: Sean d en Der K y g en 1(K,V'V') ; 1a aplícaeión:

( d,g ) ; K x V x V - V'

definida por:

1Á - \ (\ * ,,\ = ¿/\\.n/v r,)\ ur6 / \^rárJ¡

para todo i en K y x,I en V ' es un eleuentc de F(K,V,V') ; en

efecto para c!,8 en K y x,x!,y en V se ¡ie¡e:

( d,g ) (cr + B,x,y) = d(o + B)"e(x,y)

= (d(u) + 0 ( B) ). e (x,y)

= d(cr). g(x,y) + d(B)'e(x'y)

= ( d,g ) (o,x,y¡ + ( d,g ) (B,x,y)

y ( d,g ) (a8,x,y) = d(crB). g(x,y)

= (Gd(B) + Bd (a) ). e (x,y)

= od(B). e(x,y) + Bd(d).s(x,y)

= o (d,s ) (B,x,y) + B (d,g ) (o,x,y),

es decir ( d,g ) es una derivación en la primera variable. Tanbiéa
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( d,g ) (o,x,y) = d(o)'g(x,y)

= _d (o). e(y,x)

= _ ( d,g ) (a,y,x)

de donde ( d,g ) es antisi¡rétrica en la segunda y tercera variables. Final

men te:

( d,g ) (e,x * x' ,y) = d(o).g(x + x',y)

= d(o)'(e(x,Y¡ + s(x"Y))

= d(e). g(x,y) + d(c¡).g(x',y)

= ( d,g ) (oi,x,y) + ( d,g ) (o,r',y¡

y ( d,g ) (o,$x,y) = d(o).g(Bx,y)

= B¿ (a) . e (x, y)

= I ( d,C ) (c,x,y)

-'s decir (d,g ) es lil'eal en 1a segunda variable y a causa de 1a antisi-

erría 10 es taEbién en 1a tercera.

Esto rlos perroite definir 1a aplicación:

r : Der K x 1(K,V,V|) - r(K,V,V')

(d,g)*(d,g)

la cual es bílineal y pcr 1o Eanto se prolonga en una única aplicaci6n

1inea1

i : ¡er x @.. I (K,v,','r) - F(h,v,'J')
h
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iaia por

; {z d e s.l = E(d..s.)
t "L' ]'"a11

Para probar el leorema basta deoostrar que i es biyectiva. Co¡¡o

V y Vr son de dimensión finita, I(K,V:\'' ) tanbién 1o es; sea

{er,e2, ,.., Srri una base del espacio 1(K,v,v')

a) Inyecrividad de ?

.,, E ] es base de r(K,V,v') , existe una únicaLomc 1gl,g2, - n

' .nfamilia (dl)I=l de elementos cie Der K tal ouE si

n
z € Der K 8,. I(x,v,Vr ) entonces z -- I a- @ g.

K-,-L-r

Seá z en Ker -i , es decir i(r) = o esí

n
-, i Z. d. E e.l = 0

a=1

D

.'. t (d..s. ) = 0, 1' "a

es decir

n
I (d.,g- ) ().'x'r') = O

.LI

para todo ). en ( y x,y en 1¡ .

l:i

t dj(I).g.(x,y) = 0 para EoCo ). ea K y x,y err v
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?ara cada I en K se tiene:

n
( E a_(¡) g,)(x,y¡ = o para rodo x,) en v ,
a=l

es decir

n
t d.(I)s. = 0

1 -L

¿ rl)y cono ie.i. , es linealnente independiente, entonces d_. (tr) = g O.-- '1 1=l 1-

ra todo i , í = I, ..., n o sea dl = d2 do = 0 , de donde

z=O I ; es inyectivá.

b) Sobreye ctividaC de i

Sea f en ¡(K,V,v') Para cada ). en K definauos 1as apli-

caciones:

fl:!xv*v', f^(x,r) = f (.tr,x,y) para todo xr) en v

Es elaro que para o,B en K :

f ^=f =i- v f ^=of-+6ío+lobo.¡bo

f. es bilineal- r' antj-sinétrica, de donde para cada ), en K existenA"n
únicos I,,I., ..., I_ en R tal que f, = Z ),,e.)' ¿' n 

^ 
l--1L=I

n
Adeuás si fp = _I. 6ig: para B en K , entonces

a=1

ND
f. = I ()..+f )e. y f,.= E (ig. a 6)..)81 +b i=] a a -1. - lL i=l ]
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Sean d. : ( * K Las aplicaciones definidas por d. (I) = l. ,1"11

en donde ),. es tal que
L

A , 1-1
a=-!

La aplicación d. es urrá derivaci6n en K para cada i ; en'1

efecto, sean ).,8 en K y

nñ
f" = t tr.p,.
^.-Lr'B-.-.tjéjl-=.I 1=j

EDtonces

d. (r + B) = tr. + B.lra

= d. (I) + d. (E)
1a

pues
n

f,,-=: (I, + B.)c.
^'r- 

p -L -! -!

v d.(I5) = )'8. + BI .-Lll.

= rdi (3) + Bdi(r)

pues
n

f.^=: (IB. + Bl .)p,.¡t{ - 't 1 -l

fl
finalmenle para f en F(K,V,V!) consideremos z = E d. @ 3.

i=i
en Der K 8,, I (K,v,vr ) LuegoK"
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itrt=i(¡ d.,@er) = E (d_,e)

y para ), en K , xry en V se tíene:

[: idr,e- )J(I,x,y) = L d., (tr).e-. (x,y)

= z 1.,a.(x,y) = (I tr.,g.)(x,v) = f.,(x,Y) = f (l,x,y)
r-=l 1=l

de cioncie T es sobreyectiva.

Observación: Es importante des¿acar que 1a coastrucció¡r de ia aplieación

(d,g ), hecha en e1 prioer párrafo de la demost::acióa de1 tecrena anterior,

¡ambién es válida para M y ,\* A-m6du1os; es decir si 14 y N son

A-n6dulos entoDces (d,g ) : A x M x M--* N es ur eieErento de

(tr,x,y) - a().)'e (x,y)

F(A,I'{,N) para todo d en Der A y g en I (A,}1,N)

El cuocienLe Q1 (A,1,1,N)¿ r Á \:\ .
Yo\¿¡t¡¡t¡r,,

Como Qo(A,M,ñ) es un sub*s6riulo de Qf (A,M,fi) eabe ar,alízar

el cuocienle

q, (-1,n,n) ,/^ ,.-l ''-'"'"7Qo(A,H,N)

y de este aná1isis establece¡ 1a exj-stenei-a de aplicaciones semi-¿uadráii

eas y :to cuadráticas.

Si se tíene una aplicación semi-cuaó¡ática q : !f' ii , para que



eila sea cuasi-cuai:árica bas¡a que

q(xx) = ).zq(x) para todo I en A I x en M

y de este hecho resul"ta na[ural asocíar a q : ]1 + N semi-cuadrática 1a

aplicación

B : A x !t-+!i
q

)(),x) * e(trx) - tr-q(x)

3 es una aplícación que mide en cuanto q no es cuasi-cuadrá-
q

t.ica y resulta elaro que to = 0 es equivalente a q cuas i-cuadrática '

La siguiente Oropotr.16o caraeterizaa 1a aplicación BO

Proposición 3,7. Sean q:M*N semÍ-cuadrátíca y B^ la aplicaci6n-q

definida anterioroente, Entonees:

a) I, satisface la .le'v de1 paralelógrauo en Ia primera y segunda varia
'.1

b1"t.
,)

b) É-(ab,x) = 6-(a,bx) + a-B (b,x) para iodo a,b en A y x er: ¡'1qqq

Demostración: Sean a,b en A y x,y en l't

a) Bo(a + b,x) + $O(a - b,x)

= q((a + b)x) - (a + b)zq(x) + q((a - b)x) - (a - b)zq(")

= q(ax + bx) + q(ax - bx) - ZaZ q(x) - ZU2q(x)

= 2s(ax) + zq(bx) - Laz q(x) - 2b2q(*)

:2Bn(a,x) + 2BO {b,x)
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Ai etá s

8o (",x + y) + $o(a,x - y)

= q(a(x + y)) - .2q(= +y) + q(a(x - y)) - "2q(" - y)

= q(ax + ay) + q(ax - ay) - u2(q(* * y) + q(x - y))

= 2q(ax) + 2q(ay) - zazq(r) - zu2g(y)

= 2Bo (a,x) + 2Bo (a,r)

b) Bo(ab,x) = q(abx) - "2u2q{r)

= c(a(bx)) + azq(bx) - a2q(ux) - "2a29.:x)

= q(a(bx)) - a2q(bx) + a21q1l"; - b2q("))

,
= Bo (a,bx) + a-Bo(b,x)

DenoreBos por . Fo(A,M,N) el conjunto formado por las apiicacio-

res con 1as propiedades anterlores, es ciecir:

a) Cuuplen 1a 1ey del paralelógramo en 1a priaera y segunda variables,

b) f(ab,x) = f(a,bx) + a2f(¡,x) para todo a,b en a- , x en M .

El conjunEo Io(A,M,N) posee claraeente uEa estFrctura de A-

=ódu1o y se ha asociado a cada aplicaci6n semi-cuadrá¿ica un elenenlo de

F (A,u,N)
o

A¡ralicemos 1as propieCades de esta asociacidn.

?roposicíd¡ 3.8, 6 : Q, (A.i'f .N) - Fo(A.!l.N) es A-lineai y xer É = Qo(4,¡f ,N)

o*Bo
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Deloostracióñ: La 1ínealidad de 1a aplicaci6n $ es clara y si q € Ker B

eDtoflces

B- (l,x) = 0 para todo I en .A- y x en l'1
q

,)

de donde q(trx)-l-c(x)=0 para ¿odo tr en A, x en ¡á.

Luego q es cuasi-cuadrá tica, es decir

Ker B = Qo (A,Y,N)

Nota: De acuerdo a 1a proposicíóo an¡erior se tiene que:

-/
Qr (A,M,N)/á /a ¡1,ti) - B(Qr (A,ü,N)) c ¡o(A,u,N)

¿ / Yo\4¡t

y resulta de interés at a\izar alguna condición bajo 1a cual el cuociente

se identifique eon Fo(A,!1,N)

?roposición 3,9, Si M es un A-nódulo l-i'ore de raago 1 entonees

§ : Q, (A,M,N) -+ ¡o iA,M,N)

q"Bq

es sobreyectiva.

DeErosrración: Sean {el base de H y í en F^(¡.,M,N) . Defínamos para

x=aÉ: a en A 1a aplicación

q: M+N ' qix) = f(a,e)

?ára x=ae, y=be, a,b ea A se tiene que:
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C(x + y) + q(, - y) = q(ae + be) + q(ae - be)

= q((a + b)e) + q((a - b)e)

= f(a + b,e) + f(a - b,e)

= ?f{a,e) + 2f(b,e)

pues f cumple Ia 1ey de1 paralelógramo en la primera variable.

= 2q (x) + zq(y)

y así q es semi-cu adráxíca,

Finalme¡te probareDos que $ =f Sean b en A, x=ae,' 'q

aenA,entonces:

?
Bo(b,x)=o(bx)-b-q(x)

= q(bae) - t2q (ae)

= f (ab, e) - b2f(a,u)

1 . 2_.
= f(b,ae) + b-f(a,e) - b-f(a,e)

= f (b, ae)

= f (b,x)

Luego E -l y así : es sobreYectiva'
q

Corolarro: Si M es un A-m6du1o li-ore de rango i enaoqces

a1 (A'u'N/Qo(A,M,N) : r'o(A'14'N)
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Analíceioos fi¡alnente el cuociente

o, (a,u,N/oia, 
,N)

Sea q en Q1(A,l,f,N) ; asocíamos a q 1a aplícación

yq: AxllxU"+N definida por yO(a,x,I) = ó(ax,y) - aQ(x,y) para todo

a en A y x,y en !f, donde 0 es 1a aplicaeión asociada a q.La

aplicaci.ón yO es aditiva en sus tres variables y adernás satisface:

y (ab,x,y) = 1^(a,bx,t) + ay^(b,x,l)'q Lt q

para todo a,b en A y x,Y en M .

En forma síníIar al anáiisis hecho en los cuocie¡tes alt.eriores,

se Cefine fl (A,M,N) como e1 coniunlo de 1as ap1íeacioaes

f : AxMxLi-)N ia1 que

(1) f es aditiva en sus tres wariables

(ii) f (ab,x,y) = f(a,bx,y) + af (b,x,y) para todo a,b en A v x,I

en M,

y claraoente se tiene que F1 (A,¡I'N) es un A*n6dulo.

La aplicaci6n

'y : Q, (A,M,N) * 11 (A,u,N)

Q-Yo

es A-lineal y Ker "y = Q(A,M,N)
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Hacemos notar qüe este cuociente es e1 que menos infornación in-

leresarlte proporciona, pues hasta el üooento DC hay un resulEado que per-

mi¡a conocer f, (A,M,N) en térninos de otras estructrirasi 1o que dificul-
.!

ta enccrrtrar condiciones para la sobreyectividad de T



CAPlTULO IV

AI,CLIiCS CASOS F AF.TI CLiLA¡IF S

En este ú1timo Capítu1o analízaremos 1a existencia de ap1Ícacio-

nes cuas i-cuadrárícas ,w seoi-cuadrátícas en cuerpos finitos, en fos ente-

ros p-ádieos y en el cuerpo a. y finalmente en los números reales. Cuan

do sea posible y 1a existencia esté asegurada se deternirierá 1a forma que

cienen Cichas aplicaeiones,

(a) Cue¡:pos fini ro s.

(i) Apii-caciones seni-cuadráticas.

Coaside::aremos e! esta parte aplicaciones seni-cuadráricas de un

cuerpo fir:ilc en sí a.ismo, es decir aplicaciones g r Fo -Eo ,
PP

considerando lF como un lF -espacio vectorial-. El caso lFqn'nppP
coEú lP -esoacio vectorial está cubierlo por la Proposición 1,12.

P

?ara simplífiear e1 análisis, riisringuiremos Z casos, sagin que

1a ca¡acle¡ística de1 cuerpo sea 2 o un primo p distinto de 2,

5i
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ES

CASO I: P=7

2,

: lF -+ lF
zn .,n

to<ia aplicación

CASO II: p+Z

A aodo de introducci6a, examinemos en primer lugar 1as aplicacio

aes s emí-cuadráticas para p=3 y n=2, esdecir, q: Fr *Er.
3' 3-

Sabemos que E ¡ es una extensíón de grado 2 del cuerpo F" ,J

de donde existe urr poli¡o io irredr¡c¡lble p(ri) € s"[x] de grado 2
.)

y ial que l-os elementos de O 
^, 

son de la foraa a + bü , con a,b
J

err lE. y c ial que p(e) = 0
.)

Sea q : 1F ., * IF " aplicación s emi-cuadrátlca . Como l-a homotecia
<{

de raz6r, Z en lF ? es inyec'.Íva, se tjene que:
)

A-l- considerar eplicaciones semi-cuadrá ¡i cas

tiene que por ser e1 cuerpo de caracierística

s emi-cuadrátí ca, según Proposicióa 1,11.

(i) Q es bi-aditiva

(ii) Zc(x) = Q(x,x¡ ,

De (ii),

v por lo rsnto tr^ -bilineal

para Eodo y- en lF 
^-¿

2q(a + bo) =S(a+ba, a+bo), a,b e¡} F:

. = ó(a,a) + o(a,bo) + o(ba,a) + ó(bo,bo)

,2ó(r,r) + zabo(r,a) + u2o(e,o)

i iraloe¡::e
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(*) q(a + bo) = 2a2O(1,1) + abg(t,o) + 2b2ó(o,er)

Recíprocamenie, a1 considerar q

ción (*) resulia sencillo probar

En resurnen, las apJ j caciones

lF - so¡ de la forma:
J

- F , defínida por Ia rela-
3

es se¡¡i-cuadrática.
J

que q

f 
" 

-seti-cuaCrá:icas <ie n' -
JJ

q(a + b}) = z^2+(t, 1) + abQ(1,o) + 2b2ó(o,o)

para todo a,b en S3 y c raíz de p(x)

Si denotamcs:

p(i,1) =too, ó(1,o) = to,

se obtiene finalarente que q está

1l ó(a,c) = .11 .

dada por

2b2e*

enlF^

una aplicaci6n IF , -seni-cuadrálica sobre F ,
-?' 3-

)1Za',I+ab.2a+2b-.2

?,
¿a+b+¿aDo..

q(a + bo) =

con a, b eB E3

?oi: ej euplo,

q(a + bo) =

-2
üu

-1. I

abtOl +

Además en esEe casc q no es cua<irática pues

s((1 + o¡(2 + q)) / (i + o)2q(2 + a) ,

5_1
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considerando el polinoüio irreductible sobre lf3 , p(x) = x2 + I

I.ln a vez establecida la forma de 1as aplicaciones tr , -seui-cuadrá
3'

iica6 sobre lF ^ , cabe preguntarsei ¿bajo qué condiciones el1as re-
.t

presentan aplÍc'aeiooes cuadráti cas ?

Considerando que q es semi-cuadrática y la homoteeia de razdn

Z en f. es inyectiva, según Corolario de1 Teorema 1.9 basta inpo-
^¿

ner ia condieión 0(1",r; = l+(x,y) para todo tr,x,y en lF , para

que q resulte cuadrát Í ca.

En este caso es suficiente hacer

,)

q(.1 ,o) = 0S(I'1) Y O(o,0) = o-ó(1,i)

Así en:

q(a + ba) = zrz|Q,t) + abó(l,o) + 2bz$(o,o)

= 2rZt^^ + abt^. +:b2t--UU tJT IT

basta escoger

S(r,o)=o0(1,1)=ot'o

y Q(o,or) - c2ó(1,1) = o2to,

eD dozrde to, = rl(1,1) en o 
r, 

para q¡¡e q resulEe cuadrático.

Notar que de esta uanera la aplicación q original se iransfor-

ItrA EII



55

q(¿+bo)=(a+bc)2.2t00

t^^€tr..orejoraún,
3

a

9(x) = trx' , I= 2iOO , rO0 en I^2
J

En resumen hemos probado que 1as aplicaciones IF , -semi-cuadráticas son
3'

de la forma

.>.
q(a + bo,) = Ia't^^+ abE^- + 2b't---uu uI -t -t

con a,b en Í'^ y t.. en IF ^ .J - ll 
3¿

De e11as las aplicaciones F-2 -cuadráticas se ob'r-ienen tomaDdo:
5

2too'*^2' toi = otoo j t1t=o too
J

Veamos ahora ef caso lF . n ) 2
fip

Se obtieoe medíante una sencilla generalizaci6n del caso pariicu-

1ar anterío¡, Los eleneBtos de lF son de 1a foroa:np

'/ n-la +a.0+a^c-+...+a ,d .o .L Z Tt- !

donde a-€IF , í=1,...,n y c es una ::aíz de1 poliaonioaD_

p(x) en ff- l*] , írreductible sobre IF- y de grado D.- p' P

Teorema 4.1. Si p es primo, p+2, toda aplicación q:Fn*Fo,
PP

lf -semi-cuadr:átí ca es de l-a fo¡ma:
rl

P



(*) q(ao + a1a +

donde a. € FKp
y ) es tal que

-_ 1

n-1- L+ a ,o ) =   L a-t.- +n-l ^ L tl
E a.a.t...

0< i<j <n-1 a J aJ

k=

,1 =

¡r ti - .r

1 (mod p)

r.. € trLt n'p
para todc i, j

)en¡sira.ión: En fo¡¡r: sinila¡ a1 casc particular analizado, sr se

1a aplicacidn Q asociada asidera s como F -semi-cuadráiica.,n
|)

q debe ser bi-aditiva (por 1o tanto lF_ -bilineal) y .2e(x) = o(x,x)
v

para lodo x en lF ! a causa de Ia inyectividad de 1a hoootecia'11 '
p

de razon I en ü .

p

cooo zq(x) = $(x,x) oara Locio x en Ii o , se tiene
P

ñ-I2q(a + a,o. * ... + a ,o'' -) =' o -L n-I

=ó(á +a.o+...+a ,o'-1., *a.o*...+a .o'-i)' o -L n-I o I D-.L

1 a , -_1 -_l= a ó{l.I} + a-ó(c..D) + ,.. + a -ó(o -c ) + Za a-ó(1.o)o ' I rl-l' o l' '

- n-l ¡-? ñ-1i Za a ,O(1,c"') + ,.. + 2a -a ,ó(c"',o"')o n-r' D-¿ n-l

llultiplicando por ), tai que 2l - l(nod p) se obtiener

q(a i a,c. * ... + a ,cr'-I) =_ c -L rr- I

1 1 -_t -_1_ 1_ ¡i! r\ ¡ + ),a- .ó(o.' -.e^' -) + a a,p(1,G) + ...- ^éou/\r ttt ' ... c_-r. o t.

,. n-i. . , r.-2 n-1.+ a a ,@(1,C| ) + ... -r a .a ,Q(O ,O )o n-J' n-¿ n-l

donde tr es tal, que 2l = 1(nod p)

56
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ó(oi.oj) = t.. o < j < n - I
11

.. í i.y ó(o-,o') = t-. i+irJ

resulta:

--r n-1 .)

q(a-+a,o+,..+á ro."') =i I alt.. + Z a.a.t_.1:-r i=0 I 11 0<i<j<n-1 I J rJ

donde a,. € lF-, k = 0, .,., n - I, t-. É ill _, oa:-a todo í,iK P lJ 
PO

y tr es la1 que 2tr = l(mod p)

Recíprocamente, la aplieaci6¡ defi¡ida en (") es claraoente

ü -sema-cuaoraf lca.
n

P

Resta por analizar cuales de 1as apiicacioDes anteriores son

lF -cuadráricas. E1 teorema enur.ciado a coaEinuaci6n nos dá una res-n
P

puesta a este problemá.

Teoreea 4.2. De 1as aplicaciones lF - -semi-cuadrátic as de1 teorena
p

arterior' aquellas que son cuadrálj,cas se obtienen a1 elegir:

tíi=o ,00 , t00 eD E,
P

i+ittj = o " too (i#j)

Demoscraci6r]: Como q es seni-cuadrática y 1a honotecia de raz6n 2

en F. es inyecEiva, según Corolario det Teoreua 1.9 basta impoaer
p



l-a condicíón

Q(ix,y) = IQ (x, y)

para que q

al

ysi i+3

Ejemplc 4,3.

forma:

Por ej eEplo para

)
q(a + bü + cc") =

comc era de espera::,

para todo tr, x,y en ]F

i ; i-r-; ;¿ i
r-- = Ó(o--cJ) = o' Jó(.1 r\ - ^¿',J.+-ij 'oo

sea cua<irática. Así

Q(o,c)=G Q(l,1) =o

En E-
5J

UU

. 2. . 2 2 2q(a + bo+ co.-) = 3(a-rOO + b-¿11 + c-tl2) + abEot + ac'.02 + bct}2

con t.. en lf.
11 -J")

En particular, eligiendo por ejeoplo tr, + o2tOO se obtiene

apiicación semi-cr.¡ad::ática pei.o no cuadrática,

De 1as aplicaciones anteriores 1as euadrátj-cas se obEieuen para

2i i+i* '00 ' 'j-l * '00 ' -00 - .3L..
11

ias apl-icaciones semi-cuadráticas tienen 1a

= 2 resulta

- 2.2b0+ c0.)

-0tl

(a +

58



(ii) Apli.caciones euasi-cuadrácicas.

Sea I( un cuerpo finito de caraeterística

fecf,o (f = XP) y para una derivación D : K +

Pi

i:- se

luego X

tieee:

es pei-

1¡ r v'

es

D(xP¡=pxP-'D(x)=o

Así D=0

.D.,D
Para toa( ):' e:- i. = i.

Luego no hay derivaciones no triviales sobre un euerpo finito y

corDo consecuencia de 1o anterior para V y Vr K-espacios vectoria

ies se tiene qüe:

Der K 8.. j (K,v,V') ^ {01¡'

y segin Tecreua 3,6 se concluye que f (K,V,v') - {0} , de donde

Q(R,v,v') = Qo (K, \', v' )

es deci¡ no existen aplicaciones euasi-cuadráticas no trlviales y

cuadráticas sobre F--espacios vectoriales par:a K cue::po finito.

(b) Núueros p-áCicos:

(i) Aplicaciones

E VQ'p

E1 resulEado que se puede exhibir eD esie prrnto es ei siguiente:

!¡oposición 4.4, Sean v y vt Qr-espacios vecto::íales, q

una aplicación semi-cua tirátí ce. Si q es continua entonces

coadrática.

q

59
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Dencsireciór: Es suircien¿e p:ober que ia ap1:ca:!ór. c : \'> \'- i-'

asociada a q verifica {(}x, v) = IS(x,y) para Eodo tr eo Qp ,

lodo x,y en V

5i I está en a , tr es eI 1ímite de una sucesión (l ) --.'P n'nt.N
de núneros racioaales; sea I = 1i1 ).,. .

Ahora como Q es continua,

1in (Q(Xx,y) - Q(trox,y; ¡

= Iic rI(() - tr.)x,v)
nr co

= 0(0,y) = 0

de donde

0(Ix,y) = IQ (x, y)

y así q es cuadrática.

(ii) Aplic¿cio¡res cuasi-euadi:áticas.

En primer lugar exauinaremos las derivaciones en O, t QO para

posterio]:ménte caracterizar las aplicaciones cuasi-cuadráticas.

A una derivaci6n D , Q, * Qp Ia llauareucs enrera si

D(7,_) C Z_ , es decir aplica enteros sobre enteros. N. Heereuapp
(ver [ 7] ) p:rueba en su artícuio ertre otras cosas que:

1. SÍ D es eDiera eatoDces D es conai¡r¡a,

2. Si K es uD euerpo p-ádico con cuerpo residual k y si k es
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perfecto entonces K no iiene derivaciones continuas no Eriviales.

Así en el caso I( = Q . su cuerpo residual es k = lF e} cual'pP
es perfecto, de donde Q no tiene derivaciones continuas no t¡ivia-'p

les,

En e1 caso de 7. r supongarDos que D I Z, -', Z es una deri-PPP
waci6n. EDtonees Dt ' Qp * Qn , Ia extensi6n de D al euerpo cuocien

te, es una derivación y elaraEente es en[era; por 1o taoto es

continua. pero en Q no existen derivaciones continuas no trivi-ales'p

según 1o vis¡o anteriorBente.

Así no existen derivaeiones no t::iviales en ,, y de acuerdo al Teo-

rema 3.6 se ha probado 1-a siguienf,e proposieidn:

Proposición 4,5. Sean M y N Z, -módulos libres de rango fiaito,

EnEonces

Q (z 
'u,N) = Q(z ,M,N)'opP

FinalEente analizareuos 1a exlstencia de derivaciones en QO

Sabeuos que no hay derivacio¡res conriauas según e1 análisis anterior,

pero como Q tiene característica cero para U trascende,:tt.e sobre.'p

Q exíste u¡a der:ivación que rro se anula sobre 1.t (ver [ 8] ), es ¿e-

cir, exiscen derivaeiones en Q- De aquí la proposieióo:

Proposicián 4.6. Sean V y Vr Qr-esFacios vectoriales. E¡lonees

Q(a_,v,v') I a^(a-,v:vr )
P-TWP
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Nota: En e1 Teorema 4.9, al final del Capítulo, se da un resultado ge-

neral sobre 1a forma de 1as aplíeacioaes cuas i-cuadrá gicas en espacios

vectoriales de dioensiones finitas sobre un cuerpo cualquiera.

(c) Números reales,

(i) Aplicaeiones seai-cuadrá ticas ,

En primer Jugar necesitatlos caracLerizar 7a forma de las solucio-

nes de 1a ecuación funcional de Cauehy

(*) f(x + y) = f(x) + f (y) Para todo xry en lR

En 1821 , Cauchy Eostr6 que eualquíer funeí6n satisfaciendo (*)

es racionaloente houogénea, es decir

f(lx) = tr¡¡*¡ para todo ). en Q y x en 1R

y coneluyó que si se asune la eontinuidad de f entonces eI1a es de

1a forma

f(x) =.* con c=f(1), c eD lR

En 1905, IláEe1 conslruyó un conjunto H, llamado base de liamel ,

con la propiedaci que cada núuero real x puede ser representario i¡i-

camente en 1a f or-aa

x = I o.x.1l

en donde 1a suna es finita, los oi son raciocales y los ,i son

eleEentos de H
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Así para x en lR , x = 2 o-x. se tiene que

1(x) = f (¿ O..x. ) = ¿.d 1\Y..)11 a a

es decir una funeíón adiriva f está eompletamente determinada por

sus valores sobre la base de Haael. La soluci6n es continua sí y sól-o

- f (x)
sr- l-a razón 

- 
es constante cuando x recorre Hx

De esta forqa Hamel resolvió coEpletaEente el probleEa de la exis

iencia de soluciones dj-scontinuas de (*i. adeDás estas soluciones son

totalmenie diseont.inuas lver [ 6] ),

Por ejemplo, para x en lR,

x = rlxl + ,,. + rh\ , ,i en a , *i er: H ,

si se elige en parEicular

resulta u¡¡a soluci6n discontinua de (*),

Ahora para resoiver e1 problema de la erÍstencia de aplicaciones

semi-cuadrá ticas en lR , basta darse una solueión f no continua de

1a ecuación de Cauchy, a partir de Ia cual es siempre posible construir

una aplicacióa bi-aditi-va, siuétrica y no hooogánea para fínalaente

<iefinir la aplicaeí6n seni-cuadrá¡ica q(x) = g(x,x) , 1a cual no es

cuadrática debido a la no hoooee¡eidad de O

Ejeúp1o 4.7, Sea f.r lR * n una solución no continua de 1a ecuaeÍ6a

de Cauchy
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f (x + y) = f (x) + f (y)

Definamos

Q:]B.xlR-+lR

por

Q(x,y) = xf(y) + yf (x) para rodo x,! en lR

Q es claramente bi-aditíva y simétrica. Para probar 1a no homogenei-

dad de Q, considererDos que como f no es de l-a forna f(x) = xf(1) ,

enlonces existe x €IR, x +O tal queoo

f/* ) J * +/r\oo

Así para Q se liene:

ó(xo,xo) = xof(xo) + xof(xo) = 2xof(xo)

Por otro Lado:

2 ._ .. - Z-.x ó(l.t ) = 2x 1(l)o-o

Si S es homogénea en ,o se debe tener:

, ^ 2....zx rtx I = ¿x rttIo o' o ' -

de donde

i(x ) = x f (l)oo

fo que contradice la elección riel eleuento x .
o



IÍnaJ.mente, sea q : )R + JR definida por e(x) = ó(x,x) para

todo x eE E ; q(x) es claramente semi-cuadrácica debido a la bi-

aditividad de ó , y ¡ro es cuadrática pues para xo se tiene:

q(ro) = Q (xo, xo)

'))y x-q(1) = xlQ(t,i)

22
Sj c(xo) = xlc (1) entonces Q(xo,xo) = x;a(t,l) 1o que contradice

1a no homogeneidad de ó e, xo .

Así e(x) = Q(x,x) = Zxf (x) es semi-cuadrática y no cuadrática

(tampoco es cuasi-cuadrática),

NoteBos que la aplicación rf asociada a q esiá dada por

tf(x,v) = 20(x,y)

ó ü(x,y) = 2(xf(y) + yf(x)) para todo x,y en lR

(ii) l+licac.iones cuas i- cua dráiicas .

Analizarenos prioero el caso geoeral de espacios vec¿oriales so-

bre un cuer.oo K , para de allí concluir 1a exístencia de aplicaeío -

nes cuas i-eua dráticas en espacios vectoriales sobre lR "

Sean v,V' espacios vectoriales sobre un cuerpo K . De acuerdc

a1 Corolario de }a Proposición 3'4 y como V es libre se tiene que:

Qo(K,v,v' %t*,r,u' ) - F(K,v'v')

de donrie basta que !' (K,V,V') sea distir,Eo de cero para que exisEan

65
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aplicaciones cuas i-cuadrát icas no cuadráticas.

Sean D:K+K uaa derivací6n y B:VxV-+V' una aplicación

bilineal antisinétrica; por observación (páe' 44) ' La apli.cación

f : K x V x V -t Vr
o

dada por

' fo(o.,x,Y) = ¡(o)'B (x'Y)

para todo o en K y xry en V , es uD eleoento de ¡(K,tr',Vr)

Como r! : Qo(K,v,v') -+ I(K,v,v') es una aplicaei6n K-1inea1 y

sobreyecEiva, para fo € ¡(f ,v,V') existe qo : V -+ Vr cuasi-cuadrá

tica ta] que !r(q.) = fo Así es posÍble obtener un elemento de

Qo(K,v,v') y para que Qo no sea cuadrática basta elegir D * 0 y

B # 0, es decir que exista g en K tal que D(e) #0 y existan

,o,Yo en V lal que B(xo,yo) I C Oe esta iorma se tiene que:

!.,(eo) (o,xo,lo) = 0ioxo,lo) - oQ(xo,vo) ,

donde Q es 1a aplicación asociada u go Por orro lado;

fo(o,xo,yo) = o(c)"B(xo,lo)

y cono rJ;(9o) = fo se debe tener:

ó (c!x .v ) - oo(>r .)- ) = D(c)'B(x ,v ) .' o -o o'o o o

perc
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D(o),B(xo,ro) l0,

de do¡de

q(oxo,Yo) - o.Q(xo,ro) # 0

Por 10 tanto Q no es homogénea en o. y así qo no es cuadrática.

Nota: Para que exisra E bilineal antisinétríea no nula sobre V x V

se debe tener que d\ V > 2

Ej erop 1o 4.8. Sean V y Vr espacios veclori"ales sobre R , R cuer

po, diq,V=2 Sean D:X*K una derivación no nula y
K

B : V x V * V' una aplicación bilineal antisinétrica no nu1a. Defi¡a

IDos :

f :KxVxV-¡\¡r por f (I,x,y) = DO).B(x,y)

para todo i en K y x,y en v . Sabemos que f e I(K,v'\¡r) y

deterainarenos q ea Qo(K,V,Vr)

Para x en V, x=alel *^2.2, 
".1 

,"2 en K y {er,er} base

6 : V x V * V'

ó(x,y) = f(ar'e,,y) + f(ar,er,l) ,

o sea
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6(x,y) = l(ar).B(e'l) + o(ar).8(er,r)

para todo x,y en V .

finalmente definamos: q : V -+ Vt por q(x) = 6(x,x) para todo

x en V , y es cJ-aro por Proposicidn 3.4 que q es cuas i -cuadrá tica;

deEerminemos 1a forma de q y de su aplícación asociada.

Para x en V, x=afel *uZ"Z, ^1,u2 en N se tÍene:

q(alel + arer) = 6(are, + u."Z,"l"l+ arer)

= D(ar)B(e,,x) + D(ar).B(er,x)

= D(ar).8(er,are, + arer) + D(ar).B(e,are, + aze2)

= D(ar). (B(e1 ,a1el) + B(er;arer) ) +

+ D(a2) (B(er,arer) + B(e2,a2ez))

= n(ar) (arB(er,er) + arB(er,er)) +

+ D(ar) (ar3(er,er) + áZB(eZ,e-))

Pero B(e-,e') = g

= D(ar).arB(e f,e2) + D(ar).arB(er,e., )

pero B(e,e., ) = -B(e, ,er)

= arD(a.,)B(e.,,er) - arD(ar)B(e,,er)

= B(er,er) (arD(ar) - arD(ar)i

haciendo B(e'er) = Vo en se obtier.e

9(are, + arer) = (arD(ar) - arD(ar)).Vo
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o meJor aun

q(.1e1 + a|e2) =
D(ar) D(ar)

"1 ^z

donde Vo = B(er,er)

La ap1ícaci6n Q asociada a q está dada por:

Con una sencilla generalizacÍón ciel ejenplo y considerando que

f'(K,v,v') : Der K 8K l(K,v,vr) se obtiene e1 siguiente leoreEa;

TeoreEa 4.9, Sean K un cuerpo, ! y V' X-espacios vectoriales de

dipensÍón finjta v {e.,e^. ..., e ] una base de v. Entonces toda' L' I n

aplicación cuasi-euadrát ica q i V - Vr es de 1a forna

donde D es una derivació¡ en K y B es uEa aplicación bilineal

ant.isi.métrica de V x V en Vr ,

o

'i

l.v
,J'

)l

)l

zuz) =

,D(ar) - arD(b,

lD(bl) D(b?i"; ^;

b

b

Q (alel + 
^?"2,b:-"L 

*

I arD(br) - brD(ar) +

i¡o(ar) »(ar)l
= 
ii ', o, 

I

tlL \

'l- - r 1l

D(a. ) D(a. )lI I i .¡(..,e.)
rfl
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Finalnente, en el caso de

)R , resulta que para dim , V > I

no cuadrátieasl este hecho proviene

eero, cada derivaci6n del cuerpo se

pero si U es trascendente exi-ste

(ver [ 6] ).

! i espacios r:ecto;jales so'¡re

e¡:i- s t en aplicaciores cuasi-cuadrátícas

cie que pa::a cuerpos de caracteris¡ira

anula scbre 1os ¡ú¡ercs algebraicos,

una de¡:ivación que nc se arula en !
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