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Resumen

Este trabajo presenta un modelo de competicién entre dos especies microbianas
en una cadena de chemostatos interconectados en serie. Si se considera que la ex-
clusién competitiva se verifica, la especie de menor eficacia competitiva es cultivada
aisladamente en un chemostato cuya salida es la entrada de un nuevo chemostato,
el cual contiene las dos especies en competicién.

El modelo es descrito por un sistema no lineal de cinco ecuaciones diferenciales
ordinarias y el resultado principal es una condicién necesaria y suficiente de esta-
bilidad global asintética para un punto de equilibrio interior de dicho sistema. Este
resultado se interpreta biolégicamente como la coexistencia de los dos competidores.

Abstract

This work introduces a model of competition between two microbial species
in a chain of chemostats interconnected in series. Assuming that the competitive
exclusion is verified, the less competitive species is cultivated in an isolated chemo-
stat whose output is the input of a second chemostat containing the two species in
competition.

The model is described by a nonlinear system of five ordinary differential equa-
tions. Our main result is a necessary and sufficient condition ensuring the global
asymptotic stability of an interior equilibrium of this system (competitive coexis-
tence between the species).






Notacidén

Usaremos la siguientes notaciones:

Simbolo Concepto

N Conjunto de los niimeros naturales: {1,2,3,...,n,...}.

Ry Conjunto de los niimeros reales no negativos: [0, +o00).

R% Cono de las n-tuplas reales con ninguna coordenada negativas: [0, +00)™ .
Fr(A) Frontera del conjunto A.

Int{A) Interior del conjunto A.

Cl(A) Clausura del conjunto A.

(tn)new Sucesién de ntmeros reales.

(ta)new /00 Sucesién (estrictamente) creciente y no acotada de nimeros reales.

(tn)nen  —oo  Sucesi6n (estrictamente) decreciente y no acotada de niimeros reales.






Introduccion

El Chemostato! [14], [43] es un tipo especial de biorreactor continuo, con-
struido simultaneamente por Jacques Monod [32] [31] v el equipo formado por
Aaron Novick y Leo Slizard [33]. Este biorreactor ha sido ampliamente estudiado
en ecologia tedrica y matemadticas aplicadas. Al mismo tiempo, ha estimulado el es-
tudio en ciertos temas en mateméticas puras como persistencia uniforme v sistemas
dindmicos asintéticamente auténomos.

El modelo del chemostato es descrito por familias de ecuaciones diferenciales
ordinarias [43], parciales [22] y estocisticas [23]. En particular, el estudio de di-
chos sistemas ha permitido dar un fomulacién rigurosa del principio de exclusidn
competitiva [17],[29] el cual afirma que si n especies compiten por un nutriente
(lo llamaremos sustrato limitante) en un medio de cultivo, idealizado, entonces al
menos n— 1 especies no serdn competidores eficientes y se extinguiran a largo plazo.

No obstante, en la. mayorfa de los ecosistemas lo que se observa no es exclusién
competititva, sino coexistencia: una competencia equilibrada que permite la persis-
tencia uniforme de las especies involucradas. Esa contraversia entre el principio de
exclusién competitiva y lo observado empiricamente ha sido abordada desde difer-
entes perspectivas tratando de generar modelos més precisos en explicar cientifica-
mente lo que se obserava en la naturaleza, y por otro lado, encontrar condiciones
que permitan garantizar la coexistencia uniforme de las especies que integran un
ecosistema [9],[24], [27],[30], [34].

Este trabajo asumira el principio de exclusién competitiva como hipétesis inicial
(con n = 2) y propondrd un modelo de interconexién de chemostatos, el cual
permitiria ~bajo ciertas condiciones a determinar— la coexistencia de dos especies en
competicién. La novedad de nuestro modelo es la siguiente: se ayuda al competidor
menos eficaz sin perjudicar al competidor exitoso. Esta cadena se describe por el
sistema no-lineal de cinco ecuaciones diferenciales de tipo triangular:

1= D(S, — Si)e '71_1.111(51)3711
o1y = x11[pa(51) — D)
(8] = 5 = D(81 — 85) — 47 1 (S2)zar — vy L1t (Se) 22
Ty = T2141(82) — Dlzar — 211]
Ty = T22(pa(S2) — D]
Si(t) 20, z11(t) >0, zxu(t)>0; i=1,2,

el cual serd deducido formalemente en el Capitulo 3.

El objetivo principal de este trabajo es deducir condiciones suficientes de per-
sistencia uniforme y estabilidad global asintética del sistema (S). Asimismo, in-
tentaremos intepretar dichas condiciones desde un punto de vista ecolégico.

1 Chemostat en inglés y Quimiostato en algunos trabajos de lengua castellana.

9



10 INTRODUCCION

En el primer capitulo, se deseribe el chemostato con una séla especie y se deduce
¢l sistema de ecuaciones diferenciales:

(S ) _ { S = DSI‘ - DS — 7;1“1(8):61
! @y = z11[pa (S) — D]
que describen su comportamiento. Finalmente, se enuncian algunos resultados a-
cerca del comportamiento asintético.

En el segundo capitulo, se aborda el chemostato con dos especies en competen-
cia por un recurso comun, descrito por el sistema:

S =D(S; — 8) — 17 m{S)z1 — 73 ' pa(S)z2
(Sir) =4 2 =z (S) — D]
zy = @2[u2(S) — D).

Igual que en el caso anterior, se realiza una descripcién general de la situacion;
incluyendo, ademsés, el principio de exclusién competitiva: en condiciones normales
s6lo una especie sobrevive. Este es el resultado que motiva nuestra investigacién:
se buscan condiciones para evitar la exclusién y asegurar la coexistencia de dos
especies.

En el tercer capitulo, se desarrolla el problema principal. Se presenta primero el
concepto de cadena de chemostatos y el sistema (S). En lineas generales, la especie
de menor eficacia competitiva se cultiva por separado en otro chemostato y la
incorpora regularmente a otro chemostato con dos competidores. En primer lugar,
presentaremos condiciones necesarias y suficientes que aseguren a) la coexistencia
de ambas especies y b) la extincién de la especie con ventaja competitiva.

En tales condiciones, la coexistencia de ambas especies y su comportamiento
asintético es un problema de mayor complejidad debido al mayor nimero de dimen-
siones (la cadena de chemostatos se describe por un sistema de cinco dimesiones).



Capitulo 1

Descripcién de un Biorreactor.

1. Descripcién Cualitativa

Un biorreactor [38] es un dipositivo de laboratorio que permite el cultivo de es-
pecies microbianas en un medio liquido controlado. Es decir, permite el crecimiento
de una poblacién de microorganismos {e.y., algas unicelulares, bacterias, levaduras,
etc.) bajo condiciones ambientales controladas (e.g., temperatura, luminosidad, pH,
etc.). Es utilizado principalmente en la produccién comercial de biomasa celular,
para la degradacién de contaminantes en un medio liquido y para el estudio de cier-
tos procesos fisiolégicos y metabdlicos de microorganismos en un medio especifico.

Bésicamente, un biorreactor estd formado por un recipiente que contiene algiin
medio liquido, el cual alberga:

e i especies microbianas (i € N), cuyas biomasas en el tiempo ¢ son denotadas
por las funciones t — x;(t).

e Un recurso llamado sustrato limitante, el cual es introducido desde el exte-
rior a una tasa constante f; > 0 (mediante algin mecanismo de bombeo),
diluido en una solucién hecha del mismo medio liquido, a una densidad
constante S, > 0; ¥ es consumido por las especies de microorganismos.

La densidad del sustrato en el chemostato en un tiempo ¢ se denota por la
funcién t — S(t).

La mezcla resultante de biomasa y sustrato es expulsada al exterior a una tasa
fa = 0. Por lo tanto, en un bioreactor se desarrollan dos procesos: el consumo del
sustrato por parte de los microorganismos y el crecimiento de los mismos.

Existen a lo menos tres tipos de bioreactores. Un primer tipo de biorreactor es
el Chemostato' (también llamado CSTR, sigla proveniente de Continuous Stirred
Tank Reactor, y Quimiostato); dentro de él, el cultivo es homogeneizado mediante
un revolvedor constante que mezcla y distribuye uniformemente los componentes
de la mezcla. Otro tipo de biorreactor surge al no forzar la homogeneizacién de
la mezcla: el chemostato no revuelto. Un iltimo ejemplo a mencionar puede ser
el Gradostato, obtenido al suponer la presencia de un gradiente que condicione la
mezcla de ingredientes. Siendo todos ellos biorreactores, cada uno presenta dinami-
cas particulares a su condicién, que difieren de los comportamientos observados en
los otros dispositivos.

En este primer capitulo, se abordard el chemostato con una sola especie en su
interior [15]. Los dos capitulos siguientes sestdn dedicados al chemostato con dos y
tres especies.

ITraduccién libre de Chemostat

11



12 1. DESCRIPCION DE UN BIORREACTOR.

2. Chemostato con una Especie.

Dada la generalidad con la que ha sido descrito el dispositivo, abordaremos
primero la configuracién béasica, que contempla una sola especie. En el capitulo 2,
abordaremos el caso en que dos especies se encuentran compitiendo por un recurso.

2.1. Especificaciones Preliminares. El chemostato tiene las siguientes
caracteristicas:

(CH1) Homogeneidad espacial: la densidad de biomasa y/o sustrato es inde-
pendiente de su ubicacion en el recipiente. Esto se consigue mediante una
hélice que mezcla constantemente el medio liquido.

(CH2) Volumen constante: la tasa de entrada de fluido es igual a la tasa de
salida del mismo. Es decir: f; = fo = f > 0. Por lo tanto, el chemostato
tiene un volumen constante V' > 0.

(CH3) El crecimiento de las especies microbianas es directamente proporcional al
consumo del sustrato.

(CHA4) La temperatura y luminosidad son constantes.

Otra hipdtesis biolégica a considerar es la monodependencia, es decir, la exis-
tencia de la poblacién depende de un solo nutriente: el sustrato limitante.

En el flujo entrante al reactor va diluido sustrato a una concentracién S, > 0;
supondremos dicha concentracién constante, para facilitar nuestros analisis. Luego,
en el capitulo 3 abordaremos un caso mas general, permitiendo que la cantidad sea
una funcién variable del tiempo.

2.2. Las Ecuaciones en el Modelo con una Especie. Definamos el cuo-
ciente entre la tasa de ingreso/evacuacién y el volumen, D = f/V, como la tasa
de dilucién del chemostato. Como suponemos homogeneidad en el chemostato (ver
(CH1)), una particula del cultivo (bacteria o molécula de nutriente) tiene una
probabilidad D de abandonarar el recipiente en una unidad de tiempo; i.e., tal
particula tiene un promedio de residencia en el reactor de 1/D. Este pardmetro D
es el principal medio de control del reactor, a través de él haremos las regulaciones
necesarias para conseguir la coexistencia persistente buscada.

De esta manera, la tasa de evacuacién para el nimero de organismos es:

dx

dt

El crecimiento de la poblacién esta gobernado por la funcién exponencial; o
equivalentemente, por la ecuacién diferencial:

= —Dz.

evacuacion

dx
s = p(S)z.

crecimiento
La funcién p: Ry — R, representa la tasa especifica de crecimiento, usual-
mente 0,1 a 1 [h™}]. La descripcién de la funcién p(-) es un tema dificil y depende

del sustrato y la biomasa especificos. En particular supondremos que esta funcién es
derivable (ergo, localmente Lipschitz), acotada, estrictamente creciente y satisface:

(L.1) p(0) =0, |ullew>D v,

(1.2) D < u(Ss).
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Observacién 1.1. Una consecuencia de la monotonia de u(-) y (1.1)-(1.2) es la
existencia de un iunico valor A € (0,5,) tal que

(1.3) p(AM) =D o \=pu (D).

La mayor parte de la literatura (basada en resultados experimentales, [31],
[43]), considera una funcién de crecimiento del tipo:

S5
14 = HmF - m 1
(1.4) u(S) = p ST R M >0 y Ke¢>0

donde g, es la tasa de crecimiento mazimal y Kg se denomina constante de semi-
saturacién; siguiendo el modelo de Michaelis-Menten de cinética de enzimas [28].
Al tender S a +oo se observa que pu(-) tiende a p,,,, mientras que al evaluar u(-) en
K obtenemos p,, /2; de alli sus respectivos nombres.

Otr o ejemplo de funcién de crecimiento es:

S
(15) H(S) = fim————=,
S+ Kg+ b3
introducida (1962) por Boon y Laudelot [4]. Como en el caso anterior, i, es la tasa
de crecimiento maximal y Kg es una constante asociada a la saturacién. Sin embar-
go, notemos que pu(-) no es estrictamente creciente, en efecto eso es una consecuencia
de la constante de inhibicién K; > 0, la cual implica que grandes concentraciones
de sustrato limitante inhiben el crecimiento de las especies microbianas.

Un dltimo ejemplo de funcién de crecimiento viene dado:
S
i =Hmg 7
(1.6) e
funcién introducida por Sokol y Howell (1981) [45].

El lector puede consultar los siguientes resultados experimentales [40], en los
cuales se deducen las funciones de crecimiento:

Especie Sustratos Referencia
Escherichia coli Glucosa, Maltosa, Lactosa | [32], [25], [38]
Acetogenium kivui Glucosa 36
Zymomonas mobilis Glucosa [36
Azotobacter vinelandii Glucosa [25
Clostridium butyricum Glicerol (36
Pseudomonas capacia Fenol, Oxigeno (36
Pseudomonas putida Fenol [45]
Nitrobacter winogradskyi Nitrito (1], [4], [11]
Rhodopseudomonas capsulata | Nitrégeno [48]
Nitrosomonas Amoniaco ]
Saccharomyces cerevisiae Glucosa, Etano [5], [38]
Candida utilis Acetato de sodio 11
Trichosporon cutaneum Glucosa, Oxigeno [36
Trichosporon reesei Glucosa, Celulosa (36
Pennicilinum chrysogenum Glucosa (36]
Dunaniella tertiolecta Nitrato [3], [47]
Cryptomonas Nitrato [2]
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Asi obtenemos la ecuacién completa para la densidad del niimero de organismos
en el biorreactor (o la concentracién de biomasa):

dz _ da
dt — dt

Para la concentracién de sustrato S(t), la situacién es andloga. La tasa de
crecimiento estd constituida por la variacién de la circulacién (ingreso/evacuacién)
y la variacién del crecimiento. Es decir, la tasa de crecimiento del sustrato depende
de la variacién de: el ingreso, la evacuacién y el crecimiento del mismo al interior
del tanque (decrecimiento mds bien, puesto que es consumido por las especies).

El ingreso y la evacuacién aportan linealmente a la tasa de crecimiento del
sustrato; positiva y negativamente:

dx

(1.7) + &

= (K(S) - D)e.

crecimiento

evacuacidn

as
dt

= DS, — DS
—— ——
ingreso  evacuacion
El crecimiento del sustrato depende del consumo propio de la poblacién. Monod

demostrd que [31], la tasa de crecimiento bacterial y el consumo del sustrato son
directamente proporcionales; al menos en el caso de la monodependencia:

circulacidn

dz ds
dt Lrn
donde el pardmetro 4 se denomina constante de rendimiento 2, es adimensional (es
decir, no tiene unidades y no est4 asociado a una magnitud fisica) y su signo negativo
da cuenta de que el sustrato es consumido durante el crecimiento (usualmente
fluctia entre 0,05 y 0,2).
De esta manera,

?
crecimiento

crecimiento

ds , dz 3
- =—y = =—7 u(S)z.
dt erecimiento dt crecimiento
Sumando las dos contribuciones obtenemos
dsS
1.8 — = DS, — DS —4'u(S.
(L8) — - DS, s
ingreso  evacuacién consumo

Las ecuaciones (1.7) y (1.8) permiten describir la dindmica del chemostato con
el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

A o gl
S = Qﬁ; DS~y uS)e,

ingreso  evacuacion consumo
1.9 f = - D
(1.9) z' = zp(S) Dz,

crecimiento evacuacion

50)=5 20 y z(0)=z0>0,

2Traduccién libre de Yield constant.
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donde S(t) es la densidad de sustrato limitante en el tiempo ¢ y z(t) es la densidad
de la biomasa en el tiempo ¢. Notemos que el sustrato ingresa al recipiente con una
concentracién S, > 0, a una tasa D = f/V, y es expulsado con la misma tasa.

2.3. Existencia, unicidad, acotacién superior y positividad de las
soluciones. El sistema que estamos considerando es el siguiente:

8" = D(S, - §) — v u(S)z,
(1.10) 2’ = alu(8) - D,
S(0)=5 =20 y z(0)==z0>0,

y podemos verlo como

S' = F(S,z),
& =138 %),
S50)=5>0 y z(0)==z0>0,
donde las funciones F(-,-) y G(-, ) son continuamente diferenciables; entonces dada

una condicién inicial (Sp, zo), existe una 1inica solucién al sistema que cumple esa
condicién ([41], [19]).

Lema 1.1. Las soluciones del sistema (1.10) son no negativas y acotedas.

DEMOSTRACION. Definamos la variable auxiliar V = § + v 'z, [43]; asi el
sistermna anterior es equivalente a:

{ V!=-DV + D§,,

(5(0),2(0)) = (So,20), So=0 y z0>0,

ecuacion lineal auténoma no homogénea. Su solucién es acotada y converge expo-
nencialmente a S,. Es decir:

V(t) =V(0)e Pt + 5. (1 —ePY).
Como D > 0, es facil concluir que

Jim V()= lim [S(t) + 7 '2(t)] = 5.

lim
t—+oo
Notemos primero que, como la segunda ecuacién de (1.10) es lineal, auténoma
no homogenea, y o > 0, tenemos que la solucién es:

(1.11) oo = s e (fo (S(©)) - D]dg) >0, VteR.

Por lo tanto, x(t) es no negativa. Para verificar que S(¢) es no negativa también,
notemos que

§'(0) = D(S, — 5(0)) — v~ u(S(0))x(0).

8i 8(0) = Sp = 0 entonces S'(0) = DSk > 0, por lo que la funcién toma valores
positivos, para t > 0 cercanos a 0. De lo contrario, si Sp > 0, notemos que como
S(-) es una funcién continua, también debe tomar valores positivos, para t > 0
cercanos a 0.

Por lo tanto, S(-) es positiva, al menos en una vecindad de cero.
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Para demostrar que es positiva para todo ¢ > 0, supongamos que existe t>0,
tal que S(f) = 0, y que S(t) > 0 para cada t € (0,f). Entonces S§'(f) < 0, pero como
p(S(f)) = u(0) = 0 se tiene que:

§'(f) = D(S, — 5(1)) = v~ ' u(S(D)z(t) = DS, >0,
obteniendo una contradiccién. Por lo tanto, S(¢) > 0, para cada ¢ > 0.
Como la funcién t — [S(t) +~7'z(t)] = V(I) es no negativa y acotada supe-
riormente, podemos concluir que:
0 < z(t) < V(t) < Max{V(0), S,}
0 < 8(t) < V(t) < Max{V(0), 5.},
lo cual concluye la demostracidn. [

2.4. Puntos de Equilibrio. Para determinar los puntos de equilibrio del
sistema (1.10), buscamos las soluciones del sistema de ecuaciones igualadas a cero:

Ey = (Sv‘a 0)
By = (A 9[Sr — A,
donde A = u~ (D). Por la condicién (1.2), esta constante est4 bien definida.

Proposicién 1.1 ([14],[43]). Si se cumple la condicién (1.2) y las soluciones de
(1.10) son no negativas, entonces todas las soluciones convergen a Ey. Si no se
cumple (1.2), todas las soluciones convergen a Ey.

A continuacién, realizaremos una interpretacién ecoldgica de este resultado.
Recordemos que p(-) es una funcién estrictamente creciente y p(A) = D. Por lo
tanto, si § < A, entonces se tiene que z' < 0 y la densidad de la especie microbiana
es decreciente. Al contrario, si § > A se tiene que u(S) > D y o’ > 0, lo cual implica
que la densidad es creciente.

De esta forma, si asumimos la condicién (1.2), vemos que Eg es inestable y
E; es estable; es decir, E; es localmente asintéticamente estable (LAS). Usando
algunas herramientas estdndar en el estudio de los sistemas dindmicos, se puede
demostrar que el primer punto es repulsor y el segundo atractor, ambos globales.



Capitulo 2

Chemostato con dos Especies.

1. Descripcién del Modelo

En este caso tenemos dos especies monodependientes que compiten por el mis-
mo sustrato limitante. Andlogamente al caso de una sola especie, las variables in-
volucradas son S(t) la concentracién de sustrato, z1 (t) y z2(t) la densidad de organ-
ismos de la especie 1 y 2, respectivamente. Ademds u;(S) y p2(S) representan las
funciones correspondientes de consumo de nutrientes de las especies, en funcién del
sustrato disponible; y las constantes de rendimiento (la razén en la cual transforman
el consumo de alimentos en crecimiento) son los valores v > 0y 9 > 0.

El sistema queda determinado, igual que antes, por las ecuaciones de las pobla-
ciones y por la ecuacién de la evolucion de la cantidad de sustrato que disminuye
ahora por dos consumidores; asi, la situacién es:

' =D(S, - 8) — 17 m(S)z1 — 7 ua(S)az,
(2.1) ) =z[m(S) - D],
zy = x2(pa(S) — D,
donde S, z;, 2 son funciones no negativas; y u;(-), u2(-) funciones derivables (por

lo tanto, localmente lipschitzianas), estrictamente crecientes, acotadas y nulas en
cero, que satisfacen:

(2.2) #1(0) = p2(0) =0, D < min{|[p o0, |2/}
(2.3) D<m(S:) vy D<paSe)

2. Puntos de Equilibrio.

Para determinar los puntos de equilibrio del sistema (2.1) determinamos los
ceros de estas ecuaciones, obteniendo:

EO == (81’107 0)?
E, = (Ala'Yl[S"" - Al]?o)a
Ey = (X2,0,72[Sr — Az2]),

donde A\ = u;Y(D) y Ay = p5 1(D) estdn bien definidas en virtud de (2.3). Esas
constantes tienen un significado biolégico, representan la cantidad de alimento nece-
saria para que el crecimiento de las especies iguale la tasa de dilucién D. En la lit-
eratura, dichas constantes se conocen como break-even conceniration® y dan cuenta
de que, para valores de S menores A;, la especie x; no alcanza a crecer con la rapidez
suficiente como para compensar la evacuacion y persistir en el bioreactor.

LConcentracién critica o concentracién de quiebre.

17
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Para determinar las propiedades de los equilibrios, se debe evaluar la matriz
variacional asociada al sistema (2.1) en estos puntos.

El comportamiento de los puntos de equilibrio del sistema esté determinado por
A1 ¥ Ag. Para eso calculamos los valores propios de la matriz variacional evaluada
en los puntos de equilibrio; dependiendo de la parte real de ellos, los clasificamos
segiin el criterio de Routh-Hurwitz (ver [6], [12]):

e Caso 1: A\ < As.
Ey v Es son puntos de equilibrio hiperbélico; el primero de variedad estable
unidimensional y variedad inestable bidimensional, y el otro de variedad
estable bidimensional y variedad inestable unidimensional. El tercer punto
de equilibrio E; es localmente asintéticamente estable.

e Caso 2: M > Aa.
La situacién es andloga a la anterior; cambiando 1 por 2, y viceversa.

e Caso 3: A = Ao
El sistema tiene un conjunto infinito de posibles puntos de equilibrio E,

contenido en el semiplano P={(S,z1,7>) € RY: § = A1}, conformado por
la recta de ecuacién:

E={(M,z1,22) € ]R?l_: Sr— A =mT1 + Yoxa}.

Este 1iltimo caso se puede estudiar mejor determinando si son puntos singulares
o hiperbélicos. En el caso de ser singulares, usando la técnica de blow up, se puede
intentar desingularizarlos.

La situacién descrita en los tres casos anteriores tiene la siguiente interpretacion
biolégica: la especie sobreviviente es aquella que tiene menor break even concentra-
tion A; es decir, aquella que requiere menor concentracidn de nutriente para tener
un crecimiento que supere la tasa de dilucién D. Este parametro es el que deter-
mina la supremacia de una especie, mide su eficacia competitiva en términos de su
voracidad.

El comportamiento asint6tico de las soluciones de (2.1) es un resultado funda-
mental en ecologia tedrica, conocido como Principio de exclusion competitiva (ver
por ejemplo: [7], [14], [17], [29] vy [43]).

3. Principio de Exclusién Competitiva.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que A; < Az. El caso inverso es analo-
go al anterior; restando por analizar el caso A\; = Ag, el cual pospondremos para el
final.

Existen diversas demostraciones de la siguiente proposicién (por ejemplo, con-
sultar [14], [43]), las cuales se inspiran en el uso de sistemas triangulares, el teorema
de Poincaré-Bendixson y la teoria de sistemas dindmicos monétonos [44] y otros
varios trabajos que estudian sus desarrollos actuales e implicancias mas directas,
como: [17], [24], [29], [27] y [9]. Un paso critico de estas demostraciones es la
reduccién a un sistema bidimensional, lo cual exige descartar cierto tipo de com-
portamientos de las soluciones en la frontera del cono Ri. La demostracién que
realizaremos es alternativa y original. La novedad se basa en la construccién de
funciones de Lyapunov promediantes ? introducidas por Josef Hofbauer [20], [21].

2Traduccién libre de Average Lyopunov functions.
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Este enfoque es una alternativa al uso del teorema de Butler Mc-Gehee y puede
generalizarse a modelos mas complejos, como se verd més adelante.

Proposicién 2.1 (Principio de Exclusién Competitiva [14],[43]). Si Ay < Ag,
entonces el punto Ey es globalmente asintéticamente estable para el sistema (2.1).
Si Ay < Ay, entonces Es es globalmente asiniéticamente estable.

DEMOSTRACION. Queremos ver que la cuenca de atraccién en torno al punto
E1 (el cual es localmente asintéticamente estable), se extiende por lo menos a la
clausura del cono positivo—excepto Eg v Eo—; fuera del cual la situacién carece de
sentido biolégico. Es decir, queremos demostrar que el punto E; es es el conjunto
w—limite de toda solucién que tenga como condicién inicial algin punto arbitrario
del cono positivo, salvo los puntos de equilibrio Ey y Es.

Sea z(0) = zp = (5(0), 21(0), z2(0)) una condicién inicial en un punto cualquiera
del cono positivo y ¢¢(zp) la solucién del sistema (2.1) con dicha condicién inicial.
Denotemos por I = {(8, z1,z2) € R3: 21 = 0} el semiplano de segunda coordenada
cero y zg perteneciente a dicho semiplano I'. Entonces, es facil observar que

zp = (5(0),0,z2(0)) = 2] = z1[pa1(S) — D] =0.

De esta manera, ¢:(zo) € I, para cada valor de ¢ > 0. Es decir; el semiplano I’
es invariante para el sistema de dos especies.

Definamos la. variable auxiliar
(2.4) V() = S@) + 75 21(t) + 73 "2 () — Sn.

Notemos que V satisface la ecuacién diferncial
V' =—-DV.

Es decir, la funcién V es tal que:

lim V(t) = 0.
t—oo
Por lo tanto:
. =1 = _
:lglolo S@) + v z1(t) + 5 z2(t) = S

Estas consideraciones coinciden con el siguiente principio de conservacién: en
el estado limite, el sistema se estabiliza de tal manera que, el sustrato disponible,
més el consumo conjunto de las especies es justo lo mismo que ingresa al reactor
(siendo un medio estéril, el sustrato no se crea ni se destruye, solo se consume).

Sea ¥ el sector del plano contenido en el cono positivo definido por:

E={(521,72) €R®: S+ 'm + 75 22 = 50}

A través de la definicién de V', y de su comportamiento asintético, notamos
que esta region recibe el flujo del sistema (2.1); es decir, para cualquier valor de
zo = (5(0),z1(0),z2(0)), la solucion supeditada a esa condicién inicial tiene su
conjunto w—limite contenido en X. Mds formalmente, si v(z9) = {(S,z1,22) €
R3/(S,x1,22) = ¢4(20),t € R} es la brbita de la solucién de la ecuacién diferencial
auténoma (2.1) asociada a una condicién inicial 2z arbitraria, entonces:
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{7(z0)} =t w(z0) C I,
donde {v(zp)} es el conjunto de puntos de acumulacién de dicha érbita.

Observemos a continuacién cémo el plano I' es ademds repulsor. Ya sabemos
que es invariante. Definamos la funcién W : R3 — R mediante:

W(S,z1,z2) = 21.

Esta funcién cumple que es derivable, nula en el plano I' y estrictamente positiva
fuera de él. Asi, resulta ser una funcién de Lyapunov promediante. Ademas:

W' =z
= z1[p(S) - D)
=: 219(5, 71, T2)
=We(S, 1, 22).
Si la funcién ¢ satisface ¢(E;) > 0, para cada E; perteneciente a I', dicho
conjunto invariante resultara ser repulsor. Fs es el tinico punto de equilibrio en T’
y la evaluacién de dicho punto en ¢ es mayor que cero:

0(E2) = ©(X2,0,72(Sr — A2)) = p1(A2) = D > 0.

Luego, de acuerdo con el Corolario 2 del Apéndice B, concluimos que I es
repulsor,

Al ser I repulsor, para cualquier condicién inicial zp en el cono positivo, existe
un & > 0 tal que la solucién ¢;(z0) = (S(t), z1(t), z2(t)) satisface:

tll)rgo inf :El(t) > 4.

Ahora, consideremos z; perteneciente aw(zg). Es decir z; pertenece a la porcién
de plano . Ademas, por el limite anterior, no pertenece a I'. Porque z; pertenece a
¥, podemos considerar ¢¢(21) = (S(t), z1(t), z2(t)) su solucién asociada y expresar
S(t) en términos de x1(t) y z2(t) —usando la variable auxiliar V' (2.4)—. Dichas
funciones cumplen el sistemas:

zy =z (S) — D]
(2.5) { Ty = 22u2(S) — DI.

Este sistema de dos dimensiones (restringido a X, homeomorfo a un subespacio
lineal de dimensién dos), tiene los mismos puntos de equilibrio del sistema (2.1),
los puntos Ey, E; y Es. Como este sistema también es competitivo, tampoco tiene
érbitas periédicas. Nuevamente, asumiendo que A7 < A y atendiendo el criterio de
Hurwitz, resulta que E; es LAS y que los otros dos, Ey y E», son inestables.

Pero tanto Ej como E, pertenecen a I, repulsor del sistema (2.1) (y ademaés,
repulsor del nuevo subsistema); por lo tanto no pueden ser a ni w-limites de érbitas
homoclinicas o heteroclinicas: los flujos asociados al subsistema no convergen al
repulsor. Luego, por Poincaré-Bendixon, E; es atractor de toda solucién asociada
a condiciones iniciales arbitrarias, salvo los puntos de equilibrio en I'.

De este modo, si z; € Z\I se tiene que w(z;) = E;. Como z; € w(zp), y el
conjunto w-limite es cerrado e invariante, concluimos que w(zg) = Fi; que era lo
que queriamos demostrar. O
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Desde un punto de vista matemdtico, se tiene que las condiciones necesarias
y suficientes de estabilidad global para los equilibrios E; o Es coinciden con las
condiciones de estabilidad local. Desde un punto de vista ecolégico, el principio de
exclusién competitiva afirma que si dos especies (z; y z2) compiten por un recurso
(en este caso el sustrato S), sélo una de ellas sobrevive y la otra se extingue en
el largo plazo. La especie exitosa serd aquella que requiere la menor cantidad de
sustrato que iguale su tasa de crecimiento a la tasa de dilucién (i.e., la menor
break-even concentration).

Finalmente, existe una serie de resultados experimentales que confirma el prin-
cipio de exclusién en un modelo de competicién de especies en un chemostato: [10],
(16], [25], [26], [37] y [46] se encuentran entre ellos.

Competidor 1 | Competidor 2 | Sustrato | Referencia
E. coli - A. vinelandii Glucosa [25] (1973)
E. coli P. aeruginosa Triptofano | [16] (1980)
S. mutans S. sanguins Glucosa [26] (1983)
P. putida P. resinovorans | Fenol [37) (1989)
C. utilis S. cerevisiae Glucosa [10] (2004)

4. Persistencia Uniforme.

Teniendo en cuenta que el principio de exclusién competitiva es taxativo en
sefialar la imposibilidad de obtener coexistencia en condiciones naturales, surge la
necesidad de buscar condiciones adicionales para garantizar la sobrevivencia de dos
0 més especies en un ambiente comin, como en el caso del chemostato. Entre todas
las posibles alternativas para asegurar la persistencia uniforme de ambas especies,
se encuentra la propuesta que presentamos a continuacién: ayudar a la especie de
menor eficacia competitiva, insertandola en el chemostato a una tasa constante.

Supongamos que Ay < Ap; es decir, que la especie x5 (+) prevalece sobre la especie
z1(-) ( z2 es més eficaz que z;). Para propiciar la coexistencia de ambas especies,
subsidiamos a la primera, la de menor eficacia competitiva, en una tasa constante
z*; con lo cual la dindmica del chemostato de dos especies queda descrita por :

1 =D —81) — 1 ' ma(S1)zr — ¥ ' p2(S1)z2,
Ty = z1[p1(51) — D] + Dz*,
xh = z2[p2(S1) — D],
51(0) 20, z;(0) 2 0; i =1, 2.

Para hacer coherente nuestra notacién con los resultados obtenidos para el
chemostato con una especie, tomamos z* = ¥, (5, — A1). Asf el sistema a estudiar
es:

81 =D(M = 81) — 27 ' m(S1)z1 — v3  pa(S1)x2,
(2.6) zy =z (S1) — D] + Dni (S — M),

x5 = 22[p2(51) — D,

51(0) 20, z:(0) 20; ¢ =1, 2.

Sus puntos de equilibrio sélo se presentan donde se anulan simultdneamente
las tres derivadas que componen el sistema. Esto ocurre en dos puntos diferentes,
dependiendo de la condicién inicial z5(0): ella puede ser nula o positiva.
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4.1. Primer caso: z2(0) = 0. Primero, demostraremos que existe un vnico
punto de equilibrio. Luego probaremos que &l es un atractor global para el sistema
(2.6).

Por la unicidad de las soluciones, zo(t) = 0, para cada t > 0. Bs decir, la
tercera coordenada de los eventuales puntos de equilibrio es cero. Para la segunda
coordenada, notamos que, el equilibrio se presenta cuando x} = 0; eso ocurre si, ¥y
solo si:

Dy (Sr — )‘1)
L= #1(31) '

Observemos que, si 51 > A;, entonces = > 0. De esta manera, para que este
punto sea mayor o igual a cero es necesario que S1 < A1} sino, no puede ser la
coordenada x; de ningin punto de equilibrio (puesto que la segunda ecuacion de
2.6 es lineal auténoma no homegenea y con condicién inicial no negativa).

Para que se anule la primera funcién, S =0, es necesario y suficiente que:

I =

D - S1) = w51,
D5 = rmen 2,
M-5 = Hl(&)%:
-M+85 = —pl(Sl)b(—‘%"—;—?-g-)l—),
B ]
Definamos ¢ : Ry \ {M} = R mediante
(27) o(61) = 2 — i (S)

Respecto de esta nueva funcién, notamos que €S continua (salvo en el punto
§; = A1; donde no ostd definida). Ademds, g(0) =X >0y & 8 = puyt (%rg),
entonces

g (31) = M- Ml(gl)ig—r:‘iﬁ'

D—m(S1)
— )\1D (Sr - 4\1)
= e (3)) 7
1— M (!ll. S, P g (“1—1 (QUS%J_))
. _ )\1D ) S-r —Al
= 1 S-,— D —5\"]3'?"
. )\1 ST- —'/\1
= )‘1 S—r 1— %]: ]
S, — M
O . .
1 1 5
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Hemos llegado a obtener la nulidad de aquella primera funcién del sistema (2.6),
como la existencia de un punto fijo de una nueva funcién, la funcién g(-).
Por hipétesis, 0 < A; < S, (de lo contrario la contribucién hecha para ayudar
a la especie z; no seria positiva). Entonces, se tiene que 0 < 33‘.1_2 < D < ||u1]l0o-
Por lo tanto,
0 <ui’ (%2) <u(D),
0 < gl L )\1.
Asi, g(0) = A\ > 0y g(S1) = 0. Luego, por la continuidad de g(-), existe un
niimero § € (0,,§1) tal que g(S) = S.
Es decir, existe un punto donde se anula la primera funcién del sistema (2.6),
referido a la condicién inicial dada.
Por otro lado, la derivada de la funcién 2.7 es:

g6 = O E 2D wmS) - |mEOmENS: —M)
(D —H1(5)12

Siendo esta funcién negativa, para todo valor de S;; es estrictamente decre-
ciente. Luego el tinico punto fijo en [0; A1) es 5. Otro punto fijo se podria presentar
en (A; ; 00), pero haria que la coordenada x; fuera negativa.

Por lo tanto, el \inico punto de equilibrio de dicho sistema (2.6), referido a la
condicién inicial x5(0) = 0, es:

[ & D‘.ﬁ (Sr - )\1)
o9 - (822650 o)

Lema 2.1. El punto E; es local y globalmente asintéticamente estable para el sis-
tema (2.6), referido a la condicidn inicial 2(0) = 0.

DEMOSTRACION. Primero, notamos que la funcién z2(t) := 0 es solucién. Como
el sistema (2.6) estd compuesto por funciones localmente lipschitzianas, ella es la
unica solucién. Asf el sistema (2.6) deviene en:

S1 =D\ — S1) — 77 pa(S1)z,

(2.9) ) = 211 (51) — D] + Dn(Sr — A1),

La matriz variacional de dicho sistema es:

( —D — i (S e —pa (St ) :
p1(S1)z1 m(S1)-D )’

evaluando en el punto de equilibrio £; resulta:

D—p1(85)

p(8)2pCh) Ty (3) - D

(2.10) ( =D — ph(§) 22y (§)ay )

Para demostrar que F; es localmente asintéticamente estable, veremos los autova-
lores de esa matriz. Ellos son las raices de:

p(z) =22 — (Tr)z + A,
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donde Tr y A son la traza y el determinante de la matriz (2.10), respectivamente.
Asi, los autovalores seran de parte real negativa si Tr < 0y A > 0.

i) Tr <.
Como la funcién p,(-) es monétona, y supusimos que S < A;, tenemos que

m(S) <D

de manera que 1(S) — D < 0. Por otra parte, la misma monotonia implica que
m() > 0.
Entonces, (—D — (S)Q%) es negativo. Luego, la traza es negativa.

i) A > 0.
Ese serd el caso, siempre y cuando se cumpla que:jajajja

0 < (—D—ui(g)M> (m(3) - )

D —#1(5')
- (—,m(s')’h-l) (ﬂi(g)%%_(_g)ﬂ) ,
DS =)

0 < —Dw(S)+ D?+ Dy(S) ==,
"D ()
~ = D(Sr — A1)
0 < (=m(S)+ D)+ pi(S)————==.
(-(8)+ D) + B FZ—=
Como sabemos que § < Ay, se tiene que p;(S) < (A1) = D.
Luego,
o = D(Sr — A1)
0 <D —pm(S) +p(S)———==.
B D — i (S)
Entonces, el punto Fy es localmente asintéticamente estable; sin ninguna condi-
cién adicional.

Para ver que ademds es globalmente asintéticamente estable, usamos el mismo
cambio de variable citado anteriormente:
V(t)= Si(t)+71 'z (t),
V()= -D&(t) — Dy 'za(t) + DS,
V/(t)= —DV(t)+ DS,.
Entonces,
tl—lrrgo V) = tl_l}'go S1(t) + mza(t) = Sr;

y dicha convergencia es de manera exponencial.

Reescribiendo el sistema (2.9) con el cambio de variable indicado, resulta:

V' =-DV + DS,
(2.11) zy =z [ (V — 4 '21) = D] + Dn(8r — M),
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Dicho sistema tiene el siguiente jacobiano:

D 0
( (V=) 0w (V =tz m(V = a7 e) - D )

Las entradas de dicha matriz que estdan fuera de la diagonal principal, son no
negativas. Entonces, el sistema es cooperativo [43]. Ademds, sus soluciones son
acotadas. Por lo tanto, el sistema (2.11) no tiene drbitas periédicas y el w— limite
de una condicién inicial genérica en R2 es un punto de equilibrio (ver Teorema 2.2.
de [44)) 3.

Como el punto de equilibrio es localmente asintéticamente estable, existe en
torno a él una cuenca de atraccién conexa; entonces, no puede haber érbitas hete-
roclinicas ni homoclinicas. Por lo tanto, el teorema de Poincaré - Bendixson [43]
permite concluir que el punto de equilibrio del sistema (2.11) es un atractor global,
como queriamos demostrar. O

4.2. Segundo caso: 75(0) > 0. En esta subseccién veremos los puntos de
equilibrio del sistema (2.6), junto a las condiciones que garantizan sus existencias y
determinan sus estabilidades. Adems4s, estudiaremos el comportamiento asintético
de dicho sistema y la persistencia uniforme de ambas especies.

4.2.1.  Equilibrios. Si z4(0) > 0 tenemos, a priori, un sélo punto de equilibrio
del sistema (2.6):

_ | a D’Yl(S'r_/\l)
(2.12) E, = (S, i ,0) .

Como § < Ay, por hipétesis, Ey pertenece a Ci(Ri). Pero, si ademds se cumple
que Ay < S, tendremos otro punto en CI(R%) que también es equilibrio.

Lema 2.2. Sea
(2.13) B = ()\2, Dn(Sr— M)

A28y — /\1))
D — p1(X2) '

,v2{A — A
Y2(A1 = A2) — 72 i)

Entonces, E* es un punto interior del primer octante de R® si, y solo si, Ay < 8.

DEMOSTRACION. Las primeras dos coordenadas son claramente positivas. Por
lo tanto, la afirmacién de que E* estd en el interior del cono positivo R3 es equiv-
alente a:

(M) (Sr — M)

0 < (A=A
(e = 2a) D — p1(X2)
p1(A2)(Sr — A1)
A AN -
2 S AT 0
A < g(A2);

3 El lector puede consultar el Apéndice B.
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donde la funcién g(-) es aquella definida en (2.7). Notemos que la funcién g(-) es
estrictamente decreciente:

vor 1 (8) (5~ M) (D = 11(5)) = 1h(S)a (S)(S, — M)
el = D—m(S) <0

Recordemos que, existe S tal que g(S) = §. Como g(-) es estrictamente decreciente,
la condicién Az < g(A2) es cumplida para

(2.14) A2 < 8,

Y para Ay perteneciente al intervalo (Ay, M), siendo M el posible otro punto fijo
de g o bien co. Pero, Ay < A;; por lo tanto la tinica opcién para que se cumpla
Az < g(Aa) es que Ay < S.

Es decir, el punto E* es interior siempre y cuando se cumpla la hipétesis dada.

O

A continuacién, veremos que la relacién de orden del pardmetro S respecto de
A1 Y Az determina ademds la estabilidad de los puntos de equilibrio.

Lema 2.3. Si S < \; entonces E; es localmente asintdticamente estable.
DEMOSTRACION. Analicemos la matriz variacional del sistema (2.6):

—D — ph (S e — pa(Si)vs ter —m (St —me(S1)15 !
w1 (S1)xy p1(81) - D 0 )
#a(S1)z2 0 p2(S1) —

evaluando E; en ella:

~D- (S P St a9

“EOPER m@®-p o0
0 0 p2(8) = D

De sus tres autovalores, dos coinciden con los de la matriz (2.10); entonces
son de parte real negativa. El tercero es (u(S) — D). Como uo(-) es estrictamente
creciente y S < Aq, la hipdtesis del lema implica que (uq(S) — D) < 0.

O

Lema 2.4. Si Ay < S entonces E* es localmente asintéticamente estable.
DEMOSTRACION. Definamos
V(t) = S(t) +1 "2 (t) + v3 22 (t) = Sr
De esta manera, el sistema (2.6) es equivalente a
Vi=-DV f1(V, 21, x2),
gy =z (V-9 'z — s $2 +5;) = D]+ Dn(S: — M) J; EV:mhﬂfz)»

zh = Za[pa(V — 4y 'z1 — 3 ‘22 + Sp) — D) V,z1,22),

|
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y el nuevo punto de equilibrio es

Dy (Sr — Ap) f1(A2)(Sr — ,\1))
E, =0, —— A= dg) — 2T )
( D) N M) )
Analicemos la matriz variacional asociada al nuevo sistema. Para eso, consid-
eremos las derivadas parciales de f;, con i = 1,...,3.

afi af1 0h
il P 5 L ==
3V ’ 3:.31 O: 81‘2 0’
af. _ -
8_1/2: =z (V =y e — 5 e + S,),
e] _ - _ . o
8—ﬁ =m(V =21 =952+ 80) = D — 47 el (V — 47y — vt + Sr),
0 - _ o
8_fg = =7z T (V =77t a1 — 95 e + 5,),

Lo
0fs _ -
W Tapn(V — ty — Y2 tzg + Sr),
a
5& == e (V — e —vle + 80 y

T1
9fs

Bz, = po(V — 71z - oy .8y — D~ V3 ' maph(V — ' — g tee + 8,).

Para determinar la estabilidad local de E, evaluamos la matriz variacional en
dicho punto y calculamos sus autovalores. Notemos que el primer valor propio es

t1 = —I). Los otros dos provienen de la matriz
of2 0f
dx, Oz
of ofs | ()
33:1 6.1'2

Las entradas de esa matriz son

l3] _
B2 (B) = () = D — BE=2 1)

3_371 D—p1(A2)

dfs Dy (8r—1)

8—32(19*) = — o (M),

af (Se—

&%(E*) = _% [/\1 - A2 - ”1811@2?1)] #f’z(/\z) ¥
ofs

R e = . [TACW)

3382
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Para demostrar que F, es localmente asintéticamente estable, veremos los au-
tovalores de esa matriz. Ellos son las raices de:

p(z) =22 - (Tr)z + A,

donde Tr y A son la traza y el determinante, respectivamente. Asi, los autovalores
serdn de parte real negativa, siTr <0y A > 0.

i) Tr <0.

Claramente,

L () = (n(a) - D) - BEDR ) <0y,

af ~
3:’:2( X) = *[)\1-)\2—&1.%%’%1]“5()‘2)<0
Entonces, la traza es negativa.
i) A > 0.

Este determinante es negativo, siempre y cuando,

3f 2 3f3 0f2

(E ) > = =Ly 0f3

(t) 51__1

(E,).

Y eso es equivalente a
Dpi (M2))(Sr = M) Dui(X2))(Sr — A1)
D - Ag) + >
#1(A2) 7 E— D 1m0g)

lo cual ocurre siempre, y cuando, D > u;(A2). Por lo tanto, el determinante es
positivo. Entonces los autovalores de la matriz son de parte real negativa.

a

4.2.2.  Persistencia Uniforme de las Especies. En esta seccién entregaremos

cotas inferiores para las coordenadas z;(t) y z2(f) de las soluciones del sistema
(2.6).

Lema 2.5. La funcidn z1(t) es uniformemente persistente. Mds ain, se tiene que:

lim inf 21 (t) 2 71.(Sr — M)-

DEMOSTRACION. Sabemos que:
zy = @1 (S1) — D]+ Dn(Sr — M),
.‘31(0) > 0.
Como p£1(S1) = 0, tenemos que [p1(S1) — D] > —D. Asi entonces:

zy =2 —Dzi+ Dn(S: — M),
(&15) { z1(0) > 0.
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Sea la ecuacién diferencial ordinaria lineal:

{ U'= —DU+ Dv(S-— A1),
U0) := x:(0).

Usando resultados cldsicos de comparacién (ver por ejemplo [18]), se puede concluir
que las soluciones de la desigualdad (2.15) estan acotadas por U(t):
x1(t) = U(2).

Notando que, la solucién U converge exponencialmente a y1(S, — A1), con-
cluimos la demostracién del Lema.

O

Lema 2.6. Si s < S, entonces, la funcién xo(t) es uniformemente persistente.
DEMOSTRACION. Sabemos que, la poreién de plano
L ={(Sz1,22) €R®: S+ 21 +75 ‘22 = Sr},

contiene al conjunto w-limite de toda érbita del sistema (2.6). Es decir, el semiplano
¥ es atractor global; con lo cual, la érbita de cada condicién inicial en el cono no
negativo de R® converge a él.

Notamos que I's = {(S1,z1,23) € R3: 7, = 0} es invariante, pues si z3(0) =0
entonces
xh = 2[pa(S1) — D] = 0.
Veamos que I'y es repulsor. Definamos la funcién W5 : R? — R mediante:

WQ(SJ zi, I2) = I2.

Esta funcién cumple que es derivable, nula en el plano I's y estrictamente positiva
fuera de él. Asi, resulta ser una funcién de Lyapunov promediante. Ademaés:

W; =
= x[pa(S1) — D]
= Wa[u2(S1) — D].

Si la funcién
@2(S1, 21, 22) := pa(S1) — D

satisface ¢2(E;) > 0, para cada punto de equilibrio E; perteneciente a I'z, dicho

conjunto invariante resultard ser repulsor. S6lo tenemos un punto de equilibrio en
s, B = (5’, D—EE%’JTA)Q,O), encontrado al suponer que z2(0) = 0. La evaluacién
de 2 en él da

(~ D')’l(Sr*:\l)
" D

la cual es positiva si, y sélo si, As < S.

U) = u2(S) - D,
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Si tenemos esa condicién, usamos el Corolario 2 del Apéndice B, para concluir
que I's es repulsor.

Al ser I's repulsor, para cualquier condicién inicial zp en el cono positivo, existe
un d2 > 0 tal que la solucién ¢:(20) = (S(t), z1(t), 2(t)) satisface:

liminf z5(t) > 6,.
t—oo
O

De esta manera, hemos encontrado una condicién para garantizar que el punto
de equilibrio E; (y todo el semiplano I's que lo contiene) sea repulsor. Més atn,
como la condicién encontrada es la misma que impusimos para asegurar la existen-
cia de E*, hemos demostrado que, dicho punto interior existe si, y sélo si, el otro
punto de equilibrio, £, es repulsor.

4.2.3. Comportamiento Global. En esta parte final del capitulo, veremos el
comportamiento global del sistema (2.6). Para eso, daremos condiciones para obten-
er estabilidad global del equilibrio del sistema. Pero antes, demostraremos un pequefio
Lema técnico; muy util en lo que vendra ahora y mds adelante.

Lema 2.7. Sea ¢; el flujo a través de Uy, asociado a un sistema auténomo de
ecuaciones diferenciales definidas en X; siendo X un espacio de Banach de di-
mensién finita y Uy un punto genérico* de X. Si ¢; tiene un punto de equilibrio
localmente asintdticamente estable, E, tal que E € w(Uy) entonces E es globalmente
asintdticamente estable.

DEMOSTRACION. Como E es localmente asintéticamente estable existe una
cuenca de atraccién conexa. Es decir,

38 >0: para todoe >0 3 t, >0 tal que
si y€ Bs(E) At>1t. entonces ¢:(y) € Be(E).

Como E es w-limite de un punto genérico, existe una sucesién (¢, )nen, creciente

y no acotada, que a partir de un cierto n hace que el flujo ¢; esté d-cerca de E. Es
decir,

I (tn) /400 : Aty = Ity >0 tal que
si tn, >tn entonces ¢, (Up) € Bs(E).

Tomemos to = t. +tn. Si t > tg, podemos considerar t = t; + ¢y, para algiin
ty =2 te; y por lo tanto

¢t(Uo) = ¢, (¢4,(Un)) € Be(E),
pues ¢y, (Up) € Bs(E).
Es decir ¢:(Uy) € B.(E), para todo t > tp; concluyendo asi la demostracién.
O

4 Arbitrario y no equilibrio: con evaluacién no simultdneamente nula en todas las ecuaciones
diferenciales del sistema considerado.
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Observemos que en la demostracién de este Lema no usamos que el flujo fuera
invertible, pues trabajamos con w-limite. Entonces, la tesis de Lema permanece
vélida si reemplazamos flujo por semiflujo. De hecho, es asi como la aplicaremos

nosotros, puesto que los sistemas auténomos aqui considerados se refieren a tiempos
positivos: £ € R,..

Teorema 2.1. Sea S el punto fijo de la funcién g(-) definida en (2. 7). Entonces,
el comportamiento global del sistema (2.6) esta dado por la relacion de orden entre
S Y )\2:

i) Si S < Ay entonces E, es globalmente asintdticamente estable.

ii) Si Ay < S entonces E* es globalmente asintéticamente estable.

DEMOSTRACION. Definamos
(2.16) V(t) = S(t) + 77 'z1(t) + 77 'za(t) — Sr.
Su derivada es:
V! = DX —DS8i(t) — v m(Si(8)z1 () — 75 ' ua(Si())wa(t) + 1 'z (B (Sa ()
—7 ‘@1 (8)D + DS, — D1 + 75 w2 ()2 (S1(t)) — 75 'ma2(£)D.

= —DS(t) — Dy 'z1(t) — Dy, 'za(t) + DS,
= —DV.

Es decir, dicha funcién converge exponencialmente a cero:
tl—lglo Vi(t)=0.
Por lo tanto:
) —1 -1
Jim S(t) + 97 21 (t) + 75 22(t) = Sr.

De esta manera, la érbita de un punto genérico de R converge al plano

= {(S,Zl,mz) e R3: S+'Y1_1‘T1 +’yz_1:r:2—5'r :0}_

Mediante el cambio de variable anterior, (2.6) se transforma en:
V' =-DV,
(2.17) gt = o[m(V — % o1 — 23 'e2 + S;) — D]+ Dn(Sr — A,

zh = 2o[ua(V — v ‘21 — 73 ‘22 + S,) — D,
V(0) >0, 2;(0) > 0, =1, 2.

Sea Up € Int(R3), un punto genérico. Definamos
w(lp) = {(V,z1,22) € Ri: Hitn}, tn = +oo: @y, (Uo) = (V,31,32) };
donde ¢, es el semiflujo solucién del sistema (2.17).

Como lim;_, 4+ V(t) = 0, entonces para todo (V, z;,z;) perteneciente a w(Up)
se tiene que V = 0.
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Sea Z = (0, Z1,%2) € w(lUo). Dado que w(Up) es invariante se tiene que, el
semiflujo solucién del sistema (2.17) a través del punto Z sigue estando en dicho
omega limite:

¢t(2) € w(lly), para todo ¢ > 0.

Sea Z = (Z1,%2) y sea ¢(Z) el semiflujo a través del punto (2) solucidn del
sistema

(2.18)
21 = o (Sr — 7 w1 — 5 w2) — DI+ DS — M) = fulwr, 32),
xy = zapa(Sy — 1y T21 — 75 'a2) — D] = fa(z1,22),
.’L'-,,(O) = i',,g, 7 = 1, 2.

De esta manera,

6:(2) = (0,01(2)); para todo ¢ > 0.

Y, por lo tanto,

(2.19) (0,¢(2)) € w(Uy); para todo ¢ > 0.

La matriz jacobiana de este sistema tiene las siguientes entradas fuera de la
diagonal:

8f1 - i _
Oz Y2 e (Sr =i e — 75 ),
afg s . _
_3$1 =N 1332#’2(51" - 15'31 72 132)-

Como p;(-) > 0, notamos que, ambas derivadas parciales son negativas en R3.
Por lo tanto el sistema es (2.18) competitivo (ver [43]). Ademsés, las 6rbitas son
acotadas. Entonces, por el Teorema 2.2. de [44] concluimos que, no existen érbitas
periddicas y el omega limite de un punto genérico es un solo equilibrio.

Para encontrar los equilibrios, igualamos f1(-,-) y fa(-,-) a cero. Si fa(-,-) =0,
tenemos que, 22 = 0, o bien

(2.20) p2(Sr — v 'z — 45 t2g) = D.

Supongamos primero que z3 = 0. En este caso fi(-,-) = 0 si, y sélo si

b

Dy (S, — M)

2.21 r, = ;
Bl ! D — i (S, — 7 'z)
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Notemos que la dltima ecuacién es satisfecha para z, = —'%(-—i"?;—)‘l, pues:
—H1

Dyi(Sr — M) = z1(D— pa(Sr —’Yl_lﬂsl)),
D’Yl(Sr—Al) = M(D_Hl (Sr'Yl_lD‘YI(ST—Al))),

D—-,u.l(g) D—!J«l(s')
- D(S, — A1)
D-m@ = D-wm(5-ZE=),
§ _ DS—Suu(3)- DS, +Dx
D — i (S) ,
5 DAy — Srpa(S)
§ = Zi-aae)
D — 1 (S)
g - DM — 1 (S)A +M1(A§:’))\1 — S (S)
D — i (S) ,
& [.1.1(5)(57-—)1)
ST MO w®)

Dicha igualdad es gracias a la definicién de S como punto fijo de la funcién g(-)
definida en (2.7).

Para probar que es el inico punto que satisface la igualdad (2.21), definamos

H(CC) 2 D’Yl(S?‘ - ’\1)
D — F‘I(Sr e '71_11')
Dicha funcién es estrictamente decreciente, negativa en cero y tiene una dis-
continuiad en y;(S, — A;). Por lo tanto, sdlo corta la recta identidad en un punto.

Asi, en este caso, el unico equilibrio para (2.18) es
D - — A

o= (22 N) ).
D — p(S)

Por otra parte, supongamos que se tiene (2.20). Eso es equivalente a suponer
que:

Sy — ’Yl_lxl - 72_11'2 = Az,
zg = (8r — 7 'z — Ao)7a.
Asimismo, fi(-,-) = 0 equivale a

_ D'YI(ST_)\l)
D~ p(Sr — 77 tw1 — 3 'x2)

I

Usando la expresién hallada para zs, lo anterior equivale a

5y = Dy (Sr — )\1)_
D — p1(Az)
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Y reemplazando eso en z, resulta

_ (S D — S’."P"l AZ)fDSrﬂLDAl Y )
D — 1 (A2) 2)n
= (D - rﬂl()‘Z) — ) )
D — i (Az) 2
DM — rﬂl(AQ) )
= — A1+ A A
( D Ml )\2) 1 17— A2 | T2
DX — Spp1(A2) [D P‘l()‘2)] )
- - =X
( D~ (M) D—m(h)] TR
DX — Srp1(A2) — DAy + pa(A2) My )
= g g
( 1) #1()\2) 1 2 | V2
#1()\2 (Sr =M ))
= A

De esta manera, que el sistema (2.18) tenga un equilibrio en R? con la condicién

(2.20) es equivalente a que Ay < S (ver Lema 2.2). Entonces, en este otro caso, el
Unico punto de equilibrio es

« _ [ Dn(Sr = M) vy B (A2)(Sr — A1)
E“(D—m(,\g) (A = de) =2 D — pu1(X2) )

Hemos obtenido los dos posibles puntos de equilibrio del sistema (2.18). Ahora
determinamos la estabilidad de dichos equilibrios.

Caso i): 5 < X.

Por el Lema 2.2, Ej no es un punto de R%; entonces tampoco puede ser el
omega limite del sistema (2.18), cuyas soluciones describen érbitas positivas, o més
formalmente, circunscritas a la clausura de RZ . Por lo tanto, las soluciones de dicho
sistema convergen a Fi g.

Es decir,

t—=4o00

D71(Sr — A1)
D~ NI(S) ’0) .

Por otra parte, recordemos que (0, ¢:(2)) pertence a w(Up), para todo t > 0
(ver (2.19)). Entonces, por la compacidad del conjunto omega limite, tenemos que

zll+mm(0""*(z)) € w(Uy), para todo t > 0;

ie Bo— Dy (8r — M) w
e, E: (,——-———D_M(g) ,D)e (Uo)-

lim (21, 22) = t_lfTw‘Pt(f) = (

Ademés, E es localmente asintéticamente estable, puesto que E; lo es (ver
Lema 2.3).

Entonces, como E es localmente asintéticamente estable y pertenece al conjunto
w-limite de un punto genérico del semiflujo ¢;, utilizando el Lema 2.7, concluimos
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que
9:(Up) — E.
Finalmente, por la equivalencia topoldgica entre los sistemas (2.6) y (2.17), si
®,(Up) es el semiflujo asociado al sistema (2.6), tenemos que
(I‘t(Uo) — El.
Caso ii): A2 < S.

Notamos que el conjunto Ry = {(z1,22) € R%: 2o = 0} es invariante para el
sistema (2.18), pues si z2(0) = 0 entonces

2y = Za[u2(Sr — 7 21 — 1, '32) — D] =
Veamos que R; es repulsor. Definamos la funcién W3 : R? — R mediante:
Ws(z1,22) = 2.

Esta funcién cumple que es derivable, nula en el conjunto R; vy estrictamente posi-
tiva fuera de él. Asi, resulta ser una funcién de Lyapunov promediante. Ademas:

Wi =azb
= Za[pa(Sr — 77 '3 — v; 'x2) — D)
= Wsu2(S. — 71 ‘o1 — 75 'z2) — D).
Si la funcién

@3(x1,22) := pa(Sr — 7 21 — 75 ' 22) — D

satisface ¢3(E;) > 0, para cada punto de equilibrio E; perteneciente a Ri, dicho
conjunto invariante resultard ser repulsor. Sélo tenemos un punto de equilibrio en

Ry, Eip= (M'é—)“l 0) La evaluacién de 3 en él da

D—py(8) ?
w(MO) - Hz(S—M)—D
D— (8 | D — m(5) ’
_ (DS, =8um(E)-DS, + DAY _
b= P‘l(S) ’
_ (ml - rm(S)) B
D — p(
_ DM — p(S)\ + #1(%')1\1 - Sem(8)\ D
D —m(9) ’
1(S)(Sr — M)
= Mt———— | -D,
( ' D — m(5) )
= p(8) -

la cual es positiva si, y sélo si, A, < S. Entonces, de acuerdo con el Corolario 2 del
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Apéndice B, concluimos que R; es repulsor. Por lo tanto, si Us es una condicién
inicial interior para el sistema (2.18) y w(Uy) es su conjunto omega limite, tenemos
que

(2.22) R Nw(Up) = 0.

Tanto R; como w(Up) son conjuntos invariantes y compactos. Como ademaés
son disjuntos, concluimos que el omega limite de un punto arbitrario en el cono
positivo estd contenido estrictamente en el interior de R%.

Pero, como el sistema es competitivo y tiene sus soluciones acotadas, ellas
convergen a un punto de equilibrio. Por lo obsevado en (2.22), ese punto no puede
ser E.

De esta manera, las soluciones de (2.18) convergen al punto de equilibrio

o { Dn(Sy — M) #1(A2)(Sr — A1)
o = ( D —pm(de) ’ D — p(A2) )

Nuevamente, por la compacidad y la invariancia del conjunto omega limite (ver
2.19), tenemos que,

vl Dyi(Sr — A1) p1(A2)(Sr — A1)
B (0’ D — pa(A2) D — pa(A2) ) ¢ w(lo),

el omega limite del sistema (2.17) sujeto a una condicién inicial interior arbitraria.

72()\1 - )\2) — Y2

Ya(A1 = A2) — 72

Adem4s, E*© es localmente asintéticamente estable, dado que E* lo es (ver
Lema 3.5).

Entonces, como E*? es localmente asintéticamente estable y pertenece al con-
junto w-limite de un punto genérico del semiflujo ¢;, utilizando el Lema 2.7, con-
cluimos que

¢e(Up) = E*°.

Al igual que antes, por la equivalencia entre los sistemas (2.6) y (2.17), si ®;(Up)
es el semiflujo asociado al sistema (2.6), tenemos que

@,(Uo) — E".
a

4.3. Significacién Ecolégica. Para la positividad de E* fue suficiente analizar

que su tercera coordenada fuera positiva. Eso, a su vez, implica que:

Yait1(A2)[Sr — M|

0 < 72(A —Ag) —

D — 1 (A2)
#1()\2)[31" = /\1]
D-mOa) M
1 (A2)[Sr — A1] < [D = p1(A2)](M1 — A2),
D — pi(Az)
Se—=M1 < 7(_)1\;_()\] — Aa2),
Ny < B Ny Dmitldades

p1(A2)



4. PERSISTENCIA UNIFORME. 37

Es decir, S, debe ser mayor que \;, como supusimos de entrada para asegurar
que la contribucién (S, — A1) fuera positiva; y ademds, debe ser menor que

D — p1(As)
p1(A2)

Desde el punto de vista ecoldgico, el hecho de que este método tenga un intervalo
de validez, tiene una doble significacién. Por una parte, la densidad del sustrato
ingresado S, debe ser mayor que la cantidad que genere un crecimiento de la especie
z1 superior a la dilucién D. Es decir,

S, > uiH(D).
Si no es ese el caso, el aporte de sustrato S, serfa insuficiente para verificar la

coexistencia de ambas especies; pues, de hecho, no implicaria una subvencién a la
especie de menor eficacia competitiva z, sino, un detrimento.

(2.23) A+ ()\1 — /\2).

Por otro lado, esa densidad del sustrato ingresado S, debe ser menor que (2.23).
Es decir, el sustrato ingresado S, no debe ser desmedidamente superior a la con-
centracién de quiebre p; ! (D). De lo contrario se tendria que S < A9, y entonces el
equilibrio global serfa el punto E;, como lo demuestra el teorema (2.1). Asi, el sus-
trato ingresado serfa excesivo, impidiendo la persistencia uniforme del competidor
eficaz x,.

En palabras simples, una ayuda desmedida al competidor menos eficiente z; a
través del influjo v, (S, — A1), producida por un excesivo valor de S, (pues los otros
dos pardmetros ; y A; son constantes dadas, no controladas), invierte la condicién
de competidor eficiente, extinguiendo a z» y haciendo prevalecer a z;.

De esta manera, la cantidad de sustrato ingresada al chemostato debe estar
entre dos pardmetros positivos, a fin de permitir asi la persistencia uniforme de
ambas especies.






Capitulo 3

Cadena de chemostatos

En el capitulo anterior comprobamos que en el modelo de competicién entre dos
especies, s6lo una especie podra sobrevivir; suponiendo que las constantes A; > 0 y
Az > 0 son diferentes (el otro caso es de medida cero); es decir, se verifica el principio
de exclusién competitiva (PEC). Sin embargo, en muchos sistemas ecolégicos se
observa el fenémeno contrario: la coexistencia de dos o més especies compitiendo
por un recurso comun. Esta dicotomia se ha abordado en diferentes trabajos como
por ejemplo: 7], [9], [24], [27], [30] y [34].

En general, las investigaciones que tratan de explicar la coexistencia entre las
especies, trabajan en dos lineas de accién:

(A) Relajar las hipétesis (CH1)—~(CH4) descritas al comienzo del capitulo 2:
suponer que S, y D admiten variaciones temporales, introducir heterogeneidad en el
medio liquido, introducir un gradiente de temperatura y luminosidad, variabilidad
del volumen (f1 # f2), etc. Esto conduce a sistemas de ecuaciones mds generales y
un buen estado del arte se encuentra en [35].

(B) Asumir que se verifica el (PEC) y considerar (2.1) como un sistema in-
put/output. Una de las formas empleadas para obtener la coexistencia entre es-
pecies es considerar D > 0 como una, variable dependiente de la biomasa y (2.1) se
transforma en un sistema de control antomético ([8], [13]).

En este capitulo abordaremos la segunda de estas alternativas. Para es0, es-
tudiaremos la dindmica de dos chemostatos conectados en serie, de manera que la
salida del primero es la entrada del segundo. En el primer nivel se cultiva la es-
pecie de menor eficacia competitiva, la cual se incorpora al segundo chemostato; de
manera que en este ultimo coexistan ambas las especies (persistentemente). Esta
configuracién es conocida como cadena de chemostatos.

1. Modelo de cadena

Consideraremos una cadena compuesta por dos chemostatos de igual volumen
conectados en serie, con el primero de ellos recibiendo sustrato a concentracién
constante S,. Sin pérdida de generalidad, supondremos que Ay < Ay, es decir, zg es
la especie con mayor eficacia competitiva.

Por otro lado, la especie con menor eficacia competitiva, a saber 1, sera cul-
tivada en un chemostato externo. El crecimiento de z; en el primer chemostato
estd descrito por el sistema (1.9). Como ya vimos, este sistema tiene un punto de
equilibrio globalmente asintéticamente estable. Adem4s, el medio liquido expulsado
ingresa a un segundo chemostato (ver Figura 1), cuyo comportamiento asintético
resultard analogo al estudiado en el capitulo anterior, conteniendo las mismas dos
especies. Como los volumenes son similares, las tasas de dilucién son iguales a las
del primer chemostato.

39
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i S NPT, [ P S L W
— |- —

FIGURA 1. En este caso Az < A; y por lo tanto la especie 2 es el
competidor exitoso. Para evitar la extincién de la especie 1, esta
se cultiva externamente y se introduce en el segundo chemostato.

Sin embargo, el modelo actual tiene las siguientes caracteristicas, que lo dife-
rencian del anterior:

e Recibe nutriente en funcién del tiempo: S, pasa a ser S(t).

® También recibe biomasa de la primera especie x1(t).

Asi, las ecuaciones que describen el nuevoe modelo son:

1 =D(8r = 81) — 77 ‘w1 (S1)z11,

2y = zu [ (S1) — D),
(3.1) 85 = D(S1 — 82) — 7y, 'pa(S2)xar — v3  pa(Sa)zas,

Ty = x21441(S2) — Dlzar — 211),

Thy = Taa[u2(S2) — D),

Si(t) 20, z(t) >0, zi(8) 2 0; i=1,2
donde S; denota la concentracién de sustrato en el i-ésimo chemostato, z;; denota
la concentracién de la primera especie en el i—ésimo chemostato. Finalmente, 2
denota la concentracién de la segunda especie en el segundo chemostato.

Ademés, como en el capitulo anterior, supondremos que las funciones p1(-) y
p2(-) son derivables (por lo tanto, localmente, estrictamente crecientes, acotadas
superiormente y nulas en cero, que satisfacen:

(3.2) p1(0) = p2(0) =0, D < min{||p1loos |2]lco}s
(3.3) D<m(S) vy D < pa(Sy).

Este sistema tiene varios puntos de equilibrio. Sin embargo, si se verifica la
desigualdad:

111 (A2)[Sr — A

3.4 0< < A1 — Ag,
(34) D — p1(A2) e
s6lo uno de ellos, a saber £*, definido por
(3.5)
x Dy Sy = Ay Yap1(A2)[Sr — )\1])
E* = | A, m[Sr — M), A2y, —=————=, %[\ — Xa] —
( e I iy v

es un punto interior del cono positivo:

Ky = {(S1,211, 82, 201,222) € R} : §; 20, 21120, 22, 20; i=1,2}.
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Se puede demostrar que dicho punto es el unico atractor global: toda solucién
de (3.1) sujeta a una condicién inicial en el interior del cono K, satisface:

(3.6) Jm (S1(t), 11(8), Sa(t), 221 (1), 222(2)) = B

La primera parte de la desigualdad (3.4) equivale a A; < S, y es un prerrequisito
para €l primer chemostato. Si no se verifica esa condicién, el sustrato ingresa a una
tasa tal que z7,(¢) < 0, pues p;(S:(t)) < D para valores arbitrariamente grandes
de ¢, y entonces se extingue la especie cultivada [43],[31]. Por lo tanto, para tener
un subsidio propiamente tal {positivo), es necesario que \; < S,; independiente de
las consideraciones ulteriores de equilibrios y estabilidad.

Sin embargo, si no se verifica la segunda parte de la desigualdad (3.4), se tiene
que:

t—+oc

lo que equivale a la extincién de la especie con més eficacia competitiva.

Todo lo anterior se precisa en el resultado principal de esta seccién:

Teorema 3.1. Sean: D > 0, 4 > 0 y A == p; {(D) (con i = 1,2) tales que
Ay < A < Sg. Si:

a) La concentracidn de sustrato limitante S, satisface la desigualdad:

D — i (A2)
3.8 M <Sr <A+ ———5 (A — M),
(38) ' ' #1(A2) koL
entonces, toda solucién de (3.1) con condicidn inicial en el interior de RS

verifica:
i (S1(8) 11 (1), S2(8), 21 (1), 722()) = BT,

el cual estd definido por (3.5).
b) La concentracién de sustrato limitante S, satisface la desigualdad:

D — 1 (X2)
3.9 M+ ————(M— M) < S,
(3.9) 1 ) (A1 —A2) < 5r
entonces, toda solucién de (3.1) con condicién inicial en el interior de R,
verifica:

lim (Sl(t),$11(t),82(t):$21(t))$22(t)) = ES‘

t—4occ

el cual estd definido por:

=~ Dv%|[S5,. — A
Ej = («\l,msr ~ 3,5, it = 4l 0).

D—m(S)
donde S es el punto fijo de la funcidn g definida en (2.7).

Existen diversos resultados que obtienen la coexistencia entre dos especies me-
diante mecanismos de control. En un sentido amplio, nuestro resultado también
puede considerarse como un control del sistema original. Sin embargo, queremos en-
fatizar algunas ventajas con respecto a los trabajos [8] y [13], los cuales construyen
controles automaticos (considerando la dilucién D como variable de control) que
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permiten la coexistencia {bajo la forma de punto de equilibrio interior globalmente
asintéticamente estable).
Las ventajas de nuestro resultado son:

1. En [8] y [13] es necesario que las funciones pq(-) y pa(-) tengan un punto
de interseccién en (0, S,.). Nuestro trabajo no tiene esa restriccién.

2. Los resultados de [8] y [13] no son generalizables para n > 2. Nuestro
resultado si lo es, bajo ciertas condiciones.

2. Resultados Preliminares

En esta seccién, abordaremos el sistema (3.1)

2.1. Primer Caso: x32(0) = 0. En esta subseccién encontraremos el equi-
librio del sistema y estableceremos la estabilidad de tal punto.

2.1.1. Equilibrios. Si imponemos que la condicion inicial tenga todas las co-
ordenadas positivas salvo la dltima, i.e. x92(0) = 0, el nuevo punto de equilibrio

seri:
- = Dy[S,— A
E[) = ()\l: le[ST‘ 7A1]rS! ’Yl[—"'l}: ) .
D — i (S)

Lema 3.1. El punto E§ es localmente asintdticamente estable para el sistema (8.1),
referido o la condicién inicial z22(0) = 0.

DEMOSTRACION. En primer lugar, es facil observar que si z3(0) = 0, en-
tonces toda solucién verifica x22(t) = 0 para todo ¢t > 0. Como el sistema (3.1)
estd compuesto por funciones localmente lipschitzianas, ella es la tinica solucién.
Asi el sistema (3.1) deviene en:

i =D(S, — S1) =7 ' (S1)x1n
z1 = z11[pa(S1) — D]
(3.10) 84 = D(S1 — S2) — 7 'wa(Sa)za
Ty = T2141(S2) — Dlzar — 211]
St(t) 2 0, fL‘ﬂ(i) k- 0, 1= 1, 2

La matriz variacional de dicho sistema es:

=D =y (S1)y e —m (St 0 0
#(S1)Tn p(S1) — D 0 0

D 0 —D — p (81)v; tea —11»1(5'2)’Yfl

0 D w1 (S2)@a p1(S2) — D

Al evaluar en el punto de equilibrio E, resulta:

=D — i (M)(Sr = M) —Dy! 0 0
P (M) 72 (Sr — A1) 0 0 0
D 0 -D-p(5HZER (S
0 D wEREFE m@-D
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Para demostrar que Ej es localmente asintéticamente estable, estudiaremos los
autovalores de esa matriz. Para eso calculamos las raices del polinomio caracteristi-
co:

p(g} = 0_2 + {D + f-"’l (Al)(sr - ’\1)}0 + #'1(1\1)71(3:" - }‘l)-

Finalmente, el resultado se obtiene de las desigualdades D+ pf (A1)(Sr —A; > 0
y #1(A)71(Sr — A1) > 0.

O

Lema 3.2. El punto Ej es globalmente asintdticamente estable para el sistema
(8.1), referido a la condicidn inicial x22(0) = 0.

DEMOSTRACION. Como z22(0) = 0, estudiaremos el sistema, (3.10). En primer
lugar, definiremos:
Vi(t) = S1(t) + 71 21 (t) — Sr,
1/2(1}) = Sg(i) + ’Ylmliﬁgl(t) =48,
De esta manera, el sistema (3.10) es equivalente a

VY = 7DV1 = f].:
Vo =Dvi — DV, = fa,
(3.11) #hy = zn(p (Vi — 97 'z + 5¢) — D] = Jas

oy = zo1 [ (Vo — 71_13321 +8,) — D]+ Dx1; = f4,
(V1, Va, 211,221 )(0) € Int(R%);

donde f; es funcién de la cuadrupla ordenada (V1,Va,z11,231), para cada i =
L...,4.

Es facil notar que

Sea Uy € Int(R4), un punto genérico. Definamos su conjunto w-limite [15]:

w(Uo) = {(V1, Vo, 211, T21) € R : Itn}, tn = +o0: ¢4, (Ug) = (Va, Va, 211, 221)}-

donde ¢; es el semiflujo correspondiente a la solucién del sistema (3.11).

Como lim;_, .o Vi(t) = 0, i = 1, 2, entonces para todo (V1, Va, 211, T21) € w(Uyp)
se tiene que V; = 0. Ademds, como ;1 (0) > 0, tenemos que z;;{t) > 0, para cada
t>0.

Sea Z = (0,0,%11,%21) € w(Up). Dado que w(ly) es invariante, se tiene que,
el semiflujo correspondiente a (3.11) a través del punto Z sigue estando en dicho
omega limite, es decir:

$1(Z) € w(Uy), para todo t > 0.

Sea Z = (T11,T21) y denotemos por ,(Z) al semiflujo a través del punto 7
solucién del sistema:

oy = 211 [pa (S — ¥ t211) — D) = f1(z11,221),
=fa

(3.12) Thy = Ta1[p1(Sy — ) 'x21) — D] + Dxyy (x11,%21),
.’L‘il(O) = 5‘:‘51, = 1, 2.
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De esta manera, se tiene que:

q.’:t(g) = (0,0,¢:(2)); para todo t > 0,

y por lo tanto:

(3.13) (0,0,p:(2)) € w(Up); para todo ¢ > 0.
La matriz jacobiana de este sistema tiene las siguientes entradas:
d _ I 8
bx% = (S — 1 tz11) — D — v e g (Sr — 1azn), Wf; =0,
afz o afz _ -1 -1 /
Bz1s = L, F Yo = I-Ll(Sr —M. 1?21) —l)— Y1 3?21#1(31» — 713321)-

Por lo tanto, el sistema (3.12) es cooperativo (ver [43]). Ademads, las 6rbitas son
acotadas. Entonces, por el Teorema 2.2. de [44] concluimos que no existen érbitas
periddicas y el omega limite de un punto genérico es un solo equilibrio.

Para ver los equilibrios de este sistema, igualamos f; a cero y obtenemos dos
equilibrios:

Ey=(0,0) y Bz = ('”(S“" - '\1)’%%2) '

Al evaluar la matriz jacobiana en E; se obtiene:

IS‘T _D 0
(3.14) (“( 1% ul(Sr)—D)'

Como S, > A1, se tiene que u1(S,) > D. Luego, los autovalores de dicha matriz
evaluada en E; son de parte real positiva. Entonces, £ es repulsor.

Por lo tanto, si ﬁa es una condicién inicial interior para el sistema (3.12) y
w(fU;) es su conjunto omega limite, tenemos que

(3.15) By Nw(Up) = 0.

Tanto E; como w(Up) son conjuntos invariantes y compactos. Como ademés
son disjuntos, concluimos que el omega limite de un punto arbitrario en el cono
positivo estd contenido estrictamente en el interior de R2.

Al evaluar la matriz jacobiana en Fs, se obtiene:
\1s (S M) 0
3.16) D m(8) - D - (3 Rubmx |-

Claramente, el primer valor propio es negativo puesto que u;(Aq) = D. El
segundo valor valor propio también es negativo, en efecto, recordemos que S es el
punto fijo de la funcién g(-) definida en (2.7) y verifica S € (0, ;). Por lo tanto,
E5 es localmente asintéticamente estable.

Como el omega limite de un punto genérico es un solo equilibrio, Es es global-
mente estable para el sistema (3.12).

Es decir,

D’Yl(Sf' _Al)) =E2

_l)linoo (pt(wlh 1-21) == tl}?m ('Dt(Z) = (‘Tl(s'r — Al)y 1 = ul(ér)

t
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Por otra parte, recordemos que (0,0, ¢4(3)) pertence a w(Up), para todo ¢ > 0
(ver (3.13)). Entonces, por la compacidad del conjunto omega limite, tenemos que

t_l}i?m([),(], p(2)) € w(ly), para todo t > 0,
es decir,
- DF}/].(ST‘ b ’\1))
E:= (0,0,7 Sr— A1)y ——————= ) cw(ly).
e D n1(S) o)

Ademés, F es localmente asintéticamente estable, puesto que E} lo es (ver
Lema anterior).

Entonces, como F es localmente asintéticamente estable ¥ pertenece al conjunto
w-limite de un punto genérico del semiflujo ¢,, utilizando el Lema 2.7, concluimos
que

Jm ¢ (Uo) — E.

Finalmente, por la equivalencia topoldgica entre los sistemas (3.10) y {3.11), si
®:(Uo) es el semiflujo asociado al sistema (3.10), tenemos que

Gracias a la condicién inicial dada z32(0) = 0, el sistema (3.10) es equivalente
al sistema (3.1); con lo cual, finaliza la demostracién.
O

2.2. Segundo Caso: z22(0) > 0. En esta subseccién encontraremos el equi-
librio del sistema y estableceremos la estabilidad de tal punto.

2.2.1. FEquilibrios. El andlisis de las isoclinas nulas para el sistema (3.1), junto

con la condicién inicial interior y la hipétesis A2 < 8, entregan como tnico punto

de equilibrio interior:
D8, — A
E* = (/\1: 7[Sr = M, Az, e

D — p1(A2)

a(Ar — ) — 222 02)lSr — )\1]) |

D — p1(A2)

Lema 3.3. Sea

D[Sy — M] Yapi (A2)[Sr — Ai])
E* = [ A, m[Se = At], X, =22 AL (g — M) — .
R D—pila) M T T DT

Entonces, E* es un punto interior del interior de ]Ri si, y s6lo si, Ao < §.

DEMOSTRACION. Las primeras cuatro coordenadas son claramente positivas.

Por lo tanto, la afirmacién de que E. estd en dicho conjunto interior es equivalente
a:

~ m(A2) (S = M)
D — p1(A2)
p1(A2)(Sr — M)
D — 1 (A2)

0 < ()\1 */\2)

)\2 < /\1—

Az < g(Aa);
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donde la funcién g(-) es aquella definida en (2.7). Notemos que la funcién g(-) es
estrictamente decreciente:

Js) = = (8) (S — M) (D — p1(8)) = 4 (S)pr (S)(S,r — A1)
[D = ()P
Recordemos que, existe S tal que g(S) = 5. Como 9(+) es estrictamente decre-
ciente, la condicién Ay < 9(Az2) es cumplida siempre ¥ cuando
(3.17) A2 < 8.

Es decir, el punto E* es interior siempre y cuando se cumpla la hipétesis dada.
O

<0.

Observacién 3.1. Es preciso destacar, que la ezistencia de E* puede interpretarse
en términos de la concentracion de sustrato limitante S, que se ingresa al primer
chemostato. En efecto, la 1ltima coordenada de E, es positiva si y solo si S, verifica
lo desigualdad

D s
(3.18) M <S8 <A+ 7(%%2(’\1 Y

La prueba de esta observacidn estd contenida en la demostracion del Teorema 3.1,
que se da al final del capitulo.

Veamos, a continuacién, cémo la relacién de orden del valor § respecto de A;
¥ A2 determina la estabilidad de los puntos de equilibrio.

Lema 3.4. $i S < ), entonces Ej es localmente asintdticamente estable.

DEMOSTRACION. La matriz jacobiana del sistema (3.1) es:

“D—wm(S)ten —p(Siap? 0 0 0
#1(S1)z1 m(s) - D 0 0 0

D 0 “D—m(Sm e —m(Sa)1t —pa(Se)vst
0 D #1(S2)zn m(S2) — D 0

0 0 12 (S2) a2 0 p2(S2) — D

y al evaluar en el punto de equilibrio £}, resulta:

=D — pi(M)(Sr — A1) —DAit 0 0 0
m (A7 (S — M) 0 0 s 0 0
D 0 —D-wE)FZ (S (S’
0 Do @B md)-p o
0 0 0 0 pa2(S) — D

Esta matriz tiene los mismos valores propios que la matriz variacional del sis-
tema (3.10) evaluada en el equilibrio Ej, més el valor propio yu;(S) — D. Por lo
tanto, todos tienen parte real negativa.

O
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Lema 3.5. Si Xy < S entonces E* es localmente asintdticamente estable.

DEMOSTRACION. Definamos

Va(t) = S1(t) + 1tz () — Sy,
Va(t) = Sa(t) + 71_152721(1) + T;lng(t) - S,

De esta manera, el sistema (3.1) es equivalente a

Vi =-DV; = fi1,
Vy =DV — DV, = Jfa,
(3.19) I:n =znlm(Vi - ’)’1:13311 + 53)1* D] = f3,
T =z (Va — 7y "T21 —v5 T2+ 8;) — D]+ Dz11 = fy,
Thy = z2o[pa(Va — 77 @21 — 75 ‘@22 + S,) — D) = fs,

(81,211, V, 221, 222)(0) € Int(R3);
donde f; es funcién de la quintupla ordenada (Vi, Va, 211, Z21, T22), para cada i =
1,....,5.
Notemos que
i V=0 =12

De esta manera, el nuevo punto de equilibrio es

D’Y](S,. il )‘1)

D —130a) 1 Y2(Ar — Ag) — 72

E* = (o,o, (S, — A1), p1(A2) (S — Al)) .

D — pi(A2)

Para estudiar la estabilidad local de dicho equilibrio, analicemos la matriz ja-
cobiana asociada al nuevo sistema. Ella puede representarse mediante

-D 0 0 00
D —-D % * =x
* 0 = 0 0 |;
0 * D % x
0 * 0 % *

donde los asteriscos (*) denotan cantidades no nulas.

Aprovechando los ceros de esta matriz, podemos ver facilmente sus valores
propios. Al eliminar la primera fila y la primera columna queda una matriz similar.
Asi, el primer valor propio es t; = —D:

-D x % *
0 = 0 0
* D %= %
* 0 * =x

Nuevamente, aprovechamos la fila compuesta de més ceros: la segunda. Al
eliminar la segunda fila y la segunda columna de esta nueva matriz, la matriz que
queda tiene un valor propio dado por:
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8 _ _ _
Dis. o (E*) =i = 211+ S.) = D — A7 ey g (Vi — v e+ Se)|(EY),
0z11

= p1(M) =D = (S = Api (A1) < 0.

Por lo tanto, para concluir la estabilidad local de E* basta considerar los au-
tovalores de la siguiente matriz (2 x 2), evaluada en dicho punto:

814 o & fs B
o(B7) 5 (7))

B s, D J
o LA e €

cuyas entradas son

13,

5:£1 {(E*) =p(Ag) — D — .g%#fl()\z)’

Ofs —_—_—

amzz(E): ’YT(TDL%(A;-%MI (A2),

a

S (6) =2 i a0

0fs

83322( *) _ l:)\l skl — #15\2)(51»—-\1)] 1 ()\2)

— i1 (A2

Sus autovalores son las raices del polinomio:

plz) = 2% — (Tr)z + A,

donde T y A son su traza y su determinante, respectivamente. Asi, los autovalores
serdn de parte real negativa, si Tr < 0y A > 0.

i) Tr < 0.

Claramente,
i) -
S (B%) = G (a) ~ D) - B0 <0,
Ofs

o (B == [~ - ZalBetl | 1t (20) <.

Oz D—pi1(X2)

Entonces, la traza es negativa.
i) A > 0.

Este determinante es negativo, siempre v cuando,
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0fa B dfs

3$21 0oy

0f4

5‘:022

Ofs.
0121

(E7) > (E") 5 —(E").

Y eso es equivalente a
Dyt Qa)(S, — A) . Dt a)(S, = M)
D — p1(A2) D — pa(Az2)

lo cual ocurre siempre, y cuando, D > ui(Xs2). Por lo tanto, el determinante es
positivo. Entonces los autovalores de la matriz son de parte real negativa.

D — iy (Ag) +

O

2.3. Persistencia Uniforme. El objetivo de esta subseccién es entregar
cotas inferiores para las funciones ) (t) y x22(t), soluciones del sistema (3.19).

Lema 3.6. La funcidn x41(t) es uniformemente persistente. Mds ain, se tiene que:

lminf 221 () > 71(Sr — A1)

DEMOSTRACION. Sabemos que:

Th = To1[pa{S2) — D] + Dz1y,
z91(0) > 0.

Como p1(51) > 0, tenemos que [y (S1) — D] > —D. Asf entonces:

xh) > —Duxoy + Dy,
(3.20) {$21(0)> 0.

Sea la ecuacién diferencial ordinaria lineal:

U'= —DU+ Dz,
U(0) = z2:(0).

Notamos que, usando resultados cldsicos de comparacion (ver por ejemplo [18],[42)),
se puede demostrar que las soluciones de la desigualdad (3.20) estdn acotadas infe-
riormente por U(t):
Izl(t) 2 U(t)
Finalmente, la solucién U(t) converge exponencialmente a x11(t); que a su vez,
converge a 11 {S, — Ar).

O

Observacién 3.2. Es interesante notar que, gracias al subsidio a la especie de
menor eficacia competitiva introducido en el segundo biorreactor, se logra que esta
especie persista uniformemente; impidiendo su extincidn. Mds ain, ella persiste en

una proporcién mayor o igual o dicho subsidio; es decir, lo aprovecha sinérgica-
mente.

Lema 3.7. Si A < 5’, entonces, la funcidn za0(t) es uniformemente persistente.
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DEMOSTRACION. Definamos la porcién de hiperplano
I = {(81, 211, 82,221, %22) € Ryt S1497 2118, +So+7 1201 +75 12—, = 0}.

Ella contiene al conjunto w-limite de toda érbita del sistema (3.1). Es decir,
2" es atractor global para dicho sistema; con lo cual, la 6rbita de cada condicién
inicial en el cono no negativo de RY converge a él.

Definiendo I'™* := {(S1,z11, 59, 21, T22) € Ri: 92 = 0}, notamos que es in-
variante; pues si x22(0) = 0, entonces

Thy = Ta2[p2(S2) — D] = 0.
Veamos que I'* es repulsor. Definamos la funcién W* : R® — R mediante:
W*(S1, 211, 52, @21, T2n) = T93.

Esta funcién cumple que es derivable, nula en la porcién de hiperplano I'® y estricta-
mente positiva fuera de ella. Asi, resulta ser una funcién de Lyapunov promediante.
Ademads:

(W*)’ = 39
= Toa[p2(S2) — D)
= W*[pa(82) — D].

Si la funcién
@ (51,211, 2, Ta1, Toz) 1= pa(S2) — D

satistace ¢*(E;) > 0, para cada punto de equilibrio E; perteneciente a I'*, dicho
conjunto invariante resultard ser repulsor. Sélo tenemos un punto de equilibrio en
I, encontrado al suponer que z2(0) = 0:

® &~ DTI(ST‘_AI) )
By = A, Sg— A ,S,—,—,O .
0 ( 1 ’Yl( R 1) ka(S)

La evaluacién de ¢* en él da
Dy (Sr — M)

“{ A, m(Sr— M), 8, =222 o) = 4y(8) — D,
@ (1 1 (SR — A1) D m@) ) pa(9)

la cual es positiva si, y sélo si, Ay < S.
Como tenemos esa condicién por hipétesis, gracias al Corolario 2 del Apéndice
B concluimos que, I'* es repulsor.

Siendo I' repulsor, para cualquier condicién inicial zg en el cono positivo Ri,
existe un §* > 0 tal que, la solucién del sistema (3.1) junto a dicha condicién inicial
(ﬁt(Z()) = (81 (t), X1 (t), 52 (t), Ia1 (t), Igz(t)) satisface:

lim inf zq5(t) > 6.
t—=4oo



2. RESULTADOS PRELIMINARES 51

2.4. Comportamiento Global. En esta subseccién demostraremos el re-
sultado principal del capitulo 3: el Teorema 3.1.

DEMOSTRACION. (Teorema 3.1.)

Primero notemos que la desigualdad

D“,Lb](/\g)
Sp <AL+ ————=5(A1 — A2),
' fi1(Az) 2 2)
es equivalente a
D — iy (A2)
Sr—M < ————=(; -\,
1 110 (M 2)

m(A2)(Sr — A1) < (D= p1(A2)) (A — Ag),

p1(A2)(Sr — M)

TD-mpa) < T
0 < (uman- B0

Y de acuerdo con el Lema 3.3, obtenemos que la condicién (3.8) es equivalente a
Az < 8. Por lo tanto, interpretaremos la condicién a) del Teorema 3.1 como Ay < S
vy la condicién b) como § < M.

De esta manera, lo que queremos demostrar es que si Az < S entonces E* es
globalmente asintéticamente estable, y si por el contrario § < Ay entonces Ej es
globalmente asintéticamente estable.

Para eso definamos

Vi(t) = S1(8) + 77 ‘o (t) — Sy,
Va(t) = Sa(t) + 7, 'za1(t) + 75 *zaa(t) — Sr.

Entonces se verifica:
V{ = -DW,
=DV, — DV,.

Dichas funciones convergen exponencialmente a cero:
Iim Vi(t)=0; i=1, 2.
t—o0

Mediante el cambio de variable anterior, (3.1) se transforma en:

Vi = —DW,
Vi =DV, — DV,
(3.21) 2}y =anfm (Vi — 7 20 + 8,) - D),

why = zo1[p (Va — v 1oy — Y5 'zon + 8,) — D] + Dz,
x5y = T2a[pa(Va — 71 ‘w21 — 15 'xaa + S,) — D),
(V1, Va, 211, @21, 222)(0) € RS..

Sea Up € Int(RY), un punto genérico. Definamos
w(Uo) = {(V1, Va, 211, T21, T90) € ]Rii Htn}, tn = +o0: ¢y, (Uo) — (V1, Vo, 211, To1, T22) };

donde ¢, es el semiflujo solucién del sistema (3.21).
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Como lim;_, o Vi(t) = 0, i = 1, 2, entonces para todo (V1, Vo, z11, 291, z22)
perteneciente a w(Up) se tiene que V; = 0.

De igual manera, sabemos que im0 211(t) = 71(Sr — A1); entonces para
todo (V1, Va, 211, Ty, T23) perteneciente a w(Up) se tiene que z1; = 7, (S, — Ay).

Sea Z = (0,0,71(S» — A1), &21,%00) € w(Up). Dado que w(lp) es invariante
se tiene que, el semiflujo solucién del sistema (3.21) a través del punto (Z) sigue
estando en dicho omega limite:

$:(Z) € w(Up), para todo ¢ > 0.
Sea Z = (T21,%22) y sea w:(2) el semiflujo a través del punto (2) solucién del

sistema

zy =z [ (Sr — 97 'z — v3 'w22) — D] + Dy (Sy — A1),
(3.22) Ty = Taa[pa(Sy — 77 'y — 5 taa) — D),
22:(0) = Toy, i=1,2.
De esta manera,
$:(Z) = (0,0, 7 (S, — A1), 9:(2)); para todo t > 0.
Y, por lo tanto,
(3.23) (0,0, 71(Sr — A1), 0¢(2)) € w(Up); para todo ¢ > 0.

El sistema (3.22) es idéntico al sistema (2.18) estudiado en el Teorema 2.1,
cambiando x2; por x;, i = 1, 2. Entonces, el sistema (3.22) tiene dos equilibrios:

B = &ﬂsr_—mo), y

D—pi(8)
Dy (5.—X A2)(Sr-—M)
By = (BEEmph O — he) —ppailal)

Como vimos en Teorema 2.1, la estabilidad de dichos equilibrios se analiza en
dos casos: S < A2y S > Ao,

Caso i): 8§ < As.
En este caso,

lim got(i) = EI,O-

t—=+4o00

Por otra parte, recordemos que (0,0, 71 (S, — A1), ¢¢(£)) pertence a w(Uyp), para
todo ¢ > 0 (ver 3.23). Entonces, por la compacidad del conjunto omega limite,
tenemos que

(0,0,M(Sr — A1), (%)) € w(ly), para todo ¢ > 0;

Dyi(Sr — A1)
D—m(S) ’

lim
t—= 4o

i.e., E = (0,0,’}’1(Sr == /\1), U) € LU‘(U()).
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Ademss, E es localmente asint6ticamente estable, puesto que Ej lo es. (ver
Lema 3.4).

Entonces, como E es localmente asintéticamente estable y pertenece al conjunto
w-limite de un punto genérico del semiflujo ¢;, utilizando el Lema 2.7, concluimos
que

¢¢(Uo) — E.

Finalmente, por la equivalencia topoldgica entre los sistemas (3.1) y (3.21), si
®,(Up) es el semiflujo asociado al sistema (3.1), tenemos que

®;(Uo) — Eg.

Caso i) : Ay < S.

En esta circunstancia,
lim (pt(.i') = Eg,g.

t—+o0
Nuevamente,

t—IEToo(D’ D:’Yl (ST - A1)1 (,03(2)) € w(U(}): para todo ¢ = 0;

B8

E:= (0,0,71(& —d1)i %gﬂz(h —Ag) — ’72&1%1%%5_1)) € w(ly).

Ademés, E es localmente asintéticamente estable, dado que E* 1o es. (ver Lema
3.5).

Entonces, como E es localmente asintéticamente estable y pertenece al conjunto
w-limite de un punto genérico del semiflujo ¢, utilizando el Lema 2.7, concluimos
que

¢¢(U0) — E

Por la equivalencia entre los sistemas (3.1) y (3.21), si ®4(Up) es el semiflujo
asociado al sistema (3.1), tenemos que

&,(Uy) — E*.
0

2.5. Interpretacion ecoldgica de los resultados. Es importante senalar
lo significativa que es la condicién (3.8) en términos del éxito del subsidio intro-
ducido para garantizar la coexistencia de ambas especies. Ese subsidio S, debe ser
lo suficientemente grande, Ay < S,, para que no muera el competidor dominado
Z21, pero no excesivamente grande para que muera el competidor dominante zgs:

2:”_1(’\_2.)_(,\1 —Ha):

Sr <M+
T T )
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Esa es la tinica manera de garantizar coexistencia entre ambas especies, a través
de el mecanismo aqui presentado.

En palabras simples, este mecanismo de subsidio a la especie de menor eficiencia
competitiva z; exige controlar la medida de este aporte: 71 {S- — A1), y eso se logra
controlando el Winico pardmetro manipulable: S,. Si es mny pequefio, menor que
A1, no alecanza a ser un aporte, pues, la dilucién en el primer biorreactor supera,
la tasa de crecimiento de la especie z;, lo cual deviene en la extincién de dicha
especie; si por el contrario, es muy grande, y no cumple la segunda desigualdad
(3.8), entonces la excesiva ayuda a la especie dominada la hace prevalecer por sobre
la especie dominadora, causando la extincién de esta tltima (es decir, invierte la
relacién dominador/dominado entre las especies en competencia).

En resumen, la coexistencia se obtiene en un intervalo admisible para S,:

D — p1(As) _ )
(}‘1 i A1+ W()\l /\2)) ;

fuera del cual el sistema deviene en exclusién competitiva.

» Para valores menores de S,, se extingue la especie de menor eficiencia com-
petitiva y la otra persiste uniformemente.

® Para valores mayores de S, se extingue la especie de mayor eficiencia com-
petitiva y la otra persiste uniformemente.

2.6. Ejemplo numérico. Consideremos el sistema (3.1) con los paramétros®:

(3.24) D=02[l/h], m=10, y v =2
y las funciones p; de tipo: Michaelis-Menten [43]:

1,6[1/h]s 1,4[1/h
(3.25) pa(s) = ol /s

= 02mg/n+s ¥ )= 0,08[mg/l] + s

cuyos paramétros han sido usados en [39], por lo tanto obtenemos la siguientes
concentraciones criticas A; (i = 1,2):

A =0,028571 y  Ap =0,005.

Por el Teorema 3.1, tambien sabemos que si S, satisface las desigualdades:

o oo -
0,028571 = )y < Sp < A 4 0 ’\i(‘a )“1(*2)) — 0,1258013,
1 2

entonces tenemos la coxistencia compelitiva entre las dos especies. La figura 2
muestra una simulacion numérica con condicién inicial (0,001,0,1,0,1,0,1,0,05) y
Sr = 0,1[52].
Finalmente, sabemos que si Sg satisface la desigualdad:
A+ (A1 — 2) (D — i (Aa))
p1(A2)
entonces la primera espacie sobrevive mientras que la segunda desaparece. La figura

J muestra una simulacién numérica con condicién inicial (0,001, 0,1,0,1,0,1,0,05) y
S, =0,14.

= 0,1258013 < Sg,

1l,h mg denotan litros, horas y miligramos respectivamente
Yy mg Y
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Ficura 2. Solucién en el segundo chemostato con parametros
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FIGURA 3. Solucién en el segundo chemostata con paramétros
(3.24), funciones (3.25) y concentracién de sustrato limitante S, =
0,14[mg/1].






Apéndice A

Funciones de Lyapunov Promediantes

1. Conceptos Basicos

Definicién A.1. Sea (X,d) un espacio de Banach, de dimensidén finita. Un flugo
en X es una aplicacion ¢: R x X — X que cumple las siguientes condiciones:

i) ¢ es una funcién continua,
ii) ¢(o,z) =z para cada x € X,
iii) ¢(t, ¢(s,x)) = ¢(t + s,z) para cada = € X y para cada s,t € R.

Si reemplazamos R por R, entonces ¢ define un semiflujo en X.

En nuestro contexto, nos enfocaremos en considerar ¢:(Up), el flujo a través de
un punto dado Up € X. Asi ¢y(Up) : R — X.

Definicién A.2. Un conjunto M C X es:
e Invariante bajo el flujo ¢ si ¢¢(m) € M para cadam e M yt cR.

* Positivamente Invariante bajo el semiflujo ¢ si ¢¢(m) € M para cada m € M y
te R+.

Definicién A.3. Sea z0 € X. El w—Ifmite y el a—limite de zo estdn definidos
respectivamente como:

w(xe) ={yeX:3 (t.) " +oo, ¢, (x0) >y, cuando n — +o0},
a(zo) ={z€ X :3 (tn) v —o0, ¢ (z0) 2y, cuando n — +oo}.

Finalmente, diremos que, M C X compacto y positivamente invariante es re-
pulsor si w(xg) ¢ M para cada zp € X.

2. Funciones de Lyapunov Promediantes
Consideremos, igual que antes, (X, d) un espacio de Banach y M C X repulsor.

Definicién A.4. [20],[21] Una funcién de Lyapunov promediante W : X — Ry es
una funcién continua en X, diferenciable en todas las drbitas de algin flujo definido
en X, que se anula solamente en M. Es decir, W(x) = 0 si y solo siz € M.

3. Criterio de Persistencia Uniforme

Teorema A.1. Sea W : X — R una funcién de Lyapunov promediante. Si existe
una funcién continua ¥ : X — R, tal que W'(z) > W (z)¥(z) para cada z € X, y
para todo x € M existe un T > 0 tal que:

T
(A.1) / U(e)dt > 0,
0
entonces M es un repulsor.
Demostracién: Ver, por ejemplo, [20] y [21].
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Corolario A.1. Sea W : X = R una funcidén de Lyapunov promediante. Si existe
una funcion continua ¥ : X — R, tal que W'(z) > W(z)¥(z) para cadaz € X, y
(A.2) U(E;) >0, para cada i tal que: E; € M.

FEntonces, M es un repulsor.



Apéndice B

Sistemas Dinamicos Monédtonos.

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo, junto a una
condicién inicial Xj.

By 2= F eyt )

(B.1) :
"’I'Jn = f’n(mlz . “Jmﬂ)!
(1:1,...,$n)(0) :Xo.

donde las funciones f; son continuamente diferenciables.

Las soluciones del sistema de ecuaciones, como funciones de ¢, generan un sis-
tema dindmico, dado por

‘I)t{XD) = (fl(t)a e ).fﬂ(t))‘

En este caso la dindmica es generada al considerar como variables la condicién
inicial X y el pardmetro t. Llamaremos flujo a dicho sistema dindmico.

Definicién B.1. Sea X = (z1,...,2,) e Y = (y1,...,yn) dos vectores de R".
Diremos que X <Y six; <y, para cadai=1,...,n.

Equivalentemente, X <Y si (Y — X) pertenece a R, el cono no negativo de
R™.

Definicién B.2. El sistema dindmico descrito por el flujo ® es monétono si X <Y

implica que @x(t) < Dy (t), para cada .

Definicién B.3. Diremos que el sistema (B.1) es cooperativo si

afi
Ba:j

(z) >0; i#j, paratodozc X.

Si la desigualdad se invierte, el sistema se denomina competitivo.

Definicién B.4. Sea zo € X. La drbite hacia adelante v*(zo) y la érbita hacia
alrds v~ (xg) estdn definidos respectivamente como:

YH(xo) ={y € X : 3t € Ry, d(z0) =y},
Y (zo) ={z€ X: IteR_, ¢(zo) = z}.
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El siguiente resultado es muy 1itil para caracterizar la dindmica de un sistema
en el plano. El es el Teorema 2.2 del Capitulo 3. de [44].

Teorema B.1. Sea el sistema (B.1) definido en D, un dominio en R?, competitivo
0 cooperativo. Si X(t) es una solucidn definida para todo t > 0 (t < 0), entonces
existe un T > 0 tal que para cada i = 1,2, z;(t) es mondtona ent > T (t < —T).
En particular, sila drbita hacia adelante de la condicidn inicial v+ (X (0) (la drbita
hacia atrds de la condicidn inicial v~ (X (0)) tiene clausura compacta en D, entonces
w(X(0)) (a(X(0))) es un tinico punto de equilibrio.
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