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Resumen

Este trabajo presenta un modelo de competición entre dos especies microbianas
en uua cadena de chemostatos interconectados en serie. Si se considera que la ex-
clusión competitiva se verifica, la especie de menor eficacia competitiva es cultivada
aisladamente en un chemostato cuya salida es la entrada de un nuevo chemostato,
el cual contiene las dos especies en competición.

EI modelo es descrito por un sistema no lineal de cinco ecuaciones diferenciales
ordinarias y el resultado principal es una condición necesaria y suficiente de esia-
bilidad global asintótica para un punto de equilibrio interior de dicho sistema. Este
resultado se interpreta biológicamente como la coexistencia de los dos competidores.

Abstract

This work introduces a model of competition between two microbial species
in a chain of chemostats interconnected in series. Assuming that the competitive
exclusion is verified, the less competitive specíes is cultilated in an isolated cheme
stat v¡hose output is the input of a second chemostat containing the two species in
competition.

The model is described by a nonlinear system of ffve ordinary differential equa-
tions. Our main result is a necessary and sufficient condition ensuring the global
asymptotic stability of an interior equilibrium of this system (competitive coexis-
tence betneen the species).





Notación

Usarer¡os la siguientes notacioncs:

Símbolo Concepto

N Conjunto de los números [aturales: {1,2,3, . . , ,n,, . . .}.

lR+ Conjunto de los núrneros reales no negativos: 10, +q:,).

Ri Cono de las n-tuplas reales con ninguna coo¡denada negativas: I0, +oo). .

Fr(A) Fronte¡a del conjunto A.

lnt(A) Iuterior del conjunto A.

CI(A) Clausula del con.junto A.

(f.)"er¡ Sucesión de núme¡os ¡eales.

(t^)"<x I * Sucesión (estríctamente) creciente y no acotada de ¡rúmeros reales.

(¿")"ex \ co Sucesión (estríctamente) dec¡eciente y no acotada de números reales.





Introducción

El Chemostator [14], [43] es un tipo especial de biorreactor continuo, con-
struído simultaneamente por Jacques Monod [82] [81] y el equipo formado por
Aaron Novick y Leo Slizard [3S]. Esie bior¡ea¡tor ha sido ampliamente estudia.do
en ecología teórica y matemáticas aplicadas. Al mismo tiempo, ha estimulado el es-
tudio en ciertos temas en matemáticas puras como persistencia uniforme y sistema,s
dinámicos asintóticamente autónomos.

EI modelo del chemostato es descrito por familias de ecuariones diferenciales
ordinarias [43], parciales [22] y estocrísticas l2B]. En particular, el estudio de di_
chos sistemas ha permitido dar un fomulación rigurosa del principio de erclusáón
competitiua [17],[29] el cual afirma que si ri. especies compiten por un nutriente
(1o llamaremos sustrato linito,nte) en un medio de cultivo, idealizado, entonces al
menos r¿- 1 especies no serán competidores eficieutes y se extinguirán a la.rgo plaao.

No obstante, en la mayoría de los ecosistemas lo que se obserr,a no es exclusión
competititva, sino coeistencia: una competencia equilibrada que permite la persis-
tencia uniforme de las especies involucradas. Esa contraversia entre el principio de
exclusión competitila y lo observado empfticamente ha sido aborda.da desde difer-
entes perspectivas tratando de generar modelos más precisos en explica,r científica_
mente Io que se obserava en la naturaleza, y por otro lado, encontrar condiciones
que permitan gaxa"ntizar Ia coexistencia uniforme de las especies que integran un
ecosistema [9],[24], [27],[3o], [s4].

Este trabajo asumirá el principio de exclusión competitira como hipótesis inicial
(con n : 2) y proponüá un modelo de interconexión de chemostatos, el cual
permitiría -bajo ciertas condiciones a determinar- la coexistencia de dos especies en
competición. La novedad de nuestro modelo es la siguiente: se ayuda al competidor
menos eficaz sin perjudicar al competidor eitoso. Esta cadena se describe por el
sistema no-lineal de cinco ecuaciones diferenciales de tipo triangular:

t:{
sl : D(s, 51) - 7, 

1p1(s1)rr1

r!, : 111[p1(S1)- D]
Si : D(St 52) - 1rt p1(52)rz.t - ^¡21p2(S)22
r'r, - r21pa(52) - Dlr21 - x¡)
x'rr: r22lp2(52) D)
S,(/) > 0. ".. (i ) > 0. r2,lt) > 0: i - t,2,

el cual será deducido formalemente en el Capítulo B.
EI objetivo principal de este trabajo es deducir condiciones suficientes de per-

sistencia uniforme y estabilidad global asintótica del sistema (§). Asimismo, in-
tentaremos intepretar dichas condiciones desde un punto de vista ecológico.

l ClLemost¡tl e inglés y Quimiostdto en ¿Llgunos tr¿bajos r:ie lelgua castellana.
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10 INTRODUCCIÓN

En el primer capítulo, se describe el chemostato con una sóla especie y se deduce
el sistema de ecuaciones diferenciales:

que describen su comportamiento. Finalmente, se enuncian algunos resultados a-
cerca del comportamiento asin¡ótico.

En el segundo capítulo, se aborda el chemostato con dos especies en competen-
cia por un recurso común, descrito por el sistema:

( s, : o(s, - S) - yt p|(S)rt hl pz(S)sz
(Srr): { ,i r1f¡i1(S) D1

I x', - rylp.2lS) - Dl.

Igual que en el caso anterior, se realiza una descripciór¡ general de la situación;
incluyendo, ademrís, el principio de exclusión competitira: en condiciones normales
sólo una especie sobreuioe. Este es el resultado que motiva nuestra investigarción:
se buscan condiciones paxa evitar la exclusión y asegurax la coexistencia de dos
especies.

En el tercer capítulo, se desarrolla el problema principal, Se presenta primero el
concepto de cad,ena d,e chemostatos y el sistema (.S). En líneas genera.les, la especie
de menor eficacia competitiva se cultiva por separado en otro chemostato y la
incorpora regularmente a otro chemostato con dos competidores. En primer lugar,
presentaremos condiciones necesarias y suficientes que asegrüen a) la coexistencia
de ambas especies y b) la extinción de la especie con ventaja competitiva.

En tales condiciones, Ia coexistencia de ambas especies y su comportamiento
asintótico es un problema de mayor complejidad debido al mayor nrimero de dimen-
siones (la cadena de chemostatos se describe por un sistema de cinco dimesioues).

, q., ! S' - DS, DS )i ¡i1{Srr,
I ri : r,lpr(S) D)



Capítulo 1

Descripción de un Biorreactor.

1. Descripción Cualitativa

Un biorreactor [38] es un dipositivo de laboratorio que permite el cultivo de es-
pecies microbianas en un medio líquido controla.do. Es decir, permite el crecimiento
de una población de microorganismos (e.9., algas unicelulares, bacterias, levaduras,
etc.) bajo condiciones ambientales controladas (e.9., temperatura, luminosidad, pH,
etc.). Es utilizado principalmente en la producción comercial de biomasa celular,
para la degradación de contaminantes en un medio líquido y para el estudio de cier-
tos procesos fisiológicos y metabólicos de microorganismos en un medio específfco.

Brísicamente, un biorreactor está formado por un recipiente que contiene algún
medio líquido, el cual alberga:

o i especies microbianas (i e N), cuyas biomasas en el tiempo f son denota.das
por las funciones t + q(t).

o Un recurso llamado sustmto limitante, el cual es int¡oducido desde el exte-
rior a una ta.sa constante fi ) 0 (mediante algún mecanismo de bombeo),
diluído en una solución hecha del mismo medio líquido, a una densidad
constante §. > 0; y es consumido por las especies de microorganismos.

La densidad del sustrato en el chemostato en un tiempo ¿ se denota por la
función f + S(¿).

La mezcla resultante de biomasa y sustrato es expulsada al exterior a una iasa

"fz 
> 0. Por lo tanto, en un bioreactor se desarrollan dos procesos: el ansumo del

sustrato por pa,rte de los microorganismos y el crecimiento de los mismos.
Existen a lo menos tres tipos de bioreactores. Un primer tipo de biorreactor es

el Chemostator (también ltamado CSTR, sigla proveniente de Continuous Stirred
Tank Reactor, y Quimiostato); dentro de é1, el cultivo es homogeneizado mediante
un revolvedor constante que mezcla y distribuye uniformemente Ios componentes
de la mezcla. Otro tipo de biorreactor surge al no forzar Ia homogeneización de
la mezcla: el chemostato no revuelto. Un último ejemplo a menciona¡ puede ser
el Grad,ostdto, obtenido al suponer la presencia de un gradiente que condicione la
mezcla de ingredientes. Siendo todos ellos biorreactores, cada uno presenta dinámi-
cas particulares a su condición, que difieren de los comportamientos observados en
los otros dispositivos.

En este pdmer capítulo, se abordará el chemostato con una sola especie en su
interior [15]. Los dos capítulos siguientes sesiiín dedicados al chemostato con dos y
tres especies.

lTladucción librc de Cheñostdt

1I



I, DESCNIPCIÓN DE UN BIORREACTOR.

2. Chemostato con una Especie.

Da.da la generalidad con la que ha sido descrito el dispositivo, abordaremos
primero la configuración brísica, que contempla una sola especie. En el capítulo 2,
abordaremos el caso en que dos especies se encuentran compitiendo por un recurso.

2.1. Especificaciones Preliminares. El chemostato tiene las siguientes
cáracterísticas:

(CH1) Homogeneidad espacial: la densidad de biomasa y/o sustrato es inde-
pendiente de su ubicación en el recipiente. Esto se consigue mediante una
hélice que mezcla constantemente el medio líquido.

(CH2) Volumen constante¡ la tasa de entrada de fluído es igual a la tasa de
sa.lida del mismo. Es decü: /1 : fz: f > 0. Por 1o tanto, el chemostato
tiene un volumen consta¡rte Y > 0.

(CH3) EI crecimáento de las especies microbianas es directamente proporcional al
consumo del suslrato.

(CHa) La temperatura y luminosidad son constantes.

Otra hipótesis biológica a considera¡ * la monod.epend.encia, es decir, la exis-
tencia de la población depende de un solo nuiriente: el sustrato limitante.

En el flujo entrarite al ¡eactor va diluído sustrato a una concentración S. > 0;
supondremos dicha concentración constante, para facilitar nuestros análisis. Luego,
en el capítulo 3 abo¡daremos un caso más general, permitiendo que la cantidad sea

una función variable del tiempo.

2.2. Las Ecuaciones en el Modelo con una Especie, Definamos el cuo-
ciente entre la tasa de ingreso/evacuación y el volumen, D : i /V, como la tasa
de dilución del chemostato. Como suponemos homogeneidad en el chemostato (ver
(CH1)), una partícula del cultivo (bacteria o molécula de nutriente) tiene una
probabilidad D de abandonarar el recipiente en una unidad de tiempo; i.e., tal
partícula tiene un promedio de residencia en el reactor de 1/D. Este parámetro D
es el principal medio de control del reactor, a través de é1 ha¡emos las regulaciones
necesarias para conseguir la coexistencia persistente buscada.

De esta manera, la tasa de evacuación para el número de organismos es:

tul
-l = -Dt.dL 1".."-^",n^

El crecimiento de Ia poblarión esta gobernado por la función exponencial; o
equivalentemente, por la ecuación diferencial:

d¡l
ü1.*n^,",,": P(5)r'

La función ¡.r: IRa ) IR+ representa la tasa específfca de crecimiento, usual-
mente 0,1 a 1 [ñ 1]. La descripción de la función p(.) es un tema difícil y depende
del sustrato y Ia biomasa específicos. En particular supondremos que esta función es

derivable (ergo, localmente Lipschitz), acotada, estríctamente creciente y satisface:

( 1.1)

(1 2)

p(o) =0, )tl)*>D v,

, < p(s,).



2, CHET1OSTATO CON UNA ESPECIE.

Observación 7.1. Una consecuencia d.e la monotonía d" p(.) u (1.1)-(1.2) es la
esi,stencia de un único ualor ), e (0, S,) tal que

13

(1.4)

(1.3) ¡r()) =D o 
^- 

t'-l(l)).
La mayor parte de la literatura (basada en resultados experimentales) [31])

[43]), considera una función de oecimiento del tipo:

!.(S) p.=:-, p,,>0 y l(s >0.
J + JrS

tt(s) - t,^---9--- ^;,.9+¡<"+*'t\I

donde p- es la taso, d,e crecimiento marimal y I(s se denomina constante de se"?¿-

saturaci,ón: siguiendo el modelo de Michaelis-Menten de cinética de enzimas [28].
AI tende¡'S a +oo se observa que p(.) iiende a pm, mientras que al evaluar p(.) en
Ks obtenenos ¡r^/2; de allí sus respectivos nombres.

Otr o ejemplo de función de crecimiento es:

(1 5)

introducida (1962) por Boon y Laudelot [4]. Como en el caso anterior, ¡r- es la tasa
de crecimiento maximal y Kg es una constante a.sociada a la saturación. Sin embar-
go, notemos que p(.) no es estrictamente creciente, en efecto eso es una consecuencia
de la constante de inhibición Kl > 0, la cual implica que gra.ndes concentraciones
de sustrato limitante inhiben el crecimiento de las especies microbianas.

Un último ejemplo de función de crecimiento viene dado:

(1.6) t tsl: p.^ S+,
función introducida por Sokol y Howell (1981) [ ó].

El lector puede consultar los siguientes resultados experimentales [40], en los
cuales se deducen las funciones de crecimiento:

Especie Sustratos Referencia
Escherichia coli, Glucosa, Maltosa, Lactosa [32], 1251, [38]
Acetogeniún kioui Glucosa [36]
Zgmomonas mobiLis Glucosa [36]
A zolo bactcr 1 ti n.cldn.ilii Glucosa l25l
C Lo s trid,ium butyri cum Glice¡ol [36]
Pseud,omonas capacia Fenol, Oxígeno [36]
Ps eud,omonas putid,a Fenol [45]
Nitro bact er uinoorad,s leyi Nitrito I1l, l4l, 111

Rhod,op seud,omonos cap su)ata Nitrógeno [48]
Nitrosonlonas Amoníaco 1l

S acchoromyces ceretisiae Glucosa, Etano 51, [36]
Cand,id,a utiLis Acetato de sodio 111

Ttichosporon cutaneum Glucosa, Oígeno [36]
Tri,choq)oron reesei Glucosa, Celulosa l36l
Pennicilinwn chrysog ent m Glucosa t36l
D unaniel la tertio lecta Nitrato [3], l4fl
Crwlononas Nitrato 12)



1. DESCRIPCIÓN DE UN BIORREACIIOñ,.

Así obtenemos la ecuación completa para la densidad del número de organismos
en el biorreactor (o la concentración de biomasa):

(1.7)

Pa¡a la concentra.ión de sustrato ,5(ú), la situación es análoga. La tasa de
crecimiento está constituida po¡ la variación de la circulación (ingreso/evacuación)
y Ia variación del crecimiento. Es decfu, Ia tasa de crecimiento del sustrato depende
de la variación de: el ingreso, la evacuación y el crecimiento del mismo al interior
del tanque (decrecimiento más bien, puesto que es consumido por las especies).

El ingreso y Ia evacuación aportan linealmente a la tasa de c¡ecimiento del
sustrato; positila y negativamente:

dsl
=I 

_ DS" DSdLl-*.t,-¿,,X_ 
",.Y*,r"

El crecimiento del sustrato depende del consumo propio de Ia población. Monod
demost¡ó que [31], la tasa de crecimiento barterial y el consumo del sustrato son

directamente proporcionales; al menos en el caso de la monodependencia:

hl dsl
-l 

i 1-l
dt l"**_-"* ' dtl*.,^*^,"

donde el parámetro 1 se denomina constante d,e rendi,miento 2, es adimensional (es

decir, no tiene unidades y no está asociado a una magnitud física) y su signo negativo
da cuenta de que el sustrato es consumido durante el crecimiento (usualmente
fluctúa entre 0,05 y 0,2).

De esta manera,

4ql - -r-, gl = -7 rp(s)r.
dt l**,^*,," ' dt 1",",,_,.,,o

Suma¡rdo las dos contribuciones obtenemos

dÍ tul drl_=_t +::, : (¡(S) _D)r.dt dt 1,,",.".¡¿^ dt l.n ¡*;.n o

DS, - .DS. t-lr¡(S)¡ .

\u/ -!' 
_ \-/-

ingreso eúa.uoc.on

S' - DS. .DS. r-lp(S)¡,..v--'z
inqr*o era.ltacNoñ

¡': tu(S\ - Dt
.recimíento

^t(0): So > 0 y z(0) :ro)0,

(1 8)

Las ecuaciones (1.7) y (1.8) permiten describi¡ Ia dinámica del chemostato con
el sisteua de ecrraciones diferenciales ordinarias:

dS
dt

(1.e)

2Tfaducción libre de Yiekl, ututant.



2, CHEI\IOSTATO CON UNA ESPECIE

donde S(ú) es la densidad de sustrato limitante en el tiempo t y r(t) es la densidad
de la biomasa en el tiempo L Notemos que el sustrato ingresa al recipiente con una
concentración S, > 0, a una tasa D : Í /V, V es expulsado con la misma tasa.

2.3. Existencia, unicidad, acotación superior y positividad de las
soluciones. El sistema que estamos conside¡ando es el siguiente:

15

(110) 
{

y podemos verlo como

S' : D(5, - S) - ¡t p(S)r,
! : rlp(S) - Dl,
s(0):so >o y r(0):ro)0,

I s' : r(s ')'{ r, = c1s. r¡.
I s(o)-so>o v ¡(o) 16)0,

donde las funciones.tr( , ) y G(.,.) son continuamente diferenciables; entonces dada
una condición iniciat (§¡,r¡), existe una única solución al sistema que cumple esa
condición ([41], tlsl).
Lema 1.1. Lqs soluciones d,el s,istema (1.10) son no negatiuas g acotadas.

Delrosrn,qoóN. Definamos la variable auxilia¡ V : S + 7 le, [43]; así el
sistema anterior es equivalente a:

Í v,- -Dv t DS".

[ (S(o).r(o)) (So.¡o). .90 ] 0 y ro > 0.

ecuación lineal autónoma no homogénea. Su solución es acotada y converge expo-
nencialmente a ,5.. Es decir:

v (t) : V(o)e-Dt + S. (1 - e-D¿).

Como D > 0, es fácil concluir que

,iT-Y(')-,fT-[s(r) r1 1r(ú)] -5"'
Notemos primero que, como la segunda ecuación de (1.10) es lineal, autónoma

no homogenea, y ca ) 0, tenemos que la solución es:

( 1.11) r(r) : a6 exp (f'fr«tAll - Dl d€) > 0, v¿ € rR.

Por lo tanto, u (¿) es no negativa. Para verificar que ,5(f) es no negativa también,
notemos que

s'(0) = D(s, -s(0)) -7 1p(S(0))z(0).

Si S(0) : So : 0 entonces §'(0) : ¿15" ) 0, por 1o que Ia tunción toma va.lores
positivos, pa¡a ¿ > 0 cercanos ¿ 0. De lo contrario, si Ss > 0, notemos que como
,S(.) es una función continua, también debe tomar valores positivos, para f ) 0
cercanos a 0.

Por lo tanto, S(.) es positiva, al menos en una vecindad de cero.
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Pa¡a demostrar que es positiva para todo I > 0, supongamos que existe í > 0,
ial que §(l) : 0, y que §(r) > 0 para cada, € (0, ¿). Entonces ,5'(i) S 0, pero como
p(S(i)) : p(0) : 0 se tiene que:

s' (l) = p15. - s(i)) - 7-1p(s(0),(í) = Ds, > 0,

obteniendo una contradicción. Por lo tanto, S(0 > 0, para cada I > 0.

Como la función ¿ --) [.9(¿) + ?-1r(¿)] : V(¿) es no negatira y acotada supe-
riormente, podemos concluir que:

0 < a(t) < Y(Ú) < Máx{I/(0),S.}
0 <.9(¿) < I/(r) < M¡ix{Y(0), S,},

lo cual concluye la demostración.

2.4. Puntos de Equilibrio. Para determinar los puntos de equilibrio del
sistema (1.10), buscamos las soluciones del sistema de ecuaciones igualadas a cero:

Eo : (,S,,0)
Er = (), rls, )l),

donde .\: p 1(D). Por la condición (1.2), esta constante está bien definida.

Proposición 1.1 (i141,[43]). Si se cumple la conüción (1.2) ! las soluciones de

(1.10) son no negatiuas, entonces tod,as las soluci,ones conuergen a 81. Si no se

curnple (1.2), tod,ss las soluciones conoergen a Es.

A continuación, realiza¡emos una interpretación ecológica de este resultado.
Reco¡demos que ¡r(.) es una función estrictamente creciente y p(l) = D. Por lo
tanto, si S < ), entonces se tiene que z/ < 0 y la densidad de la especie microbiana
es decreciente. Al contrario, si S > ) se tiene que p(,9) > D y z' > 0, lo cual implica
que la densidad es creciente.

De esta forma, si asumimos la condición (1.2), vemos que .80 es inestable y
.81 es estable; es decir, El es localmente asintóticamente estable (LAS). Usando
algunas herramientas estándar en el estudio de los sistemas dinámicos, se puede

demostrar que el primer punto es repulsor y el segundo atractor, ambos globales.



Capítulo 2

Chemostato con dos Especies.

1. Descripción del Modelo

En este caso tenemos dos especies monodependientes que compiten por el mis-
mo sustrato limita¡rte. Aniílogamente al caso de una sola especie, las va¡iables in-
volucradas son ,9(ú) Ia concentrarión de sustrato, ty(t) y r2(t) la densidad de organ-
ismos de la especie 1 y 2, respectiramente. Además pt(S) y ¡rz(§) representan las
funciones correspondientes de consumo de nutrientes de Ias especies, en función del
sustrato disponible; y las consta¡tes de rendimiento (la razón en la cual transforman
el consumo de alimentos en crecimiento) son los valores 71 > 0 y 72 > 0.

El sistema queda determinado, igual que antes, por las ecuaciones de tas pobla-
ciones y por Ia ecuación de Ia evolución de Ia cantida.d de sustrato que disminuye
ahora por dos consumido¡es; así, la situación es:

: D(s. - s) - 1 'pr (S)¿r - tl' t"z(S)rz,: ,r [pr(S) Dl,
- rzlpz(S) D),

donde S,o1, ,r2 son funciones no negativas; y pto, p2O funciones derivables (por
lo tanto, localmente lipschitzianas), estríctamente crecientes, acotadas y nulas en
cero, que satisfacen:

(21) {'i

(2.2)

(2.3)

¡¡r(0) : pz(0) :0, D < *í"{ll¡rrll-, llp:11""},

D <p,t(S") y D <¡.rz(5,).

2. Puntos de Equilibrio.

Para determinar los puntos de equilibrio del sistema (2.1) determinamos los
ceros de estas ecuaciones, obteniendo:

Eo = (Sr,0,0),
E1 : ()1,71[5, )r],0),
E2 = (),2,0, y[5. - ).21),

donde A1 : pr'(D) y 
^2 

- p.;t (D) están bien deflnidas en vi¡tud de (2.3). Esas
constantes iienen un significado biológico, representan la cantidad de alimento nece-
saria para que el crecimiento de Ias especies iguale la tasa de dilución D. En la lit-
eratura, dichas constantes se conocen como brealc-eten concentrationl y dan cuenta
de que, para valores de S menores )¿, la especie r¿ no alcanza a crecer con la rapidez
suficiente como para compensax la evacuación y persistir en el bioreacto¡.

lconcentracióri crítica, o concentración de quiebre,

17
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Pa¡a determinar las propiedades de los equilibrios, se debe eva.lua¡ la matriz
variacional asociada al sistema (2.1) en estos puntos.

El comportarniento de Ios puntos de equilibrio del sistema está determina.do por
,11 y ,\2. Para eso calculamos los lalores propios de la matriz variacional evaluada
en los puntos de equilibrio; dependiendo de la parte real de ellos, los clasificamos
según el criterio de Routh-Hurwitz (ver [6], [12]):

o Caso I-: ,\r < )2.
-Eo y -82 son puntos de equilibrio hiperbólico; el primero de variedad estable
unidimensional y variedad inestable bidimensional, y el ot¡o de variedad
estable bidimensional y variedad inestable unidimensional. El tercer punto
de equilibrio E1 es localmente asintóticamente estable.

o Caso 2: )1 > )2.
La situación es anríloga a la anterior; cambiando 1 por 2, y viceversa.

o Caso 3: ,\1 : )2.
El sistema tiene un conjunto infinito de posibles puntos de equilibrio.E,
contenido en el semiplano p-{(S,q,rz) e R}: ,9:.tr1}, conformado por
la recta de ecuación:

g : {Qn,xyr2) e R}: "S" - ^L:^nq 
+12:82}.

Este último caso se puede estudia"r mejor determinando si son puntos singulares
o hiperbólicos. En el caso de ser singulares, usando la técnica de blow up, se puede
intentar desingularizarlos.

La situación descrita en los tres casos anteriores tiene la siguiente interpretación
biológica: la especie sobreüviente es aquella que tiene menor break eaen ancentra-
tion ),; es decir, aquella que requiere menor concentracióu de nutriente para tener
un crecimiento que supere la tasa de dilucióu D. Este parámetro es el que deter-
mina la supremacía de una especie, mide su eficacia competitiva en términos de su
voraridad.

EI comportamiento asintótico de las soluciones de (2.1) es un ¡esultado funda-
mental en ecología teórica, conocido como Pri,ncipio d,e exclusión competitáua (ver
por ejemplo: [7], [14], [17], [zs] y [as]).

3. Principio de Exclusión Competitira..

Sin perdida de generalidad, supondremos que )1 ( .\2. El caso inverso es aná[o-
go al anterior; restando por analizar el caso ,\1 : 42, el cual pospondremos para el
final.

Existen diversas demostraciones de la siguiente proposición (por ejemplo, con
sultar [14], [43]), las cuales se inspiran en el uso de sistemas triangulares, el teorema
de Poinca¡é-Bendixson y la teoría de sistemas dinámicos monótonos [44] y otros
varios trabajos que estudian sus desarrollos actuales e implicancias mrís directas,
como: [17], 1241, l2Sl, [27] y [9]. Un paso crítico de estas demostra.ciones es la
reducción a un sistema bidimensional, lo cual exige descaxtar cierto tipo de com-
porta¡nientos de Ias soluciones en la frontera del cono JR|. La demostración que

realiza¡emos es alternativa y original. La novedad se basa en la construcción de
funciones de Lyapunov promeüantes 2 introducidas por Josef Hofbauer [20], {21].

2Traducción libre de,4r.reroge Lyapunol) fgnctiotus.
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Este enfoque es una alternativa al uso del ieorema de Butler Mc-Gehee y puede
generalizarse a modelos más complejos, como se ve¡á más adelante,

Proposición 2.1 (Principio de Exclusión Competitiva l14l,l43l). Si )r < )2,
entoncrs el punto El es globalnente asi)ntóticanente estable para el sistema (2.1),
Si )z < .\r, entonces E2 es globalmente e.sintóticamente estable.

Douost¡¿¡.cIóu. Queremos ver que la cuenca de atracción en torno al punto
E1 (el cual es localmente asintóticamente estable), se extiende por lo menos a la
clausura del cono positivo -excnpto En y E2-; fuera del cual la situación carece de
sentido biológico, Es decir, queremos demost¡a¡ que el punto El es es el conjunto
o-límite de toda solución que tenga como condición inicial algún punto arbitrario
del cono positivo, salvo los puntos de equitibrio.E6 y.82.

Sea z(0) : z¡ = (S(0), 11(0), 12(0) ) una condición inicial en un punto cualquiera
del cono positivo y g¿(zs) la solución del sistema (2.1) con dicha condición inicial.
Denotemos por f : {(§, cl, z2) € R3: z1 : 0} el semiplano de segunda coordenada
cero y z0 perteneciente a dicho semiplano l, Entonces, es fácil obser!2¡ que

zo : (§(0),0,rr(0)) :-+ r', - ¡r[¡,r(S) D] :0.

De esta manera, @¿(z¡) e l, para cada valor de, > 0. Es decir; el semiplano I
es invaxiante para el sistema de dos especies.

Deñnamos la variable auxiliar

(2.4) Y(¿) = s(r) +'y, rr1(r) +1;1r2(t) s,.

Notemos que I/ satisface la ecuación diferncial

V': DV.

Es decir, Ia función I/ es tal que:

lhm Y(t) : 0.

Por lo tanto:

,l5g S(ú) + 7¡ro, (t) + tirrz(t) : 5,.

Estas consideraciones coinciden con el siguiente principio de conse¡vación: en
el estado límite, el sistema se estabiliza de tal manera que, el sustrato disponible,
más el consumo conjunto de las especies es justo lo mismo que ingresa al reactor
(siendo un medio estéril, el sustrato no se crea ni se destruye, solo se consume).

Sea D el sector del pla.no contenido en el cono positivo defrnido por:

¡ : {(,9, o1, zz) e R3: S + 7t1o1 +y112= §.}.
A través de la definición de V, y de su comportamiento asintótico, notamos

que esta región recibe el flujo del sistema (2.1); es decir, para cualquier rzlor de
ao : (S(0), zr (0), zz(0)), Ia solución supeditada a esa condición inicial tiene su
conjunto r,.r-límite contenido en E. M¡ás formalmente, si.y(z¡) : {(S,ci,r2) e
R3/(,S,11,22) = ót(zi,t € IR) es la órbita de la solución de la ecuación diferencial
autónoma (2.1) asociada a una condición inicial zs a"rbitraria, entonces;

l9
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{'Y("o)}' :' w(zn) c E,

donde {7(26)}'es el conjunto de puntos de acumulación de dicha órbita.
Obse¡vemos a continuación cómo el plano I es además repulsor. Ya sabemos

que es inva¡iante. Definamos la función I{ :R3 -+ lR mediante:

W(S't1'4) -q'
Esta función cumple que es derir'able, nula en el plano f y estríctamente positiva

fuera de é1. Así, resulta ser una función de Lyapunov promediante. Ademris:

W' :,\
- z1[¿r.1(,9) - D]
:: ty9(5,r1, x2)

- Wp(S,nt,cz).

Si la función (p satisface p(E¡) > 0, para cada .E pe¡teneciente a l, dicho
conjunto invariante resulta¡á ser repulsor. -82 es el único punto de equilibrio en l;
y la evaluación de dicho punto en (p es mayor que cero:

tp(Ez) -- p()z,O,tz(S, - ¡z)) : i,1()2) - D > 0.

Luego, de aruerdo cou el Corola¡io 2 del Apéndice B, concluimos que f es

repulsor.
Al ser I repulsor, paxa cualquier condición inicial z0 en el cono positivo, existe

un á > 0 tal que Ia solución /¿(zs) : (,9(t), o1(ú), z2(f)) satisface:

,l¡g inf cr(t¡ > a.

Ahora, consideremos zt perteneciente a i,r(zs). Es decir z1 pertenece a la porciól
de plano I. Ademrís, por el límite anterior, no perteuece a l. Porque z1 pertenece a
E, podemos conside¡ar 6r(21) : (,9(ú), cr (¿), r2(¿)) su solución asociada y expresa.r

S(f ) en términos de 11(t) y ,r2(¿) 
-usando 

Ia va¡iable auxiliar V (2.4)-. Dichas
funciones cumplen el sistema:

(2 5)

Este sistema de dos dimensiones (restringido a E, homeomorfo a un subespacio
lineal de dimensión dos), tiene los mismos puntos de equilibrio del sistema (2.1),
los puntos En, E1 y 82. Como este sistema también es competitivo, tampoco tiene
órbitas periódicas. Nuevamente, asumiendo que )l < lz y atendiendo el criterio de
Hurwitz, resulta que -81 es LAS y que los otros dos, Ee f E2, son inestables.

Pero tanto Eo como E2 pertenecen a l, repulsor del sistema (2.1) (y ademrás,

repulsor del nuevo subsistema); por lo tanto no pueden ser o ni r¿-límites de órbitas
homoclínicas o hete¡oclínicas: los flujos asociados al subsistema no convergen al
repulsor. Luego, por PoincaráBendixon, -81 es atractor de toda solución asociada
a condiciones iniciales arbitrarias, salvo Ios puntos de equilibrio en I.

De este modo, si z1 e X\I se tiene que u(27) - pr. Como zr € r,r(zs), y el
conjunto a-r-límite es cerrado e invariante, concluimos que or(z¡) : E1; qu€ era Io
que queríamos demostra¡. ¡

I ri = rr[pr(.s) - D]

1 ,á : r2[p2(S) - D].

20



4, PERSISTENCIA UNIFORME- 21

Desde un punto de vista matemático, se tiene que las condiciones necesarias
y suficientes de estabilidad global para los equilibrios .81 o .E2 coinciden con las
condiciones de estabilidad local. Desde un punto de vista ecológico, el principio de
exclusión competitiva afirma que si dos especies (o1 y 02) compiten por un recurso
(en este cáso el sustrato S), sólo una de ellas sobreüve y la otra se extingue en
el largo plazo. La especie exitosa se¡á aquella que requiere la meno¡ cantidad de
sustrato que iguale su tasa de crecimiento a la tasa de dilución (i.e., Ia menor
break- er en co ncentmti o n).

Finalmente, existe una serie de resultados experimentales que confirma el prin-
cipio de exclusión en un modelo de competición de especies en un chemostato: 110],
[16], [25], [26], l37l y 146l se encuentran entre ellos.

Competidor 1 Competidor 2 Sustrato Referencia
E. coLi A. úneland,ii Glucosa 23 1973

E. coli P- aentgtnosa Tliptofano L6 1980

S, mutdtus S. sanguins Glucosa 26 1983

P. puttd.a P. resinouorans Fenol 37 1989

C. utilis S. ceret¡i,si¡e Glucosa 10 2004)

4. PersistenciaUniforme.

Teniendo en cuenta que el principio de exclusión competitiva es taxativo en
señalar la imposibilidad de obtener coexistencia en condiciones naturales, surge la
necesidad de buscar condiciones adicionales para garantizar la sobrevivencia de dos
o más especies en un ambiente común, como en el caso del chemostato. Entre todas
las posibles alternativas para asegurar la persisteucia uniforme de ambas especies,
se encuentra la propuesta que presentarnos a continuación: ayuda.r a la especie de
menor eficarcia competitiva, insertándola en el chemostato a una tasa constante.

Supongamos que ,\z < )1; es decir, que la especie 12(.) prevalece sobre la especie
qO ( ¡z es más eficaa que c1). Para propiciar la coexistencia de ambas especies,
subsidiamos a la primera, la de menor eficacia competitiva, en una tasa constante
c*; con lo cual la dinámica del chemostato de dos especies queda descrita por :

Pa,r'a hacer coherente nuestra notación con los lesultados obtenidos para el
chemostato con u¡ra especie, tomamos t- = h(5" - .\1). Así el sisterna a estr.rdiar

,5í - D()1 -,Sr) - rilpr(Sr) q - yt ¡L'2(S)q,
&l: nrlpr(st) - Dl + D71(s, - )1),
a'r: r2lp2(51) - Dl,
51(0) > 0, n;(0) > o; i - r,2.

Sus puntos de equilibrio sólo se preserüan donde se anulan simultáneamente
las t¡es derivadas que componen el sistema. Esto ocurre en dos puntos diferentes,
dependiendo de la condición inicial r2(0): ella puede ser nula o positiva.

( si :D(^1 sr) - l,'p,(§r)rt-'t21 p2(s1)22,

J z', :.r1fp1(,51) - Dl + Da',
) xL: szlpz(St) - Dl,
I s, (o) > o, r¡(o) > o: i : 1,2.

es:

{26) t
t
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4.1. Primer caso: c2(0) : 0' Primero' demost'raremos' que existe ur único

punto de equilibrio L""go p'ob-á; ;;;;i;" un s'trortor Slobal para el sistema

12.6).'Porlaunicidaddelassotuciones'r2Q):o'tTi"t1i1^'0'Esdecir'la
,",J;";:,;;;;d",*"""";1";;;'"i;í":*:'i*X;:i%t1",]:"T'::f 1
coordenarla, notamos que' el eqt

solo si: Dh (S. l L ),, = -7i.I,(sil '

observemos que, si 51 ' l" "-":"^T::-:i:,"0 .?".*11,iil"":?Jf":*':"","1;

:illi:*ffit".if;:i ilffi :: [::itjL tffi" ::1 ]: -':Ño'ecuación 
de

2'6 es lineal autónoma ,.o nt,,"tLi"'li ""1 
tli'ari¿" inicial no'negar iva)'

Pa,ra que 
"e 

un.,l" la p.i-e,?'i,*í0", sl :0, eS necessxio y sufrciente que:

D(.\., -Sr) : 1¡tl.i.r(Sr)rr'
Dr, (S" - lr)

D(lr-sr) - 1i'P,(s,)J-;1(5t'
' (s" - 

^r),\r-Sr : Pr(sr)r;-rilSJ'
(S. - Ar)

-lr FSr - -/rr(SI)r;;\GJ'
(S" - )r)

S1 :,\i -,,r(Sr)7;7;FJ'

Definamos g : Rn \ {I1} -+ R mediante
(.9, - lr)

\2.7) e(Sl) = 11 - /,r(S')7;rm'

Respecto d.e esta nueva función' notamos que es continua.(t:': 
:::iH\:

S, :iu-i"tu. no está definida) Ademas' 9(0): )t > 0 v si 51 : /,,^ \-íi '

entonces

, (s,) :

^'D 
S" -)r= ,L - -- ' 
=----1;r'- )f D_ -i:

.\' s' - lr\- 
- 

---:. 
--1-_.s. 1-*
c )": .\¡-)1 r-'

=0.

(s, - l,
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Hemos llegado a obtener la nulidad de aquella primera función del sistema (2.6),
como la existencia de un punto fijo de una nueva función, la función 9(.).

Por hipótesis, 0 < )r < S. (de Io contrario la cont¡ibución hecha para ayudar
a la especie Í1 no sería positir.a). Entonces, se tiene que 0 < +3 < D < llprll-.
Por lo tanto,

o < pi' (4q) . r;'(P),
^- \ "r /

0 <Sr<)r.
Así,9(0) : lr > 0 y s(§r) : 0. Luego, por la continuida.d de 9(.), existe un

número S. (0.S,) ral que g(5) : S.

Es decir, existe un punto donde se anula la primera fuución del sistema (2.6),
refe¡ido a la condición inicial dada.

Por otro lado, Ia derivada de la función 2.7 es:

s'(s) - pr (.9) (s. )r)(D-pr(^9)) - pi(,t)pr(§)(s, 
^r)fD p,(s)l'

Siendo esta función negativa, para todo 
-ralor de §1; es estríctamente decre-

ciente. Luego el único punto fijo en [0; ,\1) es §. Otro punto fijo se podrÍa presentar
en ()1 ; oo), pero haría que la coordenada rrt fuera negativa.

Por lo tanto, el único punto de equilibrio de dicho sistema (2.6), referido a la
condición inicial 12(Q) : 6, ss;

(2.8) ,,: (r,?9#P,r)
Lema 2.1. El punto E7 es local y globalmente asintóticamente estable para el sis-
tema (2.6), referirl.o a la cond.ici.ón inicial r2(0) = 0.

DEMoSTRACIóN. Primero, notamos que lafunción z2(f) ::0essolución. Como
el sistema (2.6) está compuesto por funciones localmente lipschitzianas, ella es la
única solución. Así el sistema (2.6) deviene en:

(2.e)

<0.

f ,Si - D(lr - Sr) t; rtr(.9r)rr.

{ ,i - ¡,[p,(S,) - D] + D1r(,5" -.\1).
I st(ol > o, ¡r(o) > o.

La matriz variacional de dicho sistema es:

( _p_trlsr\.tr,r, .¡r,(Sl)r;, \.
\ pi(Sr)rr t,t(St)-D )'

evaluando en el punto de equilibrio E1 resulta:

(2.10)
( -D - u\\s)T:i,il r,,ts)ri ' \
\ ritSlffi$ p,tSt' o )

Para demostrar que D1 es localmente asintóticamente estable, veremos los autor,a-
lores de esa matriz- Ellos son las raíces de:

P(") = 
"2 - (Tr)z + L',
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donde ?r y A son la traza y el determinante de la matriz (2.10), respectivamente.
Así, los autovalores serán de parte real negativa si ?r < 0 y A > 0.

i)Tr <0.
Como la función ¡11(.) es monótona, y supusimos qu" S < lr, tenemos que

pls) < D

de manera que ¡r1(S) - D < 0. Por otra parte, la misma monotonía implica que
P!t( ) > 0

Entonces, ( D d(O##+) es negativo. Luego, la traza es nesativa.

ira>0.
Ese será el caso, siempre y cuando se cumpla que:jajajja

o < (-a ,i1s¡!ts:-:-^:r) (r,rsr- a)

(-e,(§)ri') (a«oze;P),
o < -Dpr(S) +o2+ou\{$P§:-4,

o . ( p,1S,¡+a),rltsl#X#.

Como sabemos qrre § < )¡, se tiene que p1(§) < pr()r) - D.
Luego,

o < o - p1(5) ¡ ri15;2-!1:-t).u - ltt\S )
Entonces, el punto .81 es localmente asintóticamente estable; sin ninguna condi-

ción a.dicional.

Pa^ra ver que además es globalmente asintóticamente estable, usamos el mismo
cambio de va¡iable citado anteriormente:

I/(¿): sr(¿) + 11r1(t),
vt(t) : -DS{t) - D1l1r{t) + DS,,
vt(t): -DV(t) + DS,.

Entonces,

,[* Y(t) - ,[* s, (¿) + Trt(t) : 5.";

y dicha convergencia es de manera exponencial.

Reescribiendo el sistema (2.9) con el cambio de variable indicado, resulta:

( v' = -ov ¡ os,.
(2.1r) I "\ = ,rÍpr(V - rr 1r,) - 2l + D7¡(S" - )¡),

I Y(0) > 0, 11(0) > 0.
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Las entradas de dicha mat¡iz que están fuera de la diagonal principal, son no
negativas. Entonces, el sistema es cooperativo [43]. Adem¿ís, sus soluciones son

acotadas. Por Io tanto, el sistema (2.11) no tiene órbitas periódicas y el r,., límite
de una condición inicial genérica en JR] es un punto de equilibrio (ver Teorema 2.2.

de [44]) 3.

Como el punto de equilibrio es localmente asintóticamente estable, existe en
torno a él una cuenca de atrarción conexa; entonces, no puede haber órbitas hete-
roclínicas ni homoclínicas. Por lo tanto, el teorema de Poincaré - Bendixson [43]
permite concluir que el punto de equilibrio del sistema (2.11) es un atractor global,
como queríamos demostrar.

4.2. Segundo caso: z2(0) ) 0. En esta subsección veremos los puntos de
equilibrio del sistema (2.6), junto a las condiciones que garantizan sus existencias y
determinan sus estabilidades. Además, estudiaremos el comportamiento asintótico
de dicho sistema y Ia persistencia uniforme de ambas especies.

1.2.1. Equilibrios. Si rz(0) > 0 tenemos, a priori, un sólo punto de equilibrio
del sisiema (2.6):

(2.r2) ,, - /g.Prr(s"-],).0\.' \ D - pt(S\ /

Como S < )1, por hipótesis, E1 pertenece a d¿(R3+). Pero, si además se cumple
que )2 ( §, tendremos otro punto en Cl(R|) que también es equilibrio.

Dicho sistema tiene el siguiente jacobiano:

( p,tv - lr'rr¡ + t?r'p\tv .lttxt)ct t,r(v - ^t?'*r) - D)

Sea

Entonces, E* es un punto inter-ior d.el primer octante deF.ls si, g solo si, ),2 < S-

Dptr¿osrn¡cIóN. Las primeras dos coordenadas son claramente positivas. Por
lo tanto, la afirmación de que .E' está en el interio¡ del cono positivo R] es equiv-
a,lente a:

o < (r, 
^r,- ''3'ltf;¡ii),

)2 ( '\1 - Pr(rz)(S"- )r)'
D pt(^2) '

\z < s(^z);

LeIfaa 2.2.

(2.13)

3 EI lector puede coosultar el Apéndice B.
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donde la función 9(.) es aquella definida en (2.7). Notemos que la función g(.) es
estríctamente decreciente:

e'(s):

Recordemos que, existe § tal que 9(,§) : ,9. Como 9(.) es estríctamente decreciente,
la condición )z < g()z) es cumplida para

(2.r4) )r<§,
y para .\2 perteneciente al intervalo ()1, M), siendo M el posible otro puuto fljo
de g o bien oo. Pero, )z- ( ,\t; por Io tanto la única opción para que se cumpla
)z < S()r) es que )2 < S.

Es decir, el punto E* es interior siempre y cuando se cumpla la hipótesis dada.
¡

A continuarción, veremos que la ¡elación de orden del parámetro S respecto de
.\1 y )2 determina adem¿ís la estabilidad de los puntos de equilibrio.

Lema 2.3. Si S < 
^2 

entonces E¡ es localmente asintóticamente estable.

DEMosTRACIóN. Analicemos la matriz variacional del sistema (2.6):

/ D t'r(SrhaLrl -,iiá(Sr)t, 1¡: pr(Sr)rir -pz(5r)rir \
I p|(s,lr, pr(Sr)-D o l.
\ r,!(S,),, 0 r:(Sr) D )

evaluando -81 en ella:

| -o p\ts)#*B p1(s)111 *'1s)ri, \
I eitstff;f, p(§r-p o l.\ o 0 pz\s)- D /

De sus tres autovalores, dos coinciden con los de la matriz (2.10); entonces
son de parte- real negatilr. El tercero es (¡r2(§) - D). Como p2(.) es estríctamente
creciente y S < )2, la hipótesis del Iema implica que (p2("9) - D) < 0.

D

LeÍ\a 2.4. Sr.\2 < S entonces E es localmente asintóticamente esteble.

Dolr,rosta¡.cró¡¡. Defi namos

Y(¿) : s(r) + 111r1(t) + 121c2(t) - s,.
De esta manera, el sistema (2.6) es equivalente a

Vt: DV : h(V,r¡,x2),
n\ = rt[pl(V - 11", - ^tl'r, + s.) -r] +r7r(s, -,\r) : lz(V,r7,q),
tL: ulpz(V - tr'*, - 1i'r, + S.) - Dl = ft(V,xyx2),
Y(0) > 0, z¡(0) > 0, á : 1, 2;
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y el nuevo punto de equilibrio es

E. - (0, +Ll§k#,rz(), - )z) - r,alrPffi¡
Analicer¡os la mat¡iz variacionai a.sociada al nuevo sisiema. para eso, consid_

e¡emos las derivadas parciales de /i. con i : 1,.. . ,3.

0f, ^ )ft .. 0.f ,
av_ D ñ u ü_0
of' ,-,J trl ^ r-
av 'L't2 

ls't'
cf.
ü - t r(v ti'¡r - li'"2 * S.) D 1rtr1p!r(V - yr¡l .rltsz+ S,),

oÍz
Oa ' l, ¡tlt'.\V 'tt ¡! 'i'¡z r 5, ).

ñ r2p'r1V -,rL.., '.r112 .5,).
at,
á; - ,, 'r2p'rÍV - t,1L'. .r-rr2 r §.r v

#: urt, 1, I.r1 - 1, 1r2 +.9,) D :¡14¡./(V r, 1r1 _.y;1r2 + S,).

Pa¡a dete¡minar Ia estabilidad local de ,8. evaluamos la matriz va¡iacional en
dicho punto y calculamos sus autovalores. Notemos qr¡e el primelvalor propio estt: -D, Los ot¡os dos provienen de Ia mat¡iz

/ 0Iz t"Iz r
I ;i- ;-- I

I bi¿ df¡:' lte't'\ ar, a*l

Las ent¡adas de esa matriz son

Af"
ffrE.t. urrÁtt D. g#',p,tt^2t.

9l?,o,- Da¡,'-'' ..)fi,l,rlr'r,''
#,"-,- -* [.,, .rz - e.gffifl)u,(t,) y

Af"
#,'u'' 'Lt' 't, '#ilii]r':,'r,,'
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Para demostrax que .E* es localmente asintóticamente estable, veremos los au-
tovalores de esa matriz. Ellos son las ¡aíces de:

P(z): z2 -(Tr)z+L,

donde ?r y A son la traza y el determinante, respectivamente. Así, Ios autovalores
serán de parte real negativa, si 7r < 0 y A > 0.

i)Tr <0.

Cla.ramente,

*O.l =0,,(^:)) - D) - Bg#Jp,,(r,)) < o y,
dtt

ffe;: [^, - ^, 
- q++frP] u'zxz) <0.

Entonces, la traza es negativa.

.ii) a > 0.

Este determinante es negativo, siempre y cuando,

ffe.t fftr,t, #,u., fftr.t.

Y eso es equivalente a

lo cual ocurre siempre, y cuando, D > f¿1()r). Por lo tanto, el determinante es

positivo. Entonces los auiovalores de la matriz son de parte real negativa.
!

.1.2.2. Persistencia Unifomne de las Especies. En esta sección entregaremos
cotas inferiores para las coordenadas r1(f) y er(f) de las soluciones del sistema
(2.6).

Lema 2,5. La funciín r1(t) es unitonnemente persistente. Mós aún, se tiene que:

lím inf e1(f) > rr(S. - )r ).tJ+6

DBvosttecIó¡. Sabemos que:

f ,', rr[¡r:(Sr) D] I Drr(S, ]r),
I r1(0) > 0.

Como ¡r1(S1) ) 0, teremos que [p1(,S1) - D]> -D. AsÍ entonces:

/of E\ I ,,r> - Drr rDfr(S" -)r).\¿.¡!,, I r¡(0)> 0.
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Sea la ecuación diferencial ordina¡ia liueal:

f u,- -DU +Dtt(é, - 
^t),\ ü(0) :: rr(0).

Usando resultados clásicos de comparación (ver por ejemplo 118]), se puede concluir
que las soluciones de la desigualdad (2.15) están acotadas por U(f):

xy(t) > U(t).

Notando que, Ia solución U converge exponencialmente a ^n(5, - )1), con-
cluimos la demostración del Lema.

tr

Lema 2.6. Si 
^2 

< S, entonces, ta función q(t) es uniformemente persi.stente.

DrvosrR¡.cróN. Sabemos que, la porción de plano

¡ = {(S,21,zr) e )R3: 5+ 7f121 + 121x2 : 5,},

contiene al conjunto ulímite de toda ó¡bita del sistema (2-6). Es decir, el semiplano
» es atra.ctor global; con lo cual, la órbita de cada condición inicial en el cono no
negativo de JR3 converge a é1.

Notamos que 13: {(S1,o1,zr) € lR3: c2 :0} es inva.riante, pues si r2(0) - 0

entonces
x'z: ulpz(St) -Dl :0

Veamos que 13 es repulsor. Definamos la función W2 : lRs -+ lR mediante:

Wz(S,xt,nz) : sz.

Esta función cumple que es derivable, nula en el plano 13 y estríctamente positiva
fuera de é1. Así, resulta ser una función de Lyapunov promediante. Además:

w4 :rL
-- ql¡.4(51) - D)
: w2Ítl2(st) - D\.

Si Ia función

ez(g,q,rz)=p2(51)-D

satisface p2(.Ei) ) 0, para cada punto de equilibrio -Ei perteneciente a 13, dicho

conjunto invariante ¡esulta¡á ser repulsor. Sólo tenemos un Punto de equilibrio en

13, E1 : (S,ffi#,r), encontra.do al suponer que rz(0) : 0. La evaluación

de 92 en él da

,, (r. prr(s. :\:).0) = r,rsl _ p.
"\- D-pr(S) ) '-

Ia cual es positira si. y sólo si. )z < ,§.
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Si tenemos esa condición, usamos el Corola¡io 2 del Apéndice B, para concluir
que 13 es rePulsor.

Al ser f3 repulsor, para cualquier condición inicial zo en el cono positivo, existe
un ó2 ) 0 tal que la solución f¿(zs) : (S(t),x1(t),x2(t)) satisface:

lÍm inf ¡,ft\ > ó,.

tr

De esta manera, hemos encontrado una condición para garantizar que el punto
de equilibrio E1 (y todo el semiplano 13 que lo contiene) sea repulsor- M¿ís aún,
como la condición encontrada es la misma que impusimos para asegural la existen-
cia de E*, hemos demostra.do que, dicho punto interior existe si, y sólo si, el otro
punto de equilibrio, E1, es repulsor.

1.2.3. Comportarniento Global. En esta paxte final del capítulo, veremos el
comportamiento global del sistema (2.6). Pa.ra eso, daremos condiciones para obten-
er estabilidad global del equilibrio del sistema. Pero antes, demostraremos un pequeño
Lema técnico; muy útil en lo que vendrá ahora y mrís adelante.

Lema 2.7. Sea $1 el flujo a traués d,e Uo, asoc,iad.o a un sistema autónomo d,e

ecuaciones diJerenciales d,efinid,os en X; siend,o X un espacio d,e Banach de d,i-
mensi,ón finita A [Jo un punto genéri.coa d,e X. Si, ót tiene un punto d,e equi.tibrio
locahnente asintóticamente estable, E, tal que E e w(U¡) entonces E es globalmente
asintóticamente est able.

DpuosrneclóN. Como -E es localmente asintóticamente estable existe una
cuenca de atrarción conexa. Es decir,

1 6 > 0: para tod,o e > 0 1 t, > 0 tal que

si y e B5(E) /\ t>_t. entonces ót(a) e B,(E).

Como E es c,,,-límite de un punto genérico, existe una sucesión (¿n),¡€N, creciente
y no acotada, que a partir de un cierto n hace que el flujo S¿ esté 6-cerca de.E. Es
decir,

) (t") ,V +a : 3 f 1v : ú¡15¡ ) 0 tal que

si tn 2 t¡¡ entonces Q¡_(Us) € Bs(E).

Tomemos to : t, +tN. Si ú > fo, podemos considerar t: tt I tN, para algún
i 2 t"; y por 10 ta¡to

ó,(Uo): ór,(ór,(Ui) e B,(E),

pues @¿. (U6) € Bó(E).

Es decir /¿(U6) e B,(E), paxa todo ¿ > ¿0; concluyendo así Ia demostración.
tr

4Arbitrario y no equilibrio: con evsluación ilo simültá¡eamente nüla en todas las ecuaciones
difererciales del sisteme considerado.
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Observemos que en la demostración de este Lema uo usamos que el flujo fuera
invertible, pues trabajamos con a¡-límite. Entonces, la tesis de Lema permanece
válida si reemplazamos flujo por semiflujo. De hecho, es así como la aplicaremos
nosotros, puesto que los sistemas autónomos aquí considerados se refieren a tiempos
positivos: f € JR1.

Teorema 2.L. Sn S el punto fijo d.e la función g(.) d.efinüta en (2.7). Dntonces,
el comportamiento global del sisterna (2.6) esta d,ad,o por la relaci,ón d,e ord,en entre
S v )2:

i) Si S < )2 entonces E1 es globahnente asintóticamente estable.

ii) Si 
^2 

< S entonces E* es globalmente asintóticamente estable.

Dstn{ostnA.cIóN. Definamos

(2.16) y(¿): s(r) +7, 121(ú) + 1lt r2(t) s".

Su derivada es:

vt: D\t -,D,Sr(¿) - 71-1p1(,51(r))cl(t) - 1rL p2(sr(t))rz(¿) + rilzr (¿)pr (sr (¿))

-111r1(t)D + DS, D\ + -ri1rz(t) pz(S:.(t)) - tl'sz(t)D.
: DS(t) - Dlltq(t) D1rlq(t) + DS,.
: DV.

Es decir, dicha función converge exponencialmente a cero:

Iim [z(t) : A.

De esta manera, la órbita de un punto genérico de JR| converge al plano

¡ : {(§,21,12) e R3; §+7t1r1 +12112- §.:¡}.

Mediante el cambio de va¡iable anterior, (2.6) se transforma en:

Po¡ lo tanto:
lím

(2.17)

Vt : -DV,
ri: sipt(V -tl'*, -1i'r, + s.) - Dl + Drr (.S, -.\r),
¡L: r"[u"(V - r.'2, - r"-'¡, +.S") - Dl.
Y(0) > 0, o¿(0) > 0, i = 1, 2.

Sea U¡ e Inl(R|), un punto genérico. Definamos

w((-I¡) : {(v,q,rz) e R1: l{¿"}, ,ñ -} +oo : ót-(uo) -+ (v,r1,r2)};

donde {¿ es el semiflujo solución del sistema (2.17).

Como lím¿*.,.- Y(t) : 0, 
"rrtor"". 

paxa todo (V,r¡r2) perteneciente a ar(U6)
se tiene que I/ : 0.
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Sea 2 : (0,i1,ir) e ru(U6). Dado que o(U¡) es inva¡iante se tiene que, el
semiflujo solución del sistema (2.12) a [rarés del pu,to Z sigue estando en clicho
omega límite:

O/4 e ,n(Uo), par-a todo I ) 0.

Sea.i: (i1,á2) y sea rp¿(i) el semiflujo a t¡avés del punto (2) solución del
sistema

(2.18)

( lt 11[p.(5. ],1., .z'rz) Dl- DttÍ5, )r) - /r(¡r.¡:.).
\ r', - t2l¡t2(5" ' 1r1t1 .,zL.rz) Dl - !2tt1.r2).
[ ",(0) 

:.i,, ¿ : 1, 2.

De esta manera,

ÓtQ) : Q,ptG»; pa¡a todo f ) 0.

Y, por Io tanto,

(2.19) (0,pr(z)) € r,.,(U6); para rodo I ) 0.

La matriz jacobiarra de este sistema tiene las siguientes entradas fue¡a de la
diagonal:

0f''
;','" lz 'rrpii5, .i',", ',r.r2r.ai, ^ ,_
5l 

''' t'¡l¡S'- 11 
rr¡ - 

" 
I12)'

Como ¡ri(.) ) 0, notamos que, arlbas derivadas parciales son negativas en lR].
Por lo tanto el sistema es (2.18) competiiivo (ver [43]). Ademris, Ias órbitas son
acotadas. Errtonces, por el Teor-ema 2.2. de laL) c<¡ncluimos que, no existen órbitas
periódicas y el omega límite de un punto genérico es un solo equilibrio.

Pa¡a encontral los equilibrios, igualamos /r(, ) v /r( ,.) acero. Si /r(., ):0,
tenemos que, rz : 0. o bien

(2.20) p2(5, ?i1rr lir lz) : D.

Supongamos primel.o quc r: : 0. En este caso ll (., .) - 0 si, y sólo si,

t, nt \ _ D.t(S, At )" o P"lll,Il
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Notemos que la última ecuación es satisfecha para rr : #ffi, or".,

Dt6.- 11) : o1(D -p,(S. -zi1cr)),
Dr,rs" r,) __ D?r(s" -]1) (o_,,(r" 1.-rr?r(s" - j\,)\\Ul|\¿l ^|] _ _D,,G) (,_p,\," .,,. 

,_;Gl )),
z p(S" 

^r)\, -ll,(s) D- t,, (t.-rtil3'/
a DS" - ,9"p, (5) . DS. l Dlr- D-t"G)
s:
a D\:. -pr(S)I, ¡rr(S),\1 -,S./i r(,9)"r.
^ , pr(S)(s. - 11)D : ^r__D:;rG)

Dicha igualdad es gracias a la deñ¡rición de,§ como punto fijo de Ia función 9(.)
definida en (2.7).

Para probar que es el único punto que satisface la igualdad (2.21), definamos

Dicha función es estríctamente decreciente, negativa en cero y tiene una dis-
continuiad en 1(S" -,\1). Por lo tanto, sólo corta la recta identidad en un punto.

Así, en este caso, el único equilibrio pa"ra (2.18) es

que:

- ( DttlS, - '\') ^\¿,.o' \llre) ,u/

Por otra parte, suponga.mos que se tiene (2.20). Eso es equivalente a suponer

s. lltq - 1rrr2 - sr'
12 - (5" -.)r-1rr - lz)lz.

Asimismo, ¡( ,.) = 0 equivale a

Usando la expresión hallada para 12, lo antelior equivale a

Drr(S, - lr)
=--------:=--------=-----]¡----.D - p7\5r '\'rL - 12'12)

Dl1(S, - 11)q: 
D rrtQ,-)
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Y reemplazando eso en ¿2, resulta

^ (" D(s, )r) . \Í2 (s" ffi) ^,)t,
I S,D - S,p¡02) DS, ' DAt \
\ D _ pr (tz) ..1 ,.

/ D\, - S"¡a(\2) . \: \-D-r¡;-o'1t'
.lr + 

^r 
_ )z) rz

("I jlílji" -^,[3j#]*^, -^,),,
:( D)t - S,aQ.z) - D),¡ + p.2Q,2)).1

D - tq(^z)
/, , p1(.\r)(s.-r1)\: 
t^' -^2- D- pl\^» )12

De esta manera, que el sisiema (2.18) tenga un equilibrio en lRl con Ia condición
(2.20) es equivalente a que )2 < S lrrer Lema 2.2). Entonces, en este otro caso, el
único punto de equilibrio es

Hemos obtenido los dos posibles puntos de equilibrio del sistema (2.18). Ahora
determinamos la estabilidad de dichos equilibrios.

Caso i):3 < \2.

Por el Lema 2.2, Dfi no es un purto de JR|; entonces tampoco puede ser el
omega Iímite del sistema (2.18), cuyas soluciones describen órbitas positivas, o más
formalmente, circunscritas a la clausura de lR2*. Por Io tanto, las soluciones de dicho
sistema couvergen a E1,s.

Es decir,

,lí1;c,(rr, er) :,{p-r,(z) : (+9#, o)

Por otra parte, ¡eco¡demos que (0,9¿(;)) pertence a r.r([/o), pa¡a todo t 2 0
(ver (2.19)). Entonces, por la compacidad del conjunto omega límite, tenemos que

, 
líX1(0, rr(z)) e o.¡(I/o), para todo ¿ > 0;

i.e.. É:= (0. Dl,(s" -],1.0) e ,(uo).U D-pr(s) /
Además, É es localmente asintóticamente estable, puesto que E1 lo es (ver

Lema 2.3).
Entonces, como É es localmente asintóticarnente estable y pertenece al conjunto

r¿lÍmite de un punto genérico del semiflujo {¿, utilizando el Lema 2.7, concluimos

+ 
^1- ^')h
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que
g¿(Us) -+ É.

Finalmente, por la equivalencia topológica entre los sistemas (2.6) y (2.17), si
iD¿(Uq) es el semifujo asociado al sistema (2.6), ienemos que

éú(Uo) -+ .81.

Caso ii) : \2 < 3-

Notamos que el conjunto fu = {(a1,r2) € 1R}: c2 : 0} es inraria¡te pa¡a el
sistema (2.18), pues si u2(0) : 0 entonces

aL: uzlpz(S, -'rr-tr, -'rir¡¿) - Dl = o.

Veamos que Rr es repulsor. Definamos Ia función W3 : JR2 -+ IR mediante:

W3(q,c2) : 12.

Esta función cumple que es derivable, nula en el conjunto -R1 y estríctarnente posi-
tira fuera de é1. Así, resulta ser una función de Lyapunov promediante. Ademrís:

wá:"L
: szlpz(s. - 1r1 r.1 - 1r1¡¿) - D)
: wtlpz(s, - hral - ytr2) - Dl.

Si la función

93(q,4) :: ¡12(5, lllq - ytx2) - D

satisface ,ps(E;) > 0, para cada punto de equilibrio .Ei perteneciente a Rr, dicho
conjunto invariante resultará ser repulsor. Sólo tenemos un punto de equilibrio en

Rt, Et,o : (+5,, q La evaluación de e3 en él da

( Dtr§" - lr) ^\@al-.Lll'-\ D pr(s) )
l^ D(s,-^,)\: ,r. lJ- - __+ I - l)-'-\ D-u§)/

_ ,, / as" - s"p, (,il - ¡s" + prr 
) _ ,,= r,,\ D-pr6- /

_ ,,, /¿r, - s"pl(S)) _ r.'-\ D-P1(s) )
_ ,,^ / pll . t1(.9)lr I rr (S))r . S,sr (S)'\ _ D.= r,, \ ¿i-r,(3l )

: p,($ - D.

la cual es positiva si, y solo si, )2 < S. Entonces, de acuerdo con el Corola¡io 2 del
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Apéndice B, concluimos eue 8i es repulsor. Por lo tanl,o, si Ú6 es una condición
inicial interior para el sistema (2.18) y r.,(tlo) es su conjunto omega límite, tenemos
que

(2.22) ¿r n.,.,(uo) :0.
Tanto f¿1 como o(U¡) son conjuntos invariantes y compactos. Como además

son disjuntos, concluimos que el omega límite de un punto arbitraxio en el cono
positivo está contenido estríctamerte eD el interior de lR|.

Pero, como el sistema es competitivo y tiene sus soluciones acotadas, ellas
conv-ergen a un punto de equilibrio. Po¡ lo obsevado en (2.22), ese punto no puede
ser.&.

De esta manera, las soluciones de (2.18) convergen al punto de equilibrio

'; = (?r*#,,,^, \z),,"Pffi)
Nuevamente, por la compacida.d y la invariancia del conjunto omega límite (ver

2.19), tenemos que,

el omega límite del sistema (2.17) sujeto a una condición inicial interior a¡bitra¡ia.

Ademrís, E''0 es localmente asintóticamente estable, dado que E" lo es (ver
Lema 3.5).

Entonces, como E*'o es localmente asintóticamente estable y pertenece al con-
junto c..r-límite de un punto genérico del semiflujo /¿, uiilizando el Lema 2.7, con-
cluimos que

ót(U) : E.'o.
Al igual que antes, por la equivalencia entre los sistemas (2.6) y (2.17), si A¿(Ue)

es el semiflujo asociado al sistema (2.6), tenemos que

A¿(U6) + 8..
ú

4.3. Significación Ecológica. Para la positividad de E* fue suficiente analizar
que su tercera coordenada fuera positiva. Eso, a su vez, implica que:

,s,-),<!r#P,^,-,l,,,
lr < s, <.r, * |ffi()r -)z).
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Es decir, §. debe ser mayor que )1, como supusimos de entrada para asegurar
que la contlibución rr (S. - )1) fuera positiva; y además, debe ser menor que

(2.23) r,+2=p(¡,-)z).
Desde el punto de vista ecológico, el hecho de que este método tenga un intervalo

de validez, tiene una doble significación. Por una parte, la densidad del sustrato
ingresado ,5. debe ser mayor que la cantidad que genere un crecimiento de la especie

11 superior a la dilución D. Es decir,

s. > ttr'(D).
Si no es ese el caso, el aporte de sustrato §. serÍa insuficiente para verificar la
coexistencia de ambas especies; pues, de hecho, no implicaría una subvención a la
especie de meno¡ eficacia competitiva ir1, sino, un detrimento.

Por otro lado, esa densidad del sustrato ingresado S' debe ser menor que (2.23).

Es decir, el sustrato ingresado ,S, no debe ser desmedidamente superior a la con-
centración de quiebre p1 1(r). De [o contrario se tendría que S < )2, y entonces el
equilibrio global sería el punto .81, como 1o demuestra el teorema (2.1). Así, el sus-
trato ingresado sería excesivo, impidiendo la persistencia uniforme del competidor

En palabras simples, una ayuda desmedida al competidor menos eficiente rr1 a
través del influjo .y1(S, - )1), producida por un excesivo valor de S, (pues los otros
dos parámetros 71 y 

^1 
son constantes dadas, no controladas), invierte la condición

de competidor eficiente, extinguiendo a a2 y haciendo ptevalecer a 11.

De esta manera, la cantidad de sust¡ato ingresada a[ chemostato debe estar
entre dos parií,rnetros positivos, a frn de permitir así la persistencia uniforme de

ambas especies.





Capítulo 3

Cadena de chemostatos

En el capítulo anterior comprobamos que en el modelo de competición entre dos
especies, sólo una especie podrá sobrevivir; suponiendo que las constantes ,\1 > 0 y
,\2 > 0 son diferentes (el otro caso es de medida cero); es decir, se verifica el principio
de exclusión competitiva (PEC). Sin embargo, en muchos sistemas ecológicos se
observa el fenómeno contrario: la coexistencia de dos o mrís especies compitiendo
por un recurso común. Esta dicotomía se ha abordado eu diferentes trabajos como
por ejemplo: l7l, lel, [24), [27], IB0l y [84].

En general, las investigaciones que tratan de explicar la coexistencia entre las
especies, trabajan en dos lineas de acción:

(A) Relajar las hipótesis (CH1) (CH4) descritas al comienzo del capítulo 2:
suponer que 5. y D admiten variaciones temporales, introducir heterogeneidad en et
medio líquido, introducir un gradiente de temperatura y luminosidad, variabilidad
del volumen (h I D, etc. Esto conduce a sistemas de ecuaciones más generales y
un buen esta.do del a¡te se encuentra en [85].

(B) Asumir que se verifica el (PEC) y considerar (2.1) como un sistema jn-
put/output. Una de las formas empleadas para obtener la coexistencia entre es-
pecies es considera¡ D > 0 como una r,ariable dependiente de la biomasa y (2.1) se
transforma en un sistema de control automático (t8], [18]).

En este capítulo abordaremos la segunda de estas alternativas. para eso, es-
tudia¡emos la dinrímica de dos chemostatos conectados en serie, de manera que la
salda del primero es Ia entrada del segundo. En el primer nivel se cultiva la es-
pecie de menor eficacia competitiva, Ia cual se incorpora al segundo chemostato; de
manera que en este último coexistan ambas las especies (persistentemente). Esta
confguración es conocida como cadena d,e chemoslalos.

1. Modelo de cadena

Consideraremos una cadena compuesta por dos chemostatos de igual volumen
conectados en serie, con el primero de ellos recibiendo sustrato a concentración
constarte ,S.. Sin pérdida de generalidad, supondremos que )2 ( )1, es decir, 12 es
la especie con mayor eficacia competitiva.

Por otro lado, la especie con menor eficacia competitiva, a saber 11, será cul-
tiva.d.a en un chemostato externo. El c¡ecimiento de c1 en el primer chemostato
está descrito por el sistema (1.9). Como ya vimos, este sistema tiene un punto de
equilibrio globalmente asintóticamente estable. Además, el medio líquido expulsa.do
ingresa a un segundo chemostato (ver Figura 1), cuyo comportamiento asintótico
resulta¡á anrílogo aJ estudiado en el capítulo anterior, conteniendo las mismas dos
especies. Como los volumenes son similarcs, las tasas de dilución son iguales a Ias
del primer chemostato.
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FIGURA 1. En este caso lz < )l X por lo tanto la especie 2 es el
compeiidor exitoso. Para evitar la extinción de la especie 1, esta
se cultiva externamente y se introduce en el segundo chemostato.

Sin embargo, el modelo a.tual tiene las siguientes caxarterísticas, que lo dife-
rencian del anterior:

o Rpcibe nutriente en función del tiempo: 
^9. 

pasa a ser ,9(f).
o También recibe biomasa de la primera especie r1(r).
Así, Ias ecuaciones que describen el nuevo modelo son:

(3 1)

sí : D(s, - sr) 7, 
1¡r.1(51)rr1,

rtn-rtr[pr(s1)-D),
Sá : D(Sr Sr) - 1, 1p1(Sr)r\ .t;t p2(52)r22,
x'21 : t21¡t1(52) Dlt21 - r11),
ttzz - rzzlpz(Sz) Dl,
S,li\ >0. ¡r(/))0. ¡2,\r) Z ut i-t,2

donde S¡ denota la concentración de sustrato en el i-ésimo chemostato, z¿1 denota
la concentración de la primera especie en el i,ésimo chemostato. Finalmente, r22
denota la concentración de la segunda especie en el segundo chemostato.

Ademiís, como en el capítulo anterior, supondremos que las funciones p1(.) y
Í¿z(.) son derivables (por lo tanto, Ioca.lmente, estríctamente oecientes, acotadas
superiormente y nulas en cero, que satisfaren:

(3 2) pr(0) : pz(0) :0, D < mí"{ lplll-, llprll-},
(3.3) D<ag,) y D<p2(5,).

Este sistema tiene varios puntos de equilibrio. Sin embargo, si se verifica [a
desigualdad;

(3 4)

sólo uno de ellos. a saber.E*. definido por
(3 5)

es un punto interior del cono positivo:

I{1 - {(,§1,211,.92,r2t,Ízz) e R!: S.2 0, c¡ } 0. e2¡ } 0; , : 1,2}.

40
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Se puede demost¡ar que dicho punto es el único atractor global: toda solución
de (3.1) sujeta a una condición inicial en el interior del cono Kr satisface:

(3.6) ,{y." (Sr (t), r, r (t), s 2 (t), x 21 (t), r 22(¿) ) - E..

La primera parte de la desigualda.d (3.4) equivale a )1 < S. y es un prerrequisito
para el primer chemostato. Si no se verifica esa condición, el sustrato ingresa a una
tasa tal que ,ir(4 < 0, pues p1(S1(1)) ( D para valores arbitrariamente grandes
de ¿, y entonces se extingue la especie cultivada lA3],131]. Por lo tanto, para tener
un subsidio propiamente tal (positivo), es necesario que )1 ( ^9.; independiente de
las consideraciones ulte¡io¡es de equilibrios y estabilidad.

Sin embargo, si no se verifica la segunda parte de Ia desigualdad (3.4), se tiene
que:

(3.7)

lo que equivale a la extinción de la especie con más eflcacia compeiitiva.

Todo lo anterior se precisa en el resultado principal de esta sección:

Teorema 3.1. Sean: D ) 0, ^t¿ ) 0 y )¿ ,: t";r (D) (con i:1,2) tales que
)2 < .\1 < .9¿. §i:

a) La concentmción de sustrato limi,tante S, satisface la d,esiguald,ad,:

(3.8) , D-u\z),.
,\r < 5, < lr - --l--'(lL lz).

h\^2)
entonces, tod.a solución de (3.L) con condición inicial en el i,nterior deRl
uerifica:

lím l.§,lf). ¿,,1r). S"(¿). r",lt). ¿,"1r)) - E.-

el cual está defruido por (3.5).
b) La concentru.ción de su,stmto limitante S" satisface la desiguoklad.:

(3.e) t,*D:ff()l -)2) < 's',

entonces, toda solución d,e (3.1) un condi,ción ini,cial en el interior deR\
uerifica:

,]{ (sr (t), r,r (t), s2(t), 41(t), 42(r)) : Ed,

el cual está d.efini.do por:

,¿ : (^,,rrfs" - 
^,1,s, "; '";;i#',0

d,ond,e S es et punto fjo d,e la furución g definid.a en (2.7).

Existen diversos resultados que obtienen la coexistencia entre dos especies me-
diante mecanismos de control. En un sentido amplio, nuestro resultado también
puede considerarse como un control del sistema original. Sin embargo, queremos en-
fatizar algunas ventajas con respecto a los trabajos [a] y [fS], los cuales construyen
controles automáticos (considerando Ia dilución D como variable de control) que
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permiten [a coexistencia (bajo la forma de punto de equilibrio interior globalmente
asintóticamente estable).

Las ventajas de nuestro resultado son:

1. En [8] y [13] es necesario que las funciones nO y pz(.) tengan un punto
de intersección en (0,,S,). Nuestro trabajo no ti€ne esa restrícción.

2. Los resultados de [S] y [f3] no son generalizables para n > 2. Nuestro
resulta.do si lo es, bajo ciertas condiciones.

2. Resultados Preliminares

En esta sección, aborda¡emos el sistema (3.1)

2.1. Primer Caso: 122(0) : 0. En esta subsección encontraremos el equi-
librio del sistema y estableceremos la estabilidad de tal punto.

2.1.1. Equikbri.os. Si imponemos que la condicion inicial tenga todas las co-
ordenadas positivas salvo la última, i.e. 122(0): 0, el nuevo punto de equilibrio
será.:

'ó: (^'' r'ls' ¡'1,s, ,j1[S" j\r] 0\D pr(S) I

Lema 3,1. El punto E$ es localmente asi.ntóticamente estable pam el sistema (3.1),
referid.o a la cpnd,ici,6n inicial u22(0) : l.

Dotr¡os'rn¡cró¡¡. En primer lugar, es frá,cil observar que si 122(0) : Q, e¡-
tonces toda solución verifca x22(t) - A para todo f 2 0. Como el sistema (3.1)
está compuesto por funciones localmente lipschitzia,nas, ella es Ia única solución.
Así el sistema (3.1) deviene en;

(3.10)

La matriz va¡iacional de dicho sistema es:

00
00

D p|(Í7)7,1r21 -pr (52)ri'
¡lr(52)q¡ t¡62) D

AI eva.lua¡ en el punto de equilibrio Eff, resulta:

f s; - D(s. - sr/ ., r¡,¡l'.91;r11

I r!, : r¡ 1 l¡r1 (51 ) Dl
{ S; D(Sr - Sr) 11 

1¡1(52712.

I t'r.t ,t2ttttt52t D.¡zt ,,,1
I S,ii) ] 0. r¡r(/) > 0: i - t.2

)

| - D pi(Sr )., r¡ -¡,¡{5¡ I^1 l

I r,i(S )rrr pr(Sf

\oD

/ -D r/i()r)(S" - ).1 ,1,' 0 0 \
I pi tlr».(S, lrl o o o I

I o o .D -r,irs flf"$ ¡,,1ir..1 l

\ o , ,,i(s,'';';1áll'' ,,,,'s, 
', 

)
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Pa¡a demostrar que Efi es localmente asintóticamcnte estable, estudiarcmos los
autovalores de esa matriz. Pa¡a eso calcular¡ros las ¡aíces dcl polinomio característi
co:

p(o) : o'+ {, + p'r(}r)(s, r,)}a + p!()1)71(S. .1,).

Finalmente, el resultado se ol¡tiene de las desigualdades D+pi()1)(S. )r > 0
y pi(lr)rr(S. lr) > 0.

tr

Lema 3.2. El punto E$ es globalmente asintóticamente estable para el s¿stema
(3.1), referido a La cond.ición inicial q2(O) : Q.

DSMOSTRIcIóN. Como 222(0):0, estudiaremos el sistema (3.10). En primer
lugar, definilemos:

Yr(¿) : s1(¿) +71 tr11(f) s,,
V2(t) - Sz(t) +y1r¡(t) - 5,.

De esta mauera, el sistema (3.10) es equivalente a

(vl DVt _L.
I v; DVt - Dv2 h.(3.11) { .i, : ",rl¡rr(I/, 7i1¿¡ } S,) D) : h,
I t'21 : 411¡t1lv2 ]i1¿zr * S,) D) i D:a1 : f a,

| (V .V2..r11.r21)(0r c [nr,(1R4.¡:

donde fi es función de la cuadr.upla o¡denada (Vr,Vz,arr,a:r), para cada i :
1,...,4.

Es fácil notar que

lím 7¡(¿) -0: t:1.2.
¿ '+..

Sea Uo e In¿(lRt), un purto genérico. Definamos su conjunto r,; límite 115]:

w(U¡) - {(V7,V2,rrr,¡zr) € Rf : l{t"}, f, + +oc : óu(Uo) -+ (V1,V2,r¡.r21)}.

donde /¿ es el semiflujo correspondiente a la solución del sistema (3.11).

Como lím¿**- I{ (t) - O,¡:1,2, entonces para todo (V1,V2,t11,a21) e u(t}s)
se tiene que % :0. Además, como r¿1(0) > 0, tenemos que r¿1(t) ) 0, para cada
,>0.

g"u I - ¡0,0,Ír,7,z) e ,(uo). Dado que o(t/6) es invariante, se tiene que,
el semiflujo correspondiente a (3.1i) a través del punto Z sigue estando en dicho
omega límite, es decir:

611Z) e u(Uo), para todo ú ) 0.

3sa / : (lr,lzt) y denotemos por gt(4 al semiflujo a través del punto 7
solución del sistema:

(3.12)
( ,"t /n l/r(S" - -,r rrrr) Dl h\¡t..¡t).
1 ,r, r:rlpr(S. .r r¡zr) D -- Dl1. ,/:(¡¡.¡2,).
I r,¡(0) = i,r, i: 1. 2.
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De esta manera, se tiene que:

ót(Z): Q,O,e44); para todo ¿ > 0,

y por lo tanto:

(3.13) (0,0, p,(r) € u(t/¡); paxa todo , > 0.

La matriz jacobiana de este sistema tiene las siguientes entradas:

0L --1- r ñ - r- ../,c - - \ 0J'
;r" 41('9" - 7t1r11) - D 7' rr11¡'¡(5. - 1r¡rr) ü:0.
)fz ^ ?fz
=- : D. :- : ur (S, -.yr 

t rri - D - 111 x21p\(5. - }fizt).d¡¿tt dtzt

Por lo tanto, el sistema (3.12) es coopera,iivo (ver [a3]). Además, las órbitas son
acotadas. Entonces, por el Teorema 2.2. de f44] concluimos que no existen órbitas
periódicas y el omega límite de un punto genérico es un solo equilibrio.

Pa¡a ver los equilibrios de este sistema, igualamos /¿ a cero y obtenemos dos
equilibrios:

Er -(o.o) v ¿r= (r {s"-r,,,9:l!L3!).
Al evaluar la matriz jacobiana en Er se obtiene:

13 14) (u'ls't-n o \
\ ó ."G) D)

Como S, > .11, se tiene que p1(S,) > D. Luego, los autovalores de dicha matriz
evaluada en -Er son de paxte real positiva. Entonces, .Et es repulsor.

Tor Io tanto, si U0 es una condición inicia.l interior pa.ra el sistema (3.12) y
o.,(Us) es su conjunto omega límite, tenemos que

(3.15) hew1fi,¡=o.
Tanto E1 comor.,,(fr) son conjuntos invaxiantes y compactos. Como a.demrás

son disjuntos, concluimos que el omega límite de un punto arbitrario en el cono
positivo está contenido estríctamente en el interior de IR].

Al evaluar la matriz jacobiana en -O2, se obtiene:

(-ts" .\1)pl()r) o \(r'rb) 
\ I pr(S) .D pi(S)¿"19+) /

Claramente, el primer valor propio es negativo puesto que pr()1) = ,¡. 91

segundo valor valor propio también es negativo, en efecto-, reco¡demos que S es el
punto fijo de la función 9(.) definida en (2.7) y verifica .9 € (0,.\1). Por lo tanto,
-82 es localmente asintóticamente estable.

Como el omega límite de un punto genérico es un solo equilibrio, -82 es global-
mente estable para el sistema (3.12).

Es decir,

,!y,*v t(ñtt, izt):,Ji1; r, (z) : (r, {+ - »,1, 
Di!;iil) : o,
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. Por otra parte, recordemos que (0,0, rp¿(Z)) pertence a o(I/¡), páxa todo , > 0
(ver (3.13)). Entonces, por la comparidad del conjunto o-"g" tiáii", tenemos que

,]{t_(0, O,,rr(z)) e ru(Li6), para todo ú > 0,

es decir,

e,: ( 0,0,t,6,- 
^,), 

4ll('1:]-').) ..,,r",.\ , - ttt.S) /
Además, ,É es localmente asintóticamente estable, puesto que Efi lo es (ver

Lema anterior).

Entonces, como É es localmente asintóticamente estable y pertenece al conjunto
rulímite de un punto genérico del semiflujo {¿, utilizando el Lema 2.7, concluimos
que

,]íf;dt(uo) -+ É.

Finalmente, por la equivalencia topológica entre los sistemas (3.10) y (3.11), si
O¿(U6) es el semiflujo asociado al sistema (3.10), tenemos que

iD¿(uo) -+ l^r, ,r(r. l, ), S, '?r 
(s" - ]1) )\ D- Lq{.S) /

Gra¡ias a la condición inicial dada r22(O) :0, el sistema (3.10) es equivalente
al sistema (3.1); con lo cual, finaliza la demostración.

tr

2.2. Segundo Caso: e22(0) > 0. En esta subsección encont¡a¡.emos el equi-
librio del sistema y estableceremos la estabilidad de tal punto.

2.2.1. Equilibrios. El a¡rálisis de las isoclinas nulas para el sistema (3.1), junto
con la condición inicial interior y la hipótesis )2 < §, entregan como único punto
de equilibrio interior:

,. : (^'..i,[s.-)r]. 
^,, ?fff,r,(^, .r,1-$]ffi)

Lema 3.3. .9ea

, (^,.rr[s" - )Ll, ),, +r]s"--!-l, -,2(\ ,\r) r¿pt-()zr's. l,l1
\- D pt()zt' '""' D ptl\¿) )

Entonces, E* es un punto i.nterior d.el interior de JR| si, y sólo si, ),2 < S.

Dp¡¡osrRrctóN. Las primeras cuat¡o coordenadas son clarar¡ente positivas.
Por lo tanto, la afirmación de que E* está en dicho conjunl,o interior es equivalente
a:

o < (l- \z) ¡r'(tlz\lS" lrr'
D pr (lz)

'\: < )r Pr(lz)(s' - )r)'D pr(\z) '

,\z < g(tr);



donde la función 9(.) es aquella definida en (2.7). Notemos que la función g(.) esestríctamente decreciente:

-¿'rgt = . n
lD - pt(s)l'

. Reco¡demos que, existe § tal que g(§) :.§. Como S(.) es estríctamente decre-ciente, la condición )z < s()r) ", "l,-piiáu siempre y .ii,í¿" 
:"^
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)r<§.(3.17)

(3.18)

Es decir, el punto.E* es interio¡ siempre y cuando se cumpla la hipótesis dada.

Observación 3,L. Ds preciso d,estacar, que la ea,istencáa d,e E* pued,e i,ntetpretarseen téryninos d,e la concentración de sustrato k^rtr"r; i,";; 
"l-inn "ro 

al prámerchemostato. En efecto, la última coord.enan A" n. 
", i"ttir, "ii'sato 

sl S, ter;ficala d,esiguald.ad

)r<5"<,r,*fiffi()r-rz).
La pru,eba d,e esta obsentación estd contenid,a en lo, d,emostracáón del Teorema 5,1,que se d.a al final d.el capítulo-

, Veamos, a continuación, cómo la relación de orden del valor S respecto de )1y .\2 determina la es¡abilidad de los puntos de equitibrio.

Lema 3'4' si s < 
^2 

entonces Ef, es rocalmente aaintóticamente estabre.
Dprr¡os,¡necró¡,¡. La matriz jacobiana del sistema (3.1) es:

-D - p', (S1)1r-I.r¡ , ¡rr(S¡)tir 0
¡r! (Sr )rr r pr (Sr ) D oD o _D _ pi(S)tlt*2,o D p:,(i,lino o p;(s,v,,

y al evalual en el punto de equilibrio 83, resulta:

-D - pi(lr )(.S. - )r) -Dril 0p\1t)tt(S" ,\r) o o
D O D d IA\Dts" \t)

o D 
'¡''' D-Pr(s)

o o Pi(S)+-É#

Esta matriz tiene los mismos valores propios que Ia matriz va¡iacional del sis-tema (3.10) e,aluada en el equilibrio gfi. más el ""f* pr"pr. p¡§i:;.;;;1;tanto. ¿odos tienen parl,e real negatira-

tr

00
00

-pt(Szhlt -pz(Sz)tir
a(Sz) - D 0

0 p.z(Sz) - D

0
0

-a(íh,,
p,(S) - D

0 ,:j,")
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Lema 3.5. Si )2 < S entonces E* es localmente asintóti,camente estable.

Dptrlostnecló¡¡. Defi namos

Iz,(¿) = sr (t) + 7¡1111(t) -S,,
v2(t): s2(t) +7i1:rr1(¿) + tiruz(t) - s".

De esta manera, el sistema (3.1) es equivalente a

vi: -DV = ft
V/,:DVI-DVz : Í2,
rir : ¡r lpr(Vr - 1i'zrr + S")- Dl = "Is.
r!21 : q¡lp¡(V2 -'tt'xzt -1i'rzz t S,) Dl +D:t¡1 = to,
r'22= r22lp2(V2 'tl'tzr -11122'tS.) Dl =fs,
(51..r11. V. "c21, 12, )(0) e Inl(lRf ):

donde fi es función de la quintupla ordenada (V1,V2,Í11, t21, Í22), para caAa i:
1,...,5.

Notemos que

lím lu;(l):0; i : 1,2.
¿-r+@

De esta martera, el nuevo punto de equilibrio es

e--(o.o.r,rs" ^,,.3*#.,,,^, )z),,4,#)
Para estudiar la estabilidad local de dicho equilibrio, analicemos la matriz ja-

cobia¡a asociada al nuevo sistema. EIla puede representarse mediante

donde los asteriscos (*) denotan cantida.des no nulas.

Aprovechando los ceros de esta matriz, podemos ver fácilmente sus valores
propios. Al eliminar la primera fila y la primera columna queda una matriz similar.
Así, el primer valol propio es ¿1 : -r'

Nuevamente, aprovechamos [a fila compuesta de más ceros: la segunda. Al
elimina¡ la segunda fila y la segunda columna de esta nueva matriz, la matriz que
queda tiene un valor propio dado por:

(-i _;: r :)
I * 0 * 0 o l:I o * D * * l'
\ o + o r *)

/ -D r * * \I o * o ol
I rt:,J
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Af.
fr;(r'-) : ¡¡,,17, rr '¡:r + S,) - D - 11r11p\(\ rr lzrr * s.)l(E-),

: //1()i) - D _ (S, _.\i)p,r()1) < 0.

Por lo tanto, para concluir la estabilida.d local de .E* basta considerar los au_
toralores de la siguiente matríz (2 x 2), er,aluada en dicho punto:

(#,,., ffru.r\
[ 9/r,r., a"f5 rF,-rl'
\ dr21 0:rrr'- ' ,/

(a.) -/,,()r) o !ffiu\(x),
Itr¡Yt- ,)r(S- 

^rl ,,ii \ ,
)2(D P1(\2)) t'1\ /\'2 1'

{E') Í ¡, )2 ,+X,,ui-+"] 
tt,¿t)zt y

(¿.) : - lr, -.r, a|*Hip]p;r.r,t.

cuyas entradas son

oÍ¿
0uzt
ofo
0rzz
oÍa
otzt
0Ís
dr*

Sus autovalores so¡r las r.aíces del polinomio:

p(z):22-(Tr)z+L,

donde ?r y A son su traza y su determi[ante, respectivamente. Así. ]os autovalores
serán de parte real rregativa, si ?r < 0 y A > 0.

i) Tr <0.

Claramente,

Af^

ñ;\E,): (p,(rz) D) ffiBri(r,). o ,,
Af" r

ff,r't - l.r - ), - c-f+*E+:r] r,!r r,r . o

Entonces, la traza es negativa.

jra>0.

Este determinante es negativo, siempr.e y cuando,

48
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91L6. 1!:¡e 1 , 9!' ys.1!, 1¡.1.OX2), Of 22 O.f 22 t)X ¿

Y eso es equivalente a

lo cual ocr¡¡re siempre, y cuando, D > pr(^2). Por lo tanto, el determinante es
positivo. Entonces los autor,a,lores de la matriz son de parte real negativa.

D

2.3. Persistencia Uniforme. El objetivo de esta subsección es entregax
cotas infedores para las funciones r21(t) y n22(t), soluciones del sistema (3.19).

Lema 3.6. La función r21(t) es unifonnemente persistente. Más aún, se ti.ene que:

l,í];gf ,zr1l¡ >.r,1* 
^r).

DruosrRecróu. Sabemos que:

I ,r, ' rzrllrr(Sz,- D' Dr11.
I"(ol -' o'

Como ¿r1(51) ) 0, tenemos que [¡.11(,91) D) > -D. Así entonces:

f ,L, > Dr21 I Dr11,
I 121(0) > 0.

(3.20)

Sea la ecua,ción diferencial ordina¡ia lineal:

I u'- -DU + Dry,
I u(0) - f,l (o).

Notamos que, usando resultados cl¡ísicos de compa.ración (ver por ejemplo [18],142]),
se puede demostrar que las soluciones de la desigualda.d (3.20) están arotadas infe-
riormente por U(ú):

q1(t) > U(t).
Finalmente, la solución [/(t) converge exponencialmente a c11(f); que a su vez,

converge a.y1(,Sr )r).

tr

Observación 3.2. Es interesante notar que, gracias al subsidio a la especie d,e

menor efi.caci,a competitfua introd,uc,id,o en el segund,o biorreactor, se logra que esta
especi.e persi,sta unifonnemente; impid,iend,o su ertinción. Más aú,n, ella persiste en
una proporci,ón rnayor o i,gual a d,,icho subsidi,o; es d"ecir, lo aprouecha sinérgica-
rlente.

Lema 3.7, Si ), < S, entonces, la función q2(t) es unilormemente perststente.
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DpnosrR¡cró¡¡. Definamos la porción de hiperplauo

I*: {(51,r11,52,e2t,r22) e R1: Sr+?ir¡rr S, +,S:+7¡ t rr, *ri trzz 
-,S. - 0}.

EIla contiene al conjunto ¿",-límite de toda órbita del sisterna (3.1). Es decir,
»* es atractor global para dicho sistema; con lo crral, la órbita de cada condición
inicial en el cono no negativo de lRf conver-ge a é1.

Definiendo f* ;: {(§1,e11,Sz,xzt,tzz) € 1Rf : r22 :0}, notamos que es in-
variante; pues si ic2z(0) : 0. entonces

r'2, : 421¡r.2(52) D) : O.

Veamos que l* es lepulsor. Definamos la función trV* : lRs + lR mediante:

W* (57, r11, 52, t2t, xzz) : tzz.

Esta función cumple que es derivable, nula en Ia porción de hiperplano 13 y estrícta_
nente positiva luera de ella. Así, resuJta ser una función de Lyapunov promecliante.
Adem¿is:

(w- )' : ,,,,
- rzzlt,.z(Sz) - D)
- w.lp2(52) - Dl.

Si la función
g*(51,:r11, 52,r21.:r22) :: p2(52) D

satisface p.(E ) ) 0, para cada punto de equilibrio Ei perteneciente a f., dicho
conjuuto invariante ¡esultará scr repulsor. Só1o tenemos un punto de equilibrio en
l*, errcontrado al suponer que r22(0) - [¡

a6 : (.rr, 7,1s. - l,l,S, ffi , o)

La eraluación de 9* en él da
/

,:' ()1.11rsp r,,.S.qlú!' ]-,).0) . pz(Sr-¿.r,\ D pr(s) / '
Ia cual ps positiva si. ¡ súlo si, A, .. S.

Como tenemos esa condición por hipótesis, gracias al Cor.olario 2 del Apéndice
B conclr¡imos qup. f' es ICpulsor.

Siendo l* repulsor', pala cualquier condición inicial z¡ en el cono positivo Rl,
existe un á* > 0 tal que, la solución del sistema (3.1) junto a dicha condición inicial
@, (z¡) = (51(f), 111(f), S, (f), rr1(/). zzz(f)) satisface:

¡

lím inf.r22(t) > d*.
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2.4. Comportamiento Global. En esta subsección demostra¡emos el re_
sultado principal del capítulo 3: el Teorema 8.1.

Douosra¡cló¡¡. (Teorema 3.1.)

Primero notemos que la desigualdad

s, < ), - ' - ll 
(l') r^, 

^,1.PL\^2)
es equivalente a

s" .\1

pr (lz)(,S. - )r)

D - u,()."\
U1l A.l

(D pr ()z)) (,\r )z),

(), )z),

o < {A, 
^,, 

- P'('\zr(s' '\rl' D - ¡r 1( \2\

Y de acterdo con el Lerna 3.3, obtenemos que la condición (3.8) es equivalente a
,\2 < ,§. Por lo tanto, interpreta¡emos la condición a) clel Teorema 3.1 como,\, < S
y la condición b) como 3 < )2.

De esta manera, Io que queremos demostrar cs que si .\2 < § entonces E* es
globalmente asintóticamente estable, y si por el contrario S < ,\2 entonces Efr es
globalmente asintóticamente estable.

Para eso definamos

Yr (¿) :s1(r) +7f1r¡1(r) s,,
V2(t) - Sz(t) *.y, 1121(t) + ytr22(t) S,.

Entonces se ve¡ifica:
Vi _ _DV,
vl - Dvt DVz.

Dichas funciones convergetl exponencialmente a cero:

Mediante

,h Y,(¿) :0; i: t, 2.

cambio de variable anterior, (3.1) se transforma en:

vi - 'Dvt,
Vl: DVt DVz
r'r, - r¡[p1(V1 - 1t1xtt + S.) - r],
xt21 - 411p7(V2 - 1i1¿zr lllxzz i S") - Dl + Dru.
¡rz - x22'lt2\V2- )1).tzt -,¿1¡r, I S,l- D].
(V1.V2, :t11. r21, L2z) (0) e m|.

(3.21)

el

Sea Uo e lnf(lRf;)) un punto genérico. Definamos

w(Us): {(V1,V2,r.Lt,:xzt,.xzz) e Rf : l{t,,}, /, + *rc : ó,-(Uo) + (Vy,V2, q7, r21, r22)};

donde pr es el semiflujo solución del sisiema (3.21).



I t'rr: r¡[p¡lS. 7it¡zr - ^titrzz) D] + D11(5, lr),(3.22\ \ r'r, - 4¿[¡t2rS. - Jr ./r 1: r¡z) Dl.
( r:¡10) iz, i ' 1,2.
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Como lÍm¿- r- I{(r) : 0, , : 1, 2, entonces para tod.o (V1,V2,ry,t21,n22)
perteneciente a r,.,(us) se tiene que I{ : Q.

- 
D_9 rsyd manera, sabemos que lím¿-¡* r11(f) : 71(,9. -,\1); entonces para

todo (V1,V2,r¡,t21, r22) perteneciente a ro(Up) se tiene que ,r, :'711S, _ ,ii¡.

Sea Z - (0,0, zr(,9. - Á),i.21,i22) e o(t/6). Dado que c,.,(U6) es invarianre
se tiene que, el semiflujo solución del sistema (8.21) a través del punto (Z) sigue
esta¡rdo en dicho omega límite:

ót(Z) e a(Uo), para todo r ) 0.

. Sea 2: (ñzt,úzz) y sea 9¿(2) el semiflujo a través del punto (Z) solución del
sistema

De esta manera.,

ótG): Q,0,1t6. - )1),e,(:))i para todo f ) 0.

Y, por lo tanto,

(3.23) (0,0,r,(S, - ll),9,(r)) e .u(U¡); para todo f ) 0.

El sistema (3.22) es idéniico al sistema (2.18) estu<liado en el Teorema 2.1,
cambiando u2¿ por Ír, i : 1, 2. Ertonces, el sisteüra (8.22) tiene dos equilibrios:

E,n- f D-,§-+.o). 
v\ D_p.rs) .-/. J

E,o (%1P.r,t), A¿) '',"iitit*)
Como vimos en Teorema 2.1, la estabilidad de dichos equilibrios se analiza en

doscasos:§<,\ryS>)r.

Caso i):S<),2.

En este caso.

,l'm.. r'(') = Er o

Por otra parte, recordemos que (0,0,71(S. )1),p¿(;)) pertence ao((/¡), para
todo f 2 0 (r.er 3.23). Entonces, por la conpaciclacl clel coniunto omega lÍmite,
tcnemos que

. líg(0. 0, rr (5. 
^),p'G)) 

e o(U¡), para todo f ) 0;

i.e., É ::(0,r,r,,* - ),),4ds":]1),0) e o(uo).
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Además, É es localmente a.sintóticarnente estable, puesto que Efi lo es. (ver
Lema 3.4).

Entonces, como É es localmente asintóticamente estable y pertenece al conjunto
¿.r-límite de un punto genérico del semiflujo {¿, utiliza,ndo el Lema 2.7, concluimos
que

ót(Uo) + É.

Finalmente, por la equivalencia topológica entre los sistemas (3.1) V (3.21), si
é¿(Us) es el semiflujo asocia.do al sistema (3.1), tenemos que

o¿(Ue) -+ Efi.

Uaso L?.1 : 
^, 

< 5.

En esta circunstancia,

,j1;r'(;): Ez.o.

Nuevamente,

Iím (0,0,rr(.9. - 
^r), 

ptG)) e rr(Us), para todo I ) 0;t++ó'

i.e.,

É,: (0, 0,.¡, 1+ - r, ), +'#, .yz ()1 - ), ) - r,^grlEri;iu ) e,(uo).

Ademrís, É es localmente asintóticamente estable, dado que .E* lo es. (ver Lema
3.5).

Entonces, como É es localmente asintóticamente estable y pertenece al conjunto
r¿-límite de un punto genérico del semiflujo @¿, utilizando el Lema 2.7, concluimos
que

ót(Uú -+ É.

Por la equivalencia entre los sistemas (3.1) y (3.21), si é¿({/¡) es el semiflujo
asociado al sistema (3.1), tenemos que

@¿ (t/¡) -+ .E..

0

2,5. Interpretación ecológica de los resultados. Es importante señalar
lo significativa que es la condición (3.8) en términos del éxito del subsidio intro-
ducido para garantizar la coexistencia de ambas especies, Ese subsidio ,S, debe ser

lo suficientemente grande, )2 ( S., para que no muera el competidor dominado
r2t, pero no excesi%mente grande para que muera el competidor dominante [22:

s,<)r*' ,#o,-^,¡.
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Esa es la única manera de gaxantizar coexistencia entre ambas especies, a través
de el mecanismo a4uÍ presen¡ado.

En palabras simples, este mecanismo de subsidio a la especie de meno¡ eficiencia
competiti rl eúge controlar la medida de este aporte: 71(S. - )1), y eso se logra
controlando el único parámetro manipulable: S.. Si es muy pequeño, menor que
.\1, no alcanza a ser un aporte, pues, la dilución en el primer biorreactor supera
la tasa de crecimiento de la especie 21, lo cual deviene en la extinción de dicha
especie; si por el contrario, es muy grande, y no cumple la segunda desigualdad
(3.8), entonces Ia excesir,a ayuda a la especie dominada la hace preralecer por sobre
la especie dominadora, causando la extinción de esta última (es decir, invierte la
relación domiuador/dominado entre las especies en competencia).

En resumen, la coexistencia se obtiene en un intervalo admisible para,gr:

D-uí\z\,. .,\
I ,\', )'-\ * P'1li-\^t - 'tzl 1;

fuera del cual e[ sistema deviene en exclusión competitir,a.

o Para valores menores de ,S,, se extingue la especie de menor eficiencia com-
petitiva y la otra perciste uniformemente.

o Para lalores mayores de §., se extingue la especie de mayor eficiencia com-
petitiva y la otra persiste uniformemente.

2.6. Ejemplo numérico, Consideremos el sistema (3.1) con los paramétrosl:

(3.24) D:o,2ltlhl, 1t:r0, y tz:2.
y las funciones p¿ de tipo: Michaelis-Menten [48]:

I.6fl//,ls l,4lll,41"(o.zrr tttts) - o2wg¡¡ s y r12(sr on{; r7l-
cuyos pa.ramétros ha,n sido usados en [39], por lo tanto obtenemos Ia siguientes
concent¡aciones críticas )¿ (i, : L,2):

)r :0,028571 y )z :0,005.
Por el Teorema 3.1, tambien sabemos que si S, satisface Ias desigualdades:

o.o2s57r ,\r < sr . ^, ffi#@ - 0.1258013.

entonces tenemos la cosástenci,a competátiaa entre las dos especies. La figura 2
muestra una simulación numérica con condición inicial (0,001,0,1,0,1,0,1,0,05) v
sa = o,tlisl.

Finalmente, sabemos que si ,98 satisfa,ce la desigualdad:

entonces la primera espa.cie sobrevive mientras que Ia segunda desapárece. La figura
3 muestra una simulación numérica con condición inicial (0,001,0,1,0,1, 0,1, 0,05) y
S' : 0,14.

1r,l¡ y r¿9 denotan litros, horás y miligramos respectilamente
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FIGURA 2. Solución eD el segundo chemostato con parametros
(3.24), funciones (3.25) y concetración de sustrato limitante s¡ :
o,rlms /t).

FIGURA 3. Solución en el segundo chemostata con paramétros
(3.24), funciones (3.25) y concentra,ción de sustrato limitante S. :
0)almsltl.





Apéndice A

Funciones de Lyapunov Promediantes

1. Conceptos Básicos

Deffnición A.L. Sen (X,d,) un espacio d.e Banach, de dirnensión fini,ta. un flujo
en X es una apláatción @: JR x X --+ X que cumple las siguientes cond,i,ci,ones:

i) $ es una func,ión continua,
ii) /(o,o) : t para cad.a t € X,
iii) {(t,{(s,r)) :g(t+ s,x) para cad,a x; eX y paro, codo s,ú € 1R.

Si reemplazamos JR por lR+, entonces / define un semi,.flujo ett X.
En nuestro contexto, uos enfoca¡emos en considerar @¿(U9), el flujo a través de

un punto da.do [/s € X. Así /1.¡(i/s) : ]R -+ X.
Definición A".2. Un conjunto M ! X es
o lnvaria te bajo el fl,ujo Q si g¡(m) e M para cada n-L e ,14 ?, e lR.
c Positivamente lnvariante bajo el semifl,ujo S si $¡(rn) e M para cad,a m e M y
, € lR+.

Definición A.3. Sea :Lo e X. El a-lúnite y el a-límite d,e ro esüin d,efinid.os
req)ectia amente carno :

a\ro):{y e X :1 (t"") / +&, ó+(no) -+ y, cuando n ) +oo],
a(u¡): {z e X t= (tn) \ --, d,.("0) -+ y, cuand,o n -+ +ooi.

Finalmente, diremos que, M g X compacto y positivamente invariante es re_
pulsor si u(re) ( M pan cada os € X.

2. F'unciones de Lyapunov promediantes

Consideremos, igual que antes, (X, d) un espacio d e Banarh y M ! X repulsor.

Definición A.4. [z0],l2Ll Una función de Lyapunoa promedianteW: )l -+ lR+ es
una función continua en X, d.ifercnciabte en tod,as las órbitas d,e atgún flujo d,efinido
en X, que se anula solamente en M. Es d.ecir, W (r) : 0 si y solo si r < M.

3, Criterio de Persistencia Uniforme
Teorema A.L. SeaW : X -+R una funci,ón d,e Lyapunoa promediante. Si, eci,ste
una funciín continua ú : X -+ R, tal que W,(r.) ZW(t)V(r) para cad,a r € X, y
paratod,o t e M ex:iste unT >0 tal que:

(A.1) [" *(0,)¿,, o,

entonces M es un repulsor.

Demostraeión: Ver, por ejemplo, IZO] y lZtl.
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Corolario A.L. SeaW : X -+R una Junción d,e Lyapunou prom,ed,iante. Si, ed.ste
una función continuaú: X -+ IR, tat que Wt(r) > Ly(c)V(;) para cad,a t € X, y
(4.2) ü(.E,) > 0, para cad,a i tal que: E¡ I M.
Entonces, M es un repulsor,



Apéndice B

Sistemas Dinámicos Monótonos.

Consideremos un sistema de ecua.ciones diferenciales autónomo,
condición inicial X¡.

junto a una

:fi(o1,...,r.),
(B.1)

donde las funciones /¿ son continuamente diferenciables.

Las soluciones del sistema de ecuaciones, como funciones de t, generan un sis-
tema diruímico, dado por

or(&) : (/,(¿),..., l"(f)).
En este caso la dinámica es generada al considerar como variables la condición

inicial Xs y el parrí.rnetro t. Llamaremos flujo a dicho sistema dinámico.

Deffnición B.l. Sea 1¡ : (a1,...,r^) eY - (u,...,a") d.os uectores d.eP.ñ.
Di.remos que X ! Y si. r¡ S yi, para cad,a i = l, . . . ,n.

Equi lentemente, X < Y si (1/ - X) pertenece a Rl, el cono no negativo de

Definición B.2. El sistetna dinámico d,escrito por el fiujo O es nonótono si X < Y
impli.ca que Ox(r) < O1,(¿), Wra cad,a t.

Definición 8.3. Dircmos que el sistema 1B.l) es cooperativo si

0i,,.- ^:a(r) > 0; ¿/ j. para todor CX.oÍj
Si la desi,gualdad, se inaierie, el sistema se denotnina cotnpetitivo.

Deffnición 8.4. Sea to € X. Lo órbita haci,a adelante 1+ (xs) y la órbita hacia
atrás 1- (x¡) estón definid,os respectiualnente cono:

l+@o): Iy e X: ) f e IR1, @¡(,'6) :y],
r (zo) : {z e X : 1t € lR_, {¿(o6) : z}.
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El siguiente resultado es muy útil para caracteriza,r. la dinámica de un sistema
en el plano. El es el Teorema 2.2 del CapÍtulo l. cle laal.

Teorema 8.1. ,fea el si.stema (8.1) d,ef,nido en D, un d.orni,ni,o enFú2, competi,tiuo
o cooperatáuo. Si, X(t) es una solución d.ef.nid.a para todo t >_ 0 (t l0), entonces
eaisteunT>0 tal que para cad,a i:7,2, x¡(t) es rruonótona ent> T (t < -T).
En parti,cular, si, la órbita haci,a ad,elqnte d,e la condi,ci.ón iniciel .f+ (X(O) (la órbita
hacia atrds d.e la cond,ici,ón inici.al l- (X (0) ) tiene ctausura compacta en b , entonces
o(.{(0)) fo(-X(0)) ) es un único stunto d.e equilábrio.
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