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R,esurnen
Desde hace unos 25 airos se conocel las listas rigurosas cic iodos ios cuerpos cle

nírmcros de discrimil¿rnie pequeño en cada signaiura. hasta. grado 7. Para grado

8 sólo se corroco el c¿rso lot¿rlmenle real 1'el totalncntc cotrplejo. Nuestra meta es

dcclucir lis¡as parecidas para regulaclorcs. Es clecir, busc¿mos Ja lista r-iguro-"a cle

1os regulildores más perlucho.* en c¿rcla una de estas signaturas. Usando métoclos
geon-átricos f iinalíticos ir.rtr c¡ clu cidos por-Remak. Pohst 

"v 
Fricdman. conseguimos

nuestro ribjei:ivo p¿ira cuefpos dc torlas 1as signaturas hasta grado 6. par:a dos

signaturas en grado 7. ¡,. para el ca,co óctico totalmemte con.rplcjo.

Abstract
Rigorou-" lists oI all number fielcls of srn¡rlL cliscriminant up to clegr-cc 7 have been

hnolr for about 25 ¡,"cars. In clegree E this holcls only lor totallv rea,l nrxi i,otall¡'

corr4rlex fields. Oul airn is to decluce irnalo¡¡ous Iists fbr Legüators. Iu otlter rvorcis

rl,c secli a rigolous list of thc flrst Ícrv sm¿rllest regula.tors for eac}t of thcsc sigua-

tures. Using geometlic and aralvtic lechniques in¡roduced by 11enrah, Pohst ¿nd

FriecLrn¿ru, l'e succecd for all signa,tures rp ro de¿iree 6, for trvo sign¿trues in degree

7, ard fol totallJ- complcx octic fields.
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Introducción

Aplicarernos métodos geométricos y analíticos p¿\ra encontrar los reguladores
mínimos en cada signatural de cuerpos de grado 2 hasta 6. En grado 7 lo lograremos
en dos signaturas, y en grado 8 para cuerpos totalmente complejos. En la mayoría
de los casos damos los tres primeros reguladores.

Dentro de 1as aplicaciones c,ue tiene encontrar reguladores mínimos, citamos el
método computaciontrl para resolver ciertas ccuaciorres diofánticas fHa] y fPZ], en
Ia cual se necesita encontrar unid¿des fundamentales del anillo de enteros de rrn
cuerpo de númelos. Para esto se necesitan cotas inferiores para el regulador.

Remak lRe], usando métodos geométricos, consigue cotas cle la forma lD¡l <
/(n,.R¡) para todo cuerpo ,t de grado n, discriminante D¿ y regulador .R¡, salvo el
caso en que k es un cuerpo C\1.2 En el caso tota.lmente real, Pohst {Po1] mejora
la cota de Remair para grados n I 11.

Fliedman [tr]1] generaliza el método de R,emak, encontLar:do cotas inferiores
para el regulador cuando k: Q(er,...,e,), donde los a¿ son un conjunto maximal
de unidades independientes de k. Usando también métodos analíticos, Fliedman
consigue encontrar el menor regulador entre todos los cuerpos de nírmeros, a sa-
ber: el cuerpo totalmente complejo séxtico de discrirninante -10051. Su método
analítico es una me,jora del de Zirnrnert [Zi], quien encuentra el menor regulador
entre todos los cuerpos totalmente leales, a saber: el cuerpo cuadrático real de
discriminante 5.

Nuestra meta es generalizar los resultados de Zimmert y Fliedman, pero para
cada signa,turtr. Naturaltrente, esto só}o es posible si se conoce Ia lista completa
de cuerpos de discrimina.nte hasta cielta cota para la signatura en cuestión. Estas
tablas existen para todas las signaturas en grado menor a 8, para clos signaturas
en grado 8, y para cuerpos de grado I totalmente ¡eales. Para obtener los regula-
dores más pequeños el cada signatura, inspeccionamos la tabla buscando ios tres
primeros reguladores. Digamos que estos tres son menores que fis, y que inten-

1 La siguatura es el par (r1,r2), doldc rr es el núme¡o de iDcrustaciones reales de & y r'2 es

el uúmero dc pares de inc¡ust¿ciores complejas corrjugadas.
2 Un cuerpo & se dice CM si es una extonsión cuad¡ática totalmente compleja de un cuerpo

de uúme¡os totalmeote real &¡. En este caso es fácil de controlar el regulador de,t por ei de ft_¡.

.III



IN'TRODUCCIÓN

taremos demostrar que todo otro cuerpo en esta signatura tiene regulador mayor
que,R6. Los métodos de geornetría dc nirmeros (como mostraran Remak y Pohst)
perlniten acotar superiormente e1 discriminante de un cuerpo de números de estas

signatura y regulador menor a R6. Así encontramos que deber'íamos inspecciona,..

todos los cuerpos k en esta signatura de discriminante lD*l < do. En general esto

es imposible, ya que ias tablas no son tan extensas. Para solucionar esto, seguimos
a FYiedman lIYl]. PoL un método analítico descartamos todos los cuerpos con dis-
crimina.nte ú < lDxl I ds con dl algo superior al valor absoluto del discriminante
mínimo de esa signatura. Es clecir,veriflcamos que las cotas inferiores analíticas del

regulador permitan concluir que -R¡ ) R¡ si d1 < lD¡l < d¡. Sólo entonces nos

apoyamos rigurosamente en Ia tabla para examinar los cuerpos ,k con lD¿l < d1.

Queremos agradecer al profesor F,-ancisco Díaz y Díaz por su inmensa ayuda
con 1os cuerpos ócticos totalrnente complejos.



Capítulo 1

Métodos geométricos

En este capítulo, demostramos algunos lemas que culminan con el Lema 3

[F]1], nuestra herramienta principai pa,r'a encontrar los reguladores minimales ya
que acota superiormente el disc¡iminante de un cuerpo (no CM) con regulador
acotado.

Sea,t un cuerpo de grado n. Denotamos por r1(/c) y r2(A) (o simplemente 11 y
12 si el contexto es claro), al número de incrustaciones rea.les y pares de conjugadas
complejas de k, respectivamente. En lo que sigue, llamamos signatura del cuerpo
k al par (n,r2).

Sea co¡ el conjunto de lugares arquimedianos de &. Si L C k y u € co7",

denotamos por e(tu) : "¡tr(.) ¿l índice de tamificación de tu (igual a 1 ó 2) e¡
k/L. Pam u € co¿ defi.nimos:

r2(u) : ¡, (u; k / L) : t (e¡¡;(w) - 1). (11)

Notamos que r2(u) :0 si u es complejo. Si o es real, entonces r2(u) es el número
de lugares complejos r, € ook tal que ult,. Para r-¡ € €'L y a e Z, sea llall, ei valor

absoluto normatizaclo de rr en t_,. ,tsi llrz,Tq (a)l : fI tt"ti,
te.b L

Lema 1. Supongamos que k: L(e), dond,e e es una uni,dad de k. Entonces el
d,i,scnmi,nante D¡ rle k satisface:

dondc.

'l I tt,t-^/tt-.,.,r,m¡(e)A(k/L)
[lr.q1 

loc]l*'< 
t¿ Al 

log'D¿ I'logrlfr:l-l) +-ffii

lrog ¡¡r¡¡,¡')'/' ,-^G) : r )-
\-á-



CAPÍTULO 1, MÉTODOSGEOMÉTHICOS 2

/. \riz
A\klL): (i L tto:Ll3-lA':L\-4r2lu)3-2r2Q)) ) tt.zl

\" 'c-' /
g r2(u) está dado por (1.1).

Primero demostramos el caso cuanclo -L : Q para clarificar la idea de la de-
mostración general. Así Ia desigualdad del Lema 1 toma Ia forma:

f6,o*,r*1 
< log([,t 

' 
q1¡a -lG-)A1klQ), (r.3)

con
/1 rl'2

A(k/A): (*([,t,q]'-[k'Q] -4r2tk)s-2rr(k))l (14)
\,r /

Demostración (para el caso ,t : Q(e) [Re]). Sea I (k) el conjunto de in-
crustaciones de fr a C. Enumeramos los r e I (k) de la siguiente forma: sea

{i,}: {1,2,...,N: [k:Q]] donde i, < i,, s\ lr(e)l 2 lr'(e)I. Si r(e) / R,
hacemos que su conjugada compleja sea adyacente, esto es: ii, - i¡l : 1. Sea D,
ei discriminante del orden generaclo por e sobre Z. Por fNeu], (p. 5) D¡ divide a
D". En [Neu] (p. 11) se muestra que:

D,: II i@) - r'(e)). (1.5 )

.,JiXo¡

En [Re] (p. 251) se demuestra:

Proposicidn l. Siz1,,,.,zn. son números complejos tales quel"l>lrzl>...>
lznl. Entonces:

/ \ nl
tog { fl,r - 1l ) . n Jogn -z!(n - r)togl:,1.

\r/, / t-j

Como D¡ divide a D", de la Proposición 1 y (1.S) deducimos:

lv_1

tog lrkl < Nlog.rr'-¡2» (N_?,) roglr(e)l. (1.6)
ir:1

Notamos que (1.6) no cambia al sumar hasta N y que:

/v

! rog r(e)l : I ,o* lz(e)l :0.
i¡=\ r€g(k)



CAPÍTULO 1. ]',1ÉTODOS C}DO\,1ÉTR.ICOS :J

Tenemos e ¡oDces:

\- ,.r ' op - I ,-r,o 1r'
1J

re./\k) re/lk')

- \_;.t-r.. (1.,
/2 "'ú(ór

clonde

j.: i',, si r- es rea'1 e induce u"

.;t--j., - i, si ' es comPleja e induce tu

Sea

s(1) - {i,,11., e x}, s('): {:,,,1.r,,, E N}, §: §11) ¡5(2).

Observcnos que:

a) {i,2,...,N} : S(1)U U {j -1 2.J +112\ (unirí.Ldisirurta)
j €'9i')

b) Si7 yj'pertenecen a 5-(2). cntonccs J - j'l>2,si j I j'.

c) La cardinaliclad cle S(2) es 12 - ?-2(A).

Para cualquier ,\ e lR ol¡tenernos:

/ \'
! -r-roslis,":»() .7,rlop. .r". (I(\-i,12 ) mt(e'1' (1E)

,,, \

Usando a) y c) de arriba conseguimos:

N

I()-r,,)':!{r-r)' (1e)

,-ÉS í:7
1 ! :\

-I(' -(.r', -¡) ('-'-,,-;t),
'1''€S('?1 

\

N-I'-''; f '\-,'
i=1 J,.€:l(2)



CAPÍTUL) 1. A,TÉT}DOS GDOMÉTRICOS

»
ituese\

Sea f1 el menor ,\-i. para el cual j- € S(2), t2 el siguiente y así su-cesivamente.

De b) arriba se sigue que ltk-tl> 2lk ll. De Io anterior junto con 
trlo'+U')>

/a-b\2
( , I consegurmos:

(^ - j.)' : li e + t?,*, o) ri4, + t - 2i)2 :
í:1 i:l

A¡r1
Haciendo ) : " .' conseguimos:2-

N

!{.t-z)':
Poniendo de (1.7) a (1.11) en (1.6), conseguimos (1.3).

Ahor¿ damos la demostración [I\'1] del caso general. Nos referiremos al caso
particular cada vez que usemos algún paso de la demostración anterior.
Demostración (del Lema 1). Bastará demostrar que:

logl,M¿7q (noñ1 <[k : Q]log([k : L]) +mx(e) ¿.(xlt), (1.12)

donde D¡¡¡ es el discriminante relativo de ia extensión A/tr. Esto porque

or: xDt'")Nrtq(Dxt¡,) (1.13)

([Neu], p. 202).
Sea 9(L) como en el caso particular y o e 9(L). Escribamos rlo si r e,/(k)

y rlt: o. Denotemos por D(e) e1 discriminante ideal del orden generado por e

sobre el anillo de enteros de -L. Entonces D¡7¿ divide a D(e) por definición. Para
cada a € ,9(L) ordenamos los r]o dle acuerdo a ]r(e)l como en el caso particula"r
soio que en este caso {¿,}a. - {1,2,... , ¡\r : lk : Z,l} Dados rlo, si o(tr) c IR

pero r(k) f R, convenimos que lz" - i¡l : 7. Cuando a(.L) f 1R, ordenamos los
7lA exactamente igual que los rlo, esto es i" : i,v. Denotemos por 9(kl/.) las
incrustaciones de,& que fijan a tr, entonces:

,V¿7q(D(e)) : o(
)

,3-,,
3

(1.10)

¡\¡3 - N
(1.11)

II
de9lL

II
e.e(k/

(n{.) - r'G)))

donde esto últirno es porque si extendemos
y lo aplicamos en cada p(e), obtenemos ift

aunf
[e,Q]

caoa o e
: L].IL:

: II (z(e)-r'(e)),

¡,¡'e9(k)

,e(L)
al : e v(k)

distintas

L)



CAPíTULO 1. MÉTODOS GEOMÉ'TRTCOS

composiciones. Es decir, obtenemos todos los r e 9(k). Luego por Ia Proposición
1 y lN¿¡c @rtr)l3lNuq@G» | conseguimos:

toslN'N(n¡1)l< ! ntog.rr+2 » Itr-2") loglr(e). (1.14)

oe,Y(L)

(1.15)

oe."(L) rlo

Calculando Ia

cantidad que aparece en (1.12). La suma doble en (1.14) corre en todos los r €
I (k) y por idénticos motivos a (1.7) escribimos:

I t¡¿ - i")log r(e) : - » 7,,1og llell.,
,cr@) 1,€oor

donde

i- : i'", si r induce a u y u rro se ramifica en k/tr
; -L;-

J-: '' 
;" , si r induce a tu y se lamifica en k/.L.

Para cada u € oo¿ definimos al conjunto S": U*j*w igual al conjunto ,9 en el

caso particular, con las mismas observaciones salvo que Ia cardinalidad de 
^9j2) "t,r(u).

Adaptamos (1.8) escribiendo:

\1 r.r -,\2: \- \-/r - ;r2z- \" r) - z-r 12\" r)

Ponemos g : §, en to s,'mo ao¡tu r,,,.,];,]]. como en (1.9), con rz: rz(a).
Repetimos los siguientes pasos de (t.i0) y (t.1t) en el caso particular obteniendo
A(k/L). Jrntamos todas las relaciones obtenidas en (1.i4), para conseguir (1.12)
y con ello el Lema 1. n

Con el Lema anterior podemos acotar al discriminante de un cuerpo k cuando
tiene una unidad como elemento primitivo. El siguiente lema [F]1] generaliza al
caso en que el cuerpo está generado por más unidades independientes.

Lema 2. Supongamos Q: ¿o C Lt: Lo(et) I Lz: h(ez) c ... c Lr+r:
Lt(er+t), d"ond,e e¡ es una unidad de L¿. Entonces, con k : Lr+t y la notación
del Lema 1, tenemos:

primera suma obtenemos:

! ,rrrogru: [r : e]fflogN: [k: e]1og([e : r]),
oe9(L)

¡u hl '* D¡r r rog([k 
' a]) + I 'e#Wi



CAP ÍTULO 1. I),ItrTAD AS GEO]IÉ'IRICOS

D etno -" traciórt. I-,lsanos ircluccic¡n sol¡rc 7 v el Lcrn¡. 1. Ill caso 7:0 es el

ctrso parlicular clcl Lema, 1 en quc k : Q(á)' ¡' el Leura 1 ta'rrüiiirl cla e} pmo

inductivo. tl
Sea A¡ ll imagen c'le las unid¿rdes de utL cuetpo rle t.Lúmeros ,t bajo la inc¡ustación

Logarítmica us.al 
l¡ : k {0} ., g"*'' (1 16)

clacio por (lt(e)). - 1og al ,,, par:a ?¿ € soi Por el teol em¿r de unidades de Dili-
chJet, A¡ es un retículo c1e relrgo r : 11-t-2-1 1'(r+1)11'?J1, es cl yolumen de un pa'-

ralelepípec1o lirndan-Lental (lBSr. p. 115). Sean 0 < nr¡(a1) < n¡(e2) < . .. < mr(e, )

los míninos sucesivos de tn¡ sobre el retículo A¡ (l\'la], p.49), asumiclos err las

unidadcs independierres s, de A. Aplicando el leoren¿r cle \'linkorvslii sobre 1os

rrúuimos suce,<ir,os (l\{al, p. 50) oi:tencrnos:

?74,(61)' < ff rrz¡,(e.) <1;i2¡r¡ t)112Ru, (1.17)

cloncle n. es la constante cle Hermite cn dimensión r. Usareuros 1os valores l\4a. p.

:L¡Jl

1t : i, ^r2: ft, ^,, - 21/3, 1¿: tñ, ^t, - 2s/5, ^to: fi,, ",, - 2ol7. (1.18)

Comc ia coLa obtenida para lD¡l erl cl lema 1 clepencle cle Ins uniclades, se podría

preguntar: ¿Es posible acotar ]D¡i por R¡? Ei sigr,Liente let'rra lFrl] responclerá afir-

malivamcntc esta pregulLa, excepluanclo ei caso C\ll.

Lema 3. Setn e¡ uni"dades d,el rtrerpo A : Q(¿r, ...,q) dadas arriba corna en el

tc'orcma cle Xli,nl;o u¡sk'i.. Con la notqción. Lo - Q y I'; - L¡-t(e"), sea 1' )- 0 c.L

menor entero para eL crLal LL+t-k. Pongamos rl - (r+ 1)1/2"t',/¿R¡,. Enlo'¡res ¡e-

cnmplen Las si,gt t ien les rk:si,grt,cL.l do'd.es ;

r)

,'.. ,.* D. -tg /:el
LÁ,rll

.- ró .l )' I .4 L.,L '¡i __ 
J ,¡trt¡], ( 1.1e)

ü)

Ofu1ros 
lrrl < Iog(fk : Q])

T+) / 1 \*H ,r('ir-.,') 'I,lr''Ti,
,=1 \ ;-r /



CAPÍTULO 1. AIETODOS GEOATÉT,RICOS

Demostrac'ión. Si I C k es cualquier subcuerpo conteniendo una unidad e,

entonces

m¡(e)2 : ! (tosl.ll.)' : » (togllell,)'? L "@)'lr€ooe u€cs¿ 
1,a',9,

:mLle)2 D rfu)', (1.20)
*1"

donde e(tu) : 
"*/t(u) 

es el índice de ¡amificación. Pero !,,, e(u-,)2 > D*, "(*) 
:

[ft : I], de donde conseguimos

rnr (e\ 1,\,¿¿
*u(r) = lh L)tlz

(1.21)

Notemos que

[r; : Q][ft : Li)1/2 - ([k : Q][r; : @)li'z

Esto, junto a f[]=1, mr(sr)-1 < mk(€)l-i, muestra que II) implica I). Pero II) sigue
del Lema 2 y (I.I7) da

r i-1
mk(ei),+t-i I f[ rn*(er) < á f[ m¡(e¡)-l.

j=i j=l

D
Obseraación: Si k no es CM entonces Á satisface la hipótesis f : Q(et,...,e,),
donde e1,...,6, es un conjunto maximal de unidades independientes de k. En
efecto, supongamos que el cuerpo k no satisface la hipótesis y pongamos Z :
Q(er,...,e,). Sea lk L): j > 2 y (a,b) la signatura de &. Entonces tenemos las
igualdacles, con 11 : r1(L), rr: rr(7),

j(r, + 2rz) : o.I2b, \ + 1'2 - 1 : ¿ f b - 1.

De ü < 11 l- rz V j ) 2 conseguimos 0 < rr(j - 2) + 2r2(j - 1) < 0, que sólo se
satisface cuando j : 2, rz :0 y a : 0. Es decir, k es CM.

Notemos además que sí L¡ -- L¡-1 entonces A(LtlLt-l) : 0, así solo cuerpos
distintos contribuyen en las sum¿us de I) y II) del Lema 3.



Capítulo 2

Método analítico

Para e1 regulaclor R¡ de trn cuerpo A, en iFt'1] (Th. A, p. 599) 'se clemuestra Ia

fórmu1a: D 1 ,\o:r ¡Nbltr -tr( ; ) »,('; ) rr'
'l \ D.. 7 \.D, /

donde cr¡ es eI nirmero de raíces de 1a uniclad en k, o corre sobre los icleales princi-

pales integrales de k, ú coue sobre los icicales irrteglales c1e 1¡ cl¡se de ideales de1

cllfercnte de A;, N clenol,a 1¿r rorma. D¡ es e1 discriminante cle k ¡' o : (0. m) '+ R
está delinida por':

, 
t'',1'

- / L. 1.t)-'22s lf.r2) r¡r"r" /5. r22'3\rt-o ¡.,.-... J'',-: l. 
: 

, .

l{otcmos que 1a primcra suma clel lado clerecho cle (2.1) contiene el ldea1 h'iviaI,
de ¡rorm¿r 1, 1o clue c1a el prirnel téruiino 9(1/]D¡ ) en Ia suma, y que toclos los

otros lóunüros so¡r tlc i¿r forruir g(rn/ D¡l) con m.2 1. Friedman flrr2] dcmuestra
(pala r: r'1 +r2- 1 > 0) que 9(:r) tiendc a cc cuanclo r -+ 0+, y tiende a

cero descle va,lorcs positivos cuando r -+ -l cc. Además c-ierrruestra que 9 tiene un

írnico cero en (0. cc). y 1o mismo oculre con su derlvada. Con esl,o concluye que si

g(.lllDkl) > 0, entonces todos los otro'. tér'minos g(ml D* ) en las sumas de (2.1)

solr positivos, 1o clue demuesma que li¡/*r¡, > SOllDrD Cotno adenás g no tiene

ningún mír'rimo local (pucsto que 9 ticnc trn único prtnto crítico), tenemos

ffa no¡lol) > mín(.r(1i ti),0(tlrt,)) si rl1 ( lDol < dr, (2 3)

que será en ltr, pr-áctictr como apllcaremos el tnótodo analÍtico.

Not¿rrrros clue 1tr di:siguiridad (2.i3) es ltrirtil si 9(i/d1) < 0 ó.q(Udr) < 0, Io
quc hacc que sei'r útil sólo parr. cliscrin Linantes ha'.ta cier-to lín-rii,e Di-'crimir:rantes
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más ¿llá de ese límite los terdremos que tratar con los méloclos gcométricos ciel

capítu1o anterior.



Capítulo 3

Mejoras de las cotas anteriores

Como nuestro objetivo es buscar cotas minimales para el regulador en cuerpos
de grado pequeño. necesitaremos usa¡ el Lema 3 sólo cuando 7 : 0, 7 : I y T : 2.

En algunos casos es posible mejorar 1as cotas de los Capítulos L y 2. Mantenemos
Ia not¿ción del Lema 3.

1. Cuando 7: 0, del Lema 3 parte I) obtenemos:

loglr&l < nlogn* (r + tl/t2') rt/z (n3 - n - 4r3 - 2rz)'/'p;z'. 
1s.r;\r/-

2. Cnando 7 : 1, et Lema 3 parte I) nos da, .o, 6 : (r * 7¡t/z^f,/2 R¡,

Iog lrrl < [k :Q] log [e : Q] + ó|áA(¿1lQ)lk, L,|'r'
+ (ám¡(e1)-r)1/('-') .1,¡*¡r,r¡, (g.2)

pero aquí necesit¿mos una cota superior pa.ra **(e ,)-'. Moslramos ahora
tres formas de conseguir esto:

A) Supongamos que tr : Q(e) c k tiene exactamente dos lugares arqui-
medianos, ut y a2, es decir r(L) : 1. Entonces, por (i.20) y log llel],, +
Iog lle ll,, : 0, tenemos:

m¡(e)2 - (los llell,,)'? L Grt",@))' > R'r, » (eo,r,(tu))2. (z.z)
u€co¡ lr€c.¡

B) Supongamos que ¿: Q(e) c k, con € una unidacl, y r(tr) :2. pu.r rn
número algebraico a cle grado n, sea M (a) su medida de Mahler

M(o) : f[máx(1,1a¿i)

10
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dondc los .li solr 1os conjirgados cle a.

ilacemos tres obscrr.acioncs:

1) Smyth lSn.r] clcrnoslró que si a no es Lecíproco, entonces M(") >
1,32,17.1

2) St ct I *1 es recíploco, cntonces fQ(ci) : Q] es par.':

3) Bo1'd lBo, p. 1373] dcnostró que si a es recíproco y c1e grado'1

crrorces lf (a) > 1'.722.

De 1o anlerior concluimos clue si a f *1 tieno grado 3 ó '1. entonces

\-1, rot ., ,- joa 1.32t7, >0.28. (3 4)

donde iog+z : logr sl .r > 1y iog+:r - 0 en caso contrario. Sea

co¿ : {,-1. r.,2. r.,3} f ti : Iog le , , Como

3

f z, -- tog l¡t,o(')l : o,
i=l

Ios posibles signos dcl iriple (¿r,¿2,¿3) son (rc-numerando si es necesa-

rio) (+, -, -) ¿ (-. +, ). Reemplazanrlo e pot lf e . i:odemos reducir eI

segundo ca-so a,l plimelo. En esle caso. por (3.4) tcncmos l1 > 0,28 y

l¿zl + ¿sl ) 0,28. Por (1.20) m1 (.)': Ii=,b,r2. don.1e b,: l-,-e(tr)'1
"v 

e(?r) : e¡7¿(tu). \iulriplicando por (óz + üe), conseguimos:

m¡,(.e)2(b2 + h) - t?bt(b2 + h) + b2h(.7 + LZ) + btrttr + bltl. (3 5)

De (üzúz ü3¿3)2 > 0 conseguimos blt3- b|ttr > 2b2út2h. Poniéndo1o en

(3.5) 1. dividiendo por (ü2 1 ú3) obLeucrros:

nz¡(s)2 > (0.2E)'? (ü' - ffi)

11

(3.6)

C) Supongamos quc I, : L(e1,. . .,e7) C k satisface r(L7) :7 (en gene-

rai solo se tienc r(I7) ) I). Llsando 1¿r ttot¿rciórL deL ¡.lár'r'trfo que con-

tiene (1.16). clcfinamos -l\0 como el subgrupo.:le 
^t 

generado por l¿(er),

I Uu nú¡¡rero e.lgebraico ,:1c grado zt. se dice rccíproco si su polilromio minimal P(z) sobre Q
satisface P(e) : x" Plt l¡).

2 llrr efr-cto, si o es recíproco y a + a-l, sea P(r) su poli¡or¡iio lDinimal sobre Q. Erltooccs
P (d-1) = 0, por 1o que a-1 É A : Q(o) e-. un coniugado clc a. Por lo talto, el cuclpo ,t tieie
un autorro¡fisrno A quellevao ao 1. C-'lr,rlu A2: Id, elgrupoG: {Icl, A} tione <los elcmcntos.

Sea tr = AG : f¡ e &]A(1) :1) : g¡srpo 1!o por G. Por el tcorema clc Attin sobre cuerpos

llios po¡ ¡.ur $upo firito do auliomorflsrlos. lh I L) = 2. Luego 2 divklc a lk : Q].
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...,!t.(er') y sea ,\1 el sltb-retÍculo de I1-1 generado por !7,(e¡)'" 
'

l¿r.(e7). Sea o ljt¡(¡r.)r1 -) F'r(a)+l la funciólr lincal inducida por' la

inclusión i. : L7 -+ ll (cs decir. ct o l!¡.." : ll o i). Ya que (1.21) muestra

que a expaucle longiturles por un factor cle a lo más lfu : .l¡lrl2' se siguc

queacxpandevolítmenesendirnensiónr'("I'7)enalomaslA;:Lr'ltLt"rtt''
Así si llamamos V(A) a1 r'olumen (en dimensión 7) de un paraleLepípedo

Iundamental c1e un relículo -{ de rango r(tr1), encontramos:

V(.\¡) :V(o(x])) > i,L : I-"1'(¿')/'v(41)

>lk : L.l,tLr)lz ¡(Lr) + t)'l' Rr,.

Ya que rn¡(e¿) es la, longitrrd Euclideana de l¡(e¿), dc 1a desigrralclad de

Hadamard se sigue:

T

II-u(o,) > v(,\o) ).',.1;: Lrl'tLr)tz (r(Ir) + t)'t' R",.. (3 7)

j=l

3. Si k es un cuerpo C\'1 entonces

D- .) .- D ó>r'''Q-rr'.r,4- tt,..,tl _- r't. (3 8)

clonde ,kn es e1 míximo suitcuelpo totalmentre Leal (iRe], p.250). v Q::
lA¡ : A¡-l : 1 o 2. Así cl caso C\'[ se reduce esencia]emte a examiuale1 caso

tot¿lmente real.

Si nos ponemos en ei c¿tso cspecial en que el subglupo de torsión de las

uniclades de k ¡'ka coinciden (es declr. arnbas se reducen a:11), concluir:Los

que
nr - 2[A+'r)1-t¡o-' (3 9)

excepto si cxis¡e una unidacl totalmente positiva 7 € k,. que no sea un
cuaclrado en ,k+ \, ial que ./-1 e k.

Sea, e e A unl ruid¿-Lci cle orclen infinito. Dnl;or.rces clescaltamos la signrltura
(0, 1) (quc corresponde ¿r un cLlcrpo imagirLario cuadráticc.,) para I : Q(e),
porque el rango cLe las uniclades r(.L) > 0 ¡'a que e € tr.

Para cuerpos tot¿lmente r-ea,lcs de Ia forma 11 : Q(e ), sicndo E una unidad
cle grado n - lH : Q] I 11, Pohsi, (lPo1l, p. 471) mejora I¿,s cotas de 1a

Ploposición 1, corr 1o que obticne

¿-1

\D7,1 <,1i:,/2) l{ ri(e¡1'{" 'rr,

i=7

5.



é*tch
¡--." dt,-ue*orec¡ ?
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!or"¡9C¡pifUlO 3, .l{ejorer dc ]as col¿s an¡crio¡es

cloncle fr] : n:Láx {k e zlf < -u} v 1os rr es1.án ordenados de modo tlrie

]r1(e)l 2 lrr(r) 2 . > l.-"(t)|.Esto mejora el Lema 1, de moclo que (1.3)

tomil la lorna:

iog lD¡7 < ln/21 1o9,1 1rn¡¡(e ),1(/{/Q),

Como m1¡ (.,)" t < IIIÍ "rrr(.,) v (1.17) conseguimos:

iogl/)¡7 < ln,l2)Iog4+?zrl(2(n 
1))J'/2 

1"'- ")'/'avr" 'l (3.10)

6. Sea át ia clase ideal clei dilelente de ,k ¡r supongamos que Ú¡, es i rivi¿l En
cste c:rso c1 lac]o clelcciro de l¿-r. ccu¿icicin (2.1) couticnc dos suritrs idónticas.
Io que pernite mriitiplic,ar por' 2 La cota (2.3). Como el número de ¡aíces r1c

la uniclad .ra > 2. ienemos

fr '' 'l' I D. t 'i 0t "" rivi 'l'

R^>2 l DuI' ó,. triri¡l o no.

Tal como err (2.3). en li:r. ¡:riicticar. usalcLr.]os pilr¿ q : 9rr(a),rr(a) dcfinido por
(2 2)

R¡ > 4nrtu(,0(l/dt),c¡(11¿z)') -qi A¡ es trivial :' d1 { D¡ 1d2. (3.11)

1?¡ > 2 mín (e(t/ ai1, oi lrlz)) si d1 L JDol < d,.

En general no podemos saber si d¡ es triviai, pero afortunadamente pari
nosotros, si no lo cs, cn la plácticiL e1 discliminantc es rclatir,¿mente gr¿nde

para la signatura dacla.

Para explicar csto. apelanos ¿r la tcorí¿r cle ctrelpos de clase. Ésta, clemues-

tr¿ que para cualquier cuclpo de núureLos k, exisre una extension 1l/k no
ramificada tal que l/{ rk] - ¡^, cloncle lr¡ es el orden del grupo de clases rle

icleales de k (f\eui, p. 399). Con.ro la extensión 1L/,k no es r¿mificada,

.,r/l1<,al ñ1/{k:QluK - uk
r' (A) r, (K)
lr'. rri lr.-, /al

En (lHel, p. 23,1) se cLerruesira qr"re A¡ es nn cuadrado en e] gru¡jo de clases

dc idcales. De irquí. sj AA r.]o es trivial, entonces h¡ ) 3.

Cdlyzko (ver un re-currren ¡' ).libliografía en [Od;) der¡ostró cotas infcrio:es
para D¡¡ 1/[1(Q] que urdorarr snslalci¿rlrlente ¿ meclida clrLe el grado [1{ : Q]
crece (manteniendo 11 (11)i lll : Ql consi,ante).

13



CAPíT ULO 3. Mejoras d.e las cotas at'úeriores

El método de Odlyzko fue simplificado euormemente por Serre y Poitou

[Poi]. En la siguiente tabla aplicamos [Poi] para obtener cotas inferiores para

lDlrl" * la*ltl¡t'q1 en los graclos y signaturas que nos interesan. En particu-
lar, la cota inferior de la Tabla 1 es válida si Ia clase de ideales del diferente
de & no es trivial.

Tabla 1. Cotas inferiores ta.ra lD¡|1/tt'al, asumiendo /r¡ ) 3.

n rt lO1tt", U

2 2 7,947 7,2
3 1 7,558 1,1
3 3 11,823 0.92
4 0 7,472 1,02
4 2 10,468 0,88
4 4 15,121 0,78
5 1 9,747 0,85
5 3 13,136 0,76
5 5 17,919 0,7

14

n rt lDl'|" > A
6 0 9,305 0,82
6 2 i1,968 0,74
6 4 15,536 0,68
6 6 20,374 0,64
7 1 1.1.,204 0,73
7 3 14,036 0,67
7 5 17,686 0,62893
7 7 22,389 0,59
8 0 10,668 0,71.

Nofa. En la Tabla 1, D es el discriminante del cuerpo.t de grado n, 11

es el número de incrustaciones reales de k, y h¡ es el orden del grupo de
clases de ideales de ,4. Pa¡a obtener la cota usamos el v¿r.lor del parámetro
y dado en la Tabla 1 para la función auxiliar r -+ f(rue), con f (r) :
(3(sen(z) - r cos(x)) /x3)2 (ver la clesigualdad (13) de [poi]). Elegimos el
factor de escala gr en cada caso para optimizar Ia cola. Como,h¡ ) 3, podemos
mnltiplicar n y \ pot 3 al aplicar [Poi, eq(13)]. Si ¿] > 3 la cota inferior
sigue siendo váiida ya que las cotas para la raíz del discriminante mejoran
cuando el graclo aumenta (mientras r1/n no cambie).

7. En el próximo capítulo r.recesitaremos tablas completas de todos los cuerpos
de nÍrmeros (en cada signatura que tratamos) hasta cierta cota del discrimi-
nante. Eu el sitio megrez.nath. u-bordeaux. frlpub/nunberf ields el lector
encontrará archivos con tablas extensas de cuerpos de nútmeros, hasta grado
7. Estas listas son completa^s en cada signalura hasta el discriminante final
dado. Po¡ otro lado, siempr.e htr,remos también referencia a, una publicación
donde se determina una tabla completa para Ia signatura en cuestión, aunque
muchas veces no citamos la primera lista rigurosa aparecida históricarnente.



Capítutro 4

Cotas óptirnas para cada
signatura

P¿samos ahora a aplicar los resultados de los capítulos anteriores a cuerpos de
grado 2 a 6 en todas sus signaturas, de grado 7 en signaturas (7,0) y (1,3), y de
grado 8 totalmente complejos.

Antes de analizar cada signatura, describimos el método que aplicaremos en
cada caso. En prinrer lugtr.r, y fuertr. de la demostraciórr formal, inspeccionamos los
reguladores del comienzo de la lisla rigurosa de todos los cuerpos de discriminante
pequeño para ia signatura que nos hemos fijado (digamos ]D¡] < d6). De esta
inspeccióu surge una lista presunta de los tres o cuatro cuerpos con los reguladores
miís pequeños, digamos menores a R0, con io que nos proponemos demostrar que
fir ) Eo a menos que ,k figure entre los cuerpos con lDol < d". Así obtenemos la
lista completa de cuerpos con regulador menor a .R6, lo que da una cota inferior
optimal del regulador en Ia signatura dada.

Para demostrar que lD¡l < d6 si B¡ < -Ro, usamos el Lema 3 del Capítulo
1. Esto nos da una cota del tipo lD¡l < d1. Para ser más precisos, sean 6r,...,6¡
unidades de k donde se asumen los mínimos sucesivos de m¡ sobre el retículo de
unidades- Dejando de lado por ahor¿ el caso CM (que se reduce al caso totalmente
real en grado lk I Qll2), tenemos k : Q(er,..., e,). Definimos 1,, : Q(e1,..., e¿), y
7 2 0 como el menor entero tal que k : -L7..1. Para cada signatura examinamos
los valores posibles de 7, y obtenemos una cota superior de lD¡l del Lema 3.

Excepto en grados pequeños, Ia cota lD¿l ( d1 eue da el Lema 3 resulta en un
dl enorme, muy por encima de los discriminantes tabulados. Afortunadamente, el
método analítico dei Ctr.pítulc 2 nos permil,e declucir que ft¡ > fio si ds < lrlrl <
d1, aunQue debemos trabajar separaclamente el caso en que Ia clase del diferente
no es trivial. Esto falla para las signaturas 11 : 3 y rr : 5 en grado 7, y para
cuerpos ócticos totalmente reales con 7 > 0, por lo que nos hemos visto obligados
a excluirlos de nuestro trabajo a pesar cle contar con listas rigurosas de cuerpos de

15
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discriminanle pcqueño en est¿s slgnaturas'

Pasan.ios ahora a exanlinar c¿l,cia signaiura

4.1," Cuerpos de grado 2

Teorerr-ra !. Entre los cuerpos c'uatlt d'ticos reales, eL tl'e discriminanlc 5 tiene e-L

regulador minima,l, igtr.al, a 0,481211.. ' Los dos reguLadores en' esLa slqr¡'aturo' clte Le

,'igu"n ,ort"r7,orrrl'r'-i Lt tos cue'rpos tJ'r: riiscrimin ante 8 y 13' con regulatlores 'igrt al'cs

,"0, SS1¡Z:... y 1,191763..., reqtect'irtrt"mente' Si k es tttt ctt'e'rpo raaL c'lndrátir:o

con tl.i,scrim.inánte distinto rJ.e los tTes anteriares, entarlces su regtLlo,Tor cuntpie

,ryA > 1. 31.

Dentostraciór¡. Esle caso se puede haccr ¿r rnano pero r-lpliciLrernos e1 métocLo ge-

nera.l para practicar con un caso sencillo Suporrgamos que 'Rr I 1'31 Por ser

it'A] - í.rn p.imo. cl rinico caso posible clel Lema 3 es7:0 Comor:1
i,, ] t, de (3.10) ol¡tenemos ,r1 < 54,95 La T'abla 1 nos dice c¡ue Ia clase

.1"1 .liLr"nt. es trivial. 1'a que de lo conLrario -DAL > 63 E] mótodo analílico'

cs clecir la desiguaiclad (3.11), cla Dk < 27. ¡'a que 492,3(1/21) : 1'3301 ' ¡'
ag:,0(1/54) : 1.6183. . Inspeccionanclo los cinco cuerpos en esl'¿r' si8na'tura con

ó*i . zr'liC"], p. 515), r'emos que los tres primeros regula'dores son ios del teo-

rcur¿1, Il

4.2" Cuerpos de grado 3

Como 3 es ¡rriuro, sólo 7:0 cs 1a únicti posibilid¿¡d eu el Lr:n¡:r 3'

Teorerna 2. Entre los a.Lerpos c,ibicos totalmente reales, el cie d.iscrim,inr.trrte 49

Liene cl re.gttlarlor rrrir¡intaligual a A,525rl51." Los dos regula'7ores en es[a sig-

natula que le siguen cc.,rrespon rlerr a Los cuerpos de discrirni'nar¡'le 8l y 169, con

regtrlorlores ign'o,Lr:s a 0,849287... y 1,36ó049. .' respr:cLltnmentc Si k es un cuerpo

r:útti,r:o tota.ltn,ente reaL con tli.s"rírn.i.n.a.n,te di..sti)to d,e l.os tre-s an.ieriores, enl.onces

su reitttlad,or cumple R¡, > 1,6.

Dentostraci,ón. supongamos cpre /?r I1,6 Como r-2y.¡:2l"4, rle (3'10t

obtencmo-s ,kl < 630. 14. T,a, T¿rbla I nos clice clue la clasc clel diferen[e es trivial'
ya c¡te de ]o contrario DAI > 1652. Ltr clesigualdacl (3 11') da lD¡ < 304, i'a
cpe 493.6(1/630) : 2 085 r' '1g:.0(ii 30a) : 1'6015 Inspeccionando los seis

cuer:pos e1i esta sigttatura con D¡ { 30a f Co], p. 5i2, vemos que los t'res primeros

regulaclores son los .-1eL teorcma, n



cApÍ't'uLo 4. co'rAs ópzvl¿.qs p¡lRA oADA srGAA?uRA tT

Teorenra 3. Enh"e los cLte'rpos ctíbi.cas cJ,e signatura (1,1), el de discriminante
23 tien.e al 'menor re-gu,ktc!,or rgaal a 0,281199.,,. Los dos reguLado're-s r:n, e,st,:t

sigLtalttla r1t e, Le, si¡¡u,c.r't c:orrasportdc.n o, los r:rr,erpos de discrim.inante -37 y -44,
con ragularlores 'iguoles a 0,3E22,15... I 0,609377..,, respectit;arnen,tc. 5í, k ts t.tn

cu,erpo c'úftico de signatura (1, 1) con di.scrinúnante ri,i sti,nto dc: los tre-:¡ a,nteritre ,s,

enl,ances su rrA'u,lo.d.or cu.rrt'pk ll¡ > A-7.

Dem.ostración. Supongamos que fi¡ ! 0,7. Como r' : 1 y ^ú : 1, clc (3.1) obtc-
nemos D¡ < 305, i3. La Tabla 1 nos clice que la clase de1 cliferente es trir,-ir:r,1,

.va qne cle Lo contrario Dk > 4:31. La. clesiguaicla.rl (3.11) da. n¡ < 91. ya qLre

a91.1(1/305) :1.0285... y 491,1(1/91) :0,7006.... Inspeccionando los siclc cucr.
pos er esta signatura con D¡ ( 91 iCo, p. 5091, vemos que ios tres primeros
leguiadores son los clel teoreura.

4"3" Cuerpos de gracio 4
In-" iro-*ibles signai,ur-as par-a 1os cuerpos cuárticos son (4.0), (2. 1) )¡ (0.2) El

valor de 7 en el Lem¿ 3 prLede ser 0 ci 1. Llsaremos i¿Ls tablas de ICDO] pa:a 1os

disclinlirLantes de cuetpos culillÍcos.

ffeorelrra 4. ErtLrr: los crL,etpos ctLárti cos totalmente reales, cl tJ,e discri,minante 725
tiene el. 'rnc: not' t egu.Lador zgual a, 0, E2506E.... Los dos reguladort;s en esta signaturti
que le si.Quen corre-spond.c:n r.t, los r:rterpos de di.s crt¡¡¡,inante 7125 r¡ 16DO con re
r¡rtLo.d,ores igu,aLes a I, i65{55... 3r 1,5.12505.... respectiuo,menle . Si k es un cul:rpo
r:ú,arit co tctto.l,m.e.r¡.te. real con di,scri rni,n at¡,te di.sti,t'tto d,e los tres on.feñ,orcs. en.lor¡.r:¡:."

srt, regttLador c:untple R¡ > 7,8.

De¡tosl.ra,ción. Suponganos que ll¡ ! 1, B. Comenzamos con el caso 7 : 0. Comc
t - 3, l. como por (1.18) tenemos -,r : .7!. a' (3.1t)) obi..ncmos iDk) < 357A2,7.
La Tabla 1 nos dice que 1a clase clel ciilerenle es trivial. ¡,a c¡re de 1o contrario D¡1 >
ó227E. La ck:sigualdacl (3.11) da lra < 2630, ¡'a clue 494,6(1/35 102) :4.9¿1,19...

¡, a.ga.¡(1/2630) : 1,8002.... InsDecciorrando los diez cuerpos en esta signatura con
,t j < 2 630 lCDOi. ven.ros quc lo,s tres primeros reguladores sol los del teoreÍra.

Si 7 : 1, la iurci,r. posililidaci de sigu:rtura, pina ¿1 es (2,0). Por (3.3) r,
el Teoren.La 1. tenenos mL(:1,r > 0.96. iJs¿nclo (1.2) renemos A(.klLt) : 2,
ccn io quc c1e (3.2) obtenernos D7, .i 799 362.51. Como viér'amos ya en el caso
7:0. si la clasc del cliferen'¡e no r:s iiivial. entonces lD¡ > 52278.37. Co-
mo 29a.¡(1/799 362) : 4,031. ¡' 2s.t¡1.152279) : 2,74..., por (3.12) poctemos
conchrir qne la clase clel cLifcrcnte es ir.ivial. Como 219a,¡(1/799 362) :8,062... v
¡'a. vimos que rlga,¡(i/2630) : 1,8002..., por (3.12) nuevallente concluimos que

lra <2630. n

!
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Teorema 5. Entre los cnerpos cttdrti,cos d'e signatura (2,t), el de discrtrninante

-275 tiene el, menor regulad,or i,guaL a 0,369184.... Los d'os reguLadores en esta

signatura que le siguen cotresponden a los cuerpos d'e d,iscrirni'nante -283 g 331

con regulad.ores iguales a 0,378199... y 0,432203..., respectxuarnente. Si' k es un
cuerpo cúartico d.e signatura (2,1) con discnminante d,isti,nto d,e los tres anteri'ores,

entonces su regulador cumpLe R¡ > 0,5.

Dem.ostración,. Supongamos que -Rr I 0,5 y comencemos con el caso 7: 0. Como
r - 2 y 1z:2/"tr, de (3.1) obi;enemos ]D¡l < 17 815, 39. Si la clase clel diferente no
es trivial, entonces por la Tabla 1 tenemos lDkl > 12007. Como 292.1(l/77 815) :
1,0581... y 292!L112008): 0,983..., por (3.12) podemos concluir clue la clase clel

cliferente es trivial. Como 492,1(71428) : 0,5003... y 4ga,¡(7117 815) :2,1163...,
por (3.11) concluimos que lral < u128, Inspeccionando los cuatro cuerpos en esta

signatura con lD¡l < 428 [CDO], vemos que los tres primeros reguladores son los

del teorema.
Si 7 : 1, entonces -L1 tiene signatura (2,0). Por (3.3) y el Teorema 1, tenemos

n¿e(61) > 0,48r./6. Usando (1,2) tenemos A(klL) = 12, con Io que de (3.2)

obtenemos Dr < 6298,01. Como viérarnos ya en el caso 7:0, si Ia clase del
cliferente no es trivial, entonces lrkl > 120007, por lo que podemos suponer que

Ia clase del diferente es trivial. Como 4921(7/6298) : 1,6344... y ya vimos que
agrlQ,la28): 0,5003..., por (3.i2) nuevamente concluimos que lD¡l < 428. ü
Teorema 6, Entre los c'uerpos cuárticos totaLrnente complejos el d,e d,i,scrinti,natúe
229 ti,ene el menor reguladorigual a 0,337377.... Los d,os reguladores en esta si,g-

natura que le si,guen corresp:ond,en a los cuerpos d.e d'iscriminante 257 y 117 con
reguladores i,guales a 0,442737... y 0, 543535..., respectiuamente. Si k es un cuer-
po cúart'ico totalmente complejo con discrimi,nante d'isti,nto d,e los tres anteriores,
entonces su reguLad,or cumple R¡ > 0,6.

Dernostración. Supongamos que E¡ 5! 0,6. En primer lugar descartaremos que
A sea r¡n cuerpo CM. Si su subcuerpo cuadrático real k¡ I Q(r,6), entonces el
Teorema 1 y la desigualdad (3.S) dan fiÉ > 0,88. Si k+ : Q(/5), entonces toda
unidad totalmente positiva de k.. es un cuadrado, por lo que en (3.9) tenemos
R* = 2P"q¡¡67 > 0, 96, con 1o que el caso CM queda descartado.

Como ,t no es CM, podemos nplicar el Lema 3. Sólo puede darse el caso 7 : 0,
ya que si 7: 1 el cuerpo k ser'ía C\iL Como r: 1y 1, - 1, de (3.1) obtenemos

lrfr l < 2 821, 93. La clase del diferente es trivial, ya que en caso contrario Ia Tabla 1

da lD¡l > 3 018, 15. Como 49¡p(112821) : 9,7545... y ag¡,2(71L707): 0,600007...,
por (3.11) concluimos que lD¡i < 1107. Inspeccionando los 44 cuerpos en esta
signatura con ]D¡l < 1107 ICDO], vemos que los tres primeros reguladores son Ios

Ddel teorema.
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4"4, Cuerpos de grado 5

Sólo cl caso 7:0 cs ¡rosiblc cn grado 5. Las tablas quírLticas cstftr el [SPD].1

Teoreii'ra 7- Enl,re los cterpos de r¡ttJo 5 Loi¡t,1.¡n,r:rL,tr; rtrt,lc:s, e,l. tLe d'iscrim'in,a:tl,e

1)641 l,'ien e rcAu,Lo.dor mini,mcl igr,o,L ¿ 1,635694.... Los dcts reguiadores cn e,sta

signatura que le si.guen corre-"pond,r-n. o, los cueryos tLe d;,scri.m'inttnLe 2,1217 y 3E 569

cort reguladores igualcs a 2,399421... y 3,755437...,'res[)cctitorn,ente. S:r k es un
r:uer1:o quínfir:o total,¡¡,lnt:e. rc.o.l, c:on d,iscri.m.i.n,a,ntc. d,i.sti,n to dc. los tre,s o.nteri.or'¡:::

cntonces su re-gtLLad,or cu rL.4LLe, R¡, > 3,5.

D emo stro.ción. Suporigamos que ,4r I 3,5. Como r : 4, y como por (1.18) te
neiros id : v/2, de (3.10) obtel]c.lros I)¡ .1 4650322,93. La T¿rbla, 1 nos cli-
ce 1ue si l¡- clase c1r:l cLifelenti: no es trivial. enr,onces ,I! > 1847433,6. Como
2c;,¡(1/1t.1743,r,) : 6,ó09... | 2q5,n(714 65a 322) : 8.2304.... por (3.12) conchii
nlos quc la clasc clcl clifcrcnl.c es tlivial. La clesigualdad (3.11) da jr¡ < 53801,1,

ya que 49;.6(1/,165C 322) :16.,16... y 495.6(1/588C0) :3.5009.... lnspeccionanclc
Ios cu¿1tro cuerpos en esia signatura con iDtl < 58 800 ICDO], vcmos quc los l:res

prirneios regulacioles son los del teorema. tr

Teorema 8. Para las cuerpos de qrado 5 y signatr,ra (3, 1), el d,e iiscri rni,r¡an Le

4571 tiene reqtLLodor minirnal i,gu,aL a 0.628579.... Los rios regu,l,adores en es-

ta s'¡.gnalura que- le sig uen corresy,onden a los cuerpos de, discri:m.ina,n.te. 4 9C3 3,,

5579 con reguladores ,igu,aLes a 0.668925... y 0,732128..., respcct¡ram.cntc, Si i;
c,s 1¡,rL cuerpa quínti r:o d,e signaluro. (3.1) con d,iscrirr¡,i.nan,te rJistin,tc de los tres
o.nteri.ores, elllances su regu,lo,rlctr cu:rr,plc R¡ > 0.75.

Demostroci,ón.. Supongamos clue -R¡ 1 0,75. Como r' - 3, y -.,, : r)5. a" 1a.t1
obienerLos lDr < E60.1833. 12. La Tabla l nos clicc que sl 1¿ clase clel diferente
no es trivial, cnl,onces ir¡ > 391 125. 11. Como 2g¡(ll39l 126) : 2,1588... y
29¡¡.1(l/8604833) :3,420.1..., por (3.12) conr:luimos que Ia clase clel difere¡ite es

l¡iviai. La clcsigua.klad (3.11) cla D¡ { 6055, ¡.a que 493,1(1/8 60.1833) :6.E528...
1' ag3.1(1/6 055) : 0.75007.... Inspecciona.ndo los cnatro cuelpos e esta signatur¿r
con D¡ 1 < 6 055 iCDOl. r.emos que los r;res primeros leguladores son los del
reorena. []
Teorema 9. Pctrct Los ct.t e:r¡tos d,e qrado 5 y signrtl,ura (1,2), eL cle rJ,i,scrin¡,inrinle
1609 liene rr:gu,lador ntt,nírr¡,al igual a 0.268355.... Los dos regu\aclores en estc"

gna'u,0 q ', s ,t | .o. r' ;a. d, , 1o.- .tt.roa¡ d, d.,t t1t¡ .qal, I f-lJ ./ . ;7i
t:on regt arlores ir¡:ualas ct 0,27JI19. . r U.230115..., t't"t)c.t iran¡ente. S,i k e-s u,Lt,

cu,er¡:o tyrtírttico cJe si.grLahtrr.t, (1..2) con discrimi,n:a¡¡,te d,isti,nto de los Lr.es artterio-
res, entonces su rcgulador crLrnpl,e. R¡, ) A.3.

1 No sc dar los tcgrtlrtdores en [SPD]. Éstos ¡,parecer cn Eegrez . nath . u-borde aux . f r/pub/
¡umberfields.
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Demostración. Supongamos que .,Rr ( 0,3. Como r : 2, y 'Y, : 21J3, de (3.1)

obtenemos lrkl < 188333,54. La Tal:ia l nos dice que si la clase del diferen-
te no es trivial, entonces lDkl > 87 974.09. Como 2h,2(1187 975) : 0, 751... y
291,2(1/188333) : 0,8686..., por (3.12) conciuimos que la clase del diferente es

trivia.l. La desigualdad (3.11) da lrhl < 1 935, ya que 49r.2(1/188 333) : 1,7373...
y 47t,z0/7935): 0,3001.... Inspeccionando los tres cuerpos en esta signatura con

lrel < 1935 [CDO], vemos que los tres primeros reguladores son los del teore-

4,5. Cuerpos de grado 6
En la literatura encontramos ta.blas para cuerpos séxticos dependiendo si es

primitivo IOI1] o imprimitivo [BMO] con subcuerpos cuadráticos o con subcuerpos
cúbicos [OI2]. Recordarnos que buscamos los reguladores mínimos solo dependiendo
Ia signatura sin importar si son o no primitivos.

Teorema lO. Entre los cuerpos de grado 6 totaLmente reales, el de di,scrim'tnante
300125 tiene reguLador m'tn'tmal i,gual a 3,277562.... Los d,os reguladores en esta
s'ignatura que le si,guen corresponden a los cuerpos d,e d,i,scrim'inante 371,293 y
434581 con reguladores iguales a 3,774500... y 4,187943..., respectiuamente. Si k
es un cuerpo sértico totalmente real con üscrimi,nante di,stinto de las tres anterio-
res, entonces su regulad,or cumple R¡ > 4,3-

Demostración. Supongamos que fi* I 4,3. Sólo puede darse 7 : 0, 1 ó 2. Comen-
zamos por el caso ?:0. Como r:5, y como por (1.18) tenemos rr : r)€, de
(3.10) obtenemos ]Drl < 933484006,57. La Tabla L nos dice que si la clase del
ciiferente no es trivial, entonces lDkl > 70270 442,55. Como 2ge,o(1/933 484006) :
3).,79... y 296¡(1170270 443) : 16, 7..., por (3.12) concluimos que la clase del dife-
rente es trivial. La desigualdad (3.11) dalD¡l < 498 300, ya que 496,¡(1/933 a8a 006)
: 63,58... y 496,¡(1/498 300) : 4,3001.... Inspeccionando los cinco cuerpos en esta
signatura con lD¡l < 498300 [CDO], vemos que los tres primeros reg:ladores son
los del teorema.

Cuando ?: 1, para ^L1 las signaturas posibles son (2,0) ó (S,0). Consf
deramos primero el caso (2,0). Por (3.3) y el Teorema 1, tenemos mh(€t) >
0,4816. Usanclo (1.2) ienemos A(klL) :4, con lo que de (3.2) obtenemos lD¡l <
46 110 687068,7. Como viéramos ya en el caso 7 : 0, si la clase del diferente no
es trivial, entonces lDkl > 70270442,55. Como 296,¡(7146 77A 687 068) : 49,33...
y 296,s(7/70270 443) : 16,7. , por (3.i2) concluimos que Ia clase del diferente es

trivial. La desigualdad (3.11) da lrel < 498300, ya qte 496.6(7/46 110687068)
:98,66... y 496,s(1/498 300) :4,3001.... Este rango de discriminante da Ios tres
reguladores del teorema, como vimos si 7 : 0.

n
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SuDongarnos ahora qnr: I-1 tii,ne signatrrra (3.C). Por (3.6), ccr (¿r1,¡rr,ü3) :
(2,2,2). tenemos -.n(.t) > 0,28r/3. Us¿rnclo (1.2) tenerrios ,1(,k/I1) : r/6, con
lo que de (3.2) obrenemos l¡¡] < .1. 18 062 130 449, 5¡. Como viéramos ¡..i en el

ca.so 7:0,.ci la cl¿rse de1 .Lil€rerte rLo es irivia.l. entonces iDt" > 70'27í)442.i5.
Cono 296,¡(1/118062 130.149)-17.57... y 2qe ,o(71 t'O 270 443) :16,; . por-(3.12)
concl,rir¡Los qne la cLa-.c clel riifr":r'cntc es i,riyiirl. La clesigualdad (3.11) da l)¡ <
49E 300, -va que 4a6.¡ (1/118 062 130 .1+9) = 95. 14. ,. y 4qe,o (1/498 30(]):,1. 3001....

En ei caso 7 : 2, ltL írnic¿ 1¡osiuilidad es que 11 : Iz y (rr(I,r), rr(¿:)) : (8.0).
Con:Lo r(,r,2) :2, podemos usar (11.7) .,'el Teorema 2, encontia,nclo rlue

p,. t)nt .) a 2\/3.r). b:; - l.bl8.

trlLenra 3. parte II con á(tr1/el : 
"6..4(A/¿:) 

: r,6.,.t, l,.i < 625i13680.18,2.'?
Si la clase clel dil'erente no es trivial. cntonces Dx > 7A27A442,55. De (3.12), cie

296,¡(1/62 511 368 018) : 49. 19... ¡, de 2q6,¡(1/70 270 a 3):16,7 , conchrimos r¡rrc
1¡r clase clel clifcr-ente es i,rivial. La clesigualdad (3.11) da lD¡ < 498300. va que
.196,¡(1/62 511 36E 0,18) : 9E.38... v aa6.¡(1/498 3{10) :4,3001.... n

Tcorema t7" Entre los cuerpos de grado 6 y signatl,ra (l,l), el de discri,nti,no.nte

-92779 t|.e-n e e-l menar regu.larl.or igrtoI a 1,26277A.... Los tl,os reguiadores en esta
si.ttnalura t1ue, le- siguc:n c:orres¡to rtdc:n a los cuerpos de discri,mi,nante -94 363 g

143 213 con. r'equlo.tLctres igu.r.tlr,s r.t. 1.277066... i¡ 1,359897..., re.speciiuanenLe. Si
k es u,n cuerytct sí:t7.L.cc.¡ dr: si,gnatLtra (.,1.1,) can di.scriminante d,i,sfi,n,to d,e los l.res
anlerktres, en,tonccs su, re,gt.Lo,rl.or c:unr-tle R¡, > 1.37 .

Dernoslración. Supongamos que -El I 1,37. \uevamcnle sólo pucdc dar.se 7 : 0,
1 ó 2, I' cor¡ienzarnos por 7 - 0. Como r : .1, I como po1. (.1.18) tenemos
lt - tñ, de (3.1) ob|enernos -D¡i < 20 105 148649,39. La Tabla 1nos dice
que si la clase dei diferenlc no es trivial. enronccs Dk > 14061 617,34. Conrc
2.rar(l12C 1A5148 649) : 8,83... ¡. 294.1(1/14 061 618) : b,26..., por (3.12) conclui-
mos clue 1a clase del clifelente es trivjal. La clesigualdad (3.11) da ira < 110200,
1'a c¡re .1aa,1(1/11U 200) : 1,3704... r' .19a.1(1/20 105 14S 649) : 17,67.... Inspeccio
na.ndo los cinco cnerpos cn esta signal,ura cou D¡ < 110 200 [CDO]. \¡emcs que
los trcs primeros leguladores son los cLel leorema.

CuarrLo 7: 1, I¡ara I,i las siglaturas posibles nnevamente son (2,0) ó (13,0).
Consicler¿.Lremos en primer lugiir e1 caso (2,0). Por (3.3) y ei Teorema 1. tencmos
m¡(a1) > 0,481,6. Usanclo (1.2) tenemos 1\(klL) : vl4, con lo que de (3.2) obrc-
neÍros ]D¡] < 1066 366 211,07. Comr¡ vié¡anos ¡,a en e1 caso 7 : 0, si la clase del
difelenle no es trivial, en¡onces ]D¡- > 14061618. Como 2q¿.r(1/1066366211)
- 11,35... v 29!,t(.Ii140616i 8) : 5,26.... por (3.12) concluimos que la cla.se

2 Como mcncioná,¡amos al ll¡¿rl dcl Capítulo 1, A(L2/Ll):01'a que ¿t : ¿2.
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clel rlifereLrte es i;rivi¡.]. Cs¡¡¡¡ lr¡a1(.if10663662i1) -22,7i... ¡ .191 ¡(i7 11020C)

: 1,3704.... 1a desigualdad (3.i1) da D¡, < iiC 200. lste ra"ngo dr: rlisliinin¡r¡1rr:
,1.¡ .os -" r-;ulJ lolé5 -nl rp¡', ,,,. 'o"ro \'. \'tn.os.

Supougarnos ahora clue L1 iienc signaiura (3,0) Por (3,0). corr (ür,Ó2.b3) -
(,l.z.i¡ ó [2, +, z1,n renemos (l,mr-rnclo el peor ctrso) nrl'(s1) > 0,28 /ffi Usanclo

(1,2) tenemos A(klLt):2. con lo quc rle (3.2) obtenemos lD¡ < 2453219654.02'
Como viéramos ¡,a eu el caso 'i : 0. si la cl¿se del dilerente no es triviai, anlonces

lD¡L > i4061 618. Como 29a,1(1/2 453 219 654) : 11.66... v 2.q¿,r(1/14061 618) :
5,26.... por (3.12) concluiruos que la clase ciei dilelente es tlivial. J,a de-siguaiclecl

(3.11) cla ,rl < 110200. )'a que 49¡,r(1/2453219654) :23,32... ¡"1.q¡,1(1/110200)
:1. i1704....

Iln el c¿so 7 : 2. Ia irnica poslbilidacL es qne Lt - Lz y (rr 1f r), rr (f r)) - (3, 0).

Como r(tr2) :2, i,,odcn'ros usar (3.7) y el Teorcma 2, eilcolltr¡r'-do qne

/¡..,j. -. -..lJ,t 0.52; - ..8'8.

El Lema ii, parte I1 con A(¿,i Q) - ./8, A(klLr) :2, dnlD¡ < 992 046 i25, 12 Si

la cla-.e clel clile¡ente no es lrivial. entorrces Dt > 14 061 618. Por (3.12) , y obser-

r,anclo que 2g+¡(l1992 046125) :11,3. 1'2ga,1(i/14061 618) :5.26. . corcluinos
que la clase del dilerente es trivia]. La, desigualclacL (3.11) da I)¡ < 110200, fl
que4ga.r(i/9920,16125):22.6...:"1s¿,r(1/i10200)-1.370'1.... tl

Teorem¡- 7.2. Entre los uLerpos rLe grad.o 6 y signatura (2.2), el de rJiscr"i¡ni'r¡'c,nte

28 037 tiene el menor regu,Ladar iguaL a A.478924.... Los dos re-grtLadores en es-

Lo, signaturu t¡ue le si.gu.en corresponden a los cuerpos de, d'iscríminltnie 29 477 y
29 189 con regtLladores igrales a0.2191602... y0,t192916..., respect'iuu'men,le. En, esta

si,gnat'ura. torlos los d.emás u,er¡tos k, cu,rnple,n con R¡ > 0,5.

Dc¡nostraciót¡". Supongamos qu.^ ,R¡ I 0,5. Sólo puede darsc 7 - 0. 1 ó 2. Su-
pongamos en 1rr-imer lttgar clue 7 : 0. Co¡ro r' : 3, ), como por (1.18) ie-
nemos ^/3 : f:, d" (3,1) obtenen.ros ,¡l < 2.1067862.1,97. La 'I¿ibla l nos di-
ce que si la cla.sc clel diferente no es ¡r'ivi¿rl. enronces ,t] > 2 9lJ8 525,63. Como
292.2(11240 678 624) = 2,9... y 2q2:(1/2938526) : 1,7t por (3.12) concluinLos
que la clase del cliferente es trivi¿i. La desigualclacl (3.11) c'la D¡ < 30890. 1'a
que 49r,r(1/30 890) : 0,500i... 1' 492,2(71210678 62rt) : 5,8.... Inspeccioni],ItCo ios

cllatro cuerpos en esta signarura con 1D¡l < 30890 ICDOI. vemos que los ircs
primcros regulaclores son 1os ¡lel teorcn.rn.

Cuando 7 - 1, para Z1 las signaiuras posibies son (2,0), (1, 1) ó (3,0). Con-
siclereremos en primer lnga,r el caso (2.0). Por (3.3) y el Teorem¿r 1, tenernos
rn¡(s1) > 0, .18vt0. Usancio (1.2) tenenros A(A¡-L1) : 

"/D, 
con lo que cle (3.2)

3 La dr:sigualdad (3.6) 0s sirltólrlcar:otl respcc],io tr ó2 1, l,,3, pcro r.ro ü1.
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obti.nemos ]ril < 20 660 156.116. Co¡rr¡ i,ié¡¿:L¡ncs ¡a en el caso 7 - 0. si 1¿r cit-
se clel diferonlc no cs tr-ivia,l, entonces ,r > 2 938 526. Como 29r,r(1/20 66C i56)
: 2.55... -,, '2gz.z(,1l2 938 526) : '1.,71.... por (3.12) conclui¡ros que la cla.se dcl di
leren¡e es tlir.ial. L¿r desiguaidacl (3.11) da ,¡ < 3089(), ya que .19r., (i,/30 890)

- 0.5001... v 492.2(1,120 660 150.l : 5, 1.... Estr: rarL¡1o de .liscrin]ir¿rnle da los lrcs
r t'il¡.lor, - .lr.l ,or'" r. . tlro .\ \.'Tlu..

El c¿rso dc signatura (1,1) para ¿1 es parecido 
"va 

qu€ nueYamenie las urridacies

cie 11 tienen rarlgo 1. D¿1mos ahora los cletalles. PoI (3.3) 1'el Teorcrl¡I3. 
"enei:ros/nk(81) > 0,28 . 2. Usa,Lrdo (1.2) renemos A(klL\) :2, con 1o quc dc (3.21 obien+

mos l)¡1 < 54 688 779,27. Cumo 292.2(7f54 688 779) : 2,84... y 29r,r(i/2 938 520)
: 1,71.... por (3.12) concluimos qu€ Ia clase del clilerente es trivial. La deslgualitad
(3.11) ria "¿rA < 30890, ya qne 492,2(1f :)0 890) :0,5001... v 4qr,: (1/í4 Gt¡l 779)
: 5, 6E.... con 1o que r,oh,'emos a nuestros tres cliscrimin¿ntes.

S,,iponga.rios ahora c,¡ue I1 tiene signatura (3.0). Por (3.6). con (á1.ú2.ó.,) :
(4.4.2) ó (2,,1.4). tcnemos (tomando cl pcol caso) r:t ¡(e1) > 0,2E 2. Usendo (1.2)
lenemcs A(,t/I1) : f, con Jo que de (3.2) obt,enemos lD7,] < 39 341 685,37. Como
292.r(1/393a1 685) :2,75... y 29r,r(1i293E526) :1,7t , por (3.12) conclnimos
r¡ue ia clase clel difelente es i,,..ivi¿I. La clesigualclacl (3.11) da lD¿] < 30 890. va quc
agr,r(1/30890) :0,5001... v 4qr.r(1,/39341 685) : 5,51..., corL lr: quc r,olvellros a
nlrestros tres discrinLinan¡es v «;ncLuimos el c¿rso 7: 1.

El el caso I: 2. nuer.amente ia únic¿ posibilidad es que tr1 : I: I'r'r(l-r) :3
y ¡'z(.Lz) : 0. Thl como en los c¿rsos séxticos anteriolcs, ?n¡(sr)i7rr(E?) > 2/3 .

.f lh '.ol ..Il i., :¡ ll.;, rL.lJ ,.r A,l, : - r ...4 Á/¡.r. - ,O. ¿,' 2¡
12 490 950. 99. Comc 29,".r(1/12 490 950) : 2,35... y 2q2,2ft12938526) - i.71...,
por' (3,12) concluimos que 1a cla-.e clei clilerenie es trivial. La desigur.Jdad (3.i1) cla
,¡l < 30390, va que 1192,2(i7'30890) :0,5001... ¡'.igr.r(1/122190950) -.1.71....

con lo que r.olr.enos ¿r nuestlos tres cliscrlminantes y concluimos cL ca.so T: 2. n

Err el c¡rso srjxtico tot¿rlmente corlplcjo. Fricdm¿rn [Fr 1l denostró que lo.< ties
pliuroros rcgulaclolcs son 1os más peqrrciros clc cutrlquier signatula. -r'rluc cualquie;:
otro legnlaclor es m¡r.or que 1/4. Nosotlos demostraremos un poco nrás. percr
lirnjlándonos a e-s l. ¿r, sign¿..tura.

Teorenra L3, Entre los cterpas dc arado 5 foialmen,te corrtpLejas, el, tle discri.rn.i.-

nante -10057 t'icne tl, nLe.n.c¡r rc'qu.l,,L,d,or', o¡trorirn adomente .t guaL a0.2052L6.... i,os
tlos regul,ad,oras est c,-sla signaf,ttra Ete le s,iguen, correspond,en a los ampos tic rli,s-

crim.inante- .''10 571 q 72 ),67 c:cn rr-9 uLo dores iqtLaLes a 0,213209... y 0,237219,...
respe(:tzLram€,ntc-, En cs[0, si¡¡natu,r'l. toi.o.s los demtís crlerpos l¡, crtmplen con, R¡ ]
0.27 .

Dertostruciti¡t. Supongarnos qi.rc l?¡ J 0.27. Enionces ,t no pucde sel CN,I ya, que
Rr ) 2ñ¡- > 2 . 0, 525, pcr el Teoremir 2 ¡ (3.8). Supongamos ahora qrrc 7:0.
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Comor:2y12=zlJ5,de (3.1) obtenemos lDi,l < 2 980133,79, La Tabla 1 nos
dice que si Ia clase del dilerente no es trivia-l; enLonces lD& > 649080,05. Como
2g¡3j/2980133) : 0,76. y 2s¡p$16a9081) : 0,58..., por (3.12) concluimos que

la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da lD¡l < 16420, ya que
4go:1l16 420) :0,2707... y 496,3(1/2980 133) :1,52.. Inspeccionando los ocho
cuerpos en esta signatura con lD¡l < 16 420 [CDO], vemos que los tres primeros
reguladores son los del teorema.

Como ya hemos excluido el ctrso CM, el úuico caso que nos quedt'u es ? :
1, con -L1 de signatura (1, 1).4 Por (3.3) y el Teorema 1, tenemos **(er) >
0,28ffi. Usando (1.2) tenemos A(klL) = 1/i, con Io que de (3.2) obtenemos
,el < 1811385,28. Como viéramos ya en ei caso 7 - 0, si la clase del diferen-

te no es trivial, entonces lDkl > 649081. Por (3.12), 2go,:(1/649 081) :0,58...
y 296,3(1/1811385) : 9,71. , concluimos que la clase del diferente es trivial.
La desigualdad (3.11) da lDkl < 76 420, ya que 496,3(1/16420):0,2701... y
49¡,3(1/1 811 385) : 7,42...,lo que nos devuelve a Ios tres discriminantes del Teo-
rema. n

4,6. Cuerpos de grado 7
Las referencias para tablas que utilizaremos son [Di1], [PoZ] ¡, [Vo]. Como 7 es

primo, sólo ? : 0 es posible.

Teorema L4. Entre los cuerpos d,e grado 7 totaLmente reales, el d,e discriminante
20 134 393 tiene regulad,or m'ini,mal i,gual a14,446932.... Los dos reguladores en esta
signatura que le s,iguen correspanden a los cuerpos d,e d,iscriminante 25 367 689 y
28 1i8369 con regulad.ores iguales a 16,005863... y 18,727843..., respectiaamente.
Si, k es un cuerpo de grad"o 7 totalmente real con discri,mi,nante d,istinto de los tres
anteriores, entonces su regulador cumpLe R¡ > 79,1.

Demostración,. Supongamos que l?¡ ( 19, 1. Como r: 6, y como por (1.18) tene-
mos ?6 : 2/§4, a" (3.10) obtenemos lrkl < 16 245 S35 774084,6. La Tabla 1 nos
dice que si la clase del diferente no es trivial, entonces lDel > 2819959521,51.
Como 2s7¡(tf28199s9522) : 45, 15... y 297p{711.6245835774084) : 191,9...,
por (3.12) concluimos que la clase del diferente es triviai. La desigualdad (3.11) da
lrrl < 49 400 000 , ya" que 4s7,¡(7 /16245 835774084) :383,9... y 497,0(1/49 400 000): 19, 103.... Inspeccionando los 19 cuerpos en esta signatura con lD¿ | < 49 400 000

[Vo], vemos que los tres primeros reguladores son los del teorema. fl
4 Un cuerpo séxtico totalmenle cor:'rplejo no puecle contener un subcuerpo real cuadiático,

ya que un cue¡po totalneute rea] i no tiene exbensión k totalmente compleja de grado [k : Z]
impar'.



cApíTuLa 4 corAs óplTl¿,r,s p;1RA cÁDA slGAdrLrRA 2s

Teorenra 15. Entre los cu,erpos de Qrado 7 y si.gnalu,nt (1.3), cl de dzscríntinanLe
.-. 184607 Li,err.e, regulorlor mi,nimaL iEr.al, ¿0.380¡1117..., Sik e_s u,n cu,er¡to d,._ ¡1,;nd,o
7 y ,sign o.i;ura (1,3) r:on d,iscrimin.ante di,sl:it'úo ciel anterior, en[otlce,,, ,st.t, regt,Lo,rlor
cumple R.¡ > 0,3836.

Dnt:re Los c'Lt.erpos de grarlo 7 11 si,gn,atu,ra (t,,"t), 
"1, 

de discriminante -18160i
ti.en.e requlatlor mi,nirna,L o,¡rrotirn,o.ria,m ente igual o.0.3804. S? k es un cu,er o ti,e

orado "/ y signatura (1.3) con d,iscrirni.nan te Ci.sl:,into rie-L anterior', entances s.u,
.1¡ 1r,¡J6t , ,tp'. lt. 0,3.J6.

Detnostra.ción Supongamos que E¡ I 0,3836. Como r : 3, )' como ¡:or (1.1S)
tenemos J3 : 12, de (3.1) ohrencnros ,t < 5683255810.86, La Iabia 1nos
clice clue si la clase dcl dil'erente no es trivial, entonces Dt,l > 22162 140.35.
Como 29r3(1122162i41) : 1,37... r. 291,3(1/5 6il3 255 810) : 2,:6.... por (3.l:J
conchrilr,^os qrre la cLase cl.cl diíerente es trivjai. Ln desigualdad (8.i1) da iD¡ <
196 128, 1'a c¡re:191,3(1¡196 128) :0.33369t... y 4,q1.3(1/5683255810) :4,52....
Inspeccionancio los cuatro cuerpos en e.qra signatura con lD¡ < 196 12E [Dii],
\¡cmos alue el prirner regulador es es cLel i:corerna. D

4"7. Signattiras no logradas en grado 7
El lectol se preguntará qué sucede con las dos signaturas tcstantes en grado T.

Para 1a signatura (5, 1). tenernos que el métoclo an¿rlítico es infrtil si ,ri > gi. gi.
;"a que 95,1(1/81.9t) < 0, I por Lo tanto fl¡,t(Ll:r) < 0 para r > 81,97. El nlenor re-
gulador- cotrociclo en esta signatura es c1e aproximad.amente 2.8846, corres¡ondienle
al cucrpo con di.scrinrinante -2 306 59g, mininral para esta signatura. Desgracia_
clamente la cota gcométrica (3.i) cn este caso cia ]IJ¡l < 107,057 si ,Bi < 2,gg.46.
Corno 107,05 > 81.9, el rnétodo ¿lnalí¡ico fr¿rcasa.

l,o rnejor qne podentos clcrlos tr.¿rr. para todo k en esta signatura es rQ¡ > 1,oEg
puesto c1ue. por (3.1). si,Br < 1.689 entonces ,¡l < 81,1b6i7. Si la clase rle}
ciife¡en¡c no es trivial, entorlces Dt. > 54126175g,21 por Ia T-abla, 1.. Conro
2q5)(.7/54t 25i 760) : 13.74... ¡,2g(1lSt,1lr617) :1,700092..., por (8.12) con-
cluimos clue la cla-se clel dileren¡e es trivial. Como 29(1/81,15617) : 1.700092... ¡,
,1.o(1/2 306 ó99) : 2.78.... olrteremos i¿r contr¿rclicción que demLestr.¿ ,e¡ > l,6g9.

E1 r'egulador más pcqneño conocido en signatLrra (3.2) es cle aproximadamente
1,00rt3..., correspondii:nte aL cuerpo de cliscr.irrinante 612233, minimal para es
Lü si8n¿.Ltura. I-o mejor que podemos clemostrar para todo k con ..ignatur¿i (3,2)
es E¡ ) 0,8727. En efeci o, sr¡rongarncs quc,B¡ < 0,8727. Enlonces (3,10) rta
Dli < i 046 873 034 826, 2. Si la clase clcl cLfer.ente no cs trivial, er:tonces D¡ >

107325647,38 por la Tabla 1. Por'(3.12) conclLrirnos que la clase clei clilerente es
trir''iai ¡a que 293,2(tll07 32564E) :4.28... 

"v 
2g3,2(t 11046 879 034 E26) :0.874..,.
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Conclninros verificando que 4o(i/1 04687303;1S26) :1.748... y Aa(11612233):
0,9763....

4"8" Cuerpos cle grado 8 totalmente compiejcs

En el c¿.iso óclico to1,al¡nelLf e conrplejo. Dí¿z v Dí¡z f 
Di2l determinó 1os pr-irleros

i5 ciisc¡imin¿rlte s minim¿les. pero no publicó sus ecu¡ciones li re3ul¡dorcs i El
P¡ofcsor Díaz ¡. Dínz gentilnienle re-calcriló los poiinomios necesarios r: nos itiz'r
Llegar la i.abltr que lranscribit:los en el CapílrLio 5.

Notamos quc en iDi2] se dcmueslra quc Lray 15 cucrpos cle grado E tcteln.rclte
complejos con cli-qcriminante nenor ¿.1 1656 110. Como hemos verificado quc ios

15 cnerpos err ia tabla, efectivamentc lierren la..ignatura, grado, ¡, discriminante
seña1ados, quecla claro quc la listn es conrpleta.

Teorema 1.6, Entrr: Los cu,erpos de grado B totalmerrte compLejos. el cuerpa de

cliscri'minante 1 282 7E9 tiene el menar regulador, aproúrnadarnente 'r'guol a0,3i35.
Los tres reguladores en esta si,gnalura t¡tt'e Le szgrLen corresy.nndert. a los cuerpos

le discrim'inan,te 1361513. 13E5533 y 1424293 con reguladores aprori'mrl d a s cLe'

0,3264, 0,3311 y 0,3367. respecli,l)amente. Si' k es un cuer1:o óctir:o lataLrnente

ccnnple.jo con d,iscri,minante dislinlo de los ctto,tro anter;tore-s, ?-ntcr¡'aes stt regulcciot-

crrmple R¡ > 0, 344.

D r:rno stro.ción. Suponganros c¡re -R¡ L 0,3-14. Eni.onces ,k no puecle ser CNI 1,a que

-Er. > 4lir.- > ,1 , 0,824 : 3,996, por el Tcorema a y (3.8). Supongamos ahora quc

7 - 0, Como r':3 ]-?: : f/i. .tc (3.10) ol-,rcnerlros ,i < 118538811875,16.
L¿r Tal¡la 1 nos dice que si la clase del ciiferente no es trivial. entorrces lD¡l >
167750589,93. Como 29¡,a(1/118 538 81i 875) : 1,61... 1, como 29¡,a(167750590)
: 1.109..., por (3.12) concluirros que la clase riel dife¡ente -'s trivial. La. de-

signalclacl (3.11) da ,rl < 1644000, ),a que 1g¡,a(717 t,44 000) : 0,3¿141... y
,140,4(1/118 538 811t75) = 3,224.... Inspecciona.ndo 1os quince cuerpos ctr cstr sig
natur¿ con LIlr < 1644 000 en la'f:lbln 2. capítuLo 5, r,emos que los cuatro primeros
regulaclores son los clel ¡eorema. y eue loclos los oi:ros son mayores que 0.344.

Como y,r hemos excluido el caso CNI. los Írnicos casos que nos quedan es T : I
ó i' - 2. Dl cueriro ¿1 no puedc tener signatura (2,0) puesto c1ue. por (3.3),
n?rr(€1) > 4 . 0.48 : 1.92, io clue conrr¿1dice la deslgualdad ml (sl) < 0.991 impli-
cacl¿ por (1.1.7). Las posibles signalur¿r-s de ¿t son entonces (0, Z) o (2, t).

Supong:Lruos ahor¿r I : 1. Para Ia signatura (0,2). la desigualdad (3.3) y el Teo-
r-erna 5 cLi:Ln rn7''(e 1) > 2.0.337 :0,67,1. Us¿nclo (1.2) tenemos A(l;lL1) :2, con io

5 Nos explicó que su Iilzó lue que esLos cuerpos lraLia sido clescubieltos altcs L-or Í,enstr.i

[Lr:1. Si]r r:rrrlrargo, Ler]sLr¿ t¿1ülpoao clió ias ecuaciones, ya quc describió sus cucrpos co]no cicr_tils

extrel]sioües al¡elia ¿s cle otros cüerpos Ya conocidos.
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qLre rlc (3.2) ol.rteuemos ,r i < I765 910 895, 7'1. Por (3.1.2), 2go¡¡ l9 7 05 910 S95)

:2.151... t' 2qo.t(,1ll67 75A á90) : 1 109... co¡rcluimos que 1a clase clel dileren-

te es tlivi¡"l. La clesiguaklarl (3.11) cla lr¡1 < 16440(-]0. ya que r\g¡,¿(i/1 6'14 C0r-')

:0,3114i1... v'19¡.,1(1,/9765910S95) :4,303..., Io que nos devuelve a ios cu¡'tro

cliscriminan¡r:s del Teorema.
En la signai,ula (2. 1) . i,omarCo el peor caso (br, ór. b3) : (2 

' '1, 4), ia r-r.csigua'lclaC

(3.6) rl¿mrier) > 2.0, i8 : 0.56. Usanclo (i.2) tenemos A(klL¡1= \,/r. conlo (luc

c1e (3.2) obtenemos D¡ ( '11 340603952.08. Por (3.12),29¡.a(1,/'i1 340603-052)

: 2,048... v 2qo.¿(1/167750590) : 1, 109. ., concluirnos que ia cla.'c del clilcre¡te

es trivial. 'f:rl como en el caso anterior, terninamos vienclo 1a Tabla 2.

Veanros ¿hor¿r eL caso 7 : 2. Si trL e Lz, Lt sería real cu.acirático, c¿so que ya

clescartanos. Si Lt - ¡r. su signatura es ueces¿rriamente (2,1) Como r(L2) :2.
pocLemos Lrsa,r (3.7) -v e1 Teorema 5. encontrando que

tf,,..1)¡,t .2' . )v5 0.3c'r > I.2;8.

EI Lema 3, partc II cla D¡l < 1881C44E265,82 ya que A¡I1/Q] : vlE ¡'
A(klLr) -.n5. Si la clase clel diierente no es trivial. entonces Lr¡l > 167 750 590.

Como 2e¡,a(1/18S10448265):2, 16... ¡' 2e¡,a(1/167750590):1,109.., por (3 12)

conchrirnos quc la clase del clilercntc es tlivial. Como antes, r,olvemos a concluil
clne /i ticnc que ser uno c1e los ,1 cuerpos del teorema. I



CapítuXo 5

Cuerpos de signatura (0, 4) (F''.

Díaz y Díaz)

A continu¿ción dantos ]a lista de todos Ios cuerpos ócticos tot¿llmelte comnlejos
h con discliminante D¡ { 1t156 110. En Ia columna izquierda ap¿r.recc ,A. en l:r.

coiumna certral clamos e1 polüromio p(r) La1 que p(,r) : 0 y k = Q(a), y en la
columna clerecha damos -R¡. Esta lisl¿r. rros fue gentilmente faciiitacla por Francisci>
DÍaz ,r' ])j¿7.

'Xal:tra 2. Cuerpos óct,icos tot¿lLtlLentie complejos cotr discrirni[ante urenor a 1656110.

Polinomio Regnlaclor
¿3 2r,- + 4¡:3, 4ra ,1- 3r2 2r * | C,6i8gg66

¡8-27+15 -{+¡3 ,r+1 4,661g2
¿t -.'. :¡7 l- 2:):6 - 3r.; + 3r4 - 3.u3 -l- 322 - 2:¿ ,r 1 0.313b3gE
rs ¿7 + 16 2:t5 + 3ra - 4r3 + 4¡2 - 2x +- I 0. 963

zs-r?+:¡6 I x.4 - 2Íi\ +3r2 -3:x+7 0.970T27"1
. ¡ .- 21" J,: 3rr :Jr'1 . 2.r 

j r I O. J2C112
zE 2ri -F 3¡6 3r5 + 14 -l- 1 0.3811128

t:8 -2t7 +2:re -t:3 *14 -:¿z .2:t:2 - 2r+l 0.3362
18 17 + t6 z'l + ¡3 - ¿2 + 1 0,3,151

z6 17 + .¿8 - 325 + :l4 2r3 + 3r, -l- 1 1., 04825b57
rE 2¿7 + zG + 2txi -- Z:14 2x,:\ + :c2 + 2x: + l 2,7a6g4¡¡

rE-27 zii-.24-:¡2+r*1 0,353S45
18 - 2:..7 * 3¿5 - ra 3¡3 + 2r,l- 1 1, g1195g

rE - r¿7 + 21:5 - 2r4 + u3 -1, ¡2 'Zr i I 0,363609
¡8 - 2¿ú 3r5 l- 3ra + 3¿3 - 2¿2 + I f. i009bg49

El orr-lerr ¡r ll ¿il eriterlente c¡rótico del regnlador en la Tabl¿¡, 2 se explicir por
la prcsencia clc c-, > 2 ¡aíces cle i¿¡ rinid¿rci. Si tabrrlíran.ros ,R/a,. verí¿¡mo-" una

I)iscrirninan{,e
1257728
1265625
1282789

1327E33
13424 t3
1361513

138551t3

142i12 93

1,.174013

1492101
1513728

15207E9
1ó78125
1590773

1601613

28
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lelación monóton:r r1e 1?¡/L.r¡ con.Dr; en cste rango. corno ocurre li.ecuentemenie
con los discr inin¿lrtes rnás pequeños er.L cilda signatura. Los cucrpos en l¿r list¿ corr
rcgulirclolcs pequeños (ntenorcs quc 0,,1) conlicrrcn sólo dos r.aíces dc 1:r tniriad. Los
ctros coniien€n ,1. 6. 10 ó 30 r¡rícr:s Ce i¡r unici¿d. EI rcguiador y discliminrLnte han
siclo c¿llculac',os con el prograrra, PAR.I CP. ciisporible 1ibremclrtc en parr . naih.
u-borde aux . fr/dovnload . hIn1.
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