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lNT RODUCC I ON

Un problena de in+,erás en años recientes ha sido e1 de encontrar

una esti$ación para 1a nagnltud de La sotución no trivial más pequeña de

':na ecuación diofántica, i.e. si E ¿ Zlx- | ... | >< L interesa enccn -'tn

trar 1a solución entera más pequeña ,le !a ecuaclón

f (x1 . .... xn) = o -

En general el problema de decidir la solubllidad en q (equiva -

lentemente en Z') de ecuaciones como La anterior. donde f es una for

ma cuadrática. está resuelto por elPrincipiode Hasse o Principio Local

clobal, que proporciona una condición necesaria y sufj-cienle para 1a so-

Iubilidad de esEas ecuac ione s ,

En 1798, Legendre demostró que si la ecuación diofántica

222.1* * u2*2 * a3x3 = U

está en su forma normal, i.e. u1,u2,^3 son enteros libres de quadrados,

primos entre sí de dos en dos y no todos del mismo signo, entonces la so

Iubi"Iidad de Ias tres congr:encias

(1)



L¡.

2_x = -a2a3 (mod a'' )

z_
"- = -a1a3 (mod ar)

)
x- = -a, a, (urod aa)

es condici6n necesaria y suficiente para la solubilidad de 1a ecuación

(1) en Z .

En la demostración de suficiencia de la condición (2) se deduce

que la ecuación (1), ó la ecuación

222.1"1 * "2*2 *.3*3 = -"1"2u3

tiene una soluci6n en eI dominio entero

r--
l*,1 . / lur.rl , l*21 . ¡ lx-l <I Jr -

En caso de ser xr,xr,x, una sotución de la ecuación (3), Ios nú-

meros ".1,r2,r3 def inidos por z.t = -uz*2 * "1*3 , "2 = u1*1 * *2r3 y
)zr= x\ + ara, forman una solucj.ón para 1a ecuación (1).

En 1950 Holzer utilizando un profundo resultado sobre números pri -

mos en una progresidn aritmética en un cuerpo cuadrático. demostró que si

la ecuación ('l) es sotuble (no trivialmente) en Z , entonces tiene una

soluci6n en el dominj.o (4).

Skolen y ¡,lordell intentaron dar demostraciones utilizando métodos

más elementales, Logrando solo versiones más toscas del Teorema. ¡'inalmen

te, en 1968 Mordel-]. 1o916 el objetivo (demostraci6n deL Teorena 5).

(2)

(3)

(4)la a I| 'l 3l lu',"r1

Con un sencillo programa computacional es posibte advertir que en



al- L

muchos casos la ecuación ('1 ) tiene varias soluciones en su dominio (4)

respectivo, por lo que se puede pensar que en esos es posible optimizar

las cotas de (4) . Kneser estudió este problema en 1958. Es fácil deducir

que Ia tercera desigual-dad de (4) implica las otras dos; Kneser demuestra

que si ('1 ) es soluble, entonces existe una solución *1,*2,13 con

¡ ".1 <t ," 1",ari

d.onde en muchos casos k < 1 (ver [x] ).

Es claro entonces que resulte interesante preguntarse qué sucede

con La ecuación con cuatro vari-alcles

2222a_x_ +a^x^ +a-x- +a,x =U11 22 3 J 44

La demostraci6n de1 Teorema de Hasse Minkowski depende esencialmen

te de1 número de variabl-es d.e Ia ecuación, y es posible, basándose en es-

te Teorema para los casos n= 3 y n=4, establecer un conjunto de

condiciones para la so1ubilid.ad de (5). Con este propósito. en el capítu-

lo I se enuncian algunos Teoremas y Lemas concernientes a formas cuadrá -

ticas sobre Ios iuerpos p-ádicos In

Aplicand.o en forma adecuada una versión efectiva cel Teorema de 1a

Progresión Arítnética de Dirichlet. empleando una función que acote al

primo más pequeño que aparece en dicha sucesión (ver [¡-n] ) , es posible

estabfecer una qeneral.izaci6n de1 Teorema de ilolzer para la ecuación (5)

(Teorema 8).

(5)

La opti-.nj-zación de esta generalizaci.ón depende en gran medida de1



av

polte de Ia cota para el priner prino en Ia progresión, cabe agregar que

este úItijrlo problema ha sido muy estudiado y existe una versi6n mucho más

general que se puede encontrar en [f,-o] -

En suanto a1 Teorema de Holzer, es seguxo que de una forma u otra,

en un futuro pr6ximo, se logrará una qeneralizaclón con cotas mucho mejo-

res, por ejemplo, como las que se proponen en et problema de1 Apéndice.



CAPITULO 1

FORMAS CUADRATICAS SOBRE QN

; 1 5EF I TMT\I]PFi

DEFINICiON 'l . Clásicanente una forma cuadrática sobre un cuerpo K es r-m

polinomio homogáneo de grado dos de 1a forma

fix-, ..., x )= I a..xx.
¡ n I-i l l

en n indecermin¡das x-, ..., X , con coeficientes a.. € KI rr r-l

La r,atriz sinét-rica I = (a..) se denomina l-a maLriz de f1l

Medj-ante el conocj-do proceso de diagonalizaci6n de A se puede

transformar f en una forma d.iagonal

i1
-2¿ a,x. , a 1K, (CarKl2).

af 1

Para nuestro propósito, consideraremos en adelante las formas cua-

dráticas diagonalizadas, y K = 0 e1 cuerpo de los números racionales. ó
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K = !_ cuerpo de ios núneros F-ádjcos segín ;ea e1 jaso, acemá: escribi

remos e1 cuerpo de ios números reales p = Q*

Las dsnc s+-r:acicne s del Tecrema 1, su Corolario y CeL Teorema 2,

pueden verse en IB-s] .

TEC REYA 1 Hensei). Sea Fi:<t, ..., Xr.) € Orl*r,..., *,..,] y

('y., ..., \ ) e Zl ta1 que para clerto i , i < i < n'l n p

Fi.r_, ...,.t ) = cl:nod p2:'l)ln

rF , i
¡_ ly_ I = o(mod p,)Cx '' i

1

':F r j.r-1

." l'l ,' "'' ],.rJ Z;'moc P- )

l-

cierto 6 € N , e¡ltonces existen enteros p-ádicos e., ..., J- tales que

r¡r.l Á ) = n
ln

i rl
rj. - .t. (mod p'"t , .t < i < n .

1L

aoRoLARto. sea Frxl , ..., xn) € onl*r,..., *,.ri y (Yt, ..., )r.,) É zn

ta1 que para cj-erto i, '1 <i<n

F(y-,...,, ) - J(nod p)'l n

lE .. : r ^,*^r ñ\_ i\ r ...t ( ! ¡ J\l.LuJ rJ/'x. \ | m'
!

entonces existen enteros p-ádrcos 1,, ..., 8n tales que

"{9t, 
.., 0rr) = o



0. =y.(modp); 1<i(n.

iuego, toda sc-L::rón '¡1t ..., -/- de Ia congr.rer.cra 9rxt, ..., Xn) :

= 0 (Í!oi p) puede extenderse a una soluclón i'e la ecuación F = 0 en Ap

salvo que

¡É ..t' (,., -.., j ) = o , lara iodo i , ' r i n
rX. i

l-

TEOREMA 2 (Chevalley). Si FiX,, ..., Xr) es una forma homogénea iLe grado

estrictamente Iller-ror que n , entcnces l-a congruencia

F (x', ' "" x-) - 0(mod P)

tiene soluci6n no nula (xt , ..., Xn) inod p)

LEMA I. Sea p primo iinpar y C < z: < n ; a1, .... an uniCades p-ádi.as,

entonces la forma

22.22,t=ao-pFt = -txt - ... = ir*r - pl¿r,txr+l * ... + rnx.J

reEresen¿a cero en 0 ;í '/ sóLo si F ó F. representa cero en A-P-ol!

Demostración: Sea F sol-¡ble en Qn y E1, ..., ;-" ina solución, e:rton

ces podo*oos suponer que í, lotrnoap¡ para a1 menosun i,1<i<n'

Sj- 1 <i <r. suponganos i='l . entonces

?:
"o,,!1, ...' --r) . J imod P,

;Fo - t \ = )- ' z.tÁ^,"- i.lr, --., , --1 1 - ...--d 9)-1

Por e1 Corolari-o del Teorema 1, ua representa cero.



S.i ¿- : ... - - : 3 (moC p) , er.tcn:es | ,:", .'., ; ] = J 1r.od p2t de- -1 'r o'-l 'r'

donce Fl',t"..1 ,,.., -,n): 0(;nod p) con ai menos un \., r+1< j'n

no divisible po:: F r -oor Corolario del Teorema 'l , F" representa cero

enO

COROI,ARIO 1. Si p es prirno j-mpar y a.t, ...t ar son unidades p-ádicas

entonces la forqa

22
€=-_ Y

tt rf

reDresent.a cero en I sí y sóIo si La co:.g:uencia Í(x,, ..,, x-) = O(mod P)D-'lr
ti-ene una solución no trlYial en z p

Demostración: Cc,nsecuencia llrmediata del Lema,

CORoLARIO 2. Si p es primo impar 7 :t¿ .,,, :r son unj-dades p-ádicas

con n > 3, entonces la fcrma

22.:-x- + ... + É Ktl nn

reoresenta cero en z'p

Denostración: Consecuencia del Teorema 2 y eI Ccrolario '1 .

LE],IA 2. Si p = 2 ,13 forma F Ce1 Lena 1 representa cero en Q^ sí y-¿

s6lo si ia congruencia

F: O (rnod '16)

a&nite una solución con al nenos una ce las incógnitas i-'nPar.



Denostración: sea r(;., ,...,f.) :0(mod. t6) con ;i impar algún 1<i<n.

Si i 1, , sin restricción sea €1 impar, entcnces

¡.(c ;') = ¡ ¡-^¡ or't-], ", ,nj - ur¡rrQq o,

lL l',-, ..., I ) / l(mod {)

ior Teorema '1 . F representa cero er. ¡
ẑ.

S.rponganos ahora ¡ue i. = o(mod 2) E,ara 1< j <- ,. =)\
-. -_. 

l :

\. \= 4 , I ' 1 'r , entonces

4 i:\?.: ' ;Í jc(r¡od16)
i=l r L i=r+l I

Luego

nar-
¿ a,g.+2: a.A. = 0(mod8)

1=y+1 r l' l=1 r r

con aI:nenos un ;. , r + I - i < n .impar, :-¡í la :or-:a r, - jg -l
L--lo_

por Lo tanto F representa cero en Q2

El recíproco de1 Lema es c1aro.

De la demostraci6n anterior se deCuce eI siguiente

COROIARIO. Si la fcrma F de1 Lema 1 adRite una solución para la congruen

cia

F : 0 (mod 8)

con al menos ,lna de las incógnitas x1, ..., xr irnpar, entonces la forma

representa cero en Q2 .



i.EMA 3. Si p es un priao inpar, una unidad p-áCica

2j=c'c.P+c.P ()'c.'p, c lO)JI¿--IO

es un cuadrado en p sí y sóIo si c es re3!.o cuadrá:aco mólulo p-p'c

- t. I
t = a; - ["n .] 

= ' ' ¡, s i-¡-bo ro ce Lerendre '

)
iemostraciin: Si c = .!' en Q , y : - b(mod p) con b€ z , entcnces

,-nc - b- (mcd p)o-

Para el reciproco, consideramos ei polinomj-o F(x) = x2 - e ¿ entonces

F(b) : o(mod p) y F'(b) = 2b7 A (nod p) Por CoroLario del Teorema 1

2existe o,€zz tal que F(ar) =0 y ü:b(modp) ,dedonde e =ü-.p'

i.LI{A 4. Si a as una unidad 2-ádica, entonces a es un cuadrado en Q2

sí y sólo si e = 1(mod 8)

l
Demostración: Si a € Q; , el cuaCrado de -'odo número impar es congruente

a 1 m6Cu1o 8, lueqo e = 1(mod 8) .

si e = 1 (mod 8) apl-icar Corolario del Teorema '1 al polinonio
))

F {x) = x- - ' le donde resu} Ea -:. € l'Z .

LEMA 5, Si una fori,[a cuadrática no singular representa cero en un cuerpo

K , entonces representa todos 1os eLementos de K

)2
femostración: Cons-ideremos Ia for¡na F = a,xi + ... + 

""*I , y

22a.o] + ... + a,-l- = O una representación de cero no nula en K . Sin res-
¡ I nn

tricción suponqamos ar. I A Sean las variables
¡

6



x.= f,.(l+:) ; x, =1.(l-r), .<=2,...,n con r '..aria -ll K,<

'c1e á deteminar. En t occes

F(x1, ..., xn) = zu, i]. - zur,?,t - ... - 2a.,:2t = +a,rlt

Basta consiCera.r t =

LEMA 6, Sea K un cuerpo con más de 5 elementos, si La forma Ciagonal

,22F = a-x_ + ... + a xI I :rn

representa cero en K , entonces existe una representación de cero por F

con r-odas las variables no nul-as.

Demostración¡ Sasta ver que si ^,\2 I o entonces exiscen J,,). I o € K
tt¿

22_2con a.cr- i a-f,: = a_: a J ') .t2

Considerar Ia id.entiCad

| -r2 r -- ',2
_ ,:E - I', . - *, 2t, I 1.r jq;-;J., ' "',t...?T; = ar;- ' cj'erto L I -1 '

como #* r 5, y para cada ecuación

I
24",o,

22 :at =n'2" -'r

hay a lo más 2 soluciones en K , podemos elegi-r ). de modo que
.2

2t = r_ = __1_ f - 1 , luegooa
,1

if r t2I I zr¡. I -z{ *2 lr + rl *1 
"I (" .l



5 z, pntxcrpro LCCAI- cLotsAL pAiA FoRltAS cuADRATrcAS.

TEoREMA 3 (!ias se -Minkowski ) . E1 principio 1cca1 Elobal se cr¡np1e para forinas

cua<1ráticas, e.d. ia ecuación .,*f * ... + .rr*2 = c tiene soLucj-ón no tri-

vial en Q sí y só1o si exj-ste solución no tri-'¡ial en todos l-os cuerpcs

Denostración: Si 1a ecuación Liele solución en Q , comc Q C Q,, + p .

es sol,uble en +-cdas 1os cuerpos p-ádicos.

Supongamos entonces que Ia ecuación tiene soLución en I- , p = 2,3

La demostración de esta parte de1 Teorema depende esencialmente de1 número

n de variables.

El caso n = 1 es trivi-al, vea¡nos eI

Caso n = 2 . En caca cuerpo Q- , e1i i a-'r,os :ra solución f:,1) no criv:aI,

corlo la ecuación es sol'úbie en particula.r en Q.. = n , no puede tener r-,o-

dos 1os coefj,cientes con el- nismo signo, es cecir debe ser no definida.

sin resti:icción suponqamos a >o v 3-, ( O, así en cada cuerpo

2 2 / \2 .
I a.r] + a-J: = O y por 10 tanEo -a./a^ = lcr./s")-, asi-p I I 2 2 l' 2 \ ¿ 1'

vnGa, / a2) e 2z v p (vn valuación p-ádica) . Luego si escrlbímos

t. s. 
^Lt ¿

-at/a2 =.IIp , ,i= r- {.-al /ar) = 2s. se t.iene que 'a1/a2 = l,. Fi l
Pi

es un cuadrado en Q.sea -^r/ar=b2 cierto b€ 0, entonces

)
a" + a^b- = O . Lueqo la ecuación es sol'.rble en Q .1¿

Caso n = 3 Poderoos considerar en este caso la ecuación reducida a su

forma normal. e. d.

I



(i) 
^1,^2,^3 

son enterós libr.es de cuadraCós

(ii) no todos los coeficientes tienen iguai sigrro,

riil) .a.,a-) = 1 !,ara L I ) tr'l

sin restriccj-ón supongamcs a",a^,a. > 0 y escribanos la ecuación co¡iro

222t,*1 t u2*2 - ajx3 = o

I

Sea p prj$o iinliar tal que ? "3 Por hipótesis esta ecuación :iene

solución en Q_ , lue,lo por Corolari-o 1 del Lena 1, la congrr-j.encia
p

22ul*l t 
"2*2 :- C(mod p)

tiene una solución no trivial (xo,yo) , de dond.e

))-')u,"i . uz"i . utyo (xtyo - *2*o) ,*1Yo - x2xo) rnod !;)

y 9or ro Lanto, como p /.¡

2 2 2 (D) (o)
a rxi + arx) - u¡*l = L''' (x1 ,y1,21)Y'=' (xl,y1.21) (mod p) (1)

{i) (o)
donde r,'r' y M't' son Éormas Lineales en zlxr,xr'xr7 que dependen

ñ= )

222)a,xi + arxi - a,xl = (a.,x., + u2*2 - uj*3)- imod 2)

, (o) (e)
Así para cada primo P i2ul.Z.: existen formas lineales y M -

con Ia propiedad (1).

9
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Por e1 Teorema Chino de 1os restos existe! formas lineales L v

M en z I x, ,xr,xr7 tales que

222u1*'l * u2*2 - a3x3 = L(x1 'xr'xr)¡'t(xt 'x2'x3) 
(mod a1a2a3) ' Q')

Sj- "1.2u3 = 'l , La ecuaci6n tiene una soluci6n obvia. Suponganos

^ju.^3 I1 , entonces uno de los números I"f,. V"t'3, 
"f%;

no es entero. Sea v = {(x., ,xr.xr) ez3 /o jxt . Ja2\,
0.*2. Vai¿3; O.*r. J af'ri, es fácit ver que +r, u..,ur., ,

*{Iuego "v > " (n /a1a2a3 Z') , así existen (x1,xr,xr) y (yl ,y2,y3) dig

tintos en V tales que

L(x1 ,x2,x3) = L(yr,y2.yr) (mod ata2a3) .

Luego si xo=xl -y1 , yo=x2-y2, 
"o=*3-y3

L(xo,yo,zo) = 0 (mod .t.2"3) .

Además, como (x1 ,x2,x3) y (yt,yZ,y! están en v , (xo,yo,zo) € v ,

de donde résulta

222
-"1 t2"3 t u1"o * u2Yo - ^3"o t 2u1"2u3 '

De (1) y (2) se obtiene

222.1*o * u2yo -.3"o = U"1a2.a , cierto de ,

(a) y (5) son compatibles sóIo si d=O 61.

Si d = 0 r (xo,yo,zo) es solución de la ecuaci6n. Si d = 1,

entonces

222t1*o * 
'2Yo 

- t3'o = t1"2"3 '

(3)

(4)

(s)
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Pero entonces

.2222,t (*oro * ar'.|o) n u2iyoro - a1xo) - a3 (z + a1a2) = 0

y luego, de esta relación, que es de fácil comprobaclón se obtiene una solu-

ci6n entera para 1a ecuación.

Como se ¡neacj-ona en la lntroduccj-6n, este Teorena para eI caso

n = 3 fue originalnente resuelto por LegendLe en 1798.

OBSERVACION 1. Es importante obser,,/ar que en la Cemostración antericr no se

utilizó la solubilidad de La ecuaci6n en Q, , e.d, Ia solubilidad le Ia

ecuación en l--res variables en todos los cuerpos In , Fara p impar y en

¡." implica su soiuLilidad en Q2 y por l^o ranro en Q .

Existe este mismo resultado para cualquier primo q finito, y es

consecuencia de 10 vj,sto hasta ahora y la Ley cie Reciprocidad Cuadrática.

LEMA 7. Si Ia fcrma ^ *2 2 2

I 1 + .2*2 + a3*j represenE.a cero en EoCos Ios cuer-

pos p-ádicos, p = 2,3, sal-vo quizás .r Qq , para algún prirno q

finito, entonces 1a forma también representa cero en Q^ .

El siguiente Teorema es la base fundaflental para la demostración

Ce1 Teorema para n = 4 , y para e1 prop6sito de general-izar e1 Teorema

de Holzer a este caso.

TEOREMA 4 (Dirlchlet.) . Sean a.b enteros. b>0 y (a,b)=l.entonces

existen infinitcs prirnos de 1a forma a + iJc , k € ¡¡

La denostración de este Teorema es bastante extensa y se puede en-

contrar por eje!¡plo en [e] .
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Denostraci6n de1 Teorema 3.

Caso n=4 Consid.eremos la ecuación

2¿¿2ur*r * t2*2 * uJ*J * a4x4 ='J

normalizada, e. d.

i) .i libres de cuadrados,

,ii) o pri:no v p, a-a^a-a- entcnces divr-de a 1o más a dos coeficientes,
| ¿ 3f

iii) a, ) 0 , a, < 0 .

oBSERvAclo¡i 2. Si en la ecuación existen tres coeficientes di.risibles pcr

un priino p , muitiplicando (6) por p y haciendo xip = yi se obtiene

una ecuaci-ón ccn la condición (ii), este mi-smo ti-po de cbservación puede

hecerse para otro núme ro de variables, obteniándose así La ecuaclón norma-

1iz aCa,

Sean o-,p-, ..., p los prinos lmpares que dividen a aia.ara, , y para'1-2 -s ' I ¿ i 4

;ada p = 2 , p,, ..., p^ sea '¿1 ,i),c!r,ü^ una solución de la ecuación

(6) en Qp

Por Lema 6 podemos suporer todos los c. distintos de cero, para

cada p

Ccnsiderenos ias formas

2222
h(x1 ,x2) = a.,xi t arxl y 9 (xl,x4) = -arxl - aoxn (7)

y sea bñ = h(o,1 ,]r) = s(03,ül)
Et

(6)
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OBSERVACION 3. Si" b = 0 Ias fornasp

versales, así podenos suponer b., = i

Si" bn l 0 podeinos supcner que es i.r.n entero racionai divisibie a 10

más por Ia potencia p1 de p ,

son isótropas y por 10 tanto uni-

dividiendo 1a ecuación por este término queda

(7)

bp

a
Esto ú1tiro es fáci1 de ver, pues si bn = uo * "tF * a 

Up' 
+ ... a on

i ". u) 2 '

*oi' a t a r: ' '
foo)

,u22¿I t: O - --: p- . ... € 0-a-a--poo

Lo deseaCo, análogamente si

face

Il: b^ (mod 2-)
¿

a-b irnoa p?l
o. _-L
_.1

Por Ia observación 3, para cada

p-adfca y ademas

a
o

Por el Tecrema Chino de ios restos exi-ste a>0 en z que satis-

(8)
I 1115

es una uni-dad

D^ a= r (moo ó) b 'a = I írnod p.)
o '1-1

y por 10 tanto, por Lemas 3 y 4 ,

Luego

br'ae E y !-aew-
_l _L

1 <i <s

. -,1
D

p
n(or.

¡-
-1 ,

. o^. v b 'aj = qlr^.z p ' -. J
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por 10 tanto las io¡¡nas

-ar2 * h(*., ,*2) y -"y: + 9(xa,xa)

representan cero en Qp , p = 2, pl, ,.., p" .

Si p es un primo tal que pi " v p 1p,, ..., p , entonces por" r l"s
Corolario 2 Cel L€na 1, 1as formas (9) representan cero en Qp .

Como supusinos al >3, u4a0 y a> 0,las formas (9) son in-

definidas por 10 que ta-cüién representan cero en Qc. .

Si pudierarnos elegir a , de tal forma que además en su descomposi-

ción en primos. hubiese un único primo q distinto de pl , ..., ps , en -

tonces por Lena 7 las formas (9) representarían cero en Qó ,

ñ=r l .o

Tal elección de a es posible gracias al Teorema de Dirichlet.

Si a es el entero positivo solución del sj-stema (8), única módulo

¿,5)ñ = ) .r = (a,m)
i= 1

Por Teorema 4 existe k>0€z , tal que

es primo, .rde::Ís q.d a(rod m)

caa r = ^^ añtonces a cumple Ia condición ceseaCa, así tas'o _o

formas (9) representan cero en Q , ó equivalentenente 1as formas h y

9 representan ao en Q , y como

(e)

am
Y¡Nr
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2222a,xr r- a)x, + a,x. + a,x, = h(x,,x.) - g(x.,x,)
- 3 4+ 1 ¿

Ia ecuación (o) reprÉsenta cero en A .

Caso n = 5 . ConsiCeremos la forma

2222?a1x; + a2x; + a,x] + anx! + arx! = 0

normalizada, y sin restricción suponganos ul , O y .5 a 0. sean

22222q(xT,xr) = ^t*1 
, u2r2, h(x3,x4,x5) = -u3"3 - a4x4 - a5x-

lgual que en eI caso n = 4 es posible encontrar un entero racional

uo, O represen-Labl-e por g y h en Qo. y er, Yn , saiva qurzás en
vt,5

un cuerpo Q- , ::nle -{ es un prj-mc in¡:ar Tte djvicie a -. a. .p - 
i=t I

Por Lema ? ia forma -ao*' * g representa cero en todos los cuerPos

Qp , y en Q"o, pues supusimos .l , C Y uo,0 Por el Teorema para el

caso n=3. representa cero en p ó equivalentenente g representa

"o en A.

Por Corolar:io 2 del Lema '1 , la forma h representa cero en 0n , y Por

Lena 5 es universal en Qq , en particul,ar representa uo en QO , así
)

La forma -a x- + h representa cero en todos 1os cuerpos p-ádicos. y poroo
el Teorema para e1 caso n=4, representa cero en Q, o equivalentemen-

te h represenla ao en Q . d.e iionde 1a forma

22222
"1*.1 

* u2*2 * ,3*j * -4*4 * 
"5*5 = g - n

representa cero en Q .
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Caso n > 5 . Para este caso basta ver que si F es una forma eon más de

5 variables, F = F + F- donde F ó ¡_ es una fcrma jndefinida je 5'olo-1
variables y asi to 6 

", 
y por Io tanto F representa cero en A

coRoraRto. Toda forma "i - ... + *2 € i[ *, , ..., "r.,] , no deil:liia ccr''

._. ' j :eí.r\ senEa 'rero en A .

§ 3. ccNTRAE.rEI4pLos Ar, pRfNciplo Loc^Ar, cLoBAj,.

I-uego de ver el Teorema de Has se -Mj-nkowski . se podría pensar en una

eventual Eeneralización de 6ste a formas de grado mayor, pero esto no es

posible.

Ejemplo 1. La fo::ma

FLx,y,z)=2*3+4y3+5"3

representa cero en todos Ios cuerpos p-ádicos, pero no en Q ,

Este ejemplo fué dado por E.S. Selmer (Acta Math., 85(1951), 2A3-

361) . La demostración de que }a forma es isótropa u^ Ep , .l p y en

0- es relativemente sencilla, no así Ia demostración de que no represen

ta cero en Q que es mucho nás delicada.

Ejemplo 2. Es fácil dar ejemplos más sencillos como el siguiente: la for-

ma F = atxl + zz*l + tzzxl -:roxl riene ceros en e2 pero no en

Q¿r

La forma c = 6x1 + tzxl + *l - 2"f, representa cero en todos los cuerpos
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Qp v ." !!"o , pero no en e2 .

Luego Ia forma

F(x.,,xr,xr,xn) .c (x1 ,x2,x3,x4)

tiene ceros en todos tos cuerpos 
$ y .., 0_ , pero no en f! pues F

ni G los tienen.

oBSERVACION. Er¡ eI caso de formas bina¡j.as sobre f[ , se puede demo strar
que el principio de Hasse se cuinple para formas de grad,o < 4 .



C A P I T IJ L O IT

§ f. iÁ ECUACToN DroFANrrcA u,*l * u r*l * ua*] = o

TEOREMA 6 (Horzel) . Si la ecuación diofántica

222
"1*1 

*t2*2+a3x3=o (10)

en su forma nomal liene soLución entera,

*1,*2,r3 tal qr-¡e

OBSEF,VACION .1. Si Iz i <,o

enionces tiene una sol-uc ión

i*- I . (11)

Demostración. (i,lorde1l) , consideremos la ecuación (10) nomalizada, y sea

x,y ,z L¡¡ a solución entera. se puede suponer (x-,y-) = 1 , a. ,0 .o -o o o -o 
I

- - 
^ 

.al*2"r*3

222entonces Ce ax +a-v -'1-1"o -2'o *3-o

22222se deCuce que ul*o * aZyo = -u3ro, luego u1*o i -u3ro de donde

t t--1------------ t-----
,*ol . v'i"¿.ri , análogamente se deduce iro . u',.1u¡l Luego para

demostra.r e.I teorema basta ver gue si xo,yo.zo es una solución de (10)

1". i, 1 3l

I",", I

18



19

, 1z | >¡ , or

Supongamos entonces ,o

X=x +'sX,
o

1r=1'¿+V
o

forma

z=z +lZ
o

, entonces exj-ste soLucl6n xty ¡z con 1"i .

consideremcs una solución de la

Conde xty,z son enteros a deternj-n¿r.

Reemplaza¡do x.y,z en la ecuación (10), como xo,Yo,zo es sofu-

ción, se ob'.iene la condición

)))(a.X- + a^Y- * a^:-)t + 2la-x X r- a^y v !' ? -\ - ñ
'-1" ^2' l r o ¿ o' *3-o-'

despejando t y reempLazando en lcs términos x,Y,z queda

x (a-X- + a^Y + a-Z') - 2x(a-x X i a-y Y + a-z Z\)' 1 2 3 1 o l-o J o
222u1X + a2Y + a3Z

222yo(a1x- + a2Y' + arz') - 2Y(a1xox * .2YoY + a3zoz)

a,x2+arY2+arz2

222zo(alx- + a2Y- + 
"3r-) - 22(a1xox * .2YoY + a3zoz)

^,x2*^rY2+aaz2

Así, obviando un dencmina<jor obtenemos solución x,y,z dada por

lu.,rzi 1".,.r1.

lu,r, I
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"222)x = xo(a.X + a2Y .arZ) - 2x(aixox * 
^2yoY 

* u 3"or)

^222)y = yo1a"X ¡ a^'l . a3l ) - 2Y(3.lxoY * "2yot 
+ a3z.Z)

^22)0z = zo(a.X * u2, + a3Z ) - 2Z(a1xoX * u2f o\ + a3zoz)

(12)

donde § es .¿n común denomlnador de ias tres ex¡;resiones de Ia derecha.

El siguiente paso, es demostrar que :í 6 es tal que

.r Ij ia^ y l ixy - Yx (11)' J 'c c

entonces xty¡z son tres números enteros; suponga¡nos que (13) se cumple.

222De a,x- + aryl * u¡rl = C se deduce que (§.a.,arxoyo) = 1 De

(12) vemos que basta demostrar que

"l 2 2 ^,ólalx + a2Y y T-:e ó lul*ox *.2yoY

xY
De (13) x = -r:- (rnod 6) y por Io ta¡tov'o

{- ,\2 )22 1)a,x'+ arY'u .,, lil i arY'=\ tarx' + a 2y;) : o(mod j)
('".1 Yo

I

oues ola't3

Por otra parte

'*^tl v -) )
.t*oX * .2yoY I "1*" li-l , 

^2yoY = i ta,x- + a2y;) : 0 (mod :) ,

['o j 'o

que era Io deseado.



Ahora veremos que con 6,X,Y,Z apropiados y can 1as condiciones anterioresr

z sera ¡aj- que ,zt, < z .

Se puede obtener de (12) la siguiente igualdad

í a.xx+a^yvl 2
'-zl10-i'oi

t--iaz I azJo I Jo J

(14)
aa12 -- --.2+ 
-- 

(Yo,\ - xóY/

JO

X e Y ta.l-es que(xo,yo) = 1 . podemos encontrar

vX-xY=ó_o o

"-,Si a- es par, tomemo s j = -i v Z ta1 que
J-¿'

:----i, a x x + a v Y,I 1 o 2'o lz+-I a-z I

i re 
I

.L

AS1, qe ( r+,

lizl r 1

;t,*1, ';.; , i'l ' l'ol

Continuando este proceso se obaiene una solución con l"l :

Si u3 es j-mpar, imponernos adernás 1a condicrón

a1X + a2Y + a3Z = o(nod 2)

Esto define la paridad de z . como 6 es impar, las tres expresiones de

l"a derecha Ce (12) son divisibles por 26 , y así obtenemos (14) con 26

en Yez de 6

--¡1 2'

Toma¡ros ahora 6=a, y z tal que

Como
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I u*X+bvYl
l* o 'o|.t
I a-z l-
I JO J

con l"a parj-dad aslgnada, asi de (14) obtenemos finalmenie

zliJ .r*r y 'zi.iz,.
iz^t or

Esto completa la demostracj-ón.

Ejemplo: La ecuación I +rl + *l - r:xl = O no es soLubie e¡ z , pues

no posee sclución no trivial tal que

. vfg2 , ,*, . \ 42;xr,1 \ rY , *zi

(fácilmente comprobable con un computador).

§ 2. r.a ECUACToN DrcFANrrcA u r*l n ,r*) * "rr! * "n*j = o rr5)

soluciones Ce (i5) en los cuerpos p-ádj-cos p I 2uluzu¡.e

sea p primo con n i u,"rur"n y consj-deremos La ecuación (15)

normalizada, asi p divide a lo más a dos de 1os coeficientes .i .

Caso I : p divide a un único coet-iciente, sj-n restricción supongancs

!Piuq

sj. p I 2 , entonces Ia forma u r*1 * ^r*1 es universal en tp ,

en efecto: Si b = 0 en tn entonces

a ,--*1 tx-€F j =*,¡ - u^*llx^€ F i =P=',22 2 p 2 3 J P ¿
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l"ueEo la intersecci6n de estos dos conjuntos es no .¡acía y por 1<> tanto

existen enteros ü2,c13 tales que O < 02,c¿3 < p y

22íkl
u2o2 * "3o3 = -.1 - kp = -ati., .irj cLetLo ke z,

v
por Lema 3 I + : p es un cuadralo en l^ y así

-1 P

a,lv/r +kp a¡)'+ arti + arr! =o

es una representación de cero en ep

OBSEFVACION 5. Eligiendo 1os ü. tales que 0 . oi

6 se puede encontrar una representación de cero en

riables no nula s.

< p y usando el Lema

0n con todas las va-

entonces

luego

v

luego

Si p = 2 , en este caso tambj-én hay solución, en efecto: sea

11

..t * .3 + a 
na.2 = 2u + 2ct"2 = 2ü(o, + 't) = o(mod 4)

2

"1 *.3 +anu =43 cj.erto gez,

') ) _ _ 2 _ -..t '.2(23) - * a, t a..:i,- - 4: + 4¡- = 0(mod B) ,

22arl2]l- + a3 + a4o, =-at-8i cierto teZ

Por Lema 4 (1 + 8t/a1) es un cuadrado en (!2 y así



"r{
)')

- 3-r21) ! a, l- a.r = O ,234

es una representación de cero .r Q2

Debemos observar aqui que en a¡bo s casos es posible efectivizar en pocos pa-

sos una solución para 1a ecuac.ión (15) en e,,

Caso 2: p divide a dos coefic.ientes.

Suponqamcs primero pl2, y sin restricción liaa t nlun

La ecuación tiene ta fcrma u,*1 * ,r*1, * uin*] * u;r*] = o

Por Lema 1 esta ecuación es soluble en ep sí y sólo si una de las
.22))ecuaciones atxi +a2x;=0 ó ajxl *"q*; = 0 tiene soluci6n en In,y

es¿o ocurre sí y sóIo si -.1u2 ó -ajal es un cuadrsdo en Qp Si por

_2elempLo -.1u) = I., enconces

22
a1 l.\ -ata2j + a2a1 = 0

es una sol-uci6n de Ia ecuación (15) en O-p

De esta foñna, por Lema 3 y utilizando Ia f6rmula de Euler, una condición

necesaria para la solubilidad de la ecuación (15) en Q ( equivalentemente

en ) es que

p-1
)(-arar) - = 1(mod p)

Ejemplo r. La ecuación *l - o"l * s*l -t¿t

Pues Para P = 3 n! -(1'-2) ni -(5'-7)

p-1
2

= 1(mod p)

)7x, = 7 no es soluble en Z ,

son resto cuadrático nódulo 3,

. lzl f:s l

(J.l '. 3 
J



Ejemplo 2.

+,'l * zx,l *

no es soluble en Z , p\)es

i,o s cuadrados módu1o l6

ecuación existen tales yi , y

,zz*!-tte*f,=o

^ I - .. - t5rP=¿'pa,ypla,:
j+

Por Lena 2 la forma representa cero en Q2 sí y só1o si existen

'f ,,Y ¿tY r,'f O donCe aI menos un yi es j--lFar, con

2222ulYt * .2y: * .3yj * aly¡ = O (mod 16)

Esto es fácil y rápidanente verj-fica¡le con un pequeño programa computacio-

fre) (tz\
)a11 lrr It'./ \",

son O,1 ,4 y

/.]1 - '

2 2_

9 , si por ejenplo para una

. Entonces

0(mod 16) .
22

u1Y1 * 
^2Y2

+ a-y^ + a,y,:J J 4+

2222-uego "2Y2 
* u3Y3 , 

"4Y4 = -atYt - 3t

- )_;r . at,/ary;J es ¡n cuadrado en Q2

", it,'

es una representación de cero en Q2

Ejemplo 3. La ecr:ación

- 2 .- 2 2 ^ 2¿xl + r3x2 +x; -2x4=O

, cierto L€ z , por Lema 4

asa

222+ a.y" + a,y" + a,y, = 0

2
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no es soiuble en , pues la congruencia

6x1 + 1:,1 * ,l - z*f;= o(noi 16)

no ti-ene ninguna solución con alguna de sus incógnitas irapar.

OBSERVACICNES.

6. Del caso 1, se deduce que una ecuación indefinida de 1a forma (j5) tal

que .1.2"3.4 es par y (a.,a.) =1 para íl), siempre es soluble

enE

I7. Si 2)a.a.a.a" la solubiLidad de Ia congruencia F = 0(mod 8) con al| | ¿3+
menos una incógnita impar, es condición sufici,ente pa.ra La solubilidad

de 1a ecuación (15) en Q" (Corolaric del l€na 2).

§ :. coNorcroNEs NECESARTAS y surrcrENTES pAR.A LA SoLUBTLTDAD DE LA ECUAcfoN

(15) EN Z

Re slmamo s los resultados anteriores como sique. Escriba!.,os 1as con-

diciones de § 2. para 1a ecuación (15) normaLj-zada:

Para todo primo p que divide a dos de 1os coeficientes

a. y a. , se debe tener
'1 

- L2

p-1
r ¡2
I -a. a. I p-l

l-:-l : ltmodp) ó i-. u. )2 :l(nodp)
I p' .] '3'4'

( 16)
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. 2 2 2 2-La congruencia at x; + a zx; + 
" r*'. * u rti = 0 (mod 16) 

1

debe tener una soluci6n con aL mencs una de 1as inc6gnitas I ,rl
i-npar. )

LEMA 8.

i) Si 1a ecuación (15) ti-ene un único coefici-ente par, es soluble en

% sl y s6lo si cul1ple la condición (16) .

ii) Si, Ia ecuación (15) tiene dos o nin-oún coeficiente par, es soluble

en sí y sólo si curnp Le ambas condiciones (16) y (17).

§ 4. GENERALIZACION DEL TEOF.EMA DE H'LZER A FCR.IIAS CUADFATICAS COIJ CI.'ATRO

VARIABI,ES (EC'JACION ( 15) ) .

Es posibie obtener una generalización de1 Teorema 6 para una ecuación

con cuatro incógnitas.

Si la ecuación (15) -.iene soluc j-ón en ZZ , entonces vimos en 1a de-

mostración del Teorema 3, pa.ra eL caso n=4, existe ao >O€ Z LaI

que 1as ecuaciones

22222-.o*o * a1x1 +a2x2=C y 
"oyo 

+ a3xa + a4x4 = C ,

ti-enen solución.

Por Teorema de Holzer, estas ecuacÍones tienen soluciones

*o,*1 ,*2 Y Yo,xa,x4 en Los dominios enteros
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v

,*o, . .,/ !,", i tx 1: a t a"% ,-) ---- ,ix2i i: \' laoal i

iv"i : v'J"t'; , i,.l 5v'1ffi --t,l^/ I l

( 18)

representa cero en

re spectivamente .

Six
o

(l.) , 5r x ,voo

l,¡- I .

i-^ I .' .7' -

óv'o

lo
= 0 , entonces 'J¡a de 1as formas (7)

, entonces

lr^ I .

lon I 5

. .2 2 2 2.1,*tYo) + a2\x2yo) ' al(xjxo) + a4\x4xo) =0

es u¡a soLuc j-ón pa¡a ('15) .

Así, le (1d) se cbciene una solución ,1 ,vr2,,.J3,d-¡ para Ia ecuacl,Sn

(15) con

Para que estas cotas tenga¡ sentído, es preciso acotar eI número
o,

ao , recordemos que ao=9d. d= (m,a) donde m= l6lTpit,

p. f a.a.a"a, (ver § 2, Cap. 1) . Así, conociendo 1a ¡ráxirna magnitud que
a¡ I ¿ 3 4

.amt-Ler.e eI prlmo q = ¡. * *d , a" puede acotar uo .

El problema de acotar mei.iante ,rna función al primo más pequeño que

aparece en l-a progresión arj-tmética Ce DirichleE, ha sido estudiado por

muchos matenáticos, entre ettos, Linnik, crahan, Chowla y Jing Run.

_-_toz" 
¡o 4l ur t¡u¿ 

]

_--l
1 2 il



Si a y b son enteros, (a,b)=1, b>0 y P(a,b) denota al

primo más pequeño de la forma a + kb , Linnik demostr6 que existe constante

c con

P(a,b) ( ¡c .

craham demostr6 que c( 20 , y Chowla conjetura que

p (a, ¡) ( u1€ para cada g>0

En 1979, Chen Jing Run d.emuestra e1 sj,gui-ente resultado:

TEOREMA 7 (Jing-Run).

P (a,¡) ( ¡17

La demostración de este Teorema puede verse en [,f-n] .

De este Teorema tenemos entonces que

, ,17
-"l§J

, ,16- lmla < l-rl .m .o [d.l

De esta forma se tiene el siglliente

IEOREMA 8. Si la ecuación (15) en su forma normal es soluble en Z . en -

tonces tiene una sol-ución ir1,02,ot3¿0J4 tal que

,,'8
t,,l " [*J

r rB, lrrl* 
[*J

¡ rB

" ltj

I "rt¡t¿ l' ltr"."ol*

l.,3 I
..,/Et'¡1F , r,,nr< [-J' ,,rr¡aai;

(19)
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§ 5. So¡Uc]oN EFEC?I'./A DE LA ECÜACION (15) EN z .

Para solucicnar ef3ctivalxente una ecuaci6n (i5),

en e1 caso de tres varaables, calcular eI d.ominj-o (lg)

computaci cnalme¡¡te si existe allí una solución no nula.

deberoo s igual que

respectivo y chequear

EI j-nconveniente evidente que presenta este dominio es la magnitud

que pueden 1.1egar a tener estas co+-as, 10 que no es probl"ema util.izando un

pequeño prograna en un computaCor.

El otro cáLcu.Io necesario es el del número d que apareae en la de_

mostración del Teorema 3, caso n = 4 .

Esto se puede hacer fácilmente dando e1 siguiente aLgoritmo. Recor_

dÉnos que d = (a-,m) , donde a^ es solucián del sistema (8). luego 1oOO

primero es e1 cáicJlo de los s.imeros b_ , p = 2,p., ...t p (ver jemos-
P¡5

tración Teorema 4, caso n = 3)

Sea

soluble en

prfuro ,p

z

It i tl t2u¡u¿ , y supongamos que la ecuacj-ón (15) es

p divide a un único coeficiente, p I 2 . Si- ¡> /un, vimos en

5 2, cap. II que existe en !ó una solución Ce la forma

Caso 1:

luego

)1a,tV1' kn 3)' + a2a;* are! = o,

¡{r{t " *,¡ I 03 . 02 /d) = s(r,o) = -a3 ,

b
P

donde h y S son las fonnas (7) , iuego se puede elegir = -u3
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Ai]áloEa]nente se puede elegir:

Si p I u.
IJ

nl',
nl",

1

b

b
P

bp

si p = 2 , sin rescriccj-ón pi"¿ ,

tJinos que en este caso existe una solución de La forma

.r(.l1 .B'J1)' * 
^r(2212 

+ "3 * u4o2 = o

'1 3con c¿= 2 .

Di-vidiendo si es necesario por una potencia lar de 2. se puede supo-

21ner que 
"3 

* uno- es di-visible a 1o rnás poI 1a potenci-a 2' ce 2, y se

puede elegir

\ = ^¡1 
..\ = -!,1 - 9\ttrt - -d') - a/ü

CivlCe a dos coeficien'.es, pl2

cr¿ntes de h, a, =eai y a2= laj; seSún

l-ajail
si |.-=] =', en¿o n ces

Por Lema 6 encontraflos cf1,if2,Ct3 I O en QD

222ulül*u2ü2+a3i}3=0.

|rtal / .\ 3, ar/ aa) = 'aa

Caso 2: p . Si p divide a 1os coefi-

( 16) hay Cas posibilidades:

en a^

tales que

de donde
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Elegimos entonces b_ = -u, (o b_ = -a,) . En forma aná1oga se CeducenpJp-t
1os Cernás casos (ver tabla resunen) .

Sr p davide a un cceficiente de h y ,üo de g , entonces se

puede elegir sienpre b_ como el coeficiente de h con e1 cual se cr.rn:plep

una de 1as condiciones ('1 6)/ por ejempJ-o: si pJa. y pl3- , yt1 - -l

I , en¿onces b = a- V3 quer.p) p2'

luego

h(0,1) =;[0, a, t ¡-_"¡r¡ = "r -

I

S! p=2rCasos p$ a.a-a,a, y p divide a dos coer-i.i.nres, se Fue-
lrde suponer siemDre pla v pla

l'4

Si yr,y2,y3,y4 es Ia soLución de Ia congiruencia en (17),

podemos suFoner y. lO, l.i<{

Si yt ó ,, es Lnpar, entonces eleg:r bp = i(y3,y4)

Si yl y yz son pares, entonces y3 ' y4 es irnpar,

1

eleg ir b,_, = ; h ( yl ,y, )

(20)



oBsERvAcroN. si a 1",
es satisfecha con y1

Puede tomar bp = -.3 ,

si ,1.,.rur.n
F = 0 (nod 8) con algún

este caso.

l,y 2 l^+ , y la congruencia "rxi + "r*j = O(mod B)

' ,, impar por corolario d,el ¡,ema 2, y Lema 6 se

y y1,y2,y3,yn es soJ.ución de 1a congruencia

yi impar, se e1j-9e bD igual que en (20) para
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TABLA RESUMEN. p I 2

PI
I

bp

u1'uz
1

-4,3

P[-
1

-'ro2
p

{

"1

-4.

ur 't3 1

-aa24
t)

1
u2

a
1

a.,a^
1

-"2t3
p

I
I

{.

1
u2

ul

a2'" 
3 1

-á. d,

p

(

1
a

1

u2

4., a,
1

-t1-3
P

1
t1

aa

,]
1p( -43

t1

a
1

u2

u2 a
1

t3

*4 -4.
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-l
t4

iul *'.¡
Iz

2

"l
I

, I u, ur"r.*

ver (20)

* En anbo s casos, dlvidir si es necesa¡io a b, , de ¡nodo

I

a f bz



APENDICE

§ 1. EJEMPLOS.

Aplicación del Lema 8:

1. La ecuación

^. 2 - 2 2 ^ 22',x1 ' 5x2 - x3 - 2xl = O

es del tipo (a) de1 Lema, además \21 ,5\ = (21 ,2) = \5,2) = 1 ,

Iuego por Cbservación 6, es soluble en Z .

2. La ecuac !ón

z*l*tt*)-13x1 -:rxl =o

es del tipo (ii), además 3.22 + 17 - 13 = 'i6 , así cumpJ-e condi-

ción (17), lor observación 6 es soluble en z, .

-_ 2 -- 2 _- 2 .^. 26/x + 5lx + l7x - lOlx = 01234

Es del tipo (ii), cunple (17) pues

tiene solución en Z ,

3.

36

17 - '101 = 4E : 0 (mod 16) ,
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4. a*l * ,o*| * ,*j - .*?n = o

Es del tiPo (ii) , cr:rnple (16) para p = 3 (es eI ínrco primo

I 2 gue Civi,i.e a .3os coeficientes) , adenás c1a::amente satisface

('1 7) y por lo tanto es soluble en z .

5. 3'tx2 . t5v2 ' 1i*2 - 5r*2 = o-"r -"2 -.'l -"l

Es deL tipo (ii) y 37+15+17 -51 =48 n o(nod 16) ,luegoes

soluble en z .

22226. ;1xl + 13x2 - ]1x + 2x = 0

Es del tj-po (ii), por Cbservaci6n 6 es solubl"e en n .

7. Encontremos ahora. un dominlo entero donde la ecuación de1 ejem -

plo 1 es soluble:

Los primos impares a considerar son 3,7,5 y 2 . Par 1a tabl-a

resunen encontramos

lr, -,)2b- = b. = 5 , b. = :t , b., = -1 + 2,'---,1t)¿l¿ = 241 = 1(mod '16) .

Resclviendo e1 si stema

x : 1(mod 'l 6)

x = 5(mod 49)

x: 5(mod 9)

x = 21 (mod 5)

encontramos que x 133521(mod m) y m= 176.400 , luego si

a= 33521 y d=(a,m)=1,e1 primer primo q=]i*"all es
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( ut' , asi La ecuaci.ón debe tener una solución *1 ,*2.*3,*.1

tal que

i*., i ( *e 42o 1r' ,¡ .

lx- I ( m a2o a'2to t

con afJCa de un computador es fáci-l ver que hay muchas soluciones

Ce l-a ecuación en este dcmin.io, y que Ia nagnj"tud de 1a más pegue

ña, 11 ,2t3,51 está nuy por d.ebajo de 1as cotas (como Lo dice e1

signo ( ) . fo i-nteresante sería poder opti¡i-zar Ce alguna forma

estas cotas. a lo Íienos para aiguna fami"lia de ecuaciones (15).

8. Considerenos la ecuaci-ón más senci-ila

2 2 _2 - 2*l - *2 - /x3 + ¿x4 = ': -

Los primos a considerar son 2 y 1, b2 : -3 y b¡ = 1 . La solu-

cron oe

x = -3 (mod 16)

x = 1 (mod 49) es 589(mod 784) , (589,784) = 1

luego La ecuac.ión es soluble en

';:x.l ( -¿ n" J'l ; 'x^l < 2Bm" y' 14'1 ',2
di-ax3i < 28 m- ."'2 t *41 < 26m' V 7

La ecuaci6n liene muchas sol.uciones en este dominio, algunas son

l-as s igu iente s

i ", 1 < *3 42a .\/' 42

i"n] ( ^' azo .tt1os ,



Para cada una de las ecuaciones siguj-entes, es posible calculan

en su Cominio ('19) respectivo, ccn la ayuda de un sencillo progra-

na computacional mediante un sistema de "barrido" (ver pág, 45) ,

'.m conjunto de soiucicnes enteras:

t*l - zt"l

1

1

1

1

1

1

1

2

)

2

3

3

11

18

19

,<
3

1

,7

2

6

10

7

10

2

3

12

5

4

6

3

9

6

4

x
4

1

13

3

11

11

13

))
- 15x1 +11x1 =6 2

34

3

3

4

6

6

6

-7

7

7

4

2

3

1

4

I

2

8

11

19

t5

5

5

3

3

15

1

11

39



x.+x^+lx--lx,=o
t¿Jq

2222lv + tv - \Y - 1]v
t¿J4

2222llxl .r )x2 - xf - 3x4 ='l

t*1 ,:s,j- +-"1- srxl = o

2

2

3

3

11

1B

19

I

3

3

6

1

2

10

1

I

7

5

5

'10

2

8

1

13

3

11

17

3

IJ

1

1

10

14

!

7

2

6

0

7

10

1

2

7

10

22

23

2 13

4A

16 5

16 0

1

4

2

3

9

1

2

2

3

3

3

5

6

4

10

1

1

1

1

1

1

1

1

2

2

2

1

1

1

1

1

'l
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,,1 *s*1 +r¡xl- 11xl=o

r:xf + r,*l*,e,1 -.:*j = o

2222*1 **2*r*3 l1x4=0

22225x1 - /x2 * 3*3 10xn = C

^2 -2 _2 _2Jx1 + 6x2 - 5*l - fxn= I

_- 2 ^ 2 2 - 2-l lxl - a*2 * *, + lx = 0

1

3

11

3

13

11

1',]

'1 
1

11

14

2

4

'1 1

5

2

7

10

11

3

5

'7

3

2

1

6

6

0

0

0

0

3

,1

19

'to

3

12

'10

10

1

3

9

2

1

1

5

2

2

2

'1 3 4 1

1 12 11 I

2312

1869

2599

1112

, lt > z

1031
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1 6 12 3

1 2 0 't 'l

1 5 13 9

1 8 15 11

1053

1316

't 0'1 3

i334

1837

-)ñ

1612

1 2 '1 I

1))

134

130

2417

4521

6

3

11

10

))))
llx- - JJx^ r /x- + x_ - ilt¿J+

,_2 2 ^2 _2lJxl + ox2 * r"3 - 7x{ = l.

^2 _2 -2 2 ^¿x1 + tx2 r ,xl - x4 = u

'1 5

222211x1 - 6x2 - lfxj + 1üx4 = O

2 2 ^ 2 .^ 2*1 r*2*a*3 rux4=u

- 2 ^ 2 _ 2 ,^ 2o*1 . ,*2 - /x3 + rux4 =

1

11

5

_2 _2 - 2 -25x1 r5x2+ 33x, -2x4=J

2 -2 _2 2 -6xl -5x2+/x3+x4=U

'to

5

2 ^ 2 - 2 _.2*l * l*2 . 5*3 - 14x4 = 0
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_- 2 ^ 2 2 ^ 2llxt + Jx2 + x3 - 2x-l - O

+ 11x1 - ,.*] - .,"1 = o

* st*| * ,t*l - ,rr*f, = o

-z*l"ul+tazxl=o
)2)2lJx; - l11x;- 47x; - 11rxi = o

,.r*f - s;*; + 2:xj + a',*j = :

))11,*j " O*2 - 5x, * llx = O

^_ 2 - 2 2 ^ 221x\ r 5xz + xl - 2x4 = c

^2 -2 2 ^2.tx" + )x2 + x3 - zx4 = U

^ 2 _- 2 - 2 ^ 23xt +l5x2+7x3-2x =O

22225x1 + 5x2 + 7x3 - l1x4 = O

2 _2 2 2-6xl + 1x2 + 11xj + 5x4 = 0

§ 2. PROBI.EMA FINAL.

{otj-vado un poco por Ia natural- generalización del Teorema de !{oLzer

y la simetria que encerraria un resul-tado de esta forna, y -Dor 10 que se

comprob6 para una cantidad consj.derable de elempl-os (rnás de 3OO) con Ia

val-iosa a1.uda de un computador, es que me atrevo a plantear e1 siquiente

23r
1

2
6'1x

1

2

1

to15

15

3

9

2

2

2

,1

2

2

2

4

,1

2
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PROBI-EMA,

Demostrar o dar un contraejemplo a 1a siguiente afj":maci6n:

Si 1a ecuación d j-of ántj-ca (en su forma nor¡¡al)

2222
ur *r * u2*2 ' t.r*3 * t-l*4 = c

es soluble no trj"viaimente. entonces tiene una solución en el dominio

tero

1".,i

1"3 i

tt = |

\ id"d"d, I
l-

L

lx, I '

i. a a I, r I 4r

ft- tV id. d.d, 
I

/-;-----------' ,

v I a 
1a2a3 I



E1 siguiente es el progrr¡na en 1enguaje pascal utilirado para en _

contrar soluciones de la ecuaci6n (15) en el donj,nio entero del probl-ema

propuesto en J.a pág.i-na ¡nterior.

Progrcn cu0tro;
Ttr
x,y,2,w, ü, b, c, d: rSol;

begin
C:--l'
h:t: -l;
C:: -l;
d:=-¡'
writeln('ingrese c t,a2,a3,a4');
rssd(x, u, 2, rY);

wñteln;
repaet
C::6 + ¡'
b:: -l;
C'.- -l'
tl := -l;
rcp8ct
b:= ! + t'
C:= -l'
d:t -¡'
ropsst
C:=6+ ¡'
d - -l;
r6p0at

fl :;d+ tj
lf ((ar !rx)+(b* b. g)+(cr cr z)+(dr dr w))- 0then
writ€¡n(t:2.. l,' 

"b:2: 
l,' 

"c:2:1,, 
.,tl:2: l);

untll ({, > sqrt(obs(a * b } c)));
untll (c ) sqrt(rbs(a r b r d)));

unttl (b ) sqrt(obs(a r c r tl)));
üntll (c ) 6qrt(ab6(b r c r d)));

.od
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