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RESUMEN

Las funciones remotamente casi periódicas han sido poco estudiadas en Ia literatu-
ra. Por esto nuestro objetivo es estudia¡ las funciones remotamente casi periódicas,

introducidas por D. Sarason en 1984. Veremos algunas propiedades y sus aplicaciones

en ecuaciones diferenciales ordinarias y con argumento constante a trozos.
Este trabajo consta con la siguiente distribuciÓn:
En el CapÍtuio 1, se deflne e1 conjunto de funciones remotamente casi periódicas y se

demuestran algunas propiedades básicas. Además se realiza una comparación entre
las funcioles casi periódicas y remotamente casi periódicas, se estudia la estructura
del espacio, el operador de convolución, se extienden resultados conocidos en la teoria
de funciones casi periódicas. Se introducen los conceptos de dicotomÍa exponencial
y bi-propiedad, estableciendo algunos casos donde es obtenida, por último se deflne

el conjunto de funciones Z-remotamer,.te casi periódicas.

En el CapÍtulo 2, se estudian sistemas lineales lon dicotomías exponencial y coe-

ficientes remotamente casi periódicos y pequeñas perturbaciones, obteniendo condi-
ciones suficientes para la existencia de soluciones remotamente casi periódicas y se

analiza lo que ocume cuando Ia perturbación converge a cero. Se enf¿tiza la im-
portancia de Ia propiedad Bi-remotamente casi periodicidad integrable, además se

presentan algunos ejemplos.

En el Capítulo 3, se estudian sistemas cuasilineales-en la familia de ecuaciones

diferenciales con argumento constarite a trozos y con pequeñas perturbaciones, y
bajo condiciones suficientes se establece la existencia de soluciones remotamente
casi periódicas. Para ello se analiza la ecuación lineal en diferencias con dicotomía
exponencial y coeficientes remotamente casi periódicos, además del sistema lineal
con pequeñas perturbaciones.

Concluimos con eI CapÍtulo 4, donde se consideran los modelos Brusselator,
R.ichard-Chapman, Lasota-Wazewska y el metódo de averaging, para aplicar los re-

sultados obtenidos con parámetros y/o perturbaciones remotamente casi periódicas.
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ABSTRACT

Rcmotel,¡. aLnost periodic functiols (RAP ür sirort) h¿ve barelv beor studiecl

Thus. our objer:tive is io studv thesc t]'pe of lirlctions that u'ere introduced b¡' D'

Sarason irr 198.1. \\ie arc goiug to stud]' certain properties of tireli and thcir appli-

catiols to ordinar¡' diffcrential equatiorts and ri'ith pieceri'isc constant argunent

This rvork has the follorvirg distribution:

In chapter 1. thc sei of Rcmorel¡' almost periodic functions is dcfined and (rertaill

elementarl' properiies of this set are proved. Bcsicles. a comparison belu'eel almos¡

pcriotlic lunciions ancl rerrrotcll' almost pcriodic functio¡ is carricd out. l{oreotcr'
l'e stud¡.the convolution operator and ri'e c.,btai¡r somc ne\r results itl almost pc-

rioclic funr:¡ions theor¡'. The corcept of exponential dit:hotctntv and Bipropertr- are

introduceil. \lt obtain those proircrties in somc cases. Finalli', tlie set of Z-Ren.rotel¡'

almost periodic funr:tir-rrrs is defined

In chapter 2, Linear sl'stcms r,ith exponential dichotom"v. remotcl¡'almost pLrri

odic coeffrcients and small pertrLrbatioos arr: sturlied, obtaining sufficiellt con¡litions

for existcnce of solutiols of rcmotel¡' almost peliodic cquations and the case rvhcn

the sma1l perturbation tends to zero is atral¡-zed Also. the importance of ihe irrte-

grtrble bi-remotel¡' proper¡)' is cmphasizcd. Some examples ar-e gir en.

In cha¡rter 3, the famih' of Qu:rsilinear sl'stenls \f ith pieccrvisc const¿rli argumen¡

antl small pefiurbatiorls are studiecl. Thc exjstettce ol renotel¡' alniost periodic so-

lutiols for these s¡'stems is es¡ablished under suficicnt conditions. For this purposc,

the diflbrence linear r:quatiou defiuerl tith expollential Propert,li. remotch' almost

periodic coefficicnts and srna11 perlurbaiions ard the linear sl'steü l\'ith sruall per

tubations are analized.

Finallr., in chapter 4. the Brussclator. Richard-Chapn)an, Lasota-\\ azeri.sk¿r mori-

els ancl ¡he ¿lrieraging meihod are considered to apPiv the previousl¡'obtained results

r¡.ith sm¿rll l)ararrreters ancl¡or remotel¡. almost periodic perturherions cases



CapÍtulo 1

Introducción

En 1984, D. Sarason [30] introduce una generalización de ]as funciones casi per-
iódicas, esto es, Ia noción de función remotamente casi periódica y analiza la estruc-
tura de este espacio de funciones. Este espacio nos permite estudiar funciones casi
periódicas perturbadas, lo cual no es posible realizar con otros espacios, ya sea el
de funciones asintóticarnente casi periódicas, entre otros. Algunos trabajos donde se

obserla Ia generalidad de este espacio de funciones son [30,45,46,50,51].
En este capÍtulo, demostramos algunas propiedades de las funciones remotamente
casi periódicas y generalizamos resultados conocidos en la teorÍa de funciones casi
periódicas.

1.1. Definición y Propiedades de las Funciones Re-
motamente Casi-Periódicas.

1.1.1. F\rnciones Remotamente Casi Periódicas

En lo que sigrc, &.lC (1R, IR") denota el conjunto de toda.s las funciones acotadas
y uniformemente continuas en JR que toman valores en JR y los lleva a IR", y C (R, C)
son el conjunto de todas las funciones continuas en R, que toman valores en 1R y los
ller,a a C,

Definición 1.L.1, Un conjunto ,4 se dice relativamente denso en IR, si existe
¿ > 0 tal que para todo o € lR se tiene Aala,a+ L] I A.

Por ejemplo, Z es rn w conjunto relativamente denso en IR y basta usar -L ) 1.
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Definición 1.1.2. Una función / € B¿iC (lR, R") se dice remotamente casi per-
iódica si el conjunto

rrr,.t:{,em rli;1u llr (¿ +') - / (¿)ll . . 
)

es rel¿rtiv¿rmente clerrso err lR.

El número r e T (f e) sc conoce como remoto e- nÍtmero de tr:rslación de /.
Denotarnos por fiAP (1R.R") e1 conjunto de estas funciones.

Las siguientes definiciones uos permitirán entender Ia estructura del coniunto
n/P(rR. R').

Definición 1.1.3. Una función ./ € BUC (R,R") se dicc lentamente oscilante si

palacadar€R
lím ll,/(r +,) - f (r)l:0

¿ +.o

Denotarnos por 5C? (R. R") el conjulto r1e todas estas funciones.

Definición 1.1.4 ( [10]). Una función / É C (lR.lR') se rlice Bohr casi periódica
si el conjunto

es rel¿rtivamentc delso en lR.

Ei número 'r e T1(f e) es llarnado e1 e-ntimero clc traslación de /.
Denotamos por AP (1R,1R') el conjunto de estas funciones.

Las funcioncs lentamerrte oscil¿rntes han sido estudiadas en diversos trabaios [18.42]

1'en diversas áreas. Para r,er 1o natural clue son las funcir¡nes lcntamente oscilanters

l,enemos cl siguicnte resultado.

Proposición 7.L.5. Sea / : 1R -+ R- u,rut. func'ión unif orm,emen,te cort,tinua. Si f ' es

i.ntegrable sobre R en,tor¡,t:es / e SO (R).

Dem,ostraci,ón. Sea e > 0, elitonces como f'€ -Ll (R) existe A¡ > 0 t:ll quc

r..ll J'l-' rr rl
lJ,-\.\' I

sLrp l/(r+r) /(¿)l ..)n(i,4:{"em



Por otro lado,

l/(r+a) -/(¿)l : 1Í,'.','(s)rrs+Jqo¡-/'¡'1,;a, /(0)1

f ,'*' t' t") o,l.

Por (1.1). para f] > N con (f,f +a) c l-ll, -\-]" se riene

l/(t+a) - f(t) < É con t+a,te I-N.A'I'

Luep,o Iím f lt+())-lli) :0 ¡.así/€SO(R) . ¡

Observaciones.
1. Si .l € AP (R, R") entonces

:r,(f.i) -{a eRl ./( +o) -/O - <.}

es lelativamcnte denso en R. Como f, (/,.) c 7 (/, e) concluimos / e RAP(R R"),
es decir', AP (R. R-) c RAP (R. R") .

L¿is funciones asintóticamente casi periódicas, /.AP(IR, R) (r,er [5,16]) , son la strma dc

una función casi periórlica -y una conYergc]Ite a cero cuando lf J oo. Es fácil vcr que

AAP(R,R) c R.4P(R,lR). sin embalgo afirm¿rmos que EAP(R.R) É ,4AP(fR,fR).

En efecto, sean lr.9 e BUC(R,R) con á e AP(R.1R) ,r' 1írn ¡,-9(f) : 310. Dn'
tonces Iím¿ ,-ig1) - !l(,t + r)l :0 para torlo r e 1R ¡,'si i,;(i) :- ñ(t) + 9(r), luego

pala r € 7(h, e) obtenemos

rr(¿) p(r + ?)l <€+ s(t')- s(t+'r)i

es rlecir,
Iirr sup ,p(/) - gft + r) < e .

l¿ +co

Luego p € fi.AP(lR,lR). pero ,p ( ;lAP(R, R).

2. El espacio AP (R,R") es solamentc urra pequeña parte de RAP (R,R") . Por sirn-

pticidad, considercmos el caso n - 1)'r,alores cornplejos.

En ¡al caso AP (rR.. A) es gencrado por {e'r' ) e R i. Sea SLPa<o<t (R. C) (el espa-

cio llamado Strong Llmit Porvcr [47 49]) Ia C--subnlgcbra rle Ú (1R, C) genelada por

3



{e'¡¿"1,\€R, o<o<l}.
AI conrparar los conjuntos que generan a AP (R, C) ¡' SZP¡..., (1R. C) podcrros vcr

que es 1o rnismo quecomparar un pLlllto con cI interralo (0. 1).

E1 siguicnre lema permitirá relacionar esta comparación con el conjtrnto ,R,4P (lR, C)

Lema 1.1.6. ,9ea o e (0, 1). .\ € lR. En,tonces ci)r" e SO(R,C).

Demostrución. Sea r € lR. Es suficiente probar

,lrm'/ ) -l^ 0'

\otar clue

lÍrn ri -¡o -t' I n [- )'
, _ \ | ¡r"

-v por la rcgla de L'Hópital

Luego
1irr, "r)(r+r)' e¿)¿^ :0,V¡ € lR.

¿ i§.

Ll

Del lerna anicrlor concluimos quc SIP¡...r (1R., C) C Sar(R, C). Cabe clestacar que

AP (R, R") a SC, (R, R") es exactamente el conjunto de tr¡das las funciones con-

stantes.

Un ejemplo de una lunción f e R.AP (R R) cs la función clefinida por

/ (r) : cos (t) + -, (\,O, + sin(¿ + 
"tñ't 

+ f¡ (1 2)

cu¡.a gráfica es



La siguienr,e dcfinición será rrecesaria en los capítulos postertores.

Definición 1.1.7. l,lna función g : R r Rq x lRq -+ lRq sc dice remotamentc casi

periódica en I uniformcrnerrte err lRq x JRq, si para todo subconjunto cornpacto lI/ c
Rq x rR.q. el conjunto

r (s,e .ÍIt1- 
{, 

. n lrmqup y ,t ,.L.yt qtl..t .lJ, r. \ .t..lJ. tl ) ,t.3,
)

es relativamente denso en 1R para todo e > 0.

El númcro r se conocc como el r-remotamente periodo de 4.

E1 siguiente resultado puedc vcrse en D. Sarason [30], en et cu¿r1 obtiene una caLac-

terizaciórr para las funcioncs r-eÍrotamentc casi periódicas.

Teorema L.1.8. EL rnn junto n.AP (lR) es una subtílgebra cenada de BUC (R) gen'

erada por AP (R) y 5a, (R).

Observación 7,t.9. Dadc¡ e > 0. el te-oremo, anterior asellura que sl / e RrlP (R)

erist.e-n q1, qu e ,4P(R) ll ft,,eze ,S(l (R) fol qze

ll/-lg,,+q+g2P2) n<e'
Obserwación L.1,Lo. Dados I € AAP(R) y c' > 0. el teoremo, a,n,f,erior afirrna que

eri,sten s.9, € r{P (lR) '!t et,ez € S{l (R) tol que- p(t) - 91(l) + pt(t) + gt(t)'pz(t')
es un, aprorirnarttr: de f. Sean,

.t"(t): J(.t+r) y L,f (t): .f,(t) l(¿), (1 4)



enton ces

l^,/(¿) < llf,(t¡ -,**.(r)ll + ll./(¿) - r,(¿) + ila,l"r(4
< ),' + l,g,(¿)ll + a,pr(¿) I + lg, l-lla.p,,,(¿)ll + I ,r,(¿) -llA,e,(f)ll.

y si atr*iderr.t:mr-'s r e T(g1.e') et7'(g2.e) se ti,en,e

llA./(t)ll < 2e' * (1+ rpzll-)e + lLA,f,(t)ll + e, -lJA,.p,(t) (1 5)

Hemos acoi,ado Ia diferencia de una función rcmotamente c:rsi periódica con un¿1.

corrstarrte tan pequcña corno queranros I una fu¡rción que converge a cero cuando

fl -+ cc , en 1o que sigue veremos como aprovechar esta plopiedad para extcnder

algunos resultados conocidos en Ia teorÍa de funciones casi periódicas.

Proposición 1.1.11. Sc¿ /, € nAP(-R,R'"),i:1, ,n. En,tortces para cada e >0
el conjr.rnto

rrT\J,.Í.,.. Í, .,: {r c R lirnsup /.rt -;t - [.rt'r 'i-'l . .r,It.)
es relutiuamente den.so er¿ lR.

Demostración. Aplicando el Teorerna 1.1.8 para /, € R,4P([t. R'"), dado c > 0

eristen 9¿1.9¡2 € r{P(R.R-) \, i¡t, grz € SO(R.R-). Luego si r e T(g¡.e') o
T(g¡z,e') con el - e/(1 + ] p;: -), por Ia obscrvación 1 1 10 tcnernos

lf¡(t+r) - f¡(t) ( 2e *(i+ le¿l-)r'
+llpil (¿ + ,) ,r¿r (¿) + llg,, - Lr"(l + r) - ,ptz(.t) .

: 3e I, llp¿r(¿+ r) -,ri1(f)ll + lg¡zl- ,,c¡2(t.+ r'1 t¡l
cualquier cl-número de traslación r de g¡1 ¡' 9¿2 es un 3e-rcÍIoto número de traslación

dcf.
Sea e* : mín{cf 1 < I < ,}. \'a qrre el conjunto rle r*-ntimcro dc traslación comunes

de q¡¡ : i - 1,2,...,n, i : l,2 es rel¿tivamente denso cn R [ [10l, Teorema 1,1 19].

entonces el conjunto de 3e- nÍrmero de traslación Lemotos corntrncs pala /, : i :
I,2,....n tambrón lo es. La delnostración cstá completá. I

Aliola verernos que el corLjurto de las funciones rcüIotamente casi periódicas posee

estructura dc cspacio r,ectorial.
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Teorema 1.1.72. Sea / € ÁAP(R, R.-'). Entonces

1. Si q e P-4P(R R-). en'tonces /+s € R/P(R.R-)

2. S'i o € ñ", entonccs a/ e ÁAP(1R.. R"').

3. Sea,l:R -; lR. dad,a por V(t) - o¡¡¡,, a,úe 1R, en.tonces lope RAP(R,R"').

Demostración. Para demostrar 1 v 2 consideremos /,9 € ñ,'{P(R.R-) v ).p € lR.

Tenernos

ll^, ().f (t) + ps(t)) < ) la,i (¿)ll + l¡,,1 |l¡,g (¿)

Luego

lím sup la, (.i/ (t) + ¡zs (t))l < líur sup (1.\l I A,l (¿) I + l¡r IlA"s (¿)ll)
l¿ +or ¡j +.o

! .\ lírn sup 11A./ (¿) ll
f +c.

+ lplllljlp l^,.q (¿)lL

Dotlo .0, cAa ,o - n,,,,{" , -}. f ,,,o,,.o=
t.! , I

'r t! -,-f --u11\J.y.r0r j,.^
lrrn-rrp,-.1,,t.i-; lLt . \
lttnsup..-,,grl r, Qlt -, J

Por Ia Proposición 1.1.11 sabemos que este conjunto es rel¿tivanrente clenso en lR

Luego si r €T1(J,11 e¡), tenemos que

Iím sup llA" (.\ / (¿) + ps (t)) < €.

l¿+-

Asi )/O + po(.) e nAP(R.R-).

Para probar 3, considercrnos a f 0. Noternos quc

llA,,/(at+ b) : f (o.t t ar' +b:) - f(ot+1,) : lll Q,t+b+ ct'r') /(¿r+¿,)ll

Haciendo el carnl¡io de vari¿bie tt : at * ó r,emos que

llA.,/ (at + b) : ll/ (t' + o,r'.) - f (.t1



Además, como f € I¿.4P(R, R) existe ¡ € I(/. e) tal que

1únsup /(f+r) /(¿)ll <..
f}É

Considerando ¡': r se oL.,tiene

Iim sup llA,,/ (at + b)ll : 1ím sup llf (t' + r) - i (/)ll < ..

Esto conclu-yc la dernostr¿rción. tr

Corolario 7.L.L3. EI conjrtrtto fiAP (R, R-) es 'urt subespacio t¡ectorial t]e

6rlc(R, R-).

Proposición 7.1.14. Sea 1f,,|,-* ,,r,a su.cesi,rht, de ;fu,nciones en RAP (R, R-) tal
que f,- f . enton,ces / € n.AP (R R-).

De'mostrac'ió'n. Dado e > 0 eriste n0 > 0 tal que

llr" t) - .f lill < :. si n, > i,¡, Vt € R.3"
Como

lA,/(f) < /(¿+,) Í^(t+r) + f",(t+r) f-,(.t)l+ f,,,lt)-f (.t)ll,

entonces si nr > n¡ se tiene

lf (t+¡)-f (t) <le+1f,,(t+r) f,,,(t)l" -:)
Luego sr r ef (f",,f) obterrernos

lúr.rsup l/ (f + r) - / (t)ll ! e.
I +*l

Por Io t¿lnto. / € RAP (R,lR-).

Dcl Corolario 1.1.13 ¡'Ia Proposiciórr 1.1.14 se obtiene lo sigrLielte:

Corolario 1.1.15. (,R,.1P (R, R-) , -) r:s u,n es¡taci,o de Banach.

tr
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Este Corolario tienc un papel frrndamental, va qrre permitirá, aplicar el Teorema del
punto fijo de Banacir c¡r 1os rcsulta<1os r¡re se expondrárr en los r:apítulos 2 r.3.

Un punto importante 1- neccsario en nuestro estudio es sal¡el cuánclo Ia integral de

uxa fuución Iemotamente casi periórlica es remotamente r:asi periór1ica. qlLe es una
prcgunta crucial a1 rnomento dc estudiar Ia existcncia de soluciones remotamente casi

pcriódicas cn ecuaciones diferencraies orrlinalias. Por ejemplo. si icncmos 1a ecuación

difelencial

xl(.t) - f(t),

donde / € ,A/P(R R), su solución está dada por

rtr(t) t (0) ' I .t (.r)d ,t .

l¡

por 1o que la solucrón es Iemotamente casi periódica cuando / /(rr)Ju cs t'emora-

mente casi periódica.
EI siguientc rcsultado cs sirnilar a1 conocido para funciones casi periódicas.

fl
Proposición 1.1.16. 5'¿:¿ .f e R.4P (R) 1r F (t) - I t t4 ds la prtmitiuo, de f (t').

Jo
Er¡.tr¡rtce-s F € ft/P (R) si y sólo sl F (f) es acotad,a en R.

Dern o.clrar:;¡ón. Como F es reniotamentc casi penódica. F es necesariarncnte acotada.

Par-a la otra implicancia, sea F (f) acotacla. srn pérdida de gcncralidarl asumamos

que I (i) es urra furrción a l'alores reaies.

Corrro / es relnot¿rmente casi periódica, para r € 7(/, e) tenenros

Iím sup l/ (l + r) - I (¿) < .,;
¿ ).(l

ó eqrir.alentemente, cxistc l¡ > 0 Io suficicntemente grande, tal que si f > f0, se

liiene

f (,t+r)- f (t') <,r
Tenernos

C srr¡ F li / rnf I'(t) - S
/lliu i¿ >to
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sean ¿1 y 12 fijos, l1l > fo, llz > f¡, I asumámos qrre f1 ( fz, satisfacicndo

f tt , 9.,i,. r't.r,.C-i.,.

Daclo qre 7 (/. e1) es relati\¡amerlte denso en lR todo intervalo I de largo I - I (e1)

satisfacc quc 1n ?(/. e1) I 0, donde er: el6d. d - lt, tr' .

Para toclo a € R., tomenros r e ll'(.f ,e1) t,) fr-r - ú1, cr - ¿r + l].
Ahora, torremos s1 - 11 * ¡ (.t:1.2), L:l+ tl. Entorlces si s1. s2 € fn.a+Il ,1'

1"" f '2 L

F(.rl F,):F\t2/ F't ' lf''¿' I J't'dt- J J,,
It¿F,r.' f rtt,+J,.y,i r) .[ t;Jt

. c-,1 | a:G-i-;
se ticrlc,

f t¡)'a) tC f t,'t -
las exprcsiones en paréntesis de Ja desigualdad anterior son no ncg¿tivas, así hav dos

númelos,s1 J* s2 Éln cualquier interr,alo de longitud I satisfaciendo simultáneamente

r.(,r,) < s+:, F(rr) >c-1.'l-'l
Ahora, tomerros ez - e l2L. r'hemos probado quecuando'r e T(f ,er),re 7 (fl, e).

Iln efecto. para cada ¿ € R, podemos cscogcr s1 ). s2 en e1 interlalo [f.¿+ ¿] satis-
faciendol(r,)<lt+(el2)vf'(s2) > G - (elZ). Pot lo que, para r e 7'(/. e2), sc

tiene, respectiÉmente,

lrmsrrplF /-,7 F t, : tirn=r¡, fA F ',.- ['t- L t,

n-(0,'\ c,L -'2t
f r"2 r': _l

lirn-rr1,1f 1rr;t f tt.t - li|r-rp J t.t-.,t t I l(t,rtt I t.,'arl

"' 
,,' \-,,:-, 

't - I

\ l./

Entonces para r € T (.f e,.), terrcrnos r aT (,F. e); por 1o que I-(f) cs rernotalnenle
casi periódica. I

f (.t)dt- f ).'.' tr.tl")
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Cabe destacar, Io primordial que es Ia cxistencia rlel promedio de una funcjón al

momcnto de cstudiar ecuaciones diferencialcs lineales no homogéneas. por su Íntima
relación con 1a existencia de Ia dir:o¡omía cxponencj,al (sección 1.2) de1 sisterna.

El siguiente resultado ncis perrnitirá asegurar 1a existencia del prornedio para las

lunciones remotamcnte casi perród icas.

r ¡a¡I
Proposición 1.1.77. Sea f remotamente cas'¡ t)er;iódxco,. E'ntanc.s ) I f (t) dt

T .1"
aanuerge cu,ando ll' -+ +ú) uni,f arrneff),ente cln respe,cto a a € lR. Es decir.

. ¡a+T
.N1 ¡!1,--t,, | / J\t)rtt,-x r Jo

no depende de a, y éste es amado el 'prorne-d'io de- f

Dem.ostración. Como / (f) € RAP (R), entonccs / (f) es acotada.

Para todo e > 0. para todo r € f U,r), existe s¡ > 0, t,a1 que cu:,rndo lll > s¡,

lf (t+r) - /(¿)l <..

Darlo que I(l,e) es relatir'amcnte denso en lR todo interr,alo 1c R de largo I - I (e)

cumple que I a:l(f . e1) I 0, Sca G - sup,.o / (t)].
TomenrosreT(.fela')ñfn.a.ll]i entonces para ctralquier a. s €.R.

l"*" f (t) (tt - [," 
r rrt "] - l(Í"'." Í," 

. 
Í.':"" 

. l.') r at "\
. 

1," 
o,,(t) dt+ 

1""*"tr(L)tdt+.1,'ff«) 
at

: 
Í,*l/(t+r) - f 

(t)1.1t+ 
1"" 

f lt+,'t f ft) dt

+ 
1,"*"" 

v a't ú+ 
Ío i (.ütdt

< sup f(t.+r)-/(¿) (, s6) +2G(l+s6)
¿€lso sl

. ;(r-s¡) +2G(l+s¿) .
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entonces

lil"'.',u,0' lf,',n,* , #e ',)+?991d' (16)

l# 1,"',u,o, i l,',,r1 - ilÉ+ [/-,ro"- /'ro"]l
oa f/ - s4) rl.irI ,,T ,o .r r

Luego, si consideramos 7'-+ +oc en (1.7)

I fr . n(;tl t <a) 
tl.grtlM(f\-i l^ 1,,\dt - ltr ¡o -- t

Usando la desigualdad triangular para (1.6) i' (1.8), deducimos

'l [' ¡tt,,.]t -r, 1,¡,r rr,r-oo 
20' r--:o' - .r Ja - 2t

solosiT> (SG(l +s¡)le) s0. Eslo es, cuando 7 - -, j f*' J lrrdr ,:onrc,-ge

a ja(.f ) uniforrncrnerte con respccto a o € lR. Además, notetnos quc son iguales las

ccuaciones
Io-' rr

; l" t\t)'Ltt:i 
Jo f '' "'a'

Esto prueba quc el lÍmrte no deperrtle de a. !

Para g € ¿'(R) i' p e BUC (R) definamos el operador de convolución cor¡ro

t(;ttil - lng\t 
s)i( s)ds (1 9)

El siguiente lerna nos será írtil en 1o quc sigue

Lema 1.1.18. Seang€ RAP(R,R) y9e I1(R R). Erttonr:es para todo e >0 eri,sl,e

e.' : e'(.e) tal r|u,e si, r e T(.p,e') se tiene

..t-,,;i':_:,./ 
_ 

g(")llp(¿ - u* r) e(t - i¡ dt < e .



Demc¡stración,. Sean M : /a lg(,r]d,/ r' c > 0. Ya quc p e IiAP(R.1R) existen

11,.f, € AP(R R) ,r, h1, li.2 e S(!(R. R) tai que

- r!" 1' ..t21 2 . ,,
Luego si r e T(.f1.e') ¡tT(.f2,/) con e' : mín{j , ¡¡-rr , ñ} -v recc,rdalnos que

A.r-(¿) : at(t + r) - tL,(l) se obtiene

l* OOlllrtr-rt+r)-Lp(t n)lrht < ,+ l' s(a)la.ñ1(r-rr,)lrlz

f 'l " I ¡e1,,7llA-i.,/ 'tt du
J-

Para que exista lím¡r- lA"/(t)] es suficierLte que lím,, ** l,/(r,) exista para toda

sucesión {:rr},.* tal quc rn -+ co cuando r + .x,. En tal caso

,li* L^,/(r)l : lí. l^,/k") .

\otemos que

I n,u' lA // i ,t tdu'2 h.^ | 1't\ du:2 1', '\1.;-lr.2.J, J.
concluimos que Ia función 219(z) ]lñ¿ - es integrable en lR. Sea cualquier succsión

{r,.),r2, tal quc r, + +cc clrando r¿ -+ *cc. Pol eI teorema de convergcncia

dominada de Lebesguc

lrm / lqr,,rllA h (t ' u)ldu ,

,,'1 ./ _,s,,.\ 
ir rr, ¿)l,J'i

[-,rq Irr r -\-1,.1.,- ,t r],t
/,

[* br,,, lirrr ¡\ lr 1r u r] t

./ - ¡--
0.

: i,1l- s(z) A,h1(r rt')du:o.

Luego

lúlrrl, /-r_., J _ le(z) la,,h¿(t rilldu

7fttrno ¡,rnüo». t.,.,

: e6§-!v'7
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Finalmente

t').
lúlqrrp / gjt) 9(t u.i r) .e(¿ u) du < e.

It-x J-oo

Dsto conclu"ve la demostración. n

Proposición 1.1.19. Se¿n !, € fiAP(1,R, R.) U 9 € ¿1(lR,llt). e-ntances el oy.terador

(1.9) es tul que

c:ÁáP(lR.) +ÁAP(11{)

D erno struci,ti'n,. Claramente

)(r * s)(t +"r) (p * g)(¿)i < l- nOl Wa z i r) ,p(t u)ltl,n

Ahora, por cl Lema 1.1.18, dado e > 0 cxiste e' - €'(6) tal quc si r € 7(p, e') se tienc

lírn sup l(p x s)(t + r) - (p * s)G) < €
f+-

Lo antcrior conclu¡.s la dcrrrostración. tr

Corolario 7.7.20. Sea a con.-stan,te poszti,r:a y .f (t) e RAP (R), en,tonces

r' ró
I 1."1J» u I . t 

.l,o,rt"
./ \ Jt

sctn re-'ntotarrrcnte- etts'i p e-r'ió d,'ica.s.

7.1.2. Sucesiones Remotamente Casi Periódicas

Análogamente a Ias funciones rcmotamente casi pcriódicas harcmos un brer.c
análisis dc las succsioncs remotamcntc casi pcriódicas.

Definición 1.1.21. Una sucesión acotada :r : Z + P"- se dice rcmoiamente casi

periódica si el conjunto

r)T\r't l.CZ lt',,srl "rtr-.t-r\n, I1.,)
es relatir¿rncnte derLso en Z.
E1 número r e T (r,e) es llamado el remoto e-nrimero de t,rasiación.
Denotaremos al conjurrto de todas estas fnrrciones por -4,4P (2, R-)
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Definición L.l.22. Una sucesiórr acotada :¿ : Z -+ R'" se dice casi periódica si el
conjunto

7(:r. e) - {r e Z l\:t(n,+r) r (n)ll < e. n €Z}
es relaiivamente denso en Z.
E1 nrimero r e T (,r:, e) es llarrrado el e-casi peliodo.
Denotaremos pot /\P (Z,Rm') e1 conjunto de estas funciones.

Definición 1.1.23, Una succsión acotada ¡ : Z --+ )R'" se dice lentamente oscilante

si para cada a € Z se f,icnc

Iím lr(n.f a) -:r(") :0

Denotaremos por SO (2. R-) al coniunto de estas funciones.

LIn ejernplo dc una sucesióri r e RAP(Z.N,) es

3u2
¡(n\ c6. 17,\ -, o- (Vln ) I sinl,,r t / n l+ 

,r., l.
(1.10)

oremos que es Ia discretización de Ia firnción (1.2). Tenemos e1 siguiente teorcmai
para relacionar una succsiórr remotamente casi periódica l. una función renlotamente
casr periódica.

Teorema 1.1.24. Una con,dici,ó'n n,ecesaria u su.f,ciente para qlle una stL,cesión at:o

tada {n,},¿v sel, r'e-Trlota,nt,e.n,te casi periótlicT es la eristen,ci.a de / e 11.,{P (R, R")
tal tlue J (.n) : 'u". n, e Z.

Demostra,ción. La suficiencia. SrLpongilmos quc existe ./ € ,4,4P(R. lR'"). Por el 'Ieo-

rcma 1.1.8, dado e > 0, existcn 9t, 9z € AP (R. R"') y 9r, g2 e S(l (R, R-) tal
que

ll/ lsr+ i,.+ ,rrrr)ll.- < ,11

Por cl Tcolema 1.7.3 en [.1,]], gJ.n), g2(.n) € /P(Z.lR'").
Sea e' : mín {e/'1, É/ ('i ll,rrll-)} -\'- sca r uII e'-núrnero de traslacitur cle 91 (n) i'gz (r¿).

\,{ostlarenios que si r es uri e'/2-rernoto ntimero de traslación cle 91 (n ) + f1 (r¿) +
gz (.n,) pz(n) cntonccs. es un remoto r'-nirmcro r1e tla,slación de / (n) : tr,,. \a que

ll¡,/(r)l < c,l2 + (t + llp.,l-)e'+ llA,r;1(n) + l.q, -llA,.p,(n)ll,

AsÍ
línsuP lJ/(n + r) - J('n) '- 6.
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Esto muestra que 7 (/(n), e) es rclaiivamcntc denso cn Zy f (") es remotamente casi
per-iódica.

Ahcira para el recíproco. asLlmamos que ?¿, es una succsión rcrrluramrntc casi ¡r¡¡-
iódica. Defina¡nos la funciórr / en R pr-rr

f (t): u,,, + (1.'n)('u,'+1 ¿"). (,<I<tL+\.n€z)
Es claro que ./(n) - ¿,,. \-erernr¡s quc / e fiAP(R, R-), solo necesitatrios \:cr que

T(u,,.e l:l) C 7(/, €). Saa r e TQr,,.e f3). Si n < l < n+ l, entonces n +'r < t+r <
n-1-r*1.Yáque

A,/(¿): J('n,+r) f (.ri) + (t -"){l/("*r+r) -.f ("+ t)l- l,/(n.+r) /(,)l}
).0(l n, < 1, obtenemos

Iíni srrp ll/(t + r) f (t') < ,
l¿ -+c.

AsÍ, r € 7(,/. e). Con lo cua,l 1a pnieba esta complcta.

1.2. Dicotomía Exponencial

La dicotomía exponcrrcial será primordi:r1 en las demosttarionps que sigur'tL. por
lo que introducilemos s11 delinrción. para ello consicleremos 1as ecuaciones

¡

(1.11)

(1.12)

Definición 1.2.1. Sea ó(.) una matriz fundamcntal de Ia ecuación (1.11), cntonces

(t.tt) posce una (ri.1{, P)-dicotomÍa exponencial si existen co stantes positiv:rs

a,1l > 1 1' una proyección P (P' - P) tal que

llc¡r. -rl A, -^'-'.i. - ¿ R.

donrle G(f, s) csta dada por

lo(¿)po '(s) si r ) sl

I o(r)(¡ - P)o 1(s) si r < s.

,r. la llalnarcmos el nÍrcleo de Green asociado al sistema (1.11),

(1.13)
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El siguiente Leria demostrado en [9] nos permite saber bajo que condiciones

al pcrturirar un sistema diferencial 1inea1 que posee dicotolnía exponenci;rl esta se

rnanticnc

Lerna L,2.2 (Roughncss). Si el sistema (.1.7L') posee dicotonuíu erponencial e r¿ lR r:r¡r¿

constarttes posiLiuas I(. et g l« ¡loyecci.ón P . Si 6 -- sup,.e llB (¿) ]l < ,ib Er¡tt:n'ces

la pcrturbaciórt clel s'istetna

9*:o¡t¡r+B(t)r

plsee lt,na (a: - 2K6,f ,Q) a*,torrtía erytorten c;r,al, e-s rle-cit:

E, t_2
Ú (f) Q'I' 'l"tll < 2ro.)rt s). ¿>s

r, t--2

llv ¡t; 1l Q) Ú | (5)l r +" ra 21{6 i 
'), , > t.

rlond,e tlt (t) es ta rnat'riz t'trnda'nc,ntal, d,e-l, s'íste.rna perturbado (7.74) tal tyt,e ú (.0) : t
y la proyección Q li,en,e el, misntr: espncio rtulo de la ytro'.L1e.u:ilin, P.

Pol r'i1timo. enunciare¡nos algtrros 'Ieorernas que nos inclican cuanclo un sistema

posee dicotourÍa exponencial

Teorema 1.2.3 ( [13]). Ser.¡, A e M,,,,,,,, matriz constante. El, sdst¡:ma (1.12) posee

u,na 'úr¡,'i«.t solu,c:ión, y e C(R R") acotad,a para cada Jurt,ció'n I e C(1R,1R') acofada

si, r¡ sólo si A posee ralores ytropios con,1tarte real d'ist'ir¡ta de ce,ro.

Teorema 1.2.4 ( I13l). Se-a A e C(R, R"") acotatla. El si,str:mo, (L.1l) posee di-

tr¡tr.¡n¡,ír.t er[.¡c»tc:t¿cd¿l er¡ ]R si, u sólo si pura tod,a fu,nción f € C(R, R") acotada el

sisterna (7.72) llos(i(- u,rla úni,ca, solu,ci,ón, p € C(R., R') acotada.

1.3. Bi-Propiedad

Urra plopred¿d primordial al momento de estudiar 1a existencia y unicidad cle

soluciones del tipo casi perióclico es Ia Bi-casi perrorlicidad de Ia función de Green.

La cual ha sido omitid¿ o poco enfatizada durante rnuclto tiemlro.

En 1o que sigue darenlos Ia definiciórl de Bicasi periodicidad

(114)
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Definición 1.3.1 (Bi-casi periodicidad exponencial). Diremos que una función

G : G (t, s) es exponencialmenie bi-casi periódica si para todo e > 0 existe 7 (G. e)

relativaniente denso, tal que si r e I (G, e)

llc(t+r,s +r') -G (¿,") ]< ,r.-a'r' s.V ¿,.s € 1Rc,,r'> 0constarte.

Definición 1.3.2 (Bi-casi perrodicidad Integlable). Dilernos que una funciórr
G : G (.t,s) es bi-casi periódica irrtegrable si para todo É > 0 existe I(G,e) rel-

a¡i\'amente denso en 1R, tal que si r e T (G, e)

I llG(L *r.s-t r) -G(t.s)]l ds<1 ec.Y l€lR,c>0constanre.

Definición J..3.3 (Bi-casi periodicidad local) . Dirernos que un a funclón G - G (t, s)

es iocalmente bi-casi periódica si para todo e > 0 existe 7 (G. e) relatir,ament,e denso.

tal quc si r €T (G,e') entolices

lG(f +r,s+r) G(f.s) <ec.0<lf -sl <¿. L, c > 0constantes.

Observación 1.3.1. Si consrderam,os (1.11). Sea,4 € , P(R.R) basta tamarr €
:l (A, e) y con di,cotom'ía e:rpctnenci,al se obti,ene h condici,ón de bi,-clsi, peric,d'r,ut,dad

local [13]. En la prdctica, basta lo, l¡i-casi peri,ódi,ci,dad integntltle que es irnplica,da por
la bz- cas't period'tci,dad etporterLt:'ial.

Sz a e ,4P(R) y con promedio M(tt) I 0.

r'-a(.t)t
es erponencialmer¡te bi-cusi ¡teriód,i,ca; 11 ademds hiperbóli,co (ter [9])

Es importantc notar que el nÍrcleo de Green no es inmediatamentc bi-casi pcr'-

iódico integrable) a pesar de tener ia dicotomía erponenci:rl.

Ejemplo 1.3.5. La eat,aci,ón d'{erenciul

,' : - (t + b(,t)) ¡: + 1, b(l) > 0,

posee tli,cotomía erponencial. Pero, el nrícleo de Grr:e-'n, o,soci,adct rto e.s b'i-casi, ¡teriod-
'ico.

Stt solur:ión ¡tcofada esta d,ad,a ltar

,,,,: l' ,-L -t , ..tr.
/,

la cual. en general, no es r:asi periódi,ca si b no lo es (por eiant,pkt, hasfur,u hm lL(f) - c

ó b es casi a'utornorf,t:a. etc.).
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\ecesitaremos propiedades similares a las mcncionadas anteriormcnte. por lo que

definiremos 1a B;Remotalnerrre casi periórlicidad.

Defirrición 1.3.6 (,r llxponencialmente Bi-Remotamente casi periodicidad) . Dirc

mos que una función G - G (.t, s) es o-exponencialmente bi-rcnlotarnente casi per

iódica si pala todo r :' 0 existe I (G, r) relatir.a,mente denso, tal quc si r €'1' (G e')

lím sup le"(¿-')(fi (f * r. s + r) G (f , 
"))]]

línsup €"G t)(c(¿f r,s+r) G(t,s))l

ec.t) s. (1.15)

ec,t!s, (1.16)

donde ¿r. c son constan¡cs positir.as.

Definición 1.3.7 (Bi-reniotamente casi periodicrdad Integrable) . Dircmos que una

firnción G : G (t, s) es bi-remotarierrte casi periódica integlable si para todo É > [)

cxiste I (G, e) relativamcnte denso en lR. tal que si r e I (G. e)

r-
Irrn sup i G(t+r.s+r) - G(t,s)l ds<e.._, ./ ,

Definición 1.3.8 (Bi-remotamcnte casi periodicidad local). Dircrnos que una fin-
ción G : G (f, s) cs localmente bi-rcrnotarnente casi perródica si para todo e ) 0

eriste T (G. e) relatir,amentc dr:nso, ta1 quc si r e I (G. r) entonces

límsupllG(l*r,str) G(¿ s)ll Se,0<- t si<- L.
¿ )rx,

paral>0fijo.

ConsiderarrLos la ecuación escalar

z'(f) : a(t):r(t) (i.17)

con M{o} f 0 r,eremos cluc cl núcleo de Green asociaclo es Bi-remotamerte casi

pcriódico integrable.

Teorema I.3.9. [Bi-Remoto,mente Casi, Periodicída,d Intc,grablr'- 7 ura a Erqódico] Si

e es urla fu,nc:;r,ón re:m.otamente casi periódica con M(,a) f 0. entoncas tludo e. > 0

eristr: e'(.e): e/ ) 0, tal que si r e T(,.a. e') ten,emos qt'e

'ilSy/- 
ejiii"r'''¡a' - ¿t 't'1a' ds < e' M(a)< 0
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,1ll'::r/- et:;;'c)'t'.,r'r'ra'] rls < t',M(a) > t)'

Demostración. Sea M(a) < -1 < 0. sabcmos Uue ]ef.i 't'la'1 < 1{e-^/(1-s) para t ) s.

\o es difícil verificar qrre

¡e.llii,t:a, pll o(,),)., ._ K2(t - s)e-1:.t-s) sup la(z + r) - a(z)
z€(5.¿)

Luego

t ,t -n,.¡1, l' ,,-,, jut, 4 i/ t .J n¡u,dt
J_* ./ \

' [- 
^, 

-r 5ur, utLt .t r, )tLt .r t]-.
J a ,rq(1 ¡+,"1

Dado r > 0, corisidelernos e' : K21 re . Cc¡nside-,.'ernos ¿ -) oc. Sea cualquier sucesión

{r"}".2 tal quc rn + oc cuando ?? + cc. teremos que

,,1,g,.X]1, ',, "' * ¡) alt- ,'| :,]*,.",,1,0*, a(z - rtr) - a(z-z) '

Luego por el teorema de convergencia clo¡ninada de Lebesgue, obtenemos

lirn /' , J -ulr -\ ,.¡ ¡¡ - .r1r1.r - t" , ^' rt* s.rp 1-\ ,.r1,r ,tl,l.t.'J, l"
Por Io que

t'1.,t'
1in,.up / ,-t" 

ot'\dr pt"ot J d.- lrm¡¡, I tt"., srl, -\,a, u-.r'd¡
J \ t_- o Jo

<€.
Para I -+ -m es anárlogo.

Se concluye de ia misma rnancla e1 caso,A4(a) > 0.

Esto prueba tcorcrra. n

EI rcsulLr,lo ¡e e\tierrdp al si. orr¿r

xl (t) : A(t)a(t) (1.18)

donde 1a matriz ,4(f) :.liaC{ar(¿)} ta1 que Re(M{a,}) l0 ferrernos el siguiente

resuitado
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Teorema 1'3'10' Se¿ A matriz diagonal A(t) - ¿¡oo1o ¡')) rernotarn ente ctt"si yter-

iórlicn, tal r¡ue R.e(M{a¡}) f 0, cntonces k¡''¡mtriz funtlam'ental de (1.18) es Ar-

remotam,ente cas't pertód't,ca i,ntegruble.

D emo straci,rin,. Sabcmos que su nratriz firndamental csta dada por

".t 
tl")a" : diag{eJ"'o,(,).1,}

I'por el Teorema 1.3.9 se obticnc que cada elementr.i de ia matriz fundarncntal es

Bi-remotamente casi periódica integlable. n

Antcs de vel algunos resultados que nos permitirán saber ctrando tenernos estas

propiedades. demost,r¿lremcis ei siguiente lcrna técnico

Lema 1.3.11. Sean A e ,,t4,,,."(R,IR) y Q matri,z fundamen,tal de (l.ll). EntorLces

lt tnol,i¿,1' ¡ro¡,¡iri,:n §y.t.s1 ó1/.70 ri'7 ssli'.|¡rc

IL
ó(/ * ¡. ¡ + ¡ ) - O(i. 

" ) 
: / O(t.u)(A(z + r) - A(u))O(u t r,s + r)du. slt > s,

v

t'ó(t*r,s+r) - ó(1..s) - | O(.t,u)(A(u + r) -,a(z))O(z * r, s + r)rl'u. sís >f.
Jt

Demosl,ración. DeÍ.namos [(f,s) - O(t+r.s+r) - é(t, s), 1'considelemosf>s
Tenemos que

,l rrÓ 44,

At 
1t.", 

¿L.t-r.s t¡ i(,..-l
: A(¿ + r)o(r * r, s + r) - ,a(t)o(t, s)

,I'
- 

rz, "¡ : 1f t)Ii(t, s) + (l(¿ + r) - ,a(t))o(t t- r. s * r). (1.19)

dc la ú1tima igualdad, si s < I tenemos

rt
I'(r. s) - i o(t u)(.{(¿ + r) - ,4(z))o(r f r, "s 

-F z)du,
.t-

es rlecir,

<I(f +r.s+r) - O(f..s) - [' *rr,r)l-{(u + r; - A1u1)A(u tr.str')tht'.
J,

De m¿rnera análoga sc conclu¡'e pala f < s. Lo que cual Ia prucba esta completa. tr



22

AsÍ. ienernos quc

Teorema 7.3.12. Sean / € R-,IP(R. R"). O(1, s) la matriz ;fundamental del si,sternr.¡

(7.L7) Enton,ccs dtdo e > 0, e:r'iste e'(e) :6-' > 0 tal que si' r €T'(A.e') tenemas quc

para 0 1l¿ ,l < I se sat'tsface

línr sup llé(f f r, s f r) O(t, s)ll I e . (1.20)

Detn,ostraciór¡,. Consideremos f > s. Dado que l]O(f, s) <,( si 0 < ll-s ( I ¡'por
cl Lema 1.3.11. tencmos

ff

lló(l+r,s+r) o(t,s) r / llo(r u)lllátrr + r t - ,a(z)llllo(z * r, s + r)l dz

< K' I á(u * r) -, irr)llrJti

< K2 t - sl sup llA(z + r) - a(z)ll.
1l€(¡,¿)

Dado que f .sl < I tenemos f l(s(f *1, por 1o quc.

llo(i+r,s+r) O(t,s)l < I{21 sup llA(t+r) - a(z)l
'u.€(L-L,1)

< K2l sup ll,a(z - Z + r) - ,4(z - l) .

t¿€(f.t+l)

.1 1(21 sup llA(z * I + r) - A(u, - l)ll. (1.2r)
z€(Í,ñ)

Análogamentc, tenenos para s > t

lé(f +r,s+r) - é(f.s) < 1(21 sup lÁ(z+r) --e(")ll
t1€( oo.¿)

Sea r e 7(á, É). po. (1.21) i' (1.22), obtenemos

(1.22)

líni sup é(ttr.s.rr) - O(f.s)ll < e.
¿ +.o

AsÍ. obtenemos que 1a matriz firndamerrtal de un sistema remotamentc casi pr:rióc1ico

es localmente bi-rcrnotarnente casi periódica. n

Observación 1.3.13. C o,be. destacar q'ue en eL Teorem,a anterzor el sxstenn (1.11)

no nece sari,umetlte posee dtcotornía erponenci,al. aúr¡ cuur¡,tlo se u¡ns'itl,era ¿ -+ *.4.
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Consiclcremos eI sistema (1.11). Asumiremos qlle la matriz A(f) tiene forma di-

agonal a bloqucs. A(l) : diag(A+(¿),'4 (t)), por 1o c1ue, el sistcma se puede escribir

de la forma

( .'tt\ = A-r ):
J - (t .:r;
lr'(tt : -1- tt )tr

clonclc é-(f , s). é_(f , s) son las matriccs fundamentalcs asiii:iadas ¿r las ecuaciorres

para : e g rcspecl,ir'arnente, además satisfaceli 1as estimaciorres

l,,O (,-, -K,- " prraf -b rrer,. \,'-,/
\'o,» -l(,.. Paras /.

con 1 > 0. Denotalemos por G(f ,.s) a La matriz

c(r,s): {il*i1.1':' ll :li: l 1, z,;
ldiag 0.Ó.'i..1) si/ s.

Por lo anterior, tenemos

lc(t, s)ll < Ke-1 t s (1 26)

El siguiente lema nos permitirá denrostrar clue el núcleo de Gteen (1.25) asociado a

(1.23) es Bi-remoiamcrrte casi peliódico integrable.

Lema 1.3.14. Se-a G(t.s) definida en (1 25) tt),l t1u,e uuiJica (1.26)' en'toncr:s satis-

;face la des't,gualdad

ft
llG(t+r,s+r) * G(t,s)ll </ r(r-'rÁ, 

/ ll l*, ,,+.t A 1(.u)lclu. t> s.

y tenemos

llG(t+r,s+r) - G(t,s)ll <r)rt s)rlr /'ll * ,,, i¡t-A (z)lldu. s>f.
J¡

Detnostra.ción. En r.irtucl del Lema 1.3.11 sc conclu¡'c el resultado
n

Así, tcnemos untis del rcsultados princi¡ralcs de esta sección,
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Teorema 1.3.L5. Sea.n A.1, 'y A .ftLnciones remotamente cas't periódi,cas tal tyue el

nricleo d,e- Green (.1.2á) osoc'ia,d,o n, (.7.23) sati,s;t'ace (1.26). Erúa'nces rlad,o e en'ste

e' : e'(,e) tal r¡'u,e si r e T(A , . e') ¡ 7(l- e') sc tiene

hmsrrl, / lG(t+r,s+r) - G(f,s) ds<e.
r -.. J 

".

e,s d,ecir, G es Bi-remltamerlte cusi, periód'tca irtte:grable'.

Demoslraczót't. Aplicando el Lerna 1.3.14. tenerrros que

rt r'
LCt,, - -.b -) C¡t ..-1 d" I K2t tt " / A 4 ,t¡ d¿J.-
.l , "/-\ J'

t'
J, 1i',' './. ar,u'l,t,,r!-

Reaiizando 1os c¿rmbios dc variables ¿decuados, obtenemos

f* l 
"ft+ 

r, s r ¡) - G(r, s) d.s <. K2 l,- """ Í: ,lla.A1('ir,)llrhdz

-x, | . , ['=' Iro.o ¡u 1, r)uriy
.lo Jt

Sean

r \ [t
l,tt ) - I , I A'¿ :r-,-l ,t,..i¿,1¡

Ja JL ,
/§ttt) I ," I ll l ,r-'r, A-,u\)ldrd.r

Ja J t

Primeramc¡rtc consideremos ú -+ co.

Tenemos que

rr.
1r(f) < | e1't sup ]1,4*(ir+r) - A-t-(z)ldz

J¡ , t r_-j

< i' " 
,', sup A. (ti + r) - A¡lu) th:.

.lo

Dado que sup¿en{lA*ll-,ll¡ -} < il/, rcnemos que

le-r'", sup llAl(z + r) A-(tr) ll < 2llle ^itr 
.

¿€[¡ ¿,..)
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\otemos que á(z) : e-1't es integrable en [0, oo), es decir,

l'* n@)¿, < u,.
Jo

Además, supu6{t-a,oo) ll{(u + r) - -a*(")ll es una sucesión monótona en t y acotada,
por lo que podemos aplicar el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue.
Sea cualquier sucesión {úr},,.x, tal que ú, + m cuando r¿ -+ oo. Si consideramos
¿ : *; y r e T(A*, et) nT(A-, ¿). Tenemos,

lím- sup I L,,q*(, - r)ll = lim sup , A,,4a(z r)ll¡+ó u€lf ,oo) n,@ u€f¿*,oo)

1e'

Así, tenemos

rt:.
liU / h(") sup llA,,a ¡(u)lldr : I h@1 )im sup lla.,4*(z r)lld.rr-+co/o u€l¿-r.co) Jo ¿ )coucl/;)

< e'ut:l'
Concluimos

límsup{(t) ( lím sup [* nO) sup lláa(u+ r) - Aaru)lldn
/-oo ¿-co JO ¡r€lt_r,oo)

- ti.r, /- ñ1r; .rp llAl(z + r) A¡(u)lldrr_"" Jo ¡,e[¿. ,.oo)

<\-2
Ahora, consideremos ¿ ) -oa.
Por 1o que,

I,(t) < /,* n ,, ,ff ,,ollA*(u 
+ r) - A¡(u)lldr

-f*< Jo 
h(r) 

,11[,,, llÁ*(" + r) - A¡(u)lld:t-

Notemos que supú€(_oo,rl llAa@+ r) - A*(") ll es una sucesión motrótona decreciente
cuando f -+ -oo y acotada. Sea cualquier sucesión {¿i,}".w, tal que ú; -+ -oo
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cuando n -+ oo. Así dc la misma manera podemos aplicar eI Teorcrna de convergcncia

dominad¡r rle Lebesgue

1ir,, / /,1.i7 su¡ ,\. I ,r,,ll,/,, : 1,,, / k,.r) srp -\-'1 r,irlri.,
, r./r , ..,1 ,.Jo. J0 ü- o.t.,t

- I l,t, ¡ Ií r. :Lt, LA-,I . f ull,ir
Ju * /;.

/- n¡r7 ti,, -up ,,1- 4- u d.,
J" I úu .,,r ,.

< t'l[r.

Así,

límsrip11(f) .1 lim sup /*,,., ",,0 lA*(u+r) ,4a(t)lldz
,+ ',. 

: ;;-iJ,,,, :;'ir*,,*,; .a1(z)rlrjr
t- ]' Jo ü€(-D..il

r;
Ahora para ,I2. primero considercmos f + cc.
Por esto. tenemos que

L(r) a,[*r,,,,.il],,14 (z+r) A (z)ild.r

t'< I ñ(z) sup ll:1-(r+ r')- A (.tt) h.
.l¡

\otcmos eue slrl)ue[¿.co] ll,4 (ti + r) ,4 (t) I es una sucesiíin monótona decrecicntc

cuando l -+ cc. De Ia rnisma manera que en 1r, podcmos aplicar e1 Teorcma de

convergelci:r dominada de Lebesgrre.

lirr, /'" ñ(z) sup 1A..4,(u) dz : /- r{.,, ,,,- sup ll-{ (ir i r) A-(u)llclt
J n '-" ¡.'¡. '

< c,, l[1.
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Así,

linsuplr(l) ( lírn rup / /,1.,1 t,tt, 1,,1 (,r + r) - A-(u)ldr

: ri,, /" h1r) sup I .1 1u + r) A (tL) rlr
'-'J, ü \l
(_

¿-:2

\ I ora, consi,leremos / \.
Por 1o que.

1:(/l /* ,¡.", .,,0 .l-t, t1 A ¡u1 ¿t
.l¡ u€lt.t-r

-f*t Ju 
o(') 

,,r,lln*,, lli (" + ') A (rr)l dn'

\oternos que sLlpu€( -,r*,1 lA (ri+r)-A (z)ll cs unasucesiólr monóforr¡ decrecientrr

cuarrdo f -+ -co. Dc la rnisrna manera podemos aplicar e1 'Ieorema de cortvergencia

dominada de Lebesgue.

t. r'
1n,r / h1r7 r¡¡ ¡A,1. 1,r-.r,dr: I hrr liru sup lL-\ . l - ,i - ¡\l rlL

/ t./o ¡.1 d, J'
( e/.1{.

AsÍ,

límsup12(f) I 1írn sup l- ,tr, sup ll,-1 (u + r) A-(u) dt.___. Jo \/-.

: 1ú, / h(.r) sup ll,r (u +.r + r) - A-(ti + r)lldr
' 'Jo u -^r,
e

-')
Finalurerrte concluimos

lir',-un / ()tl ¡ .-- 7t C /.,'r'J.' ,

, ./o

tr



Observación 1.3.16. Si, el

Noternos tlue- s't, P co'nrrLuta

di,ag ono,li,znr e-l si,s t entn

Dado rtrue

28

si,stemn (.7.11.) posee (a, K. P') rlicotornía erpon,encial.

con la matriz fundamental ó(t) rJe (t.tl) es posi,ble

r'(r) :.a(r)r(r).

(t.27)

.r, = (rp.)t+(1e_p)),
: A(.t)tP + A(t)r(I - P).

Entonces la matri,z d"e trans'ic'[,ó'n O(1. s) : O(t)O r(s) satisfaca

dtl d

i*,.", - ;*', ",P 
, L,t'rt.».( t P)

: .4(¿)Pé(¿, s)P+,a(t)(1- P)o(¿, s)(r - r)

Defi,rnntos A+(¿) : A(.t) P y A-(¿) : A(¿)(1 P). Ahora. rnulti,plican'd,o (.1.27) por

P y luego por (.1 - P'¡. r:btenemos r1ue la sr:parac'ió'n r:sta dadu' por

y' : A+(t)a

z' - A-(t'¡2.

(128)

(1.2e)

dorr,dr: Q¡(t.s): ó(l.s)P y o-(l,s) : O(t,s)(1 - P') son m,atrices soluc'it¡rte-s de

(t.28) y (t.29), rtspcctiuamen,te. Al poder di,agonalzzar el sísterrm. t:trnclu'irrt os que

se sa,t'isJa,cen Las hipótesis del Teorema 1.3.15, es deczr. s't P cort¡rt"Lt't(t r:nn' la r¡¡r.t'tr'íz

Ju,rtdarnental el nú,r:lr,ct de Gre-en, osociada es Bi rem,atamer¡te casi pertódico trtteg'rable

Del Tcorcma 1.3.15 ¡- la observación anterior se desprcndc el siguiente cololario

Corolario 1.3.17. .91 el si,stemu (t.t l) es rernotamente cusi ¡teriódir:o y ujponen'

ciulrnenle estL¡,ble en, eL i,nJirt'ito (ó re-spe-ctfuartenta en el, menos irtJirtito) ,:l núck:o de

G reen as ociatl,o es Di-remotarnen,te casz peri,ódi,r.:o integrr.t'blr:.

D en¡,ostrac'ión. La dernostración sc obtiene de la observación 1.3.16. Y'a que, cuanclo

P : I tenemos que P - 1 - 0. es dccir, e1 sistema posee la clásic¿r cstabiliclad

exponencial en cc.
De la misma rnanera, si P:0 tenemos q:ue P-I: 1, cs decir. el sistcma es

e xponenciaimente cstable en -:c. n

Considerernos la siguiente propiedad general
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(PG) Existe una transformación remotamente casi periódica invertible r - S(t)u,
u - (z,y), tal que bajo la transformación el sistema lineal remotamente casi

periódico (1.11) es de la forma (1.23) satisfaciendo (1.26).

Corolario L.3.18, Tod,o sisterna (7.71) para el cual uale (PG) su núcl,eo de Green

as ociad,o es Bi,-remotam,ente casi periódl co i,ntegrable.

L.4. Composición de Funciones Remotamente Casi
Periódicas

En capÍtulos posteriores estudiaremos sistemas donde la composición de fun-
ciones es reler,ante. Necesitamos estudiar bajo que condiciones estas composiciones
pertenecerán aI conjunto de las funciones remotamente casi periódicas.
En [10] podemos ver resultados de composición para funciones casi periódicas.
Comenzaremos, recordando la siguiente definición:

Deffnición 1.4.1. Sea K C X, 1 C 1R, una función continua f : I x X + X es

uniformemente continua sobre 1l uniformemente para ú € 1. si para todo e > 0,

existe á > 0 tal que para todo r,A € K con

ll, - yll < 6 + llf (t,x) - f (t,a)ll < e Yt e I.

Denotaremos el conjunto de estas funciones por C¡(1 x X, X).

Lerna r.4.2. ,Sea y e ,R,AP(R, X), Ir: {s(t)lt e R} s/ e R,,1P(IR x X, X)nC¡¡(lR x
X, X), e nf onces f (,aO) € 1?,AP(R, X).

Demostración. Sea e > 0. Por la continuidad uniforme de / existe e > 6 > 0 tal que

llrr-rrll<á+ll/(t,o1) - Í(t,rt)ll < e Vf e iR.

Como / e ftAP(R x x,x) y s € R, P(R..X), sea'r €T(f ,612)nT(a,512), tenemos

límsupll/(t+r,s(t+r))-f(t,a(t))11 ( límsupllJ(t+r,y(t+r))-f(t+r,e(t))ll
tl-+co ¿l +oo

-rlímsup llf (t + r,a(t)) - f (t,a(t))ll
lú -+co

<€
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Observación 7.4.3. Et resultado ante-rior, es utíli,do tuando .f .forma parl.r: de untt

Jamili,a'mtís restrittiua. Así, te-ne,r¡tos lo, si¡¡uiertte propasición: Sea f e fiAP(R. x
X, X) n Cn (R x X. X) tripscñ,iú z en [,a segurtda uari,uble, es r]ec'ir:

L /(¿,,) - /(t, y)ll I rllr y itr,y € x, ¿ € lR

.9i e e Á.,lP(R. X] entonr:es /(., y( )) € fi/P(R, x).
Esto, obsentación es ir¡rned,iata dado que la condici,Ón tle Lipsclti'tz itnpltrn con'ti,nttirlatl

unifornte.

7.4.1. Funciones Z-Remotamente Casi Periódicas

Dacla Ia frinción continu.a .l(f) es evidente quc la función /(lil) es discontinua.

Con csto obsenamos .iue para la función ,i: e ÁAP(R,R), la funciírn j,(lf]) no es

rernotamete casi periírdica, ):a quc no culttple con la cont'inuidad unifbrtnc Como

es natural de r:spclar las discontinuidades se dan en los números enteros, además es

notorio que los lÍmites laterales c)iisten para todo n € Z Ett [51] no se plccisa 1o

que se entiencle por remotamente casi periodicidad dc la IunciÓn, no necesarianrente

cont,inua, /(¿, r(¿), r(lf])), 1o que lleva a algunas imprecisioncs

Análogo al concepto introducido err c1 árnbito t1e las funciones casi pelióclicas y casi

automorficas por D. Ait Da<1s r, L. Lachimi 12l v A. Chávez' S. Clastillo ¡'\f Pinto [4]'
rcspectivamcnte. \terenios más adelante que es suficiente considerar las funciones

Z - remotamente casi periódicas pirra cstr.rdiar 1as soltrr:iones de las DEPCA

Definiremos un subconjunto de las funciones acoladas

Bn(lR, R") ^ {l ' 
n -+ R'1./ es acotada, continua cn 1R \ 2. (1 30)

-r' tiene límitcs lateralcs finitos cn Z]

Definición 1.4.4. Lna futrción / € BIt(R,lR"), dircmos r-1tre es Z-casi poriódica si

existe un conjunto ?(./,e) n Z relatiYamentc denso en R y para r e T(J.e)ltZ se

satisface

f(.+''¡-.1()l-<''
Denotaremos el conjunto de estas funciones por Z,'IP(1R.1R")

(1.31)

Definición 1.4.5. Una función / € An(R, R."), dircrnos qtre es Z-remotarncrrte

casi periódica si existc un cortjunto relativamellte denso 7¡(/.e) ñ Z. tal quc' si

r € 111.[ .€)ll¿ entonces

Iímsup /(t+'r) - .f (t) < e, I e R.
f +r]l

(1.32)
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Denotaremos el conjunto de estas funciones por Z,RAP(JR,1R").

Proposición 1.4.6. El conjunto de las funciones ZáP(R, R¿) es subconjunto
zaAP0R,R").

Demostración. Si f e ZAP (lR,lR") entonces el conjunto

Tt(f ,€)ñz:{ae Rlll/(.+r) -f Ol)<€}nz
es relativamente denso en IR. Ya que fi (J,e) cT (f ,e), tenemos que / e ZRAP(R,R").

tr

Observación 1.4.7 . Las funci.ones Zf¿.AP(R, Ra) son localmente integrables.

Recordemos que

Lema 1.4.8. Sea / e AP(R) entonces 7(/,€) n ZIA y es relati,uamente d,enso.

La demostración del Lema anterior se puede ver en [11].

Lema 1.4.9. Sea f e RAP(R) entonces fU,€) at V, I A A es relatiaamente tlenso.

Demostraci,ón. Por el Teorema 1.1.8, dado e > 0 existe ,b(t) : Sr(t) + pl(t) +
s2(t)p2(t), donde 91,s2 e ,4P(R,1R") ! et.,pz € o,9(1R,lR"), tal que

f(t)-ú(t)l<€14.

Consideremos r e T(g1, e l3) nT(g2, el3) iZ, con e' : mín{á, ¡nái; }, sabemos que
este conjunto es no vacÍo por el Lema 1.4.8. Por Io que tenemos

lf (t + r) - /(¿)l < lf (t + r) - 4,(t + r)l + lú(t + r) -,1,@l + l,!@ - f (t)l
< e I 2 + la,e, (f ) I + ll 

gz)) *l L¡pz(t) I + ll,p, ll." I 
l,s, (¿) 

l

Finalmente,

lím sup l/(ú + r) - /(r) | < e
tl-+co

AsÍ, tenemos que 7 € ?(/,6) fiZ * A. tr

Proposición |. .LO. Si f es una Junci,ón remotamente casi, peri,ód,i,ca entonces

/([.]) € ZBAP(R,R")
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Demostraci,ón. Consideremos r e T(J,e)t\Z,por el Lema 1.4.9 sabemos que es no
vacío. Dado que [t + r] = p] + r. Finalmente,

tímsup ll/([t] + r) - /(irl)ll 3 e.
lll-roo

Por lo que, /([.]) e Z-R,AP(R, R") ¡
Lema 1.4.11. .9ea / e .RáP(R. x lR",lR") y Lipschitz d,e constante K en la segund"a
uariable, p e Z,RAP(R,R), entonces f (.,pO) eZ,RA?(R,R).
Demostraci,ón. La demostración es directa. Si consideramos r e T(f , e,).:tT(g, e,)nZ,
donde e, : 1ft, se sigue

ll f (t + 1 e(t + r)) - f (t, p(t))ll < ll/(¿ + r, e(t + r)) - f (t + r, e@)ll
+ll/(¿ + r, e(t)) - i (t, e(t))ll

! KllL,e(t)ll+ il/(r+ r,,p(t))- f (t,e(t))ll

AsÍ,

Iím sup KllA,rp(ú)ll

* ,ifj:o llÍ (t + r, e(t)) - /(¿, e(¿)) ll

<€.
Lo que concluye la demostración. n
Lema L.4.I2. ,9eo / : RxR"xlR" +Rn remotamente casi peri,ódica y Lips_
chi.tz en la segund,a y tercera uariable, p € B.4P(R, R"), entonces /(., e(.), e(t.])) e
zEAP(tR,R").

Demostración. La demostración es directa. D

Lema 1.4.13. Sea f una Junci,ón Z-rernotamente casi peri,ódica. Si .f es continua
enR, entonces f es remotamente casi, periódi,ca.

Demostración. Es inmediato, ya que la función / es continua. Y por ser V-remotameIlt e
casi periódica existe un conjunto relativamente denso ?(/, e) tal que si r e T(f , e),
tenemos que

hmsup l/(ú + r) - /(¿)l < ..
l¿l-+co

tj13"n ll/(t + ,, e(t + r)) - /(¿, e(¿))ll <

!



Capítulo 2

Funciones Remotamente Casi
Periódicas y Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias

El problema de buscar soluciones del tipo casi periódicas pa.ra ecuaciones diferen-
ciales ordinarias ha sido tratado por muchos autores, obteniendo diversos resultados
que podemos encontrar en la literatura sobre existencia y unicidad, estabilidad, apli-
caciones en dive¡sos modelos biologicos, etc (ver [8, 10,11,41]).

2.1. Existencia de Soluciones Remotamente Casi Per-
iódicas para Ecuaciones Diferenciales Ordinar-
ias

Tenemos el siguierrte teorema para poder describir las soluciones remotamente
casi periódicas, de la ecuación escalar

u,(t):M(t)+f(t),
con,\ € C y / : IR + C función remotamente casi periódica.

(2.1)

Teorema 2.L.L. Si la función f (t) es remotamente casi peri,ódica, entonces toda

solución acotada, enR., de la ecuación (2.L) es remotamente casi periód,ica. A saber,

(t) Si Re (\) < 0, la solución remotamente casi periód,ica esta d,ada por

(2.2)
¡t

r (t) : I e'\(t-s)/ (s) ds.

J.)
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(tt) Si Re (\) > 0, la solución remoiamente casi periódica esta dada por

Í (t) : - /-.^,'-,,¡ 1r; dr. (2.3)
t,

[ - [* "t:"t"to"¡ 
p1ar. Re(M(a)\ > o

n(t\:1 *!t

lJ,_etl,,,td,l {stas. Re\M(a)) <0.
(2 6)

(ttt) Finalmente cuando \ : i,u, las soluciones remotamente casi periód,i,cas estdn
d.ad,as por

(2 4)

Demostración, Por el Lema 1.1.18 tenemos que (2.2) y (2.3) son remotamente casi
periódicas. Ahora, en el caso (rtt) la solución es remotamente casi periódica cuando
r (f) es acotada para todo ¿ € lR. Esto ocurre cuando

/' 
"t" 

f lr) ,r,
Jo

es acotada en IR., luego por eI Teorema 1.1.16 se concluye que es remotamente casi
periódica, ya que e'o'/ (s) es remotamente casi periódica. I
Observación 2.1.2. En esta d,emostraci,ón no resalta la irnportanci.a de Ia propiedad
Bi-remotomente casi, periód,icidad, i,ntegrable d,el núcleo d,e Green asociad.o, ya que

esta d.ado por G(t,s): G(t- s) : sr(t ") - G(t + r,s+ r) el cual triuialmente es

Bi-remotamente casi, peri,ótlica integrable (e inclusiue es Bi- periódi,ca).

Ahora, estudiaremos la ecuación diferencial escalar lineal no-autónoma no ho-
mogénea

r'(t):a(t)r(t)+ f (t) (2.5)

Tenemos el siguiente teorema,)

Teorema 2.L.3. Sea a (t) , f (t) funci,ones remotamente casi periódicas tal que

Re(M (a)) f 0 entortces la ecuación (2.5) t'ien e unu úr¡,i,ca soluci,ón q (t) remota-
mt nte casi Ttcrirídica. dotln por

o (t) : eiut 
l" 

* l"' u-'"" f G) a,r)
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Demostración. Sea e > 0 dado. Supongamos que Re (M (")) < -7 < 0, dado que el

otro caso se demuestra de la misma manera. Consideremos

lrl fI . I

lq(t+r¡-n(t)t - ll {iiioru.au¡6i-¡tds- I el:""'d".f \s)dsllJ-- J -,- |

fl
. I ¡"fli ot"la, - et:"t1,)d"lt f (s + r)lds

.,-n,

+ 
J-*\"Íiiia,ta,ll/ 

(, + r) - /(s)lds.

Dado que Re(,tZ(a)) < -? < 0, tenemos lel! "(")a1 < Ke-'r(t-"). Porlo que,

ln¡+r)-?(01 < u [' ptll:<ad' et:a(u)dulds

ft** J_*" 
1{/ -s)l/ (s - r) - /(s)lds

Sean

I'(¿) : u [' PÍli 't''du - e!:'@d*lds (2.7)

';*
Ir(t) : o 

J_*"-,,'-rlf(s+r) -/(s)lds (2.8)

Aplicando a I el Teorema 1.3.9, tenemos que la función de Green asociada es

Bi-remotamente casi periódica integrable, es decir, existe €'l(e) : e" , tal que si

r € T(a, e") tenemos que

ft
lím sup / lel'"il "ov." - of 'r"ttu1d s 3 e
p¡*." J _""

Ahora, aplicando e1 Lema 1.1.18 a 12 existe e/ : e'(e) tal que si r e 7(/, e') se tiene
que

tím sup.I2(f) < e.

Finalmente, sea é: mín{e',e"} y , €f @flnf$,e) tenemos que

límsup l4(f + r) - n(t)l ! e.

l¿l +60

Se demuestra de manera análoga para Re (M (a)) > 7 > 0. Esto concluye la de-

mostración. D
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Consideremos las ecuaciones

r'(t): A(t)x(t)

a'(t) -- A(t)y(t)+f(t)
Teorema 2.7.4. Sea / € €,4P(R, C"), suponga que el sistema homogéneo (2.9)
tiene una (a, K, P)-di,cotornía erponenci,al u el núcleo d,e Gre,en asociad,a es Bi-
remotamente cast periódica integrable. Entonces la única solución acotada de (2.10)
?s n"molornenl P co"i periódiea.

Demostración. Sea G(ú,s) la función de Green asociada a (2.9), ral que satisface

lG(¿, s)l I Ke-dlt-sl, f , s e iR.. Por la fórmula de variación de parámetro, la única
solución acotada de (2.10) es

(2.e)

(2.10)

(2.t1,)

(2.12)

con cota llyll- < T ll/11.".
En efecto, es remotamente casi periódica.
Sabemos que ll/11." < M. Consideremos

lly(t + r) - y(r) ll s

Definamos

u{ü: l* ca,s)/(s)ds,

ll/- tt«, * ",, + r) - G(t,s)) f(, * ")r,ll
. ll/- "n 

s)(/(s + r) - /(,))*ll

l* myc¡, * r,s * r)- c(t,s)llds

+ l* N"-"v-all/(s + z) - /(s)llds

1, (¿) : l* u¡c¡, * ,, s + r) - c(t, s) llds

rz(t) : 
l*_o"-^,-'tllf(s+r) - /(s)llds.

Notemos que para I es importante que el núcleo de Green sca Bi-remotamente casi
periódica integrable; en 12 es esencial la dicotomía exponencial junto con que Ia
función / sea remotamcnte casi periódica. Tenemos que

lím sup llg(f + ¡) - u(t)l < Iin sup 11(ú) + 1ím sup 12(á)
l¿l+.o l¿l-- l¿ +.ó
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Aplicando el Lema 1.1.18 a (2.12), existe ¿' : 6'(€) tal que si 7 e 7(/, e/) se tiene

lím sup 1r(ú) < e.

Dado que el nucléo de Green asociado es Bi-remotamente casi periódico integrable,
existe e/'(e ) : ¿t , Al que si -r € T(G, e" I M) tenemos

lÍm sup .I1(t) < e.

Itl +co

Finalmente, sea d:mín{e',e"lM} y, e T(G,¿)n:I(f ,é) tenemos que

lím sup lly(f + r) - y(¿)ll I e,
l¿l-+oo

es decir, y es una función remotamente casi periódica. Esto concluye la demostración.
tr

Además, cuando A : lR -) IR'x' es triangular tenemos

Teorema 2.t.5. Sea / € AAP(IR, C") y ,4 : lR -+ lR7¡xn una matriz tri,angular tal
que Re(M ("i) * 0 Entonces el sistema (2.10) posee una única soluci,ón acotad,a
lo cual es rernotornente casi periódica.

Demostraci,ón. Sin perdida de generalidad supondremos que Ia matriz ,4 es triangular
superlor.
Tenemos:

r'r- ay¡(t)zj ae(t)r2* a\(t)ca+ ...+
r'r: a22(t)r2+ an(t)h+ "'+

La última ecuación escalar en (2.13) ha sido estudiada en el Teorema 2.1.3, dado que

se satisfacen las hipótesis, existe una única solución u" € Á,4P(R, C) dada por (2.6).
Sustituyendo t" € RAP(IR, C) en la penúltima ecuación en (2.13), obtenemos para
z.-r la ecuación

r'n-t : a,-t n-t(t)r^-, + a"-1 
"(t)r"(t) + f"-t(t).

Notando que a¿-1 
"(t)r"(t) + f"-lt) es una función remotamente casi periódica.

Nuevamente, por el Teorema 2.1.3, existe una única solución ,"-1 € eáP(R, C).
Entonces, el resultado para el sistema triangular se concluye iterando de esta manera.

tr

a6(t)x*+ fr(t)
a2n(t)!Ln+ fz(t) 

(2.13)

a""(t)q+ f.(t).
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Ahora, consideremos el sistema

c' (t¡: er1¿¡ * ,1r, , (2.14)

dondeA: (a¿¡) es una matriz cuadrada constante, V / (¿) = (frQ),fr(¿) , ..., /" (0)'
donde /¿ € Á,,4P (R) para ri : 7,2,....,n.
Tengamos en consideración el siguiente Lema, cuya demostración se puede ver en [20]

Lema 2.1.6. Dada una matri,z cuad,rada arbitraria ,1, : (a¡¡) , eriste una matriz
a : (rl,¿¡) d,el mi,smo orden, tal que

1. detal0
2. B : a-lAa es tri,angular, es decir,

/ \t bn " b,"\

\o 0... ^,)
d,ond,e \1, ..., \n son los aalores propi,os de A.

Corolario 2.1.7. Sea f (ü : (fr(t) , hft) ,..., f"(t))', si, las funciones fu@) , i :
L,2, --.n, son rernotamente casi periód,i,cas, entonces toda soluciín acotad,a (en la recta
real) del sistema (2.1.4) es remotamente casi-peri,ód.i,ca.

Demostrac'ión. Se puede asumir sin perdida de generalidad que la matriz .A es tri-
angular superior, ya que realizando e1 cambio de variable y(t) : "-'r(t) y i(¿) :
a 1/(ú) en (2.14), obtenemos

ú(t):ay(t)-/(tt,
donde B es una matriz triangular. Aplicando eI Teorema 2.1.5 tenemos que la solución
acotada es remotamente casi periódica. Luego, 1a transformación r(t) : or¡¿¡ ,
A, P(R, A"). Esto concluye 1a demostración. n

Corolario 2.L.8. Sea f (A: $(t),fr(t),..,f"Q», si la funciones h(t),i:
1,2,...,n, son remotamente casi peri,ódicas y la matriz A : (au¡) no posee ualores
propios con parte real cero, entonces para el si,stema (2.74) existe una úni.ca soluci.én
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rern of ament e cas i P eri ó d'i' ca.

S;, n(t) : (a, (t) ,...,r,(t)) es la soluci.ón remotamente casi, periódica, y

|l
''"f 

l,- : ,.lll,1 t"'P ./'(¿lli '

entonces

ll,lll¡rll/ll-, r€R,i:1,2,...,n. (2'15)

dond,e K es una constantes positiaa, depend,iente solo de la matriz A'

Demostroción. Sin pérdida de generalidad, consideraremos el sistema (2'14) en su

forma triangular

U|: \tn* bP112t b¡Y3l ' ' '+ bnA^+ i,tt)
{r: \zaz* b..tas* ...t b2n!.p* fzft¡ (2.16)

:

a'*-- 
^*a*+ 

i,(t),

ya que la transformación r(t) : sol¡1' AsÍ, por el Corolario 2'1'7 tenemos la exis-

tencia y unicidad de Ia soluciÓn remotamente casi periódica. Por Io que probaremos

la desigualdad (2.15). Sea pr ) 0 ta1 que

lRe (\)l > t-t,i: I,2,...,n-

Da.do que los vaiores propios no poseen parte real cero, las soluciones están dadas

por (2.3) ó (2.2), por 1o que

ls,(¿)lr ry: /{,llill- Q.t7)

Consideremos Ia ecuación dada para 9",-1(t)

al'-,(t) :1,,-r3,,-r(f) + b*a'y*(t) + i"-'(t)

Tenemos que I¿ solución esta dada por

/ r<n

| - | "^"-u' ")(b,-r,s,(s) + /"-1(s))ds, Re (),-1) > 0'

", .(+\: ¿ ^!Lan-L*t 
I /' "r" 

,(, ")(b,-,,,U,(s) _, ¿_,Js)ds). Rc(),-r) < 0.

[ /--



la^-,(t)l 
= i (u^ ,,,ry* /ri,,-) : K^_,il¡il*.

Si continuamos .on 
".r. o.o..r,,,,.r,JoO,.n"rol

la'@l < x¡1i1¡*' i':7,2,'..,n.
Si consider¿mos K : m¿íx¿=r,...,, 

{ 1( }, se sigue que

con ro que conclu,e tu a",,ortru"io/],111 
s t<¡¡¡*

Observación 2,1.g. Et c;ñ.,;^^J - n

2;;,i, ;'-,'", y;:; ;';:iy,ff,':ejempto muestra ta necesidad, de ta hipótesis Re{)¡} lLons?d,eremos 

^: 
ia g la ecuaci,ón

y'(t):iuy+s(t)
con g 

.e RA?(R), en particul
esta d.ada por ar tomemos g(t1 = 

"iur' 
¡9,1

!(t¡ = 
"r"o, 

_ 3it?/3eiü(+ Vi) 
_ 6 ie;,,tt- iht 

'iptuul 
Í/t)

u -_ 
-l.-

podemos uer que ta ,,uo,io, (2.18), ,r"::" , r;:il,',oi,',"",0',)'",!r.0, 
,"u,"

Ejemplo 2.l.l}. Corcid,eremos el sistema triangular
(,'\-/s,
tr ) -( ,, ; ) (;). (;E),,,^,,^,.o

Y las Junciones I.m-. to -
.Br(.\¡) > O r n.ilrl ; ; )': 

?'emotarnente casi periódica.
ecuac.ión - \...) _ _. así, poro r"rotrrr_)it""r*ii"á"lrriri"Ir"::ff;:;;:r;

u':)zy+fz(t),

40Estimando, la ecuación anterior tenemos que

lvo(t)l < Kllill*, i = t,2,...,n, t € R..
AsÍ

(2.18)

Tenemos que la solución

-_-_-_---_=.-_--_-._-
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tenemos que la solución acotad,a es

,7lt) - | .rzit-")/r(s)ds.

Obtenemos la ecuación d,if erenci,al

"' n' 
: ^^','.::' 

i/"Íl, r¡,1,1r, * n*r

y su soluc'tón acotad,a es

r(t) : _a [* "^,,,-,, [' ,^^"-, ¡rqrlarau _ [* e\,tt-u\ .f1(u)du .' J, J-- l,
Por lo que, la solución remotamente casi per'i,ódi,ca del sistema esta d,ad,a por

/ '(¿) \ -( 'Ír* l"*"^"-'*-u^'-^')f'1'¡d''d'- /-"^'r'-'11'{'tau )
\ y(f) / - [ /' ".r,r,-o¡,1r¡¿, I

\ /--' r'¿\o tua 
I

Ejemplo 2.l,ll. Consid,eremos la ecuaci,ón

r"(t) +2ar'(t) +br(t): f(t) (2.19)

con f e RAP(R), notemos que se trata de un, osci,lad,or armóni,co con una per-
turbación / € BAP(R, R) cuand,o a,b > 0. La ecuación anteríor es equiralente al
sistema

(a'\:( o,\ly)*fo) (220)\/)-\ a-zo)\,)-\.rr¿) ) '--"'

Los ualores propios d.e la matriz anterior son )t : -a+^,/F 4 y ),2: -¿-r/BJ.
Luego por el Corolorio 2.1.7, cuand.o a l0 ó a:0 a b < 0, eriste una únáca solución
remotamente casi peri,ód,i,ca. Si a < y67 * b, tenemos que \1 )0y),<0,porlo
que la soluci.ón acotada de (2.20) esta d,ada por

xr¿):rv!¿) )
\ rtt) /



d,on,d,e

u(t)

i (r)

: - ,h(l-'-*'-"-'*=Tr-"r'l(s)ds * l,* "n'*^rrr 'r71s)ds)

: ':qa [' "r-'-'fi=ntt'-"t¡6¡ttsZ,/ o.2 -b l-,-
-o.+ t/F -l ¡* ,_,

- ---=l--- t e. ,+\ñ14\u-E Í(slds
¿\/ u' - D Jt

Así, Ia úniat sohtción. remotamente cusi Tteriódi,ca d,e (2.19) es

, o : - # (l 
_ _o 

- " - *=irt-"r ¡ 1s)ds + ;[- .{-"+'@:T¡ 1r-.") / (s) rrs) .

Si, consid,eramos a:7, b:3 y la función f dada Ttor (7.2), tenemos ryre las gniJicns

d,e la solución d,el sistema son

Ejemplo 2,1.12. Consid,crernos el sistuna trianqu,lur su,perior

(í) : ("1,, ?,¡3 Hi)(,).(fiii)
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dond,e ap,ap,an,,a¿,, f¡: R + R , i - 1'2'3 son iunciones reÍt'otarLente casi'

orr¡¡¿uoi'. Ái;"Áat,'co-ns'id,eremos M{at},M{4,} < o a M{az} > o

Tenemos que'

,e) : 
l'_*"ti 

^rLu)at ¡r(s)ds.

y(t): - [r* l" *"r:""rrau"liot(u)duarr(s)f3(u)d'ud's 
- lr* ef!-tütufrls)d's'

-n : 
Í _* Í,* l' *"t: ^'"'*+1"< 

oz(u)du+'['< os(u)a"¿rr(q)42(s)/s (u)d'udsd'<

* [' "l: 
"u"' ¡r(s)d< + lt * ¡' *"t' ^''au+ !! 

ot'\au o"(q¡/t(s)dsds
J _CA

_ 
l_* Í,* 

,, ^(u)d"+!: 
a2(")dx" 

f2(s)d.sdq

Por lo que, la solucihn remotamente casi' peri'ód'i'ca d'el sistema esta d'ada por

,,r, : (rfii )
(2.21)
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2.2. Soluciones Remotamente Casi Periódicas de Cier-
tos Sistemas Perturbados

Cuando un proceso es descrito por ecuaciones diferenciales, estamos pasando
de un objeto real (ploceso) a un modelo idealizado. Cada idealización maremática
implica, en cierta medida, omitir pequeñas cantidades. Por tanto, la manera en que
se introduce distorsión en el fenómeno resulta ser muy importante. Llegando así al
problema matemático donde las soluciones de la ecuación diferencial dependen de
parámetros pequeños. Para simpliflcar, solo tendremos en cuenta los problemas que
implican un solo parámetro.

Existen variados problemas matemáticos que hacen un amplio uso de un parámetro
pequeño. Probablcmente el primero en describir este tipo de problemas fue J. H.
Poincaré (1854-1912) como parte de sus investigaciones en mecánica celeste [29] (el
parámetro pequeño, en este contexto, es por lo general la relación de dos masas).
Por ejemplo, el problema de la tierra - luna - nar,'e espacial.

En [19], Hale considera los siguientes sistemas periódicos que contienen un
parámetro pequeño ru de la forma

r' = Aa I ug(t,r), r' : A(t)x + ug(t,ü), t' : A(t)x + g(t,.r,u).

Con a.lgunas condiciones suficientes obtiene la existencia de soluciones ar-periódicas
de estos sistemas. Sin embargo, dado que hay muchos sistemas que poseen multiples
perÍodos no se puede esperar la existencia de soluciones periódicas, por lo que el es-
tudio de soluciones casi periódicas nace de forma natural. En 1974 Fink [15] investiga
el sistema perturbado

r':A(t)r*us(t,r,u).

Y bajo algunas condiciones suficientes obtiene la existencia y únicidad de soluciones
casi periódicas. Basado en estos trabajos Xia et. al. [39], obtiene la existencia de

soluciones casi periódicas para los sistemas

x' : A(t)r+ f(t,r) +us(t,r,u)
r' : A(t,v)r+ t(t.r)+us(t,x,u).

Motivados por estos trabajos, estudiaremos ia existencia de soluciones remotamente
casi periódicas, ya que dichas funciones son más realista y más generales, además
nos permiten perturbar funciones casi periódicas de una manera más amplia.
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En esta sección consideraremos los sistemas

# : on,"'

4or: '+(t)Y+¡(t'Y)'

* = onr,+ f (t,r,) + s,(t,n).

(2.22)

(2.23)

(2.24)

donde -4 € 
^2"""(R), 

A(ú) es remotamente casi periódica, O"(t,r) : g(t,r,v) es

remotamente casi periódica en f uniformemente con respecto a r, u es un parámetrc
real pequeño, ¿iemás g¡(1, r) : 9(1, r.0) = 0.

Consideremos las siguientes hipótesis:

(H) A@ es remotamente casi periódico. El sistema (2.22) posee rna (a, K, P)-
dicotomia exponencial, ademas el núcleo de Green asociado es Bi-remotamente
casi periódico integrable.

(Ar) Sea / (ú, r) remotamente casi periódica en f uniformemente con respecto a u en

cualquier subconjunto compacto de IR", y satisfare la condición de Lipschitz,
es decir, para todo (t,Í),(t,g) € R x B[0,r] ,r € 1R.., existe una consta.nte
positiva M(r) tal que

ll/(¿,") -/(¿,y)ll < M (r)lla-sll, ¿ € R; ll"ll,llyll I ".
Además, asumamos qúe M (r) < &.

(Er) Sca f (t,r) e CQ) en r, y la derivada parcial de segundo orden es local-
mente Lipschitz en o. Además, asumiremos qr" ff 1t, 6 1t¡¡ es remotamente
casi-periódica y á : supr€R ll*4 (¿,C f¿llll < ¡fi2. Donde ( es 1a única solución
remotarnente casi periódica de (2.23).

(E¿) Sea g,(t,r) : g(t,t,u) remotameüte casi periódica en ú uniformemente para

@,u) e B,(0) x [0, rz6], y para cada parámetro ru real fijo pequeño es uni-
formemente acotada con respecto a r. Y satisface localmente la condición de

Lipschitz

lls" (t, r) - g, (t,a)ll < M1 (r, u) ll* - all .

donde (t,r) ,(t,y) e R x B[0,r] y / € [0,,/o], tal que

lls,lt : sup lls,(t,r)|1 '+ 0 v Mt (r, rz) -+ 0 cuando z -+ 0
¿€R,llcll<r
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paratodor>0frjo.

Veamos el siguiente teorema:

Teorema 2,2.1. Si, se sati.sface- (Hr) - (Hn) . Entonces eriste r constante y u6 -_
u6 (r) lo suficientemente pequeño tal que el sistema (2.24) posee una única solución
remotamente casi-periód,ica tlt, (t) en una r-uecindad, de {(t), donde ( es la única
solución ren'¿otarnente casi periódica de (2.23), para todo u e 10,u6]. Ademds, si
g,(t,r) es uniformemente continua para (t,r) € lR x B[0,r] y u e 10,26], entonces

{" (t) es continua en u A tenemos que lím,-6t!u (t) : €(¿).

D emostraci,ón. Por cálculo diferencial,

f (t,a + u) - i ft,u) : Hn,,, + fz e,a)

donde

(2.25)

Por las hipótesis sobre /(f,:r) y S"(t,r), tenemos que para cada r existe uo:uo(r),

^¡, 
(r) , ¿ - 1,2 y Mt (r, iuo), tal que:

I a'f
lla,Á.,(t'€(L)- 

aslil:^ ?)' i,i:7 2 "''n t2'26)

I a2f A2 l
llffi(i.((t) - 0a) ñál(t.€tt) +er)ll 

= 
B¡u, tr) ¡u - it... t2.27)

!t, (t,a) - s"(t,a)ll < M1(r,u6) lla - A . Q.2s)
para , € re, llyll ,llúll ( r, donde M1(r,u) es acotada r nr, (r) ,i:1,2, pueden
escogerse como funciones no dccrecientes en r, respectivamente.
Por 1o que,

f,(t.a.ü l» n,o,!L (t.os+u). o< a< r.
z i-,¡-1 

' oti,or¡

tv,(t.a)tt= II* i a¡a,!! (/.€ (/)+ dy)ll
llz -t 

' t)xioxj 
ll

-11
t!....!<; ) 'uiu¡llú [r)
';.¡=t
tn

<;»1fi+filNtÍ)
i,j=1

< nr2 N1 (r) , para llyll ! ,. (2 2e)
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Ahora, veamos que /2 es Lipschitz,

ll , ñ a2¡
llh\.ú - f,(t,ú)tt: lli » @, 'ú)a¡J4-(1.0a+to))

ll z --- ' oÍ -o.r 1ll t'1=t

1 J-t a'[. ; l_tui 
-'i ) u,ffi(¿, oÚ + ( (¿))

r=\ a' ll-i)-,u,ui u;¡lf u'0u t€(i)) - /(/ er+((//)lll

< 
1= (n u, (r) + nrNl (r) + 12 Nr @ e) W - 0ll-2\

. (r,¡¿, (r) + r2N2 (r)) lls - úll , (2.30)

para llell, llell ( r y t e R.
Sea z (l) :r(t)- ((ú); tenemos

du

; = A(t)u+ f (t,u+€(¿))-/(¿,{(4) +s"(t,u+€(t)) (2.31)

: A(t)u+ffn,e¡»"+H,(t,u(t)), (2.32)

donde

H,(t,u(t),€(¿)) : f,(t,u,((t)) + s"(t,u+ ((t)) (2.33)

Por el Lema L.2.2, y (fu), nos permiten concluir que el sistema lineal

du At .

at: A(t)"+ fr (t,4(t)) z (2'34)

es remotamente casi-periódico y posee dicotomía exponencial satisfaciendo

llcr¿''lll' !!' 
"-'.--'*u"-'1'll-'"'"'ll

donde é es la matriz de Green asociada aJ correspondiente sistemá (2.34), por 1o que

tiene Ia forma

ñt, ^¡ lv ¡t¡qv ¡'l ,1>s,r/'D/ 
I-rtrl 11 -Q,¡ r(s) ,¿<.s
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y además es, bi-remotamente casi periódica integrable.
Sca:

A : O Q,u) : {p, (t)lq, Q) eC (R, ¿"),remotamente casi periódica en

f para cualquier lalor ¡/ € [0,"0],llp" (¿)ll < ,]

-ñ ", un espacio métrico complet o en E" con ll.ll : ll.ll-
Sea g, Q) € E, consideremos la siguiente ecuación

u' : A(t)r+d{A,tA»u+ H,tt,e,O)),

que tiene por solución

ua) = loc a,') H,(s,'P,(s)\ds'

(2.35)

(2.36)

Luego, dado que p, (t) € É, 9, es remotamente casi periódica y H,(t,u) es remota-
mente casi periódica en f uniformemente con respecto a z. Por 1o que, I/, (., e" (.))
es remotamente casi periódica. Por el Teorema 2.1.4 sabemos que (2.36) es la única
solución remotamente casi periódica de (2.35).

Definamos el operador ? por

re,(t) = [ rA,4H,ts,e,g))ds,
/R

Recordando (2.33) y por (2.29), tenemos que

llu" (t, u)ll ! ll fz (t, u) + g" (¿, t¿ + ( (¿)) ll

<-r2nN1 (r) + lls,llo, llzll < r, t e R,

donde ñ(r) :, + ll€11."
Además, notemos que f1, es una función de Lipschitz con

L. (r, us) : (nr Nt (r) + nr2 N2 (r) + M, (r , u))

la constante de Lipschitz, es decir,

llfi, (t,u) - H" (t,í))ll < L-(r,u) llu - úll,

para llull ,ll¿ll < " 
y ¿ € lR.

(2.37)

(2.38)

ápúoo o\
..T o2)..- 9
' s-;ioN^* g+ -c¡'a/o>^\ e
¿ Yl¿l'4 o

Wr,,r*,
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Dado quc .\(r) , z : 1,2 son funciones no decrecientcs en r, podemos empe-
queñecer rnlf¿(r) tanto como queramos. Luego, para r fijo podemos empequeñecer

IlS"llo turto como queramos, por la continuid ad, de g, en z, escogiendo un ¿/1 lo sufi-
ciertemente pequeño. AsÍ, podemos escoger r y u1(r) lo suficientemente pequeño tal
que:

(r'?lrr,1r¡ + llg,llo) . @-39) ,.

Luego, dado qne M1(ñ,u) -> 0 cuando / -) 0, para r fijo, tenemos que existe
que

L-(r,us).";3f6,
aJ\'

donde K, a y 6 están definidos en las hipótesis, escogiendo u¡ : mir.{4, u2} se
sat ifacen ambas desigu aldades.
Por (2.39) y (2.37), tenemos

f t^ l
t)re"(t)tt-ll'1"';"'ll'7',''',',,',),).'*

;up 
r,rs. e,G». J.llcrr.,rlla,

. 5K2 .(o-5!6\r_r.
(a - 2K5) 5K2

Nos queda ver la contractividad, para esto consideraremos gr, p,. € É, por (2.38),
tenemos que:

llr ó, (ü - re, ft))), I lle a, q I t u, a, o, alt H, (s, e, Q)))) d,s
Jn r

< L. (r, u6) { lla r,,,lll ¡ó, G) - e, g)ll d.s

! L. (r,u¡)llQ, v,1"" l*lle fr,,lll 
,"

1 -{-t (r,,0)llÓ, - d|-,O - ¿I\O

con L*(r,u) la constante de Lipschitz de H", por (2.40)

5h2 5K2 a -2K6
o_ 2K6L" lr,uo) < a_ 2K6. sK, :1.

(2.3e)

u2 tal

(2.40)
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AsÍ, obtenemos que T : É -+ É 
"r 

un operador contractivo. Luego, por el teorema del
punto fijo de Banach, existe un único punto frjo q" (t) € É tal que 79, Q) : 9, Q) .

Donde rp, (¿) : r (¿)-€ (ú) es la única solución remotamente casi-periódica de (2.32),
luego /" : p"(t)+€(t) es solución de (2.2a), además satisface llrlr,(t) - {(t)ll < r.

Por último, veremos que Iím,-6 rl, (f) : ((ú). Dado que 9, es solución de (2.31),
tenemos que

d9, 
^t!\ - rt!1i : e t,l p" + J \t, e"(t) + ( (¿)) - f (t, I (t» + s, (t, e,(t) + € (0),

por lo que rp, puede ser expresada por

r
e,(t) = / c(t,s) ("f (r, p,(r) + ( (r)) - / (r,( (r)) + g" (s,.p,G)+ ( (s))) ds.

./R

De lo anterior se obtiene

. / 2KM( rt\-t 2K ..

lle"ll." s (r -- :" I lls"G.p,(")+((s))lln.\a/a
Recordando ¡ue 9, -- q/.,, - (, tenemos que

),lt ll,r" - €ll :0.

lílrLt!': ¿.
u--+O

tr

Observación 2,2.2. Note¡nos que el teorema anteri,or es udlid,o para funci,ones
g"(t,x): vg(t,a), en este caso, podemos escoger etplíci,tamente u¡.

A continuación, analizaremos el sistema perturbado forzado más general:

# - A, (t) r + f (t, r) + g, (t, r)

donde A" (ú) : A(t,u) es una matriz cuadrada de orden rL, remotamente ca^si per-
iódica definida en R, con v e l0,u¡). f y g como en el teorema anterior.
Además, consideremos los sistemas:

* : .eo«)u
AT

* : o,(¿):+/(r,¿)
AT

Se concluye

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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donde ás (ú) es una función matricial remotamente casi-periódica definida en IR.

Consideremos 1a hipótesis:

(I{) El sistema (2.42) satisface posee (o, K, P)-dicotomía exponencial tal que el

núc1eo de Green asociado es Bi-remotamente casi periódico integrable. Ademas,

tenemos qre A, 3 -46 en IR, cuando rz + 0.

Así, obtenemos el siguiente Corolario

Corolario 2.2.3. Si se satisJace (H'),(H),(Uz) A @l . Entonces eti,ste r con-
stante y uo: vo(r) lo sufici,entemente pequeño tal que el si,stema (2,41) posee una
única solución rem,otamen,te casi,-peráódi,ca th, (t) en u,na r-ueci,ndad, d,e {(t), d,onde

{ es la úni.ca soluci.ón remotamente casi periód,ica de (2.a3), para tod,o u e l0,u¡1.
Ademds, si g,(t,,a) es uniiornlernente conti.nua para (r,u) € lRxB l0,r) y u € [0,¡/o],
entonces tl:" (t) es continua en u y tenemos que lím,-6 tft, (¿) : €(4

Demostraci.ón. Sea I (t) : " 
(t) - { (f); Por cálculo diferencial, tenemos

d.u

fi. : A¡ (t) y + lA" (t) - /o (¿)l (s + ( (¿)) + / (¿,s + € (¿)) - / (¿, € (¿))

+s,(t,s+((t))
.1+

-. Ao(t\yr i (¿.€ (t)ly + H,(t.,a(t))

donde

H"(t,y (t)) : lA, (t) - Ao (¿)l (s +( (¿)) + Í,(t,a) + s" (t,a + €(t)) (2.44)

y J2 esta dada por (2.25). Por 1o que, Ia ecuación anterior queda:

dY A{

a, - oo1) a + U(¿,{(f)) 
y + H"tt.y (t)\.

Notemos que 11, es una función de Lipschitz, dado que es suma de funciones de
Lipschitz, tenemos que

lla"(t,y) - H"(t,ú)ll < llf,(t,u) - h(t,0)ll + ll[.4" (¿) ¿o (¿)] (g - ú)ll
+ lls" (t,a + ( (¿)) - n, ¡t,9 + t (t))ll

< (llÁ, (.) - ¿o (.) ll* * nr N1 (r) + 12 N2 (r) + M, (uo)) llu - All

Notemos, que la hipótesis de convergencia A" = Ao cuando z -+ 0, nos permite
asegurar que la constante de Lipschitz se empequeñece lo suficiente.
Se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.1, en consecuencia se obtiene el corolario.

n
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Consiclelemos la hipótesis:

(a.i) sca q (t. r. z) remota[rentc casi pe.ródica en t u.ifor.¡,emen¡e con respecto a(r,,') e B,(0). \,' satisface localmenie la conclición de Lipschitz

s(.t,Í,a) - e (t.z, u) I ! ,41l (r) lllr zll+ le _ ulll .

donde (l.r.g) .(.t.z.r) eR x B l0,r] x A 10, r], para todo r > 0 fijo.

Teorema 2.2,1. Considerem,os e_l s,istema con retard,o

dtt

i:t¡¡y+h(t)+us(t,y(t),s(¿_o)). a>ofi,jo. (215)

y { e-s la única sol,uci,ón rem,otamente_ cusi periódica rl,e

rlz

dt:A(.üz+lt(t), (2 16)

taL que se sa,ti,sface (H1), h e n,,lp(lR.R") u se ,sa,t;r,s.face (Hi). Entont:es para totl,o r
Jijo eriste u6 : uo (,r) Lo sufi,c.ien,temente pequ,e_ño tat rlue et siste,nta (2.45.) pasee un,a
ún,ica soluci,ón retnato,mett,tc casi-periód,i,ca u, (t) en u,ru.t, r_ueci.ndad, de { (t). para
totlr.t u € 10, u¡]. Ademds tt, (t) e.s c:c¡r¡ti,nua an u tal q,ue

t,q,/-" (¿) - €(¿).

De:mostraci,ón,. Considerernos u (.t) - y (t) _ { (l). por Io que

d¡t

i : A(r)u* us (t.u(0+g(¿).u(¿_ a) +((r,j,)),
Para r fljo, Sea

B(.r): \p, € n;lp(R.R") I lrr"li < ")
^()\ca v,r'r) ¡¡'¡¡1 {.rll-. - 1 f . t^6¡.jj¡¡c¡¡65

t /¡\ q \ 4^.'/r _l - -. - "'- -"

dt
,h - A(t)o + ys (t, p, (¿) +( (¿) ,,1r,(t _ a) + § (r _ a))

sabemos que Ia sohrción esta datla por

r.ra(t):" I G¡t,s)s(s,,;, (s) +e (s) .,r,,(s a) +((s_¿r))cJs./ú



o,l

y además es remotamente casi periódica.
Consideremos el operador

(2.47)

(2.48)

(2.4e)

rv,(t) :, l* c¡r,r¡n1r,rp, (s) +{(s),e,G -a) +((s - a))ds.

Por ver que T : B -+ B.
Ya sabemos qlue Tg, € l?AP(lR, R"). Por lo que veremos que llT(p"(¿)ll < r, tenemos
que

llre,lt)ll - u I llc(f,s)ll lls(r,p,(,)+((s)p"(s-a)+((s-a))lldsJ__
K1 u2- llgll_ I r.

Veremos que el operador es contractivo. Sean gr,tlt, € É, tenemos

llre,G) - r,t,,tt)ll <,Y u,(a llp, -,il.*,.(\

Por Io que es contractir.o, y el Teorema concluye igual que el Teorema 2.2.1. ¡
Por último, consideraremos los siguientes sistemas no lineales y no autónomos

dz

i= Í(t''
du

¡ : f (t,u) + us (t,a (t),s (t - a)), a > ofijo,

junto con las hipótesis (Ar) , (¡¡r) y

(Hí) El sisrema variacionar 

*:y(¿,((¿))z
es remotamente casi periódico, posee (a, 1(, P)-dicotomía exponencial y el nú-
cleo de Green asociado es Biremotamente casi periódico integrable. Donde

{ (l) es la única solución remotamente casi periódica de (2.47).

Teorema 2.2.5. Si se cumple (H), @n y @i @L). Entonces existe r constant;e

U uo: uo (r) lo sufi,cientemente pequeños tal que el s'istema (2.48) posee una única
solución remotamente casi-periódica r!" (t) en una r-uecind.ad de ((t) , para tod,o

u e [0,u¡]. Aderntís, si g"(t,,r,z) es uniformernente continul, para (t,r,z) eF.x
B [0, r] x B l0,r), entonces rb, (t) es continua en u A tenen-Los que lím"-n t!" (t) : ((t).
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Demostración. Consideremos u (t) : y (t) - ( (t)
dtt

¡ : t {t."+e(t)) - /(¿,u) +us(t,u(t)+€(¿),u(¿ - a) +((r- a)),
af.- o_G,€(¿))¿ 

+ Jz (t,u) + us (t,u,(t) + ((¿),u(¿ - a) +((t - o))

donde /2 esta dada por (2.25). Aplicando el Teorema 2.2.4 se concluye el resultado.
n



CapÍtulo 3

Ecuaciones Diferenciales con
Argumento Constante a Trozos y
Soluciones Remotamente Casi
Periódicas

El estudio de las ecuariones diferenciales con argumento constante a trozos comen-

zó en 1983 con los trabajos de J. Wiener y Myshkis, en ellos se observó que no existía
una teoría sustancial para ecuaciones diferenciales con argumentos constantes a tro-
zos o continua a trozos con retardo. El estudio de las ecuaciones diferenciales con

argumento constante a trozos (ó DEPCA por sus siglas en inglés) fue iniciado por
Wiener [36-38], \{yshkis [24], Cooke y Wiener [7], y el Shah y Wiener [31]. El estudio
de las ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos es de gran interés
aplicado, ya que un retardo proporciona un modelo matemático para un sistema
fÍsico o biológico en el que la velocidad de cambio del sistem¿ depende de su historia
pasada ( ver [6, 12,26-28]).

En este capítulo, estudiaremos la existencia de soluciones remotamente casi per-
iódicas en las ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos.

55
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3.1. Ecuaciones Diferenciales con Argumento Con-
stante a TYozos

Una ecuación diferencial con argumento constante a trozos, es una ecuación con

argumento discontinuo del siguiente tipo

r/(t) : /(t, z(t), r([t])), (31)

dondc / : lR. x lRq x lRq -+ lRq es continua en Rq y [.] indica la función parte entera.
Notemos que la ecuación es no autónoma.

Las DEPCA son ecuaciones diferenciales híbridas, esto es, gozan de una estruc-
tura de sistemas dinámicos continuos sobre los intervalos )n,n, + 11, n e Z, y de

sistemas dinámicos discretos sobre Z, combinando las propicdades de ambos, difer-
enciales y en diferencias. Denotaremos por l.l la norma Euclideana.

Es natural definir Ia solución de una DEPCA, como

Definición 3.1.1. Una función r : IR + Rq es un solución de (3.f), si se satisfacen
las siguientes condiciones:

(z) z es continua en JR;

(iri) la derivada ¿' de r existe en 1R excepto posiblemente en los puntos t : n, n € Z
donde existen las derivadas laterales;

(izri) z satisface (3.1) en el intervalo (n,n+ t), n e Z.

Consideremos las ecuaciones

z'(t) - A(t)z(t)

u'(t) : .+(t)y(t) + B(t)y(Ltl)

r' (t) - A(t)r(t) + B(oiú(l¿l) + /(¿),

donde ,4(t), B(f) € Mq,q(R) son matrices continuas y / e BLIC(R,lR.a). Adernás, sca

@(f) la matriz fundamental de (3.2) y Ia matriz dc transición deflnida por é(ú, s) :
o(f )o-1(s).
Usando la formula de variación de parámetros en [n,n I 1), la solución de (3.a)
satisface

"(¿) - o(t,u.) J (u)du

1.

(3.5)

(3 2)

(3.3)

(3.4)

[.1,,,1 
* 

l*' 
*1r,,1r1qo,l,r,t * 

l_'
¿€lR, n -ltl,n <t<n-r
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Definamos

I + l" aQ,u)a(u)du,

ó(t, s),r(ú, s).

co))

,)ho)
/k t \ /(.-r n-r

llf zt -r i))rwr ' (I fl zu
\;-" ,/ \ ,=s j ¡-t

J(t,s) -
Z(t,s):

(3 6)

(3 7)

se requiere J invertible, ver [6,27.281.
Por la Definición 3.1.1 tenemos que (3.5) es continua en t: n * 1, por lo que si
consideramos t -+ (n+ 1) , obtenemos

r(n + 1) : C (n)x(n) + h(n), (3.8)

la ecuación discreta asociada a (3.4), donde

C(n) : o(n + 7,n) * ["*' o¡n + t,u)B(u)du : z(n + r,,n) (3 e)

h(n) : 
l^"*' 

o{n* t,u)f(u)d.u. (3.10)

Por la continuidad de la solución de una DEPCA hemos obtenido una ecuación en
diferencias, es decir, tenemos una fó¡mula de recursividad para cada n € Z, así
Iogra pasar de un intervalo a su consecutivo. I'inalmente, podemos concluir que para
resolver una DEPCA debemos resolver una ecuación en diferencias. Ahora, aplicando
la r-ariación de parámetros en la ecuación (3.8), obtenemos

z(,k) : (I",,,),r,r* (fi"r-,) (E n(,))

(3.11)t(k) :

conseZfrjo.
Ahora, si reemplazamos (3.11) en (3.5), obtenemos:
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(3.12)

(3.13)

r(t), z\t.n) ((Er,,+1,))I(s)" (E,U,zu-,,r)h(,)))

* l*' r1r,u1f 1u¡0,

/"-t \ 
",: Z(t.n\ (II rft r t.r),) r(s) t 

J,ott.")f \,v"

+Ztt,n)(E,I z¡¡-t.¡t lo' 
'.,, , ,.,rr(ura,)

/'-1 
it r r.r)) ,("t+ ['últ.u).f(u)du: z(t.n\\lIz, / r.

n-l ¡i+t / n-l \*» I I ll z¡t,¿zqy+1.i)o(r-r.,) )/r,)dufi Lt \'='' ' /
AsÍ, tenemos

/,-t \ ¡r
ilt) - Z(t.nt (Ir,,+r.,r),1,¡+ J,,an,u:¡tu¡a"

*Z Í,'.' (fi,'n,r',i + r,i¡) o(i + t,u)Í(u)du

Ahora, si s ( Z, sabemos que [s] < s I [s] + 1. De (3.5), tenemos

,1i¡ : 
lo1r,s) 

+ l"' op,,1aq,¡ouf*6¡ * 
f,' 

*1r,u¡f1u¡ou

f e IR., [s] <t< [s] +r.

Por 1o que, si f -+ ([s] + 1)

z([s] + 1) : z(Lsl+ 1, s)z(s) * 
Í"'"t*' 

a6sl + L,u)f (u)du



59

Luego, recmplazando (3.13) en (3.t2), obtenernos

([s]+ 1,s)r(s) * 
I"'"'*' 

o(fsl+ r,z)y(z)az)

z(i + t,i)) o(i+ t,u)f (u)du+ [*' o1t,u1¡¡u¡au

z (lsl + 1, s)r(s)

+ r,zl) o1¡,1 +1,u)f (u)du

z(j + t,i)) @(i + t,u)f (u)du* 
l,' *qr,u1¡¡,¡a,

n-7 /rÍ) : z(t,n¡ fl z¡i .t.;¡lz
1_[¡]_r \

* 
,=y*,[,'*' (i1u,,

/ "_, , ,.,\: z(t'n) (\,-[ 
, '" 

*' 
"/

rl"l+r / " ,

* J" ztt.,r(f[,zri

*,i.r*,Í,' 
*' 

(,\,' n',,

Luego, consideremos

.,rr, : 

{

Z(t,n)

Z(t,n)

,r* t, rl)

,'tn*'''l)

n-1

llz
,i:s

n-7

II
¿:lel+

§seL

(3.14)

Z(fsl+t,s) si s (2.

Además, si s €

G(t,u¡:

y si s f Z

z

( a(t,u)
) "-,'l zr¿,,1 fI
\ ;:i+r

si [f] <z<ú

Z(j +1,j)A(i,u) si i < u <.i * l <[¿]<¿' (3'15)

a,,,,: 

{

@(t,u)
n-1

za,vl) II z(i + 1,i)a(i,u)

n7
z (t,Iil Il z Q + 1, i)o(sl + 1, u)

r:lsl+1

siltl<u<t

sii<z<r+1S[¿]
(3.16)

si s <u< [s] +1
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Así,

G(r, u) : {9,.' 
u,. 

"." 
t1 

(3.17)

lclt. u) si " 
g z.

Finalmenle, obtcnemos una r.ariación de parámerros para Ia ecuación diferencial con

argunerrto constantc por tr-ozos. dada por

.r(/, nr /..rrr¡ '- [' 
"', 

-'Jtr](J.
J"

En el siguiente ejernplo, Yeremos cornci utilizar la valiación de parámctros

Ejemplo 3.1.2. Considerertls lrt eu.tación, lineal escalar ':on coef,cilrntr:s c:ott,stantes

r'(.t¡ - a/t) + b.r(lrl)+ c, (3.18)

donde tt,b,c € R ¿:or¡ o. f 0. tal qze z(0) : 20.

Te'nernos que Q(.t. s'): r'a(¿-,). r'ecordan/o (9.0) y (S.Z), tenemos qrLe

Jts1 l-]"1 -
'(l

Z(.t,¡) : en(¿ ' *!¡t,,'t '' I)'
(1

Así, por los operud,o'res det'ínidos e'n' (.3 L4) y (3.t7), obtenernos

.B,in,1 ,-n! 'o " 't,,(,' l'" ,,)','lR '3.19rn\o/

v,

( '' ' sr [i] ' r' r_tGt'ttt:j,,,,;,'Ilflt," !.,n ttteo.' 5i i ,t I t-i[l 20)

( ,''

Ln,e-go la sol,u,ciÚn esta dada por

r\/J - I?,i.0 "r-" I Ctt , ¡rlr.
.l¡



61

ó represe'ntada por

:L(.t) - GtL-ltrl 1!1""rt-ttll - t;; (u *!,ru
r [¿]

,)) ro

¡" [' ,"" "¿u.
L '¡)

, " t' ("' -o-",n'-') il,'ib.' o tt''" -'ru
:0"'t

Por Io anterior, cstudiaremos primero 1as soluciones remotamcnte casi periódicas

en ecuaciones en difcrencias.

3.1.1. Soluciones Remotamente Casi Periódicas en Ecuaciones
en Diferencias

Las ecuaciones en difcrcncias surgen de manera n¿tural en la matemátic¿l discrcta
y juega un papel clar.e en diversas ár'eas. ya sca pr-obabilirlad, informática. méto

dos nurnór'icos de ecuacioncs diferenciales, teoría clel control ( r'er [1.22.25]). Las

propiedarles de estas ecuaciones ]' sus aplicaciones a sistemas r.linámicos discretos

1' ccuaciones diferenciales con argumentos a trozos colistanles han sido cstutliados
recienternentc por larios autores.

En esta subsección estudiaremos Ia ecuación

r(n + 1) : C(ri)r(n)' (3 21)

s(n + ).) - C(.n)y(n.) + h.(n,) (3.22)

donde tanto C : Z --¡ Rqxq la matriz cuaclrada invertible. corno l¿ : Z + lRq son

sucesioncs rer:notatrente casi periódicas.

EI sistcrra (3.22) es ampliament,e estudiado en [34].
Nucstra prioriclad se basa en la ccuación (3.22) ¡,a que no han sido estudiaclas

en Ia litcratula para e1 caso de soluciorres remotamente casi periódicas discrctas. La
versión casi perióc1ica sc puede r,er en [4,1].

En el Capítulo antcdor, la dicotomÍa exponencial fue importante para el estudio
de soluciones remotamente c:.Lsi pcriódicas en ecuar:iones clifcrcncialcs no-autónomas,
principalmente nos permite obtcner una solución acotada dcpcndicntc del nÍrcleo de

Green asociado al sistema. La siguiente definición dcscribc l¿r r.crsión discleta de

dicotol:Lía erponenr:ia1.
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Deffnición 3.1.3. Diremos que la ecuación (3.21) tienc una (4, Il' P)-dicotomÍa ex-

ponencial en Z si existen constantes posltiYas a 1L > 1)'una pro)'ección p ('P' : P)'
tal quc

ILG(n m)ll < lre-a n-'¿l'

tlonde G(n, m) es Ia función dc Green discrcta dada por

^ fo1nlPór1m7 ¡r \,?,
L'ln nt) = ( -

[ úrn)fI-l)ó-'¡m) t] m

donrle ó (n) es la matriz fundamental clel sistema (3 21) tal qlre O (0) : 1

En lo que sigue estudiarerros Ia ecuación en difercncias (3.22) 1'la exis¡encia de

soluciones re rotamcnte casi periódicas. Tenemos cl siguiente teorema

Teorema 3.1.4. Sea h e RAP(Z,,F''¿). Su.pongamos r¡ue ltt' ec'uación en dif e're'n,c:i'as

(.3.21,) posee- u,na (.o,K. P)-tlicotomía erponenczal ertZ y la Ju"nc'ión' de Green.G(.. )

es Bi-re.motame-nte ca,si peri,órLi,ca sumabLe. i.e. lta'ra tatl"r¡ e > Q triste T (e,)¡ -U
liton,¿nl, ¡1, rso , n ,. t0l q,), .; - f (C ,)\./

lrm.uof C\,t -- ;.1 -;t - Crr.i'll ,. t3.2J)
,, .G l-:

Dntonces la ec'u,ación en diJa'ren,cias (3.22) t'ie'ne una 'únir:a sol,uci,ón y (,.'n) remota-

mente casi, perzódtca. dad,a par

y(.fl -lé(".k)It(.k), n e z. (3.24)

keZ

Arlerntís. esta untform,em,ente autada 'por

lly(,)ll < /{ (r + r ") (l " ') 'llh -, n e v'.

Demostraciór¿. En el Teorenra 5.7 en 1,141 se puede ver clue la Ítnica solución acol,ada

dc la ecuaci(rn discrcta (3.22) es

¡it ,): f ñt n. A \hl A:\.1)
k€71
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Por Io que, solo prob¿lrcmos que ésta soluciÓn es renlotamente casi periórlica'

En cfecto, consideremos

'ttn -;' tt\n '\-G,n ,.l nhtl. '-lCrn t,'a'l''ll, y,'' 

\\" -.11
]]I " 

n r.t -: t 'é', Á', ,h A-,,11

rill
-]lf CL, i1,1,1/ -r-l,rÁrl11

,_

I,,"' nrr'l'-'' Ó'' I. l /'tl ¡ ),'

k€71

-At ""-t1,hk',, hk't.
kaZ

Apror,echando quc Ia firnción de Gteen cs Biremotamente r:asi pc|ióclica sumable,

que 1a función h es remotanienrc casi periódica ). la dicotonÍa exponencial, obten-

dremos cl resultado. Defin¿rmos

s1{,zr - Itlal, +r.k+r) -c(n.k)lllir.(ir+r) (3.25)

Q,1,r t,-"' Á 
1l/,11"+ -1 ltt.l 1. ¡3.26r1-

t.

Sabemos que llhll- < 1.1. Estudiemos solamcnte cuando r¿ + cc. La situación para

l¿ -+ -c. es análoga.

D¿do e > 0, consideremos r' : rrln].(2I^... ""'-^ + '1M)-1. e (2M)-1). exisle

n1 > 0 tal que si r € 7(ñ, e')

h(n. + r) - ¡.(")ll < e', si nl 2 nr. (3.27)

\otemos que

I."u. ¡á,

dado que es una suma finit¿r.

Además. existe 12 > 0 ta1 que

e ""1'l < t' . si rr /'rt2 (3.28)
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Sea n0 : máx{n1,n2}. Luego si n > n0, para ,

/."t nI oo\

s2(n) - lr*I +I ). o"-t 
ll'h(A- r) - ñ(r)

\= --n, ; i
n!

< sup I h(k + r) - n,(ft)ll | ¿-"t"-r

nl_f e-"r, k llh(k+r) _ñr,+rll

+ sup llñ (k + r) - h(k) ll | ¿-al" t¡

ke r|-.x) ;

3 2e'le-"|"-kt +2M, e-oto kt

-J -n'' 
n,

< 2e'le-"t" kl t2¡4e-an I uak

< ! 
oo *:-7¿1

-2
Por (3.27) y (3.28), tenemos que

S.r(") < Z, l, , no.

Luego concluimos que

IÍmsup52(n) < |
lnl-+oo z

Luego, si consideramos r e T(h,et) n:I(é,e') o Z, renemos para (3.25)

s,(,) S Millc{r+,,tu+r)- c1n,n1¡.

Utilizando que el núcleo de Green satisface (3.23), obtenemos

lím sup,S1(n) < ltztÍ.supi llG(n+r,*+ ¡) étn,¡..lll
,l -oo nl rco Il

<l
2
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AsÍ, finalmente tenemos que

IÍmsuplly(n+r) -y(n)ll < e.

es decir, gr es una funciól remotarnente casi periódica. Esto concluyc la demostración.
tr

Observación 3.1.5. ,9e pueden d,ar condici,ones si,mi,lares a las erpuestas en la sec-

ci.ón 1.3 para que (3.23) se satisfaga.

Del resultado anterior, se desprende el siguicnte corolario

Corolario 3.1.6. Sea h € R.AP(V,,Rs). Supongamos qu,e C (.n,) : C e.n (3.22) tiene
oalores propios Juera d.el circulo uni,tario (es decir, con módulo d,i,stinto de 7). En-
tonces la ec'uaci,ón en diferenci,as (3.22) ti,ene una única solución y (n) remotarnente
casi, periódi,ca.

Observación 3.7.7. El criteri,o de Schur-Cohn [21] d,a condicione-s ne,ceso,rias y
sufi,ci,e'ntes para qu,e los ua,lores prop't,os de una matri,z cuad,rad,a no pertenezcan al
circulo uni,tario.

Por último consideremos el sistema lineal no homogéneo

y(n + 1) - c (n)s(n) + á(n) + f"(",a(")) (3.2e)

fal qre f"(n,z): f (n,z,u) y ademas ll/,ll -+ O cua¡do y +0 uniformemente en
(n,z) eZ x B,(0). Consideremos las siguientes hipótesis

(D1) La ecuación en diferencias (3.21) posee una (o, K, P)-dicotomÍa exponencial
et Z y la función de Green G(., .) es Biremoiamente casi periódica sumable,
es decir, se satisface (3.23).

(D2) Sea f"(n,z)= f(n,z,u) sucesión remotamente casi periódica en npara(z,u)x
g,"(0) x [0, yo], y para cada parámetro rz real fijo pequeño es uniformemente
acotada con respecto a z. Y satisface 1a condición de Lipschitz

llf "(n, ") - f ,(", ")ll < My(r,u)llx - zll,

donde (n.,2), (n, z) eZx B,(0) y M1(r,u) -+ 0 v ll/,ll + 0 cuando i/ -+ 0 para
r fijo.
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Así, tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.1.8. Sea ( (n) la única soluci,ón retnotamente casi peri,ódi.ca d,e la ecuación
en d,iferencias lineal no homogénea (3.22) y si. se sati,sfacen (D1) y (D2). Entonces
d,ad,o r eti,ste uo: vo (r) > 0lo suficientemente pequeño tal que el sistema (3.29)

ti,ene una úni,ca soluci,ón remotamen,te casi periód,ica t!,(n) en una r-uecind,ad d,e

( (n) para cad.a u € ll,uo] rtjo. Ademds, si. f"(n,z) es uni.fonnemente conti,nua en

t € lR ¿on [0, ru6 (r)], entonces Q. es continu,a en u 11 tenemos que

!,1¿th"(n): €(").

Demostración. Sea z(n) : A(n) - {(n), por Io que tenemos

z(n+1): y(n+t)-((n+1)
: c(n)y(n) + h(n) + f"(",a(")) - c(n){(n) - h(n)

z(n + 1) : C(n)z(n) + f"(n, z(n) + €(n))

Consideremos

aO) - {p, e RAP(z,Rq)llle"ll- I r}. (3.30)

Luego, si consideramos

z(n+ t) = C(n)z(n) + f"(n,e"(n) + €(n))'

Por el Teorema 3.1.4 tenemos que la solución remotamente casi periódica esta dada
por

re"@):f ét", k)f,(k,,p,(k)+t@D, ne z.
kÉ7,

Además, tenemos que

W P,@)ll < ! r<"-"l"-*t 
¡¡ ¿ ¡¡ -

Ke¿)

escogemos z, tal que

lx"-"t"-o llá11." <,.
keZ

Sear tp,,t!, e É(r) tenemos que

llre,@) -r,!,@)ll < M1(r,v)\K" ""*ot p, - 4;,ll*,
heZ
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Escogemos u2 y r lo suficientemente pequeños tal que

Mlr,u)lKe-aln-frJ < 1.

k€Z

Para uo : m¡r,{u;, u2} obtenemos que ? : B- -+ B es un operador contractivo.
Luego, existe un único punto fijo p, (t) € B tal que Tp, (n) :9,(n) . Donde
p, (ri) : y (") - € (n) es Ia Írnica solución remotamente casi-periódica de (3.31), luego

{t,(n) :,p"(n)+€(n) es solución de (3.29), además satisface lrl,"(t) - €(¿)l < r. Esto
concluye la dernostración.

3.2. Existencia de Soluciones Remotamente Casi Per-
iódicas para DEPCA

En [51] buscan soluciones remotamente casi periódicas para (3.4) con A, B matri-
ces constantes. Además en [43] se estudia ]a existencia de soluciones casi periódicas
para (3.4). A contimración trataremos el caso con A, B matrices remotamente casi

periódicas.

Sea é(t) la matriz fundamental de (3.2) tal que é (0) : I, donde 1 es la matriz
identidad. Si e (ú) es una solución de (3.4) entonces {r (n)} *ru satisface l¿ ecuación
en difercncias no homogénea (3.22) donde C (n) y h(n,) están dados por (3.9) ¡: (3.10),

respectivamente.

En Io que sigue A(f), B(t) serán matrices remotamente casi periódicas ), la fun-
ción /(ú) es remotamente casi periódica, salvo que se diga 1o contrario y consider-
aremos mríx {ll,4ll-, llBll." , ll/ ""} < M.

Lema 3.2.1. Sean A matriz remotarnente casi. periódi.ca, f (t) e ZRAP(R,Rs) y
@(t) una matri,z fund,amental d.e (3.2), entonces se tiene lo sigui,ente:

1. La matriz A(n + I,n) es remotamente casi periód,ica discreta.

2. La sucesi.ón h(") : |Xj' A@+t,u)f (u)d,11 es remota,mente casi. peri,ódi.ca tlisc-
reta.

Demostración. (1) Se concluye del Teorema 1.3.12 con t: n t 7, s : n.
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(2) Tenemos que

. t' l'I 1;

lr-h1r,,ll : ll / d',,r - t.,t - J. ,, ¡',1'r - | 4¡( n-1.,, I(u\J,ll./, J "
fn+1

f I ll0qir + r i t.Lt,-t r')J(.r +r) - O(n +l,'tt)f (u') clu
J,,

T1L+1

a I Q(n lr+1,2+r) o(n+1,u)ll l/(u+r)ll dz
.t n

fn+l
+ I Or'rr-r.t¡ f (,t-r'\ .l 

(t,' du
J"

! ,,1,I sup ó(n + r + 7,u * r) é(rr. t 1, ri)
u.[n.n+1]

f tuo sup ;f (u + r') - f (.ri)
u € [n.,r+1]

Por ei Teorema 1.3.12 tenemos que para e > 0, cxiste e'(e) - ¿' tal que si r €
T(A, e' llrl') tenemos qucl

ItusupMl é(n-Fri1,zf r) -é(n+1.t) < e.si. 0 < In+1 u '- 7.

Luego, ¡'a quc

sup [(u + r'; /(z)l < sup I f (u+ r) /(r)l
zE[?t.n ] 1 uein.:rj)

tcncIIros

1í.rr sup sup llJQr,+r) - f (u) ! lírn sup sup f (u+r)- l(u)
n--+.e LalrL,rl+t) 1r-!ñ 1r€i1¿.:o)

: lím -sup ll,/(n + r) f (,")

Scae,,- mín{e, l2l.l.e l2ko}, donde.' : ,-i6 Consideremos r eT(.Q.e")OT(f .t")l
Z. ltego p¿rra n -) c<l

rn I ll
Itn.u1, | ,V.n. , '.,t.!',,:d,,- | 'lr'r¡ L. u.t'r'rl,,ll
' "'Il"- t" ll

La situación para n ) oc es :ináloga. Esto concluve la demostración. tr

DI siguiente lema. nos ayudará a relacionar' las solucioncs ZRAP tt¡n solucjones

RAP er }a ecuación (3.4).
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Er¡,-Lerna 3.2.2. Seo A( ). A( ), .f (.) f'unci,o¡tes acotudas' localmente integrahles.

tonr:es, toda solución act¡tada de (3.4) es um,t'orrn,err¡'r:r¿tr: cr,¡ntinu.o.

Dernostración. Sea y(.) uria solución acotada c1e (3.a), como .a( ), BO 1' /( )

acotadas, entonces existe -4{¡ ) 0. tal que

sup llA(t)y(t) - B(¿)y(l¿l)+ /(¿)li < -'\'10

¿€Ii

Luego, por el Teorema Fundamental del Cálculo

Lly(¿) - y(,)tt < ll/-'frf"lrf") 
+.a(z)i7(lul)* l("))*]l ( r./¡ r - s

Por Io que es una función de Lipschitz. en partic:ulal cs uniformerrrente continua. tr

Así. podemos enunciar uno de los resultados principales de cste CapÍtulo.

Teorema 3.2.3. Supongamas tlue A (.t'¡ . B (t) san Junc'iones rerrt'ota,m ente cus'i,'per-

iódi,cas. f (f) € Z,AIP(R. R.q) ltl la ecuaci.ón discretu asociad,a posee di'cotttrrt,ía erpo-

n,enci,al tul que el núcleo de Grer:rt o,soci'ada a ella es bi-r'emoto,mcnte casi yteriódica,

surnable.. Entonl:es (.3.41 ti,en,e una 'úrri ca soluci'ón rernc,¡tr.t'm'e'ntt: casi periódica ! (.t).

Dern ostrar:;tón. Usanclo la fórmula de r.aliación de par'ámeiros cri el intervalo In, n *
1), sabemos que 1a solución de (3.,1) satisface

v(t) -

De Ia expresión an¡erior obterrernos Ia ccuación en djfcrcncias no honrogénea (3.22)

con C(n) v ñ,(n,) darlas por (3.9) ]' (3.10), r'espectivamcnte.

Por cl Lema 3.2.1 podernos aplicar el Teorcma,3.14, 1o que nos permitc concluir
que la ecu:rción en diferencias no horrtogénea (3.22) posee una ílnica solución remo-

tamente casi peliódica {a (rr')} "rr, rLdemás, 9(n) < 1.Vn € Z. Ahora, moslraremos

que la solución 9(t) de (:.a) con y(n) : y(rL),n € Z. es rcmotamente casi periÓdica.

[*1,.,1* l,' 
*¡,,,1rtoa,] ,r"l* l,' *{r.,u¡r¡,. 0,,

f € 1R, n-lfl."<t<n*1.



Si r € Z, sabemos que lt + rl : [f] + r. Tenemos

a(t+.r) -y(¿)ll < l i,I,(i+r,ltl +r) - o(f, l¿l)ly(l¿l +?)ll
+llo(¿, t¿l) lv(l¿l + r) - 3/(l¿l)l l

tt l'l' 
| '* , :.u- r.BtIrLrt-4'tt.utBtu"¿u A ll) 

'11I .J t1l

l],, , ,, t\t), Io'r,,,4,,,d,11I - ' J¡t rl

Il / i

l/ O¡ ) -.uLrtl.tu- . Qtt.,'[.,,' tull
JI

< llo(¿ + r, [¿] + r) - a(t,ftl)ll llv([t] + r)ll
+ llo(t,lrl) llY(l¿l+,) - Y(l¿l)

+ ils(ltl + ¡¡ - y( lil t /'11*,r ,,u,,111 ,.,
., t)

It+I ó(f f r,u*r) llB(u +r)- r(z)lldrl llv(fil+ r)ll
J It]

ft
+ I ó(,.t + r.u + r) - o(t, z)l ll,a(z)ll at ls(ltl + r)

.i t¿l

ft
+ / llo(f +r,u+r)ll f (.u,+r)- f (u)ll du

'I lt'l

Ir
+ / llo(¿+ r.u.: r') - o(t.u) l;f (u)ll du

'i [¡l

Por el Teorema 1.3.12 tenemos que Ó(t. s) es locallnente Bi-rcmotamente casi per-

iódica, la srtcesión {y(rr)},n, es remotamentc casi periódica v por }ripótesis B, / son

funciones remotamentc casi periódicas J'Z remot¿rmente casi periódica, Iespectila-

mcnte.
Dado que / es urra funclón Z-rcmotamentc casi periódica' si r e I(/, e) tencmos

Iímsup sup ll,/(z + r) - /(tr,) I I 1ím sup sup .f (u+r) -;f (.u')

¿-'- ¿€l[¿].¿l ¿+co ?1€ [¿,]:)

- Iírn sup I l(l + r) - /(¿)ll < .

Sea e' : e(f * ko *koM i 7ko+ IflS +,t0 + ¡'1)-r. si r e 7(y, É') n I(,4. e') n ?(8, r') n
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T(f ,€')nZ y recordando que ll0(r,s)ll ( ko cuando 0 I l¿ - sl ( 1, entonces

ll!(t + r) - r(0ll < llo(t + r, [t] + r) - o(t, [t])ll1 + kolls([¿] + r) - y([t])ll

+ lls([¿] + r) - y(túl)ll hM + iro sup llB(z + r) - a@)ll
¿€[[¿],4

*M7 sup ll0(f + r, z + r) - O(t, z)ll
1t €[ p],4

*tu sup ll/(z + r) - /(z)ll
"e t ttl,¿l

*M sup lla(t + r,u + r) - o(t, u)ll .

,r€Íl¿1,4

Podemos concluir que

lím sup lle(f + r) a(t)ll < ,,
lf l-+oo

es decir, la solución ! es Z-remotamente casi periódica y es única dado que la suce-

si6n {y(n)) "Ev 
determina univocamente ia solución de la ecuación dife¡encial con

argumento constante a trozos.
Por los Lemas 1.4.13 y 3-2-2, concluimos que Ia solución es remotamente casi per-
iódica. n

3.3. Existencia de Soluciones Remotamente Casi Per-
iódicas para DEPCA Perturbadas

En [40], Xia et. al. considera los siguientes sistemas casi periódicos cor argumento
constante a trozo que contienen un parámetro pequeño y de la forma

t' = A(t)r(t) +a(t)r(ltl)+ f (t)+us(t,r(t),flltl),u),
r' : f (t.r(t), n(ltl)) + u s(t, r(t), r(ltl), u).

Con algunas condiciones suficientes obtienc la existencia de soluciones casi periódicas
de estos sistemas. Siendo este uno de los pocos trabajos que estudian ecuaciones de
esta forma.

\{otilados por estos trabajos, estudi¿remos la existencia de soluciones remota-
mente casi periódicas en ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos,
corrigiendo errores existentes en la literatura, como por cjemplo [40].
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En esta sección estudiaremos las ecuaciones diferencial no homogéneas con algu-

mento const:nnte a trozos de la forma

a' (t) - ¡ (¿) y (¿) + B (¿) y (irl) +,1 (¿) + !t, (t.u (t), e (l¿l)), ¿ € R. (3 31)

z'(.t) : l(t,.(ü,,(i¿l))+s"(t.z(t').:([¿])), ¿em, (3.32)

donde ,4. B : lR -+ lRq'q, ./ : 1R - lRc.l g, ,R lRs, R4 -+ lRq, además g,(.t,t1.r2):
o(.t.:r7.z,2,u'¡ tal que g(t, r1. rr,0) :0
Lsarcrnos Ia dicotomÍa cxponelcial y el principro de contracción, con algunas condi-

cioncs obtendlemos la existcncja )' unicidad de soluciones r/ relnotalnclrto casi pcr'-

iódicas, tal que lím,-o ¡r, cxiste -Y es cl correspondiente

Consiclercmos 1as ecuacioncs cliferenciales coII argumen¡o const¿ntc a r,rozos (3 3), (3 '1)

¡- (3.3t), rlonile A,B:lR-+ Rq'q, /:R +Rq,9,:lR xlRs x lRq -+Rq son continuas

i. ¿/ € I0, zo].

En 1o que siguc, asumircmos quc máx {llA l-, llBL -. ll/ll*i < n'1

Consideremos las siguiertes IL\rólesis:

(II1) Sean -4(¿) , B(4 ¡, /(f) funciones rerrlotamcnte casi pcriódicas. La ecuaciÓn

discrcta asociacla a (3.3) posee dicor,omÍa exponencial tal que cl nÍxrleo de

Green asociacla a ella es bi-rcrnotamcnte casi periódica sumable.

(,Yr) Sca fl,(t,ar,A2). una función rcmotamcnte casi pcriódica en I unifonnerncnte

para (.u¡.y2.u) € 8'(0) x. B,(0) r. 10, z¡1 v para cada parárnelro ir leal fijo
pequeiro fijo cs rrrriformcmente acotada. Y satisface locahnente 1¿ condici(rn de

Lipschrtz

g,(.t,xtr,11) - g,(.t,r2,y2)l < l,it¡(r,u) | ,,-r, + lly, -grll.

donrlc (l.r;1 ,91) , (t.:¡:.2,!12) e RxB,.(0) xB'(0) i'u e l1,u¡), tal que rif¡(r. z) +
0,, ls,]]. - sup l\r1,(.t, t:, y)l -+ 0 cuando / -) 0 para todo r'fijo

l' 'lr l''
¿€R

Teorema 3.3.1. .9eo { (¿) la, ú,n,ica sc¡l'ución rernotu'men'l,e casi periótfie:a de la, ecuaciótL

dife:rc.ncial l'ineal no h,omogéneu con argurrLe'n,ta c:onstarLte a, trozos (.3.4). Si se sat-

isface (H1) 11 
(,H2), entort,ccs eri,ste r y ua:1/o (r) > 0 lo su.ficienternertt r: ytequ'e-ños

trtl qtte- el, sisterna (,3.37) posee una únicu soluciótt' renrota,¡ner'úe casi periódi,ca u,(t)
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en una, r- aecindad de ((t) para cada u e 10.,u¡1. Ademds, si g,(t,x,y) es uni,forme-
mente conti,nua en (t,r,y) e R x A"(0) x B,(0), entonces tf.t, es continua en u y
tenemos

tEó,b"@: tQ)

Demostración. Sea r (t) :s(t) ( (ú) ;tenemos

Denotaremos por:

B :B(r,u): {p(t,r)lp(t,u): p"(r)e C(Rx[0,u6j ,tRq) ,RApen
tpara todo u e l1,uol fijo ,lp" (¿)l < ,)

es un subespacio métrico completo de li,AP(R, Rq).
Para cada u e l},u¡l fljo, sea p, € B, aplicando el Teorema 3.2.3, la siguiente
ecuación

rt (t) : A (t) t (t) + r p¡ o 1p]¡ + s, G,,,p"(r) + ( (¿),,p" (lrl) + { (lrl)), (3.34)

tiene una única solución remotamente casi periódica ?9" (ú).

Usando la formula de variación de parámetros en ln,n l1), la solución 79" (ú)

puede representa,rse por:

Irtl
rp, (t) - lo(t,n)+ / o(ú,u) B (u\dulTe,(n¡

L Jn )
¡t

+ | o 1t,u) s" (u,p, (u) + €(u),q, (n) + ((n)) du, (3.3s)
t"

t€lR,n:ltl,"<t<n+7.
Además, la sucesión {Tp, (n)},.2 es Ia única solución remotamente casi periódica
de la ecuación en diferencias no homogénea asociada a (3.34), es decir, de

Y(n+L):C(n)Y(n)+h'(n) (336)

donde

dr (t)
dt

_ d.y(t) _dt(t)
dt dt

: A (t) r (t) + B (t) x (tl) + g" (t, r (t) + ( (r), r ([¿]) + ( ([¿])) . (3.33)

fn+1n,t") : J. @fu +7,tLJ s,(",p"(u) + t(u),p,(n,)+{(n))dz.
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l, C esta dado por (3.9), Ias cuales son rcmotamente casi periódicas por el Lema

Por e1 Tcorema 3.1.4, tenemos que la sucesión satisface 1a desigualdad

llrp,(,)11 < li(1+"-")(1- . ") 'lh,l,-,tn €v'. (3.37)

Ahora, mostraremos qu.c Tp" e B.
Primcro probaremos que llf p, (t) ! r.
Por (,42), tenenros crye llg,(t:.r1.y1) o + 0 cuando v -+ 0 para (1,11.y1) e R x
B¡(0) x B¡(0) con i - r + ll€ll-, luego escogcmos ru1 (r) Io suficientemcnte pequeño

tal que
rl2^n[40.\/ ],4(1 -,") (l-, o) ', tlllo, ll, -,. 1338)

para / € 10,21 (r')1. donde 1{¡ es tal que lé(t,s) < 1L6 para0 ( f s (1.
\otenros que 1a constante de Lipschitz \'I¡(r.u) se pucde escoger como una furlción

no dccrccicrrte en z además ll¡(i, u') + 0 cuando i/ -| 0 para r fljo. por 1o que. cxiste
ru¡(r) lo suficieltementc pequeiio, tal que us(r) 1ur. ). además

2r0 
[r0 

(¡.1 + 1)r(r+e ") (r -. ";-' + t] ,rro 1r r¡ < r,

para z € i0 /o(?")] . \otemos qrLe

ll¿, (")ll - 1,,'*' 
* l, * t, u') u, @, e,,(r¿) + € (u), r, (,) + { (r)) arl

3 Ko s,ll¡ (3.,10)

Entonces para cada p, e B. u e 10. a (r)l . se sigue por (3.35), (:.32), (3.38) ¡' (3.+O)

que

'rp,(t)) < ll0 (1 + trt)llTp" (n) + r0 lle, L

- :no [r,o\-r/ r] ^l-' 
'' , ,l ,, ,,, --,. rr4rr

L lr-."J .l

para ¡/ € f0. z¡ (r)l Concluimos qre Ttp, e B.
Por riltimo, probarcmos quc 7 cs un operador coltracti\.o. En ef'ecto, para cacla

u,,e, e B. u e 10. ru,r (r)], tenemos

T ,'t f,..ttt: ,l,t.nt l^O.t.,,,8 uttlrt) 1 ; , ¡n I - T , , t,.,, ¡)

+Í o (t,u) lg, (.", p,(u) +( (?r), p,, (n) + ( (n))

-s, (.11,ti, (z) +((z) .e"(.n)+ { (n))l du, nlt <ntt.

(3.3e)
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Se sigue

f-"t, ru,.o:24,]40 .\/ : l 
^ :'+ tl\/0,. /'rrr .', - / co,,-,")l

Entonces, por (3.39) obtenemos qtte T : B -+ .B cs un opcradol contractivo. Luego,

por el Teorema del punto fijo de Banach tenemos que existe un único punto fijcr

,p, (t) e B tal rtrue 7p,, (.t) - V, (ú) . Dado que p" (t) : , (¿)-{ (l) cs la única solución

remotamente casi-periódica de (3.3a). Iuego Cr, : P,, (f) +( (f) cs solución de (3 31),

además satisface I "" 
(¿) - ( (¿)l I r Por último, \¡ercmos qtre 1ím,-*¡'u, (¿) - €(4.

Para esto notemos que

lÍlt llr¿,(n)ll :0 (3'12)

Luego por cl Teorerna 3.1.8. tenemos que

)ig ll.,,,(,) 
: o.

Finaimcnte,

¡' I

lrLn 1.,,,,t7,1 - lrm O,,t., I I 4''l.tt'Btu drll ,, ,'
I 'o Jn li

rt
+ Iún / o (1. z) !t, (u, r, (¿) + ( (u) ,e,, (n) + ( (n)) lldriu-o I

: 0.

)¡a que

|1¡1ir,(") 1-O "v Lm llv, ( ¿, ;, ( ¡¡ ) + { ( ¿i ) )-,(n)+((n)) :0

Podemos concluil qtre

1ír!ú,(¿) - ((t)

Lo que concluyc 1a demostración. tl

A continuaciótr. estudiaremos cl sisterna per-tlrrbado:

! - .+,g; .r + B,(r)r(frl) + /(¿) + e,, (t. z(t), r(lt])) (3 13)
0I
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donde ,4, (t) , B" (t) son matrices cuadradas de orden q) remotamente casi periódicas
definidas en R, con u e l0,u¡1. Además, A, 3 Ao y B" = Bocuando z -+ 0. f y S
son como en el teorema anterior.
Además, consideraremos Ios siguientes sistemas

ff : e,(0 s(¿) + r6(r)s(ftl)

ff : e,(r)z(r)+&(r)z(rl)+/(¿)

donde .4q (t) , Bo (0 son funciones (matriciales) remotamente casi periódicas definidas
en lR..

Considere las siguientes hipótesis:

(If{) Sea ((f) la única solución remotamente casi periódica de (3.a5). E1 sistema
(3.44) satisface (1J1). Además, supongamos que -4, = Ao y B, I B¡ en JR,

cuando v -+ 0.

Corolario 3.3.2. Se sati,sface (H),(H),(Ur) y (Ul . Entonces eri.ste r y u6 :
v6 (r) lo suficientemente pequeños tal que el sistema (3.13) posee una única soluci,ón
remotamente casi periódi,cas t!" (t) en una r-ueci,ndad, d,e ((t), para cada u e l},u¡)
fi,j0. Ad,emds, si g,(t,r,y) es uniJormemente conti.nua para (t,r,y) e IR x B"(0) x
B,(0), con u e l},u¡), entonces t!" (t) es conti,nua en u y tenemos que

!ry','!"@: €o'
Demostración. Sea z(t) : r(t) - €(t), tenenos

u' (t) - A6 (t) u(t) a ;6(t)u([t])
+s" (t,{(t) + u(¿),€([¿])+ u([¿]))

+ (A"(t) _ As(t)) (u(t) + ((4) + (8,( [ú]) 
_ a, fl¿l) ) ("(t¿1) + €( t¿l ))

Sea

G,(t,u(t),u\t))) - s"(t,€(.t) +"(¿),€(¿l)+a([¿]))+(A"(t) -A0(r))(ü(¿)+((r))
+(B "«t)) 

_ a,(túl))("(¿l) + €(¿l)).

Es fácil verifica¡ que las hipótesis de1 Teorema 3.3.1 se satisfacen. Esto concluye el
corola¡io. !

(3.44)

(3.45)
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Considerernos el sistcrna con rctardo

d tt

i,: +ttltr+h\r)+uq(.t"a(t),u(t- r.') 'g(ltl)) ' a>0fiio'

además, ( es Ia única solución remotamente casi periÓdica de

*- on z+ h(r)

Consideremos la siguiente hipótcsis:

(,Yi) Sea g (t, r, y, z) rerrotamente casi periódica err I uniformement,e (:on rcspecto

a Q;,y, z) € ll,.(.0) x A,(O) r B"(0). Y satisface Iocalmente I¿r condicrón de

Lipschitz

ll9 (t, 11. rr. 13) - g (,t,ar.az,yz)l < M1 (r) | 11 lh -l' l:rz Uz i rz - 4l) .

donde (¿,11,rr,rz).(t,at,Ur,At) e R x B"(0) r B,(0) x B,(0). pala toclo r > 0

fijo.

A1 considcrar g,(t,t:1,12.4) - u g (.t , .t1 , x2, x3 ) . se tiene de manera inniediata
q,re g,l I0 cuando z -+ 0. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.3. .9¿ kt, y.ta,rte lirrcal de (3.a6) posee dicotom,ía, erpon,enci,al y s'u rt,ricleo

d.e Green asoczado es Bi 're'rnr,¡tr.trn ertte. casi periódi,co 'irttegrable , h (.t) cs TetLatamente

casi, pe'ri.ódica y se sati,-<f ar:e. (H|). Erttonl:es para todo r > 0 .fiio e:t:tste u¡ - uo (r') la
su.fir:;r,r:ntr:rnente pequcño tul que el si,stenta (3./¡6) pasee una'ún'ica solu,c:i,ó'n rem't¡tl'

mente casi-periódi,ca u, (t) en 'u'no, r-ueri,r¡dad, d,e- ((.t¡, Ttara todo u e l0.us]. Adl:mtís.

x" (t) es continua en u y te.rtr:mos qu,e

lrrn t',, (f) - ( (t) .

De-rr¡ostración. Sea u(t) - g(l) - ((¿), tenemos

ri(t) : ¡¡.¡:"+ u,e(1,{(t) +u(¿),((t - o) + u (¿ ¿i).((l¿l) +ti([t]))

Consideremcis zro: mín{ffi, ap1. S"o

s : {,", (¿) lp" (¿) € RAP. p, (¿) ll < ,. ru e [0, ru¡] ] .

(3.46)

(3.47)
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Consideremos, ,p, € É, tenemts que

dtt,; : ,{ (¿) u + uq (t,€(t) + <p"(t),€ (t - a) * e, (¿ a) , {([¿]) + e,([¿])) . (3.48)
d.t

Tenemos que su solución es

r p,ft) :, l* c¡t, 4 n ¡r, ((s) + p,(s), ( ( t - a) + e, g - a), €(l,l) + e,(lsl)) a.s.

Es fácil ver qu.e T : É -+ É ¡. ¿¿"*¿r es contractivo. Luego, por el Teorema del
punto fijo de Banach tenemos que existe un único punto fljo p,(t) e B tal que

Tp"(t):9r,(f) . Dado que 9,(t) : r (t) - ((f) es la única solución remotamente
casi-periódica de (3.48), luego l, - g, (t) +((f) es solución de (3.46), además

satisface lllb"(t) - {(¿)ll I r. n

Observación 3.3,4. Notemos que la gran d,iferenci,as entre este teoreml, y los otros,

se debe a que en este resultado dada una constante r > 0 etiste u¡ > 0, es decir, no

eriste la compli,cid,ad d.e r y u6 como en los teoremas anteriores.

Finalmente, consideraremos los siguientes sistemas

ff: t tt,*al,"ad)l

ff : r a,rAl,oft))) + g, (t,a ft),v(tl)),

Bajo las hipótesis

(C1) La ecuación (3.49) tiene una única solución remotamcnte casi periódica ((t).

(Cr) f (t,r,y) e Ü en r e y, y las derivadas parciales de segundo orden satisfacen
la condición de Lipschitz et ,x e A.

(Q) La ecuación discreta asociada a la ecuación va¡iacional con argumento con-
stante a trozos

ff : w*a, «a,€( t¿l)),(¿) + 
Ha, €@, ,:r,)» 4rtl) (3.51)

posee dicotomía exponencial ta1 que el núcleo de Green asociada a ella es Bi-
remotamente casi periódica sumable, donde ((ú) esta definido en (C1). Además,

HQ,*,ú) I ff(t,r,ú son funciones remotamente casi periódicas en Ia primera
rariable.

(3.4e)

(3.50)
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Teorema 3.3.5. S, se satist'acen (C1), (Cr), (Cs) g (If,) entonces eriste r > 0

y uo: uo (r') to suJi'cienterrtente pequeños tal' qu'e' el si,stema (3'50) ltosee r't'no' ú'n'i-

ca sohtci,ón rem0ta'mente casr,-peri,ódi,ca p, (t'; en u'n'a r-ue'cind,ad de { (t) pura todo

u e [0.un).
l,¿r-Áat, si. o,(1.r.:) es u,ni't'orn'tem,ertte con,t'ir¡ua pa,ra (.t'r,z) e R r B [0 r] x
Blt),rl , r:on iu e f0,/0], erttr'¡rtce-s ti:, (t'1 es contirtua ett' u 'g ten ern'os que

li+¿.'"(o:g(¿)'

De-mostrac'ión. Por cálculo s:rbemos que

f(t. r(t) + €(t),a(l¿l) + ((lÍl)) /(r, ((¿), ((l¿l)) :
it[ At"oi, t t,,.l,ii. r'/ i'- "u,;,.t','.{rf+l r'v' /l)

I

+ ,trttt v, + y(lfl) vu)'?/(¿,0,r(¿) + ((t), áv(i¿l) + ((i¿l)), (3 52)

donde d € 10, 1), "." derota cl producto escaiar y rrV, eq cl operador hamiltoniano'

Sea z(t) - r(¿) - {(¿), entonces dc (3.50) ¡' (3 '19) tenemos que

d: .';tr - f\t..(.t) +{(¿).,([¿])+((l¿l)) -/(¿'((r) ((l¿l))

+us (t, z(t.) + €(¿),,(l¿l) + ((l¿l)) ,

por (3.52). tenemos que

d: dl ,)l";'t' : "r'.,, '-,r( ¡/,r i - á, ,,', a, /.r)?.f/')

I

+;(, (1) v" +;v(ltl) v,)'"f (i' a7(.t) ¡ {(t),02(.14) + S(l¿l))

+í o ( t.,1t¡+ §(¿).,(l¿l ) + ((l¿l))

seal],4(r) : #l,.etil,Cltr])), B(¿) - #(¿,et¿l,Cfi¿lll r'

l

F(¿.:(t).-(lrl)) - ;t.ti) v" +y(.lt))'v.,'zf(t,az(.t) +((t),02(ltl)+{(ltl)).

sin pcrdida .1" g"rr..u1i,l.l poclernos asumir que mí'r{ ,tll*,lBl]*} < .11. Obten-

emos e1 siguicnte sislcrna

¿>

fi{rt -,rttt,{it+B(¿):(l/l ) +F(t,z(t) :(ltl:))+us(t.z(t) +((¿).2(l¿l) +€(ltl))
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Por (Cz), tenemos quc cxisten r > 0 y 20, Ar¿(r), z : 1, 2 y M6(u6), tal que

paJa i., j : I,2,... ,q, t e IR y lizll <ry
ll A2t A2r

ll *6A., <rl, 0 ztftl)) - ffiv, e rA ¡, r:( túl ) ) 
I I < z0 N,tr) 

ll z(L) - z( t)ll

ll A2f ñ2r

llffitr. e,o. 0 z(ÍLD - ffia, e zo, e;( t¿l)) ll r 20 N2o) ilz I t) - z(L)tl

ll#hn, t ou, 0 z(ttt)) - ffin, t or, tz( r¿r )) li < 2e N2o) ¡z(t) - z(t)tl

para i, j:1,2,... ,q, t e m v llrll < r, N2(r) es acotada y N1(r), M¡(u) se pueden
escoger como funciones no decrecientes de r y u, respectivamente. Se sigue que

(3 53)

llF(t,z(t),z(ltl))l <3r'?¡\¡1(r) para z !r (3.54)

llF(t,z(t),z(ltl)) - F(t,z(t),,([t]))ll s 6(qr¡¿1(r) +r,u,qr¡¡112 - 211 (s.ss)

para llzll,llzli <ryúe lR.

Luego, dado que se cumplen las hipótesis del Teorema 3.3.1 se concluye el Teorema.

(ll#ku.u<,1 ((r).e:([t]) re(til)r] < ¡rr(,.)

{ ll#tr.r,t,,'{t).ez([r]) r €(trr),ll< ](rr)

Ill6t,,e.r,r r {tt),0:(tt])+€(túl))ll < rú,(r)



Capítulo 4

Aplicaciones y trjemplos

4.1. Sistema Brusselator

4.1.-1.. Presentación del Modelo Brusselator

La reacción mecánica a cstudiar, comunmente llamada e1 Brusselator, es un mod-
elo teórico para un tipo de reacción autocatalítica. E1 modelo Brusselator fue prop-
uesto por Ilya Prigogine y sus colaboradores de la Universid¿d Libre de Bruselas. Es

un acrónimo en inglés de Brussels ("Bruselas") y oscillator ("oscilador").
Lna reacción autocatalítica es tal que actúa una especie para aumentar la veloci-

dad de su reacción de producción. En muchos sistemas autocatalíticos se han visto
dinámicas complejas, que incluy'cn múltiplcs estados estables y órbita^s periódicas.

La dinámica y la quÍmica de las reacciorres oscilantes han sido objeto de estudio
durante los últimos 50 años, comenzando con el trabajo de Boris Belousov. Belousov
estaba estudiando el ciclo de Krebs, cuando se encontro con un sistema oscilante,
fue testigo de una mezcla de ácido cítrico, bromato y catalizador de cerio en una
solución de ácido sulfúrico la cúal sufrío cambios periódicos de color. Estos cambios
indican la formación cÍclica y el agotamiento de las especies de cerio oxidados de
fbrma diferente. La comunidad científica de la época crcía que las oscilaciones en un
sistema químico cont¡adecia las Ieyes de la termodinámica, por lo que el trabajo de
Belousov permaneció inédito durante años.

En 1961, diez años después de los experimentos iniciales de Belousov, un nuevo
trabajo fue iniciado por A. M. Zhabotinskii. En el cual se reproducen los resultados
de Belousov, y pronto comenz\ a trabajar en un sistema similar utilizando ácido
málico o ácido malónico como reductores.

81
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Este sistema dc reacción, comúnmente referido como reacción Belousov-Zhabotinskii
se ha estudiado fuertemente desde perspectir,as tanto químicas y matemáticas [32].
También ha inspirado a nuevas áreas de estudio, en sistemas químicos similares y en
la predicción del comportamiento de los rnecanismos de reacción complejas.

En la actualidad hay un gran número de sistemas que permiten conocer el com-
portamiento complejo de los sistemas oscilantes autocatalÍticos. Entre ellos están Ios
modelos Lotka-Volterra, Oregonator, Edelstein, y Horn-Jackson.

4.L.2. Existencia y Unicidad de Soluciones Remotamente Casi
Periódicas

El modelo Brusselator, está dado por el sistema de ecuaciones

f E:, -lb+t)r t x2s.

\fi : u, - *'s, (4'1)

el cual posee un único punto crítico "" (a,,¿). Consideremos la perturbación del
sistema (4.1)

Í # :'- (b + 1 ) r t * y -t a cos (c..,1 + ffi) + §.,/a sirr(ai + ffi),
\'." = o, - x2y + ly6sin (uú + 'ff) .

(4 2)

Notemos que p¿ra a:0 del sistema (4.2) obtenemos (4.1). Sean

r: aÍ yu, a:!+rr, r : r/o.

Entonces, considerando los cambios de variables, reescribimos el sistema (4.2), obten-
emos:

t * : A - 1) z + a2u + fi sin(.,,1t ¡ {i) + u (cos(ut + li) + *u' + 2auu + uu2u),

I # : -4, - a2u * 7 sin(r,-lr + ffi) - u (!u, + 2auu + uuzu) .

(4.3)
Cuando iu : 0, tenemos:

I * - t,t- r) u * o2u - osin(u1t + J4),

I# : -0, - a2u+ Tsin(.,.'ü* flf).
(4 4)
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Asi, / (t) : (É sin(a;rf + fl'n),7 sin(a-rf + l¡))' 
"t 

la perturbación de la parte homG
genea de (4.4), es decir,

Í^;:o-t\ula2u.
\ff:-bu-a'1u.

Además, este sistema tiene como valores propios

1,,:l (-o'+a-t+z\
Si a2 - ó + L f 0, entonces tenemos Ptú1,2 I 0, así (a.5) posee dicotomÍa exponencial
con proyección p : diag (1, 1) :1si a2-b+l > 0, y P: diag(0,0) si a2 -á+ 1 < 0.

Podemos tomar K : \, dt,z: Re)t,2. Por 1o que obtenemos el siguiente Teorema

Proposición 4.1.L. Si a2 - b + 7 f 0, entonces el s'istema no homógeneo (4.4)
tiene una única solución acotada { : (uo,uo)r , que 6 remotarnente casi-periódica y
sati,sface

f uo(r.0,i: ft "-R ^,(¿-s)Bsin(.,r]s+ r7s)ds) J-,-
[, 

"_ 
R"^,, _"r.rsin(r.rs 

F ilDa,
lro 

(r.8. r) 
J _,-

si a2 - b +'J- > 0, además el punto de equilibrio (0,0) es estable. Y

luo(t. 
a.i: - .ll .n^rrr-s)Bsin(ü,is + ü6)ds

[* , _ R"^,rr_"r., 
"in(c,_,s 

+ fls)ds['o(¿'P'r): J 
'

si a2 - b + 1 < 0, ademds el punto de equiti,bri,o (0,0) es inestable.

Sea 16: 
"rpr.e l(.re,ro)"1 , "rror"", 

por el Teorema 2.2.1 tenemos

Teorema 4,7.2. Si a2 -b+7 f 0, Entonces para cualquier constante r, etiste un u0 :
f (r) lo suficientemente pequeño tal que el sistema (4.3) posee una única solución
remotamente casi-periód,i.ca ,/r, (ü _: (u,lt,0,l),u,(t,0,i)' 

"n 
una r uecin¡J,ad,

de {(t) : (u.(t,p,t),uo(t,P,l))' pora tod.o u e ll,uol conlle,(t) -{(¿)ll < ,.
Ademds, t!" (t) es continua en u e 10., u|l por lo que l,enemos lím,-oú, (ú) : ( (ú)

(,1.5 )
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4.2. Modelo Richard-Chapman

4.2.1. Presentación del Modelo Richard-Chapman

L. Von Bertalanffy en 1938 fue uno de Ios primeros en formular una teo¡ía sobre

el crecimiento orgánico basada en principios biológicos. Sus principales hallazgos se

encuentran resumidos en su libro rtTeoría General de los Sistemasrr [3]. Para e1 autor

"El crecimiento se basa en la ¿cción encontrada de procesos anabólicos
y catabólicos. El organismo crece cuando la formación sobrepasa a Ia
degradación, y se detiene cuando se equilibran ambos procesos".

También puede suponerse que, en muchos organismos, el catabolismo es propor-

ciona.l al volumen (peso) y el anabolismo es proporcional a la superficie. Sus ideas

parten de considerar a los sistemas vivos como sistemas abiertos (es decir, recibe
influencia del medio por lo que es capaz de intercambiar materia y energÍa).

Para su teorÍa del crecimiento animal von Bertalanffy propuso la ecuación

r' (t1 : q@(t))o - 1r(t),

donde r es e1 peso o volumen de un organismo, 7 es la constante de catabolismo, 4
es 1a constante de anabolismo y el exponente á esta dado por 1a relación alométrica.
En la mayoría de los animales estudiados por é1, la relación alométrica producía un
exponente 0 - 2/3. Por esto von Bertalanfly, trabaja con la ecuación

r'(t¡: (4.6)

Sin embargo, advirtió que 2/3 no puede considerarse como un "número mágico".
Richards al aplicar la ecuación de crecimiento de von Bertalanffy al crecimiento

de plantas, y Chapman al de animales, encontraron que e1 exponente I deberÍa
conservarse variable ya que para diversas especies se alejaba.n considerablemente de

213. Así, tenemos que la ecuación de Richard-Chapman es

r'(t¡ : ,r1¡¡

La ecuación tiene una consider¿ble flexibilidad, en [17,33] se realiza un a¡duo estudio
sobre estas ecuaciones.

Unajustificación para el uso de esta familia de ecuaciones es la relación alométrica
(Y : *(*)u) que se encuentra con tanta frecuencia entre dos caracterÍsticas de

n@O))2/s lr - 
21"1t¡¡'r.]

l'-fr"rol,],



crecimiento correlacionados, por ejemplo, longitud y ancho de una hoja.
Por último, analizaremos algunos valores de 9.

Cuandoá:l,obtenemos

r.'(t) : rr(t) 
t, - #] . ecuación de verhulst.

Para 0 - 0, tenemos

T rl
¡'(¿) - ll - - lr¿r/).ecuación dp \lakhus.I K)

4.2.2. Existencia y Unicidad de Soluciones Positivas Remota-
mente Casi Periódicas

Consideramos la ecuación de Richard-Chapman con una perturbación externa /

4P :z (r) frz (t) - b(t) ro (r)] + / (¿) . (4.7)

Antes de comenzar con nuestro resultado principal, demostraremos los siguientes
resultados. En lo que sigue supondremos que / es una función continua y acotada.
Consideremos las siguientes hipótesis

(H1) a(t), ó (¿) , / (ú) son todas funciones continuas remotamente casi periódicas.

(Hr) 0 < a < a(t) < Á, 0 < P < b(t) < B, 0 < f (t) < F, 0 < 0 es una constante.

(Il3) Sean " 
: ilB -riú+e)tap), 1 : Bld,tal que (#) It'/t . t y g#, L.

El siguiente lema nos permite asegurar la existencia de soluciones positir,as

Lerna 4.2.1. Consid,eremos (1.7); sl, f (t) | 0 entonces el d.ominio R¡ es un inuari.-
ante positir:o con respecto (4.7).

Demostración. Como / (f) 2 0, se sigue que

itr (t)
dt

: z (t) [a (t) - b (t) ra (¿)] + / (¿)

> r (t) [a (i) - a (t)rá (t)] ,



E6

a5ÍPnnmos(rl

.t tt 'r. 16'cxp{/.[r,.,-b.'Jr,]'] rJ.].

luego si r (t¡) > 0 tenemos que r(l) > 0. Esto conclu¡'e la demostración l-l

Teorelna 4.2.2. Si lus Lt'i¡.rote-sis (.Hr), (.Ht) ll (H3) se salisJocen' ert,f onces (1.7)

po.,ee llna única ,solur:iór¡ ren¿otame-nte casi pe'riódica ó. (t), y satzsfo'ce

-t ,le < O. (t) < u-tto.

Demostrur:iórt. Sea z(f) - tIr'0 (t'¡. solo considerarernos las solucirirles positivas de

(4.7), podemos escribir el sisten:a como:

dtt

,tt - -0"(t) u (t) + 0b (t) - |vr'1+e)/e (¿) / (l) ('1 8)

Definamos
n : {;(t) lp (t) e RAP. ,, < e(¿) < r }.

t;, \ -,Sabomos que (8. ]l l,.) * un espacio métrico coÍIpleto. Dado p € B, considerernos

la siguiente ecuació¡r:

du

¿tt aa(t)u(t) + |b(t) - 0'f{1+0)te (, f (t) , (1 9)

por e1 Teolcrla 2.1.3, sabcrnos que (4.9) posee una única solución remot¿rrLente c¿rsi

periódica ry (f). dada por':

4't'-0[' """ '"'.1 r" -, on..lrrd.-. (l.l0r
J -.^

Definirenlos el operador 7. por

Tp (t) - o [' , o /1aL¡rrdü 
fb (s) ' r+Brld (s) ./ (s)l ds, (4.11).t,

notemos qlle

rt
1,¡t 1 '01 " 

et or''\'1" 6'st,do
J-,

B
Q
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Finalmente, obtenemos
Bf;(¡l I o: ,.

Además,

Así. tencmos

f ,rft) > 0 I t 0l:n\u)dÜ lt ,''t'o)rÉ7 ('s)l ds
J*

:

-a =t'-'. 
1 t'ol'l

,4

p61 ln q¡n. T,' t) a B: lupBñ. I : t] - -8. P",, ,n,l.., ,'. ' !. <o 5lg¡e que

It
T;tt )-T,, r.t ¡1 0 I , at'¡'" tu.l',' , -0 0,»t - d É'" ld'.

J_,

Recordando el teorema del valor medio. obtenemos

1 LA
,.'o a _, t-0.0...'/-t "'-,,

Enionces.

rt i )-A
l7!,(¿) r,pl.t)l ! 0 | -0t:n'LLdü l/r.ll#,i o,(") ',c(s) rJs

J,- o

.f / : ¿\'-('+)'' 1, ,1,-.,\ (, / *

Ifntonccs. I es una c-oltracción qu. ]ll¿rpca R "n É. csto nos ilicc c1ue, 7 posee ttn

Írnico punto fijo en B. Por lo que e1 único punto lijo es ja única solución positiva

remotamente casi pcriótlica o (t) de (+.7), r" a, < ? (f) ( ,r. Por últinro. tenemos

qrre ti(t) - tlze (t), v, por cl Lema 2.1.3, (4,1) losee una irnica solución positiva

remotamcrite casi perióclica qD. (¿) : l,l (,t)1-'/' , .¡ rl^t'10 < ó- (¿) < 1,/i.'rlá Esto

completa la demostración del tcorema. l-l

Tv lt) - o 
.[' _,, 

t t-! *"t* ¡t,1r1 -1r+a)r'd (5) ./ (s)] ds

, t 
l__" 

0 Í:atu)(tu ¡i: - ^,1'+0)/0 f {r)) as.
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4.3. Modelo Lasota-Wazewska

4.3.L. Presentación del Modelo Lasota-Wazewska con Parte
Entera

El modelo Lasota-Wazewska es utra ecuación diferencia,] autónoma de la forma

'y'(t) - -6y(t) t 'pe tu(t '), ¿ > 0. (4.12)

Ha sido utilizado por \\¡azeri'ska-Cz¡-zewska \. Lasota [35] pala r.lescribir 1a stlper-

lir.encia de las glóbulos roios en Ia sangre dc urr anim¿l. En esta ecuación, y(l)
describe el núrnero de glóbulos lojos en 1a sangre en c1 tiempo f, ri > 0 es Ia prob-

¿rbilidad de muertc de 1as glóbulos rojos; p. I son constantcs positir':rs rclacionadas

con Ia producción de g1óbu1os rojos por unidad de tielrlpo )' r es cl tienipo requerido

p:rra producir gIóbulos rojos.
L:r ecuación (4.12) modela v¿riadas sil,tiaciones en la t'ida r-eal, r'er i23l
En l14l proponen una variación de estc modelo. rrodificando el rctaldo

,a' (t') : - 6.t)(t) 1 pe-^ru(tfl). I > 0. (4.13)

4.3.2. Existencia y Unicidad de Soluciones Remotamente Casi
Periódicas

Estudiaremos el siguiente modelo con retardo

y' (t) - - d (.t)y(t) + p(¿) /(g(l¿l )), (4.14)

clonde d(.). p(.) son funciones positir'as remotamentc casi peri(rdicas ¡'/O es utra

función positiva qlle satisface una 'y corrdición de Lipschitz, es dec '. se satisface

lf (,) f (.a)1 < ^il, el. r. s e 1R1.

Asrrmircrros 1a siguiente condición

(¿14'1) trl promedio de d satisface X1(ó) > ó > 0.

(II{i) Las funciones ¿(.), p( ) son funciones positivas lemotamcnte ca,si periódicas ¡'

/(,) cs una función positiva que satisfacc uua l condiciírn de Lipschitz.

El pnrrcipal result¿rdo cs cl sigrriente Teorcma:
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Teorema 4.3.1. Si se satisJacr:n (LI\¡1) y (LIl'2), para ^¡ suficientemertte peclueñ,0,

la ecuación (4.13) pos,:,e un'o 'ún'ir:a sol'tt,ci,ón remotamente cas't per"tódica.

Dernr.¡stración, Sea'i,N(t) urra función real rcrnotamente casi periódica, por e1 Lcma

1.4.12. se tiene que t'r(fl]) es I ollr¿rt(rmerlte casi per-iódica, 1'consideremos Ia ecuación

y' (t) :,i(t)y(t) +e(r)/(ci(ltJ)) (4.15)

Entonces, Ia úllica stilució acot¿],d¿ de ('1.15) satisface

u{t) - l' -" 
tlat"ra,r¡.¿)¡ fu, ([,u]))dz.

La partc homogénca de l¿i ccuar:iórr ('1.15) posee dicotomÍa exponcncial. por 1o

que por el TcoLema 1.3.9 s¿rbcmos q,,c e "l.1ai")a" es Bi-reniotamente casi periódica'

Luego, aplicando cl Teorem¿r 2.1.3 conciuimos el resultado ¡

Tomando l(r) :. '')r. ^¡ ) 0, terlcmos el modelo Lasota-\\iazewska:

a'@ - -6(t)a(t) +p(t)e ^/q([¿]). ¿ > 0

Así tcnemos que

Corolario 4.3.2. Si se sati'sfacen (LWr) y (LW2) entonces para 1 sufi,ci'entemente

pequeño el mod,elo Lasota-Wazewska con argumento constante a trozos (4.16), posee

una úni,ca soluci,ón remotamente casi periód,i'ca.

4.4. Principio del Promedio para Ecuaciones Remo-
tamente Casi Periódicas

4.4.t. TeorÍa cualitativa del Método del Promedio

Para z6 > 0 sea / : lR x tr41' x [0, z¡] -+ IR" continua, donde trV es un subconjunto

compacto de IR". Denotemos la función J(t,x,u) - f"(t,r) y suporgamos que para

cail,a u € f0, zs] es uniformemente remotamente casi periódica en t y^"0f"10r es

continua en r € lR.n uniformemente en ú € IR. Además, f,(t,r) -+ O y ff(t,r) -+ O

cuando z -+ 0 uniformemente para (f , r) e IR x W.
Consideremos el sistema

d¡.

,1t
: u ;f "(t, 

r) ,
(4.r7)

(4.16)
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pára el cual encontraremos soluciones remoiamente casi periódicas.

Ahora explicarcmos la idea básica dcl rrrétodo de1 promedio para cl sistema (4 17)

(i,er [5, t3]). En la sección anterior . los sistemas poscÍan una parte lineal v dicotomÍa

exponencial. EI sistema (1,17) no posee una parte linea1 obvia. por csto no podemos

uLilizar la., ri', nir¡s u lnsrrlt¿do¡ ¡nl¡Tiorec.
Consideremos el sistema promediado

dr
ü

(4.18)

donde

/.(") - f¡(t,r)dt.t € B.(0). (,1.1e)

E1 sistema autónomo (4.18) es rrrucho más simple que el sistenta no:rutónonio (4,17)'

El sistema (.1.18) puccle tener solucioles natur'¿les, que son las soltrciones constantes

iü(¿) : r0 clonde lo(ro) - 0. Intentaremos usar las solucioncs de ('1 18) para aprox-

irnar soluciones de (a.17). Por 1o que veremos como coneclar los sistemas ('1.17) ¡'
(4.18). encontrarerlos un camhio dc variablc r - u + uU(1.!,1,u) inverl,ible- remota-

rnerrte casi perióriico ]' cercano a 1a, identidad. t:r1 que (4 17) sc transfbr¡rta el

- vfo(.a) + s,(t,y) (4.20)

donde 9¡(f, y) - 0 par¿r todo (t.9) e lR. x B,(0)
Si existe g0 € Rl1 taL clue l0(y0) :0, entonces con e1 cambio de variable 1l :'llo+ z

podemos ver quc ('1.20) es cquivalente al sistema:

Ya que 1os dos carnbios rle Iariables son in\.cltibles )'' romo¡amente casi ¡reriódicos,
al resolver cste ú1timo sistema obtcnemos una solución rerllotamente casi periódrca

para (4.17). Podemos ver que es cmcial que el carnbio de I'aribale ¡: y¡uU(t,y.u)
cumpla con las propiedadcs mencionadas.

Así, tenemos Ia siguientr: definición ], los lcmas:

Definición 4.4.1. t na función I e Ú(R, R') dirernos qtrc cs ergódica si M(/) eristc.

]':!# [,

r1,A

dt

'* :,,*,r,r: +, (/o{u, + z) - rt,('yo) - fft.u,l, 
+ s,ft,yo + ))

: ,*00), + uF,(t. z1
ull
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Lema 4,4.2.,9eo / € C(lR x Q,R). Defi,namos.F : lR x 0 x (O,co) -+ C por

F(t,r,u) : [' "-^' ")/(s, r)ds. (4.21)

Ademds sean

ñ(u.r) - *r11 /"¡i,-t.r)arl e.22\
¡¿ÉR lz Jo I

((¿'r) : 
" 

[* h¡'' '¡u"-"d' (4 29)
Jo

Entonces tenemos

1. lF(t,r,u) < u-1q(r,u);

2, lff (t, r, v) - f (t, ")l 
< €@,,)

3. Si f es ergód,i,ca, F lo es tambzén. Con M(F)@) : u lM(f)(t), para u > O

fiio.

4. Si J e ,tAP(R x Q,R), entonces ¡'€ ftáP(R x f,),lR) para z > 0.

Demostración. Para cualquier ¿ e IR, sea

i,@¡ : [" ¡qt - ,,*7a,.
Jo

Tenemos por (+.221.

li,@,r)l < h(u,r)u.

En (a.21), sea u : ú - s. Entonces tenemos

F(t,x,u) - [* "-^¡1t - u,r)du. (4.24)
Jo

Integrando por partes, tenemos

F(t. r. u) : [* " "" f (t - u,{du
Jo

rf,: j,¡"7r-',1-- +" I e-""j¡(u.r)dulo 
"/o

r@: ' Jn "-^ f'(u'r)du'



o,

Se sigue que

lF(L,r,u)l . , '1,' [* V-""¡,tr,¡@,1L ./o I

. r-' 
l,' l"* "-'"uh(u,r)d.l 

: u-l e@,u).

Notemos que F satisfare la ecuación diferencial

ot
fi(t,r,u)- f (t): uF(t,r'u).

Entonces

laF. I

I y t'' " » - /(t)l r tuF(t' t'u)l < {(r' u)

Por lo tanto (t) y (Z) se cumple.
Ahora veamos (3). Dado que / es ergódica

li,l * ['rrr-s. u.r)dt. M(Í,)
t_@ LL J Ti

Consideremos

r¡r, : j ['-ru* r.r u\dt - )rrr,,
= ,:, l',I:r o-uttt'-s)¡¡,.,\dsdt -!M(.t,).

Sea z : ú * r - s y notemos qne !f, e-""du : 1/z entonces

t(,\: L['r* 1

zt J 'Jn 
e'*Ift+r- u't\dudt - )''Í'l

- I,* u"l* l',tu r - u r)dt )'",r)o'
Por lo que I (a) -+ 0 cuando 7 -+ oo) para z > 0 fijo. Con esto concluimos que
M(F,) : u-'M(Í"). Lo que concluye la demostración. n

Lerna 4.4.3. Si f" sati,sface las cond|icinnes mencionad,as en el primer pdrraJo de

esta subsecci,ón. Sea fo corno en (1.t0). Entonces para todo r < r'o eri,ste uo ) 0 y
una función conti.nua U ¿n IR x B,(0) x (O,cn) tal que
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1. Para carl,a, z, e (0, cc). L¡ e ñ.4P(R x B,(0), R') y es ergódica, es decit' stt

pronedio eriste.

2. ff es corrtinua en lR. r lRn r (0, co) y lus tle-riuadas rle u,n ord,en arbi,trario c:o'n

iirpecto t,;r € R¿son conti,nuas para cada z e (0, co). # y tot deriuadas son'

rerrLltamente cusi periódicus y er1¡ódit:as.

3. Sea G(t.z.u) : ff|.:t.u) - f6(L.t) I JoQ:') en'tonces tod'as las Ju'nciones

uU, uff. G y¡§ tte-nden a cero cutndo u t0 rtrt'iJorrnl:7nenl;e en R x B'(0)

/1. El cam,bi,o de uart,able

¡- y¡uLt (t.y.u1 con (.t,u.r,) e Rx B,(0) x 10, iu¡] (1.25)

es inuet'tible 11 trtr"nsforma (.1.77) en

'". - , lu !) - uF,\,t .,1 I1.26t
ot

tJ,ond"e F, salisfo.cc lus rnisntas Ttrop'tedades rlue J, en R x B,(0) x 10, i'0] I
o,d.erntís F¡¡(.l.,y) :0 para t\do (.t.u) e R x B'(0).

De¡nostrac'ión. Sca H : lR x B,(0) -+ C" por

H(.f ,t): fa(t:. r') fo(r).

Entonces H €,RAP(R x 8,(0) R'). Como / es ergódica, se siguc de (4.19) quc

1 rr
,"lir,/ tHtt+-r\Jt 

¡

uniformemente coli respecto r¿ € B' (0) ¡; s € JR Tenemos que 11 cs ergórlica ¡'
M(,H,) - 0. Definamos la función

tt¡.t ..r1-.rpl1 / llto-tt.¡ttlu'.t.1,

Para la función

ttx
!..r.1 :r'' | , '",th¡u.r,,l,t

Jo
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no es difícil \'er que €(l,l) -+ 0 cuando f + 0, uniformemente cor rcspecto a u €

8,.(0). Por Io que, rlefiniremos {(2,0) : 0 para r e f"(0)'
considcremos Iy' : lR. x ]J,.(0) x (0, cc) + c" l¿r soh-rción acot,ada de la ecuación

diferer cial

¡
".¡lrl.r.u¡- H¡l . 't -' tHll .t'u\'
dt

dada por

E (.t. r. t., ¡ : Í *u"',")11(s, 
r)ds.

Por cl Lenia ,1.4.2, tencmos que

H(t,t:,u1 < i,-r€(r,. r,), t e 1R. 14.2i)

Adernárs -Il € RAP(R x B'(0)'R") v es crgódica con M(H,):0 par-a z e (0'oo)

fijo. Es fácii u., q.,. f € li,-l1-(lR B.(0).R") r'es ergódica pala / € (0'm) Por

(4.27)

Jllu,-.,, ¡¡t¿ ,"11 < ((u.'r) r € JR'
DI

Pala ru > 0 fijo ¡'algún entero q ) 1' clefiniremos Ao crL C" ta1 qur:

o.r,,l : f 1'(' a-2l,l!l2s si lr ! a'

[,, .i .,'l a.

donde Ia constante do es deterrrrin:rcla pol

/ .,(..),r., : ,
I n,,

Dcfinamos Ia función I/ : lR x C' x (0. rc) + C" por

[,'lt. t.u)- / 
^,,, 

- !]¡E¡t.Y,u)du'
Ja"

La lunción [/ es continua U € A, P(R x B.) para z e (0, cc) ¡' L' cs ergÓdica dadrr

que 11 Io es. Por 1o que 1se satlsface.



95

Para probar 2. La función L"(r-A) posee derivadas parciales continuas de orden

superior a 2q - | con respecto a :r que son acotadas, en norma, por una función

,a(a) (el aréa de integración) donde ,4 es continua en (0, co). De (a.27) se sigue que

la función [/ tiene derivadas parciales con respecto a r de orden superior a 2q - I
que son acotadas por A(a){(y,u)u-t, y e B,(0). Como g es un entero arbitrario , cl
número de derivadas con respecto a z puede ser tan grande como deseemos. ff y la
derirada son remotamente casi periódicas y son ergódicas para cada z € (0, oo). AsÍ,
tenemos que 2 se satisface.

Para probar 3. Escojamos a - a(") es una función de u tal que a(ru) -+ 0,

A(a(u)){(y,u) -+ 0 uniformemente con respecto a g € Br(0) cuando iu -+ 0. Entonces
u(I -+ 0 y uff -+ }cuando v -+ 0 uniformemerte con respecto a z € B"(0) y f e IR

dado que uU y uff son acotadas por A(a(u))((y,z). Para todo número r < r¡
escogemos ,/o lo suflcientemente pequeño ta1 que r + a(z) < r0 para todo z e (0, z6).

Se siguc de la definición de A"(z) qte

t
I A"ot@-a)du:1, ze B,(o), ue(o,us)'

JBh

Notemos que

aÜ
C (t, r, u) - fi (t, x, u) - H (t, x).

G(t,c,u): G(t,r,u) + uU(t,r,u).

L"o¡@ - a)lH (t, y) - uE (t,s, u))dy,

tenemos
t

G\t,r,u) : I A.r¿("- a)lv(t,a) - H(t,x)ld,y.
J a.g

Por e1 teorema del valor medio,

< sup llu(t,a) - H(t,r)ll
olll¿-gli<a.(,)

ll aH ll= 
o. ,'-tL,",ll ¡t''e"¡' -'))ll llY -'ll'

Sea

Dado que

#,,,,,",: Í,.,,

lG(t,r,u)
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donde á, € (0, l.). Ya quc ffi es continua cn r, uni{ormemente en ¿ € lR. ia función

ffi es acotatla cn R r B,(0). -\si. G1f.r./') r 0 'uarrdo z --: 0 trniformemcnte en

1R x -8"(0). Luego

G(t,r,u') -+ 0 cuando ru -+ 0

uniformemente cn R x B.(0). Tenernos que

.'- " .dl.l AHou^tt.¡.ut 
- | a,. ./ r,Yrr,, ., "{rrr.L l,lu.LJt J e

I iliz¿rrdo ol ¡r8utnonr,, u.ado n¿ra (1.." ¡¡¡"t1¡¿ q ¡"

ae.
fi(t,r,u) + 0 cuando ?/ -+ 0

uniforrnernenl,e cori respecto a (t, r) e R x B.(0). Luego,

Ttt,r,ru) ,+ 0 cuando z -+ 0
tr t

uniforrnemente con respecto a (t, z) e R r B,(0). Esto pr-ueba 3.

Ya que las cuatro Iunciortes en 3 sc convergen a cero ctrando iu -+ 0 uniformemcnte

con lespemo a (t, r) e IR r B,(0). podemos deflnirlas conio cero para todo (f. r) e

R x B,(0) ctando z - 0. Para z1 > 0, sca

0': {r : r:,tJ t uL(t,y,u). (t.y,u)elR x B.(0) r l0.iu1l}

trn subconiunto comPacto de (C".

\otemos qre,,U -+ 0 cuando ru + 0 uniforniemente con respecto a (t.g) e R x
B,(0)
Escojamos z2 > 0 tal cruc I + uÜHl posee una jnversa acotada pala (2, y. r,) e 1R x

B,t",l(0) x 10, z2]. Lucgo. por el Teór'ema de Ia función invelsa. cl cambio de i'ariable

(.1.25) poseealomásunasoluci(rny€8,1",1(0) para cacla (r.t-u) e LRx fll x 10,22].

Para cualquicr- r0 € f)1 cxiste rr3(16) > 0 tal que cl carnbio de variable (4.25) tenga

una únicasolució111 :11(t.r.u) dcfinida 1'r:orrtinua para U-rol < z3(16). r-ir¡ (
4(16) ¡'0.<u<4(r¡).
\á que 01 es comp¿cto, podemos escoger z.! > 0 independientc cle r¡ tal quc cumpl:I

con las mismas propied:rdcs que z3(r¡).
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Si z6 : ¡-rin1rr,u2,u4j erúortces e1 cambio de variable define un homeomorfismo.

La transformación esta bien definida para (t,g,u) e IR x B'(0) x [0, z6]. Por (4.25),

tenemos

dr dy 0U dy AU

dt.=A+uaadt 
-ru ü

Entonces, por (+.fz) tenemos

(- lu\dy dr AU

\'" ao ) dt -- dt -' at

: uf,(t,a + rU(t,y,u)) - vff
= ufofu)+,lk(t.y). ¡,tul - *11"" " d|)

+ulf (t,,y + uU(t,y,u)) - k(t,a)l
: ufofu)+uf"(t,s)

Podemos ,rur qre f por." las mismas propiedades que / tiene en IR x B,(0) x [0, z6],

además, /6(t, g) : 0 para todo (t, gr) € ]R x Br(0). Nuevamente, por 3 tenemos que

uff -+ 0 cuando z -> 0 uniformemente en (ú,c) € R x B,(0). Podemos escoger zo lo
suficientemente pequeño tal que

ll"Pll. 6 <1, ue [o,,ol.Il av ll

Entonces,

l,-f-,ry)l-'=i (-,Y\-
L- \ "ayll -fo\"au)

Notemos oue ffi "s 
remotamente casi periódica, y [I - (uAUl09)]-1 tambien es

remotamente casi periódica. Se sigue que

* : l'- ?H)-' @,0(ú+ur.(t,v))

: ('-, É (-"#)-) uto@) + ui.e.il)

- ,folú -,¡,(t a)



Podemos r". qre-/, posee las mismas propiedades que /, es decir,
casi periódica y i, -+ 0.

Esto completa la demostración.

Aplicando el Lema 4.4.3 obtenemos el siguiente Teorcma:

:ufle"(¿)- rol ( ro.

Demostrac,ión. Por el Lema 4.4.3, podemos reducir (4.17) a @.26).Por lo que si realizamos el cambio de variable g : z + ro'obtenemos

Teorema 4.4.4. Supongamos qu,e f, satislace las condic,iones mencionadas en elprimer pdrrafo de la subsecc,ión..Si f¡ definiida en (4.19) es tal que ectste x¡ e B,(ó)
con f¡(u6) = o y H@d pose'e uarores propr,os con p)rte rear- distinta d.e cero. Entonces
l:i:r_i," 

ro A uo > 0 Lo sufi.c,ie ntemente pequeños iol que para u e (O,usl la ecuación(4.77) posee una única solución p, remotamente cas,i periódica continuaen IRx (0, zs]tal que

z'(t) : y¡, ¡ uf,¡t, z¡

98

es remotamente

(4.28)

(4.2s)

!

donde .4 = *@d y

r,1t,,1 : fo(z + ro¡ - fo(ro) - ffO;, + !,(t, z + xs)

AsÍ podemos r"r qr" .É, satisface las mismas propiedades que 1,.s"un.: - tu,.z"(s) : z(su-1) y F,(s,ae)) : 4(rr:;,r"¡")). Entonces de taecuación (4.29) se sigue

dz

É: o""+F,(s,2,(s¡),

donde F es una función remotamente casi periódica en la primera variable dado queF 1o es. Y'a que á no posee valores p.opios con p.*" .áiguur a cero) tenemos quela solución satisface la ecuación integral dada pár

B. : {,!, € n  ,a(rR, rR.") lllrbll,_ < n}.

Sea
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, Podemos ver que el operador definido por

Tl),b) = [* c6,u¡F,1u,lt,(u))d.u

mapea Bro en B.o al €scoger r¡ y /o lo suflcientemente pequeños. Luego Ia de-

mostración concluye del teorema del punto frjo de Banach. tr
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