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RESUMEN

Las funciones remotamente casi periédicas han sido poco estudiadas en la literatu-
ra. Por esto nuestro objetivo es estudiar las funciones remotamente casi periodicas,
introducidas por D. Sarason en 1984. Veremos algunas propiedades y sus aplicaciones
en ecuaciones diferenciales ordinarias y con argumento constante a trozos.

Este trabajo consta con la siguiente distribucion:

En el Capitulo 1, se define el conjunto de funciones remotamente casi periddicas y se
demuestran algunas propiedades bésicas. Ademads se realiza una comparaciéon entre
las funciones casi periédicas y remotamente casi periodicas, se estudia la estructura
del espacio, el operador de convolucién, se extienden resultados conocidos en la teoria
de funciones casi peridédicas. Se introducen los conceptos de dicotomia exponencial
v bi-propiedad, estableciendo algunos casos donde es obtenida, por tltimo se define
el conjunto de funciones Z-remotamente casi periddicas.

En el Capitulo 2, se estudian sistemas lineales Con dicotomfas exponencial y coe-
ficientes remotamente casi periddicos y pequenas perturbaciones, obteniendo condi-
ciones suficientes para la existencia de soluciones remotamente casi periédicas y se
analiza lo que ocurre cuando la perturbacién converge a cero. Se enfatiza la im-
portancia de la propiedad Bi-remotamente casi periodicidad integrable, ademés se
presentan algunos ejemplos.

En el Capitulo 3, se estudian sistemas cuasilineales en la familia de ecuaciones
diferenciales con argumento constante a trozos y con pequefas perturbaciones, y
bajo condiciones suficientes se establece la existencia de soluciones remotamente
casl periodicas. Para ello se analiza la ecuacion lineal en diferencias con dicotomia
exponencial y coeficientes remotamente casi periédicos, ademas del sistema lineal
con pequeiias perturbaciones.

Concluimos con el Capitulo 4, donde se consideran los modelos Brusselator,
Richard-Chapman, Lasota-Wazewska y el metédo de averaging, para aplicar los re-
sultados obtenidos con parametros y/o perturbaciones remotamente casi periédicas.
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ABSTRACT

Remotely almost periodic functions (RAP in short) have barely been studied.
Thus, our objective is to study these type of functions that were introduced by D.
Sarason in 1984. We are going to study certain properties of them and their appli-
cations to ordinary differential equations and with piecewise constant argument .

This work has the following distribution:

In chapter 1, the set of Remotely almost periodic functions is defined and certain
elementary properties of this set are proved. Besides, a comparison between almost
periodic functions and remotely almost periodic function is carried out. Moreover,
we study the convolution operator and we obtain some new results in almost pe-
riodic functions theory. The concept of exponential dichotomy and Biproperty are
introduced. We obtain those properties in some cases. Finally, the set of Z-Remotely
almost periodic functions is defined.

In chapter 2, Linear systems with exponential dichotomy, remotely almost peri-
odic coefficients and small perturbations are studied, obtaining sufficient conditions
for existence of solutions of remotely almost periodic equations and the case when
the small perturbation tends to zero is analyzed. Also, the importance of the inte-
grable bi-remotely property is emphasized. Some examples are given.

In chapter 3, the family of Quasilinear systems with piecewise constant argument
and small perturbations are studied. The existence of remotely almost periodic so-
lutions for these systems is established under sufficient conditions. For this purpose,
the difference linear equation defined with exponential property, remotely almost
periodic coefficients and small perturbations and the linear system with small per-
tubations are analized.

Finally, in chapter 4, the Brusselator, Richard-Chapman, Lasota-Wazewska mod-
els and the averaging method are considered to apply the previously obtained results
with small parameters and/or remotely almost periodic perturbations cases.



Capitulo 1

Introduccion

En 1984, D. Sarason [30] introduce una generalizacién de las funciones casi per-
i6dicas, esto es, la nocién de funcién remotamente casi periddica y analiza la estruc-
tura de este espacio de funciones. Este espacio nos permite estudiar funciones casi
periddicas perturbadas, lo cual no es posible realizar con otros espacios, ya sea el
de funciones asintéticamente casi periédicas, entre otros. Algunos trabajos donde se
observa la generalidad de este espacio de funciones son [30,45, 46, 50,51].

En este capitulo, demostramos algunas propiedades de las funciones remotamente
casi periddicas y generalizamos resultados conocidos en la teorfa de funciones casi
periodicas.

1.1. Definicion y Propiedades de las Funciones Re-
motamente Casi-Periddicas.

1.1.1. Funciones Remotamente Casi Periddicas

En lo que sigue, BUC (R, R™) denota el conjunto de todas las funciones acotadas
y uniformemente continuas en R que toman valores en R y los lleva a R", y C (R, C)
son el conjunto de todas las funciones continuas en R, que toman valores en R y los
lleva a C.

Definicion 1.1.1. Un conjunto A se dice relativamente denso en R, si existe
L > 0 tal que para todo a € R se tiene AN [a,a+ L] # 0.

Por ejemplo, Z es un un conjunto relativamente denso en R y basta usar L > 1.



Definicién 1.1.2. Una funcién f € BUC (R, R™) se dice remotamente casi per-
iéddica si el conjunto

T(fe)= {TER

[t|—=oo

limsup ||[f(t+7)— f(t)] < e}

es relativamente denso en R.
El numero 7 € T (f,€) se conoce como remoto e- nimero de traslacion de f.
Denotamos por RAP (R, R") el conjunto de estas funciones.

Las siguientes definiciones nos permitiran entender la estructura del conjunto

RAP(R,R™).

Definicion 1.1.3. Una funcion f € BUC (R,R") se dice lentamente oscilante si
para cada 7 € R

lim || (¢4 7) = / (&) = 0.

|t|—o0
Denotamos por SO (R, R") el conjunto de todas estas funciones.
Definicién 1.1.4 ( [10]). Una funcién f € C (R, R") se dice Bohr casi peri6dica

si el conjunto

Tl(f,e)ﬁ{'reR

supll (6 7) — £ (¢)] < }

es relativamente denso en R.
El numero 7 € T3 (f,€) es llamado el e-ntimero de traslaciéon de f.
Denotamos por AP (R,R") el conjunto de estas funciones.

Las funciones lentamente oscilantes han sido estudiadas en diversos trabajos [18,42]
v en diversas dreas. Para ver lo natural que son las funciones lentamente oscilantes
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.5. Sea f : R — R una funcion uniformemente continua. Si f' es
integrable sobre R entonces f € SO (R).

Demostracidn. Sea e > 0, entonces como f/' € L' (R) existe N > 0 tal que

[-N,NJ*

< €. (1)




Por otro lado,

[f(t+a)—f() =

" (s ds+ £ (0) /f yds— f )‘

Of
[

Por (1.1), para [t| > N con (t,t+a) C [-N, N]° se tiene

Flt+a)— f@)] <e  con b+ate [-N, NI
Luego itl}im ft+a)— f(t)=0yasl feSOR). O

Observaciones.
1. Si f € AP (R,R") entonces

Ti(f,e)={aeR[|F(+a) = F()le <€}

es relativamente denso en R. Como T3 (f,€) C T (f,€) concluimos f € RAP(R,R"),
es decir, AP (R,R™) C RAP (R,R").

Las funciones asintoticamente casi periddicas, AAP(R, R) (ver [5,16]), son la suma de
una funcién casi periodica y una convergente a cero cuando [¢| — oo. Es facil ver que
AAP(R,R) € RAP(R,R), sin embargo afirmamos que RAP(R,R) ¢ AAP(R,R).
En efecto, sean h,g € BUC(R,R) con h € AP(R,R) y limp_qe g(t) = 8 # D En-
tonces hmm_m[g(t) — g(t+7)] = 0 para todo 7 € R y si ¢(t) := h(t) + g(t), luego
para 7 € T'(h,€) obtenemos

lp(t) — @t +7)| < e+g(t) — g{t + 7]

es decir,
limsup |@(t) — p(t + 7)| < e.

|t|—=o0

Luego ¢ € RAP(R,R), pero ¢ ¢ AAP(R,R).

2. El espacio AP (R, R™) es solamente una pequeiia parte de RAP (R,R™). Por sim-
plicidad, consideremos el caso n = 1 y valores complejos.

En tal caso AP (R,C) es generado por {e™|X € R}. Sea SLPycac: (R, C) (el espa-
cio llamado Strong Limit Power [47-49]) la C*-subalgebra de C (R, C) generada por



{eXM NeR, 0<a<1}.

Al comparar los conjuntos que generan a AP (R, C) y SLPy<q<1 (R, C) podemos ver

que es lo mismo que comparar un punto con el intervalo (0, 1).

El siguiente lema permitira relacionar esta comparacién con el conjunto RAP (R, C)

Lema 1.1.6. Sea o € (0,1), A € R. Entonces e € SO(R, C).

Demostracidn. Sea 7 € R. Es suficiente probar

lim (¢ +7)% —t* = 0.

[t]+00
Notar que
oy = i S
y por la regla de L’Hopital

Luego

i%nkMWWAfmﬂIONTER
t|—o0o

O

Del lema anterior concluimos que SLPyca<i(R,C) € SO(R, C). Cabe destacar que
AP (R,R*) N SO (R,R™) es exactamente el conjunto de todas las funciones con-

stantes.

Un ejemplo de una funcion f € RAP (R, R) es la funcién definida por

f(t) = cos(t) + cos (\/EQ +sin(t++/Jt]) + i

cuya gréfica es

2417

(1.2)



La siguiente definicién serd necesaria en los capitulos posteriores.

Definicién 1.1.7. Una funcién g : R x R? x R? — R? se dice remotamente casi
periédica en # uniformemente en R? x RY, si para todo subconjunto compacto W C
RY7 x RY, el conjunto

T'(g,6, W)= {TER

limsup |g (t +7,2,9) —g(t,2,9)| <€ V(z,y) € W} (1.3)

[t|—o0

es relativamente denso en R para todo € > 0.
El ntimero 7 se conoce como el e-remotamente periodo de g.

El siguiente resultado puede verse en D. Sarason [30], en el cual obtiene una carac-
terizacion para las funciones remotamente casi periodicas.

Teorema 1.1.8. EL conjunto RAP (R) es una subdlgebra cerrada de BUC (R) gen-
erada por AP (R) y SO (R).

Observacién 1.1.9. Dado € > 0, el teorema anterior asequre que st f € RAP (R)
existen g1, g» € AP (R) y ¢1,2 € SO(R) tal que
If = o1+ o1+ gapalll, <€

Observacion 1.1.10. Dados [ € RAP(R) y € > 0, el teorema anterior afirma que
existen g1, g2 € AP (R) y 1,2 € SO (R) tal que ¥(t) = g1(t) + ¢1(t) + ga(t)i2(t)
es un aproximante de f. Sean

)= ft+7) vy Af(t)=[f-(t) — f(), (1.4)



entonces

1A ()| 1£:(t) = -1 + 1£2) = DI + 1A @)l

<
< 2¢ + 1A @)+ [Arer (0] + gzl ol Arsp2 ()] + l02(8) ool Arg2(B)]],

y si consideramos 7 € T'(gy,€) N T(ga, €) se tiene

IAF B < 26 + (14 [e2lloc)e + [Arpr ()] + llgalloo | Arpa ()] (1.5)

Hemos acotado la diferencia de una funcién remotamente casi periddica con una
constante tan pequeia como queramos y una funcién que converge a cero cuando
|t| = oo , en lo que sigue veremos como aprovechar esta propiedad para extender
algunos resultados conocidos en la teorfa de funciones casi periddicas.

Proposicién 1.1.11. Sea f; € RAP (R,R™), i =1, ,n. Entonces para cada € > 0
el conjunto

[t|—o0

T(flvfﬂa'” ;fn:E) = {T ER

limsup l|f1(t+T) —f.‘,’(t)“ <€ i = 1 sﬂ}

es relativamente denso en R.

Demostracién. Aplicando el Teorema 1.1.8 para f; € RAP(R,R™), dado ¢ > 0
existen g, g € AP(R,R™) v ©i,p0n € SO(R,R™). Luego si 7 € T(gi1,€) N
T(giz, €') con € = €/(1 + ||@i|lo0), por la observacién 1.1.10 tenemos

Ifit+7) = )] < 2e+ (1 + [[pizllo)€
+la(t +7) — ea(t) | + |gizlloollwia(t + 7) — waa(t) |-
= 3e+ ealt+7) — @ult) + gl llialt + 7) — will

cualquier ¢/-niimero de traslacion 7 de gi1 ¥ giz es un 3e-remoto nimero de traslacién
de f;.

Sea e, = min{¢}|1 <1 < n}. Ya que el conjunto de e,-niimero de traslaciéon comunes
de gij : i = 1,2,...,m, j = 1,2 es relativamente denso en R [ [10], Teorema 1.1.19],
entonces el conjunto de 3e- ndmero de traslacion remotos comunes para f; : ¢ =
1,2, ...,n también lo es. La demostracién esti completa. O

Ahora veremos que el conjunto de las funciones remotamente casi periédicas posee
estructura de espacio vectorial.



Teorema 1.1.12. Sea f € RAP(R,R™). Entonces
1. 8i g€ RAP(R,R™), entonces f + g € RAP(R,R™).
2. Si o CR, entonces af € RAP(R,R™).
2. Sea R — R dada por p(t) = at+b, a,b € R, entonces fop € RAP(R,R™).

Demostracion. Para demostrar 1 v 2 consideremos f,g € RAP (R,R™) v A, n € R.
Tenemos

A (Af () + ng ) < (A IALF G+ ul |A-g @)
Luego

lfmsup [|A, (Af (2) +pg ()| < Umsup (A |A-f @) + sl 1Ag (£)]])

[t|—=o0 [t|—co

< [X|lmsup | A f (1]
[t| o0
+ |l limsup [|A-g (2)]]
[t]—co
Dado € > 0, sea ¢g = min {ﬁ Eﬁ} . Entonces

lim supjy— o0 I fE+7)—fFOI <eo }
lm supyy oo 19 (£ 47) ~ g ()] <0

Por la Proposicién 1.1.11 sabemos que este conjunto es relativamente denso en R.
Luego si 7 € T1 (f, g, €), tenemos que

limsup |Ar (Af (2) + pg (£))]| <e.

|t| =0
Asi Af (1) +pg(-) € RAP (R,R™).
Para probar 3, consideremos a # 0. Notemos que

1A f (at +b)| = |f (at + a7’ +b) — flat + b)|| = ||f (at + b+ ar’) — fat +b)] .

Haciendo el cambio de variable ¢’ = at + b vemos que

1A f (at + o)l = IS (¢ +a7') = F{E)]]-



Ademas, como f € RAP(R,R) existe 7 € T(f,¢) tal que

limsup || f(t+7)— f@)| <e.

[t|—oo
Considerando 7' = T se obtiene

limsup ||Axf (at + b)|| = limsup ||f (£ + 1) — f(¥)|| <.

|| —+o0 [t/|—o0
Esto concluye la demostracion. O

Corolario 1.1.13. El conjunto RAP{(R,R™) es un subespacio wvectorial de
BUC(IR, R™).

Proposiciéon 1.1.14. Sea {f,}, .y una sucesion de funciones en RAP (R, R™) tal
que fn = f, entonces f € RAP (R,R™).

Demostracion. Dado € > 0 existe ng > 0 tal que
£ (£) — F (B < g sim > ng, V£ € R.
Como

1AfF I < [fE+7) = @+ + [ fom (8 +7) = fr @ + [ (2) = F (D,

entonces 81 m > ng se tiene

£t 47) = £ O < 3+ I 6+ 7) = Fm (O]
LuegosiT €T ( Fesits %) obtenemos

limsup ||f (t+7) = f ()] < e

[t]—soc
Por lo tanto, f € RAP (R,R™). O
Del Corolario 1.1.13 v la Proposicién 1.1.14 se obtiene lo siguiente:

Corolario 1.1.15. (RAP (R,R™),||-||.) es un espacio de Banach.



Este Corolario tiene un papel fundamental, ya que permitird aplicar el Teorema del
punto fijo de Banach en los resultados que se expondran en los capitulos 2 y 3.

Un punto importante y necesario en nuestro estudio es saber cudndo la integral de
una funcién remotamente casi periddica es remotamente casi periodica, que es una
pregunta crucial al momento de estudiar la existencia de soluciones remotamente casi
periodicas en ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo, si tenemos la ecuacion
diferencial

donde f € RAP(R,R), su solucién estd dada por

b

o) = 2(0) + [ fadd,

t
por lo que la solucién es remotamente casi periddica cuando f f(u)du es remota-
: 1 0
mente casi periodica.
El siguiente resultado es similar al conocido para funciones casi periddicas.

i

Proposicién 1.1.16. Sea f € RAP(R) y F (1) = / f (s)ds la primitiva de f(t).
0
Entonces F' € RAP (R) si y sélo si F (t) es acotada en R.

Demostracidn. Como F es remotamente casi periddica, F' es necesariamente acotada.
Para la otra implicancia, sea F (f) acotada, sin pérdida de generalidad asumamos
que F'(t) es una funcién a valores reales.

Como f es remotamente casi periddica, para 7 € T'(f, €) tenemos

limsup |f(t+7) — f(£)] < er;

[t|]—o0

6 equivalentemente, existe to > 0 lo suficientemente grande, tal que si [t| > o, se
tiene

|ft+7)—f) <e.

Tenemos
G =sup F(t) > inf F(t)=g;

lt]>to [t|>to
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sean t; y ta fijos, |t1] > to, [t2| > fo, y asumamos que ¢; < fo, satisfaciendo

F(t) <g+§; Filts) 5@ — -;i.
Dado que T'(f,€;) es relativamente denso en R todo intervalo I de largo | = I (&)
satisface que TNT(f,e,) # 0, donde ¢ = ¢/6d, d = |t; — 12|
Para todo o € R, tomemos 7 € T (f,e1) N o — ty, 0 — £y + 1].
Ahora, tomemos s; =t; +7 (i =1,2), L =1+ d. Entonces si s, $2 € [, + L], ¥

F(sa)—F(s1) = Flta)—F(t)— Qf(t)dmfwf(t)dt
. F(tg)~F(t1)+l2[f(t+T)—f(t)]dt
> G~g—§~51d=G—g—§,

se tiene,

€
(F(s1)=9)+ (G~ Fls2)) < 5
las expresiones en paréntesis de la desigualdad anterior son no negativas, as{ hay dos
ndmeros s; v Sy en cualquier intervalo de longitud L satisfaciendo simultdneamente

€ €

F(Sl) <g+-2‘, F(Sg) >G—5
Ahora, tomemos e; = €/2L, vy hemos probado que cuando 7 € T'(f, e), 7 € T (F\¢).
En efecto, para cada t € R, podemos escoger s; v sy en el intervalo [¢,¢ 4 L] satis-
faciendo F (s1) < g+ (¢/2) y F (s2) > G — (¢/2). Por lo que, para 7 € T'(f, €2), se
tiene, respectivamente,

ltmsup (F (t47) — F(8)) = Imsup |AF (1) + /t Y@ de— / Crwa

[t|—+oc [tjl—oo t+7

€
> g—(g—f—a)—ﬁzL:—E

&

limsup (F (t+7)— F(¢)) = limsup _ATF (s2) + /52 Ft)dt — /SﬁT ft) dﬁ-
¢ ¢

[t|—ra0 [t] =00 + ]

< G*(G*§)+€2L=e

Entonces para 7 € T (f, €2), tenemos 7 € T (F, ¢); por lo que F (t) es remotamente
casi periddica. Il
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Cabe destacar, lo primordial que es la existencia del promedio de una funcién al
momento de estudiar ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas, por su intima
relacién con la existencia de la dicotomia exponencial (seccion 1.2) del sistema.

El siguiente resultado nos permitird asegurar la existencia del promedio para las
funciones remotamente casi periodicas.

Proposicién 1.1.17. Sea f remotamente casi periddica. Entonces % ] f(t)dt
converge cuando T — +00 uniformemente con respecto a o € R. Es decir,
1 a+T
M(f)= Jim o [ F (@)
no depende de «, y éste es llamado el promedio de f

Demostracién. Como f (t) € RAP (R), entonces f (t) es acotada.
Para todo € > 0, para todo 7 € T'(f,€), existe s > 0, tal que cuando [¢| > sq,

FE+7) - fll <e

Dado que T (f, €) es relativamente denso en R todo intervalo I C R de largo [ = I (¢)
cumple que I NT(f,¢) # 0. Sea G = supyeg | f (£)].
Tomemos 7 € T'(f,€/4) N [a,a + ], entonces para cualquier a, s € R

o= [ 0] = |(["- [+ [+ [)r0

-<]1Afﬁ+/1Lflﬁ+/lﬂtﬁ

- [0 {f(t+'r)~f(t)|dt+ff(t-i-’f)—f(tﬂdt
< [Tir@ias [ @

T+5
sup | (¢+7) = £(t)] - (s = s0) +2C (1 + 50)

t€[s0,5]

< i(s~30)+2G(l+30)3

IA
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entonces

2G (E + S())

L%faaﬂ"f(t)d f/:f(t)dt S LT(T—SO)-P (1.6)

4 T '
1 nT 1 T 1 n 1 kT T
— ftdt~/ftdt~— ~U ftdt—/ftdt}
= [ @ it DI FANEICERY {0
. € 2G (l -+ S{])
< — o Ui
Luego, si consideramos T° — 400 en (1.7)
1§ € 2G (1 + so)
- A A B R SR ) i .
M- 7 [ @i < @0+ (18)
Usando la desigualdad triangular para (1.6) y (1.8), deducimos
T € 2G (1 + 50)
- _ B o S T
7 [ ra-mp| < gr@ -+ <o
- 1 a+T
solo si T > (8G (I + sq0) /€) — s0. Esto es, cuando 1" — oo, f/ f (t) dt converge

a M (f) uniformemente con respecto a & € R. Ademads, notemos que son iguales las

ecuaciones
A 1 ¥
— = — t dt.
2 rwa=g [ e

Esto prueba que el limite no depende de a. d

Para g € L'(R) v ¢ € BUC(R) definamos el operador de convolucion como

L)) = [ gt —shpladds (1.9)
El siguiente lema nos serd ttil en lo que sigue

Lema 1.1.18. Sean ¢ € RAP(R,R) y g € L}(R,R). Entonces para todo € > 0 existe
¢ =€ (e) tal que si T € T(ip,€') se liene

lim sup /lm lg(u)||p(t —u+7) — p(t —u)|du < e

|t = J —x
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Demostracion. Sean M = [ |g(u)|du y ¢ > 0. Ya que ¢ € RAP(R,R) existen
f1, fo € AP(R,R) y hy, he € SO(R,R) tal que

&
le — (fi + b1+ faha)|loeo < i
Luego si T € T(f1,€¢) NT(fs,€) con € = min{$ T , 157} ¥ recordamos que
A p(t) =t + 7) — ¥(t) se obtiene

(o 0]

[ lotwllgte - uem) - ple—wlldu < e+ [ lgulahate —

—00 —00

oo

il [ Lot Acha(e = w)du
by © 9]

Para que exista lfm; o |A, f(£)] es suficiente que lim, o | A, f(z,)| exista para toda

sucesion {an}, oy tal que &, — oo cuando n — oc. En tal caso

th |A; fE)] = lim W

Notemos que

0]

[ lotwliadute = widu < 21l [ lotwidn=2nled, i =12
concluimos que la funcién 2|g{u)|||hi|l €s integrable en IR. Sea cualquier sucesién
{zn}, ez, tal que z, — Foo cuando n — Foo. Por el teorema de convergencia
dominada de Lebesgue

lim lg(w)||Arhi(t — w)|du = lim / lg(w)|| A hi(zn — u)|du

[t—co J_ [n|—o0

= f lg(w)] | 1|1’m | Ay (2, — w)|du

—0o0

o
= / lg(w)| Um |A Rt — u)|du
|t|—o0

—00

= 0.

Luego

Hin g / ()| Akt —w)ldu = lim / |9()|| Al — u)|du = 0.

[t|l=o0 /=00 [tl=o0 J oo
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Finalmente
h’msup/ g(u)||w(t —u+7) — @t —u)|du < e
[t]=2o0 J -0
Esto concluye la demostracion. O

Proposicién 1.1.19. Sean ¢ € RAP(R,R) y g € L}(R,R), entonces el operador
(1.9) es tal que
L : RAP(R) — RAP(R).

Demostracion. Claramente

[l g)(t+7) —(pxg)(®)] < fm lg(u)lle(t —u+7) — ot — u)ldu.

—00

Ahora, por el Lema 1.1.18, dado ¢ > 0 existe ¢ = €/(e) tal que si 7 € T, €) se tiene

limsup [(p*g)(t+7) — (@*g)(t)] < e

[t]—oc
Lo anterior concluye la demostracion. O
Corolario 1.1.20. Sea « constante positiva y f (t) € RAP (R), entonces

/t e =) f(s)ds gy /oo e~ f(5)ds

—CC

son remotamente casi periddicas.

1.1.2. Sucesiones Remotamente Casi Periodicas

Andlogamente a las funciones remotamente casi peridédicas haremos un breve
anélisis de las sucesiones remotamente casi periodicas.

Definicién 1.1.21. Una sucesion acotada z : Z — R™ se dice remotamente casi
periddica si el conjunto

Tlze) = {TEZ

limsup ||lz(n+7)—z(n)|| <e¢
|nj—o0

es relativamente denso en Z.

El nimero 7 € T (x,¢€) es llamado el remoto e-ntimero de traslacion.
Denotaremos al conjunto de todas estas funciones por RAP (Z,R™).
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Definicién 1.1.22. Una sucesién acotada z : Z — R™ se dice casi periodica si el
conjunto
T(xe)={reZll|lz(n+7)—zn)| <e neZ}

es relativamente denso en Z.
El niimero 7 € T (z,€) es llamado el e-casi periodo.
Denotaremos por AP (Z,R™) el conjunto de estas funciones.

Definicién 1.1.23. Una sucesidén acotada z : Z — R™ se dice lentamente oscilante
si para cada a € Z se tiene

lim ||z(n+a)—z(n)||=0.

|| o0
Denotaremos por SO (Z,R™) al conjunto de estas funciones.

Un ejemplo de una sucesion z € RAP(Z,R) es

, 3n?

z (n) = cos(n) + cos (\/En) + sin(n + +/|n|) + ——, (1.10)
Fi2-1 -

notemos que es la discretizacion de la funcién (1.2). Tenemos el siguiente teorema,
para relacionar una sucesion remotamente casi periddica y una funcién remotamente

casi periddica.

Teorema 1.1.24. Una condicidn necesaria y suficiente para que una Sucesion aco-
tada {un}nez Sea remotamente casi periddica es la existencia de f € RAP (R,R™)
tal que f(n) = up, n € Z.

Demostracion. La suficiencia. Supongamos que existe f € RAP(R,R™). Por el Teo-
rema 1.1.8, dado ¢ > 0, existen g1, go € AP(R,R™) y 1, 2 € SO(R,R™) tal
que

ILf = [g1 + 91+ @200l o < /4
Por el Teorema 1.7.3 en [44], g1(n), g2(n) € AP(Z,R™).
Sea ¢ = min {e/4,¢/ (4|2 )} ¥ sea 7 un €-ntmero de traslacién de g, (n) y g2 (n).
Mostraremos que si 7 es un ¢ /2-remoto ntmero de traslacién de g; (n) + ¢1 (n) +
ga (n) 2 (n) entonces, es un remoto e-ntmero de traslacién de f (n) = u,. Ya que

IAf )l < €/2+ (1 + llpalloo)e + [|Arpr ()] + [l g2llcoll Ara(n)]l.

Asi
limsup || f(n+7) — f(n}] <e

|| —oc
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Esto muestra que T (f(n), €) es relativamente denso en Z y f(n) es remotamente casi
periddica.

Ahora para el reciproco, asumamos que u, €S una sucesién remotamente casi per-
id6dica. Definamos la funcién f en R por

f@) = un + (t=n)(tns1—un), (n<t<n+1lnel)

Es claro que f(n) = u,. Veremos que f € RAP(R,R™), solo necesitamos ver que
T(tn,€/3) CT(f,€). Sea 7 € T(uy,e/3). Sin<t<n+1, entoncesn+7<t+7<
n+ 7+ 1. Ya que

Acf(t) = fln+7) = f(R)+ =) {{f(n+ 7+ 1) = fln+ )] = [f(n+7) = F(n)]}
v 0 <¢—n < 1, obtenemos

limsup ||f(t+7) — f(¥)| <€

|t|—=o0

Asi, 7 € T(f,€). Con lo cual la prueba esta completa. O

1.2. Dicotomia Exponencial

La dicotomia exponencial serd primordial en las demostraciones que siguen, por
lo que introduciremos su definicién, para ello consideremos las ecuaciones

dx
dx
= = ADz+ /() (1.12)

Definicién 1.2.1. Sea ®(-) una matriz fundamental de la ecuacién (1.11), entonces
(1.11) posee una (a, K, P)-dicotomia exponencial si existen constantes positivas
o, K > 1y una proyeccién P (P? = P) tal que

G, s)]| < Keolt=#l ¢ s € R,

donde G(t, s) esta dada por

_ Je@)Pai(s) sit > s
Glt,5) = {@(t)([ —P)®1(s) sit<s. (1.13)

y la llamaremos el nicleo de Green asociado al sistema (1.11).
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El siguiente Lema demostrado en [9] nos permite saber bajo que condiciones
al perturbar un sistema diferencial lineal que posee dicotomia exponencial esta se
mantiene

Lema 1.2.2 (Roughness). Si el sistema (1.11) posee dicotomia exponencial en R con
constantes positivas K, o y la proyeccion P. Si 6 = sup;cg | B (1)|| < 5= Entonces
la perturbacidn del sistema

dzx

a=A(t)a:+B(+:)a: (1.14)

2 . , . .
posee une (o — 2K, %, Q)-dicotomia exponencial, es decir:

9
qu (t) qufl (8)” at %{_6—(0:—‘2?(5)@—3)’ t>s

2
[2 (- QU ()] £ e 55y,

donde W (t) es la matriz fundamental del sistema perturbado (1.14) tal que U (0) = I
y la proyeccion () tiene el mismo espacio nulo de la proyeccion P.

Por ultimo, enunciaremos algunos Teoremas que nos indican cuando un sistema
posee dicotomia exponencial

Teorema 1.2.3 ( [13]). Sea A € My, mairiz constante. El sistema (1.12) posee
wna tnica solucion » € C(R,R™) acotada pare cada funcion f € C(R,R") acotada
si y sdlo si A posee valores propios con parte real distinta de cero.

Teorema 1.2.4 ( [13]). Sea A € C(R,R™™) acotada. El sistema (1.11) posee di-
cotomia exponencial en R si y sdlo si para tode funcion f € C(R,R") acotada el
sistema (1.12) posee una tunica solucidn ¢ € C(R,R"™) acotada.

1.3. Bi-Propiedad

Una propiedad primordial al momento de estudiar la existencia y unicidad de
soluciones del tipo casi periodico es la Bi-casi periodicidad de la funcién de Green.
La cual ha sido omitida o poco enfatizada durante mucho tiempo.

En lo que sigue daremos la definicién de Bi-casi periodicidad
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Definicién 1.3.1 (Bi-casi periodicidad exponencial). Diremos que una funcion
G = G (t,5) es exponencialmente bi-casi periddica si para todo € > 0 existe T (G, ¢)
relativamente denso, tal que si 7 € T (G, €)

IGE+7,54+7)—G(ts)| < ece™®9, ¥V t,5 € Re,o > 0constante.

Definicién 1.3.2 (Bi-casi periodicidad Integrable). Diremos que una funcién
G = G (t,3) es bi-casi periddica integrable si para todo € > 0 existe T (G,¢) rel-
ativamente denso en IR, tal que si 7 € T (G, €)

/ |Gt +7,s+7)—G(ts)|ds <ec,V t €R, ¢ > 0constante.

Definicién 1.3.3 (Bi-casi periodicidad local). Diremos que una funcion G = G (¢, s)
es localmente bi-casi peri6dica si para todo € > 0 existe 7' (G, €) relativamente denso,
tal que si 7 € T'(G, €) entonces

IGlt+7,8+7)—G(¢,s)|| <e, 0<|t—s| <L, L, ¢>0constantes.

Observacion 1.3.4. St consideramos (1.11). Sea A € AP(R,R) basta tomar 7 €
T (A €e) y con dicotomia exponencial se obtiene la condicidn de bi-casi periodicidad
local [43]. En la prdctica, basta la bi-casi periddicidad integrable que es implicada por
la bi-casi pertodicidad exponencial.
Sia € AP(R) y con promedio M(a) # 0,

=8tz
es exponencialmente bi-cast periddica; y ademds hiperbdlico (ver [9]).

Es importante notar que el nticleo de Green no es inmediatamente bi-casi per-
iddico integrable, a pesar de tener la dicotomia exponencial.

Ejemplo 1.3.5. La ecuacion diferencial
' =—(1+b(t)z+1, b(t) >0,

posee dicotomia exponencial. Pero, el nicleo de Green asociado no es bi-casi period-
1€0.
Su solucidn acotada esta dade por

ot
z (t) =/ e~ Ja (Hb)dr g g

la cual, en general, no es casi periédica si b no lo es (por ejemplo, bastaria ath’m b(t) =c
—00

¢ b es casi automorfica, ete.).
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Necesitaremos propiedades similares a las mencionadas anteriormente, por lo que
definiremos la Bi-Remotamente casi peridédicidad.

Definicién 1.3.6 (a-Exponencialmente Bi-Remotamente casi periodicidad). Dire-
mos que una funcion G = G (t,s) es a-exponencialmente bi-remotamente casl per-
i6dica si para todo € > 0 existe 7' (G, €) relativamente denso, tal que si 7 € T' (G ¢)

lim sup Heo‘(t_s)(G (t+7s+7)—G(t9)]| £ e t>s, (1.15)
t—c0o

limsup ||e** NG (t+T,s+7) — G(t,8)| < e t<s, (1.16)
t—=—o0

donde @, ¢ son constantes positivas.

Definicién 1.3.7 (Bi-remotamente casi periodicidad Integrable). Diremos que una
funcién G = G (i, 8) es bi-remotamente casi periddica integrable si para todo € > 0
existe T (G, ¢) relativamente denso en R, tal que si 7 € T'(G€)

o0
h’msup/ |Gt +7,s+7)— G(t,s)||ds < e.

|t]—c0 —o0

Definicién 1.3.8 (Bi-remotamente casi periodicidad local). Diremos que una fun-
cion G = G (t,s) es localmente bi-remotamente casi periédica si para todo € > 0
existe 1" (G, €) relativamente denso, tal que si 7 € T'(G, €) entonces

limsup |G (t+ 71,8+ 7) — G(t,s)]| <e, 0< |t —s| <L,

|t|—e0
para L > 0 fijo.

Consideramos la ecuacidn escalar
z'(t) = a(t)z(t) (1.17)

con M{a} # 0 veremos que el nicleo de Green asociado es Bi-remotamente casi
periddico integrable.

Teorema 1.3.9. [Bi-Remotamente Casi Periodicidad Integrable para a Ergédico] Si
a es una funcidn remotamente casi periddica con M(a) # 0, entonces dado ¢ > 0
eziste €(e) = ¢ > 0, tal que si T € T(a,€') tenemos que

t . .
lim sup/ ‘ejst% alr)dr _ plsalrldr| 4s <€, M(a) < 0.

[t}—=o0



]ﬁn Sup / ‘ef:.:: G("")l‘{ﬂ‘ o E’,‘f: O‘,(’r’)dr dS < E, ,M(CL) = D
4

[t|—=o0 .
Demostracion. Sea M(a) < —v < 0, sabemos que \ef-:”(’")d’"t < Ke™ ") para t > s.
No es dificil verificar que
i1

|eJetr alridr _ el o) < K2t — 8)e™" ) sup [a(u+ 7) — alw)]
ue(s,t)

Luego

if . £
f e alr)dr _ oJialdr| < [ K2(t — 8)e™9) sup |a(u + 7) — a(w)|ds
J =00

—00 uE(s,t)

< / K*e "z sup |a(u—z+7)— a(u— z)|ds.
0 wE (b,t+z)

Dado € > 0, consideremos ¢ = K?y~'e. Consideremos ¢ — oo. Sea cualquier sucesion
{#n}nez tal que 7, — oo cuando n — oo, tenemos que

lim sup |a(lu—z+7)—alu—z)|=1lm sup |e(u—z+7T)—alu—z)|
t—o0 wE(t,00) n'%ooue(:un,oo)

Luego por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, obtenemos
o0 =
lim ez sup |Ara(u—z)|de = / e Pz lim sup |A,a(u— z)|dz.
t=oe /g uE(t,00) 0 100 42 (£,00)
Por lo que

t i " o0
lim Supf \efsﬁ a(r)dr _ els alrldr|ds < 1im sup/ K2z sup |Ara(u— z)|dz
- 0

t—o0 {—r00 uE(t,00)

G

VAN

Para t — —o0 es andlogo.
Se concluye de la misma manera el caso M(a) > 0.
Esto prueba teorema. O

El resultado se extiende al sistema
2'(t) = A(t)z(t) (1.18)

donde la matriz A(t) = diag{a;(¢)} tal que Re(M{a;}) # 0. Tenemos el siguiente
resultado
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Teorema 1.3.10. Sea A matriz diagonal A(t) = diag{a:(t)} remotamente casi per-
iddica tal que Re(M{a;}) # 0, entonces la matriz fundamental de (1.18) es Bi-
remotamente casi periddica integrable.

Demostracién. Sabemos que su matriz fundamental esta dada por

ef; Alu)du _ diag{efst ai(u)du}

v por el Teorema 1.3.9 se obtiene que cada elemento de la matriz fundamental es
Bi-remotamente casi periddica integrable. ]

Antes de ver algunos resultados que nos permitirdn saber cuando tenemos estas
propiedades, demostraremos el siguiente lema técnico

Lema 1.3.11. Sean A € Mpyn(R,R) y ® matriz fundamental de (1.11). Entonces
la matriz de transicién ®(t,s) = ()P *(s) satisface

O(t+1,8+7)— (L, s) = /t O(t,u)(Alu+7) — A(u)P(u+ 7,5 + 7)du, sit>s,
Y
B(t+ 7,5+ 7) — Bt 5) = /.S(I)(t,u)(A(quT) AW ®lu -+, 5+ 7)du, 8> h

Demostracion. Definamos V(t,s) = ®(t + 7,5+ 7) — ®(t, s), y consideremos t > s.
Tenemos que

oV oo o

E(f,s) = E(‘t—FT,erT)—E(t,s)
= Alt+7)®(t+7,5+7)— AlL)P(t,5)
%(t,s) = AV(t,s)+ (Alt+71)— AR)®(t+ 7,5+ T), (1.19)

de la dltima igualdad, si s < ¢ tenemos
Vilg)= /t O(t,u){Alu+7) — A(uw))®(u+ 7,5 + 7)du,
es decir,
Ot+7,84+71) -t 5) = /t O(t,u)(Alu+7) — Alu))®(u+ 7,5 + 7)du.
s

De manera anéloga se concluye para t < s. Lo que cual la prueba esta completa. [l



Asi, tenemos que

' Teorema 1.3.12. Sean A € RAP(R,R"), ®(t, s) la matriz fundamental del sistema
(1.11) Entonces dado € > 0, existe €'(¢) = ¢ > 0 tal que si 7 € T(A,¢) tenemos que
para 0 < |t — 8| < se satisface

limsup ||®(t + 7,5 +7) — D¢, s)|| <e. (1.20)

|t]| =00

Demostracién. Consideremos ¢ > s. Dado que [|®(¢,5)]| < Ksi0 < |t —s| <y por
el Lema 1.3.11, tenemos

(B(t+ 7,5 +7) — B(t,8)| < /||‘I>(t,u)|HlA(u—t—T)—A(u)||||<1>(u+'r,s+7“){du

< Kz[ |A(u+7) — A(u)||du
< Kt s SUP)HA(M-W)—A(U)H-

uels,t
Dado que |t — s| <[ tenemos t — 1 < s <t + 1, por lo que,

Bt +7,s+7)— @) < KX sup [|A(u+7)— Alu).

ue(t—Lt)
< K% sup ||Alu—1Il+7)—A@—1)]|.
ue(t,t+)
< K% sup |Alu—I1+7)— A0 (1.21)
u€(t,00)
Anéalogamente, tenemos para s >t
|®(t+7,5+7)—d(t,s)| < K1 sup [AQu+7)— Al (1.22)
ue{—o0,t)

Sea 7 € T'(A, i%=). Por (1.21) y (1.22), obtenemos

limsup ||®(t+ 7,5 +7) — ®(t, )| < e

[t|—o0

Asi, obtenemos que la matriz fundamental de un sistema remotamente casi peridédico
es localmente bi-remotamente casi periddica. O

Observacién 1.3.13. Cabe destacar que en el Teorema anterior el sistema (1.11)
no necesariamente posee dicotomia exponencial, ain cuando se considera t — £oo.



23

Consideremos el sistema (1.11). Asumiremos que la matriz A(Z) tiene forma di-
agonal a bloques, A(t) = diag(A (), A_(t)), por lo que, el sistema se puede escribir
de la forma

zl(t) =A+('t)z
{y’(t) =A_(t)y (1.23)

donde ®,(t,s),®_(t,s) son las matrices fundamentales asociadas a las ecuaciones
para z e y respectivamente, ademas satisfacen las estimaciones

@4 (¢, 8)l| < Ke™"*% parat > s (1.24)
|®_(t,s)|| < Ke'=9) paras>t. '
con v > 0. Denotaremos por G(t,s) a la matriz
diag(® 1t >
G(t ) - 1a'g( +(t15):0) S? Z ¥ (125)
diag(0,®_(t,s)) sit<s.
Por lo anterior, tenemos
1G(t, 8)|| < Kel=sl, (1.26)

El siguiente lema nos permitira demostrar que el niicleo de Green (1.25) asociado a
(1.23) es Bi-remotamente casi periédico integrable.

Lema 1.3.14. Sea G(t,s) definida en (1.25) tal que verifica (1.26), entonces satis-
face la desigualdad

7
|Gt + 7,5 +7) — G(t, 8)]| < eEIK? / Ay (u+1) — Ar(w)lldu, t> .
8
y tenemos
IG(t+ 7,5+ 7) — G(t,8)]| < 79K f A (ut )~ A_(w)du, s>t
t

Demostracion. En virtud del Lema 1.3.11 se concluye el resultado.

Asi, tenemos unos del resultados principales de esta seccion.
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Teorema 1.3.15. Sean A. y A_ funciones remotamente casi periddicas tal que el
niicleo de Green (1.25) asociado a (1.23) satisface (1.26). Entonces dado ¢ existe
¢ =¢'(¢) tal que si 7 € T(Ay, ) NT(A_,€) se tiene

h’msup/ |G+ 7,s+7)—G(t,8)|ds e,

[t|=oe J—o0
es decir, G es Bi-remotamente cast periddica integrable.

Demostracion. Aplicando el Lema 1.3.14, tenemos que
/ Gt +7,s+7)—G(t,s)||ds < / K2e s / 1A AL (u)||duds

+ [ K2 [ AL A_(w)]||duds.
[ J1

Realizando los cambios de variables adecuados, obtenemos

—0o0

o0 o0 t
f |G+ 1,8+ 7)—G{E,s)||ds < K2/0 e"””"/ |AAL(u)||dudz
t—r
%] t+y
+K? / e~ [ |A;A_ ()| dudy
J0o t

Sean

B = [ [ At ) - A (w)dude
L#) = /0'00 e_’”’j; ’ lA_(u+7)— A_(u)||dudz

Primeramente consideremos ¢ — oo.
Tenemos que

L) < / T sp AL (u ) — Ap(u)da

ue[l—x,f]

2 / e e sup | As(u+7) — A (w)]de.
0

uEft—z,00)
Dado que sup,cp{[|A+llc: [|A- o} < M, tenemos que

ez sup |[A+(u+7)— AL(w)]| < 2M e x|
U’E[ifx’oo)



Notemos que h(z) = ez es integrable en [0, 00), es decir,
“00
0

Ademas, SUPycf—g.o0) | A+ (u+7) — A (u)| es una sucesién monétona en t y acotada,
por lo que podemos aplicar el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue.

Sea cualquier sucesion {tn}neN, tal que £, — oo cuando n — oo. Si consideramos
€ =5 yTET(AL,é)NT(A_,¢€). Tenemos,

lim sup [[A;Ai(u—z)|| = lim sup [[A AL (u—2)|
E=00 yeft,00) P00 4y tn,00)
-

Asi, tenemos

lim hz) sup |AA (u)|dz = h{z) lim sup ||AFA+(u— z)||dzx
=00 jg uElt—z,00) 0 —’°°ue[
S El.lnlJ]. = —
Concluimos

limsup 1 (t) < limsup/ h(z) sup |A4(u+7)— Ar(u)|dz
0

t—s00 t—00 uEt—x,00)
[e0]
= lim h(z) sup [[Ai(u+7)— Ay(u)|dz
t=co fo wEt—x,00

€
S ~
2
Ahora, consideremos ¢ — —oc.

Por lo que,

L) < f Th(z) sp Au(ut)— Ayfw)de

uEft—a,t)

< [Th@) s At - A
0

uE(—o0,t]

Notemos que Sup,e(_ooy | A+(u+7) — Ay (u)]| es una sucesién monétona decreciente
cuando ¢ — —oo y acotada. Sea cualquier sucesion {t,}, .y, tal que t, = —oo
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cuando n — oo. Asi de la misma manera podemos aplicar el Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue

lim / h(z) sup |ArAp(u)||ldz = lim h(z) sup ||A-AL(u)|dx
0 uc

3o (700’??] Nn—co ue(—oc,th]

= f h(z) im  sup ||A;AL(u)|dz

n—)oo ( 00,?3411

_ /0 h(z) lim  sup ||A, A, (u)|dz

t—+—00 e (—co ]

IA

E{M]_.

Asi,

limsup I;(t) < h’msup/ h(z) sup [[Ai{u+7)— A (u)|de
0

t——oo t—r—00 uE(—o0,t]
= lim [ h{z) sup [Ay(u+7)— A(u)lde
t——0c0 Jo UE(—co,t]
€
< Z
- 2

Ahora para I3, primero consideremos ¢ — co.
Por esto, tenemos que

L(t) < /Oooh,(w) sup ||A_(u+7)— A _(u)|dz

uEft,t+a]

< [“hio) sup JA-(ur) - A-)lde

uelt,00)

Notemos que sup,ep; oo |4 (1 +7) — A_(u)[| es una sucesién monétona decreciente
cuando £ — oco. De la misma manera que en I;, podemos aplicar el Teorema de
convergencia dominada de Lebesgue.

lim Ooh,(:n) sup |AA_(u)||dz = /Oooh( ) lim sup ||A_(u+7)— A_(u)|dz

t=oo fq uE[t,c0) E=00 et 00)

& EIM;L.
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Asi,
limsup I(t) < Iimsupf h(z) sup [|A (u+7)— A_(u)|dz
t—r00 t—00 0 uEft,00)
= Jim hiz) sup [|[A_(u+7)— A_(u)|dz
t—=o0 Jg ue(t,00)
€
< =
2
Ahora, consideremos t — —o0.
Por lo que,

L(t) < [Oooh(as) sup |[|[A_(u+7)— A_(u)||dz

uE(t t+x]

< / h(z) sup
0

wE(—oo,t+z]|

A (u+7)— A_(u)|dz.

Notemos que sUP,e (o 44 ||[A-(u+7)—A_(u)|| es una sucesion monétona decreciente
cuando t — —oo. De la misma manera podemos aplicar el Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue. '

(o) oo
lim h(z) sup ||A;A_(u+z)|de = f h{z) lim sup ||A-A_(u+ z)|dz
0

t—r—co 0 ug(—co/t] t——oc wE(—oo,t]

S €f.llwl .

Asi,

go%
limsup I5(¢) < lm sup/ h(z) sup |A_(u+7)— A_(u)|dz
0 ue(

t——oo t——oco —00,t+x]

= _Ifm / h(z) sup ||A_(u+z+7)— A_(u+z)|de
t—=—ea Jo ue(—o0,
€
< -
- 2

Finalmente concluimos

lim sup / |Gt +7,5+7)—G(t,s)||ds < e

20 J—o0
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Observacion 1.3.16. Si el sistema (1.11) posee (a, K, P)-dicotomia ezponencial.
Notemos que si P conmuta con la matriz fundamental ®(t) de (1.11) es posible
diagonalizar el sistema

Dado que

' = (¢P) + (z(I - P))
= A(t)zP + A(t)z(I — P).

Entonces la matriz de transicion ®(t,s) = ®(t)P~'(s) satisface

%(I)(t, F = %(I)(t, $)P + %@(ﬁ, S\ - P)
— AWPOL )P+ AW — PYB(t,s)[—P)  (127)

Definamos AL(t) = A®)P y A_(t) = A(t)(I — P). Ahore, multiplicando (1.27) por
P y luego por (I — P), obtenemos que la separccion esta dada por

= AWy (1.28)
"= A_(d)z, (1.29)

W

donde ®,(t,s) = ®(t,s)P y _(¢,s) = ®(t,s)({ — P) son matrices soluciones de
(1.28) y (1.29), respectivamente. Al poder diagonalizar el sistema, concluimos que
se satisfacen las hipdtesis del Teorema 1.3.15, es decir, si P conmuta con la matriz
fundamental el nicleo de Green asociado es Bi-remotamente casi periddico integrable.

Del Teorema 1.3.15 y la observacion anterior se desprende el siguiente corolario

Corolario 1.3.17. Si el sistema (1.11) es remotamente cast periddico y exponen-
cialmente estable en el infinito (G respectivamente, en el menos infinito) el nicleo de
Green asociado es Bi-remotamente casi periddico integrable.

Demostracién. La demostracion se obtiene de la observacion 1.3.16. Ya que, cuando
P = I tenemos que P — I = 0, es decir, el sistema posee la clisica estabilidad
exponencial en co.

De la misma manera, si P = 0 tenemos que P — I = —I, es decir, el sistema es
exponencialmente estable en —oo. O

Consideremos la siguiente propiedad general
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(PG) Existe una transformacién remotamente casi periédica invertible z = S(t)w,
w = (z,y), tal que bajo la transformacion el sistema lineal remotamente casi
periodico (1.11) es de la forma (1.23) satisfaciendo (1.26).

Corolario 1.3.18. Todo sistema (1.11) para el cual vale (PG) su nicleo de Green
asociado es Bi-remotamente casi periddico integrable.

1.4. Composiciéon de Funciones Remotamente Casi
Peri6dicas
En capitulos posteriores estudiaremos sistemas donde la composicién de fun-
ciones es relevante. Necesitamos estudiar bajo que condiciones estas composiciones
pertenecerin al conjunto de las funciones remotamente casi periddicas.

En [10] podemos ver resultados de composicién para funciones casi periddicas.
Comenzaremos, recordando la siguiente definicién:

Definiciéon 1.4.1. Sea K C X, I C R, una funcién continua f : I x X — X es
uniformemente continua sobre K uniformemente para t € I, si para todo € > 0,
existe § > 0 tal que para todo z,y € K con

lz —yll <o =|ft2) - fty)l <eViel

Denotaremos el conjunto de estas funciones por Ck (I x X, X).

Lema 1.4.2. Seay € RAP(R,X), K = {y(t)lt e R} y f € RAP(Rx X, X)NCx (R x
X, X), entonces f(-,y(-)) € RAP(R,X).

Demostracion. Sea € > 0. Por la continuidad uniforme de f existe ¢ > ¢ > 0 tal que
|z — z2|| <6 = ||f(¢,z1) — f(t,z2)|| < € VEt € R.
Como f € RAP(RxX,X) yy € RAP(R,X), sea 7 € T(f,6/2)NT(y,d/2), tenemos

limsup || f(t +7,y(t+ 7)) = f(t,y(O) < limsup||f(t+7,y(t+7)) = f(E+7,5())]

it|—00 [t|—00
& hl? sup || (¢ + 7,y(t)) — f(t, u(@®))ll

< €
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Observacion 1.4.3. El resultado anterior, es wilido cuando f forma parte de una
familia mds restrictiva. Asi, tenemos la siguiente proposicion: Sea f € RAP(R x
X, X)NCx(R x X,X) Lipschitz en la sequnda variable, es decir:

1 ftz) = ft, )|l € Lz —yl,Vz,y e Xt €R

Si y € RAP(R,X) entonces f(-,y()) € RAP(R,X).
Esta observacion es inmediata dado que la condicion de Lipschitz implica continuidad
uniforme.

1.4.1. Funciones Z-Remotamente Casi Periédicas

Dada la funcién continua f(t) es evidente que la funcién f([t]) es discontinua.
Con esto observamos que para la funcién ¢ € RAP(R,R), la funcién ¢([t]) no es
remotamete casi peribdica, ya que no cumple con la continuidad uniforme. Como
es natural de esperar las discontinuidades se dan en los niimeros enteros, ademas es
notorio que los limites laterales existen para todo n € Z. En [51] no se precisa lo
que se entiende por remotamente casi periodicidad de la funcién, no necesariamente
continua, f(t,z(t),z([t])), lo que lleva a algunas imprecisiones.

Analogo al concepto introducido en el ambito de las funciones casi periodicas y casi

automorficas por E. Ait Dads y L. Lachimi [2] y A. Chavez, S. Castillo y M. Pinto [4],

respectivamente. Veremos més adelante que es suficiente considerar las funciones

7 — remotamente casi periodicas para estudiar las soluciones de las DEPCA.
Definiremos un subconjunto de las funciones acotadas

BR(R,R") £ {f:R— R"|f es acotada, continua en R\ Z, (1.30)
y tiene limites laterales finitos en Z}
Definicién 1.4.4. Una funcién f € BR(R,R"), diremos que es Z-casi periddica si
existe un conjunto T(f,€) N Z relativamente denso en R y para 7 € T(f,¢) NZ se
satisface

If(-+7) = Ol <€ (1.31)
Denotaremos el conjunto de estas funciones por ZAP(R,R™).

Definicién 1.4.5. Una funcién f € BR(R,R"), diremos que es Z-temotamente
casi peri6dica si existe un conjunto relativamente denso T1(f,€) N Z, tal que, si
7 € T1(f,e) N Z entonces

limsup | f(t+7) — f()] <€ tER (1.32)

[t|—o0
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Denotaremos el conjunto de estas funciones por ZRAP(R,R").

Proposicién 1.4.6. El conjunto de las funciones ZAP(R,R") es subconjunto
ZRAP(R,R™).

Demostracion. Si f € ZAP (R,R™) entonces el conjunto
Li(f,onNZ={acR||f(-+a)-f() <e}nZ

es relativamente denso en R. Ya que T (f,e) C T'(f, €}, tenemos que f € ZRAP(R, R™).
O

Observacién 1.4.7. Las funciones ZRAP(R,R™) son localmente integrables.
Recordemos que

Lema 1.4.8. Sea f € AP(R) entonces T(f,e)NZ # 0 y es relativamente denso.
La demostracién del Lema anterior se puede ver en [11].

Lema 1.4.9. Sea f € RAP(R) entonces T'(f,e) NZ # 0 y es relativamente denso.

Demeostracidn. Por el Teorema 1.1.8, dado € > 0 existe ¥(t) = gi(t) + o1(t) +
QZ(t)(PQ(t) donde 01,92 € AP(R: Rn) ¥ 1,92 = OS(Ra Rn), tal que

() = ()] < e/4.

Consideremos 7 € T(g1,€¢/3) N T'(ga,€/3) N Z, con € = min{<, TasT= }» sabemos que
este conjunto es no vacio por el Lema 1.4.8. Por lo que tenemos

|fE+7) = F@O < |f(E+7) —d(t+ )+ [W(E+7) — o) + [¥(t) - F()]
< €/24 |Arpr ()] + [l g2lloo] Arpa(t)] + llep2lloo| Arga()].

Finalmente,
limsup |f(t+7)— f(t)] < ¢
[t]—c0
Asi, tenemos que 7 € T(f,e) NZ # 0. O

Proposicion 1.4.10. Si f es una funcién remotamente casi periédica entonces
/() € ZRAP(R,R")
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Demostracidn. Consideremos 7 € T(f,€) NZ, por el Lema 1.4.9 sabemos que es no
vacfo. Dado que [t + 7] = [t] + 7. Finalmente,

ﬁi?_folipilf([tHT)—f([t])li < e

Por lo que, f([-]) € ZRAP(R,R") O

Lema 1.4.11. Sea f € RAP(R x R",R") y Lipschitz de constante K en la segunda
variable, p € ZRAP(R,R"), entonces f(-,¢(-)) € ZRAP(R,R").

Demostracidn. La demostracién es directa. Si consideramos 7 € T(f, € )NT (¢, € )NZ,

donde €' = 7% se sigue

IFE+7 00t +7)) = Ft @) < NfE+T 0 +7)) = fE+7,02))|
HIf(E+7,00) = fE @)
Kl Aol + 1+ 7,0(8)) = f(t, 00))]

IA

Asi,
limsup [|f(t+ 7,00 + 7)) — f(t, )] < limsup K||Ao(t)]

|t]—e0 [t]—c0
+ 11131 sup || £(t + 7,0(t)) — f(t, o(t)]

€.

IA

Lo que concluye la demostracién. |

Lema 1.4.12. Sea f : R x R* x R® — R" remotamente casi pericdica y Lips-
chitz en la segunda y tercera variable, p € RAP(R,R"), entonces f(-,¢(-),([]) €
ZRAP(R,R™).

Demostracion. La demostracion es directa. O

Lema 1.4.13. Sea f una funcidn Z-remotamente casi periddica. Si f es continua
en R, entonces f es remotamente casi periddica.

Demostracion. Es inmediato, ya que la funcién f es continua. Y por ser Z-remotamente
casi periddica existe un conjunto relativamente denso T'(f,¢€) tal que si 7 € T(f, €),
tenemos que

limsup |[f(t+7)— f()] < e

[t|—o0



Capitulo 2

Funciones Remotamente Casi
Peri6dicas y Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias

El problema de buscar soluciones del tipo casi periddicas para ecuaciones diferen-
ciales ordinarias ha sido tratado por muchos autores, obteniendo diversos resultados
que podemos encontrar en la literatura sobre existencia y unicidad, estabilidad, apli-
caciones en diversos modelos biologicos, etc (ver [8,10,11,41]).

2.1. Existencia de Soluciones Remotamente Casi Per-
iodicas para Ecuaciones Diferenciales Ordinar-
1as

Tenemos el siguiente teorema para poder describir las soluciones remotamente
casi periodicas, de la ecuacién escalar

2 (1) = Az (6)+ £ (1), 2.1)
con A € Cy f: R — C funcién remotamente casi periédica.

Teorema 2.1.1. Si la funcidn f(t) es remotamente casi periddica, entonces toda
solucién acotada, en R, de la ecuacidn (2.1) es remotamente casi periddica. A saber,

(1) Si Re(A) <0, la solucidn remotamente casi periddica esta dada por
t
z(t) = / N9 £ (5) ds. (2.2)

33
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(11) Si Re()) > 0, la solucidn remotamente casi periddica esta dada por

z(t)=- /oo M) () ds. (2.3)

t

(111) Finalmente cuando A = iv, las soluciones remotamente casi periédicas estdn
dadas por

2(t) = e [c - /O t e ™ f (5) ds} , (2.4)

Demostracion. Por el Lema 1.1.18 tenemos que (2.2) y (2.3) son remotamente casi
peri6dicas. Ahora, en el caso (111) la solucién es remotamente casi periédica cuando
z (t) es acotada para todo t € R. Esto ocurre cuando

/1 e f(s)ds
0

es acotada en R, luego por el Teorema 1.1.16 se concluye que es remotamente casi
periodica, ya que e™*f (s) es remotamente casi periddica. O

Observacidn 2.1.2. En esta demostracion no resalta la importancia de la propiedad
Bi-remotamente casi periddicidad integrable del nicleo de Green asociado, ya que
esta dado por G(t,s) = G(t — 5) = eXt=%) = G(t + 7,5 + 7) el cual trivialmente es
Bi-remotamente casi periddica integrable (e inclusive es Bi- periddica).

Ahora, estudiaremos la ecuacién diferencial escalar lineal no-auténoma no ho-
mogénea

Z(t)=a(t)z () + £ (#) (2.5)
Tenemos el siguiente teorema,

Teorema 2.1.3. Sea a(t), f(t) funciones remotamente casi periddicas tal que
Re(M (a)) # 0 entonces la ecuacidn (2.5) tiene una unica solucion n(t) remota-
mente casi periddica, dada por

—/\ooe}‘:a(u)duf (8) dS, Re(M (a)) >0

(t)=4q pi (2.6)
! / efs 2)du £ (5 ds, Re(M(a)) < 0.

—00



Demostracion. Sea € > 0 dado. Supongamos que Re (M (a)) < —y < 0, dado que el
otro caso se demuestra de la misma manera. Consideremos

¢ 72 t 1
/ eli? audi £ (5 4 1) ds — / els aw)du ¢ (s)ds

¢ f
[ el e — eflat (5 4 7)
-0

In(t +7) =) =

LA

t t4T
s [ Je e (5 r) = f5) s
Dado que Re (M (a)) < —v < 0, tenemos |efs 2| < Ke=(t=%)_ Por lo que,

t
|n(t+7)—n(t)] < M/ ]efgir a(wde _ o[, a(u)dulds

+K /t e8| f (s 4+ 1) — f(s)|ds

Sean

o
=
N

o~
S

Il

M / |efeir alw)du _ of; alwidu) g (2.7)

L) = K/jeﬂW”uw+T)ﬁﬂwws (2.8)

Aplicando a I; el Teorema 1.3.9, tenemos que la funcién de Green asociada es
Bi-remotamente casi periddica integrable, es decir, existe €’(¢) = €’ , tal que si
7 € T(a,€") tenemos que

t

lim Supf ]6 JET a(uydu _ Gf: a(u}dﬂds <e
[t|=o0 J—o0

Ahora, aplicando el Lema 1.1.18 a I, existe ¢’ = €'(¢) tal que si 7 € T(f,€') se tiene

que

lim sup I5(t) < e.

[t]— o0

Finalmente, sea ¢ = min{¢’,e"} y 7 € T'(a,€) N T(f, €) tenemos que

limsup |p(t + 7) — n(t)| < e

|t]—o0

Se demuestra de manera anéloga para Re (M (a)) > v > 0. Esto concluye la de-
mostracion. 0
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Consideremos las ecuaciones

2(t) A(t)x(t) (2.9)
y(t) = A@)y(t) + f(t) (2.10)
Teorema 2.1.4. Sea f € RAP(R,C"), suponga que el sistema homogéneo (2.9)
tiene una (o, K, P)-dicotomia exzponencial y el nicleo de Green asociada es Bi-

remotamente cast periddica integrable. Entonces la iinica solucién acotada de (2.10)
es remotamente casi periodica.

[

Demostracion. Sea G(t,s) la funcién de Green asociada a (2.9), tal que satisface
|G(t,s)| < Ke=®lt=#l| ¢ s € R. Por la formula de variacién de parametro, la tnica
solucién acotada de (2.10) es

ity = [ olt9is)as

con cota [yl < 2 |f| ...

En efecto, es remotamente casi periddica.
Sabemos que || f|lcoc < M. Consideremos

ly(t+7) —y(@)] <

‘[w (@lt+, 87 — Gt ) F(s+ 7)ds

|/ s n - s

£ /m M||G(t+7,s+ 1) — G(¢,s)||ds
- /—00 Ke'“'t—sl]tf(s +7) = f(s)||ds
Definamos
L(t) = .[-00 M||G(t+ 1,5+ 7) — G(t, s)|ds (2.11)
L(t) = [ Ke i o)~ f(s)lds (212

Notemos que para [; es importante que el nicleo de Green sea Bi-remotamente casi
periodica integrable; en I es esencial la dicotomia exponencial junto con que la
funcién f sea remotamente casi periddica. Tenemos que

limsup |ly(t+7) —y(t)|| < limsupi(t) + limsup Iy(t)

ltl—co Jt| =00 |t]—c0



37

Aplicando el Lema 1.1.18 a (2.12), existe ¢’ = €'(¢) tal que si 7 € T(f, ¢') se tiene

limsup L(t) < e.

Jt|—o0
Dado que el nucléo de Green asociado es Bi-remotamente casi periddico integrable,
existe €’(e) = €”, tal que si 7 € T(G,€”"/M) tenemos

limsup L1(t) < e.

[t] =0
Finalmente, sea ¢ = min{e’,¢"/M} y 7 € T(G,€) N T(f,€) tenemos que

limsup [ly(t+7) —y()]| < ¢

[t}—o0

es decir, y es una funciéon remotamente casi periddica. Esto concluye la demostracion.
Cl

Ademas, cuando A : R — R™ " es triangular tenemos

Teorema 2.1.5. Sea f € RAP(R,C") y A : R — R™" una matriz triangular tal
que Re (M (ay;)) # 0. Entonces el sistema (2.10) posee una tinica solucion acotada
la cual es remotamente casi periddica. —

Demostracidn. Sin perdida de generalidad supondremos que la matriz A es triangular

superior.
Tenemos:
.’E'i: a11(t)$1+ am(t)$2+ G13(t)$3+ : BT aln(t)mn+ fl(t)
o = ag () ot Ggs(t)rs+ -+ am(t)zat+  folt)
. (2.13)
IE;: ann(t)ﬁ:n‘}‘ fn(t)

La tdltima ecuacién escalar en (2.13) ha sido estudiada en el Teorema 2.1.3, dado que
se satisfacen las hipétesis, existe una tnica solucién z, € RAP(R, C) dada por (2.6).
Sustituyendo z, € RAP(R,C) en la pentltima ecuacién en (2.13), obtenemos para
T,-1 la ecuacion

-7::1_1 = Up-1 ’nfl(t)xnfl = Qp—1 n(t)xﬂ(t) 1 fn—l (t)

Notando que Gn_1 n(t)Zn(t) + fr_1(t) es una funcién remotamente casi peri6dica.
Nuevamente, por el Teorema 2.1.3, existe una tnica solucién z,-, € RAP(R,C).
Entonces, el resultado para el sistema triangular se concluye iterando de esta manera.

O
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Ahora, consideremos el sistema
7 (t) = Az () + (1), (2.14)

donde A = (a;;) es una matriz cuadrada constante, y f () = (fi (t), fa (£), oo, fr (E))”
donde f; € RAP(R) parai=1,2,...,n.
Tengamos en consideracion el siguiente Lema, cuya demostracion se puede ver en |20]

Lema 2.1.6. Dada una mairiz cuadrada arbitraria A = (a;;), existe una matriz
o = (oy;) del mismo orden, tal que

1. deta#0

2. B =a A« es triangular, es decir,

At by e bip
O,‘_IACE - 0 /\2 LA an
0 0o - A

donde Ay, ..., A\, son los valores propios de A.

Corolario 2.1.7. Sea f(t) = (fi(t), fo () --s fa (t))T, si las funciones f;(z),1 =
1,2,...n, son remotamente casi periddicas, entonces toda solucidn acotada (en la recta
real) del sistema (2.14) es remotamente casi-periddica.

Demostracidn. Se puede asumir sin perdida de generalidad que la matriz A es tri-
angular superior, ya que realizando el cambio de variable y(t) = a~'z(t) v f(t) =
a~lf(t) en (2.14), obtenemos

y(t)=By(t)+ f (1),

donde B es una matriz triangular. Aplicando el Teorema 2.1.5 tenemos que la solucién
acotada es remotamente casi periodica. Luego, la transformacion z(t) = ay(t) €
RAP(R,Cm™). Esto concluye la demostracion. K|

Corolario 2.1.8. Sea f(t) = (fi(t),f2(t),..., fn(t)), si la funciones f;(t),i =
1,2,...,n, son remotamente casi periddicas y la matriz A = (a;;) no posee valores
propios con parte real cero, entonces para el sistema (2.14) eriste una unica solucion
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remotamente casi periddica.
Siz(t) = (21 (), ..., zn (t)) es la solucidn remotamente casi periddica, y

Fllo = _méx {suptft-(tn},

ie{l,,n} | teR
entonces
|zl < K[| fllo, z€R,i=1,2,..,n. (2.15)
donde K es una constantes positiva, dependiente solo de la matriz A.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, consideraremos el sistema (2.14) en su
forma triangular

1= At bioya+ bisys+ ---+ binYnt il(t)

’9’5_= Aayo+  bazyz+ o+ Dot falt) (2.16)

y:; = e AnYnt fn(t):

ya que la transformacion z(t) = ay(t). Asi, por el Corolario 2.1.7 tenemos la exis-
tencia y unicidad de la solucién remotamente casi periddica. Por lo que probaremos
la desigualdad (2.15). Sea p > 0 tal que

iRe ()‘B)L 2 #’:2 = 1:21 ey T

Dado que los valores propios no poseen parte real cero, las soluciones estan dadas
por (2.3) 6 (2.2), por lo que

n(e) < 1= — Kl (2.17)

Consideremos la ecuaciéon dada para yn—1(t)
y:’!—] (t) = }‘ﬂ—lynkl(t) e bn—lnyn(t) + fﬂ—l (t)
Tenemos que la solucién esta dada por
—[ =9 (p, 1 yn(s) + fn_l(s))ds, Re (An-1) > 0.
L

Yn—1(t) = t o -
/ 1) b _iayn(s) + faa(5)ds),  Re(Ano) <O

=00
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Estimando, la ecuacign anterior tenemos que

!yn—-l (t” < ﬁ‘ (lbn_ln‘ﬂll.g * “JFHDO) =Ky ”f”oo

Si continuamos con este Procedimiento, obtenemos

()] < K|l flloe, i = 15,...0
Si consideramos & — MaX;—;,  n{K;}, se sigue que

()] < K flloo, i = 1,2, oM, EER,

Asi }

Iyl < K| f)o
Con lo que concluye |a demostracisn, &
Observacion 2.1.9. g| Siguiente ejemplo muestrg I necesidad de [q hipotesis Re{\;} +

0,6=1,5 1, para el Corolario 2.1.8.
Consideremos ) — Wy la ecuacign

Y'(t) = ivy 1 g(1) (2.18)

©n g € RAP(R), en particyigr tomemos g(t) = eiv(t+¥e) Tenemos que Iq solucion
esta dada por

ity _ it 3wt ¥ 6+ teiv(t+ V) Gieiv(t+¥E)
o v " T + v3

) =(82) () (59), ammee

¥ =y + fa(t),
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tenemos que la solucion acotada es

t
)= [ I a(s)as.
Obtenemos la ecuacion diferencial

(t) = Mz+ay+ fi(t)

= Mz+ a/ 29 £, (s)ds + fi(t)
—00
y su solucion acotada es
@] u oo
3:(75) - _a[ eAl(t—u) f eAZ(u_s)fg(S)dsdu _ / e’\l(t_u)fl(u)du.
t —00 t
Por lo que, la solucion remotamente casi periddica del sistema esta dada por
Ra/ f e”‘lt_hs_“(’\‘“’\2)f2(s)dsdu—/ M= £, (u)du
( z(t) ) - t —c0 t

y(t) o /t e,\z(t—s)fz(s)ds

—00
Ejemplo 2.1.11. Consideremos la ecuacion
z"(t) + 2ax'(t) + bz(t) = f(t) (2.19)

con f € RAP(R), notemos que se trate de un oscilador armdnico con una per-
turbacion f € RAP(R,R) cuando a,b > 0. La ecuacidn anterior es equivalente al

sistema
(£)=(% ) (2)+ () e

Los valores propios de la matriz anterior son Ay = —a++va*> — by Ay = —a—+/a® — b.
Luego por el Corolario 2.1.7, cuando a # 0 6 a = 0 y b < 0, existe una tinica solucion
remotamente casi periddica. Si a < va* — b, tenemos que Ay > 0 y A2 < 0, por lo
que la solucidn acotada de (2.20) esta dada por

xo=(4)
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donde
1 t To o] -
?j(t) - _ ST b([ e(_”'_m)“_s)f(s)ds+/ e(‘"""/‘?‘_”)(fs)f(s)ds)
L2V ias = —00 t
T t
) = VTP @R )0

A -b Jow
_—a =+ \/(l-§ -b [ e(““+m’“‘“")f(s)ds
2va2—b Ji

Asi, la iinica solucidn remotamente casi periddica de (2.19) es
- 1 t (—a—va?—b)(t—s) (—a+va?=b)({t-s)
.T'(f.) = —— (/ el—a—va - t—s s)ds / e —a+va=—b){t—s s)ds) .
. va - \/_ f(s) A f(s

Si consideramos a =7, b= 3 y la funcion f dada por (1.2), tenemos que las grificas
de la solucion del sistema son

2.0
P osician dal objeto
Valocidad del objeto
154
L ’\/\/\/\N\\/\/
0.5
~ -~
Fhe N ~ Y :
/ \, N F ~ Vs e Pa P
s0- \’: N N7 \_‘ N TP A T . T /
5 N i ” s G \
\/ \./
05 T
0 5 10 15 20 25 30 -] 40 45 50

Ejemplo 2.1.12. Consideremos el sistema triangular superior

~

(tl(t) am(t) (Im(t) T (
0 ax(t) ax(l) y |+ | fal
0 0 as(t) 2 (

S
I
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donde ai2,a12,093,6i, fi : R = R, 1= 1,2,3 son funciones remotamente casi
periddicas. Ademds, consideremos Mia;} , M{az} <0y M {as} > 0.

Tenemos que

¥ rt
z(t) = [ els 02U £ (5)ds.
—co

y(t):—/ / efslaz(”)d”eff“3(“)d“a23(3)f3(v)dvds—/ els 2004 £, (5)ds.
t -0 *

t 00 s ) .
gf;(t) = f / f ef: a1 (u)dut[F az(u)dut+f; ag(u)duam(g)ags(s)‘fs(v)dvdsdc
c>c:t < ) 0o , ) t q
+ / efc a1(u)dufl(q)d< 2 f f efc ar (w)du+ [ aa(u)duagg(c)fs(s)dsdg

t o< 4
_ f [ (i [S a2 £, () dode
—00 v ¢

Por lo que, la solucidn remotamente casi periddica del sistema esta dada por

z(t)

x@)=| vt (2.21)
2(t)
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2.2. Soluciones Remotamente Casi Periddicas de Cier-
tos Sistemas Perturbados

Cuando un proceso es descrito por ecuaciones diferenciales, estamos pasando
de un objeto real (proceso) a un modelo idealizado. Cada idealizacién matemética
implica, en cierta medida, omitir pequefias cantidades. Por tanto, la manera en que
se introduce distorsién en el fenémeno resulta ser muy importante. Llegando asi al
problema matemético donde las soluciones de la ecuacion diferencial dependen de
pardmetros pequenos. Para simplificar, solo tendremos en cuenta los problemas que
implican un solo parametro.

Existen variados problemas mateméticos que hacen un amplio uso de un pardmetro
pequeno. Probablemente el primero en describir este tipo de problemas fue J. H.
Poincaré (1854-1912) como parte de sus investigaciones en mecanica celeste [29] (el
paréametro pequeno, en este contexto, es por lo general la relacién de dos masas).
Por ejemplo, el problema de la tierra - luna - nave espacial.

En [19], Hale considera los siguientes sistemas periédicos que contienen un
paradmetro pequeno r de la forma

o' = Az +vg(t,z), ' =A{t)z+vg(tz), z’'=A@t)r+g(t,z,v).

Con algunas condiciones suficientes obtiene la existencia de soluciones w-periddicas
de estos sistemas. Sin embargo, dado que hay muchos sistemas que poseen multiples
periodos no se puede esperar la existencia de soluciones periodicas, por lo que el es-
tudio de soluciones casi periédicas nace de forma natural. En 1974 Fink [15] investiga
el sistema perturbado

' = Alt)z + vy(t, z,v).

Y bajo algunas condiciones suficientes obtiene la existencia y tinicidad de soluciones
casi periédicas. Basado en estos trabajos Xia et. al. [39], obtiene la existencia de
soluciones casi periédicas para los sistemas

g = A(t)z+ f(t,z) +vg(t,z,v)

g = A(t,v)z+ f(t,z) + vyt z,v).

Motivados por estos trabajos, estudiaremos la existencia de soluciones remotamente
casi periodicas, ya que dichas funciones son més realista y mdas generales, ademas
nos permiten perturbar funciones casi periédicas de una manera mas amplia.
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En esta seccidn consideraremos los sistemas

dz

5 A(t) z, (2.22)
Cji—:: = A y+ f(ty), (2.23)
% — Az +f(te)+g (b 2). (2:24)

donde A € Myxn(R), A(t) es remotamente casi periddica, g, (t,z) = g (t,z,v) es
remotamente casi periddica en ¢ uniformemente con respecto a z, v es un parametro
real pequefio, ademés go(t, z) = g(t,z,0) = 0.

Consideremos las siguientes hipotesis:

(H1)

(Ha)

A(t) es remotamente casi periddico. El sistema (2.22) posee una (a, K, P)-
dicotomia exponencial, ademads el niicleo de Green asociado es Bi-remotamente
casl periédico integrable.

Sea f (t,z) remotamente casi periddica en ¢ uniformemente con respecto a z en
cualquier subconjunto compacto de R™, y satisface la condicién de Lipschitz,
es decir, para todo (t,z),(t,y) € R x B[0,r],r € R,, existe una constante
positiva M(r) tal que

If ¢ z) = F @yl < M(r)llz =yl teR; =], [lyll <

Ademés, asumamos que M (r) < 5%.

Sea f(t,z) € C® en z, y la derivada parcial de segundo orden es local-
mente Lipschitz en z. Ademés, asumiremos que gi; (t,€(t)) es remotamente
casi-periédica y 6 = sup,.p ||%£ (£,€ (t))“ < 773 Donde £ es la tnica solucién
remotamente casi periodica de (2.23).

Sea g, (t,z) = g (t,z,v) remotamente casi periddica en ¢ uniformemente para
(z,v) € B.(0) x [0,14), vy para cada parametro v real fijo pequefio es uni-
formemente acotada con respecto a x. Y satisface localmente la condicién de
Lipschitz

6 (t,2) = g (59| < My (r,) 12 — ]

donde (t,z),(t,y) e R x B[0,r] y v € [0, )], tal que

lgollr = sup |lgu(t,z)]| = 0y My (r,v) = 0 cuando v — 0
teR,||z|| <r
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para todo r > 0 fijo.
Veamos el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1. Si se satisface (Hy) — (Hy). Entonces existe v constante y vy =
vo (1) lo suficientemente pequerio tal que el sistema (2.24) posee una 1inica solucidn
remotamente casi-periddica v, (t) en una r-vecindad de £ (t), donde € es la unica
solucidn remotamente casi periddica de (2.23), para todo v € [0,19]. Ademds, si
9v (t,z) es uniformemente continua para (t,x) € R x B[0,r] yv € [0, 1), entonces
¥, (t) es continua en v y tenemos que lim, o1, () = £(t).

Demostracion. Por caleulo diferencial,

d
F(ty+0) = 1 (60) = 2L (49) + o (1)
donde

8f
fa(t,y,0) = ijlyjyza v -(t,0y+v), 0<6<1. (2.25)
Por las hipétesis sobre f (¢,2) y g, (¢, ), tenemos que para cada r existe vy = 14 (1),
Ni(r),i=1,2y M, (r, 1), tal que:

ajaf (té(}—i—ﬂy)“ SNi(r), 65 =12 .n (2.26)
OT_ (1,6 (t) + by) — s (4,6 (0) + 63 H<9N ) ly =14, (2.27)
Oz:0z; Y™ B0, ) Ll L :

| gv (t, y) — g0 (. 9) (r,vo) ly — 9l - (2.28)

para t € R, ||ly|l,||g]| £ r, donde M (r,v) es acotada y N;(r), i = 1,2, pueden
escogerse como funciones no decrecientes en r, respectivamente.
Por lo que,

82
Il <[5 3 wpl (6@ + 0
zg—l
1
i 51;1 ly;ys| Ny ()

7 .
SZZ]II?-FEJEU\H(T)

i,j=1
< nr*Ny(r), para |y|| <7 (2.29)
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Ahora, veamos que fo es Lipschitz,

162 (6) — ot 90 = §i<y )5 .00+ 1)
g ,-,Zl ) yzaaz (t,09 + £ (1)
QHZIyzyja T, 1 (6,00 -+ £ () = £ (2,69 +€ (8)]
< —;— (nrNy (r) +nrNy (r) + 72 N2 (r) 0) |ly — 9
< (nrNy (r) +7*Na (1) ly = 91, (2.30)

para [ly||, 7] SryteR.
Sea u(t) = z (t) — £ (t); tenemos

= AU+ F(LutEO) - FHED) To (bure®) (23
— A(t)u+%(t,g(t))u+ﬂ,,(t,u(t)), (2.32)

donde
H, (6u(®), € () = fo (40,6 (1)) + g (b, u + € (1) (2:33)

Por el Lema 1.2.2, y (H3), nos permiten concluir que el sistema lineal

du

Lo a@ur L) (234

es remotamente casi-periédico y posee dicotomia exponencial satisfaciendo

H@(t,s)H < E_I;je—(amzm)u_sh

donde G es la matriz de Green asociada al correspondiente sistema (2.34), por lo que
tiene la forma,

" |y Qy(s) A= 8
Clts) = {—Y(t)(I—Q)Y(s) dLs’



48

v ademads es, bi-remotamente casi periédica integrable.
Sea:

B=B(rv) = {g (t)|e (t) € C(R, E"), remotamente casi peribdica en
t para cualquier valor v € [0,1q], |, (8)|| < 7}
Bes un espacio métrico completo en E™ con ||-|| = ||| -

Sea ¢, (t) € B, consideremos la siguiente ecuacion

o= A ut S0 (460wt H (600 (1), (2.35)

que tiene por solucién

y(t) = [R G (t,5)H, (50, (5)) ds, (2.36)

Luego, dado que ¢, (t) € B, ¢, es remotamente casi periédica y H,, (t,u) es remota-
mente casi periodica en t uniformemente con respecto a u. Por lo que, H, (-, ¢, (+))
es remotamente casi periddica. Por el Teorema 2.1.4 sabemos que (2.36) es la tGnica
solucién remotamente casi peritdica de (2.35).

Definamos el operador T por

T, (t) = /é(t,s) H, (s,¢,(8))ds,
R
Recordando (2.33) y por (2.29), tenemos que

1B, &)l < 1fa (6w) + g (u+ € (2)]
<N (1) + gull;, flul <7, t € R, (2.37)

donde 7(r) =7+ ||€]|c0
Ademés, notemos que H,, es una funcién de Lipschitz con

L* (r,v0) = (nrNy (r) + nr®Ny () + My (7,v))
la constante de Lipschitz, es decir,
|5, (t,u) — Hy (6 0)]| < L (r,v) lu -4, (2.38)

para [lu],|ld]| <ryteR
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Dado que N;(r),i = 1,2 son funciones no decrecientes en r, podemos empe-
quefiecer rn.Ny(r) tanto como queramos. Luego, para r fijo podemos empequeiecer
lg.||; tanto como queramos, por la continuidad de g, en v, escogiendo un ¥, lo sufi-
cientemente pequefio. Asi, podemos escoger 7 y 11 (r) lo suficientemente pequefio tal
que:

" (a —2K0)
(PN () +llgolls) < 77— (2.39)

Luego, dado que M,;(7,v) — 0 cuando v — 0, para r fijo, tenemos que existe 5 tal
que
a—2K6

K2
donde K, @ y ¢ estan definidos en las hipétesis, escogiendo vy = min{iy, 15} se
satifacen ambas desigualdades.
Por (2.39) y (2.37), tenemos

o, < [ 66,9 12 5,00 ()1 s

= sup A, (5.0 ()] [ [ Gto) s

& 5K* (a—5K8)
~ (a—2K4) bHK? -

L*(r,ip) < (2.40)

Nos queda ver la contractividad, para esto consideraremos ¢y, ¢, € B, por (2.38),
tenemos que:

1760 0~ To @) < [ [|665)]| 1, (5.6 ()~ . (5,00 5D ds
<o) | @9 16,9~ o (ol ds

< (o) I~ el [ [6t6)] s

5K? ,
< mL (Ta VO) ”@v = ‘1‘911”007

con L*(r,v) la constante de Lipschitz de H,, por (2.40)

- 5K? L* (r) < 5K?2 o —2K§ i
e T . = 1.
a—2Ks VYT 4—_2Ké S5K2
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Asi, obtenemos que 1" : B — Besun operador contractivo. Luego, por el teorema del
punto fijo de Banach, existe un tinico punto fijo ¢, (t) € B tal que T, (3) = @y (t) -
Donde ¢, (t) =  (t)—£ () es la tnica solucién remotamente casi-periddica de (2.32),
luego 1, = @, (t) + £ (t) es solucion de (2.24), ademés satisface |4, (t) — £ (2)]] < .

Por wltimo, veremos que lim,_,o %, () = £(t). Dado que ¢, es solucién de (2.31),
tenemos que

d;i" = At)ou+ [ (tw(t) +£(1) = f(£,E®) + 90 (&0 (H) +£(8)

por lo que ¢, puede ser expresada por

pu(t) = fRG(t,S)(f(S,%(S)%-E(S))—f(S:&(S))+gy(8,%(8)+§(8)))d8-

De lo anterior se obtiene

OKM(r)\ ™' 2K
ol < (1= 22 o (s, 0)+ €D
Q a
Recordando que ¢, = 1, — &, tenemos que
lim [, — ]| = 0.

Se concluye

lim ¢, = €.

v—Q

a

Observacion 2.2.2. Notemos que el teorema anterior es vdlido para funciones
g.(t,x) = vg(t,z), en este caso, podemos escoger explicitamente vy.

A continuacién, analizaremos el sistema perturbado forzado més general:

dx

== A,z + f(t,z)+ g (¢ ) (2.41)
donde A, (t) = A(t,v) es una matriz cuadrada de orden n, remotamente casi per-
i6dica definida en R, con v € [0,1]. f v g como en el teorema anterior.

Ademas, consideremos los sistemas:

dv

dt
dz

dt

= Ao(t)v (2.42)

= Ao(t)z+ f(t2) (2.43)
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donde Ag (t) es una funciéon matricial remotamente casi-peridédica definida en R.
Consideremos la hipOtesis:

(Hj) El sistema (2.42) satisface posee (a, K, P)-dicotomia exponencial tal que el
niicleo de Green asociado es Bi-remotamente casi periédico integrable. Ademas,
tenemos que A, =t Ay en R, cuando v — 0.

Asi, obtenemos el siguiente Corolario

Corolario 2.2.3. Si se satisface (Hy),(H2),(Hs) y (Hy). Entonces eziste r con-
stante y vo = vy (r) lo suficientemente pequerio tal que el sistema (2.41) posee una
tnica solucidn remotamente casi-periddica ¥, (t) en una r-vecindad de & (t), donde
€ es la unica solucidn remotamente casi periddica de (2.43), para todo v € [0, 1)
Ademds, si g, (t, ) es uniformemente continua para (t,z) € RxB[0,r] yv € [0,1),
entonces 1, (t) es continua en v y tenemos que lim, o1, (¢) = £(¢).

Demostracion. Sea y (t) = z (t) — & (t); Por calculo diferencial, tenemos

Y = Ayt (1) — Ao 0] (v +EW) + F Ly +E®) - F(1E()

+ou (t,y + £ (1))
Ao(t)y+ 92 (1,6 )y + H, (6,9 (1),

I

donde
Hy(t,y(®) =[4 ) - A @] (y+E@) + f2(ty) + 90 Ly +E(1) (2.44)

v fo esta dada por (2.25). Por lo que, la ecuacién anterior queda:

%? :Ao(t)y+%(t,ﬁ(t))y+ﬂu(tay(t))-

Notemos que H, es una funcién de Lipschitz, dado que es suma de funciones de
Lipschitz, tenemos que

15, (¢,y) — Hy (8, 9)]| < 12 (6,9) — £ (&, 9)]] + [[[Aw (2) — Ao (B)] (v — D)
+llgy By +£(8) — g0 (£, +E @)
< (140 () = Ao (Yoo + Ny (r) + 72Ny (r) + Ma (v0)) ly — 3

Notemos, que la hipdtesis de convergencia 4, =% A, cuando v — 0, nos permite

asegurar que la constante de Lipschitz se empequefiece lo suficiente.

Se cumplen las hipotesis del Teorema 2.2.1, en consecuencia se obtiene el corolario.
O
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Consideremos la hipotesis:

H}) Sea g(t,z,2) remotamente casi periédica en ¢ uniformemente con respecto a
4 ' p
(z,2) € B,(0). Y satisface localmente la condicién de Lipschitz

lg (¢ 2, 9) — g (£, 2,0)| < My () [llz — 2| + ||y — o]
donde (,2,y), (¢, 2,v) € R x B0, r] x B[0,r], para todo r > 0 fijo.

Teorema 2.2.4. Consideremos el sistema con retardo

d
% =AQY RO 49y () u(t-a)), o> 0f (2.45)
y § es la dnica solucion remotamente casi periddica de
d
E?zA@ﬁ+h@L (2.46)

tal que se satisface (H,), h € RAP(R, R") y se satisface (H}). Entonces para todo r
fijo existe vy = vy (r) lo suficientemente pequenio tal que el sistema (2.45) posee una
unica solucion remotamente casi-periddica v, (t) en una r-vecindad de £(t), para
todo v € [0,14]. Ademds 1, (t) es continua en v tal que

lim v, (t) = £(t).

v—0
Demostracidn. Consideremos u (t) =y (¢) — & (t), por lo que

= AW ut vy (tult) + £ () ult - ) + £ (t— ),
Para r fijo. Sea
B(r) = {¢o € RAPR.R") [lp,]| < r}

: —mind—re _a -
Sea vp(r) = min {QKH.QHOO’ VY] } Consideremos

= AW+ g (tos ()£ (t—a) < £ (- ),

sabemos que la solucién esta dada por

o) = [ Gt 5)g (5,00 (84 69,0 (5 — ) + £ (5 - a)) ds
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v ademés es remotamente casi periodica.
Consideremos el operador

T, (t) = u[o G(t,5)0 (5,0, (8) + £ (), 0o (5 — @) + £ (5 ~ @) ds.

Por ver que T: B — B.

Ya sabemos que T, € RAP(R,R"). Por lo que veremos que ||T,(t)|| < r, tenemos
que

7O = v [ 1659 5,0 (5) + € (6) o (s — @) + & s — o) ds

—
< w2 gl <
Veremos que el operador es contractivo. Sean (, 1, € B, tenemos
4K
ITen(®) = Teu@l < v—Mi(r) llew — oo -
Por lo que es contractivo, y el Teorema concluye igual que el Teorema 2.2.1. O

Por 1dltimo, consideraremos los siguientes sistemas no lineales y no auténomos

dz &
g—t — f(t’z) (2'4()
Eif =flt,y)+vgty(t),y(t—a)), a> 0fjo, (2.48)

junto con las hipotesis (H,), (H3) y

(H3) El sistema variacional
dz Of
— =L (€)= 2.49
C =2 tE) (249)
es remotamente casi periddico, posee (a, K, P)-dicotomia exponencial y el ni-
cleo de Green asociado es Bi-remotamente casi periédico integrable. Donde
£ (t) es la tunica solucién remotamente casi periédica de (2.47).

Teorema 2.2.5. Si se cumple (Hy), (HY) y (Hs) (H}). Entonces existe  constante
y vo = 1y (r) lo suficientemente pequerios tal que el sistema (2.48) posee una tnica
solucidn remotamente casi-periddica 1, (t) en una r-vecindad de & (t) , pare todo
v € [0,wn0). Ademds, si g, (t,z,z) es uniformemente continua para (t,r,z) € R x
B[0,7]xB|0,7], entonces v, (t) es continua en v y tenemos que lim,_o 1, (t) = £(t).



Demostracidn. Consideremos u (t) =y (t) — £ (%)

ii:zf(b‘,u+§(t))‘f('tgu)+ug(t,u(t)+§(t),u(t_a)+§(t_a))?
- g—iﬁ(t,g(ﬁ))ﬂf-i-fz(t,u)-i—vg(t,u(f)—f-f(t),u(t-—a)_{.g(t_a))

donde f, esta dada por (2.25). Aplicando el Teorema 2.2.4 se concluye el resultado.
O



Capitulo 3

Ecuaciones Diferenciales con
Argumento Constante a Trozos y
Soluciones Remotamente Casi
Perio6dicas

El estudio de las ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos comen-
z6 en 1983 con los trabajos de J. Wiener y Myshkis, en ellos se observé que no existia
una teorfa sustancial para ecuaciones diferenciales con argumentos constantes a tro-
z0s o continua a trozos con retardo. El estudio de las ecuaciones diferenciales con
argumento constante a trozos (6 DEPCA por sus siglas en inglés) fue iniciado por
Wiener [36-38], Myshkis [24], Cooke y Wiener [7], y el Shah y Wiener [31]. El estudio
de las ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos es de gran interés
aplicado, ya que un retardo proporciona un modelo matemético para un sistema
fisico o biolbgico en el que la velocidad de cambio del sistema depende de su historia
pasada ( ver [6,12,26-28]).

En este capitulo, estudiaremos la existencia de soluciones remotamente casi per-
ibdicas en las ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos.

95
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3.1. [Ecuaciones Diferenciales con Argumento Con-
stante a Trozos

Una ecuacién diferencial con argumento constante a trozos, es una ecuacioén con
argumento discontinuo del siguiente tipo

z'(t) = f(t,z(t), =([t])), (3.1)

donde f: R x R? x R? — R? es continua en R? y [-] indica la funcién parte entera.
Notemos que la ecuacién es no auténoma.

Las DEPCA son ecuaciones diferenciales hibridas, esto es, gozan de una estruc-
tura de sistemas dindmicos continuos sobre los intervalos |n,n + 1[, n € Z, y de
sistemas dinamicos discretos sobre Z, combinando las propiedades de ambos, difer-
enciales y en diferencias. Denotaremos por |-| la norma Euclideana.

Es natural definir la solucién de una DEPCA, como

Definicion 3.1.1. Una funcién z : R — R? es un solucién de (3.1), si se satisfacen
las siguientes condiciones:

(t) x es continua en R;

(i7) la derivada z’ de z existe en R excepto posiblemente en los puntos t =n, n € Z
donde existen las derivadas laterales;

(#92) « satisface (3.1) en el intervalo (n,n+ 1), n € Z.

Consideremos las ecuaciones

2(t) = A()z(t) (3.2)
y'(t) = Al)y@)+ Bt)y([t) .
z'(t) = AQ)z(t) + B(t)=([t]) + f(), (3.4)

donde A(t), B(t) € My«,(R) son matrices continuas y f € BUC(R,R?). Ademaés, sca
®(¢) la matriz fundamental de (3.2) y la matriz de transicién definida por ®(¢,s) =
D)D" 1(s).

Usando la formula de variacién de pardmetros en [n,n + 1), la solucién de (3.4)
satisface

) = !:@(t,n) + Lt®(t,u)B(u)du} z(n) + Lt@(t,zf,)f(u,)du (3:5)

teR, n=[t,n<t<n+l
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Definamos

Jite) = I—i—/t@(s,u)B(u)du (3.6)
Z(t,s) = Bt 9)I(ts). (3.7)

se requiere .J invertible, ver [6,27,28].
Por la Definicién 3.1.1 tenemos que (3.5) es continua en ¢ = n + 1, por lo que si
consideramos ¢ — (n + 1)~, obtenemos

z(n + 1) = C(n)z(n) + h(n), (3.8)

la ecuacion discreta asociada a (3.4), donde
nt1
C(n) = ®(n+1,n) +f ®(n + 1,u)B(u)du = Z(n+ 1,n) (3.9)
n

h(n) = an ®(n + 1, u) f(u)du. (3.10)

Por la continuidad de la solucién de una DEPCA hemos obtenido una ecuacién en
diferencias, es decir, tenemos una féormula de recursividad para cada n € Z, asi
logra pasar de un intervalo a su consecutivo. Finalmente, podemos concluir que para
resolver una DEPCA debemos resolver una ecuacion en diferencias. Ahora, aplicando
la variacién de parametros en la ecuacién (3.8), obtenemos

k—1 k—1 k-1 / i -1
(k) = (_H cm) z(s) + (H c(m)) > (ch)) h(i)
k—1 k-1 k-1
z(k) = (H Z(z’—i—l,i)) z(s) + (Z H Z(j+1, j)h(i)) (3.11)
con s € Z fijo.

Ahora, si reemplazamos (3.11) en (3.5), obtenemos:
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() = ((lewlz)r(s (SﬁZJ-{-ljh(z))

i=s j=i+1

: / 0t 1) f(u)du
= (H Z(i+1,1) ) x(s) + /t O(t,u)f(u)du

i=s

tn)(ZHZJ—!—lj)f Hrluf(u)du)

i=s j=i+1

= Z(t,n) (H Z(i+1, 1)) z(s) + / O(t,u) f(u)du

+i/’+ (1:[ Z(t,n)Z(j+1,j)<I>(i+1,U)) fluw)du

i=s j=i+1

Asi, tenemos

z(t

) (T1 26 ,')) o) + [ @(t,) (i

+Z/ l:[ Z(t,n)Z(j + 1,3‘)) O(i+ 1,u)fu)du.  (3.12)

i=s f=i+1

Il
N
_f“l-

=

|
N
=

Ahora, si s ¢ Z, sabemos que [s] < s < [s] + 1. De (3.5), tenemos

mlt) = '}I’(t,s) +/S d(t, u)B(u)du} z(s) + /ﬂtq)(t,u)f(u)du
teR, [s] <t<[s]+ 1

Por lo que, si ¢t — ([s] + 1)

[s]+1
z([s]+1) = Z([s]+1,8)z(s) + / Q([s] + 1,u) f(u)du (3.13)
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Luego, reemplazando (3.13) en (3.12), obtenemos

n-l1 [s]+1
z(t) = Z(t,n) H Z(i+ 1,7) (Z([s] + 1, 8)z(s) +/ O([s] + 1,u)f(u)du>
('H Z(t,n)Z(j + l,j)) Qi+ 1,u) f(u)du + /t D(t, u) f(u)du
=t+1 n

= Z(I,n) ( H Z(i+1, z)) Z([s] + 1, s)x(s)
[s]+1
+f ( H Zz+lz)®([s]+l,u)f(u)du

+§}: /+ (__HIZ(t,n)Z(jH,j)) @(i+1,u)f(u)du+fn O(t, u) f (u)du

Z(t,n) (ﬁZ(i+1,i)) sis€Z

R(t?s) = =1 (3.14)
Z@n) | J] 26+1,9) ) 2(ls] +1,5) sis¢Z
! i=[s]+1
Ademas, si s € Z
O(t,u) siftj<u<t
- n—1 -
G =Y 20,9 ] 26+ 1,7)86,0) sii<u<iti<l<s’ G
=i+l
ysisé¢Z
(®(t,u) siftj<u<t
3 t, [t]) Z(G+1,5)9(,u) sit<u<i+1<[t
Gltu) = ¢ H 16

n—1

Z(t, 1) H Z(i+1,0)0([s]+ 1,u) sis<u<[s]+1
i=[s]+1
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Asi,

_ JGtu) siseZ
Gl = {é(t,u) sis ¢ Z. (3.17)

Finalmente, obtenemos una variacién de parametros para la ecuacion diferencial con
argumento constante por trozos, dada por

gty = R{t,8)zls]) <+ [ G(t,7)f{(r)dr.

En el siguiente ejemplo, veremos como utilizar la variacion de parametros

Ejemplo 3.1.2. Consideremos la ecuacidn lineal escalar con coeficientes constantes
7' (t) = ax(t) + bz([t]) + ¢, (3.18)

donde a,b,c €R con a # 0, tal que z(0) = xo.
Tenemos que ®(t,s) = e®=%), recordando (3.6) y (3.7), tenemos que

Jts) = 1421 -e )

: b
Z(t,s) = et 4 a(ea(tfs) _1).

Asi, por los operadores definidos en (3.14) y (3.17), obtenemos

b b =
R(t,0) = (e*t™™ 4 E(e""(‘*‘”) +1)) (e“ + —(e® — 1)) ,teR (3.19)
a
Yy
gt—u) gi [t] < wL
Gt u) = ; 3.
(tu) e 4 & H (e®+2(e* —1))er™ sii<u<i+l< [Qf 20)
J=i+1

Luego la solucidn esta dada por

z(t) = R(t,0)zo + c/t G(t,T)dr.
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¢ representada por

a
T [tl—1 |
- Z 8 (e”’t 4+ —(e® 1)) H (e + E(ea — 1))3"‘@‘”)@
(45
i=0 ¢ =i+l

+c [t eXt9) gy,
[t

Por lo anterior, estudiaremos primero las soluciones remotamente casi periédicas
en ecuaciones en diferencias.

3.1.1. Soluciones Remotamente Casi Periodicas en Ecuaciones
en Diferencias

Las ecuaciones en diferencias surgen de manera natural en la matematica discreta
y juega un papel clave en diversas areas, ya sea probabilidad, informatica, méto-
dos numéricos de ecuaciones diferenciales, teoria del control ( ver [1, 22, 25]). Las
propiedades de estas ecuaciones y sus aplicaciones a sistemas dindmicos discretos
y ecuaciones diferenciales con argumentos a trozos constantes han sido estudiados
recientemente por varios autores.

En esta subseccion estudiaremos la ecuacion

zin+1) = C(n)z(n), (3.21)
y(n+1) = C(n)y(n)+ hin) (3.22)

donde tanto C : Z — R9%Y la matriz cuadrada invertible, como h : Z — R son
sucesiones remotamente casi periodicas.
El sistema (3.22) es ampliamente estudiado en [34].

Nuestra prioridad se basa en la ecuacién (3.22) yva que no han sido estudiadas
en la literatura para el caso de soluciones remotamente casi periédicas discretas. La
version casi periédica se puede ver en [44].

En el Capitulo anterior, la dicotomia exponencial fue importante para el estudio
de soluciones remotamente casi periddicas en ecuaciones diferenciales no-auténomas,
principalmente nos permite obtener una solucién acotada dependiente del nucleo de
Green asociado al sistema. La siguiente definicién describe la versién discreta de
dicotomia exponencial.
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Definicién 3.1.3. Diremos que la ecuacion (3.21) tiene una (o, K, P)-dicotomia ex-
ponencial en 7Z si existen constantes positivas o, K > 1y una proyeccion P (F =4,
tal que

IG(n,m)|| < Ke~oIn=m],
donde G(n,m) es la funcién de Green discreta dada por
= P &1 (m >
Glnm) = (n) P&+ (m) n>m
~®(n)(I-P)®2t(m) n<m

donde ® (n) es la matriz fundamental del sistema (3.21) tal que @ (0) = 1.

En lo que sigue estudiaremnos la ecuacién en diferencias (3.22) y la existencia de
soluciones remotamente casi periddicas. Tenemos el sigulente teorema

Teorema 3.1.4. Sea h € RAP(Z,R?). Supongamos que la ecuacion en diferencias
(3.21) posee una (o, K, P)-dicotomia exponencial en Z y la funcidn de Green G(-,-)

es Bi-remotamente casi pericdica sumable, i.e. para todo € > 0 existe T' (C’, E) rela-
tivamente denso en Z, tal que st 7 €T (é 6)
limsupz H@(n—l—T,k-l-T) — G(n, k)H <e. (3.23)
|| =00 Le?

Entonces la ecuacidn en diferencias (3.22) tiene una dnica solucidn y (n) remota-
mente casi periédica, dada por

y(n) =Y _G(n,k)h(k), n € Z. (3.24)

keZ
Ademds, esta uniformemente acotada por
ly)ll <K (1+e*) (1—e*) " |h]l,, nel

Demostracidn. En el Teorema 5.7 en [44] se puede ver que la finica solucién acotada
de la ecuacién discreta (3.22) es

y(# )= Z G(n, k)h(k).

keZ
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Por lo que, solo probaremos que ésta solucién es remotamente casl periddica.
En efecto, consideremos

ly(n+7) —y(n)| = Zé(n+¢,k+¢)h(k+7)—Zé(n,k}h(k)

REL keZ
< Z(@(n + 1, k+7) — G(n, k)Yh(k + T)”
kel
|5 a1 - )|
kel
< 3|6t k) = Gl ) | Ntk + 7
keZ
+K Y e h(k + ) — h(K)] -
keZ

Aprovechando que la funcién de Green es Bi-remotamente casi periddica sumable,
que la funcién h es remotamente casi periddica y la dicotomia exponencial, obten-
dremos el resultado. Definamos

Sin) = Y _IGn+7k+7) = Gl k)h{k+7)| (3.25)
kEZ

Sa(n) = Y e " M|nlk + 1) — h(k)l. (3.26)
keZ

Sabemos que ||h||o < M. Estudiemos solamente cuando n — oo. La situacion para
n — —o00 es analoga.
Dado ¢ > 0, consideremos € = min{e(23 ", ;e "=k + AM)~1 e(2M)7'}, existe
ny > 0 tal que si 7 € T'(h,¢€)

|h(n+7) = h(n)|| < €, si [n| > ny. (3.27)

Notemos que

i e < My,

—n

dado que es una suma finita.
Ademas, existe ny > 0 tal que

e "My <€, sin>ng (3.28)



Sea ng = max{n,,ns}. Luego si n > ng, para ,

So(n) = (—2+2+Z) —oln=kl |\ h(k + 7) — B(K)|

—ng

i sup ||h(k+ 1) — h(k ||Z =g
k€&(~o00,~-n4]

+ i e~®mH ||h(k + 7) — h(k)||

—ni

+ sup ||h(k+7) k)| Ze'o‘ln Kl

k€[ni,00)

2¢ Z e~k 4 oM 2 g~on—H)

—11

< 2¢ Ze"’"‘l”’ K4 opMen Z e*

IA

k=—ny
a2
- 2
Por (3.27) v (3.28), tenemos que
Saln) <z, In| > mo.
Luego concluimos que
lim sup Sy(n) < £
|n|]—oco 2

Luego, si consideramos 7 € T'(h,€) N T(G,¢) N Z, tenemos para (3.25)

Si(n) < Mi |G(n+7k+7)— Gn, k).

—00

Utilizando que el niicleo de Green satisface (3.23), obtenemos

limsup S;(n) < MhmsupZ||G(n+T k+7)—Gn, k)

[n|—oc |n|—o0 m—

€
Z =
- 2



Asi, finalmente tenemos que

limsup [[y(n+7) —y(n)|| < e

n—eo

es decir, y es una funcién remotamente casi periédica. Esto concluye la demostracion.
|

Observacion 3.1.5. Se pueden dar condiciones similares a las expuestas en la sec-
cion 1.8 para que (3.23) se satisfaga.

Del resultado anterior, se desprende el siguiente corolario

Corolario 3.1.6. Sea h € RAP(Z,R7). Supongamos gue C'(n) = C en (3.22) tiene
valores propios fuera del circulo unitario (es decir, con mddulo distinto de 1). En-
tonces la ecuacion en diferencias (3.22) tiene una wnica solucion y (n) remotamente
cast periddica.

Observacion 3.1.7. El criterio de Schur-Cohn [21] da condiciones necesarias y
suficientes para que los valores propios de una matriz cuadrada no pertenezcan al
circulo unitario.

Por 1ltimo consideremos el sistema lineal no homogéneo
y(n+1) = Cn)y(n) + h(n) + fu(n,y(n)) (3.29)

tal que f,(n,z) = f(n,zv) y ademés ||f,|| — 0 cuando v — 0 uniformemente en
(n,z) € Z x B,(0). Consideremos las siguientes hipétesis

(D1) La ecuacién en diferencias (3.21) posee una (o, K, P)-dicotomia exponencial
en Z y la funcién de Green G(-,-) es Bi-remotamente casi peridédica sumable,
es decir, se satisface (3.23).

(D2) Sea f.(n,z) = f(n,z,v) sucesién remotamente casi periédica en n para (z,v) x
B,(0) x [0,14], v para cada parametro v real fijo pequefio es uniformemente
acotada con respecto a z. Y satisface la condiciéon de Lipschitz

”fu('nm) - fl/(n: z)” S ﬂ/fl('r: U)lll o Z":

donde (n,z),(n,2) € Zx B,(0) y Mi(r,v) = 0y ||f.]| = 0 cuando v — 0 para
r fijo.
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Asi, tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.1.8. Sea & (n) la dnica solucidon remotamente casi periddica de la ecuacion
en diferencias lineal no homogénea (3.22) y si se satisfacen (D1) y (D2). Entonces
dado r eziste vy = v (1) > 0 lo suficientemente pequerio tal que el sistema (3.29)
tiene una tnica solucion remotamente casi periddica ¥,(n) en una r—vecindad de
£ (n) para cada v € [0,v] fijo. Ademds, si f, (n,z) es uniformemente continua en
t € R con (0,14 (r)], entonces 1, es continua en v y tenemos que

lim g, (n) = € (n).
Demostracién. Sea z(n) = y(n) — &(n), por lo que tenemos
2ln+1) = yn+1)—£&n+1)
= C(n)y(n) + h(n) + fu(n,y(n)) — C(n)§(n) — h(n)
z(n+1) = C(n)z(n) + fuln, 2(n) +£(n))
Consideremos
B(r) = {¢, € RAP(Z,RY)||l¢v]leo < 7} (3.30)

Luego, si consideramos

2(n+1) = C(n)z(n) + f.(n,@,(n) + &(n)).

Por el Teorema 3.1.4 tenemos que la solucién remotamente casi periodica esta dada
por
Tou(n) =) G(n k) fulk, 0u(k) +£(K)), n € Z.
keZ
Ademas, tenemos que
ITeu(m)ll <D Ke ™M1 £, 1o
kEZ

escogemos 1 tal que

Z Ke™®" M| £l < .

keZ
Sean ¢,,%, € B(r) tenemos que

[Teu(n) — T (n)l| £ My(r,v) Z Ke eln=H lew — Yulloo

keZ
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Escogemos v, v r lo suficientemente pequenos tal que

My (r, I/)ZKE-M"_M < 1.
keZ

Para vy = min{w1,»} obtenemos que T : B — B es un operador contractivo.
Luego, existe un tnico punto fijo ¢, (t) € B tal que T, (n) = ¢, (n). Donde
v, (n) =y (n)—£ (n) es la inica solucion remotamente casi-peri6édica de (3.31), luego
¥, (n) = ¢, (n)+& (n) es solucion de (3.29), ademas satisface |1, (t) — & (¢)| < r. Esto
concluye la demostracion. O

3.2. Existencia de Soluciones Remotamente Casi Per-
i6dicas para DEPCA

En [51] buscan soluciones remotamente casi periédicas para (3.4) con A, B matri-
ces constantes. Ademés en [43] se estudia la existencia de soluciones casi periddicas
para (3.4). A continuacioén trataremos el caso con A, B matrices remotamente casi
periddicas.

Sea ®(¢) la matriz fundamental de (3.2) tal que ® (0) = I, donde [ es la matriz
identidad. Si z (t) es una solucién de (3.4) entonces {x (n)}, ., satisface la ecuacién
en diferencias no homogénea (3.22) donde C(n) y h(n) estan dados por (3.9) y (3.10),
respectivamente.

En lo que sigue A(t), B(t) seran matrices remotamente casi periédicas y la fun-
cibn f(t) es remotamente casi periddica, salvo que se diga lo contrario y consider-
aremos Max {|| Al ; [ Blloo  [|flloc} < M.

Lema 3.2.1. Sean A matriz remotamente casi periddica, f (t) € ZRAP(R,R?) y
O(t) una matriz fundamental de (3.2), entonces se tiene lo siguiente:

1. La matriz ®(n + 1,n) es remotamente casi periddica discreta.

2. La sucesion h(n) = f:“ P(n+1,u)f(u)du es remotamente casi periddica disc-
reta.

Demostracion. (1) Se concluye del Teorema 1.3.12 con t =n+1, s =n.
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(2) Tenemos que

n+1

/‘Ml Pn+7+Lut+7)f(u+7)du— f D(n+ 1,u)f(u)du

n

1A =

IA

[ 10 T Lt ) ) = 0 L) ()]

T

A

[ 1o+ + Lutn) - o+ L+ 7l da

n+1
+[ [®(n+1,u)] £ (a+7) — F(w)]] du
M sup ||®P(n+7+1,u+7)— @(n+1,u)

ue(n,n+1]

+ho sup |[|f(u+7) = flu)]-

u€ln,n+1]

IA

Por el Teorema 1.3.12 tenemos que para € > 0, existe €'(e) = € tal que si 7 €
T(A,€' /M) tenemos que

limsup M||@(n+7+ Lu+7)—®n+1lu)| <esi, 0<|n+1—uf <L

|re|— oo

Luego, ya que

sup [[f(u+7) = flw)ll £ sup [[f(u+7)—fu)]

welrnnt1] u€n,co)

tenemos
limsup sup |[f(u+7)— flw)]| < lmsup sup [|f(u+7)— fu)

n—ce  ugn,n+l] n—roo  ugln,co)

= limsup||f(n+7) — f(n)| -

n—rco

Sea ¢ = min{¢'/2M, ¢/2ko}, donde ¢’ = 3715 Consideremos T € T(®,")NT'(f,€")N
7., luego para n — o0

n+74+1 ntl
lim sup / Q(n+ 7+ 1,u) f(u)du — / O(n+ 1,u) f(u)du|| <e.
n—00 n+T7 Jn
La situacion para n — —oc es anédloga. Esto concluye la demostracion. O

El siguiente lema, nos ayudara a relacionar las soluciones ZRAP con soluciones
RAP en la ecuacién (3.4).
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Lema 3.2.2. Sea A(-),B(), f(:) funciones acotedas, localmente integrables. En-
tonces, toda solucidn acotada de (3.4) es uniformemente confinua.

Demostracion. Sea y(-) una solucién acotada de (3.4), como A(-), B(-) y f(-) son
acotadas, entonces existe My > 0, tal que

igngﬂthdt)+=B(ﬂy(HD-%f(tNl<iﬂﬂm

Luego, por el Teorema Fundamental del Célculo

ly(t) —y(s)l| < < Mylt — s

/t(A(u)?J(u) + Blu)y([u]) + f(u))du

Por lo que es una funcién de Lipschitz, en particular es uniformemente continua. [
Asi, podemos enunciar uno de los resultados principales de este Capitulo.

Teorema 3.2.3. Supongamos que A(t), B (t) son funciones remotamente casi per-
iddicas, f(t) € ZRAP(R,R?) y la ecuacidn discreta asociada posee dicotomia ezpo-
nencial tal que el nicleo de Green asociada a ellu es bi-remotamente casi periddica
sumable. Entonces (3.4) tiene una unica solucidn remotamente casi periddica § (t).

Demostracion. Usando la formula de variacion de pardmetros en el intervalo [n,n+
1), sabemos que la solucion de (3.4) satisface

§(t) = {q)(t,n) + /,: @(t,u)B(u)du} ii(n) + j: (L, u) f(u)du,

teR, n=[thn<t<n+Ll

De la expresion anterior obtenemos la ecuacién en diferencias no homogénea (3.22)
con C(n) y h(n) dadas por (3.9) ¥ (3.10), respectivamente.

Por el Lema 3.2.1 podemos aplicar el Teorema 3.1.4, lo que nos permite concluir
qgue la ecuacién en diferencias no homogénea (3.22) posee una tnica solucién remo-
tamente casi periodica {y(n)}nez, ademas, |y(n)| < v,Vn € Z. Ahora, mostraremos

que la solucién () de (3.4) con g(n) = y(n),n € Z, es remotamente casi periddica.
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Si 7 € Z, sabemos que [t + 7] = [t] + 7. Tenemos

lgt+m) =51 < e+ +7) =2 Dy + )l
e, ) W+ 7) — y(EN] |

+ /Lt; (®(t+mu+7)Bu+ 1) — O(t,u)B(u)) du y([t] + 7)

+(mm+f)zmmyé@mMBWMu

+ j{: (®(t+1u+7)flu+7)— Pt u)flu))du
@t + 7, [t] +7) — @t DI Ny([E] + )l

10, ()] (] +7) -y
iyl + ) — (@D [[ 10t BE)| d

IA

" [ 8t = 1B 7) = B+
s @: 1Bt -+ 7,0+ 7) — B(t, )| | B da [yl + 7))
+ / 10t + 7w+ D) | f(wt ) = £ du

Jt]

t
+ /[ 19+ k) = 20| W

Por el Teorema 1.3.12 tenemos que ®(t, s) es localmente Bi-remotamente casi per-
i6dica, la sucesion {y(n)}nez es remotamente casi periédica y por hipétesis B, f son
funciones remotamente casi periddicas y 7 remotamente casi periodica, respectiva-
mente.

Dado que f es una funcién Z-remotamente casi periodica, si 7 € T'(f, €) tenemos

lfmsup sup ||f(u+7)— f@)] < lmsup sup | Fu+7)— f(u)

t—oo  uel[t]f] t—oo  uglt,c0)
= limsup|ft+7) = f(t)]| <€
t—00

Sea ¢ = e(y+ ko + koM + Blo+ MB+ko+ M)~ sit e Ty, ) NT (A, €)NT(B, )N



T(f, )N Z y recordando que ||®(¢, s)|| < ko cuando 0 < |t — s| < 1, entonces

gt +7) =gl < 1@+, +7) — @, DIy + kolly(t] + 1) — y([ED)|
+ ly([t] + 7) — y([tDl koM + vko Sup |B(u+7) — B(u)|

R

+M~y sup |Q(t+T,u+7)— Ot u)|
u€e|[ [t] 1]

+ko sup |[|f(u+7)— f(u)
uel [t

+M sup ||[®(t+T,u+7)— O, u)|.
ue[ [t]1]

Podemos concluir que

limsup [§(t+7) - §OI < e

[t|—ro0

es decir, la solucién § es Z-remotamente casi periodica y es tinica dado que la suce-
sién {y(n)}nez determina univocamente la solucién de la ecuacién diferencial con
argumento constante a trozos.

Por los Lemas 1.4.13 v 3.2.2, concluimos que la solucién es remotamente casi per-
iodica. L]

3.3. Existencia de Soluciones Remotamente Casi Per-
i6dicas para DEPCA Perturbadas

En [40], Xia et. al. considera los siguientes sistemas casi periédicos con argumento
constante a trozo que contienen un parametro pequeio v de la forma

o = A(t)z(t) + B(t)=([t]) + () + vo(t, z(t), z([t]), v),

¢ = flta(t),a() + vglt,z(t), z((t),v).

Con algunas condiciones suficientes obtiene la existencia de soluciones casi periédicas
de estos sistemas. Siendo este uno de los pocos trabajos que estudian ecuaciones de
esta forma.

Motivados por estos trabajos, estudiaremos la existencia de soluciones remota-
mente casi periodicas en ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos,
corrigiendo errores existentes en la literatura, como por ejemplo [40].
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En esta seccion estudiaremos las ecuaciones diferencial no homogeneas con argu-
mento constante a trozos de la forma

y ) = {{(ﬁ)y(t)+5(t)y([t])+f(t)+9u(tay(t):y([t])), teR, (3.31)
2@ = fltz@),2([)+9 @20, 2(), tek, (3.32)

donde A,B:R > R¥, f: R — RY, f, g, : RxRIxR? — RY, ademés g, (t, 21, 72) =
g(t, T1,32,v) tal que g(t, £1,2,0) =0

Usaremos la dicotomia exponencial y el principio de contraccion, con algunas condi-
ciones obtendremos la existencia v unicidad de soluciones x, remotamente casi per-
i6dicas, tal que lim,_,o =, existe y es el correspondiente. '

Consideremos las ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos (3.3),(3.4)
v (3.31), donde 4,B: R — R, f:R—RY g, : R x R? x R? — R son continuas
yuUe [U, Uo}.
En lo que sigue, asumiremos que max {||Alco: [|Blloc: [ flla} < M.

Consideremos las siguientes hip6tesis:

(Hy) Sean A(t), B(t) y f(t) funciones remotamente casi periédicas. La ecuacion
discreta asociada a (3.3) posee dicotomia exponencial tal que el nicleo de
Green asociada a ella es bi-remotamente casi periédica sumable.

(H,) Sea g, (t,1,y2), una funcién remotamente casi periddica en ¢ uniformemente
para (y1,y2,v) € Br(0) x B.(0) x [0,1] y para cada pardmetro v real fijo
pequeiio fijo es uniformemente acotada. Y satisface localmente la condicion de
Lipschitz

lgw (£, 21,71) — gu (B, 22, 1)|| < Mo (r,v) [lz1 — @2l + [lv1 — ]

donde (t, 21, v1) , (¢, %2, 42) € Rx B.(0) x B(0) y v € [0, 1), tal que Mo(r,v) —
0y lg.ll- = sup |lgu(t,z,y)|| = 0 cuando v — 0 para todo r fijo.

llz /vl <r,
teR

Teorema 3.3.1. Sea £ (t) la tnica solucidn remotamente casi periddica de la ecuacion
diferencial lineal no homogénea con argumenio constante a trozos (3.4). Si se sat-
isface (Hy) y (Ha), entonces eziste v y vy = vo (1) > 0 lo suficientemente pequerios
tal que el sistema (3.31) posee una Unica solucion remotamente casi periddica ,(t)
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en una r—vecindad de £ (t) para cada v € [0,15]. Ademds, si g, (t,7,y) es uniforme-
mente continua en (t,x,y) € R x B,(0) x B.(0), entonces 1, es continua en v y
tenemos

lim 4, (£) = € (t).

v—0

Demostracidn. Sea z (t) = y (¢t) — & (t) ; tenemos
d (t) dy(t) _ dg(t)

dt dt dt
= Az (&) + B @) z({]) + g0 (2 (@) +£(8),x ([t]) + £ ([]) - (3.33)

Denotaremos por:

B =B(r,v)= {e(t.v)|e(t,v)=¢(t) € C(R x [0,1],R?), RAP en
tpara todo v € [0,10) fijo ,|w, (¢)] < r}

es un subespacio métrico completo de RAP(R,R?).
Para cada v € [0,1] fijo, sea ¢, € B, aplicando el Teorema 3.2.3, la siguiente
ecuacién

() =AB)z(t) +B )zt +9 (tw ) +E®), 0 (M) +E([H]),  (3.34)

tiene una tnica solucién remotamente casi periddica T, (t).
Usando la formula de variacién de pardmetros en [n,n + 1), la solucion Ty, (t)
puede representarse por:

Tpu(t) = [fl) (t,n) + /:@(t,u) B (u) du] T, (n)

+ [ @t 6 (W +E0) 00 () +E M) du,  (335)

teR,n=[t],n<t<n+1.
Ademas, la sucesién {T'p, (n)},., es la tnica solucién remotamente casi periddica
de la ecuacion en diferencias no homogénea asociada a (3.34), es decir, de

y(n+1)=C(n)y(n)+h, (n) (3.36)
donde

hy (n) = [ﬂ @ (n+1,u) gy (u, 00 (u) + & (u), 00 (n) + € (n)) du.
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y C esta dado por (3.9), las cuales son remotamente casi periddicas por el Lema
3.2.1.
Por el Teorema 3.1.4, tenemos que la sucesion satisface la desigualdad

1T, ()| < K (14+e) (1= %) " b, Vo € Z. (3.37)

Ahora, mostraremos que Ty, € B.
Primero probaremos que [T, ()] < r.
Por (H2), tenemos que ||g, (f,z1,3)|l — 0 cuando v — 0 para (¢, z1,91) € R X
B:z(0) x B:(0) con ¥ =1 + ||€]|0, luego escogemos v () lo suficientemente pequeilo
tal que

2K, {KO (M+1D)K(1+e)(1-e) "+ 1] gl <, (3.38)

para v € [0, ()], donde Kj es tal que ||®(¢,s)|| < Ko para 0 < [t —s] < 1.
Notemos que la constante de Lipschitz My (r, ) se puede escoger como una funcién
no decreciente en v ademas My(7,v) — 0 cuando v —+ 0 para r fijo, por lo que, existe
vo(r) lo suficientemente pequefio, tal que vg (1) < 11, y ademés

2K [Ko(M+ 1) K (1+¢7) (1—e™) 7 +1] My () < 1, (3.39)

para v € [0, vp(r)] . Notemos que

el = | [ @ 1,0, 0 () 4 € () )+ ()

< Kollgls- (3.40)

Entonces para cada ¢, € B, v € [0,14(r)], se sigue por (3.35), (3.37), (3.38) v (3.40)
que

1T, (O < Ko (14 M) [T, (n)] + Ko llgolls
(1+e)

< 2K, {K@ (M+1) K + 1} lgullz <, (3.41)

para v € [0, v (r)]. Concluimos que T, € B.
Por 1ltimo, probaremos que T' es un operador contractivo. En efecto, para cada
Y, € B, v € [0,1 (r)], tenemos

To, () =Ty ()= [(t,n) + [1@(t,0) B(w)du| [T, (n) = T, (n)]

= Jo ® () [g (1 00 () + € () s 00 (n) + € (n)
—gy (0 (u) + € (w),0n(n) +£(n))]du, n<t<n+l.



Se sigue

(14

FS——Q) + 1| Mo (F, ) low — Yol oo

IT¢, = Tihulloo < 2Ko [Kg (M+1)K

Entonces, por (3.39) obtenemos que T : B — B es un operador contractivo. Luego,
por el Teorema del punto fijo de Banach tenemos que existe un Unico punto fijo
oy (t) € Btal que T, (t) = @, (t) . Dado que @, (t) = x (¢)—£ (¢) es la tnica solucion
remotamente casi-periédica de (3.34), luego ¥, = @, () + £ () es solucion de (3.31),
ademés satisface ||1, (t) — £ ()] < r. Por tiltimo, veremos que lim, %, (t) = £(¢).
Para esto notemos que

lim ||A,(n)|| =0 (3.42)
v—0
Luego por el Teorema 3.1.8, tenemos que
lim {|ip, (n)]| = 0.

Finalmente,

@(t,7z)+/ ® (t,u) B (u) dul| |ey (n) |

, -
lim [lg,(#)] < lim

"‘”lfi%f 19 (2, 0) [lgw (u, 00 (w) + € (u) 0 (n) + € (n)) || du
= 0,

ya que
lim [, (n) | =0y lim|lg, (u, 0 (u) + € (1), 00 (n) + € (n)) | = 0.
—0 v—0
Podemos concluir que
lim 9, (t) = £(t).
v—0
Lo que concluye la demostracion. O

A continuacién, estudiaremos el sistema perturbado:

%’% = Ay () + By (O)z([t]) + £(£) + go (8 2(8), 2([£])) (3.43)
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donde A, (t), B, (t) son matrices cuadradas de orden ¢, remotamente casi peridédicas
definidas en R, con v € [0,19]. Ademés, A, = Ay y B, = Bycuandov — 0. fy g
son como en el teorema anterior.

Ademaés, consideraremos los siguientes sistemas

W A0 )9(t) + Bul®u((d) .44
%% = Ao (t) 2(t) + Bo(t)2([t]) + £ (¢) (3.45)

donde Ay (t) , By (t) son funciones (matriciales) remotamente casi peri6dicas definidas
en R.
Considere las siguientes hipotesis:

(H7) Sea & (t) la tinica solucién remotamente casi periddica de (3.45). El sistema
(3.44) satisface (H;). Ademés, supongamos que A, == Ay y B, =3 By en R,
cuando v — 0.

Corolario 3.3.2. Se satisface (H;),(Ha2),(Hs) y (Hy). Entonces existe v y vy =
vo () lo suficientemente pequerios tal que el sistema (3.43) posee una tnica solucién
remotamente casi periddicas 1, (t) en una r-vecindad de £ (t), para cada v € [0, 1)
fijo. Ademds, st g, (t,z,y) es uniformemente continue para (t,z,y) € R x B,.(0) x
B:(0), con v € [0,10], entonces 1, (t) es continua en v y tenemos que

lim ¢, () = £ (1) -

v—0

Demostracidn. Sea u(t) = z(t) — £(¢), tenemos

() = Ao(t)ult) + Bot)u(ft)
+9, (t,€(t) +u(t), £([8) + u((t])
H(A(2) — Aolt))(ult) + E(t)) + (B () — Bo([8])) (u(lt]) + £(14))

Sea

Gu(tu(t),u(lt]) = gu (8 €(0) +u(®), §([H]) + u(lt]) + (Au(t) — Ao(£))(u(t) + £())
+(By([t]) — Bo([t])) (w([t]) + £([21))-

Es facil verificar que las hipétesis del Teorema 3.3.1 se satisfacen. Esto concluye el
corolario. O



Consideremos el sistema con retardo

Y AGy+h@+rety(©,yE-a)u(@]), a>0fo  (349)

ademas, £ es la tinica solucién remotamente casi periédica de

% _A@) 24 h(D) (3.47)

Consideremos la siguiente hipdtesis:

(H}) Sea g (t,z,y, 7) remotamente casi periédica en ¢ uniformemente con respecto

a (z,y,2) € B.(0) x B.(0) x B,(0). Y satisface localmente la condicion de
Lipschitz

lg (£, 21, T2, 23) — g (b, 41, ¥z, ya) || < My (r) [l — | + (|22 — well + [|23 — usll] ,

donde (t, 1,9, 3) , (£, 41, Y2, y3) € R x B,(0) x Bn(0) x B,(0), para todo r > 0
fijo.

Al considerar g,(t, 1, z2,73) = vg(t, 21,2, 23), se tiene de manera inmediata
que |/g.| = 0 cuando v — 0. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.3. Si la parte lineal de (3.46) posee dicotomia exponencial y su nicleo
de Green asociado es Bi-remotamente casi periddico integrable , h(t) es remotamente
casi periddica y se satisface (H}). Entonces para todo r > 0 fijo existe vy = v (r) lo
suficientemente pequeiio tal que el sistema (5.46) posee una dnica solucidn remota-
mente casi-periédica ¥, (t) en una r-vecindad de & (t), para todo v € [0,10]. Ademds,
Y, () es continua en v y tenemos que

g, (1) = £(t).-

v—0

Demostracidn. Sea u(t) = y(t) — £(t), tenemos

w(t) = A(tyu+vg (¢, () + u(t), § (¢ — o) +u(t — ), §([1]) + u([t]) -

. P 2o QKﬂ'll(T)
nsideremos 1y = min . . Sea
Cons Yo (7= —= 1S

B ={p, (t) |y, (t) € RAP, [, (t) | £ 7, v € [0, 0]}
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Consideremos, ¢, € B, tenemos que

% =4 (t) u+vg (f,f(i‘) En ‘Pv(t)ag (t - Of) + @ (t — @) ,f([ﬁ]) - ‘501,([15])) . (3_48)

Tenemos que su solucién es
To,(t) = V/oo G(t,5)g (s,€(s) +@u(s), € (t — @) + ¢ (s — ) ,&([s]) + u([s])) ds.

Es facil ver que 7' : B — B y ademas es contractivo. Luego, por el Teorema del
punto fijo de Banach tenemos que existe un tnico punto fijo ¢, (t) € B tal que
Ty, (t) = ¢, (t). Dado que @, (t) = z(t) — £(¢) es la tnica solucién remotamente
casi-periodica de (3.48), luego ¥, = ¢, (t) + £(t) es solucion de (3.46), ademais
satisface ||¢, (¢) = ()| <. O

Observacion 3.3.4. Notemos que la gran diferencias entre este teorema y los otros,
se debe a que en este resultado dade una constante r > 0 existe vy > 0, es decir, no
existe la complicidad de r y vy como en los teoremas anteriores.

Finalmente, consideraremos los siguientes sistemas

R ORI 0) i)
W (6900, D)+ 3 () 5(1D), (3.50)

Bajo las hipétesis
(C1) La ecuacién (3.49) tiene una tnica solucién remotamente casi periédica &(t).

(C2) f(t,z,y) € C? en z e y, y las derivadas parciales de segundo orden satisfacen
la condicién de Lipschitz en z e y.

(C3) La ecuacion discreta asociada a la ecuacién variacional con argumento con-
stante a trozos

dz af
= (t £(t),€([e])=(t) + @(tf(t),{([ﬂ))z([ﬂ) (3.51)

posee dicotomia exponencial tal que el nicleo de Green asociada a ella es Bi-
remotamente casi periédica sumable, donde £(¢) esta definido en (C)). Ademaés,
g—i(t, z,Y))y %(t, x,y) son funciones remotamente casi peridédicas en la primera
variable.
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Teorema 3.3.5. Si se satisfacen (C1), (Cs), (Cs) y (H2) entonces exziste r > 0
y vy = vo(r) lo suficientemente pequerios tal que el sistema (9.50) posee una uni-
ca solucidn remotamente casi-periddica 1, (t) en una r-vecindad de £ (t) para todo
v € [0, vp].

Ademds, si g, (t,x,2) es uniformemente conlinua para (t,z,2) € R x B[0,r] x
B[0,7], con v € [0,1), entonces 1, (t) es continua en v y tenemos que

Lfm <, () = £ (t) -

Demostracion. Por calculo sabemos que

$t,206)-+ €00, ullE) + E(1) — 18, €2). €)=
% (1,60 aun(>+%§tamam»mm>

+ %(I(t) Vo +y([t]) - Vo) F (2, 0a(t) + £(8), Oy ([t]) + £(1)), (3.52)

donde # € [0,1), “-” denota el producto escalar y “V” es el operador hamiltoniano.
Sea z(t) = y(t) — £(t), entonces de (3.50) y (3.49) tenemos que
dz

=) = f(t2() + &), 2([t]) + &) — F(4,£(8), £(1A))
+rg (¢, 2(t) + (), 2([1) + £([E])

por (3.52), tenemos que
dz of _ of
—(t) = F-(.£0),8(H)(t) + @(t,g(t),g([t]))z([t])
1(Cf?(?f) Ve + y([i]) - V)2 f(#,02(8) + &(2), 02([) + £([])
+Vq (t, 2(t) + &), =([t]) + &([ED))
Sean A(f) = (1, £(t), £(1)), BE) = 30, 6(1),£() ¥

1
F(t.2(0, () = 3@ Vartyll) - Vil (6, 02(8) + £(2),6:(() + E(ED),
sin perdida de generalidad podemos asumir que max{[|Allw,[|Bllw} < M. Obten-
emos el siguiente sistema

%2 (1) = A)=(0) + B2 + F(t, 2(8), ([6) + va (&, 20 + €0, 2(10) + (1))
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Por (C,), tenemos que existen r >0y %, Ny(r),i=1,2y My(vp), tal que

e (0:02(8) + £(),0=(08) + (1)) < M)

mﬁ,—(t 0z(t) +£(2), 02(1)) + ()| € MNu(r) (3.53)

22 (1,02(6) + €00, 0=(18) + €@)) | < M)

parai,j=1,2,---,q, tERy|z| <ry
& f 32 -
e 50 ) ~ 5 g 050, )| 5 200 1) 0
32}‘ -

|5 o ) 02(10D) = 5e=(.050,6(eD)| < 200) (0 — ()
Ty, (02001, 05(1)) = 5,030,026 < 200 o) - 20

parai,j =1,2,---,q, t € Ry ||2]| <7, Na(r) es acotada y N;(r), My(v) se pueden
escoger como funciones no decrecientes de r y v, respectivamente. Se sigue que

12, 2(2), 2(ED)]| < 3r*Ni(r) para ||z < r (3.54)

1F(2,2(2), =([t])) — F(£, 2(t), ()] < 6(qrMNi(r) +r*No(r))|z — 2] (3.55)

para [|z]|, |2 <ry t e R.
Luego, dado que se cumplen las hipétesis del Teorema 3.3.1 se concluye el Teorema.
O



Capitulo 4

Aplicaciones y Ejemplos

4.1. Sistema Brusselator

4.1.1. Presentacién del Modelo Brusselator

La reaccién mecanica a estudiar, comunmente llamada el Brusselator, es un mod-
elo tedrico para un tipo de reaccién autocatalitica. El modelo Brusselator fue prop-
uesto por Ilya Prigogine y sus colaboradores de la Universidad Libre de Bruselas. Es
un acréonimo en inglés de Brussels ("Bruselas”) y oscillator (”oscilador”).

Una reaccién autocatalitica es tal que actlia una especie para aumentar la veloci-
dad de su reaccién de produccion. En muchos sistemas autocataliticos se han visto
dindmicas complejas, que incluyen miltiples estados estables y 6rbitas periodicas.

La dindmica y la quimica de las reacciones oscilantes han sido objeto de estudio
durante los tltimos 50 afios, comenzando con el trabajo de Boris Belousov. Belousov
estaba estudiando el ciclo de Krebs, cuando se encontro con un sistema oscilante,
fue testigo de una mezcla de 4cido citrico, bromato y catalizador de cerio en una
solucion de acido sulfurico la cial sufrio cambios periédicos de color. Estos cambios
indican la formacién ciclica y el agotamiento de las especies de cerio oxidados de
forma diferente. La comunidad cientifica de la época crefa que las oscilaciones en un
sistema quimico contradecia las leyes de la termodinamica, por lo que el trabajo de
Belousov permanecié inédito durante afnos.

En 1961, diez anos después de los experimentos iniciales de Belousov, un nuevo
trabajo fue iniciado por A. M. Zhabotinskii. En el cual se reproducen los resultados
de Belousov, y pronto comenzé a trabajar en un sistema similar utilizando acido
malico o 4cido malénico como reductores.

81
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Este sistema de reaccion, cominmente referido como reaccion Belousov-Zhabotinskii
se ha estudiado fuertemente desde perspectivas tanto quimicas y mateméticas [32].
También ha inspirado a nuevas areas de estudio, en sistemas quimicos similares y en
la prediccién del comportamiento de los mecanismos de reaccién complejas.

En la actualidad hay un gran nimero de sistemas que permiten conocer el com-
portamiento complejo de los sistemas oscilantes autocataliticos. Entre ellos estén los
modelos Lotka-Volterra, Oregonator, Edelstein, y Horn-Jackson.

4.1.2. Existencia y Unicidad de Soluciones Remotamente Casi
Periddicas

El modelo Brusselator, esta dado por el sistema de ecuaciones

dz _ | g2
{dt a—(b+1)z+ z?y, (4.1)

dy __ 2
X =bz — 2y,

el cual posee un tnico punto critico en (a, 2). Consideremos la perturbacién del
sistema (4.1)

%% =a—{b+1)z+ 2%y + acos (wt—l— \3/%) + By/asin(wt + \S/E),
% = bz — 2%y + vy /asin (wt+\3/f)_

Notemos que para a = 0 del sistema (4.2) obtenemos (4.1). Sean
b
r=a+tvu, y=-+rvv, v=+a.
a

Entonces, considerando los cambios de variables, reescribimos el sistema (4.2), obten-
emos:

G =0-1)u+dv+Bsin(wit + Vi) +v (cos(wt + V1) + 242 4 20w + vutv)
# = —bu — a®v + ysin(wt + VE) — v (2u? + 2auv + vuPv) .

(4.3)
Cuando v = 0, tenemos:
%’%:(b—l)u—!—azv—l—ﬁsin(wlt—k V1), (4.4)
%"ti = —bu — a®v + ysin(wt + V).
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Asi, f(t) = (Bsin(wit + V1), ysin(wt + %))T es la perturbacién de la parte homo-
genea de (4.4), es decir,

W — _py — q?v. (45)

{%‘t‘ = (b—1)u+ a’y,
dt

Ademas, este sistema tiene como valores propios

1
,\1,2=-2- (-a2-+b—lzt\/(ag—b+l)2—4a2).

Sia®—b+1# 0, entonces tenemos Re); o # 0, asf (4.5) posee dicotomia exponencial
con proyeccion P =diag(1,1) = I'sia®>—b+1 > 0,y P = diag(0,0) si a®>—b+1 < 0.
Podemos tomar K =1, a; 2 = Re); 5. Por lo que obtenemos el siguiente Teorema

Proposicién 4.1.1. Si a® — b+ 1 # 0, entonces el sistema no homdgeneo (4.4)
tiene una tnica solucion acotada & = (uo,v,)”, que es remotamente casi-periddica y
satisface

t

ug (t, 8,7) = / e‘Re’\l(t“s)ﬂ sin(w; s + ¥/s)ds
t—OO

v (t,8,7) = / ¢ I0et-9) sin(ws + V)ds
—00

?

si a® — b+ 1> 0, ademds el punto de equilibrio (0,0) es estable. Y

Ug (tl 6: 7) = / B_Rekl(t_s)ﬁSin(wlS —+ %)ds

ko ;
w(tB,7)= - f e~ ROy sin(ws + ¥5)ds
t

sia® —b+1<0, ademds el punto de equilibrio (0,0) es inestable.

Sea rg = sup;p l('u,g, 'U())T’ , entonces por el Teorema 2.2.1 tenemos

Teorema 4.1.2. Sia’—b+1 # 0, Entonces para cualquier constante r, eziste un 1% =
V0 (r) lo suficientemente pequesio tal que el sistema (4.3) posee una tnica solucién
remotamente casi-periddica ¥, (t) = (u, (t,8,7),v, (&, 8,7))" en una r-vecindad
de £(t) = (uo (t,8,7),v0 (t,8,7))" para todo v € [0,1°] con |j¢, (t) — £ ()] < .
Ademds, v, (t) es continua en v € [0,1°] por lo que tenemos lim, v, (t) = £ (£).
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4.2. Modelo Richard-Chapman

4.2.1. Presentacion del Modelo Richard-Chapman

L. Von Bertalanffy en 1938 fue uno de los primeros en formular una teoria sobre
el crecimiento organico basada en principios biolégicos. Sus principales hallazgos se
encuentran resumidos en su libro "Teoria General de los Sistemas" [3]. Para el autor

"El crecimiento se basa en la accién encontrada de procesos anabdlicos
y catabélicos. El organismo crece cuando la formacién sobrepasa a la
degradacion, y se detiene cuando se equilibran ambos procesos”.
g ) Y q

También puede suponerse que, en muchos organismos, el catabolismo es propor-
cional al volumen (peso) y el anabolismo es proporcional a la superficie. Sus ideas
parten de considerar a los sistemas vivos como sistemas abiertos (es decir, recibe
influencia del medio por lo que es capaz de intercambiar materia y energia).

Para su teoria del crecimiento animal von Bertalanffy propuso la ecuacion

Z(t) = n(a(t))’ - ya(t),

donde z es el peso o volumen de un organismo, 7 es la constante de catabolismo, n
es la constante de anabolismo y el exponente € esta dado por la relacién alométrica.
En la mayoria de los animales estudiados por él, la relacién alométrica producia un
exponente # ~ 2/3. Por esto von Bertalanffy, trabaja con la ecuacién

2 = (=) [1—%@@))”3} (4.6)

Sin embargo, advirtié que 2/3 no puede considerarse como un "nimero magico”.

Richards al aplicar la ecuacién de crecimiento de von Bertalanffy al crecimiento
de plantas, vy Chapman al de animales, encontraron que el exponente f deberia
conservarse variable ya que para diversas especies se alejaban considerablemente de
2/3. Asi, tenemos que la ecuacién de Richard-Chapman es

' (t) = ro(t) {1 - % (ﬂf(t))a] )

La ecuacién tiene una considerable flexibilidad, en [17,33] se realiza un arduo estudio
sobre estas ecuaciones.

Una justificacién para el uso de esta familia de ecuaciones es la relacién alométrica
(Y = %()?) que se encuentra con tanta frecuencia entre dos caracteristicas de



crecimiento correlacionados, por ejemplo, longitud y ancho de una hoja.
Por tltimo, analizaremos algunos valores de 4.
Cuando # = 1, obtenemos

i
z'(t)=ra(t) [1 - _511%] ,ecuaciéon de Verhulst.

Para 6 = 0, tenemos

o' (t) = [1 - %] rz(t), ecuacion de Malthus.

4.2.2. Existencia y Unicidad de Soluciones Positivas Remota-
mente Casi Periddicas

Consideramos la ecuaciéon de Richard-Chapman con una perturbacién externa f

L8 o) [at) - b0 0] + ). @.7)

Antes de comenzar con nuestro resultado principal, demostraremos los siguientes
resultados. En lo que sigue supondremos que f es una funcién continua y acotada.
Consideremos las siguientes hip6tesis

(H1) a(t),b(t), f(t) son todas funciones continuas remotamente casi periédicas.

(Hy) 0<a<a(t) <A 0<8<bt)<B,0< f(t) < F, 0 <8 es una constante.

(H3) Sean w = %[ﬁ — 4+ F) ~ = B/a, tal que (%) %71/9 <ly -g—l'—gg ot
El siguiente lema nos permite asegurar la existencia de soluciones positivas

Lema 4.2.1. Consideremos (4.7); si f (t) > 0 entonces el dominio Ry es un invari-
ante positivo con respecto (4.7).

Demostracion. Como f (t) > 0, se sigue que

dz (t)
dt

vl
] 8
—~~
b -
S S
r— fre———;
2 =]
~~
o~ o+
h - S—
! I
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asi, tenemos

o) 2o op { [ [o9)= ()" (5] ds}

-0

luego si z (ty) > 0 tenemos que z(t) > 0. Esto concluye la demostracion. O

Teorema 4.2.2. Si las hipotesis (Hy), (H2) y (H3) se satisfacen entonces (4.7)
posee una tnica solucion remotamente casi periddica ¢*(t), y satisface
,\/41/9 < qb* (t) & w—l/ﬁ_

Demostracion. Sea u(t) = 1/z% (), solo consideraremos las soluciones positivas de
(4.7), podemos escribir el sistema como:

% = B0 (8)u (t) + 06 (£) — BulO (1) £ (£). (4.8)

Definamos )
B={p(t)lp(t) ERAP,w < p(t) <7}

Sabemos que (B, ||||DO) es un espacio métrico completo. Dado ¢ € B, consideremos
la siguiente ecuacion:

du

= = —a(t)u(t)+0b(t) — 0" () £ (1), (4.9)

por el Teorema 2.1.3, sabemos que (4.9) posee una tnica solucién remotamente casi
periddica 7 (t), dada por:

1) =0 [ et b(s) = 497 () £ (5)] s (4.10)

Definiremos el operador T, por

gm0 [ oty SO fe)ds, (@)

notemos que

IA

i 5
To(t) < 0 f e=0 13 awdu b )| ds

b
x

IA



Finalmente, obtenemos

T (t) <

=iy
i

!
0%
Ademas,
i
Tp(t) = 6 / e0lsawdu T (5) — GUH0/0 (5) £ (5)] ds

t
9/ e—ef: a{u)du [ﬁ _ 7(1+ej/ef (S)] dis

v

Asi, tenemos

t -
To(t) > 8 [ e [g_o+000f (o] ds
1
> (B AR —
> < (8- ) =w
Por lo que, Tp(t) € B: luego, T : B — B. Para todo ¢, € B, se sigue que

g b
IT(,D (t) _ T'lrb (t)i < 9[ e—@j:a(u)du1f(s)| ‘@(1-’:—9)/9 (8) _ g0(1-‘1-9)/19 (S)l ds.

—0D
" Recordando el teorema del valor medio, obtenemos

1+

(1+6)/0 _ (10(14-0)/6[ o T,Y]./BW) _ (,-’71'

¢

Entonces,

o) ~Te@) < 6 et s ()25 200 () - p(s)lds
2 (552) 1~ ol
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Entonces, T' es una contraccion que mapea B en B, esto nos dice que, T posee un
finico punto fijo en B. Por lo que el tnico punto fijo es la tnica solucion positiva
remotamente casi peribdica ¢ (t) de (4.7), y w < ¢(f) < . Por dltimo, tenemos
que u (t) = 1/2°(t), y, por el Lema 2.1.3, (4.7) posee una tinica solucién positiva
remotamente casi periddica ¢* (£) = [¢ ()], ¥ /7Y < ¢* (1) < 1/w'/?. Esto

completa la demostracién del teorema.

U
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4.3. Modelo Lasota-Wazewska

4.3.1. Presentacion del Modelo Lasota-Wazewska con Parte
Entera

El modelo Lasota-Wazewska es una ecuacion diferencial autéonoma de la forma
y'(t) = —8y(t) + pe W) £ > 0, (4.12)

Ha sido utilizado por Wazewska-Czyzewska y Lasota [35] para describir la super-
vivencia de las glébulos rojos en la sangre de un animal. En esta ecuacién, y(t)
describe el ntimero de glébulos rojos en la sangre en el tiempo #, ¢ > 0 es la prob-
abilidad de muerte de las glébulos rojos; p,~y son constantes positivas relacionadas
con la produccién de globulos rojos por unidad de tiempo y 7 es el tiempo requerido
para producir glébulos rojos.

La ecuacién (4.12) modela variadas situaciones en la vida real, ver [23].

En [14] proponen una variacién de este modelo, modificando el retardo

Y (t) = =6y (t) + pe™ ™, £ > 0. (4.13)
4.3.2. Existenciay Unicidad de Soluciones Remotamente Casi
Periédicas
Estudiaremos el siguiente modelo con retardo
y'(t) = —0(t)y(t) + p(t) f(y (), (4.14)

donde §(-), p(-) son funciones positivas remotamente casi periédicas y f(-) es una
funcién positiva que satisface una « condicién de Lipschitz, es decir, se satisface

|f(z) = f)l <z —yl, =y € Ry
Asumiremos la siguiente condicién
(LW,) El promedio de ¢ satisface M(é) > d_ > 0.

(LW;) Las funciones 6(-), p(-) son funciones positivas remotamente casi periddicas y
f(-) es una funcioén positiva que satisface una -y condicion de Lipschitz.

El principal resultado es el siguiente Teorema:
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Teorema 4.3.1. Si se satisfacen (LW7) y (LW3), para v suficientemente pequeno,
la ecuacidn (4.13) posee una dnica solucidn remotamente casi periddica.

Demostracién. Sea 1(t) una funcién real remotamente casi periédica, por el Lema
1.4.12, se tiene que ¢([¢]) es romatemente casi periddica, y consideremos la ecuacién

y'(t) = —6(ty(t) + p(8) S ([H). (4.15)

Entonces, la unica solucién acotada de (4.15) satisface

(2) = [ e~ Fe5@0 () £ (4[] .

La parte homogénea de la ecuacién (4.15) posee dicotomia exponencial, por lo
t . . I .
que por el Teorema 1.3.9 sabemos que €~ J.8(8)ds o5 Bi-remotamente casi periddica.

Luego, aplicando el Teorema 2.1.3 concluimos el resultado. O
Tomando f(z) =e 7, v > 0, tenemos el modelo Lasota-Wazewska:
y(8) = —8(t)y(t) + pt)e ™, t > 0, (4.16)
Asi tenemos que

Corolario 4.3.2. Si se satisfacen (LW,) y (LW,) entonces para <y suficientemente
pequerio el modelo Lasota- Wazewska con argumento constante a trozos (4.16), posee
una Unica solucidn remotamente casi periddica.

4.4. Principio del Promedio para Ecuaciones Remo-
tamente Casi Periddicas

4.4.1. Teoria cualitativa del Método del Promedio

Para vy > 0 sea f: R x W x [0,15] — R" continua, donde W es un subconjunto
compacto de R™. Denotemos la funcién f(t,z,v) = f,(f,z) y supongamos que para
cada v € [0, es uniformemente remotamente casi periddica en t y 0f./0z es
continua en z € R™ uniformemente en t € R. Ademas, f,(t,2) =0y %";‘(t, z) — 0
cuando v — 0 uniformemente para (t,z) € R x W.

Consideremos el sistema

dx

E = va(t>$): (417)
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para el cual encontraremos soluciones remotamente casi periédicas.

Ahora explicaremos la idea basica del método del promedio para el sistema (4.17)
(ver [5,13]). En la seccion anterior , los sistemas poseian una parte lineal y dicotomia
exponencial. El sistema (4.17) no posee una parte lineal obvia, por esto no podemos
utilizar las técnicas o resultados anteriores.

Consideremos el sistema, promediado

% s gl (4.18)
donde
1 /T
Talz) = TlLlEl;O-Z—T - folt,z)dt,z € B.(0). (4.19)

El sistema auténomo (4.18) es mucho més simple que el sistema no auténomo (4.17).
El sistema (4.18) puede tener soluciones naturales, que son las soluciones constantes
z(t) = 2o donde fy(xy) = 0. Intentaremos usar las soluciones de (4.18) para aprox-
imar soluciones de (4.17). Por lo que veremos como conectar los sistemas (4.17) y
(4.18), encontraremos un cambio de variable @ = y + vU(t,y, v) invertible, remota-
mente casi periddico y cercano a la identidad, tal que (4.17) se transforma en

R (4.20)

donde go(t,y) = 0 para todo (¢,y) € R x B,(0).
Si existe yo € R” tal que fo(yo) = 0, entonces con el cambio de variable y = yo + 2
podemos ver que (4.20) es equivalente al sistema:

dZ 8 d 0
i Va—f;(yo)z +v (fo(yo +2) = folyo) — a_i(yﬂ)z + gu(t, %0 + Z))

s,
= ya—j;)(yo)z + vF,(t, z)

Ya que los dos cambios de variables son invertibles y remotamente casi periodicos,
al resolver este altimo sistema obtenemos una solucién remotamente casi periddica
para (4.17). Podemos ver que es crucial que el cambio de varibale z =y + vU(t,y,v)
cumpla con las propiedades mencionadas.

Asi, tenemos la siguiente definicién y los lemas:

Definicion 4.4.1. Una funcién f € C(R,R™) diremos que es ergddica si M(f) existe.
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Lema 4.4.2. Sea f € C(R x Q,R). Definamos F : R x @ x (0,00) = C por

t
Pt a0 -—/. e V) f (s, x)ds. (4.21)

Ademds sean

1 U
h(u,z) = sup —-/ f(s—t,a:)dt[ (4.22)
wek | U Jo
Elzr)y = 'rzf h(u, z)ue™ " du. (4.23)
0

Entonces tenemos

1. |F(t,z,v)| < vE(z,v);

2. |%f(t,$,1/) - f(t:ﬂ:” < f(.’,C,I/)

3. Si f es ergddica, F lo es también. Con M(F)(z) = v *M(f)(z), parav > 0
Jijo.

4. Si f € RAP(R x Q,R), entonces F € RAP(R x Q,R) para v > 0.

Demostracion. Para cualquier t € R, sea

- U

filu) = / f(t —r,x)dr.

0
Tenemos por (4.22),
o, 2)] < hu, )
En (4.21), sea u = t — s. Entonces tenemos
oo
F(t,z,v) = f e f(t — u,z)du. (4.24)
0

Integrando por partes, tenemos

FlEmay) = /Olooe—"“f(tu,x)du

= flu)e™

o0 eg -
. +v/ e " fi(u, z)du
0

= u[ e fy(u, z)du.
0
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Se sigue que
|F(t,z,v) < v [u’*’ fo N e ﬁ(u,m)|dq¢]
v! [UQ /OO c"’”uh(u,m)du] = v¢(z,v).
0

Notemos que F' satisface la ecuacién diferencial

%il(t,z,u) — ) = —uFi 740,

IA

Entonces
y OF

= (t,z,v) — f(t)’ < |vF(t,z,v)| < &(z,v)

Por lo tanto (1) y (2) se cumple.
Ahora veamos (3). Dado que f es ergédica

h_l)rgoﬁ/ flt+ s —wu,z)dt = M(fz)
Consideremos
1 ™ 1
I(z) = = F(t +r,z,v)dt — —M(fz)

_ / f vtT=9) £ (s 7)disdt — %M(j}c).

Sea u =t + 7 — s y notemos que fn e "*du = 1/v entonces

T 00
I{z) = %/:Tfo e“"”f(t—l—r—u,m)dudt—%M(fm)

- T
o= /U R [%[Tf(t+r—u,x)dt—%M(fm) du

Por lo que I(z) — 0 cuando T' — oo, para v > 0 fijo. Con esto concluimos que
M(E,) =v~'M(f,). Lo que concluye la demostracién. O

Lema 4.4.3. Si f, satisface las condiciones mencionadas en el primer pdrrafo de
esta subseccion. Sea fy como en (4.19). Entonces para todo r < 1y existe vy > 0 y
una funcidn continua U en R x B,(0) x (0,00) tal que
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1. Para cada v € (0,00), U € RAP(R x B.(0),R") y es ergddica, es decir su

promedio existe.

9 U o5 continua en R x R? x (0, 00) v las derivadas de un orden arbitrario con
ot ; Y

respecto a © € R*son continuas para cade v € (0,00). %% y las derivadas son
remotamente casi periddicas y ergddicas.

3. Sea G(t,z,v) = (t,z,v) — fo(t,z) + fo(z) entonces todas las funciones
U, ygg? G 1 B = aG tienden a cero cuando v — 0 uniformemente en R x B.(0)

4. El cambio de variable
=y +vU(ty,v) con (t,y,v) € R x B.(0) x [0, 1] (4.25)

es invertible y transforma (4.17) en

Y o) + VB Y (426)

donde F, satisface las mismas propiedades que f, en R x B.(0) x [0,v0] ¥
ademds Fy(t,y) = 0 para todo (t.y) € R x B,(0).

Demostracion. Sea H : R x B.(0) — C" por

H(t,z) = fo(t,z) — folz).
Entonces H € RAP(R x B,(0),R"). Como [ es ergddica, se sigue de (4.19) que

T

1
lim — H(t+s,z)dt=0
T—eoo T

uniformemente con respecto z € B.(0) vy s € R. Tenemos que H es ergodica y
M(H,) = 0. Definamos la funcién
/ H(s—w,z)du

£(z,t) =1 /Ooo e ™Muh(u, z)du

h(t,z) = sup |-

sER

Para la funcién
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no es dificil ver que &(z,t) — 0 cuando ¢ — 0, uniformemente con respecto a z <

B,(0). Por lo que, definiremos &(z,0) = 0 para z € B,(0).

Consideremos H : R x B.(0) x (0,00) — C" la solucién acotada de la ecuacion

diferencial

%E(t,x, v) — H(t,z) = —vH(,z,v),

dada por

T
H(t,z,v) :/ e~"¢"9 H(s, z)ds.

—o0

Por el Lema 4.4.2, tenemos que

H(t,z,v)| < v (v,z), teR.

(4.27)

Ademas H € RAP(R x B,(0),R") y es ergbdica con M(H;) = 0 para v € (0,00)
fijo. Bs facil ver que &L € RAP(R x B,(0),R") v es ergodica para v € (0,00). Por

(4.27)

5 .
lE%H(t,w}v) — H(t,x)

Para a > 0 fijo v algtn entero g > 1, definiremos A, en C” tal que

L Jda1—a™? |z s |z| € a,
Aal) = {O si|z] > a,

donde la constante d, es determinada por

Ay(z)dz = 1.
Be

Definamos la funcién U7 : R x C" x (0, 00) — C" por

Utta,0) = [ A=)y

2 i) te R

La funcién U es continua. U € RAP(R x B,) para v € (0,00) y U es ergodica dado

que H lo es. Por lo que 1 se satisface.
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Para probar 2. La funcion A,(z—y) posee derivadas parciales continuas de orden
superior a 2¢ — 1 con respecto a = que son acotadas, en norma, por una funcién
A(a) (el aréa de integracién) donde A es continua en (0,00). De (4.27) se sigue que
la funcién U tiene derivadas parciales con respecto a x de orden superior a 2q — 1
que son acotadas por A(a)é(y,v)r~!, y € B,.(0). Como g es un entero arbitrario , el
nimero de derivadas con respecto a = puede ser tan grande como deseemos. % y la
derivada son remotamente casi periédicas y son ergbdicas para cada v € (0,00). Asi,
tenemos que 2 se satisface.

Para probar 3. Escojamos @ = a(v) es una funcién de v tal que a(v) — 0,
A(a(v))é(y,v) — 0 uniformemente con respecto a y € B.(0) cuando v — 0. Entonces

vU =0y I/%}- — 0 cuando v — 0 uniformemente con respecto a z € B.(0) yt € R

dado que vU y v son acotadas por A(a(r))é(y,v). Para todo nimero r < rg

escogemos 1y lo suficientemente pequefio tal que r + a{r) < ro para todo v € (0, 1p).
Se sigue de la definicién de A,(z) que

/ Agpy(z —y)dy =1, z € B,(0), v € (0, ).
Br,
Notemos que

G(t,z,v) = a—U(t,a:,u) — H(t,x).

ot
Sea
G(t,z,v) = G(t,z,v) + vU(t,z,v).

Dado que

ou —

St = [ Bula-pIHEY) - H v,

ot B(0)
tenemos

a(t T, V) = 5003 Aa(v)(ﬂ: - y)[H(t: y) - H(ts m)]dy

Por el teorema del valor medio,
IG(t,z,v)]| < sup  ||H(t,y) — H(t, )|

0<|lx—yl|<a(v)

oH
= sup gg(t, 0,(y — z))

0<]lz—yl<a(v)

Iy al,
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donde 8, € (0,1). Ya que %— es continua en x, uniformemente en ¢ € R, la funcion
898 o5 acotada en R x B,(0). Asf, G(t,z,v) — 0 cuando v — 0 uniformemente en

R x B(0). Luego
G(t,z,v) — 0 cuando v — 0

uniformemente en R x B,.(0). Tenemos que

G OH oOH
%(tamu V) = Aa.(v)(m - y)[—a;(t:y) - _'"—(t: ﬂf)]dy,

BTO 8 X

Utilizando el argumento usado para G, se muestra que

%(i,m,u) — 0 cuando ¥ — 0

uniformemente con respecto a (t,z) € R x B,(0). Luego,

%(t,x} v) — 0 cuando v — 0

oz

uniformemente con respecto a (¢,z) € R x B,(0). Esto prueba 3.

Ya que las cuatro funciones en 3 se convergen a cero cuando v — 0 uniformemente
con respecto a (¢, z) € R x B,(0), podemos definirlas como cero para todo (¢,z) €
R x B,(0) cuando v = 0. Para v; > 0, sea

O ={z : z=y+rU(t,yv), (t,y,v) €Rx B.(0) x [0,1]}

un subconjunto compacto de C™.

Notemos que yg—g — 0 cuando v — 0 uniformemente con respecto a (t,y) € R x

B,(0).

Escojamos vy > 0 tal que [ + VBU—(;;E—’V—) posee una inversa acotada para (£,y,v) € R x
Bas)(0) x [0, 15]. Luego, por el Teorema de la funcién inversa, el cambio de variable
(4.25) posee a lo més una solucion y € By, (0) para cada (z,t,v) € Rx Qy x [0, 1],
Para cualquier zg € 4 existe vs(zg) > 0 tal que el cambio de variable (4.25) tenga
una tinica solucion y = y(t, z,v) definida y continua para |y—zo| < v5(zq), |2 —mo| <
v3(zo) v 0 < v < (o).

Ya que §); es compacto, podemos escoger v4 > 0 independiente de zg tal que cumpla
con las mismas propiedades que v3(zg).
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Si vy = min{vy, o, 14} entonces el cambio de variable define un homeomorfismo.
La transformacién esta bien definida para (¢,y,v) € R x B.(0) x [0, ). Por (4.25),
tenemos

dz dy 4 oU dy +V@U

— ==t =

dt dt oy dt ot

Entonces, por (4.17) tenemos

(I . Ugg) dy de U
Oy

a ~ oat ot
ou
= vf,(t,y+vU(t,y,v)) —v——

ot
= vhly) v [Aolts) ~ olw) ~ o
+v [f(tay i VU(tﬂy! V)) - f{](t, y)]

= vfoly) + vl (ty)
Podemos ver que f posee las mismas propiedades que f tiene en R x B,(0) x [0, vg),

ademas, fo(t,y) = 0 para todo (t,y) € R x B,(0). Nuevamente, por 3 tenemos que

v — 0 cuando v — 0 uniformemente en (¢,2) € R x B,(0). Podemos escoger v, lo

suficientemente pequefio tal que

ua—U” <d<1, ve|0y.
dy

(%) 55

Notemos que 3~ es remotamente casi periodica, y [I — (—vdU/dy)]~" tambien es
remotamente casi periddica. Se sigue que

Entonces,

4y _ [1_(-;/%%)]1(Vf0(y)+Vfu(t=y))

dt
: 20 k
- (I 52 ; (—yg—g) ) (Vf()(y) + Vfu(t;y))

= Vfo(y) + Vﬁ/(tu y)
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Podemos ver que f,, posee las mismas propiedades que [, es decir, es remotamente
casi periddica y f,, — 0.
Esto completa la demostracion. O

Aplicando el Lema 4.4.3 obtenemos el siguiente Teorema:

Teorema 4.4.4. Supongamos que f, satisface las condiciones mencionadas en el
primer pdrrafo de la subseccidn. Si f, definida en (4.19) es tal que eziste z, € B.(0)
con fo(zo) =0y %(xo) posee valores propios con parte real distinta de cero. Entonces
existen ro y vy > 0 lo suficientemente pequefios tal que para v € (0,1p] la ecuacion

(4.17) posee una tinica solucidn v remotamente casi periddica continua en R x (0, 4]
tal que

sup |, () — zo| < ry. (4.28)
teR

Demostracion. Por el Lema 4.4.3, podemos reducir (4.17) a (4.26).
Por lo que si realizamos el cambio de variable y = z + 2, obtenemos

2(t) = vAz + vE,(t, 2) (4.29)

donde A = %(xo) y

& d %

Fott,2) = ol +20) = fofeo) ~ P(an)e + o, 2+ 20)
Asi podemos ver que F), satisface las mismas propiedades que f,.
Sean s = tv, z,(s) = z(sv7!) y Fy(s,2,(s)) = F,(sv7,2,(s)). Entonces de la
ecuacion (4.29) se sigue

dz =

T = A5+ Fuls,a(s),
donde F es una funcién remotamente casi periédica en la primera variable dado que
F'lo es. Ya que A no posee valores propios con parte real igual a cero, tenemos que
la solucién satisface la ecuacién integral dada por

2y(8) = foo G(s,w)F,(u, z,(u))du.
Sea
BTO = {wv = RAP(RaRn)‘”wv“oo < TO}'
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Podemos ver que el operador definido por
76,(5) = [ Gls,wFulustufu))du

mapea B,, en B,, al escoger rq y 1y lo suficientemente pequenios. Luego la de-
mostracion concluye del teorema del punto fijo de Banach. O
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