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RESUMEN

En esta tesis analizaremos 1os parámetros de un código Goppa C¡,6, para definir

e imponer ciertas condiciones a los divisores D y G que harán a nuestros códigos

óptimos al momento de corregir errores de transmisión. Aprovecharemos la corres-

pondencia que existe entre curvas algebraicas y cuerpos de funciones. para definir

estos códigos Goppa y analtzar sus parámetros. En particular, consideraremos eI

cuerpo de funciones Hermitianas tl y algunos de sus subcuerpos, elegidos por terer

muchos lugares racionales. Apartir de e1los generaremos códigos Goppa para luego

comparar sus parámetros. Se crean algunas herramientas para calcular los cuerpos

ñjos ?19 para algunos subgrupos I del grupo de automorfismos de ?l y sus coües-

pondientes códigos.

ABSTRACT

In this thesis we analyze the Goppa code's (Cp,6) parameters to acquire certain

conditions over the divisors D and G such that our codes become optimal in the

sense of error correction. we rvill use the correspondence between algebraic curves

and function 6eids to deflne these Goppa codes and analyze their pa.rameters. In

particular, we will consider Hermitian function fields and some ofits subfields, chosen

forhavingman)rrationalpoints.\Viththesefieldsweu'illconstructGoppacodesto

compa¡e its parameters. we created some tools to compute the fixed fieids 119 for

some subgroups I of the automorphism group of ?l and its corresponding codes.
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Capítulo 1

Preliminares

Comenzaremos con una breve introdución a la teoría de códigos, pasando desde

sus orígenes a su modelo general, mostrando también una cota paJa sus parií,uretros.

seguiremos con una descripción más detallada de cuerpos de funciones algebraicas,

inciuyendo extensiones de Ga,lois de cuerpo de funciones. Fina,lmente recordaremos

algunas definiciones básicas de Geometría Algebraica y aprovecharemos la corres-

pondecia que existe entre curlas algebraicas y cuerpos de funciones para entender

(en el siguiente capítulo) los llamados códigos Geométrico-Algebraicos o códigos

Goppa.

1.1. Introducción a la Teoría de Códigos.

En mas de alguna ocasión nos hemos encont¡ado con textos que tienen palabras

tnal esclitas o le faltan algunas letras ), aún así somos capaces de leerlos ¡- eutender-

Ios sin problemas. Esto se debe a que el lenguaje es un código v sus palabras son 1o

suficientemente distintas como para detectar o corregir una grarr cantidad de errores

de escritula.

Pero el lenguaje es un código rnul. conocido, por 1o que no goza de rnucha scgu-

ridad. Esto ha lleiado al ho¡nbre. desde hace miles de años. a construir distintos
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códigos dependiendo de sus necesidades. En un principio, luego de ser codificados,

Ios mensajes eran transportados por personas y por 1o tanto) una vez entregados

satisfactoria,mente sólo bastaba conocer el código para descifrarlos. sin embargo, el

auge de las comunicaciones a partir de la segunda mitad del siglo XX motivó Ia

necesidad de transmitir información a través de ciertos canales, los que no necesa-

riamente eran personas y esto generó basta¡rtes problemas, ya que la información

enviada a través de estos canales podía sufrir aJgunas alteraciones en eI camino y

generar mensajes distintos a los enviados, dependiendo de 1as perturbaciones que

tuviera eI canal y por 1o ta¡to ya no bastaba sóIo conocer el código para decifrar e1

mensaje.

Para ejemplificar }a situación, supongamos que nosotros ,,Ios emisores,, queremos

enviar cierto mensaje rn. Entonces eI proceso comienza transformando el mensaje

m en el mensaje encriptado c, el cual será enviado a través de un canal de comu-

nicación. Las ca¡acterísticas del ca¡ra,l dependen de la naturaleza del mensaje a ser

enviado (por ejemplo, si e1 mensaje son transmisiones desde un satélite, e1 canal es

e1 espacio). Nuestro intermediarío recibirá un mensaje codificado c/ posiblemente

erróneo, ya que en todo proceso de comunicación hay ruido e interferencias. .Final-

mente, se intentan corregir o detecta¡ los emores de transmisión del mensaje c/, para

luego decodificarlo generaudo un mensaje desencriptado m'que es entregado al ,,e1

receptor". Todo e1 proceso se resume en eI siguiente esquema:

lr-'"iser l------. fffil ----------* lcrn tl , fm"d";l---------* lneceptor I
- ---7- D 

-

I
I

@
Con e1 tiempo Ias formas de encriptar información fueron mejorando, y los problemas

al enviar y luego tratar de desencriptar esta información se estudiaron en profundi-

dad, dando nacimiento a 1a rama de 1a matemática llamada Teoría de Códigos. EI

problema principal de la teoría de códigos es el cómo poder transmitir información
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de manera segura y fiable a través de un canal que sea poco segruo y poco fiable

(con ruido). Como ejemplos que todos conocemos podenros pensar en:

. Conversaciones telefónicas convencionales, donde el canal es el cable.

. Tra¡rsmisiones desde un satélite o telefonía móvil. Aquí el canal es e1 espacio.

. Grabación y recuperación de datos en ei disco duro de un ordenador o en un

disco compacto (de música por ejemplo). E1 canal a través deI que transmitimos

los datos es en este caso e1 propio disco.

1.1.1. Códigos Lineales.

Definición t.l. Sea A - {a,t, az, . . . . ar} u.n, conjunto f.rñto de q el,e,ntentos dzstintos.

A este conjun,to Le llamaremo s al,f a,beto ( ó alf abeto del có d,i,q o ) .

En muchas aplicacioncs se considera al coniunto,,l como un cuerpo finito.

Definición L.2. Sea. .!: {a1,a2....,ar} un alfabeto. Entonces

(i) Todo subconjunto no t¡acío C de A es llam,ado un, códi,go (o cód,iqo q-ario).

Cod,o, c Q C será llun¿a,d,a palabra del cód,igo. rL el largo del cóttigo y la canttdad de

paktbras ert. C será eL to,maño del cód,i.qo.

(ii) Si el alfabeto A es un cspacio uectorial sobre a,lgún cuerpo K g C es un subespacio

rie 4,, entonces el códi,go C serd llamado li'neaL.

Definición 1.3. En A se def"ne d, la llamada distanci.a de Harnming mediante

d(i.l) :: l¡{i : t, l y,}.

donde i: (r1. .... r") e i: @t,...,y,,). D e.fl.nint os el, pe.so de í por

d,onde d : (0, .., 0)

u,(d) :: d(d. d),
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De aquí en adelante siempre que hablemos de distancia estaJemos hablando de

1a distancia de Hamming.

Definición L.4. Para cad,a cód,igo C def,ni,mos la d,istanci,a míni.ma como

d,(C) : :mzn{d(i. !') : i..! e C, í *,r1.

Notemos que si C es un código lineal la atterior. definición es ecluivalente a

d(C)::n'¡1{u'i¡; : := e C i I 0*}'

Diremos que C es un [n. k. d]r-cód,igo lineaL st es un subespacio \€crorial de F] de

dimensión k 1' distancia nínima d.

La distancia mínima será de vital inportancia en la detección _r. cor¡ección de

errores de trausmisión. como veremos en eI próxima sección.

1.1.2. Modelo General.

El modelo general de ul sistema de protección contra los errores producidos en

el alnacenamiento o la t¡ansmisión de información a trar'és de un canal discreto (sin

memoria)r sometido a ruido comprende 1os siguicntes elementos:

Emisión.

Para el proceso de emisión necesitamos dcfinir un alfabeto a1 que ilamarerlos

aLfabeto fuente r. denotaremos por A. También debemos definir el largo de 1as pala-

bras de] merrsaje. al cual llama¡crnos k. es decir, una palabra cualquiera m será de

Ia forma

m: oú.2...ak do[dc a¿ € A para todo 1<i < k.

I Con esto nos refcrimos a un canal cu¡,o alfabeto de eutrada ¡, sali<la es urr coliunto finito, v
qrie además no guarda la info¡mación traDsrnitida.
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Codificación.

Una vez definido el alfabeto fuente se construye un código C C A. (k < n)

que ocupaJemos para encriptar nuestros mensajes. Pero antes de encriptar nuestros

mensajes definiremos algunos elementos que nos ser¿án de gran utilidad, en e1 caso

en que ,4 sea un cuerpo frnito.

Deffnición 1.5. Dad,o F o un alfabeto fuente g C un ln., k, d]o- cód,i.go lineal, se

llamará cod.ifi,cad,or a una función li,neal f : ['[ ---+ C.

Esta función puede ser representada una matriz I de rango k, la cual no está úni-

camente determiuada, ya que depende de la base en Ia que trabajemos.

Definición L,6. Sea C un ln,k,dln- cód,i,go l,ineal, llamamos matriz generad,ora d.e

C a una (k x n)- matriz I , tal que

C: {t'r ¡- € Ff }

Observación 1.1. Si C c F| un código lineal de dimensión ft, entorces una matriz

generadora de C es una matriz de i,, x n cu).as filas forr¡en una base de C sobre 1Fr.

En conclusión. una \¡ez defrniclo ur:r código C C F?. encontramos una matriz

generadora f de C. Así, nuestro proceso de codificación consistirá en tonar una

palabra m € F| r. convertirla en la palabra c: m.f perteneciente al código C.

Canal.

Una vez codiñcado el mensaje, el paso siguiente es atravesar un canal de comLr-

nicación, pero ¡,qué es un canai de comunicación?.

Ur canal d,e cornun'icac'ión es e1 medio de transmisión por el que viaian Ias señales

portadoras clc la información de emisor a receptor. Éste puccle ser desde al aire.

hasta seirales electomagnéticas o un clisco compacto (CD).

Lo irrportante de un canal de comuricación es que si recibe una palabra c € A,

5
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devueive una palabra c' e A. donde la distancia entre c de c,depende clel ruido del

cal¡.a].

Si,4 tiene estructura aigebralca entonces ct : c*r. clonde r € A. La distancia

entre r ]'0 es llamada 1a cantidad de errore.s de transmisi,ón, de la palabra c,

Para nuestro propósito, el mensaje enviado, luego de pas¿)r por el canal de trausmi-

sión. será c' : c * r \. quisieramos corregir estos errores para recuperar el mensaje

c.

Decodificación.

No es una tarea fácil. a partir de c'recuperar e} mensaje c. de hecho si Ia pala-

bra recibida es otra palabra deI código no hay manera de saber cual fue 1a palabra

enviada. ni siquiera detectar que hubo un error. Es en este caso que un código con

distancia mínima grande se r.uelve mu1' útil. va clue si la cantidad de errores que

trae c'es renor que d(C). es decir, d(c.c') < d(C), entonces c'no es urra palabra

deI código r.por lo tanto a ma\.or distancia mínirra (corno verernos más adelarrte)

maJ¡or es la caltidad de errores podemos corregir o detectar.

La siguiente deflnición v el posterior lena. nos entregarán una manera fácil de veri-

ficar si c' es o no una palabra del código.

Definición 1.7. Sea C C rF[ un cód,igo. Et cótligo dual de C es el código C! defi,nido

por

Cr::{re Ei.:

dond,e- y.nra cada r : (;r1.....2r).g :

biLrneal usuaL de Fi x F[.

(z e) :0Ve e C],

(:ur,.. ,U"), \r,g) :: lr¡y¡ es la for-ma

\otar que Ca es de hecho ur código Iinea1.

Lema 1.1. Sea C

Entonces

(1)CL:{reFi

C Ei un código Lineal de

: f¿r: 0).

di,mensión k '¡¡ matri,z generadora I .
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(21 Ct t,i,ene din¿enstón n - l;.

Don,de rt . rl,enol,ará la, traspuesta de r. paro, una demostraci,ón uer [lj pag. 2.

Corolario 1.1. Sea C un código l.tneal y seo, H u,rt,a matri,z generr,tjoro, tle CL
Ertton ces

(1)c: (c-)t.
(2) C: {re F[ : Hrt:O].
P ara u,na dem,ostración uer [l] pao. S

Por 1o tanto. c/ pertenece a C si ¡. sólo si 11c, : 0. o sea. tenemos una forrna

fácil de verificar si la palabra ¡ecibida, luego de pasar por el canal de transmisión.

pertenece o no al código C.

Ahora veremos dos teoremas que nos dirát cuando es posible detectar que Ia

palabra c' contiene errores 1' cuando es posible recuperar la palabra enr.iada c.

Teorema L.L. Un códi,go con d,tstar¿c:,ia rnínima d,(C) nos pe_rw,ite de.tectar s errores

si d(C) > .s + 1.

Demostración: Supongamos que d(C) > s + 1 v que enrriamos 1a palabra

c e C y recibimos 1a palabra c' e A" con s errores. Lo que afirmamos es que

c' ( C pues d(.c, c') : s < d(C) \, esto no puede ocurrir entre palabras de código por

definiciól de distancia nínima, por lo tanto. los s errores son detectados. I

Teorema L.2. Un, cód,i,go con dista,ncia mínima d,(C) nos perm,ite rnrr.egir t etrores

si d(C) > 2t + 1.

Demostración: Supongamos que d(C) > 2t + I v que enr.iamos Ia palabra

c: € C y recibimos 1a palabra c' € A" con t errores. Lo que afirmanros es que c

es la rinica palabla del código a distancia menor o igual a f de c'. Esto se debe a

que si existiese otra palabra de C, digarnos c1 con d,(c1. ct) < , entonces d(c,cr) <

d,(c" c') + d(c' , c1) < 2¿, 10 que contradice que 1a distaucia mínima entre dos palabras

ndel código es lnavor o igual a d(C).
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Obserración 1.2. Nota¡ que si d ) s* 1 y d, > 2t* 1, no podemos detectar s

errores y corregir Í simultiáneamente.

observación 1.3. con 1os teoremas ante¡iores podemos concluir que los mejores

códigos tendrán una distancia mínima Io más grande posible.

Definición L.8. Se llamard,n pardmetros relati,t¡os d,e C al par lR,6l, d,ond,e R ::
kf n se llama tasa d,e transrnzsr,ón g representa simultáneamente el costo y la ueloci-

d,ad, d,e transmisi,ón, y d,ond,e 6 :: d,ln se llama d,i,stanci.a relati.ua y mid,e la capaci,d,ad

coryectora en relac,i,6n a su longi,tud.

Observación 1.4. Con 1a defrnición anterior es natura.i querer que tanto .R como d

estén lo más cerca de 1 posible. Lamentablemente estos parámetros dependen uno

del otro, como veremos a continuación, y por 1o tanto nos conformaremos con que

su suma sea lo más grande posible.

1.1.3. Cota de Singleton

Proposición l.l. (Cota de Si,ngleton [1]) Si C es un ln., k,, dln-código li,neal sobre

Bn, se cumple que: d-l<n-k

La cota de Singleton es equivalente a ó+.B < t *11n.,1o que significa que la

suma de los parrí,rnetros relativos de un código no pueden exceder aI valor ! l lf n.

Nuestro trabajo se enfocará en conseguir códigos donde la suma de Ios parámetros

relativos se acerquen los que más posible a esta cota.

Definición L.9. Un ln., k, d)r-cód,igo li,neal sobre E, se llamaró. MDS (marimum

d.istance separable) si d - 7 : n - k.

L.2. Cuerpos de F\rnciones Algebraicas.

En la sección anterior conocimos la cota de Singleton, como una cota superior

para 1a suma de 1os parámetros relativos del código, sería ideal contar también
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con una cota inferior. Cotas de este tipo existen, pero en general no son óptimas.

Sin embargo, existen cierto tipos de códigos, Ios llamados códigos Goppa ó códi-

gos Geométrico-Algebraicos (que conoceremos en el siguiente capítulo) que poseen

una cota inferior bastante buena. Para deflnir estos códigos primero necesitamos

introducir el concepto de cuerpos de funciones algebraicas.

1,.2.7. Definiciones.

Definición L.IO. Un cuerpo d,e func'iones algebrai,cas FIK de una aari,able sobre

K es una ertensi,ón de cuerpos F ) I( tal que F es una ertensi,ón algebrai.ca fi.ni.ta

de K (r) para algún elemento r e F el cual es trascendente sobre K.

Definición L.71. Un ani,Ilo d,e aaluac'ión de un cuerpo d,e funci,ones Ff K es un

anillo O C F con las stgui,entes propr,ed,ades:

(1)K9ogF.
(2) para cad,a z e F tenemos que z e O o z-1 e O.

Para ia demostración de la siguiente propiedad y posterior teorema ver l1], pag.

2v3.

Proposición 1.2. Sea O un ani,llo d,e ualuact ón de un cuerpo d,e funciones Ff K .

Entonces se cumplen las s'igui,entes afirmac'iones:

(a) 0 es un an'i.llo local, es d,ec'ir, O tiene un único id'eal marimal P : O\Ox , donde

O" : {z e Ol eri.ste un elemento w e O con zw : 1} es el subgrupo de uni,dad,es

de O.

(b) Sea 0 I r e F. Entonces r € P e r-' I 0

Teorema L.3. Sea O un ani,llo d,e ualuación del cuerpo d,e funci.ones FIK g sea P

su úni,co i.deal marimal- Entonces tenernos,

(a) P es un ideal pri,nci,po.l.

(b) Si P:tO entonces cada\f z € F ti.ene una representación ¡ini'ca de la forma
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z: t"u puru algún n, e Z y u < Ox .

(c) O es un dominio de'irJ,eules prznc,tytales. Mas aún. si P:tO A {0} + I C O es

un ideal. entonces I : t"() para algún n e N.

Dn anillo que ti,ene las propte-dades anteriores es llamado un anillc¡ de ualuación

discreta.

L.2.2. Lugares.

Definición L|12. Para FIK un, cu.erpo d,e .fu,ncion,es a,l,gebra,i,co,s d,ef,nimos:

(a) ün lugar P d,e u,n cueryto de fu,nctones es el ideal marirnal de algún anill,o d,e

uul'uación O de Flh. Cada ele,me.n,to t e P tal que P:tO e.s llam,ado un, parámetro

u,ntformiza'nte tle P (también es llamado pardmetro local o elemento prr,mo).

(b) P(F) = {P : P es u,n, l,u,sar d,e F lK}.

Si O es un anillo c1e raluación de FlIi v P es su ideal maxil'ral. entolces O

está únicamcnte determinado por P, a saber. C1 : {: e F : :-r e P}. Luego

Op :: O e-" llamado a,nrllo dt: uaLuo,ción del lugar P.

I-,'na scgunda descripción útiI del coniunto de iugares está dada en términos de

valuaciones.

Definición 1.L3. L¡na ualuaci,ón di,screta d,e F I K es una fun,ci.ón '.- : F ---+ Zt-l {x}
con las stguientes propied,ades:

(t) u(.r): oa <+ r : o

(2) u(rs): '"-(z) + u(s) para toda t.v € F

(3) u(r + g) > min{u(r).r(.y)} para todo r.y e F

(l) Ex'istc u,n e.lemento z e F con u(.2) : 1

(s) u(a) : o para todo o l a € K

Para Ias demostraciones del Lema 1.2 y Teoren-ra 1..,1 ver 11] pag. 5.

Lenra 1.2. Seau una ualuactón d.isr:reta de FIK A seo,n:r.y e F conr:(:r) I u(y).

Entonccs r:(r + y¡:rn¡n7u(z), c(37)].

10
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Para cada lugar P e IF(F) definiremos la función ap : F -+ ZU {cn} como sigue:

Escogemos un pa.rámetro uniformizante ú de p, luego cad,a 0 I z € ¡, tiene una
única represent arlión z: únz, donde u e Os y n eZ. Así definimos,

rp(,2) :: n v op(O) :: oc.

Observemos que esta deflnición sólo depende de p, no de Ia elección tle t.

Teorema 1.4. Sea F f K un cuerpo de fun,cion,es.

(a) Para un lu,gar P e F¡. lo, Ju,nción up defi,nr,da ante?-iormente es t¿r,a ualua,c:,ión

discreta de FlK. Lt[as uún tenen¿os

Op: {^-ÉF:crpr:,>6¡

Op : l: € F: r'p1: r:0J
D 

- 
f^-ri. ^.,^,- ^lP\ - I 2 u j

(b) Un el,emento t € F t:s un pard;mltro untform.izante rte P s,i y sót0 si upft) :1.
(c) Intersam,ertte. suf)orlem,os que L) es una ualu,o,c,ión d,t screta d,e FlK. Entont:es el

conjunto P:: {z e F: t,(z) > 0i es un lugar rle FIK, ll Op 7 {z e F: r(z) > 0}

es su correspondiente anlllo de t¡o,luaci,ón.

(d) Cada antllo tJe ualuación O de FlIi es wt subarlillo proyti,o mari,maL de F.

Sea P uu iugar de F/K v sea Op su anillo de valuación. Como P es uu ideal

maxinral. OplP es ur cuerpo. Para cada r € C1p definimos z(P) € OplP como la

clase residual de r módulo P. para r € -P\Op ponclnos r(P) :: oc. Es fácil cornpro-

bar que K COpv KetP: {0i. luego la función residuai Oe - OplP induce una

inscrustación canónica de K cn OplP. A partir de ahora siempre considerarernos

l( coruo un sub( uerpo de Op/P via esra il,cru.taciólt.

Definición 1.14. Sea P € P(F,).

(a) Fp :: Op f P es el cuerpo restdual rte P. La funci,ótl r é r(P) de F a Fpt-) { cr}
es llarnado la funci,ón resid,ual con respecto d,e P.

11
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(b) deg(P'¡ 7 lFp : K) es llam,ar)o el grad,o de P. IJn lugar d"e grad,o 1 es llamado

un, lu,gar raci,onal d.e F I Ii .

(c) Denotaremos por N(F) al conjunto rLe todos los lugares racton,ales de F.

Es un resultado conocido que el grado de un lugar es siempre finito. pero si desca

una demostración pucdc ver 11] pag. 6.

Definición 1.1,5. Sea z € F 'y P € P(F). Di,remos que P es un cerut d,c z s'i

¡p(z) >O; P es urt, ytolo de z s'i up(:) < 0. Sz u¡(z) : rn ) 0: P es un. cero de : de

ord.en m; sz t.¡(u ) : -m < 0. P es 'un polo de z de odcn, m.

1,.2.3. Divisores.

Definición 1.16. El, qrupo de rliuisores de F I Ii , denotado por Diu(F). es u,n grupo

abeh.ano Libre generado por los lugares d,e FlK. Los elementos cle este gru¡Lo son

llam,ados diui,sores de FlK.

En otras palabras. ut dtt¡tsor D es una suma formal flnita de lugares de F(F).

esto es D: Drenlrl(nrP). donde np es un entero igual a 0 para casi t,odos los

lugares de IF(-F).

Definición L.17 . Para cada. D € Di,u(F) de.fr'n,i'rrtrts su sctporte por.

suPP(D) ,: {P < F(-E) : n¡ I 0}

Definición 1.1g. Dos d,it¡,isores D : I".ut.t(npp) y D, : Lpeyt\(n,rp) se

numun dt manttu nalutul ,omo 'iguc.

D+D,: ! {r"+n;p
P€F(F)

Definición l.Lg. Et elernento cerrt rJe el grupo de diui,sores e-s D : lrun,'rnrP
con np: O para todo P e f(F).

Definición L.2O. S'inp ) O para, todo P e P(F) llamarem'os a D posttiuo o efectixo'

t2
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Definición L,2L, Sea D: Irerlr¡ npP un d,,iu,isor de F, defi,ni,mos el grad,o d,e D

como sigue

d,es(D): D "".des(P).P€P(F)

Definición 7.22. Llamaremos d'iui,sores de un punto a los d,iutsores D : mP d'onde

P es un lugar racional d,e F g m > 0.

7.2.4. El teorema de Riemann-Roch.

Antes de enunciar el teorema de Riemann-Roch, debemos definir el concepto de

divisor asociado a un¿ función y el espacio de Riemann-Roch asociado a un divisor.

Deñnición L.23. Sea J e F, como f ti,ene una aaluaci,ón para cada lugar enP(F),

es natural asoc'iar o, f con un d,'iuásor, que llamaremos d'i,ai,sor de f como sigue:

(/),: » oo(f)P.
P€P(F)

Notemos que tal divisor es el divisor cero si y sólo si / e K.

Si f q K , (/) puede ser escrito como diferencia de dos divisores efectivos

(.f):(/).-(/)-.

donde (/)6 : D,"roo"("f) P es e\ d.i.ui.sor de los ceros de f y (..f )*: !"".0trp(/)P
es el di,ui,sor rle los polos de .f .

Para la cotstrucción de códigos lineales, el siguiente colcepto jugará un ro1 funda-

mental.

Definición 1.24. Dado un diri,sor p : lnpP. el conjunto de todas las Jun'c'iones

que satisfa,cen up(f ) > -np pa,ra todo lugar P. junto con la fu,n,ción cero, es Llarr¿arlo

eL espacio de Ri,ema,nn-Rocl't, asociado a D 1tr es denota,do por L(D'\.

Es sencillo cheqiiear qte L(D) es un espacio vectorial sobre K. Un poco mas

complicado es verificar.. que arlemás su dimensión es frnita (r'er 11] pag. 18). A esta

climensión la denotarenos por- l(D) .
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Obserración 1.5, Para un divisor efectivo D, L(D) consiste en todas 1as funciones

que cumplen con que todos sus polos se encuentran en el supp(D), y 1a multiplicidad

de cada uno de ellos no es mayor que r¿p.

Observación 1.6. Si D es un divisor de un punto, es decir D : mP, entonces

L(D):{f eX : (f)*,:tP, conl<rn}u{0}.

Además si "fr,... ,Í, e L(D) son tales que t,p(/¿) + apui) Vi'+ i' I < i,, j < r.

Entonces fr,..., f, son lineaimente independientes sobre K (ver 14] pag. 12).

Observación 1.7. No es difícil verifica.r que para todo D e Dia(F) con d,eg(D) < 0

se tiene que .C(D) : {0} V que además L(0): K.

En general, calcuiar la dimensión del espacio f,(D) es complicado. Para solucionar

este problema conta¡nos con el teorema de Riemann-Roch, el cual nos da una fórmula

para calcular ta,l dimensión. Pero antes de esto necesitamos un pax de defrniciones.

Definición L.25. El género g de FIK está defi'nid'o por

s :: mar{d,es(A) - l(A) + 7 : A e Dta(F)).

Considerando ,4 : 0 se puede concluir que g ) 0.

Definición 1.26. Un d,'iaisor canóni.co d'e F es un d,'i'u'isor W que cumple con:

drcs(W):2s-2 s I(W):g'

d.ond,e g es el género de F.

Teorema 1.5. (Teorerna de Rietno,nn- Roch [1]) Dad,o un dioisor D,

t(.D) -- des(D) + 1- s + t(11¡ - D)'

dond.e ll es algin di¡ isor ranoniro
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Aún con esta fórmula calcular f (D) puede resultar complicado, ya que debemos

conocer I(W - D). Para liberarnos de este problema, podemos restringuir e1 grado

del divisor D y recurrir aJ siguiente corolario [1].

Corolario L.2. Para tod'o d,tui,sor D tal que d,eg(D) > 29 - 1'

t(D):d,es(D)+1-s

1.3. Extensiones de Cuerpos de F\rnciones.

Nos interesa estudiar extensiones de cuerpos de funciones, por ]a relación <1ne

existe entre los lugares de un cuerpo de funciones -F 1'los lugares de una exterrsión

de F. cuando esta extersión también es ur cuerpo de funciones

1.3.1. Definiciones.

Definición 1,.27. a) Ltrt cuerpo de funciones algebrair:as F' f K' es llamatLa una

ertensión algebraica d,e FIK si F' ) F es una ertensión de cuerpos alqeb'ra'tca y

K,) K,

b) La eúensión algebraica F'f K' d.e FIK es llant,a'da fi,ni'ta si lF' : F] < oo

Definición !.28. Consicleremos la ertensión a\gebraica F' f K' de FIK ' Se dice rlue

u'n lugar tL.e P' e P(F') se erlcuentra sobre P e F(fl) sz P c P'' También di'rerr¿os

que P' es un,a ertensi'ón rJe P o que P se encuentra bajo P' , y escrt'bi'remos P'lP '

Para 1as demostraciones cle Ia Proposiciones 1.3 v 1.4. Lema 1.3 ¡'Teorernas 1.6.

1.7 ¡, 1.8 r.er [1] en las pag. 69, 111, 98. 74. 100 y 99 respectir amente'

Proposición L.3' Sea F' f K' una ertensión algeb'ra'ica de F I K ' Supongamos qtt'e

P (resp. P') es un Luga,r de FIK (resp. F'lIi'), Op e F (resq'' Op' c F') el

15
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corresporld,iente anillo de truLuaci.ón y up (resp. up,)la correspondi)enle ualuac'ión

d,is creta. Entonces las sig'uientes a.fi,r-maciones s o n, equ'iu aLcnte s :

1) P',lP.

2) OP c OP'.

3) Eriste un entero e > I tal que up,(r) : e.up(r') para tod.o Í e F.

Mas aún. si PtlP entonces,

P:P')F a Op:Op,nF.

Por esta razón. P es tambi,én llamada la restrtcción d,e P' en F.

Una consecuencia de 1a anterior proposiciól es que para P'lP existe una iD-\¡ección

canonica del cuerpo residual Fp : OelP en el cuerpo residual Fp, : Op, lP'.dada
por

r(P) r- z(P') Para r e OP

Por 1o tanto podemos collsiderar Fp cotno un subcuerpo de Fp,.

Definición 1.29. Sea F'f K' una ertens'ión' algebraica de FlIi. g sea P' € P(F')

'urL lugar de F'f Ii' r1ue se encuentra sobre P € P(F).

a) El entero e(PtlP) .: e con

rP'(t') : e'rP(.r) Para todo t e F

es llamadr¡ el índice d,e- rarni,f,cación, de P' sobre P.

Dectmos que P'lP es ramifi,cad,o si e(P' P) > 7, g P'lP no es ram'tficado si' e(P' P) :

1.

b) f (P'lP) ;: lFp, : Fpl es llanndo el grado relatit¡o rl,e P' sobre P.

Notemos que l(P'lP) pucde ser finito o infinito: mientras que e1 Índice de rami-

ficación sienpre es un níttnero natural. 5'a que si r € P entollces up(r) > 0 y como

P c P' entonces o¡,(r) > 0.
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Teorema L,6. (Iguald,ad, Fundamental) Sea F'f K' una extensi,ón finr,ta d,e Ff K, sea

P un lugar de FIK g sean Py.,... ,P, tod,os los lugares de F'f K' que se encuentran

sobre P. Denotemos por ei:: e(P¡lP) a los índices d,e rami,fi,caci,ón g por f¡::
f @¿le) a bs grados relati,uos de fllP. Entonces

Definición 1.30. ,5e4, F'f K' una ertensió'n, de FIK de grado lF': F] : n, y sea

P € P(¡).

a) P se rlescomytone completamente en F'f F s'i eristen eractamente n dzstintc¡s

lugares P' e P(F') con P'IP.

b) P es totaltnente ram.ifir:ado en F' f F si, eri,ste un htgar P' € P(F') con P' P y

, 1.P',lP) - n.

Por la Igualdad Ftrndamental es clalo que un lugar P € P(F) se descompone

completamente er F'f F si ¡' sólo si e(P'lP) : .f (P'lP) : 1 para todos los lugares

P' P en .F/. Si P está totalmente ratlificado en F'f F entotlces existe exactamente

un lugar P' € P(¡") con P'lP.

La siguiente defilición contiene rarios térrninos que no definiremos. dado que

sólo nos interesa introducir el diferente de una extensión de cuerpos de funciones

F, IF.

Definición 1.31. Consid'eremos un lugar P € P(-F) y la clausura integraP O' p de

O¡, enFt. SeaCp:t'O'p el mód,ttlo complementa'r'io3 sob're Op En'tonces deJinimos

para cada P'lP cl erponente diferencial d,e P' sobre P por

d(P'lP):: -up,(t)
2Para conocer esta definición ve¡ 11] pag. 78
3Pa¡a conocer esta definición ver [1] pag. 91

\-..f:lF':Fi./- "'
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Sabemos que d(P'lP) estti bi,en d,efintd,o

mantiene para casi todo P ePp g P,lp.

lo lanto podemos de.fin ir el diuisor

18

y d(P'lP) > 0, Mas aú,n d(P,)P) : 0 sB

ya que Cp: L .0'e para casi todo P. Por

Diff(F',lF),: » » de,P).P,.
P€P¡ P, P

Este dtutsor es llamado el diferente d,e F, I F .

Calcula¡ directamente el diferente de una extensión de cuerpos es complicado.

pero los siguientes lemas y teoremas nos a)¡udarán en esta taJea.

Lema 1.3. (Transiti,t:iilad, d,el d.iferente). Si F,, ) Ft ) F son extensiones

fi,nitas s eparables, entonces tendremo s

(P'lP): e(tr'lp).d(Plp) + d(P,lp),

dond,e P" (resp. P',P) son lugares d.e F" (resp. F'.,F) con P" ) P,) P.

Teorema t.7. (Teorerna del diferente d,e D edekinil) Sea P e Pr y P, epp
una ertens,ión d,e P, entonces:

a) d,(P'lP) > e(P'lP) - t.
b) d(P'1P) : e(P'lP) - I e e(PtlP) no es d'iutsible por la característica de K.

Proposición L.4. Sea F'f F una ertensi,ón separable d,e cuerpos d,e funciones, P e

Pp A P' € Pp con P'lP. Supongamos que P'lP es totalmente ramif"cado; es decxr,

e(P'lP) : fF' : F] : n. Sea t € Ft un po'rárnetro un'iforT nizante de P', t¿ consxdere-

rn os el polinimi,o minirnal ,rc(T) e FlTl de t sobre F . Entonccs d(P'lP) : ,",(p' (t)) .

Conocer Ditr(F'lF) nos será de gran utilidad en el cálculo de los géneros g(F')

y S(F), ya que ellos est¿í.n relacionados pol el siguierfe teorema.

Teorema 1,8. (Fórrnula d,el género d"e Hurtaitz) Seo, F I K un cuerpo de funcio-

nes o,lgebrai,co de género g y sea F' f F una ertens,ión separable fi,nita. Denotaremos
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K' al cuerpo de contantes d,e F' y gt al género de F'f K'. Entonces tenemos

2s' - 2: ffirrn - 2) -t d,eg Diff(F' lF).

L.3.2. Extensiones de Galois.

Las demostraciones del Lema 1.4. Teorenas 1.9 ¡r 1.10 ¡- Corolario 1.3 se pueden

encortrar el [1], pag. 100. 121. 131 1' 121 respectir''amente.

Lema 1.4. Sea F'lF una, ertensión o,lgebro,ica de cuetpos de funciones. P e P(.F)

u P' e P(F') con P' P. Si o es un a,utomorf,sm,o de F'lF. entonces

a) o(P') :: {o(z) : : { P'} es un lugar de F' .

b) ""tp't(g): 
ur"(o 1(1g)) para todo v e F''

c) o(P')lP.

d) e(o(.P')\P): e(.P' P) y f (o(P'')lP) : f (P'lP).

Recordemos que una extensión de cuerpos fin\ta ilI I L es llamada una extensión

de Galois si e1 gru¡,ro de automorfisnos

Aut(MlL): {o: \,1 
- 

ltt : es un isomorfismo con o(a) : a para todo a € tr}

tiene orden lXtt : L). En tal caso llamaremos a Aut(lul I L), e1 grupo de Galois de

\,1 I L y lo denotaremos por Gal(l'f I L) :: Atrt(M I L').

Definición 1.32. Una erter¿sión F'f K' de un c:uerpo de Junci,ones FIK es lLamada

d,e Galoi,s si, F'lF es u,na ette,n-s'ión de Gal,ois d,e. grad,o finito.

Sea P un lugar de F/K. Entonces GaL(F'lF'1 actíra en el conjunto de todas las

extensiones {P' e P(F') : P'lP} via o(P'1 : {o(r) : r € P'}. :' donde por el lema

anterior 1a correspondiente raluación uo1¡,¡ está dada por

L-"(p')(a): "¡'("-t(g)) 
para todo 3t e F/ (1 i)
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Teorema 1.9. Sean F' f K' una extensión, de Ga,l,c¡i,s cle F I K ,U Pt, Pz € P(F') er-

tensioncs dc P e Pe. Entonces P2: o(Pi) para aLgún o e Gal(F'lF). En otras

pa,l,o,bra,s. el, gru1to d,e Galoi,s actúa tron,siti,ua,m,en,te en el conju,nto de ertensir¡r¿es tle

P.

Coroiario 1.3. Sean, h. . . . , P, tod,os l,os lu,gares d,e F' r1u,e ertien,d,en, a P. Entonces

tenem,os:

a) e(.P¡lP'1 : e(.P¡lP) y f (.n P) : .f(P¡ P) para todo i. j. Por lo ta,nto pod,emos

defin'ir

e(P) :: e(.k P) a .f @),: f (P,lP),

y lla,m,a,rem,os e(P) (resp f (P)) el í,r¡d,ice- d,e ro,mi.ficación, (resp. grado relati.uo ) de

P en F'f F.

b) e.(.P).f (P).r: iF' : Fl. En parti.culare(.P)..f (P) y r di.uiden a el srad,o ffl': F].

c) Los erponentes di.ferentes d(.P,lP) y d(P¡ P) son los m,'ism,os pa,ra todo í. j.

rl) des(fl): des(Pi) para todo l,.i e {1.....ri.
e)d.es(P): (fA' : K)lf (.P)')des(P,).

Definición 1.33. Sea F'f F una erfenszón, de Galots d,e cuerpos de funcion,es aLge-

bra'icas con gru,po d,e. Galoi,s G : Gal(F'lF1. Cons'idere un lugar P e P(.F') a uno,

ertensi,ón P' de P en F' , entonces def"nimos.

a) Gz(,P'lP) : {o € G : o(.P'): P'} es llamtl'o el grupo d,e d,escomposic'ión, de P'

sobre P.

b) Gr(P' P) :-- {o e G : up,(oz - z) > 0 para todo z e Op,} es lla,m,ad,o el grupo

d,e inercia de P' P .

r:) El cuepo f.jo Z :- Z(P' P) d,e G 2(.P'lP) es llamarlo el cuerpo de descornpcts'ición.

eL cuepo fi,jo T :-- T(P'IP) d,e G7@'lP) es llarnado el cuerpo d,e inercia d,e P' sobre

P,

Claramente Gr(P' P) a Gz(.P'P). y ambos son subgntpos de G.
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Teorema I.LO. Con La notaci,ón anterior.

a) El grqto de descomytosi,ci,ón, G 2(P' P) ti,ene orden, e(P' P) . .f (P' P).

b) El grupo de rnercta G,7(P'|P) es un subgrupo nonnal de Gz(P' P) y trene orden

e(P'lP).

c) Denotemos por P2 (resp. Py) la restri,cción de P' en el cuerpo d,e d,escomposición

Z : Z(P' P) (resp en el cuery.n d,e inercia T : T(P' P)). Enton'ces los indices de

ramzJicación y grad,os residuales de los lugares P P7, P7 Pz U Pz P se muestran en

La s'tgute'n,te .fi,gura

F' P'

I e'('P'lP'r) : e(P' P) : lF' : T)

I a Í(.P' Pr): l

TP7

I f rP7 P2t: !tP'.Pt:tT: Z)

I a e(.Pv Pr'¡ : 1

z, f2

I I e(Pz\P): f(Pz P):1
ll
FP

Proposición 7.5. Consideremos una ertens'ión d'e Galoi,s F' f F d'e cuerpos de fun-

ci,ones algebra'icas, un lugar P € P(¡'), un lugar P' € IP(F,') que erti,ende a P y un

elemento u e Op, tal que (9p, : O"fuln. Entonces el enponente d,i,Jerente d(P'lP) es

d(P'lP): ! up,(a(z)- z).
o€Gr
o+Id

2t

4Si P'lP es ramificada basta tomar u como un parámetro u[iformizante de P'.



22CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.4. Geometría Algebraica y Cuerpos de Funcio-

nes.

L.4.L. Definiciones y Propiedades Básicas.

Sea K un cuerpo cualquiera. Definimos AlK l el n- espacio afín sobre R por

P"(K):: {(o,;... :a,,,:1) : a¡ e .lf1 U A*.

todos los puntos ,\(a1, . . . . r2,,1) con

]

de

e^

.4"(E) :: {(or,... .a,): a¡ e K}.

]- P"(K ) el n- esy,tac'io proyectiro soáre K por

donde (ai: ....a,;l') representa a la clase

) € A'- {0} r H-. ' {(,.o.: .. o,:0) : u.

Para simplificar notación supondremos que Ii es un cuerpo algebraicamente

cerrado. pero si ésto no ocurtiese. como es el caso de K: Fp.cambiaruos A por E.

A continuación etrtregaremos algunas definiciones ¡' proposiciones que se pueden ver

en profundidad en l2l .

1. Seap € A'(1i) (resp. en iP"(I{)) y I e Klrr,....r,.] (resp. f e Kltr....,zn+r]).

Diremos qre f se r.tnula e¡ p si "f(p) 
:0 (resp. si /(o,1....,a,+r) :0 para

todo (a1, . . . , an+r) en la clase de p).

2. Para iodo S C K[rr, . . . . rn] (resp. S ! KIzr,..., r"+r]) definimos

1r(-9) :: {ee A"(K) (resp.pe tr"(I{)) : f(p):0 paratodo/e .9}.

3. Un coniunto X g ,4"(11) (resp. X q P"(Ir )) es llamado un conjun,to o,l,gebraico

a,fín (resp. proy e'ctr,uo ) si I : V(S) para algírl ,9 C K[r1.. .. , r,] (resp.

S C 1l[r1. . . . , u,-r]). Todo conjunto algetrraico afír (rcsp. pro)¡ecti\¡o) propio

e infirito de A2(1{) (resp. de P'?(Ir)) es llamado üt7a curua a.fín plana (resp.

c tt ruo progectiuo pl,tna).
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4. Para todo X C ,4."(K) (resp. X _C P'(.[l)) definimos el id.eat d,e X por

I(X):: {f e ltlrr,...,r"l(resp. / e Klrr,...,r,+tl): /(p) : Oparatodo pe X}.

Si X C IP"(K), entonces /(X) es un ideal homogéneo, es decir, contiene las

partes homogéneas de todos sus elementos.

Un conjunto algebraico afín (resp. proyectivo) se dice irreducible si no es 1a

unión de dos conjuntos algebraicos mrís pequeños. Todo conjunto algebraico

irreducible es ilamado wa aaried,ad, afín (resp. proyectiaa).

Existe una correspondencia uno a uno entre los conjunto algebraicos alínes de

,4"(K) (resp. proyectivos de P"(1{)) y los ideales de K@y .. . , z,] (resp. los

ideales homogéneos de K[o1, .. ..,rn+i) dada por

7.

I ldea.les rad. \ 
t , / Coniuntos alg. afines

I t.".n. Ideales rad. homogéneos) I -!- \ {r"ro. Conj. alg. proyectivos)

Esto induce una correspondencia uno a uno entre variedades afínes (resp. pro-

yectivas) e ideales primos (resp. ideales primos homogéneos: generados por una

forma irreducible), como también entre puntos e ideales maximales.

Si V es una variedad afín (resp. proyectiva), entonces 1(V) es un ideal pri-

mo (resp. ideal primo homogéneo). Luego l(V) :: Klrt,.. . ,r"ll I(V) (resp.

(resp. homogéneo) de V.

Sea -úf(\/) (resp. K¡(7)) el cuerpo cuociente de f(Iz) (resp. f¡(7)); este es

llamado eI cuerpo de funci,ones (resp. homogéneas) de V .

Sea V es una variedad algebraica proyectiva. Definimos el cuerpo de funci,ones

de V, q:ue denotaremos por K(V), por

K(V):: {w e K¡(V):1g,h e l¿(V) formas del mismo grado con w: Slh}.

o
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10. Si y : 7("/) ,na rariedad afín, entonces llamaremos aV- : V(f-) sr clausura

proyectiua, donde /. denotará al homogeneizado de /. Además, si / e l¡(V.)
es una forma de grado d, es decir, f : F + 1(J/.) donde F e K1r1,... , rn+tf

es una forma de grado d, definimos f-:: F" + 1(V) (esta deflnición es inde-

pendiente de la elección de -F).

Con las anteriores definiciones es frícil comprobar que el siguientes homomor-

fismos es biyectivo

a: K(V.) ------ K(V)
f Í.
g'r"

donde /, g son formas del mismo grado en fa(y-).

L.4.2. Correspondencia entre Cuerpos de F\rnciones y Cur-

vas Planas.

Sea K un cuerpo cualquie ru y X I A2(R) wa curva afín, es decir, existe / e

K[c, g] un poliuimio irreducible, tal que

x:v(Í).

Luego ,tri. q P'(E), la clausura proyectiva de .8, estará dada por X- : V(f-).

No es difícil verificar que / es irreducible como polinomio en K(r)[g]. por 1o tanto

K(x)::n"",(w):ou-y,
es decir, se comprueba que K(X)IK efectivamente es un cuerpo de funciones en el

sentido de la Definición 1.10.

Además, por el puuto (10) de Ia seccióu anterior sabemos que 1{(.t) e K(.t-), es

decír , K (X") I K también es un cuerpo de funciones.

Otra consecuencia del punto (10) es que si (a; b; 1) € ,t*, entonces (a, b) e .t. Luego
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a induce un isomorfismo entre los anillos de vaiuación

0rr",0,,, ,: {w e K(X-): t¿, está bien definido en (a:b:1)} _c 1r (Z-)

v

Opr,o, i: {u' e K(X): u está bien deflnido en (a, b)} e K@).

Además, si (c d; 0) € .t* entonces Ios siguientes anillos de valuación también son

isomorfos

Opp,*o¡:: {u e K(X-): to está bien defiuido en (c; d; 0)} e I{@").

"v

Or- :: {w € K(X): tr* está bien defrnido en (c; d; 0)} g lf (,f),

donde si w : * e 7{(,t), entonces w. :: * rot(h)-or(o).

Esta correspondencia 1 a l entre los anillos de valuación de I{(,X.) y K(X),

nos induce una correspodencia 1 a 1 entre sus respectivos lugares. De esta forma

podremos simplifica.r nuestro trabajo y trabajar sólo con curvas afines,tri y sus co-

rrespondentes cuerpos de funciones K(,ti).

A continuación entregaxemos algunas deflniciones importantes acerca de curvas pla-

nas! que serán útiles en el capítulo 3.

Definición 1.34. Dírenlos que (a,b) e X (resp. (a; b; c) e X-)) es un punto raci,onal

de X (resp. X* ) si a,b €. K (resp. si a.b. c € K para algún representante de la clase

(a; b; c) ).

Deffnición '1.35. La curua Z : V (f ) (resp, X* : V (f -) ), se di,rá singular si

contiene puntos p (resp. p. ) tales queá A,6)(p) : 0 : AoU)@)) (resp. ademtís

O"(f)(p.) l0). En el caso contrario se d.irá no singular.

25

5 Donde á,(J), AaU) y A"ff) deuoian las derivadas parciales fo¡ma.les del polinomio i@,y,").
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Cuerpos de funciones y códigos.

En este capítu1o aprenderemos cómo. a partir de un cuerpo de funciones algebrai-

cas de una variabie, podemos generar un tipo muy especial de códigos, los lla¡nados

Geométrico-Algebraicos o códigos Goppa, pa,ra los cuales existe una cota inferior

bastante buena para ó + .8. También establece¡emos un tipo de códigos Goppa, en

Ios cuales se basará nuestro trabajo) pues paxa ellos conocemos más información.

2.L. Condiciones para poder generar códigos Gop-

pa.

Considera¡emos K : F'q Y F : K (r)(y) un cuerpo de funciones sobre K, donde

g es un elemento algebraico sobre K(:r). Para este tipo de cuerpos poderros decir

que

F : Quot(Klx,y)lJ),

donde J es el ideal primo de K[r, g] generado por /(y) (el polinimio minimal de 9).

Sea .Y¡ :: V(J) la curva afín definida por J. Por Sección 1.4.2 sabemos que

F : K(XF)

26
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Luego por el punto (6) de Ia Sección 1.4.1. existe u¡ra correspondencia 1 a 1 entre

los lugares de F y los elementos de Ia curva,t¡, dada por el isomorfismo.

cb: Xp + P(P)

P-)P,

donde P :: /({p}).

Observación 2.1. El isomorfismo anterior está bien definido puesto que si p e Xp,

entouces ¡ g l[pj).

Dada esta correspondencia, uos será útil ia siguiente notación: Si "P" es un lugar

de F(.F), denota.remos por "p" al correspondiente punto en la curla Z¡. Inversamente

si "m" es un punto de .t¡, denotaremos por "M" aJ correspondiente lugar en F(-F)".

2.2. Construcción de un código Goppa.

Siguiendo con la notación de la sección an¡erior. Sean¡r1,p2,. . ..p,. puntos racio-

nales distintos de,tr|¡ y sea G € Dtu(F) ral que oa(G) = 0 paratodoi: I.2....,n.
Luego

e: L(G) ------,, Kn

f "+ (/(p'),.. .,f(p"))

es una función lFr- lineal y por 1o tanto e(.C(G)) es ün subespacio vectorial de Kn.

Denotaremos D:: Pt+.,.+ Pn.

Definición 2.1. La i,magen de L(G) bajo la anterior función, es el denorninado

código Geométrtco-Algebraico o Goppa a,soc,iado con D 31 G que denotaremos por

Cos.

27
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La de*rostración cler siguiente renra 
' ia posterior proposición se pue<le errcontrar

en [.t]. pag. 13 f i4.

Lema 2.1. Sea l; :: d,im(C¡:c) u cl la distancia. n¡,ínim,a d,et cótli(to Cn r:. Entonces
1) l. 1)/'j\ri¡-r(L¡J-t\tr-D);

2) d, > n. - des(G).

Proposición 2.I. Seo, C¡¡.6 un cód,i,go Gopyta con, parámetros l¡ u d corn,o arri,bo, g

sea q el género de F.

1) Sin> de!l(,G'|. entctnces k: t(G). En ytarticular, k> deg(G)-t7_ g y ta¡rú,iért

d + l.¿ ), ri + 1 - g. Ias aún, una rnatriz genered,ora tl,e Co3 está d.ud,a por

( l,rr,t l,(¡,] \,,'=l: l"'' Irl
\ 1.,r, ... ,t, ,,,' )

rlonde f 1, . . . . ,f ¡ so,n una base de L(G).

2) Si n > deg(G1> 2q - 2. e-ntonc:es k: tjeS(G) *I - g.

Definición 2.2. LlanLurerr¿os cór|igos Go1tpa ri,e u,n Ttuntct a atlueTos cótr,,iqos c n c
dondeG es un di,ti,sor d.e urt punto. es rJ,ecdr. G - 1p,I > O ll p es un lugar rac,iort,L

de F.

Record,emos que. en este ca,so L(G): {/ e ¡ : up(f ) > -^,}.

2.3. Un tipo de Códigos Goppa interesantes.

Si qucremos generar código Goppa asociado ccin D ¡. G. a partir cle urr cuerpo

de f,nci<¡les,F. nos encortranros con algunas dificultades. co,ro por eje.rirlo:

En general cak:ulal 1(G) rro es fácil

Tanpoco es fácil encontrar generadores c1e C(G).

1.

2.
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3. La dimensión k del r:ódigo <lepende r1e l(G) r,de /(G _ D).

Pero ha¡- ciertas proposiciones que.os ar.uciarán a solucionar estos problerlas.

1. El Corolario de R.iema¡n-Roch (1.2) nos dice como calcula¡ t,(G) si cl,e(t (G.) Z
2g-7.

2. La obse¡vación 1.6 nos dice conio son los elementos lineamente i,depe,clienres
(una posible base) en I(G) si G : rnp. p es un lugar A-_ racional ¡, m > 0.

3. La Proposición 2.1 nos clice que si n > d.eg(G ) enronces k: t(G).

Por 1o tanto algunas condiciones que impond.remos a ios códigos Goppa, C¡.¡;
que trataremos en nuestro trabajo seráu:

a') G : m.P. donde P es un lugar racional de .F ¡. m > 0.

b) n>d,e.s(G)>2s-2.

observación 2.2. Bajo 1as.o,cliciones anteriores. usando Lema 2.1 r' proposición

2.1. tendrelnos que los paránetros de los código C¡.6 cumplirán:

d>n-deo(G) k:des(G)_tt_u. (2.1)

LTniendo estas ecuacioues tendremos

t,=I g<dLA. \221

Por otro lado. sabemos que todo código c¿mpls la Cota cle Singleton (1.1). luego

n*7-9<d+k<n+1. (2 3)

observación 2.3. La" obse^.aciórr 2.2 uos ertregó ura co.<iició, mu¡' iurportante
que cumpien Ios pirránetros rle los códigos que t]-a¡¿renos ell luestro trabajo. pero

aún podemos obtcner más infolrnai:ión.
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Por ejemplo, si dividimos la inecuación 2.3 por n tendremos

<á+.R<

30

(21)

Lo que nos dice, que a menor cuociente "gf n", mayor seráIasumade ios parámetros

asintóticos (1.8) (ó + fi). Una forma de disminuir este cuociente es aumentar rz, es

decir, considerar mris lugares raciona,les al momento de genera,r eI código. De esta

manera dejaremos sólo ul lugar racional para definir G y e1 resto para definir D, en

otras palabras, n:#"\¡(I) _1.

En donde,M(F) representa aI conlunto de todos los lugares racionales de .F.

Recordemos clue dado un género .g e1 ma¡-or número de puntos racionales lo obten-

dremos considerenaclo e1 cuerpo de fünciorres maximales de tal gétrero (siernpre que

exista), es por esto que nos errfocaremos en el cuerpo Hermitiano l. algunos subcuer-

pos. cllerpos de funciones maximales que corioceremos en los siguientes capÍtulos.

En resunren. los códr,gos Goppa Cp.6 que tra,taremos en nuestro trn,ba:jo serd,n

có rliq o s co n I o,s si,gu,i en,tr: s co n,dici on es :

a) G -- mP. donde P es un lugar raciorral dc I r. m > 0.

b1 n>des(G)>2s-2.

c) n:f"N'(F)-1.

Adeurás" consideraremos -F cc»lo el cuerpo de funcioues Hermitianas v algulos sub-

cuerpos de este. elegidos por su gran cantidad de lugares laciouales. Bajo estas

condiciores analizarenos los correspondientes cuocientes "g/n" para encontrar e

que casos s" ohrienen 165 1¡'pp¡¡e- t rOcierrle..

_101+--:nn
11+-
n



Capítulo 3

El Cuerpo de F\rnciones

Hermitianas (11).

En e1 capítulo ante¡ior r.imos 1a importancia de que un cuerpo de fiinciones tenga

Ia ma¡'or cantidad de ltigares racionaies posibles. Una cota superior para la cantidad

c1e núneros racionales fue introduciila por- Hcsse v \\¡ei1 (- 40'). r' mejorada por

Serre (Eii'), ia cual nos dice que si I/Fr. es un urr cuerpo de funcioles de gérero

g(F). entonces la canticlad de números l¿rcionales (,\¡(I)) esta acotaclo porl

l#.((F)- (q" + 1) < s€)12,,,@) (3 1)

Los cruerpos que alcanzan esta cota son llarnados cuerpos ma.r'irno'le.s-

A rnltinuación les prcseutaremos el cuerpo de funciones Het"rn,i,ti,a'n,os o sitnplemente

ctrer¡to Hermi,tiono. un cuerpo maxirrral clue será el cuerpo base de luesiro trabajo.

3.L. Propiedades.

Sea K : Fn: e1 cuerpo firrito dc 92 elcr¡entos. rloncle g - ,pl :" p es Lrn númeLo

plimo.

tPara conoce¡ luás ac,erca dc csta cota ver i5l pag. 6
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Deñnición 3.L, Llamaremos cuerpo de funci,ones flerrni,ti,anas al cuerpo de funcio-

nes algebraicas 1lf K, dond.e K::Fs" y H:: Quot(Kl",Ull(A, +A -f+1)).

Observación 3.'L. El cuerpo Hermi,tiano'11 corresponde al cuerpo d,e funci,ones

K(Xn) asoci,ado a la curua XH : V(ys * A - ro+t¡. Este a su uez es ,isomorfo al

cuerpo de .funcior¿es K(Xfi) rlontle Xñ:\;(zUq + zqy - ro+t1 (uer Def. 1.1.1).

A cortinuaciól entregar-emos una serie de propiedades que nos avudarán a de-

rrrostrar que efectirramente ?l es un cuerpo maximal.

Proposición 3.1. El Cu,erpo d,e Fu,r¡,r:i.ones Hermttian,as tiene género gl11) : q(q -
1') 12.

Demostración: Usando p : l. f (r'l : ¡¡:(+r 1. m ,: d"-7ff ) en Proposición

6.a.1 (pág. 232) en l1l obtenemos s : (q - t')(.m - t)12: q(s - l)lz X

Proposición 3.2. Si (.a J) e N"d. e'tutonces los sigui.entes con:juntos son anillos de

t¡al:unc'ión (1.11) d,e 11.

0r,^

Op,

{lf lg) e U : (..f lq)(a.l') está bien defin"ido)

{lf I g) e 11 : (f I o). (0: t:0) está bi.en de.fi,nirlo} .

{(.f ls) e op, ." : U ls)@, J) : o}

{(..f ls) e Op; : (f lo).(0.1, o) : o},

Demostración: ver Sección 1.4.2. n

Proposición 3.3. Los id,eales principales (1.12) d,e Oe,,u g Opg respecti,aamente

son:

t)t

P!

Proposición 3.4. Si a, B e Eq2, entonces ex,isten q3 lugares disti,ntos del tipos Í'*,u.

qa
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Demostración: Es fácil verificar que dq-r € 1F, para todo a € lFr:. Con estcr

terclremos que el polinomio ñ(t) : tq -1- t - a'l+l € Fq tiene todas sus raices en F,r..

¡-a que si .? es una raiz de ñ entonces

Además. dado que la derirada formal ñ'(l) : 1. todas 1as raices de l¿ son dlstintas.

En conlución. para cada o € lFr: existen q dis¡intos ,3 e E n, clue cumplen con

3a ¡ ¡j : a4*1. es decir, [ay g:] pare-. (a.. É) distintos que cumplen con esta ecuación.

También es fácil r,erificar que por cada par distinto (o,.,3). Ios anillos de valuación

O p,, ,, s{tt7 distintos. Así. concluimos que existen qjJ anillos de ralorarióu distintos

(?¡,.,- I' por 10 tan¡o q:J lugares distin¡os Pj.,r. cuando o. 3 € Frr . ¡

Proposición 3.5. Todos l,os iugare.s de.l ti.po P'^.u. con a.. S €Fr", mtís el l,ugar Pl
,,, n I¡g6¡ gg 16r.ion0lps.

Demostración: Consideremos el homomorflsmo epiyectivo,

)- notemos que lier(p) : P'.¡. De aquí podemos concluir que:

llp:' ,: O p;,rl P'^,¡¡ = K,

por 1o tanto deg(,P[ u1 : l']1p:.": 1{] : 1. La n.isna idea demuestra que dci;(P-) :

1.

Observación 3.2. Con la propíedad ur¡,ter"ior ytod,em.os con cllui.r tlue H tiene por lc.t

m,enos q3 ¡ 1 htgares raci.ortales. Pero ad,em,ós la desigualdad (3.1) nos dice que.:

#N\11) (q' + 1) < s(71)12\/ú) -- q' - ,t' + #N(11) : q3 + 1.

Así, 11 t'te'n,e eractam.cntc qz + 1 lugares ra,ci.on,o;k s y por lo tanto H (ts un cue?'po

matimal.
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Aigurras propiedades importantes acerca cle 'l1f F r, soD preserrradas a contitua-

ción2

(i) EI cuerpo de funciones Hernitiano es e1 único cuerpo de funciones maxirnal

de género S -- qkt - 1) 12

(ii) Todo subcuerpo E C F de un cuerpo de funciones naximai F/A (con K ; E)

es m¿ximal. Así. los subcucrpos del cuerpo de funciutes Hermitiana 7l nos dan

ejemplos de cuerpos de funciones maximales sobre -4,.

(iii) Ningún cucrpo cle funciones sobre -Ii de gélero g > qkt - 1)/2 cs maximal.

3.2. Los Lugares racionales de K(").

Eu est¿r sección co¡rocereulos un poco más acerca de los lugares raciotales de

K(r). Todo esto para ver a ?l colno una extensión (de cuerpos de funciones) de

K(z) r, luego corrocer un poco más acerca de las propiedades de ft.
Para comenzar notemos que

K (r) - Quot(Klr. y)l I').

donde 1c lifr.g] es el idcal gelerado por f (.t.g): g-

Observación 3.3. El cuerpo 7i(z) corresponde al cuerpo de funcioncs K(/nr,t)

asociado a la cu¡r,a Xrk) : I ¡-(/) : /r ' t0] defini.la sobre la clausura algebraica

de 1{.

Proposición 3.6. Sl ¿r e K . es ftirit de terificar que los s'iqui,entes conjrtn,tos son

2 Para nia¡ror inforuación ver l3l. pag. 136.
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anill,os de ual,uación d.e Ii(r).

da :: 
{í,, . r.',,' ' cror - o}

do. ,: {#' €A ¡, : a.r so,o}.

Cu,yo s lug ares son res¡tectiuamente

Qo ,: {#€ oq : r'" o}

e* :: iH. oq- : a(f). atr))

Obserr¡ación 3.4. Es inmediato verificar que para cada '*- € Q,- existerr./. g € 7í(r)

tales que
/1\' t,:f :ll\¡) s

donde rl e N I' g"("f) : gr(S). es decir, que (1/r) es un parámetro unifbrmizantc de

o,-.

Análogamente si o e .Ii ): u € 8" existen /. S e K(r) tales que

, .,, .fn^: \.r _ a) _,

donde I € N :' "f 
(o ) f 0. es c.lecir, (:r: - a) es un parámetro uniformizalte de Qo.

Observación 3.5. El. cueryto K (r) tiene género 9(1i(z)) : 0. Esto se obtienc

«¡nsi,d,era,ndo el l,ugar infi,nito de K (r') . los elementos lineal,tr¿ente ind,epend.ien,tes

7-r.r2.....r' de L(rP".) 1¡ el e:ctrolario dr- R'k:n¡,eml¡-Rr,,r:h. qu e, para un r sufi,cien-

temente grande nos dice:

r * 1 < l(rP-) : de7(.rP,-) + I - s : r + I - g.

Así g < 0. pero sabernos que p(rra tod,o cuerpo d,e Junciones g / 0, con lo crLaL

obtenemos g:Q.

Proposición 3.7. Si a € K , entonc:es todos los lugares del tipo Qo más el lugar

Qn son lugares racionales de I{(¡).
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Demostración: Usando ia misma idea que usaJnos para demostrar que los

lugares Pj,, eran lugares racionales, se demuestra que los grados de go y g* son

1' Ll

Observación 3.6. Con la propiedad anterior podemos concluir que K(r) tiene por

lo menos q2 + 7 lugares rac,ionales, pero ad.emds la desiguald,ad, (S.l) nos d,ice que:

+,A,r(Ii(r)) (,1, + 1) < q(ri(s))lzy?): 0 =+ f,A/(,{(r)) : q, + i.

Así. K(r) ti.ene eractamente q2+l lugures rac,it¡r¡,ales y por kt tanto K(r) es to,m,bzért

un a t, P,rpo rn,a,rirnaL.

3.3. 11, :una extensión de K(r).

Sabcmos que ?l es un¿r extensiórr de 1i(z) al ser 11lIi un cllerpo cle funciones.

Pelo no es ob'io que los hrgares P* :. PL¡ de 7l sean respecti\.amelte exte,siones

de Ios lugares de Q* l. Q" de 7{(r). En esta sección nos encargaremos de demosrrar

esta afirmación v de eila de¡ivaran algunas propiedades important,cs acerca cl.e los

lugares dr: 71.

Lema 3.1. El, Lugar Pi de- 11 r:s u,na erterLsi,órL del, hLgar Q,- en, K(i.

Demostración: Sea u., € Q-, sabemos por Obscrración 3.4 que existen f. rt €

1{(r:) tales que

,: r1)'l\r/ I
doncle.¿ € N I gr(.f) -.gr(g). Lucgo

,,. : li)'1,\.X / q'

donde si ¡ lg : (anrn +. .. + ao)l(b"r" + ...+ á¡). enronces

f. _ a"+ a^ t(..12:)+...+ o,o(,z lr)'
g" b"+ b"-r(zlr') + ...+ b¡(zlr,)''
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Finalmente usando que zlr : z0 l(yo + zq-ty), tendremos que (z/z)(0; 1;0) : g y

por lo tanto también u.(0; 1;0) : 0. es decir ?¿! € P-. n

Lema 3.2. Los lugares P[,u de']1 son ertensiones d.e los lugares Q" en I{(r).

Demostración: Si t¿r € Qo, en particulx w € '11 J, obviamente w@, A) : g.

Lregou e P[,u. !

Lema 3.3. (1111) eH es un parámetro uni,formizante de Pl, es decir,

/ "\P;:(.:) enOp2.
\'9 /

Demostración: Partiremos nota.ndo de 7ly e Pi y por lo tanto ¿r, (E) < 0.

Usaremos esto más el hecho que 3rq * ! : se+l en 1a siguiente ecuación.

upr- (¡q-I) -- up:-lltq * y)

(q + l)op;(r) : mi.n{up, (a'),rpu(s)}

(q + 1)'up;(z) : mi.n{qapL(u),o"u(a)}

(q+l)up, (r) : qapu(y)

De la cual concluimos que upá(g) : a pU@) + (L lfiup5@).

Por otro 1ado, dado que P! es una extensión de Q- y (1/z) es uniformizante de

Q*, tendremos

uc2@) : e(PilQ*)uq*(r) : e(Pll8"").

En conclusión,

up*(rly): upu@) - apu(a): -(tlq)up;@) : e(PLIQ*)lq: t,

ya que por igualdad fundamental (1.6) e(PilQ,-) I qy la valuación es un entero. n

Una consecuencia inmediata del lema anterior es que e(PllQ-) : q, lo que nos da

paso los siguientes corolalios.
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corolario 3.1. Las ualo,aciones de:r.y e '11 con respecto a p! son. respectiaamentc:.

up5@): -q y u¡+(y): -(q+r)
Corolario 3.2. El lugar Q.x estd t,ta¡,mentc: ramzficad,o enH y p! es e.l único Lu,ga,

deH ertien de a Q,..

Lema 3.4. Si a.3 e F(1'. en,torlces (r - az)lz e ']1 es u.n pardmetro ,untJorntizante

d' P"'»J'rit 
P,:,,-(,-o.\,ror-.

\:/"

Demostración: En 1a página 7 de 1.1] podemos encon¡ra,r Ia Proposición 3.7 que

nos dice: "Sea p : (o: bl c) un punto er la curr,'a ,t definida por /(t. y.:). Asunan.ros

c f 0. sea t : Lt(.r.U. z.\lLt@.y..:) una función en ,i1.1, ta1 quc ar(I,1) : gr(L2) : l.
Lz(r,) I 0 1' 2,1 no cs un múltiplo (constante) de 0,f (p)r + dof b),y + 0".f (p)2.

Ento[ce.s t es un parámetro trniformizante de P."

Err rruestro caso p: (or: i: I ) l' A" 
"f 

(/,).. + Arf \.pla + it,.f (p)z: -ar * !/ -t- J:. Por

1o tanto ¡ - (r - a:)/: es un parámetro ultiformizante de Pi,, ¡

Proposición 3.8. "Los l,u,grtres Qo se. d,esco,rnponen, cornpLetamente en H. Adem,tís

para carla ct e K. los q Lugares d,z.sti,ntos P:.a e E'(11) son los tínía¡s lugares de 11

que ertienden a Q" € P(A (r)).

Demostración: Por Proposición 3.4 sabenos que si ar € tr. entonces existelr

t11, i32, . .. ,,3, elcmentos distirtos en Fr: tak:s que ff + 3¡: 6t-t. es decir. (",,J,,) e

fi1. Adernás sabenos pol Lerla 3.2 que los g lugales P'.',u, de 1l extienden a1 lugar'

Q" cle li(z).

Finalmente. por 1a Igualdad Fu:rdamental (1.6) sabemos que se debe cumplir
q

111: K(r)l:q: L.tQ Q").f (Q Q")>le(P,¡,lQ),
O A" i-l

por lo tarto e(P:.')Q,i) : 1 pala todo 1 ( I < q I' Pn,a,. Po.J",. . . , Po.:o son los

úrricos lugares <1e tl que extien<len a Qo. I
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3.4. Automorflsmos de 11.

AI fura1 de Ia sección 3.1 vin¡os que a1 ser 1t"lK m cuerpo de funciotes ma,-iimaI,

los subcuerpos de tl nos entregan ejemplos de cuerpos lna;¡imales. Sabemos que ios

subcuerpos de 7l son cuerpos fijos bajo algúrr subgrupo del grupo de automorfimo

de 71. Por lo tanto clebcrnos describi en más detalles este g-rupo.

A: ht.tl']l') .: {o :'}1 ---;'11 I o es un automorfismo r- olr- : ¿¿r-}

El gnrpo de automorfismos de ?l es extremadamelie grande, de hecho ticnc order

q3 (,q2 - l)((13 - 1). Por 1o que para estudiarlo en profundidad definiremos algunos de

sus subgrupos.

Definición 3.2. Llamarem.os A(P*) al, subgru,po de A de,finido por:

A(.P*1 :: {o e A lo(P-) : Pli
que consiste- en todos los automor.fi,sm,0s o con: o(t) : ¡1r¡¡r. o(.g) : oa+lg{o"bqztc:.

rl,onrle a € 1i-. ¿r € K 'y rlt +c:b(,:1 , es cJ,ee:'ir, (b. c:) e Xy.

Lema 3.5. El r..trden dt: A(.P.-'¡ r:.s q3 (.q2 - 7).

Defirrición 3.3. Ll,amaremos A1(Pi') al subgrupo de A de.f.ni.do por:

A1(.P*): {o e ,a(Pi.) I o(.r): r ib alsún ó e Ai S /,(P-)

Lema 3.6. El orden, de A1(Pi) es q3 .

El grupo cuociente A(PD lAe') es cíclico de orden q2 - 1: este es generado

por e1 autorrorflsmo ¿ € "4(P!) c;on

s(r) : ¿, e(s): aq+'Y.

donde a € 1i..

Otro arrtonorfisrno .,, € "4 
está dado por

,,-, - 
J .,-,, - 

1¿\.r i .\9]-,.

este elernento,, es rlna ilrolucióu (e.d, ord(l.,..'):2).
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Observación 3.7. Si denotamos por ?19 al cuerpo fijo de'17 bajo ia acción del

subgrupo 9, es decir,

't[a :: {z e T1 I o(z): z Vo e g}.

entonces se cumplirá We 1l l'Hq es una extensión de Galois de grado 111 : ?79) :

ord(9) y Q es el grupo de Ga.lois de 111119 .

Z-JAD oN
!o

[@'"3<-).. _ ;\\ CHILL -I



Capítulo 4

Posibles géner os d,e 719

Para llegar a generar códigos C¡.6 del tipo especificado en la Sección 2.3. a

partir de cuerpos frjos ')14 . es de r.ital importancia conocer el género O(HQ 1. perc

este cálculo es ba,stante difícil en gerrelal. es por esfo que en esre capítulo sólo nos

encargarernos de encontrar los posibles géneros de 719 cuando § es ril subgru¡ro de

Ar(p,-)

4.L. Idea Principal

Para calcui¿r 9(7lq). recurrimos a la fórmuia deI género de Hurtrtz (Teorema

1.8), que para nuestro caso quedaría

1J . 1Je-
2gtH -z - t,')...'i.,) zg Ha\ -2t - d, gDifft'|1 Ha I.

ll1 : 11l

Por la O'bservaciórr 3.7 sabemos qrc'l1l,¡19 es una extensión de Galois con

111 :11q1 -ord(Q):s r Ga.l(TtlTtq):9.

Luego para tener g(7lq) nos faltaría conocer el grado del divisor Diff(,.71f 't1e'). ¡:erc

conocer ta1 glado no es para nada tlir.ial. De hecho para llegar a conocer ta,i dir.isor

lrn, .si1¡rp l oc prjtllel o cabr.t :
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1. Los índices de rar¡rificacióri c(P)P/) pata todo p, lugal racional cle ?l y p :
P, t'.l7q.

2. Los grados de P -- P' )11s. para los lugares P' e P(11¡ c:on e(P)P,) 11.

Realizar estos cálculos para cualqtiier § subgrupo del grupo dc automorfismo.:t es

un glan probiema. ¡'a que el grupo de autorlorfismos de 7l es un grupo mul extenso.

Así que el este cápitulo só1o nos enfocaremos calcular los posibles géreros de ?19

cuando 9 es un subgrupo de..41(P*).

Recordemos que.,41(Pi) es ei subgrupo de.,4. clado por

Ar(P,-): {o e AlP,*) l"G): r +b .o(y):y+bqr *r,} c "4(P."),

doncle b € K \ cq +c:tft-l .

4.2. Indices de ramificación.

Como sai¡crnos. Ios lugares de tlQ son de 1a forma P : Pt l'tlq . doude P' es ul
lugar de 11. En 1o que siguc demostralemos que si § < "41 (P-) se c:umplirá:

e(e*1r.") : or(l(g) .:' t(P'lP ¡: 1 v P' + Pi g' racional) (4 1)

Comenzalerros con e1 lugal P." dr.7l9. la dcrnustraciól se dividira en varias partes.

pero 1a idea principal es demos¡r'ar que G7(Pi P,*) : S (r'er Definición 1.33) v

dado qire esie grlipo de inercia tiene orden 
"(.PilP-) 

tendremos 1o que buscamos.

Pa¡tircnos con Lrna proposición que nos ser-á muy útil.

Proposición 4.1. Si u: e '11 entonces tp, (ur) :'"-¡1(o(u)) para todo o e A(,Pi).

Demostración: Recordenos que o(Pi) : Pcc, para todo o e ",4(P."). luego

reetnplazando A - o (,u:) t' P' : P,- en 1a ecuación (1.1) teitcLerrios c|re:

2"1p, ; (o(it')) : c,.¡" (u )

up, (o(t)) : ¿pl (u)

42
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J

Proposición 4.2. Para Pi, el lu,gur in,fi,nito rt,e jl, lt g < A(pi) se tiene

tp, (o(z) -:) >0 l:e Op, ,y lo€9.

Demostración: En toda la demostración o será un elerrre.to cualquierea de

9, pero dir.idiremr¡s la demostración en dos partes.

1) (: e P*1: Sabernos por. definicrón que.u¡_,(:) ) 0 r, por proposición anterior

podemos concluir tar¡rbién que ¡r_, (o(:)) > 0. Así. terrtlremos

t:p¡(o(z) - .:) > m,rrL{up, (ot,z)), ¡el (:)}

>0

2') (.2 e O+ - Pi): Como.:.(0 : 1 : 0) I 0 existe una representación de : de 1a,

Ion la
. _ fo(:r.g) +...+ f s@,y)

go(.¡. y) * ... + gx(.t:.'y)

donde .l¡. gi e h fr,3/] son forr¡as de gado i. Adcmás con esta representación obser-

vamos que.

r,'g)+...+fx:-.:-(0: 1 :0) : +...+gN(L,u

donde el grado del nunerador es mellor o igual a N. Luego no es difícil veriñcar, que

enamboscasos.(z-.:-(0:1:0)).(0:1:0) : 0. y por 1o tanto .: - _:. (0 : 1 : 0) e p!.
Finalmcnte. si denotamos A ::,u-(0: 1 :0) € K r, usamos es resultaclo anter.ic¡r.

¡cndremos

rp5@Q) - z) : rp;fo(z- r+k) - (:- k+,t)l

: r: p;lo (.2 - k) - (z * A)]

> min.{up¿(.o (: - A)). tp; (.2 - A)} > 0

L-l

r.e)) -.?.(0 : 1 : 0)(go(z.t/

9o(,r,y) + .. . + gN(r,y)
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Observación 4.1. De Ia proposición anterior se concluye que si g < "4(pi) enton-

ces G7(PilP*) : B, luego por el Teorema 1.10 se tiene que e(PilP-) - ord(9).

Ahora que tenemos resuel¡o cl caso P- consideraremos 1os lugares de ?10 de la

fornra P : P'a114 doncle P'es un lugar racional dc 1l distinto dc Pi. Al i¡¡uai que

en el caso arterior la idea de la demostración será encontrar Gr(P' P).

Proposición 4.3. Para tod,o Lu,gar rac'ion.al. P' + PL, g < At(P'*\ y P : Pt nlls
se tie.ne G,r(.P' P) : \Id,\

Demostración: Sabenos que si P es un 1uga1'racional de 7l distinto de Pl
entonces P' : Pl,,c con o, il € 1Er'. Además si o € 0 entonr:es a e-s rle 1a forma

o(r)-r*ó l o(g) :A+bqr+c.

La idea de 1a demostración será que para todo o € g existe un u, € Op,., que cumple

rp,.r(o(ur) -u) <0.

Para esto c,onsidercmos los siguientes casos:

(i) (b+ 0): Er este caso r;otrsidererros u'- (r - ó). cor 1o que o(rt') :t*b-a.

Luego z,p,,r(u) > 0, 'u¡,,,(o(u)) : 0 y por 10 tanto up' 
,u(o 

('Lt;') - u) : 0

(¿¿) (¿r: 0 ¡'c I 0): En este caso < olsideremos u : (;y - ¡1). con lo que o(.ui¡: yi
c- 3. Luego ¡p,..-(u) > 0. rrp,.-(o(t')) :0 t'po, io tarrto rp',"(.o(u') -ur) : 0.

En corclusión. el único automorlisno que cumple xp, .(o(z) -:) > 0 para todo

: e Or;., es la identidad. :-'1

Observación 4.2. De 1a proposiciórr anterior más el Teorema 1 10, se concluve que

si 9 < At(P*) ertonces e(P')P) :1 para todo lugar raciona,l P' I P'* de 11'

Proposición 4.4. Si g < -At(P.") y P e P(Vla) es u:n lugar de grado d. I 7,

entonces para todo P' e P(!1) con P'lP se tien'e r:(P'lP) : t.

44
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Demostración: Si P es un }ugar de grado rJ tendremos We ljl$ : I{l : ¿,

es decir, e1 cuerpo residua,l '119, = Fn o. Así P es no ramificado en el cuerpo de

funcionesl 11qp1ls 117s., de hecho existen d iugares de grado t en 119r?lq que extienden

a P. Además como ya hemos demost¡ado que 1os lugares de grado t eL ')1q fB ,, no

son ramificados en ?1, para todo q potencia de un primo, podemos conciuir que los

anteriores d lugares de grado I en'l1ar'\1a son no ramificad os en 71a"'ll.

'llar't1o

Finalmente, ya que se cumple el siguente diagrama de cuerpcrs.

,/\
11

\,/
114

Concluimos que P es no ramificado en 114"?1y por 1o tanto tampoco en ?1. tr

4.3. Lugares racionales de ?{q.

En esta sección describircmos los lugares racionales de Vlg :, \¡eremos por qué tipo

de lugares en tl son extendidos.

Recordemos que si P{... . . Pf son todos lo-s lugares de tl quc cxtiende a P. entolces

por Corolario 1.3

e(,P). 1 @) r : t'tl : llEj : 67¿.19¡, /r ')\

dorde e(P) :- e(PilP):' l(P) ,: f (Pi P) para todo t < i < r.

Tambión por C)orolario 1.3 sabenros que para calcular ei grado de un lugar basta con

conocer los graclos de su extensioles )" clue además todas sus extensiorres tienen el

1 El cuerpo de funcioucs HapHQ lH\ corresponrie al cuerpo de funciones asociado a la curra

$1; , defilrida sobte 114"

45
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mismo grado. De hecho, ia fórmuia del grado de un lugar en nuestro caso quedará

rl,es(P) - (4.3)

donde P e P(110) y P' e P(11) es una extensión cualquiera de P.

Obserriación 4.3. Si P € P(11s) es un Iuga.r de grado 1 y P, es un iugar de '11 que

lo extiende. e[tonces se debe cumpiil que

, de!t(P')

ilP)
Por 1rl tanto. los lugares de 7l quc extienden a iugares racionales de Tlq son lugares

que tienel grado igual a1 grado relatir.o entre e1los.

Observación 4.4. El. ia sección anterior denostramos que e(P*) : ord(9). tuego

de Ia ecuación (4.2) se concluve que r : f(.P*) :1. es decir. existe un rinico lugar

en 7l que extierrde a P.", a saber Pl.
Además de Ia ecuación (4.3) terrdremos que

46

Observación 4.5. En 1a sección anterior dernostramos que si P'I Pi es un lugar

racionai de 1l ¡. P : P' n'l{a . errton.rcs c(P' P) : 1. Luego de la er:uación (4.2) se

conclu-r'e que /(P*).r : ordl,]'). r'reenpiazando esto er 1a ecuación (4.3) tendremos

'lto P :d'q P') 
- 

t

" l\P) ordl])

Pero por ecuación .1.2. saberros ciue también r dir.ide a ord,(g).Luego r - ord,(g) \-

colr esto obtenernos qrte deg(.P) : !.

Por Io tanto. los q3 lugares racionales afines c1e ?l se tranfbruran en gs/ord(§) lugares

racionales dc ?19.

El siguente lema nos avudará a encontrar lugares de grado m, primo el 11. aunque

no 1o rsalemos hasta ei .iapítulo 5.

.f(P) '
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Lema 4.L. Sea K' : F rz^ y K : Fn2 corTt o sier¿pre. Si, p, : (a,b) e Xn con

a,b e (I(' - K), entonces p1 es un lugar d,e grado m. enH .

Demostración: Consideremos el homomorfismo epiyectivo

ó: Op, -----> Kl

' * z(p|)

1' notemos que lier({) : Pr. Luego, }1p, : Op,f P1! ff, }' por Io tanto

deg(Pr) : [Tlp, : Kl: []1p, : K'llK' : Kl: lK' : I{l: ^.

-

4.4. Calculando el grado de llq.

con los resultados de la sección anterior tenemos 1a información necesaria oara

conocer Dltr(11nla) y finalmente calculat g(1la).

Proposición 4.5. Si g < ,Ar(PL) entonces, Ditrelljls) : d.(p,*1p".)p*.

Demostración: Sabemos por Definición 1.31 que,

Ditr(Tlfi#),: » » d.e,)P)P'.
p<pna ptlp

Adern¿ís como paxa todo P I P- sabemos que e(p,lp) : I, por el Teorema 1.7

podemos concluir que d(P'lP) : 0. Por 1o tanto

Ditr(1trc) : ! fale¡r)tr+»la1rp¡.e
P+P* PI P P- P']P: !faqr'¡r1.e
Pe PtlP

: d(P:lP_)Pl
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f

Recordemos que el lugar P* de'llq es un lugar de grado 1. por 1o tanttr usando

cl resultado anterior tcndremos que

d.es(Ditr(.l11114)) : d(P; P-) (.41)

Luego sólo restaría encontrar este diferente ¡. para hacerlo usaremos 1a siguionte

idea2.

Sio € ,4r(P*) entonce-s o(r):, +ü r' o(y) :y+bqr !- c. Luego. o queda

totah»etite determinado por b. c r' 1o podernos identificar con el par ió. cl.

Cor esta notación, pala cada g -- At(P*), consicleremos el siguiente irornomorfismo.

.p: Q --- K

ló. cl --- ü,

r, 1os siguientes conjuntos:

YE:- Irn(;) )' Yti :: Kert,p). (4 5)

\o es difícil verificar ord,(.Vs') : ¡1''. ord.(Wq): pu v por 1o tanto ord(Q) : pt+u'.

Proposición 4.6. Si g < Ar(Pk) entonces,

deq(.DtffQ1lt1q)) : 2(p"-' - p') + (q + 2)(p- - t).
2 Esta idea es usada por García, Henning, Stichtenoth y Xing en l3].
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Demostración: Recordemos Ia Proposicrón 1.5. que para P : P* quedará

d(.P*)P*) : ! u¡;(rf (r ly') - *ly)
d€q
ó+Id

! r,p;(d(r/s) - t:ly) + | r:r;(,6(r.l'y)- rla)

nla

\- rr \- r,-r-2r1- - .1- "1
in.ml€S ln.m)eq
n+0 n=O.m,=o

l,n,nt)eg

I :' I rq-2,
b.lQ - vv*s') á€ (»E - [o,o]j

- 2ord(.8 - WE) - (q + 2)ord(,w*E - 10,01)

: 2(px-1, - p"') + (q + 2)(p, * 1)

--.1

I
Proposición 4.7. Stg < ,4r (Fl ) entonre¡. 9\119): |n, 

.1f, * -l).

Demostración: Er.alua¡rdo todo 1o que )'a conocemos la fórmula del género de

Hurs'itz (1.8) tendrenrcs

l1J . 1JQ1

lqtH 2 : tl ), 'i.: ,:g,Ha 
1 - 2t - d, gDitrt.]l Hq t

lJL :ltI

- o(o - i),= 2 : ,,t,ttg 
'23t114, -2 -2rp " p', rq- 2tt¡t - |t

,,1 n _) - "''.,)..1-18,_.)'--L.)-,'-¡'_.)-d 
_^.u _n_),,u *)t \1 - - ! .-ytt )--) , -t) --P - tltr -11 -LP *L

q2 : 2p,,*,,, g(Hq.) + qp",

q2 q,pu, : 2pt +.t1 g(,]10 )

"-21 -/+u . r..¿,i-¿r, -, r-¡0 rP -tt -P y\/r.1.

Así. dcspejando g01a ) .\ factorizando obtcncmos los que buscanios. n

Observación 4.6. Para todo r,. *- tales que el resultado de la fórmuia en la Propo

sición 4.7 sea un número natulal, existe un crierpo fljo Ha con t¿l géuero3.

3 Pa¡a nLás info¡r.nacióu ace¡ca de esta afirmación ver i3l pag. 1.15.
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Observación 4.7. No existen snbgrupos de "4, (Pl) con ord,(W*q): p.u ), u > l, ui

ordl(Yg): p'' J, 
,¿r > l. Esto se debe a que si ocurriese alguna de estas dos condrciones

Iendriamos un género no natural.

Por Io tanto en 1a fórmula del gérero c1e 716 tendr-emos que 0 ! ,u.,r ! l.

La siguiente propiedad nos será de mucha utiiidad para determinar cuando ur

cuerpo fijo 719 sea isomorfo a A (r).

Proposición 4.8. S? g < h@".) , (:r¡,t¡¡rLces ']14 es el cuer¡to d,e !,urtci,ones racionales

sz y sólo sr algun,a de las szqu,ientes r:on.dici;ones se cumplen.

a'1 or d(.w"s) : q

b) q2{P cl :cq*c:o}.

c) Ha e KQ).

Observación 4.8. Si I < .4r(P."), e1]tonces g01a) :0 e ur : l. En tal caso

Ha : K(r).

La equir,alencia es fácil de verificar por 1a fórmula que cletermina el género en ia

Propiedad 4.7. Ahora si g(Hq): 0. entonces Ws : {10, c)1 : cq * c : 0}. dado que

iWs : q.luego por Propredarl 4.8 tendrenos qre 110 - K(.r).

Observación 4,9. \otcrros que e1 menor cuor:ierrte "qfn" se obtiene al tener

g0{) :0 o 1o que es equiralente 118 : K(.t:), irrdependiente de1 ralor de r¡.. En

tal caso 1os códigos Goppas detallados en la Sección 2.3 son códigos (\'lDS). Esro se

obtiene reemplazatdo g: 0 en la ecuación (2.3).

Con la ol¡serr.ación auterior telremos cotrlplet,ametrte deterlninacios ]o-s códigos

Goppa especificados el la Sección 2.3. sobre ei cuclpo de funciones -úi (r) de género

cero. Es por esto que en la siguiellte sección aualizarenros los c;uocientes ''g/ri'

cuanclo g(?lc) I 0.
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4.5. Analizando los cuocientes gln.

Recordemos que en 1a Observación 2.3 vimos que frjando un género g, el menor

cuociente "gf n" se obtiene al considerar n: #N(F)-l y F un cuerpo de funciones

maximal de géuero g. Pero que pasará con estos cuocientes si hacemos variar e1

género. En esta seccién compaxaremos 1os distintos cuocientes "gfn" atando g vaÁa

entre todos 1os gérreros S01q) + 0

Dado que 719 es un cuerpo maximal. no es clifícil r,erlfir:ar que la cantidad de lugares

racionales de tl6 es

#NQle):q2+t+2s(1#)q.

v por 1o tanto.

ñ.^ '12 o^n:q -:9.1 \' -:--ti:99 #*2p¡:2r'l(Fh.,)
I'Jótcse que. .g/n decrece si 1' solo si n/.g crece. A continuaciól analizaremos caso

a caso.

Observación 4.10. Es fácil verificar quc dados l. p l. z frjos "n lg" crece al crex:er

t,. es decir, g/n declece al (¡r¡cer ?:.

Análogamente. dados l. p ¡, ,- fijos "nf g" crec.e al crecer t', es decir. g/n decrece al

CICCCI ?¿.

Recorder¡los clue en 1a Obsenación 4.8 alalizamos el caso er que ?l: / v en la

Obserr'ación 4.7 r,irlos que i < ¡. u ( l. Por'lo tarito. de entre todos los cuerpos frjo

?19. ei menor cuóciente "gln 10" que podemos ob¡ener es:
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(4.6)

qric corresponde a ¡ : I v a, - l - 1.

Ol¡servación 4.11. Para q - pr fijo 1. E < 
^ 

(.P,-) lYq, un sllbgrlrpo (io1.r p¿lrámetros

u Jr ¿, acoc ados. sierrrple exlste p/ rrn prin'ro "v Q' < At(P,")/JEr,, un sultgrupci co
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parámetros ut :1y t¿' : 0 asociados que cumplen

!, L.
nn'

Esto se debe a que siempre podemos ellcontar p' primo ccrn pl < p'(+,). Luego

pt-* <pt < p' +
p/-" - 1

0 < ' < 1.r,'-7
Además, también siempre existe p' primo con

, , /p/-'- 1\e <e 
\ p'-t ) 

(*xl

Por 1o tanto. si p' es urr primo que cumple (*) r' (xx) (siernpre existe) tendremos

es decir, g'fn' < ¡tf n.

2,,(,p .-r).:,'l ,' -r\-'\.r'''-l ') ""\p'-t ')

La observación ante¡ior nos clice dado q : p¡. siempre pocienros encontrar un

prirno p')'g' < -41(Pi )/Fp,: co11 parámetros asociados 2,,: .[ ¡r ¿ : 0 que cun¡ilen

(1C)11

["(*,- )] -[,r(*-)]
Por lo talto. dc aquí en adelante podemos colsiderar I : p, es decir I : 1, J,a que

aumentando p siernpre conseguiremos cuocientes "gfn" ta;n pequeños como quera-

1llos.

4.6. Tlabajando con '119 sobre K :Wnz y q - p.

En la sección anterior concluimos que bastaba corr colloccr los distintos cuocieu-

tes "¡1f n" considerando q : p. cs decir. con I : 1.

Bajo estas coridiciones sea I < A1(PL):.VE Wa colno el l¿ e-.cuación (1.5). Sc

grrirerros denotar:rdo los órdencs de Q. V9 1' )ztlg r'espectirantente por p''-', p' 1, p',.

rlonde 0 ( u.¿rr { 1.

$cu,"'q-)

i"tuffi¡=g_'* -qd{{i'i. 
-s\(. - b,i
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Sabemos qre ord(A1(P*)) : S, : p3, luego si Q < A1(p*), sus posibles órdenes

serrín p0, p' , p2 y ps.Analizaremos caso a caso que sucede con ,]1a y su género.

Letna 4.2. Si q < Al(P*) con ord,(G) : p0 entonces'lls : T1 A SQlq) : p(p-l)12.

Demostración: Si ord(Q): 1, entonces S : IIdj. Luego llc : ?l y por Io
rilnro g\Vla) : p(p - 1)12 n

El análisis del caso ord(Q) -- p 1o de.jareuos para el finai. po¡ ahor¿r seguirermos

con ord(Q) : p2 l. p3.

Lema 4.3. Si.9 < At(.P*) tnn ord|.Q 1 : p2 crLton(:ü ]ls ., L(j:) A g }la ) : O.

Demostración: Si ord(9) : trr1. entonces el úrrico caso posible. rlado que 0 (
r. r¿r I 1. es:

orJtVEt = ¡.,1 : ord rW;1 : ¡,t .

Luego por Propiedad 4.8 tendremos que'i19 - K(z) y por Io tanto S0{) :0. n

Lerna 4.4. Si.9 < At(.P..) con ord(,9) -- p3 entort,ces llq = K(r) y s('110 ) : O.

Denrostración: Si ord(Q1 : p3. entonces S : At(.p|). tuego g ¡ {i0, c] :

cq + c.:0] -r, por Propiedad 4.8 poclemos concluir c¡te'l-lE : ,((r) r. por 1o ranto

g (:11G) : 0. ¡ Sób nos queda pendiente el caso I < "4r (p-) .y ord(g) : p. pero

esto -qiglifica que I es un grupo cíc1ico. digamos generado por

o(t):¡¡6 o(s):ytbqr*c.

donde (á. c) es un punto racional dc 21.

LIna obsen¿ción ro rtlrl difícil de plobar (por irrducción) cs que

oi (,x1 : a ¡¡¡,, o'(.y):,u :-ibqr *0"*(i -l')i ¡r',+'. (4.7)

Arlemás. corllo o € -4, (P-) su orclelt dir.ide a p3. luego para que o. efectirarlcnte

genere un gr-npo de orden p srilo debemos conprobar que ae(r) -: r t, oe(1J): A



CAPITL|LO 4. POSIBLES GÉNEROS DE H9

Dir.jdirenros el análisis en dos castr: p:2:, p + 2.

Lema 4.5. Si p :2. entonces o gerler a un su,bgr"upo de orden l.) si u solo sr b : 0

c+0.

Demostración: \otemos que por 1a observación anrerior

o2(,'u)-u*b3.

Luego si ü + 0. entonces ord(.Q ) > 2. aden:rás si ü:0 ]'. € A conc2+c:0.
cntonces ord(,q) :2. 1

Lema 4.6. Si, p 12. entonces o genera un subqrupo de orden p para tado b e Ii.

Demostración: lioterrros que por la ecuación (4.7)

oe ¡r) - r opls) : lJ +(r 
=t)ubt 

- u,

la que p - 1 es par y por 1o talto (p * l.) 12 e Z. I
Llsando los Leuras rl.5 v -1.6. r.a estamos err r:onclicioles de determinar 1os géneros

de tlo crrando ord(.Q'; : 7t

Letna 4.7. Silt:2 U I < Ar(P*) e.:on ord(A') -p. r:rt.ktnres S01E') :0.

Demostración: Por lema antcrior sabemos qle Q : (o) tiene ordcn ¡r

o: [0,c]. Luego),,i: {O} l. w*s:9, porlotanto g(Hs): _*lr' 
n{t,t '-t):0.

Con esto hcmos corrpletado el caso p - 2, por' 1o qrre pasaremos a] caso p f 2.

Lema 4.8. St ¡t l2 A q < Ae,*) con ord(,Q) : p. entonces SQ{) : O ó (p-t) 12.

Demostración: Por len¿ anterior sabcnos que Q : (a) tiene orden p para

toclo b € I{. Luego telrelDos dos casos:

5.1

tr

o b:0 + Vs:{0},y w*a: Q, por io tanto g(}lq) :1p1-0(?1-1 1):0.
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ob +0 + Vs: {b.2b....,pó} yWc: {10.01}, portotalltc_ts(11s)
jp1-I1pi-o - \ : (p - t) 12.

En resumen, usa¡do el hecho que 9(119):0 implica 119 = K(t) tendremos:

< ,4r (P"") con ord,(Q) : p! entonces

,,*,: 

{

tr

5I

0 si p:2
0 si pl2yb:a
(p-1)12 sipl2ybl0

/((") sip:2
K(r) si p l2 y b:0
? sipl2yblo

-:{

Por 1o tanto. solo nos faltaría conocer en un caso el cuerpo fijo 7lg, pero para esto

diseñamos un programa al cual le entregamos valores de p y 6 y éste nos carcura el

cuerpo fijo correspondiente. Pero de esto hablaremos más en detalle en el siguiente

capítulo.

oó



Capítulo 5

Ejemplos

En la secciór anterior concluimos que si I < "Ar(P*), ord,(Q): p * 2,9:<
l¿r, "] > l" ó f 0, entolce, ll(Hq ) : (p - t) lZ Pero no pudimos colcluir cuál era

el cuerpo fijo tlE correspotdientc. Para solucionar este problema construimos un

program¿r. que explicaremos en el capítulo 6. al cuai se le entregan los r.alores de p. á

v c no.s devuelve e1 crrerrpo fijo corresporidiente. A modo de ejemplo Ies presentaremos

la idca para p : 3 I- corrio anexo apalecerá el programa en el que se podrá reemplazar

por un primo cualquiera.

5.1. Conociendo tls cuando ord(g) - 3

Sea ( :a ló. c] > eI subgmpo de order g de "4r(P-), cuvos elementos son de Ia

forma.

o1(r) : ¿ I 1

o2(.r)-a¡2
o3(r) : 7,

ot(g)-g+:t+2
ot(.g) - y *2r i2
or('g) :'a

Luego, si .f es ul elerrrent,o de lla clc la forma
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f lyg) : a¡(.t:¡ ¡ aJ.r')y + az(.r)g2 .

Entonces, aplicando o1 a / tendremos.

x o1(a6(r)) : o.o(z + 1)

* o1@1(z'1s') : .r1(r,+ 1)(;q+r+2)
: at(r -F i)(r - 2) + a2(r I l')y

x ola2(,r)y2) : 0.2(,Í + 1)(g + :: + 2):

: az(! -r- 1)(y2 -r:r2 + 1 -l- 2:r!t + t + y)

: az(! + 1)(r, +rf+ 1) + ati + t)(.2r + l),y * a2(r +7)g2

Luego co»ro J e HE se debe curnplil

un(r) : a6(r+1) + a,l(r + 1)(r+2) +a2lr+ 1)(r: +r;+ 1) (5 1)

a1(r) : a1(z + 1) t a,2lt: ¡ 1)(22 + 1) (5 2)

a2(r) : a2(z + 1) (5.3)

1o que es equivalelte a.

a¡(r * 1) -n6(:r) : -41(r-1- 1l(r + l) - o3(r l- 1)(z'+z+ 1) (5 1)

a1(z + 1) - a1(z) : -a2(.t: * 1)(22 + 1) (5 5)

o2Q:+7)-nr(r) - 0 (b.6)

Para encontrar la solución cLe es¡as etcuaciones \amos a definir un opelador sobre

Kiz:] que dcnotaremos por

57

A(p(r)) - p(.r: * 1) -p(")
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Este operador cumple las siguientes propiedades:

o A ((1rq)(r)) : pq(r +1)- pq(r)

: p(r rt).q(Í + l) - p(r) .s(.r) + p(.x + 1) .q(r) -p(r + t) . q(r)

- p(t + t) A (q(r)) - q(r) a (p(z))

o Si A(p(z)) : 0, entonces A((pq)(r:)) : p(t) L (S(r)) , 
"r 

decir. para este operador

las funcior.res que curnplerl con A(p(:r)) :0 sot tratada-s como contantes.

o A (¡¡r + q)(r)) : (p + q)(r -r- 1) - (p - q) (.r)

: p(r + 1) + q(z + t') _ p(r') _ q(r')

: a(p(¡)) + a(q(z))

Luego. reemplazando ias ecuaciones (5.6) con nuestro operadol A tendremos.

A (o¡(r)) : -a,t(¡:+1)(r+2) a2(z+1)(r2+r+1) (5 7)

a(01(r)) : -rLz(r + 1)(2r + 1) (5 8)

A(o2(r)) : 0 (5e)

Para resolver estc sistema nos será de glan utilidad las siguiente proposición.

Proposición 5.1. {p(r) e K(r) I A (p(r)) :0}:11(13 -r).

Demostración: Primero ]roterrros que {p(r) e I{(.r) I L,(p(r)) : 0} : K(r)M,
donde ,M e ,au,t(A (r)) es el subgrupo generado por r(z) : r + 1. así i/l(r)'v :

A-(")l: g:¡.
Ademas notemos que:

A(r3 * r) : (z+i)3- (z+1) - (.r3-r) :s.
l cono A(p(r)) es un operador lineal. podemos concluir que K(r3 - r) c {p(r) e

I{ (.t') I 1: (p(,)): o}.

Ahora sólo nos ¡estaría demostrar que [1{(r3 - z) : 1i(::)] : 3. Para esto consirle-

remos nr(t) -t3-t-(rt-:r)eK(r3-r)lt] en cual cs ur:r polinomio ilreducible
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en /i(r)lt] \¡a que ro riele raices en 1i(r3 - z) (todo elemento en Á (rB - r) tiene

grado ma¡rcr o igual a 3. por 1o tan¡o no pouede ser raiz). Así.

/i(r3 - r)ltl : K (r3 - z)(r) : h(r)
rn(.t)

Por lo tanto. f,r{(23 -z) : X(:r)l : deg(m) : 3 y con ello Ia proposiciór es cierr,a. ¡
Con esta propiedad podemos escribir las ecuaciones (5.g) de la siguiente forma

A (a6(z)) : -aLG: +1)(r+2)-or(, +1)(r2+r+1) (b.10)

A(a1(r)) - -b¿(r)(22 + 1) (5.i1)

a2(r) : 6o1r;, (5 12)

donde ó6(r) e K(r3 - r).

Tar¡bién crealros un p1'ograma que encuentra soiticic»res particulares para el

operador A. corno por ejenplo:
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A/9"2t

a("*)

2r*7
r*2
rlr+r+1

io que in'rplicará quc:

o, (z) - ó¡ (r)

a1(z) : -&o(r:);r2 + bt (¡)

donde ó6(r), ó1(r) e 1i(23 r). Luego

(5.13)

(5.14)

a1(r + 1) - -l,u(. + i)(r + 1): + b1(r + 1)

a1(:r + 1) - -ü¡(2,)(r':+ 2r + i) + ü1(r)
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Reemplazando esro en Ia ecuación (5.11) los ciueda:

A(a6(r)) : -(-á6(r)(r'+ 2' -¡ 1) + ür(z))(r +2) - ó¡(r)(r! +r+ 1)

A(a¡(r)) : ór,(¡)(r3 +12 -:r - 1) *ü1 (n)(;i: + 2) -á¡(r)(rr+r+ 1)

A(ar(r)) : áo(¡)(.r" +r+ 1) - á1(r)(z+2)

1o que implica que:

a6(r) : b¡(r)r4 + b1Q,)r2 + b2(.d). (5.15)

donde b6(r). b1(r). br(r) e K(r3 - r:).

Finalnen¡e. de (5.13), (5.1.1) ]-(5.15) podemos conchrir que:

.f (t.'y) = [b¡(r)ra + ó1(r).r2 + br(r)] + l-ó¡(:r)r2 +bt@)ly + lüo(r)lu2

- óo(r:)(ra - iu t g'z) + üi(r)(:'? +'!/) + bzk)

: óc,(,r)(z'2 -- y)2 + b1(.t)(r'z + g) + ü:(r)

.'.#: Ii(x2 +u¡(r3 - z). con.!t3 ty - ra:0.

5.2. Construyendo códigos Goppa sobre H0.

En la Sección 2.3 r'jmos tlue los códigos Gop¡ra ciue generare os son códigos

Cb.c con D:pt+b -1 ...-1-¡r,, clonde p¡ son todos los puntos racioualcs cle ll9
distin¡os de p.". G : Tt P¡:a t, 29 - 2 < m. < n.. Por lo tanto mlestra primer-a tarca

será encoltrar 1os puntos racionales de 719.

Para esto recordemos rlue ert Ia Observación 4.3 r'imos clue si P es un lugar racional

finito de 710. entolccs los lugales P' de Jl que 1o extienden tioncn gr.ado.f (P).

Por otlo lado. la ccuación (,1.2) nos dice que en nuestro caso

c(P) . f(P) .r : p.
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Esto slgnifica qLre /(P) sólo puede tomar'los r,alores 1 r.p.

Obserración 5.1. Si /(P) : 1de la ecuación (4.3) se concluye q¿e d.eg(p,) :
1. Además, de las Observaciones 4.5 y 4.4 se deduce que la candidad de lugares

racionales de 119 que son extendidos por lugares racionales en 71, son p3 lord,(g)+l :
p2+t.

Observación 5.2. Si /(P) : p de la ecuación (4.2) se concluye eue r : 1, es decir,

cada luga.r en ?l de grado /(p) : p extiende a un solo luga"r racional en 119.

Además sabemos qte'119 rn cuerpo maximal, por 1o tanto cumpie

i.\' Hc : t' -7 -29't1e tp- t,:- I - p2 - r,. (5.16)

Por 1o tanto p2 - p hrgares ¡a<:ionales en tlo son extendidos por lugares cle grado p

en ll. a saber. lugares dc grado p ton f (P'1 : p.

Obserr.,ación 5,3, Por Lema .1.1. sabemos que los puntos de grado f, eD .tft son los

puntos cuJ'as coorrlenadas se encuentral cn Fr:, - 1Frr. Estos son todos los puntos

Fp:,- racionalesl de.;fft. rlenos los puntos racionales de,tri71. Los que son respecti-

vamente (d)' + 1 -t 2g(f ) )' p3 + 1.

Observación 5.4. Usaudo la obsenaciórr auterior podemos concluir qrie en ..1i7-¡ hav

(33)'?+ 1+ 2 3(33) - (3:r + 1) : 86,1 puntos de grado 3.

Observación 5.5. Si ,l e ?19. entonces

.f (t.lt'): /(:r +1. ¡)r.r* ?):"f(, -t2.gt-2r*2).

Por lo tanto. krs puntos (a. J). (rr + i. i + cr + 2) r. (.tt + 2.3 -l 2a * 2) de .X?.¿ soll

equiralettes et Xyo. es clecir, los pultos de ..l|fto soD clases de puntos de .,1i71.

Así. los 27 - 33 puntos (afines) de grado 1 de .t¡ .-v 864 puntos de graclo 3 err.Il
se tranforrlan en 9 ¡,28E clases lespectivamente en .1i71o. Aclenás el punto in{inito
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I Los purrtos Fr,.,- racio}lales de rfft sorl los puDtos cri¡'as coordelarias errtán ell Fr,n Fp,
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de &r qlreda fijo bajo la acción de Q. por lo quc su clascs soio Io conriene al éi.

Por obser'acioncs 4.3.4.4 ¡'4.5 sabemos que ]as B clases (afirres) urás la clases dei

punto ¡rflnito son cfectir'amente pultos racionales de xvo. per.o de ias 2EE sóio 6 los

SOTl.

Para soluciona¡ este problema ¡. efectir'amente encontrar los iugar-es racionales de

716 diseñainos un plograma que mostraremos v explicarenos en el siguiente capítulo

r. por ahora sólo mostrale¡los resultados.

La siguiente tabla nos n-ruestra los 16 representantes dr: los puntos racionales cle

tl9 calculados con nuestro progrtlrrra.

Pt (0,0)

Pz (0. b5 + ó3 + 2b2 -; b)

Pz (0,2á5+2btr+b2+2b)

P4 (¿r5+á3+2b2+b.2)

P¡ (b5 + ir3 + 2(f ¡ g.[á + bs + 2b2 + ¿, + 2)

Pa

P¡ (á5 + ó4. b4 + 2b3 + 2b2 + b + t)

Pt .br - L'.L' - bt - t1 - 2L! ) )

Ps (.b5 +ba.2b5 +b4 +ó3 + 1)

Pio (2bi + 2L)3 + b2 -r 2b.2)

Ptt (2b6 +2bz +b2 +2b.bá +b3 +2b2 +b+2)

Ptz ,2/,s - )b3 - h.. -2b.lb. - 2&i t ü2=2b-2)

P13 et;+2bt.ür _ )//.r _ 2L: _L- J)

Ptt (zbó +zb4.t¡ó +ba +b2 +2b+1)

Prs t)h3 _L)l,4 rAi:Al aA3rI \

lP,o (0 1 0)

Uua vez resuclto el problenta c1e los puntos raciotak:s de 719. sólo nos rcst¿rría
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elrcontrar los generadores de C(G) ), colr esro encontrar la matriz generaclorn del

código C¡.6 donde D : pj......?r¡ I' G : ntPx.

Rer:ordenos que en e1 capítuio anterior dernostrarnos que c1 í'dice de ramificaciór.r

t: e(Pi P*) es 3. con esro más Definición 1.29 tendremos

tr¡- (nz(r)) : uPl (?(')) y rr(r') e'tla. (5.1 r )

Con esta lgualdad es fácil calcular las r.aloraciones de las siguieutes firncioues.

o¡- (r3 - x) : tp: (r3 - r) 13 : -9/3 : -3
¡p- (r'2 + A) : upi(.¡:2 + y) 13 : -613 : -2.

Además. dado que el único polo de 13 - u J. 12 -F g cs p"o. colcluirnos que:

(rt - r)- : -3po ]. (r2 + !.t)n: -2p*.
Observación 5.6. Usando la Proposicióri 1.6 se coilprueba que e1 corrjunto

{lr2+gl' .qr2+y)iQ3 -r¡:0< i.j<^}--,---
fz¡ l:'+r

es linealrrrente independieute para todo ) € N. r'a que

L,pl\fz¡) : -2i + -2j - 3 : LpL(fz¡-t).

En particular. el conjuirto

{J", f,¡'l,: 3l <'\' l.l + 3 < }}

es una base de C()f'*). dado que su carclilalirlad es,\: l()P_).

A nodo <1e ejemplo v por efectos gÍaficos. sólo rnostrarernos 1a natriz generadcira

del código C¡.6 para D : ?t*.. .l-pr ]' G :3Pn La obserr,ación anrerior nos dice

qüe cl conjunto {1, (:r':-r 3/). (.,' - ,)} es ¿¡a L.¡ase rle §. luego la rnatriz generadora

d,l "odigo Goppa C7, ¿ -c¡¿l;

i11
I d¡'+d3+2d2+d+7 2d.i + 2(i3 +d2 +)d+l

dt +d3 +2d.2 + d, dz +d3 +2112 +tl tls + d3 +2t12 t- rl

63
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5.3. Observación

Considerenros nuevalrrellte el crier.po der funciones '111F,," ¡q t' 2) :- g : \"') .

dorde

o(r'¡ : ¡ + b. L) + O. o(.!/¡ : y I bqr * c.

Es decir. el caso en que no pudimos encortrar específlcamente el cuerpo frjo'179.

Después de usar muchas veces el progranra para calcular cuerpos frjos, los dimos

cuenta de una cierta relación. Si consicleramo5 ¿: : j11 
¡- ,?: -2':'l'q+1 . enton(.ps

los siguientes dos politonios en 1l quedan fijos bajo la acción de sigma.

(r' - ,) (cti + 3r * g).

Comprobemos nuestra afirnración.

o o(to - bq-1r): (r+ b)v - 6c-r(r -l- á) : (rs +- $0 1- fi0-1(r - b): ¡'.t -t.f-tr

o o(ar2 + Ar+y) :o(r+b)2+0@+ü) +(g-lbar*c)
: o:x:2 + 2abt * ob2 + 3:r: + Bb + g * bqr + c

:.q-r2-;¡: g -,2ub-bo,ri ¡ob: -tt.3_r¡
: (orr +,1¡ * s ) * ¡-bu + b(l )t + (-t)s+1 I 2 ¡ *r. t 6o-1 f 2 + cl)

: (or2 + 3t *g)

Con 1o que tendrerlos la siguiente proposición.

Proposición 5.2. Sz considero, tos o co,rn,o antes U A: @¡ en.tonccs

')14 : K(tq - bq 1r,a:¡2 + 3t: *'g),

donde (ct:r2 + 3t+y|u + (r-r:r2 + 3r+g1:-ffQo - t¿o rr)2 + 3t ¡ro - bq-1¡).

Demostración: Plirnero noremo.s que

(af + pz +y)q + (aT2 + 3r+ y) ++Q,, - bs tr')2 
-.:jo-¡rt -6't-r¡)

: (ao ,2o ¡ Soro +gq) + (.a* +,Jt+fi +!(r2o -21)q-1f!+t -Lbzo-z ¡z) - i)a (;¡a _lo-'1.t)

64
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: (gq + s - uq+1) + (.aa + )¡r2e + 1a + f )r, + liq (ro ¡ Bt-o r¡ - Bo (xo ¡ bo-l n)

:(Uq+g-:xq+1).

Esta última igualdad se tiene ya que es fácil comprobar que:

/ Ar-s\ / áq-r\
( oq+:-:- | :0. (o +i- | :g o gr-o :6q-t\?t\ ¿,i \ I /

Por 1o tanto,
K(rq - bq-tx.c.r2 + B¡ * y) 

C Ha CH.

Por otra parte, se cumple que

K (rq - bq-l r, ax2 + 0t + s)(r) : K (r, y) .

Luego, si n (l ) denota aJ polinomio irreducible de x en .l{ (.rq - ü-t r. o* + 0r + ylltl
tend¡emos

l7l: K(xq -bq-tx,ax2 + §r+u)l: des(n(t)),

donde des(n(ú)) > q, pues 111 : K(rq -bq-rr,ar2 + BÍ+s)] > l?1 : Hsl:
ord,(9) : q,

Final-nrente, usando que el polinomio m(t) : ¡a - bc-|t - (ro - ba-lt) e K (ra -
bq-1r., an2 + §t+9)[ú] se anula en r concluimos qu e 111 : K (ro -ba-lr, ar2 + pr+E)l --
g que es 1o que queríamos. tr



Apéndice A

Sage

A continuación presentaremos el programa realizado pa"ra caicular Ios cuerpos

frjos 7ís cuando I < .4r(Pl) es un subgrupo cÍclico y los lugares racionales de ?19.

Continuaremos usando ]a notación de capítulo 4, en donde denotamos por P'a lu-

gares de ?l i, por P: Pt ñ'llq a los lugares de 719.

Dividiremos el programa en dos partes: la primera calcuia¡á los representa.rites de

los puntos racionales de'tlg y la segunda encontra¡á especificamente 119 para luego

encontrar eI código Goppa C¡,6, donde D : Pt-t...+ P¡.17¿o¡-r v G:.\P-.

A modo de ejemplo mostraremos el programa para q:3.

A.1. Encontrando los puntos racionales de'llg.

Recordemos que en 1a Observación 4.3 concluirnos que si P es un lugar racional de

719, entonces los lugares P' de 7l que 1o extienden tienen grado /(P). Además, en

el capítulo anterior vimo que si q - p" entoDces /(P) sólo puede tomar los valores

1vp.

Por otra parte, en la Observación 5.3 vimos que Ios puntos de grado p efi XH sott

puntos cu).-as coordenadas se encuentran en lForo - ]Fqr, es decir, los puntos lFnro -
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racionales de Xn, qte no son puntos racionales Zn. Esta idea es fundamental para

la obtención de puntos racionales de 119.

1. Definiciones brísicas

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

q=3, 1=2*q

# q es Ia caracteristica deJ. cuerpo.

F. <d>=GF ( q- 1)

# F:= cuerpo de q^] elementos.

R. <x, y, z>=F []

+ R:=F[x,y,z].

2. Encontrando los puntos racionales de11lK.

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

f=y^ q*z+y*z'q -x- (q+1)

# f es e1 poJ,inouio generador de Xn.

C=Curve (f )

# C=Xrt definida sobre lFo.

L=C . rational-points o

La li,sta L cont'i,ene a tod,os los puntos racionales afi,nes d,e Xn d,efinid,a sobre

En'o'

Deflniendo 1os valores b. c de1 automorfismo o(z) : t * b y

o(y):A*bqrlc, donde cs +c:bc+t.

Sage:b=1

Sage: # Le asignaros un valor a b.

Sage : c=F ( (q+1) /2)

Sage: # Damos un valor a c, de manera que: c^q+c=b^q+1.

Consid,eramos b: 7, Aa que si b I 7, entonces el cucrpo fi.jo resultante

será isomorfo al con, b : 1.

4. Definiendo la acciór o para los puntos de f7-¿.
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Sage : def g(x) :

return C(( [x[0]+b+x[21,x[1]+b^qxx[0]+c*x[2],xt2ll ) )

Sage : def frob (x) :

return C(( [x[0] ^3,x[1] ^3, x [2] ^31 ))

5.

La printera f,un.ción. es La, acción. t:l gmpo g y kr segund,a, es lo accirjn d,e

autom.orfi,smo d.e FroberLi,u,s sobre Fr.

Definiendo los elemeltos de Xno .

Sage : L1= [J

Sage: for k in L:

P=[k,g(k),g(g(t<))J

P. sort o
i-f not P 1n L1 :

L1 . append (P)

Lo, listo. LL c:on,t,ie:r¿e l,as cLase-< d,e_ p,,tos a.t'ines de X,¡1q pr-o,erl,entcs tLe los

puntos rac.ionales afi,n es defr,nidrts en la l.ista L.

6. Encontrando las clases de todos los puntos racionaies de Xye.

Sage : L2= li
Sage: for P in L1:

Q= [frob (frob (k) ) for

Q.sorto

L2 . append (P)

k1¡Pl

Lu lista. L2 utntiene a todas Lo,s cluses d,e. pu,ntos raci,on.o,les r)e Xne .

7. Encontrando los rr:presenta,tes de las clases de pu,tos racionales rt:..1i71o.

6B

Sage : L3=[L2[i] [O] for i in range (0, Z*q:2+f -q¡
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La lista L3 contiene a tod,os los representantes de las closes d,e puntosracionales d,e Xna , es tlecir a los 2q2 _ q + 7 puntos rac,ionales de Xla .

4.2. Encontrando |¡Q.

Para encontra¡ 7/9 considerem os f A ,tl de la forma

f(r,a) : ao(r) + at(r) +...+ aq_lk:)us_I.
Luego para que / pertenezc a a,]1Q sedebe cumplir que o(/) _ /, donde sidenotamos a1(o(r)) : ai(e) tendremos

o (f ) = ato@) + a\(r) o (y) + . . . + a;_Jr) (o (s))o_, .

observemos que grr(o(y)i): i, por ro que podemos reordena¡ a(/) como

o(f) : po(r) + pt(r)u + ... + pq_1(r)yq_l,
donde p¿ depende de e, pero también se puede hacer depender de
a'o@), . . , o!r_r(r) y no es difícil comprobal que

po(x) : a,o@) +a,r(x)mo,r(r) * ...+ a!o_r@)m¡,r_1(r)

n(x) : a\(x) + a,r(x)m*(r) +...* a!n_r@)m1,r_1(x)

Pq-2(z) : a!r_z@) + a!r_r(r)mq-z,q_t

Pq-t(t) : a'q-t@)

Luego, como queremos o(f) : f nos quedará

a6(r) : aL@)+a,r(r)m,o.r(e) + ...* a!r_r(z)m¡,0-1(t)
a1(r) : a,r(r) +a!r(r)mr,r(c) +...* alr_r@)m1r_1(r)

:

ao-r@) : a|-r@) + alo_r(t)m,r_z,q_t

ao-t(r) : o'-r¡r,

-_-_- --_---
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Lo que es equivalente a

A(a6(z))

A(ar(z))-

L,(ar_z@))

a(ar-r(e))

-la'r(r)ms lt) + . . . + a;_1 (u) mo.r_r(t))

-la'r(r)m1,2(r) * . . . * a'o_t(r)mr,r_, (r)]

-la'r-1@)mq-z,o-t)

0

70

Para simplificar un poco los calculos (al programarlos) definiremos

M=

7 mo¡ ffLo,q-t

0 1 m,1,2 ,.. ?TL!,q-r

:U:
: ". ! mq-z,q-1.

0 ..' 0 1

Luego si Mlil es la flla i-ésima de M. tendremos que

a(or_t(c)) : - lut [-t](a\,. . ., a'r_r) v i : 0, . . . q - 1

Con este argumento revisemos eI programa

1. Definiciones b¿isicas

La uariables b y c cutnplen con c'q +6^- |^(q+1)=0.

Definiciones de variables

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

q=3

# q es 1a caracteristica del cuerpo

F. <aa>=GF (q^2)

# F es e1 cuerpo de q-2 elenentos.

b=1

"=¡ 
((q+r) /2)



Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

bes= ['x,, ry,, r ¿,] + [.!, *"tr(t)f oi Llol*g" (q) ]
X=PolynonialRing(F, bes)

for k in range(q+3):

bes lkl =K . gen (a=k)

a=K . gen (n=2)

y=K . gen (n=1)

x=K. gen (n=0)

APÉNDICEA. SAGE

3. Definiendo la función AntiD:A-1-

Sage: def D(p): return p.subs(x=x+1)-p

Sage : # Usarenos B=x^O, . .,x^r coüo bases de F[x^O, . .,x^r]
Sage : def AntiD(p) :

r=q^2

dd=[D(x^k) for k ín range(r)l
rn=matrix([[d.coefficient(x:k)for k in range(r)]for d in
ddl )

v=vector( [p. coefficient(x:k)for k in range(r)J)
rr=n. solve_Ieft (v)

return sum(K(w[k] )*x^k for k in range(r))

dc1 contiene ios cocficiente-q de D(ri). rn es la matriz de }a función D de B en

B I'r contiele los coeflcieutes de p en la base B. Luego, encoutrando 1os

coeficientcs de z tal que D(z):1.. obtcnemos z.

Deflnierrdo la matriz ll1.
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Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

y^i

Sage

j in range(q)lfor d in a1l

Sage : natrix (M)

h = sun(a^(i+1)*y^i for i in ra-nge(q))

# h es un polrnouio cualquiera en H

f =h. subs (y=y+b^q*¡+6)

# aplico o(y) a h

a1=[f . coefficient(y:i) for i in raage(q)1

# Encuentro los coef (dependiendo de a^k) de cada

¡{= | [d. soefficient (a^ (j+1) ) for

APÉNDICE A, SAGE

5. Encontrando las soluciones

La lista a-soI contendrá las soluciones a-0 (x) , . . , a-q-1 (x)

Definiendo los geueradores de L(G), pa,ra G : )Pi.

72

Sage : def Mult(p,r): return sum(p[iJ*r[1J for i in

range (q) )

Sage: B=[K.ge¡(n=]<) for k in range(3,q+3)l

Sage

Sage

Sage

bb=tBtkl for k in range(q)J

a-sot=[0 for i in range(q)J

a-sol [q-11 =bb [oJ

# a Duestra úIti.ma sofución la llanamos a-0(x)=b0

Sage:A=[0 for i ín range(q)J

a=[0 for i in ra:rge(q)J

Sage : a [q-1] =a-sol [q-1]

Sage : A [q-11=a-soI [q-1] . g¡55 (x=x+b)

Sage: for k in ra¡ge(2,q+1):

a-so1 [q-k] =-AntiD (MuIt (A, M [-k] ) ) +bb tk-11

a [q-kJ =a-so1 [q-kJ

Atq-kJ =atq-kJ . subs (x=x+l)



APÉNDICEA. SAGE

E1 paso arrterior nos entrega los generaclores dc Ho. que en el caso cle p: 3

son lr3 - ¡) 1. (¡2 * y). Esta información es suficiente para encontrar los

generadores de 4(G) si G:,\P.. va que estos sor r:ombinaciones de los

an¡eriorcs polinomios (ver Obserr,ación 5.6).

Además. recordernos si \> 29 - 1. enronces ¿(G) : cteg(G) *t - g.

A continuación encontratemos los generadores de f(G) cuando G:3p.".

Sage def e1(x,y) : return x^2+y

def e2(x,y): return x^q-x

# e7 y e2 soo los generadores de H^G.

genus= (q- 1),/2

# genus es el género de H^G.

# Sea G=sP-infty, s>=2genus-l y 1(D)=s+L-Q-L)/2

1D=s+1- (q-1),/2

s 1=integer-f 1 oor (lD / 2)

s2= []

for i in ra¡ge (s) :

+3<=1D :

til
I1=[e2(x,y)^i for j. in raage(s1+1)J

12=[e1(x,y)*e2(x,y)^j for j in s2]

I= [e2 (x, y) ^0J

for i in range(1,s1+1):

in s2:

l til , 12 ti-11 l
(I1)-]en(I2)>1:

.r Ls I.t _l

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

if 2*i

Sage

Sage

Sage

Sage

lf i-1
1=1+ [I
if len

I=I+ [I

La list¿ I coutienc a todos los gelerarlorcs de L(sp infty).
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7. Creando 1os código Goppa C¿,6, para G = )P*y D:11l_...*pn.
Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

Sage

r3l )

Sage

Sage

Sage

inftY= ¡3 ¡11

L3 . renove (infty)

# Saca.mos a1 punto infinito de Ia lista L3

n=4

Defi.ninos el largo del codigo

L =[L3[i] for i. in range(n)l

# Defi¡iendo D=p1+...+pn

: n=matrix(Fl, iif (kiol ,kt1l ,1) for k iD L4l for f iu

C=n. ro¡¡-space ( )

C=LinearCode (m)

C.lengthO, C . dirnens ion ( )

C es e1 código Goppa asociado a D: h* "'*pn y G:3P*, y m es su

matriz generadora.
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