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RESUMEN

En esta tesis analizaremos los pardmetros de un cédigo Goppa Cp g, para definir
e imponer ciertas condiciones a los divisores I} y G que harén a nuestros codigos
6ptimos al momento de corregir errores de transmisién. Aprovecharemos la corres-
pondencia que existe entre curvas algebraicas y cuerpos de funciones, para definir
estos cédigos Goppa v analizar sus parémetros. En particular, consideraremos el
cuerpo de funciones Hermitianas H y algunos de sus subcuerpos, elegidos por tener
muchos lugares racionales. Apartir de ellos generaremos cédigos Goppa para luego
comparar sus parametros. Se crean algunas herramientas para calcular los cuerpos
fijos HY para algunos subgrupos G del grupo de automorfismos de H y sus corres-

pondientes c6digos.

ABSTRACT

In this thesis we analyze the Goppa code’s (Cp ) parameters to acquire certain
conditions over the divisors D and G such that our codes become optimal in the
sense of error correction. We will use the correspondence between algebraic curves
and function fields to define these Goppa codes and analyze their parameters. In
particular, we will consider Hermitian function fields and some of its subfields, chosen
for having many rational points. With these fields we will construct Goppa codes to
compare its parameters. We created some tools to compute the fixed fields H¥ for

some subgroups G of the automorphism group of H and its corresponding codes.

VII



Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos con una breve introducién a la teoria de c¢édigos, pasando desde
sus origenes a su modelo general, mostrando también una cota para sus pardmetros.
Seguiremos con una descripcién més detallada de cuerpos de funciones algebraicas,
incluyendo extensiones de Galois de cuerpo de funciones. Finalmente recordaremos
algunas definiciones bésicas de Geometria Algebraica y aprovecharemos la corres-
pondecia que existe entre curvas algebraicas y cuerpos de funciones para entender
(en el siguiente capitulo) los llamados cédigos Geomeétrico-Algebraicos o cédigos

Goppa.

1.1. Introduccién a la Teoria de Cédigos.

En mas de alguna ocasién nos hemos encontrado con textos que tienen palabras
mal escritas o le faltan algunas letras y atn asf somos capaces de leerlos y entender-
los sin problemas. Esto se debe a que el lenguaje es un cédigo v sus palabras son lo
suficientemente distintas como para detectar o corregir una gran cantidad de errores
de escritura.

Pero el lenguaje es un cédigo muy conocido, por lo que no goza de mucha segu-

ridad. Esto ha llevado al hombre, desde hace miles de afios, a construir distintos
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codigos dependiendo de sus necesidades. En un principio, luego de ser codificados,
los mensajes eran transportados por personas y por lo tanto, una vez entregados
satisfactoriamente sélo bastaba conocer el cédigo para descifrarlos. Sin embargo, el
auge de las comunicaciones a partir de la segunda mitad del siglo XX motivé la
necesidad de transmitir informacién a través de ciertos canales, los que no necesa-
riamente eran personas y esto generd bastantes problemas, va que la informacién
enviada a través de estos canales podia sufrir algunas alteraciones en el camino y
generar mensajes distintos a los enviados, dependiendo de las perturbaciones que
tuviera el canal y por lo tanto va no bastaba sélo conocer el cédigo para decifrar el
mensaje.

Para ejemplificar la situacién, supongamos que nosotros “los emisores” queremos
enviar cierto mensaje m. Entonces el proceso comienza transformando el mensaje
m en el mensaje encriptado ¢, el cual serd enviado a través de un canal de comu-
nicacion. Las caracteristicas del canal dependen de la naturaleza del mensaje a ser
enviado (por ejemplo, si el mensaje son transmisiones desde un satélite, el canal es
el espacio). Nuestro intermediario recibird un mensaje codificado ¢ posiblemente
erroneo, ya que en todo proceso de comunicacién hay ruido e interferencias. Final-
mente, se intentan corregir o detectar los errores de transmisién del mensaje ¢, para
luego decodificarlo generando un mensaje desencriptado m’ que es entregado al “el

receptor”. Todo el proceso se resume en el siguiente esquema:

(Exior ] — [Gofacion] ——» [Gonal ) ——» (Becodifacion—» [Fecepior
m c c m'

Con el tiempo las formas de encriptar informacién fueron mejorando, v los problemas
al enviar y luego tratar de desencriptar esta informacién se estudiaron en profundi-
dad, dando nacimiento a la rama de la matemética llamada Teorfa de Cédigos. El

problema principal de la teorfa de c6digos es el cémo poder transmitir informacién
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de manera segura y fiable a través de un canal que sea poco seguro v poco fiable

(con ruido). Como ejemplos que todos conocemos podemos pensar en:
= Conversaciones telefénicas convencionales, donde el canal es el cable.
» Transmisiones desde un satélite o telefonia mévil. Aquf el canal es el espacio.

= Grabacion y recuperacion de datos en el disco duro de un ordenador o en un
disco compacto (de misica por ejemplo). El canal a través del que transmitimos

los datos es en este caso el propio disco.

1.1.1. Cébdigos Lineales.

Definicion 1.1. Sea A = {a1,as, ..., a,} un conjunto finito de q elementos distintos.

A este conjunto le llamaremos alfabeto (6 alfabeto del cédigo).
En muchas aplicaciones se considera al conjunto A como un cuerpo finito.

Definicién 1.2. Sea A = {a1,4as,...,a,} un alfabeto. Entonces

(i) Todo subconjunto no vacio C' de A™ es llamado un cddigo (o cédigo q-ario).
Cada ¢ € C serd llamada palabra del cédigo, n el largo del cédigo y la cantidad de
palabras en C serd el tamanio del cddigo.

(i) Si el alfabeto A es un espacio vectorial sobre algin cuerpo K y C es un subespacio

de A", entonces el cidigo C serd llamado lineal.
Definicién 1.3. En A™ se define d, la llamada distancia de Hamming mediante
d(Z,9) = #{i : m: # v},
donde T = (21, ..., xn) € = (Y1, ..., Yn). Definimos el peso de T por
w(Z) := d(z,0),

donde 0 = (0, ..., 0).
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De aqui en adelante siempre que hablemos de distancia estaremos hablando de

la distancia de Hamming.
Definicién 1.4. Para cada cédigo C definimos la distancia minima como
d(C):=min{d(Z,7) : 7,7 € C,T # 7}
Notemos que si C es un cédigo lineal la anterior definicién es equivalente a
d(C):=min{w(7) : £ € C, 7 # 0}.

Diremos que C es un [n, k, d],-cédigo lineal si es un subespacio vectorial de Fy de
dimensién k y distancia minima d.
La distancia minima serd de vital importancia en la deteccién v correccién de

errores de transmisién, como veremos en el préxima seccién.

1.1.2. Modelo General.

El modelo general de un sistema de proteccién contra los errores producidos en
el almacenamiento o la transmisién de informacion a través de un canal discreto (sin

memoria)! sometido a ruido comprende los signientes elementos:
Emisién.

Para el proceso de emisién necesitamos definir un alfabeto al que llamaremos
alfabeto fuente y denotaremos por A. También debemos definir el largo de las pala-
bras del mensaje, al cual llamaremos k, es decir, una palabra cualquiera m serd de

la forma

m=ayas---a, donde a; € A paratodo 1 <7<k,

! Con esto nos referimos a un canal cuyo alfabeto de entrada y salida es un conjunto finito, y

que ademas no guarda la informacién transmitida.
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Codificacién.

Una vez definido el alfabeto fuente se construye un cédigo ¢ C A" (k < mn)
que ocuparemos para encriptar nuestros mensajes. Pero antes de encriptar nuestros
mensajes definiremos algunos elementos que nos serdn de gran utilidad, en el caso

en que A sea un cuerpo finito.

Definicién 1.5. Dado F, un alfabeto fuente y C un [n,k,d],— cédigo lineal, se

llamard codificador a una funcion lineal f : ]F;c — (.

Esta funcién puede ser representada una matriz I de rango k, la cual no est4 ini-

camente determinada, ya que depende de la base en la que trabajemos.

Definicion 1.6. Sea C un [n, k, d];— cddigo lineal, llamamos matriz generadora de

C a una (k x n)— matriz T, tal que
C = {oT'|veF:}

Observacion 1.1. Si C C F? un cddigo lineal de dimensién k, entonces una matriz
q b

generadora de C es una matriz de k x n cuyas filas formen una base de C' sobre F,.

En conclusién, una vez definido un cédigo C' C F7, encontramos una matriz
generadora I' de C. Asi, nuestro proceso de codificacién consistird en tomar una

palabra m € E*"f; v convertirla en la palabra ¢ = mI' perteneciente al codigo C.

Canal.

Una vez codificado el mensaj.e, el paso siguiente es atravesar un canal de comu-
nicacion, pero jqué es un canal de comunicacién?.
Un canal de comunicacion es el medio de transmisién por el que viajan las sefiales
portadoras de la informacién de emisor a receptor. Este puede ser desde al aire,
hasta seflales electomagnéticas o un disco compacto (CD).

Lo importante de un canal de comunicacién es que si recibe una palabra ¢ € A",
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devuelve una palabra ¢’ € A", donde la distancia entre ¢ de ¢ depende del ruido del
canal.

Si A tiene estructura algebraica entonces ¢ = ¢+ r, donde r € A", La distancia
entre 7 v 0 es llamada la cantidad de errores de transmision de la palabra c.

Para nuestro propdsito, el mensaje enviado, luego de pasar por el canal de transmi-
sién, serd ¢’ = ¢+ r v quisieramos corregir estos errores para recuperar el mensaje

C.

Decodificacién.

No es una tarea facil, a partir de ¢’ recuperar el mensaje ¢, de hecho si la pala-
bra recibida es otra palabra del cédigo no hay manera de saber cual fue la palabra
enviada, ni siquiera detectar que hubo un error. Es en este caso que un codigo con
distancia minima grande se vuelve muy tutil, ya que si la cantidad de errores que
trae ¢ es menor que d{C), es decir, d(c¢,c') < d(C), entonces ¢’ no es una palabra
del cédigo y por lo tanto a mayor distancia minima (como veremos més adelante)
mayor es la cantidad de errores podemos corregir o detectar.

La siguiente definicién y el posterior lema, nos entregaran una manera facil de veri-

ficar si ¢ es 0 no una palabra del cédigo.
p g

Definicién 1.7. Sea C C Fy un cddigo. El cédigo dual de C es el cddigo C+ definido
por

Ct={zre I ey =0Vy € €
donde para cada © = (T1,...,Zn),¥ = (Y1, Un), (T,y) = D24 es la forma

bilineal usual de Fy x Fy.
Notar que C* es de hecho un cédigo lineal.

Lema 1.1. Sea C C F un cddigo lineal de dimension k y matriz generadora I'.

Entonces

(1) Ct={z e F? : Tz* =0}.
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(2) C* tiene dimension n — k.

Donde z*, denotard la traspuesta de z. Para una demostracién ver /4] pag. 2.

Corolario 1.1. Sea C' un cédigo lineal y sea H una matriz generadora de C*.
Entonces

(1) C = (C+)~L.

(2) C={z£F} : Hat=10}

Para una demostracién ver [4] pag. 3

Por lo tanto, ¢’ pertenece a C si y sélo si H¢' = 0, o sea, tenemos una forma
fécil de verificar si la palabra recibida, luego de pasar por el canal de transmisién,
pertenece o no al cédigo C.

Ahora veremos dos teoremas que nos dirdn cuando es posible detectar que la

palabra ¢’ contiene errores y cuando es posible recuperar la palabra enviada c.

Teorema 1.1. Un cddigo con distancia minima d(C) nos permite detectar s errores

s1d(C) > s+1.

Demostracion: Supongamos que d(C) > s+ 1 v que enviamos la palabra
¢ € C y recibimos la palabra ¢ € A" con s errores. Lo que afirmamos es que
¢’ ¢ C pues d(c, ¢’) = s < d(C) y esto no puede ocurrir entre palabras de cédigo por

definicién de distancia minima, por lo tanto, los s errores son detectados. O

Teorema 1.2. Un cddigo con distancia minima d(C) nos permite corregir t errores

sid(C) > 2t + 1.

Demostracién: Supongamos que d(C) > 2t + 1 y que enviamos la palabra
¢ € C y recibimos la palabra ¢’ € A™ con t errores. Lo que afirmamos es que c¢
es la tnica palabra del cédigo a distancia menor o igual a t de ¢/. Esto se debe a
que si existiese otra palabra de C, digamos ¢; con d(c1,¢’) < t entonces d(c, ;) <
d(c, ) +d(c. 1) < 2t, lo que contradice que la distancia minima entre dos palabras

del cédigo es mayor o igual a d(C). ]
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Observacién 1.2. Notar que sid > s+ 1 v d > 2t + L, no podemos detectar s

errores y corregir ¢t simultdneamente.

Observacién 1.3. Con los teoremas anteriores podemos concluir que los mejores

cddigos tendran una distancia minima lo més grande posible.

Definicion 1.8. Se llamardn pardmetros relativos de C al par [R, 6], donde R :=
k/n se llama tasa de transmision y representa simultdneamente el costo y la veloci-
dad de transmision, y donde 6 := d/n se llama distancia relativa y mide la capacidad

correctora en relacién a su longitud.

Observacién 1.4. Con la definicién anterior es natural querer que tanto R como &
estén lo més cerca de 1 posible. Lamentablemente estos pardmetros dependen uno
del otro, como veremos a continuacién, y por lo tanto nos conformaremos con que

su suma sea lo mas grande posible.

1.1.3. Cota de Singleton

Proposicion 1.1. (Cota de Singleton [1]) Si C es un [n, k, d],-cddigo lineal sobre

F,, se cumple que: d—1<n-—k

La cota de Singleton es equivalente a ¢ + R < 1 + 1/n, lo que significa que la
suma de los pardmetros relativos de un cédigo no pueden exceder al valor 1+ 1/n.
Nuestro trabajo se enfocard en conseguir cédigos donde la suma de los pardmetros

relativos se acerquen los que més posible a esta cota.

Definiciéon 1.9. Un [n, k,d|;-cddigo lineal sobre F, se llamard MDS (mazimum
distance separable) sid —1=mn— k.
1.2. Cuerpos de Funciones Algebraicas.

En la seccién anterior conocimos la cota de Singleton, como una cota superior

para la suma de los pardmetros relativos del cédigo, seria ideal contar también
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con una cota inferior. Cotas de este tipo existen, pero en general no son éptimas.
Sin embargo, existen cierto tipos de cédigos, los llamados cédigos Goppa 6 cédi-
gos Geométrico-Algebraicos (que conoceremos en el siguiente capitulo) que poseen
una cota inferior bastante buena. Para definir estos cddigos primero necesitamos

introducir el concepto de cuerpos de funciones algebraicas.

1.2.1. Definiciones.

Definicién 1.10. Un cuerpo de funciones algebraicas F/K de una variable sobre
K es una extension de cuerpos F' O K tal que F es una extension algebraica finita

de K(z) para algin elemento x € F el cual es trascendente sobre K.

Definicién 1.11. Un anillo de valuacién de un cuerpo de funciones F/K es un
antllo O C F' con las siguientes propiedades:
(1) K& OGF.

(2) para cada z € F tenemos que z € O 0 z7* € O.

Para la demostracién de la siguiente propiedad y posterior teorema ver [1], pag.

2y 3.

Proposicién 1.2. Sea O un anillo de valuacién de un cuerpo de funciones F/K.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) O es un anillo local, es decir, O tiene un inico ideal mazimal P = O\O*, donde
O* = {z € O| existe un elemento w € O con zw = 1} es el subgrupo de unidades
de O.

(b) Sea0#x € F. Entoncesz € Pz 1 €0

Teorema 1.3. Sea @ un anillo de valuacion del cuerpo de funciones F/K y sea P
su tnico ideal mazrimal. Entonces tenemos,
(a) P es un ideal principal.

(b) Si P =10 entonces cada 0 # z € F tiene una representacion tnica de la forma
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z=1t"u para alginn € Z y u € O,

(c) O es un dominio de ideales principales. Mas atin, si P =10 y {0} # 1 C O es
un ideal entonces I = t"O para algin n € N.

Un anillo que tiene las propiedades anteriores es llamado un anillo de valuacién

discreta.

1.2.2. Lugares.

Definicién 1.12. Para F/K un cuerpo de funciones algebraicas definimos:
(a) Un lugar P de un cuerpo de funciones es el ideal mazimal de algin anillo de
valuacion O de F/K. Cada elementot € P tal que P = tO es llamado un pardmetro

uniformizante de P (también es llamado pardmetro local o elemento primo).

(b) P(F) :={P: P es un lugar de F/K}.

Si © es un anillo de valuacién de F/K y P es su ideal maximal, entonces O
estd Unicamente determinado por P, a saber, O = {z € F : 27! ¢ P}. Luego
Op := O es llamado anillo de valuacion del lugar P.

‘Una segunda descripcién ttil del conjunto de lugares estd dada en términos de

valuaciones.

Definicién 1.13. Una valuacidn discreta de F/K es una funcionv: F' — ZU {0}
con las siguientes propiedades:

(1) v(z) =co & z=0

(2) v(zy) = v(z) + v(y) para todo x,y € F

(3) v(z +1vy) > min{v(z),v(y)} para todo z,y € F

(4) Eziste un elemento z € F con v(z) =1

(5) v(a) =0 para todo 0 # a € K
Para las demostraciones del Lema 1.2 y Teorema 1.4 ver [1] pag. 5.

Lema 1.2. Sea v una valuacién discreta de F/K y sean z,y € F con v(z) # v(y).

Entonces v(z + y)=min{v(z),v(y)}.
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Para cada lugar P € P(F) definiremos la funcién vp : F — ZU {00} como sigue:
Escogemos un parametro uniformizante ¢ de P, luego cada 0 # 2 € F tiene una

Unica representacion z = t"u, donde u &€ OF y n € Z. Asf definimos,
vp(2) :=ny vp(0) := oo.
Observemos que esta definicién sélo depende de P, no de la eleccién de t.

Teorema 1.4. Sea F/K un cuerpo de funciones.

(a) Para un lugar P € Pr, la funcidn vp definida anteriormente es una valuacion

discreta de F'/K. Mas ain tenemos

Op = {z€ F:up(z) >0}
Of = {z€ F:vp(z) =0}
P = {2€F:vp(z)>0}

(b) Un elemento t € F' es un pardmetro uniformizante de P si y sélo si vp(t) = 1.
(¢) Inversamente, suponemos que v es una valuacion discreta de F/K . Entonces el
conjunto P = {z € F :v(z) > 0} es un lugar de F/K, y Op == {z € F : v(2) > 0}
es su correspondiente anillo de valuacidn.

(d) Cada anillo de valuacidn O de F/K es un subanillo propio mazimal de F.

Sea P un lugar de F/K y sea Op su anillo de valuacién. Como P es un ideal
maximal, Op/P es un cuerpo. Para cada r € Op definimos z(P) € Op/P como la
clase residual de z médulo P, para x € F\OQp ponemos z(P) := oc. Es facil compro-
bar que K C Op y KN P = {0}, luego la funcién residual Op — Op/P induce una
inscrustacién canénica de K en Op/P. A partir de ahora siempre consideraremos

K como un subcuerpo de Op/P via esta incrustacién.

Definicién 1.14. Sea P € P(F).
(a) Fp:= Op/P es el cuerpo residual de P. La funcién z — z(P) de F a FpU{oo}

es llamado la funcion residual con respecto de P.
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(b) deg(P) := [Fp : K| es llamado el grado de P. Un lugar de grado 1 es llamado

un lugar racional de F/K.

(¢c) Denotaremos por N'(F') al conjunto de todos los lugares racionales de F.

Es un resultado conocido que el grado de un lugar es siempre finito, pero si desea

una demostracién puede ver [1] pag. 6.

Definicién 1.15. Sea z € F y P € P(F). Diremos que P es un cero de 2 st
vp(z) > 0; P es un polo de z sivp(z) < 0. Sivp(z) =m >0, P es un cero de z de

orden m; st vp(z) = —m < 0, P es un polo de z de oden m.

1.2.3. Divisores.

Definicién 1.16. El grupo de divisores de F/K , denotado por Div(F), es un grupo
abeliano libre generado por los lugares de F/K. Los elementos de este grupo son

llamados divisores de F/K.

En otras palabras, un divisor D es una suma formal finita de lugares de P(F),
esto es D = 3 p_pp(npP), donde np es un entero igual a 0 para casi todos los

lugares de P(F).

Definicién 1.17. Para cada D € Div(F') definimos su soporte por,
supp(D) = {P € P(F) : np # 0}

Definicién 1.18. Dos divisores D = ZPEE,(F)(in) y D' = 3 peoiry(npP) se
suman de manera natural como sigue,
D+D' = Y (np+np)P
PEP(F)
Definicién 1.19. El elemento cero de el grupo de divisores es D = Y pppynpl

con np = 0 para todo P € P(F).

Definicién 1.20. Sinp > 0 para todo P € P(F) llamaremos a D positivo o efectivo.
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Definicion 1.21. Seq D = ZPEP(F) npP un dwisor de F, definimos el grado de D

COMo SLGUE

deg(D) = Z np - deg(P).
)

PeP(F
Definicién 1.22. Liamaremos divisores de un punto a los divisores D = mP donde

P es un lugar racional de F' y m > 0.

1.2.4. El teorema de Riemann-Roch.

Antes de enunciar el teorema de Riemann-Roch, debemos definir el concepto de

divisor asociado a una funcién y el espacio de Riemann-Roch asociado a un divisor.

Definicién 1.23. Sea f € F, como f tiene una valuacion para cada lugar en P(F),
es natural asociar a f con un divisor, que llamaremos divisor de f como sigue:
(f) = Z vp(f)F.
PeP(F)
Notemos que tal divisor es el divisor cero si y sélo si f € K.

Si f € K, (f) puede ser escrito como diferencia de dos divisores efectivos

(£)=(Flo— (oo

donde (f)o = 3,50 vp(f) P es el divisor de los ceros de f y (Hoo = DoppeavP(f)P

es el divisor de los polos de f.
Para la construccién de codigos lineales, el siguiente concepto jugara un rol funda-

mental.

Definicién 1.24. Dado un divisor D =Y _npP, el conjunto de todas las funciones
que satisfacen vp(f) > —np para todo lugar P, junto con la funcién cero, es llamado

el espacio de Riemann-Roch asociado a D y es denotado por L(D).

Es sencillo chequear que £(D) es un espacio vectorial sobre K. Un poco mas
complicado es verificar que ademds su dimensién es finita (ver [1] pag. 18). A esta

dimensién la denotaremos por (D) .
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Observacién 1.5. Para un divisor efectivo D, £(D) consiste en todas las funciones
que cumplen con que todos sus polos se encuentran en el supp(D), y la multiplicidad

de cada uno de ellos no es mayor que np.

Observacion 1.6. Si D es un divisor de un punto, es decir D = mP, entonces
LD)={f €K : (f)oo =[P, conl<m}uU{0}

Ademés si fi,...,fr € £(D) son tales que vp(f;) # vp(f;) Vi# 5, 1 < 4,5 < r.

Entonces fi. ..., f, son linealmente independientes sobre K (ver [4] pag. 12).

Observacién 1.7. No es dificil verificar que para todo D € Div(F') con deg(D) < 0
se tiene que L£(D) = {0} y que ademds L(0) = K.

En general, calcular la dimensién del espacio £(D) es complicado. Para solucionar
este problema contamos con el teorema de Riemann-Roch, el cual nos da una formula

para calcular tal dimensién. Pero antes de esto necesitamos un par de definiciones.

Definicién 1.25. El género g de F/K estd definido por

g = maz{deg(A) — l(A)+1: A& Div(F)}.
Considerando A = 0 se puede concluir que g = 0.
Definicién 1.26. Un divisor candnico de F es un divisor W que cumple con:
degW)=29-2 y UW)=y,
donde g es el género de F.
Teorema 1.5. (Teorema de Riemann-Roch [1]) Dado un divisor D,
(D)= deg(D)+1— g+ (W~ D),

donde W es algin divisor canonico.
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Atn con esta férmula calcular I(D) puede resultar complicado, ya que debemos
conocer (W — D). Para liberarnos de este problema, podemos restringuir el grado

del divisor D y recurrir al siguiente corolario [1].

Corolario 1.2. Para tedo divisor D tal que deg(D) = 2g — 1,

I(D)=deg(D)+1—g

1.3. Extensiones de Cuerpos de Funciones.

Nos interesa estudiar extensiones de cuerpos de funciones, por la relacion que
existe entre los lugares de un cuerpo de funciones F' y los lugares de una extension

de F, cuando esta extensién también es un cuerpo de funciones.

1.3.1. Definiciones.

Definicién 1.27. a) Un cuerpo de funciones algebraicas F'/K' es llamada una
extension algebraica de F/K si F' O F es una extension de cuerpos algebraica y
K 2 K.

b) La extension algebraica F'/K' de F/K es llamada finita st [F': F] < o0

Definicién 1.28. Consideremos la extension algebraica F'/K' de F/K . Se dice que
un lugar de P' € P(F") se encuentra sobre P € P(F) si P C P'. También diremos

gue P’ es una estensidn de P o que P se encuenira bajo P!, y escribiremos P'|P.

Para las demostraciones de la Proposiciones 1.3 y 1.4, Lema 1.3 y Teoremas 1.6,

1.7y 1.8 ver [1] en las pag. 69, 111, 98, 74, 100 y 99 respectivamente.

Proposicién 1.3. Sea F'/K' una extension algebraica de F/K. Supongamos que

P (resp. P') es un lugar de F/K (resp. F'/K'), Op C I (resp. Opr © F') el
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correspondiente anillo de valuacion y vp (resp. vp ) la correspondiente valuacion
discreta. FEntonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) P'|P.

2) Op C Opr.

8) Existe un entero e > 1 tal que vp/(z) = e - vp(x) pare todo z € F.

Mas atin, si P'|P entonces,
P=PnNF y Op=0pnFkE.
Por esta razdn, P es también llamada la restriccion de P' en F.

Una consecuencia de la anterior proposicién es que para P’| P existe una inyeccién
canonica del cuerpo residual Fp = Op/P en el cuerpo residual Fpr = Op//P’, dada
por

z(P)— z(P") para z¢€ Op

Por lo tanto podemos considerar Fp como un subcuerpo de Fpr.

Definicién 1.29. Sea F'/K' una extension algebraica de F/K, y sea P' € P(F')
un lugar de F'/K' que se encuentra sobre P € P(F).
a) El entero e(P'|P) := e con

vp(z) =e-vp(z) paratodo x € F

es llamado el indice de ramificacidn de P' sobre P.

Decimos que P'|P es ramificado sie(P'|P) > 1, y P'|P no es ramificado si e(P'|P) =
1.

b) f(P'|P):= [Fp: : Fp] es llamado el grado relativo de P’ sobre P.

Notemos que f(F'|P) puede ser finito o infinito; mientras que el indice de rami-
ficacién siempre es un nimero natural, ya que si « € P entonces vp(z) > 0 y como

P C P’ entonces vp/(z) > 0.
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Teorema 1.6. (Igualdad Fundamental) Sea F'/K' una extension finita de F/ K, sea
P un lugar de F/K y sean Py,--- , P. todos los lugares de F' /K’ que se encuentran
sobre P. Denotemos por ¢; := e(FP;|P) a los indices de ramificacion y por f; =

F(F|P) a los grados relativos de F;|P. Entonces

> efi=[F': F]
gi=1

Definicién 1.30. Sea F'/K' una extensién de F/K de grado [F' : F| = n y sea
P e P(F).

a) P se descompone completamente en F'/F si existen evactamente n distintos
lugares P’ € P(F') con P'|P.

b) P es totalmente ramificado en F'/F si existe un lugar P’ € P(F') con P'|P y
e(P'|P) = n.

Por la Igualdad Fundamental es claro que un lugar P € P(F) se descompone
completamente en F'/F si y sélo si e(P’|P) = f(P'|P) = 1 para todos los lugares
P/|P en F'. Si P estd totalmente ramificado en F”/F entonces existe exactamente

un lugar P’ € P(F’) con P'|P.

La siguiente definicién contiene varios términos que no definiremos, dado que
sélo nos interesa introducir el diferente de una extensién de cuerpos de funciones

F'/F.

Definicién 1.31. Consideremos un lugar P € P(F) y la clausura integral’? O'p de
Op en F'. Sea Cp = t-O'p el médulo complementario® sobre Op. Entonces definimos

para cada P'|P el exponente diferencial de P’ sobre P por

d(PWP) = ““’Up!(i).

2Para conocer esta definicién ver [1] pag. 78
3Para conocer esta definicién ver [1] pag. 91
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Sabemos que d(P'|P) estd bien definido y d(P'|P) > 0. Mas win d(P'|P) =0 se
mantiene para casi todo P € Pr y P'|P, ya que Cp=1-0'p para casi todo P. Por
lo tanto podemos definir el divisor
Diff(F'/F):= Y > d(P'|P).P
PeFr P[P

Este diwvisor es llamado el diferente de F'/F.

Calcular directamente el diferente de una extensién de cuerpos es complicado,

pero los siguientes lemas y teoremas nos ayudardn en esta tarea.

Lema 1.3. (Transitividad del diferente). Si F" O F' D F son extensiones

finitas separables, entonces tendremos
d(P"|P) = e(P"|P) - d(P'|P) + d(P"|P),
donde P" (resp. P', P) son lugares de F" (resp. F',F) con P" 2 P' D P.

Teorema 1.7. (Teorema del diferente de Dedekind) Sea P € Pr y P’ € Pp
una extension de P, entonces:

a) d(P'|P) > e(P'|P) — 1.

b) d(P'|P) = e(P'|P)—1 < e(P'|P) no es divisible por la caracteristica de K.

Proposicion 1.4. Sea F'/F una extension separable de cuerpos de funciones, P €
Pr y P' € Pr con P'|P. Supongamos que P'|P es totalmente ramificado; es decir,
e(P|P)=[F': Fl =n. Seat € F' un pardmetro uniformizante de P', y considere-

mos el polinimio minimal o(T') € F[T| det sobre F. Entonces d(P’'|P) = vp/(¢'(t)).

Conocer Diff(F'/F) nos serd de gran utilidad en el cdlculo de los géneros g(F")

y 9(F'), ya que ellos estdn relacionados por el siguiente teorema.

Teorema 1.8. (Férmula del género de Hurwitz) Sea F/K un cuerpo de funcio-

nes algebraico de género g y sea F'/F una extension separable finita. Denotaremos
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K' al cuerpo de contantes de F' y g’ al género de F'/K'. Entonces tenemos

2 — 2= 5:: ::,]] (29 — 2) + deg Dif(F'/F).

1.3.2. Extensiones de Galois.

Las demostraciones del Lema 1.4, Teoremas 1.9 y 1.10 y Corolario 1.3 se pueden

encontrar en [1], pag. 100, 121, 131 y 121 respectivamente.

Lema 1.4. Sea F'/F una estensidn algebraica de cuerpos de funciones, P € P(F)
y P' € P(F') con P'|P. Si o es un automorfismo de F'/F, entonces

a) o(P'):={0(z) : z€ P'} es un lugar de F'.

b) ve(pry(y) = ve (0 (y)) para todo y € F.

c) a(P")|P.

4) e(o(P')|P) = e(P'|P) y f(o(P)|P) = f(P'|P).

Recordemos que una extensién de cuerpos finita M/ L es llamada una extensién

de Galois si el grupo de automorfismos
Aut(M/L)={c: M — M : es un isomorfismo con o(a) = a para todo a € L}

tiene orden [M : L]. En tal caso llamaremos a Aut(M/L), el grupo de Galois de
M/L v lo denotaremos por Gal(M/L) := Aut(M/L).

Definicién 1.32. Una extension F'/K’ de un cuerpo de funciones F/K es llamada

de Galois si F'/F es una extensién de Galois de grado finito.

Sea P un lugar de F/K. Entonces Gal(F'/F) actiia en el conjunto de todas las
extensiones {P' € P(F’) : P'|P} viao(P') = {o(z) : = € P'}, y donde por el lema

anterior la correspondiente valuacién v, (pr) estd dada por

vo(p(y) = vpr(07 (y)) para todo y € F' (1.1)
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Teorema 1.9. Sean F'/K' una extension de Galois de F/K y P, P, € P(F') ez-
tensiones de P € Pp. Entonces P, = o(P)) para algin ¢ € Gal(F'/F). En otras

palabras, el grupo de Galois actia transitivamente en el conjunto de extensiones de

B,

Corolario 1.3. Sean Pi,..., F,. todos los lugares de F' que extienden a P. Entonces
tenemos:
a) e(B|P) = e(P|P) y f(B|P) = f(P;|P) para todo i,j. Por lo tanto podemos
definir

e(P) = e(F|P) y f(P):= f(R|P),
y llamaremos e(P) (resp. f(P)) el indice de ramificacion (resp. grado relativo) de
P en F'/F.
b) e(P)- f(P)-r=[F": F). En particular e(P), f(P) y r dividen a el grado [F' : F).
c¢) Los exponentes diferentes d(P;|P) y d(P;|P) son los mismos para todo i, j.
d) deg(P;) = deg(P;) para todo i, € {1,...,7}.
¢) deg(P) = ([K' : K]/ f(P))deg(F;).

Definicién 1.33. Sea F'/F una extension de Galois de cuerpos de funciones alge-
braicas con grupo de Galois G = Gal(F'/F). Considere un lugar P € P(F) y una
extension P' de P en F', entonces definimos.

a) Gz (P'|P) :={oc € G : o(P') = P'} es llamdo el grupo de descomposicion de P’
sobre P.

b) Gp(P'|P) = {0 € G : vp(oz—2) > 0 para todo z € Op'} es llamado el grupo
de inercia de P'|P.

¢) El cuepo fijo Z := Z(P'|P) de Gz(F'|F) es llamado el cuerpo de descomposicidn,
el cuepo fijo T := T(P'|P) de Go(P'|P) es llamado el cuerpo de inercia de P sobre
P,

Claramente Gp(FP'|P) C Gz(F’|P), y ambos son subgrupos de G.
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Teorema 1.10. Con la notacién anterior.

a) Bl grupo de descomposicion Gz(P'|P) tiene orden e(P'|P) - f(P'|P).

b) El grupo de inercia Gp(P'|P) es un subgrupo normal de Gz(P'|P) y tiene orden
e(P'|P).

c¢) Denotemos por Py (resp. Pr) la restriccion de P’ en el cuerpo de descomposicidn
Z = Z(P'|P) (resp. en el cuerpo de inercia T = T(P'|P)). Entonces los indices de
ramificacién y grados residuales de los lugares P|Pp, Pr|Pz y Pz|P se muestran en

la siguiente figura

F’ F

| | e(P'|Pr) = e(P'|P) = [F": T]
| | y f(P|Pr)=1

T P

| f(Pr|Pz) = f(P'|P)=[T: Z]
| | y e(Pr|Pz) =1

Z P

W | e(Pz|P) = f(Pz|P) =1

| 1

F £

Proposicién 1.5. Consideremos una extension de Galois F'/F de cuerpos de fun-
ciones algebraicas, un lugar P € P(F), un lugar P’ € P(F") que extiende a P y un

elemento v € Op tal que Op = Oplu]!. Entonces el exponente diferente d(P'|P) es

d(P'|P) =" vp(o(u) —u).
phar

4Si P'|P es ramificada basta tomar u como un pardmetro uniformizante de P’.
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1.4. Geometria Algebraica y Cuerpos de Funcio-

nes.

1.4.1. Definiciones y Propiedades Basicas.
Sea K un cuerpo cualquiera. Definimos A™(K) el n- espacio afin sobre K por
AYMK) :={(ay,...,a,) 1 a; € K},
v P*(K) el n- espacio proyectivo sobre K por
PYK) :={(as;...;an;1) : a; € K} U Hy,

donde (ay;...;an; 1) representa a la clase de todos los puntos A{ai,...,an,1) con

A€ K —{0},y Hoo = {(as;...;0n;0) : ¢; € K}.

Para simplificar notacién supondremos que K es un cuerpo algebraicamente
cerrado, pero si ésto no ocurriese, como es el caso de K = F,, cambiamos K por K.
A continuacién entregaremos algunas definiciones y proposiciones que se pueden ver

en profundidad en [2] .
1. Seap € A*(K) (resp.en P*(K))y f € K[z1,...,Zs] (vesp. f € K[z1,...,Tpt1]).

Diremos que f se anula en p si f(p) = 0 (resp. si f(ai,...,an+1) = 0 para

todo (ag,...,an+1) en la clase de p).
2. Paratodo S C K[xy,...,%n) (resp. S € K[z1,...,Zpt1]) definimos

V(8) = {p € A"(K) (resp. p € P"(K)) : f(p) = 0 para todo f € S}.

3. Un conjunto X C A™(K) (resp. X C P*(K)) es llamado un conjunto algebraico
afin (resp. proyectivo) si X = V(9) para algin S C Klzy,...,2,] (resp.
S C Klzy,...,Tns1)). Todo conjunto algebraico afin (resp. proyectivo) propio
e infinito de A%(K) (resp. de P?(K)) es llamado una curve afin plana (resp.

curve proyectiva plana).
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4. Para todo X C A™(K) (resp. X C P*(K)) definimos el ideal de X por

I(X):={f € K[z1,...,z,)( resp. f € K[z1,...,T4+1]) : f(p) = 0 para todo p € X}.

Si X C P*(K), entonces I(X) es un ideal homogéneo, es decir, contiene las

partes homogéneas de todos sus elementos.

5. Un conjunto algebraico afin (resp. proyectivo) se dice irreducible si no es la
unién de dos conjuntos algebraicos més pequefios. Todo conjunto algebraico

irreducible es llamado una variedad afin (resp. proyectiva).

6. Existe una correspondencia uno a uno entre los conjunto algebraicos afines de
A™(K) (resp. proyectivos de P*(K)) y los ideales de K|z1,...,z,] (resp. los
ideales homogéneos de K|[zy,...,z,,1]) dada por

Ideales rad. Xy Conjuntos alg. afines

(resp. Ideales rad. homogéneos) s (resp. Conj. alg. proyectivos)

Esto induce una correspondencia uno a uno entre variedades afines (resp. pro-
yectivas) e ideales primos (resp. ideales primos homogéneos: generados por una

forma irreducible), como también entre puntos e ideales maximales.

7. Si V es una variedad afin (resp. proyectiva), entonces I(V') es un ideal pri-
mo (resp. ideal primo homogéneo). Luego I'(V) := Klzy,...,2,]/I(V) (resp.
(V) = Klz1,...,Zp+1]/I(V)) es un dominio, llamado anillo de coordenadas

(resp. homogéneo) de V.

8. Sea K(V) (resp. Ki(V)) el cuerpo cuociente de I'(V) (resp. I'y(V)); este es

llamado el cuerpo de funciones (resp. homogéneas) de V.

9. Sea V' es una variedad algebraica proyectiva. Definimos el cuerpo de funciones

de V', que denotaremos por K(V'), por

K(V):={we Kp(V) : 3g,h € T'4(V) formas del mismo grado con w = g/h}.
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10. 51V = V(f) una variedad afin, entonces llamaremos a V* = V(f*) su clausura
proyectiva, donde f* denotaré al homogeneizado de f. Ademsds, si f € T (V*)
es una forma de grado d, es decir, f = F + I(V*) donde F € K|zy,+++ , ZTpyi]
es una forma de grado d, definimos f. := F, + I(V) (esta definicién es inde-
pendiente de la eleccion de F).

Con las anteriores definiciones es facil comprobar que el siguientes homomor-

fismos es biyectivo

donde f, g son formas del mismo grado en I'p(V*).

1.4.2. Correspondencia entre Cuerpos de Funciones y Cur-

vas Planas.

Sea K un cuerpo cualquiera y X C A%(K) una curva afin, es decir, existe f

K|z, y] un polinimio irreducible, tal que
X'=T{f}

Luego X* C P?(K), la clausura proyectiva de X, estard dada por X* = V(f*).

No es dificil verificar que f es irreducible como polinomio en K (z)[y], por lo tanto

K[x-zd) K(2)[y]
(f)

es decir, se comprueba que K(X)/K efectivamente es un cuerpo de funciones en el

K(X) = Quot (

sentido de la Definicién 1.10.
Ademas, por el punto (10) de la seccién anterior sabemos que K(X') = K(X*), es
decir, K(X™*)/K también es un cuerpo de funciones.

Otra consecuencia del punto (10) es que si (a;b; 1) € X'™*, entonces (a,b) € X. Luego
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a induce un isomorfismo entre los anillos de valuacién
Dpairy = 10 € K(X™) 1 w estd bien definido en (a;b;1)} C K(A™)

}r

Opayy = {w € K(X) : w esta bien definido en (a,b)} C K(X).

Ademas, si (¢;d;0) € X* entonces los siguientes anillos de valuacién también son

isomorfos

Opany = {w € K(X™) : w estd bien definido en (¢;d;0)} € K(X™).

}f
Op,. '={w € K(X): w" estd bien definido en (¢;d;0)} C K(X),

donde si w = £ € K(X), entonces w* := & . z07(W)-97(9),

Esta correspondencia 1 a 1 entre los anillos de valuacién de K(X*) y K(X),
nos induce una correspodencia 1 a 1 entre sus respectivos lugares. De esta forma
podremos simplificar nuestro trabajd y trabajar sélo con curvas afines A’ y sus co-
rrespondentes cuerpos de funciones K(X').

A continuacién entregaremos algunas definiciones importantes acerca de curvas pla-

nas, que seran utiles en el capitulo 3.

Definicién 1.34. Diremos que (a,b) € X (resp. (a;b;c) € X*)) es un punto racional
de X (resp. X*) sia,b€ K (resp. sia,b,c € K para algin representante de la clase

(a;0;¢)).

Definicién 1.35. La curva X = V(f) (resp. X* = V(f*)), se dird singular si
contiene puntos p (resp. p*) tales que® 9.(f)(p) = 0 = O,(f)(p)) (resp. ademds

0-(f)(p*) # 0). En el caso contrario se dird no singular.

® Donde 8;(f), 8y(f) ¥ 8.(f) denotan las derivadas parciales formales del polinomio f(z,y,z).



Capitulo 2

Cuerpos de funciones y coédigos.

'En este capitulo aprenderemos cémo, a partir de un cuerpo de funciones algebrai-
cas de una variable, podemos generar un tipo muy especial de cédigos, los llamados
Geométrico-Algebraicos o codigos Goppa, para los cuales existe una cota inferior °
bastante buena para § + R. También estableceremos un tipo de cédigos Goppa. en

los cuales se basard nuestro trabajo, pues para ellos conocemos mas informacion.

2.1. Condiciones para poder generar coédigos Gop-

pa.

Consideraremos K = F, y F = K(z)(y) un cuerpo de funciones sobre K, donde
y es un elemento algebraico sobre K(z). Para este tipo de cuerpos podemos decir
que

F = Quot(K[z,y]/J),

donde J es el ideal primo de K[z, y| generado por f(y) (el polinimio minimal de y).

Sea Xr := V(J) la curva afin definida por J. Por Seccién 1.4.2 sabemos que

F = K(Xr)
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Luego por el punto (6) de la Seccién 1.4.1, existe una correspondencia 1 a 1 entre
los lugares de F' y los elementos de la curva Xp, dada por el isomorfismo.

p — B
donde P := I({p}).

Observacién 2.1. El isomorfismo anterior estd bien definido puesto que si p € X,

entonces J € I({p}).

Dada esta correspondencia, nos ser4 titil la siguiente notacién: Si “P” es un lugar
de P(F), denotaremos por “p” al correspondiente punto en la curva Xr. Inversamente

si “m” es un punto de X, denotaremos por “M” al correspondiente lugar en P(F)”.

2.2. Construccién de un cédigo Goppa.

Siguiendo con la notacién de la seccién anterior. Sean pq, pa, . . . , Pn, puntos racio-
nales distintos de Xr y sea G € Div(F) tal que vp,(G) = 0 paratodoi=1,2,...,n.

Luego

e: L(G) — K"
f = {Flpi) e FloR))

es una funcién F,- lineal y por lo tanto e(£(G)) es un subespacio vectorial de K™.

Denotaremos D := P, +---+ P,.

Definicién 2.1. La imagen de L(G) bajo la anterior funcidn, es el denominado
codigo Geométrico-Algebraico o Goppa asociado con D y G que denotaremos por

CD,G-
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La demostracion del siguiente lema Vv la posterior proposicién se puede encontrar

en (4], pag. 13 v 14.

Lema 2.1, Seq k := dim(Cp.c) y d la distancia minima del codigo Cp . Entonces
1) k=1G) -G - D);
2)d>n— deg(G).

Proposicién 2.1. Sea Cp.c un cédigo Goppa con pardmetros k y d como arriba y

sea g el género de F.
1) Sin > deg(G), entonces k = I(G). En particular, k > deg(G) + 1 — g y también

d+k>n+1-g. Mas ain, una matriz generedora de Cp ¢ estd dada por

fl(pl) fl(Pn)

felpr) ..o fe(pn)

donde f1,..., fr son una base de L(G).
2) Sin > deg(G) > 29 — 2, entonces k = deg(G)+1—g.

Definicién 2.2. Liamaremos cddigos Goppa de un punto a aquellos cidigos Cp

donde G es un divisor de un punto, es decir, G = YP, v > 0y P es un lugar racional
de F.
Recordemos que en este caso L(G) = {f € F :vp(f) > —7}.

2.3. Un tipo de Cédigos Goppa interesantes.

Si queremos generar cédigo Goppa asociado con D y G, a partir de un cuerpo

de funciones F, nos encontramos con algunas dificultades, como por ejemplo:

1. En general calcular [(G) no es ficil

2. Tampoco es facil encontrar generadores de £(G).
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3. La dimension & del cédigo depende de 1 (G) y de (G- D).

Pero hay ciertas proposiciones que nos ayudaran a solucionar estos problemas.

1. El Corolario de Riemann-Roch (1.2) nos dice como calcular { (G) si deg(G) >

29— 1.

o

La Observacién 1.6 nos dice como son los elementos lineamente independientes

(una posible base) en L(G) si G = mP, P es un lugar K'— racional y m > 0.
3. La Proposicién 2.1 nos dice que si n > deg(G) entonces k = HG).

Por lo tanto algunas condiciones que impondremos a los cédigos Goppa Cp. o

que trataremos en nuestro trabajo serdn:
a) G =mP, donde P es un lugar racional de F ym >0,
b) n > deg(G) > 29 — 2.

Observacién 2.2. Bajo las condiciones anteriores, usando Lema 2.1 y Proposicién

2.1, tendremos que los pardmetros de los codigo Cp 5 cumplirdn:
d > n— deg(Q) k=deg(G)+1~g, (2.0
Uniendo estas ecuaciones tendremos
n+l—g<d+k. (2:2)
Por otro lado, sabemos que todo cédigo cumple la Cota de Singleton (1.1), luego

n+l-g<d+k<n+l. (2.3)

Observacién 2.3. La Observacién 2.2 nos entregd una condiciéon muy importante
-
que cumplen los pardmetros de los c6digos que trataremos en nuestro trabajo, pero

aun podemos obtener més informacion.
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Por ejemplo, si dividimos la inecuacién 2.3 por n tendremos

1+

3|~
3 |

1
Sﬁ-{-RSl-i—E. (2.4)

Lo que nos dice, que a menor cuociente “g/n”, mayor serd la suma de los pardmetros
asintéticos (1.8) (8 + R). Una forma de disminuir este cuociente es aumentar n, es
decir, considerar més lugares racionales al momento de generar el coédigo. De esta
manera dejaremos s6lo un lugar racional para definir G v el resto para definir D, en
otras palabras, n=#N(F)-1

En donde N (F) representa al conjunto de todos los lugares racionales de F.
Recordemos que dado un género g el mayor niimero de puntos racionales lo obten-
dremos considerenado el cuerpo de funciones maximales de tal género (siempre que
exista), es por esto que nos enfocaremos en el cuerpo Hermitiano y algunos subcuer-
pos, cuerpos de funciones maximales que conoceremos en los siguientes capitulos.

En resumen, los codigos Goppa Cp o que trataremos en nuestro trabajo serdn

codigos con las siguientes condiciones:
a) G =mP, donde P es un lugar racional de F y m > 0.
b) n > deg(G) > 2g — 2.
c) n=#N(F)-1,

Ademas, consideraremos F' como el cuerpo de funciones Hermitianas y algunos sub-
cuerpos de este, elegidos por su gran cantidad de lugares racionales. Bajo estas
condiciones analizaremos los correspondientes cuocientes “g/n” para encontrar en

que casos se obtienen los menores cuocientes.



Capitulo 3

El Cuerpo de Funciones

Hermitianas (H).

En el capitulo anterior vimos la importancia de que un cuerpo de funciones tenga
la mayor cantidad de lugares racionales posibles. Una cota superior para la cantidad
de nimeros racionales fue introducida por Hesse v Weil (~ 40’), y mejorada por
Serre (837), la cual nos dice que si F/F, es un un cuerpo de funciones de gérero

g(F), entonces la cantidad de niimeros racionales (A(F)) esta acotado por!

[#N(F) = (¢ +1)| < o(F) |27 (3.1)

Los cuerpos que alcanzan esta cota son llamados cuerpos mazimales.
A continuacién les presentaremos el cuerpo de funciones Hermitianas o simplemente

cuerpo Hermitiano, un cuerpo maximal que serd el cuerpo base de nuestro trabajo.

3.1. Propiedades.

Sea K = F,2 el cuerpo finito de ¢* elementos, donde ¢ = p' ¥ p es un nimero

primo.

1Para conocer mds acerca de esta cota ver [5] pag. 6

31
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Definicién 3.1. Liamaremos cuerpo de funciones Hermitianas al cuerpo de funcio-

nes algebraicas H/K, donde K :=Fp y H = Quot (K[z,y]/(y7 +y — v7™)).

Observacién 3.1. El cuerpe Hermitiano H corresponde al cuerpo de funciones
K(Xy) asociado a la curva Xy = V{y? +y — 2971). Este a su wvez es isomorfo al

cuerpo de funciones K (X)), donde X = V(2y? + 29y — 297} (ver Def. 1.4.1).

A continuacién entregaremos una serie de propiedades que nos ayudaran a de-

mostrar que efectivamente H es un cuerpo maximal.

Proposicién 3.1. El Cuerpo de Funciones Hermitianas tiene género g(H) = q(q —

1)/2.

Demostracién: Usando p = 1, f(z) = 29 y m = deg(f) en Proposicién

6.4.1 (pég. 232) en [1] obtenemos ¢ = (¢ — 1)(m —1)/2 =¢q(g—1)/2. O

Proposicién 3.2. Si (o, ) € Xy, entonces los siguientes conjuntos son anillos de

valuacion (1.11) de H.

On, = {(F/g) €M : (F/)(05) estd bien definido)
Op = {(f/9)€H : (f/g9)"(0;1,0) estd bien definido},
Demostracion: ver Seccién 1.4.2. O

Proposicién 3.3. Los ideales principales (1.12) de Opéﬁ y Op: respectivamente

SOTL)

Pos = {(f/9) € Op  :(f/9)(a,B) =0}
P, = {(f/9) € Op, : (f/9)°(0,1,0) = 0},

Proposicién 3.4. Sia, 3 € Fpz, entonces existen ¢* lugares distintos del tipos P, 5
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Demostracién: Es facil verificar que o%" € F, para todo a € Fp. Con esto
tendremos que el polinomio h(t) = t? + ¢ — a?t' & F, tiene todas sus raices en F,

ya que si [ es una raiz de h entonces
B = (o - f) = (") — F =t - = 4.

Ademés, dado que la derivada formal A'(t) = 1, todas las raices de h son distintés.
En conlucién, para cada o € Fgp existen ¢ distintos § € Fgp que cumplen con
B9+ 8 = a?!, es decir, hay ¢* pares (o, ) distintos que cumplen con esta ecuacién.
También es facil verificar que por cada par distinto (¢, 3), los anillos de valuacién
Op‘;‘ﬁ son distintos. Asi, concluimos que existen ¢® anillos de valorarién distintos

Op; , v por lo tanto ¢ lugares distintos P}, 4, cuando o, 3 € Fgz . O

Proposicién 3.5. Todos los lugares del tipo P, 5, con o, 3 € Fg, mds el lugar F

son lugares racionales.
Demostraciéon: Consideremos el homomorfismo epiyectivo,
95 : OP; el - K'
(flg) — (f/9)(a.B)
y notemos que Ker(p) = P, 5. De aqui podemos concluir que :
Hpé‘s = OP&,S/Pﬁltﬁ ~ K,

por lo tanto deg(F, 5) = [Hp: _ + K] = 1. La misma idea demuestra que degl By ==
1.

Observacién 3.2. Con la propiedad anterior podemaos concluir que H tiene por lo

menos g° + 1 lugares racionales. Pero ademds la desigualdad (3.1) nos dice que:
HN(H) = (@ + 1] S g2V =¢* —¢* = #N(H) =" +1.

Ast, H tiene exactamente ¢° + 1 lugares racionales y por lo tanto H es un cuerpo

mazimal.
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Algunas propiedades importantes acerca de H/F, son presentadas a continua-

N 2
C1011

(i) El cuerpo de funciones Hermitiano es el tinico cuerpo de funciones maximal

de género g = g(g — 1)/2.

(i) Todo subcuerpo E C F de un cuerpo de funciones maximal F/K (con K C E)
es maximal. Asi, los subcuerpos del cuerpo de funciones Hermitiana H nos dan

ejemplos de cuerpos de funciones maximales sobre K.

(iii) Ningin cuerpo de funciones sobre K de género g > g(q — 1)/2 es maximal.

3.2. Los Lugares racionales de K(z).

En esta seccién conoceremos un poco més acerca de los lugares racionales de
K(z). Todo esto para ver a H como una extension (de cuerpos de funciones) de
K(z) vy luego conocer un poco més acerca de las propiedades de H.

Para comenzar notemos que
K(zr) = Quot(K|z,yl/I),

donde I € K|z,y| es el ideal generado por f(z,y) =v.

Observacién 3.3. El cuerpo K(z) corresponde al cuerpo de funciones K(Xk(s))
asociado a la curva X,y = Vi(f) = K x {0}, definida sobre la clausura algebraica

de K.

Proposicién 3.6. Si o € K, es ficil de verificar que los siquientes conjuntos son

2 Para mayor informacién ver [3], pag. 138.
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anillos de valuacion de K(z).

N E1C) PN
0a, = {L8 e k(@) : gta) 20}
N EiC
0o = {8 ekt s otny <00}
Cuyos lugares son respectivamente
_ (@) et
Qa T {g(ﬂ?) EOQQ ‘ f( ) 0}
_ [ _
0w = {I e 0a. : 2 <000)

Observacién 3.4. Es inmediato verificar que para cada w € (J existen f. g € K(z)

oF

w=|—| =,

r/) g

donde i € Ny gr(f) = gr(g), es decir, que (1/z) es un pardmetro uniformizante de

Qoo-

Andlogamente si o € K y w € (), existen f,g € K(x) tales que

if
g 4

tales que

w=(r—a)
donde i € Ny f(a) # 0, es decir, (z — o) es un parametro uniformizante de Q..

Observacién 3.5. El cuerpo K(x) tiene género g(K(x)) = 0. Esto se obtiene
considerando el lugar infinito de K{z), los elementos linealmente independientes

l,z,2%, ...,2" de L(rP.) y el corolario de Riemann-Roch, que para un r suficien-

temente grande nos dice:
r+1<l(rPy)=deg(rP,)+1—g=r+1—g.

Ast g < 0, pero sabemos que para todo cuerpo de funciones g > 0, con lo cual

obtenemos g = 0.

Proposicién 3.7. Si a € K, entonces todos los lugares del tipo QQ, mds el lugar

Qoo son lugares racionales de K(x).
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Demostracion: Usando la misma idea que usamos para demostrar que los
lugares P;,ﬁ eran lugares racionales, se demuestra que los grados de (0, v Qn son

1. L]

Observacién 3.6. Con la propiedad anterior podemos concluir que K () tiene por

lo menos ¢* + 1 lugares racionales, pero ademds la desigualdad (3.1) nos dice que:
[#N(K(2)) — (@® + 1)] < 9(K(2))|2v/P] =0 = #N(K(z))=¢* + 1.

Ast, K (x) tiene ezactamente ¢+ 1 lugares racionales y por lo tanto K(z) es también

un cuerpo marimal.

3.3. H, una extensién de K(z).

Sabemos que H es una extensién de K(x) al ser H /K un cuerpo de funciones.
Pero no es obvio que los lugares P., vy F, 5 de H sean respectivamente extensiones
de los lugares de Qoo ¥ Qo de K(z). En esta seccién nos encargaremos de demostrar
esta afirmacién y de ella derivaran algunas propiedades importantes acerca de los

lugares de H.

Lema 3.1. Bl lugar P., de H es una extensidn del lugar Qu, en K(z).
Demostracion: Sea w € Q., sabemos por Observacién 3.4 que existen f, g €

OF
w=|—] =,
) g

donde i € Ny gr(f) = gr(g). Luego

z\¢ f*
()%
zd g

donde si f/g = (anz™+ -+ + ao)/(bpa™ + - - - + by), entonces

K(z) tales que

f* antana(z/2) + -4 ao(z/z)"
g* byt bua(z/T) 4 Fbo(z/z)n
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Finalmente usando que z/z = z%/(y? + 29" !y), tendremos que (2/z)(0;1;0) =0y
por lo tanto también w*(0;1;0) = 0, es decir w € P.. O

Lema 3.2. Los lugares F, 5 de H son extensiones de los lugares Qo en K(z).

Demostracién: Si w € @,, en particular w € H vy obviamente w(a, 3) = 0.

Luego w € F, ;. O

Lema 3.3. (z/y) € H es un pardmetro uniformizante de P, es decir,

P = <%> en Opy .

Demostracién: Partiremos notando de 1/y € P, y por lo tanto vper_(y) < 0.

Usaremos esto mds el hecho que y? + y = z%™! en la siguiente ecuacién.

vp (2971) = wpy (¥ +y)
(g+1vp (2) = min{vp, (y),ve, (y)}
(g+ Dvp (x) = min{que (y). vpy ()}

(g+ Lvp (z) = qup(y)

De la cual concluimos que vp:_(y) = vpy (z) + (1/q)vey (7).
Por otro lado, dado que P! es una extensién de Q y (1/z) es uniformizante de
(), tendremos

vpy, (2) = e(Pi|Quc) Qe (%) = —€(Pro|Qoo)-

En conclusién,
vp, (x/y) = ver (2) — vp (y) = —(1/q)vpy (z) = e(PL|Qx)/a = 1,

ya que por igualdad fundamental (1.6) e(P. |Qs) < ¢y la valuacién es un entero. [l
Una consecuencia inmediata del lema anterior es que e(P. |Q«) = ¢, lo que nos da

paso los siguientes corolarios.
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Corolario 3.1. Las valoraciones de x,y € H con respecto a P, son respectivamente,
vp () =—q y wp (v)=—(g+1)

Corolario 3.2. El lugar Q. estd totalmente ramificado en H y P., es el inico lugar

de H extiende a Qu.

Lema 3.4. Si o, 8 € Fpe, entonces (x — az)/z € H es un pardmetro uniformizante

de P, 5, es decir,

z

Tr—az
, —
PO;,B = < > €n Op;,ﬁ

Demostracién: En la pagina 7 de [4] podemos encontrar la Proposicién 3.7 que
nos dice: “Sea p = (a;b; c) un punto en la curva X" definida por f(z,y, z). Asumamos
¢#0,seat = Li(z,y,2)/Ly(x,y, ) una funcién en M, tal que gr(L;) = gr(L,) = 1,
La(p) # 0y Ly no es un muiltiplo (constante) de 8, f(p)x + 8,f(p)y + 8.F(p)=.
Entonces ¢ es un pardmetro uniformizante de P.”

En nuestro caso p = {(; 5;1) y & f(p)x + 8, f(P)y + 8:f(p)z = —az +y + Bz. Por

lo tanto t = (z — az)/z es un parametro uniformizante de E s 3

Proposicion 3.8. Los lugares @, se descomponen completamente en H. Ademds
para cade o € K, los q lugares distintos P, 5 € P(H) son los dnicos lugares de H

que extienden a @, € P(K(z)).

Demostracién: Por Proposicién 3.4 sabemos que si o € K, entonces existen
B1, B2, ..., B, elementos distintos en Fpo tales que 37 + §; = o, es decir, (o, 3;) €
A3 Ademads sabemos por Lema 3.2 que los g lugares P’ w5, de¢ H extienden al lugar
Qo de K(z).

Finalmente, por la Igualdad Fundamental (1.6) sabemos que se debe cumplir

H:K(@))=g= > e(Q|Qa)f(QQa) >Z " 51 @a),
Q|Qu

por lo tanto e(P, 5|Q.) = 1 para todo 1 <4 < gy Pag, Pagys-- - , Pap, som los

unicos lugares de H que extienden a Q.. 1
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3.4. Automorfismos de H.

Al final de la seccién 3.1 vimos que al ser H/K un cuerpo de funciones maximal,
los subcuerpos de ‘H nos entregan ejemplos de cuerpos maximales. Sabemos que los
subcuerpos de H son cuerpos fijos bajo algin subgrupo del grupo de automorfimo

de H. Por lo tanto debemos describir en méds detalles este grupo.
A= Aut(H) := {o: H — H / 0 es un automorfismo y |, = id, }

El grupo de automorfismos de H es extremadamente grande, de hecho tiene orden
¢*(¢* —1)(¢® — 1). Por lo que para estudiarlo en profundidad definiremos algunos de

sus subgrupos.
Definicién 3.2. Llamaremos A(PL)) al subgrupo de A definido por:
A(P) ={c € A/ o(P) = Py}

que consiste en todos los automorfismos o con: o(x) = az+b, o(y) = a? ly+abiz+c,

donde a € K*, be K y ¢ +c= 0" es decir, (b,c) € Xy,

Lema 3.5. El orden de A(PL) es ¢*(¢* — 1).

Definicién 3.3. Llamaremos A;(P.) al subgrupo de A definido por:
A(P)={cc A(P,) /o(z)=x+b alguinbe K} C A(FP.)

Lema 3.6. El orden de A.(P.) es q°.

El grupo cuociente A(PL )/ A1 (P.) es ciclico de orden ¢ — 1; este es generado

por el automorfismo e € A(P.) con
ex)=azx  ey)=a""y,

donde a € K™,

Otro automorfismo w € A esta dado por

este elemento w es una involucién (e.d, ord(w)=2).
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Observacién 3.7. Si denotamos por HY al cuerpo fijo de H bajo la accién del

subgrupo G, es decir,
HE = {zeH/o(z)=2 Yo &G}

entonces se cumplird que H/HY es una extensién de Galois de grado [H : HI] =

ord(G) v G es el grupo de Galois de H/HC.




Capitulo 4

Posibles géneros de HY

Para llegar a generar cddigos Cp o del tipo especificado en la Seccién 2.3. a
partir de cuerpos fijos H, es de vital importancia conocer el género g(H¢). Pero
este caleulo es bastante dificil en general, es por esto que en este capitulo sélo nos

encargaremos de encontrar los posibles géneros de HY cuando G es un subgrupo de

AP ).

4.1. Idea Principal

Para calcular g(HY), recurrimos a la férmula del género de Hurwitz (Teorema

1.8), que para nuestro caso quedaria

26(H)~2= %[%(Hg) — 2) + deg Diff(H/H?).

Por la Observacién 3.7 sabemos que H/HY es una extensién de Galois con
H:HY)=ord(G)=¢q v Gal(H/H) =G.

Luego para tener g(H9) nos faltarfa conocer el grado del divisor Diff(H/H9), pero
conocer tal grado no es para nada trivial. De hecho para llegar a conocer tal divisor

necesitaremos primero saber:

41
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1. Los indices de ramificacién e(P|FP’) para todo P’ lugar racional de H v P =
P nHY.
2. Los grados de P = P’ N'HY, para los lugares P' € P(H) con e(P|P') # 1.

Realizar estos célculos para cualquier G subgrupo del grupo de automorfismo .4 es
un gran problema, ya que el grupo de automorfismos de H es un grupo muy extenso.
Asi que en este capitulo sélo nos enfocaremos calcular los posibles géreros de HY
cuando G es un subgrupo de A;(F. ).
Recordemos que A;(F.,) es el subgrupo de A, dado por

A(P)={oe A(P,)/o(z)=z+b ,0(y) =y +blz+c} C AP),

donde be K y ¥+ ¢ = bt

4.2. Indices de ramificacion.

Como sabemos, los lugares de HY son de la forma P = P’ N'HY, donde P’ es un

lugar de H. En lo que sigue demostraremos que si G < A; (P, ) se cumplird:
e[ Byl Po) =i0vd(T) vy e(F|P]=1 ¥F £ F, [P vaclonsdl) (4.1)

Comenzaremos con el lugar Py, de HY, la demostracién se dividira en varias partes,
pero la idea principal es demostrar que Gr(P.L|FPx) = G (ver Definicién 1.33) y
dado que este grupo de inercia tiene orden e( P. |Ps) tendremos lo que buscamos.

Partiremos con una proposicién que nos sera muy util.

Proposicién 4.1. Siw € H entonces vp (w) = vpy (o(w)) para todo o € A(F,,).

Demostracién: Recordemos que o(P.,) = Py para todo o € A(P.), luego
reemplazando y = ¢(w) y P’ = P/, en la ecuacién (1.1) tendremos que:
vop)(o(w)) = vpy (w)

vpy (0(w) = vpy, ()
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Proposicién 4.2. Para P, el lugar infinito de H, y G < A(P..) se tiene

’Upéc(O'(Z)—Z)>O VZGOP& y Voed.

Demostracién: En toda la demostracién ¢ serd un elemento cualquierea de
G, pero dividiremos la demostracién en dos partes.
1) (z € P.): Sabemos por definicién que vp_,(z) > 0 y por proposicién anterior

podemos concluir también que vp_,(c(2)) > 0. Asi, tendremos

vp(0(2) —2) = min{fup, (0(2)),vp (2)}

> 0

2) (2 € Opy, — PL): Como 2*(0 : 1 : 0) # 0 existe una representacién de z de la
forma,
_hlEy)++ Iz
golz. y) + -+ + gn(z,y)’
donde f;, g € K[z, y] son formas de grado i. Ademas con esta representacién obser-

vamos que,

N_Z*(U <1 0) — (fo(-’fy) T = e f}\F(.'I?-.'y)) — Z*(O 1 0)(90(551 U) +-- +9N(m:y))
. o go(z,y) + -+ + gn(2,) |

donde el grado del numerador es menor o igual a N. Luego no es dificil verificar, que
en ambos casos, (z—2*(0:1:0))*(0:1:0) =0, y por lo tanto z—~2*(0: 1:0) € P..
Finalmente, si denotamos k := z*(0 : 1 : 0) € K y usamos es resultado anterior,

tendremos

vpe(o(z) = 2) = wplo(z—k+k)— (2 —k+k)]
= wpyo(z— k) — (2 = k)]

> min{vp, (0(z—k)),vp (z—k)} >0
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Observacién 4.1. De la proposicién anterior se concluye que si G < A(P.) enton-

ces Gr(PL|Ps) = G, luego por el Teorema 1.10 se tiene que e(P. |Py,) = ord(G).

Ahora que tenemos resuelto el caso P, consideraremos los lugares de HY de la
forma P = P'N'’HY donde P’ es un lugar racional de H distinto de P’ . Al igual que

en el caso anterior la idea de la demostracién seré encontrar G P'|P).

Proposicién 4.3. Para todo lugar racional P # P., G < Ay(P.) y P= P N'HY
se tiene Gp(P'|P) = {Id}.

Demostracién: Sabemos que si P es un lugar racional de H distinto de P,
entonces P' = P, 5 con a,3 € Fp. Ademds si ¢ € G entonces ¢ es de la forma
olz)=z+b y oy)=y+bz+ec
La idea de la demostracién serd que para todo o € G existe un w € Opr | que cumple
vp: (o(w) —w) 0.

Para esto consideremos los siguientes casos:

(i) (b 0): En este caso consideremos w = (z — a), con lo que o(w) =z +b— a.

Luego vp (w) > 0, vpr (o{w)) =0y por lo tanto vp (o{w) —w) = 0.

(4) (b= 0y c # 0): En este caso consideremos w = (y — ), con lo que o(w) = y+

¢— 3. Luego vpr (w) > 0, vp, (o(w)) =0y por lo tanto vpr ,(o(w) —w)=0.

En conclusién, el dnico automorfismo que cumple ’Up;]ﬁ(ﬂ'(Z) — z) > 0 para todo

z€ Op: 5 €8 la identidad. O

Observacion 4.2. De la proposicién anterior mas el Teorema 1.10, se concluye que

si G < A (P.) entonces e(P'|P) = 1 para todo lugar racional P’ # P, de H.

Proposicién 4.4. Si G < A (PL) y P € P(HY) es un lugar de grado d # 1,
entonces para todo P' € P(H) con P'|P se tiene e(P'|P) = 1.
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Demostracién: Si P es un lugar de grado d tendremos que [HS, : K] = d,
es decir, el cuerpo residual H-fé, = Fpea. Asi P es no ramificado en el cuerpo de
funciones' HEHY/HY, de hecho existen d lugares de grado 1 en HSHY que extienden
a P. Ademas como ya hemos demostrado que los lugares de grado 1 en H9/F, no
son ramificados en H, para todo ¢ potencia de un primo, podemos concluir que los
anteriores d lugares de grado 1 en HgHg son no ramificados en H%’H.

Finalmente, ya que se cumple el siguente diagrama de cuerpos.

HEH

Concluimos que P es no ramificado en H%H v por lo tanto tampoco en ‘H. O
pitYDP p

4.3. Lugares racionales de HY.

En esta seccién describiremos los lugares racionales de H¥ vy veremos por qué tipo
de lugares en H son extendidos.
Recordemos que si Py, ..., P! son todos los lugares de H que extiende a P, entonces
por Corolario 1.3

e(P)- f(P)-r=[H:H = ord(G), (4.2)

donde e(P) := e(F/|P) y f(P) = f(F}|P) paratodo 1 <i < 7.
‘También por Corolario 1.3 sabemos que para calcular el grado de un lugar basta con

conocer los grados de su extensiones y que ademaés todas sus extensiones tienen el

! El cuerpo de funciones H}%HQ /’H% corresponde al cuerpo de funciones asociado a la curva

Xyo, definida sobre H%
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mismo grado. De hecho, la férmula del grado de un lugar en nuestro caso quedars

deg(P) = %};(Evi)!) (4.3)

donde P € P(HY) y P' € P(H) es una extensién cualquiera de P.

Observacién 4.3. Si P € P(HY) es un lugar de grado 1 y P’ es un lugar de H que
lo extiende, entonces se debe cumplir que

_ deg(P')
f(p)

Por lo tanto, los lugares de H que extienden a lugares racionales de HY son lugares

1

que tienen grado igual al grado relativo entre ellos.

Observacién 4.4. En la seccién anterior demostramos que e( Py ) = ord(G), luego
de la ecuacién (4.2) se concluye que r = f(Py) = 1, es decir, existe un 1inico lugar
en ‘H que extiende a Py, a saber FP._.
Ademads de la ecuacién (4.3) tendremos que

deg(Ps.)

degl P )= Fr) =L

Observacion 4.5. En la seccién anterior demostramos que st P’ # P/ es un lugar
racional de H y P = P’ 'HY, entonces e(P'|P) = 1. Luego de la ecuacién (4.2) se
concluye que f(Pux)-r = ord(G), v reemplazando esto en la ecuacién (4.3) tendremos

_deg(P") v

f(P)  ord(G)

Pero por ecuacién 4.2, sabemos que también r divide a ord(G). Luego r = ord(G) y

deg(P)

con esto obtenemos que deg(P) = 1.
Por lo tanto, los ¢® lugares racionales afines de H se tranforman en ¢*/ord(G) lugares

racionales de H¥.

El siguente lema nos ayudara a encontrar lugares de grado m primo en H, aunque

no lo usaremos hasta el capitulo 5.
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Lema 4.1. Sea K’ = Foom y K = Fp2 como siempre. Si p, = (a,b) € Xy con

a.b € (K"~ K), entonces Py es un lugar de grado m en 'H .

Demostraciéon: Consideremos el homomorfismo epiyectivo

Qf): Opl —#K’

2 = z(p1)

y notemos que Ker(¢) = P,. Luego, Hp, = Op, /P, = K' y por lo tanto

deg(Py) = [Hp, : K] = [Hp : K'][K': K] = [K": K] = m.

4.4. Calculando el grado de HY.

Con los resultados de la seccién anterior tenemos la informacién necesaria para

conocer Diff(H/H¥) y finalmente calcular g(H9).

Proposicién 4.5. Si G < A;(PL) entonces, Diff(H/H°) = d(P.,|Psx)Px

Demostracién: Sabemos por Definicién 1.31 que,

Diff(H/H%) = Y Y d(P|P)P

PeP, g P'|P

Ademds como para todo P # P, sabemos que e(P'|P) = 1, por el Teorema 1.7

podemos concluir que d(P’'|P) = 0. Por lo tanto

Diff(H/H%) = > D _dPIP).P+3" S d(P|P).P’

PP P'|P Poo PP

= Y > d(P|P).P

P PI|P
= d(P|Pu)-Fas
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O
Recordemos que el lugar P, de HY es un lugar de grado 1, por lo tanto usando

el resultado anterior tendremos que
deg(Diff(H/HC)) = d(P.,|Pw)- (4.4)

Luego sélo restaria encontrar este diferente v para hacerlo usaremos la siguiente
ideaZ.

Si o € Ai(Py) entonces o(z) = 4+ b y o(y) = y+ bz + ¢. Luego, o queda
totalmente determinado por b, ¢ y lo podemos identificar con el par [b, c].

Con esta notacion, para cada G < A;(Px), consideremos el siguiente homomorfismo,

w: g — K
b,c] —b

v los siguientes conjuntos:

Vg i=Im(pg) v Wg:= Ker(p). (4.5)
No es dificil verificar ord(Vg) = p*, ord(Wg) = p* y por lo tanto ord(G) = p*™.
Proposicién 4.6. Si G < A;(P.,) entonces,

deg(Diff{ H/HE)) = 2(p"*" ~ p*) + (¢ + 2) (" — 1).

2 Esta idea es usada por Garcfa, Henning, Stichtenoth y Xing en [3].
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Demostracién: Recordemos la Proposicion 1.5, que para P = Py, quedard

A(PLIPe) = 3 vey (8(z/y) — o/y)

deg
6s£Id
= > ve (lafy) ~x/y)+ D wve(dx/y) ~z/y)
= [n,m]|€CG
n#0 n=0,mz0
- T T ey
fn.m]eg [n.m]eG
n#0 n=0,mz0
- T T e
s(G-Wg) be(Wg—[0,0])

= 2o0rd(G — Wg) + (¢ + 2)ord(Wg — [0,0])

= 20" —p") + (g +2)(p* ~ 1)

| 1
Proposicién 4.7. 5i G < A, (P.) entonces, g(HY) = -épl_”(pl_w —1).

Demostracién: Evaluando todo lo que ya conocemos la férmula del género de

Hurwitz (1.8) tendremos

29(H) —2 = %(29(%9) — 2) + degDiff(H /HE)
QQ(Q:; S ord(G)(29(H%) = 2) + 2(p"" — p“} + (g + 2)(* — 1)
¢*-g-2 = p”*w(%(ﬁg) —2)+ 20" = 2" + "~ g+ 2p" -2
¢ = 2p""g(H%) +gp®
¢ —gqp¥ = 2p""g(H)
sz _ p”"‘” w 2p'“+wg(7-£g).
Asi, despejando g(HY) y factorizando obtenemos los que buscamos. O

Observacién 4.6. Para todo v, w tales que el resultado de la férmula en la Propo-

sicién 4.7 sea un nimero natural, existe un cuerpo fijo H¥ con tal género®.

3 Para mds informacién acerca de esta afirmacién ver [3] pag. 145.
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Observacion 4.7. No existen subgrupos de A4;(F.) con ord(Wg) = p* vy w > [, ni
ord((Vg) = p* v v > [. Esto se debe a que si ocurriese alguna de estas dos condiciones
tendriamos un género no natural.

Por lo tanto en la férmula del género de HY tendremos que 0 < v, w < [.

La siguiente propiedad nos serd de mucha utilidad para determinar cuando un

cuerpo fijo HY sea isomorfo a K ().

Proposicién 4.8. Si G < A;(Py), entonces HY es el cuerpo de funciones racionales

st y sélo si alguna de las siguientes condiciones se cumplen,
a) ord(Wg) = g.
b) G 2{[0,¢] : T+ c=0}.

¢) H% C K(x).

Observacién 4.8. Si ¢ < A;(P,), entonces g(H9) = 0 < w = I. En tal caso
HE = K(x).

La equivalencia es ficil de verificar por la férmula que determina el género en la
Propiedad 4.7. Ahora si g(HY) = 0, entonces Wy = {[0,c] : ¢? + ¢ = 0}, dado que
IWg| = ¢. luego por Propiedad 4.8 tendremos que HY = K(z).

Observacién 4.9. Notemos que el menor cuociente “g/n” se obtiene al tener
g(H9) = 0 o lo que es equivalente HY = K(z), independiente del valor de n. En
tal caso los coédigos Goppas detallados en la Seccién 2.3 son cédigos (MDS). Esto se

obtiene reemplazando g = 0 en la ecuacién (2.3).

Con la observacién anterior tenemos completamente determinados los cédigos
Goppa especificados en la Seccién 2.3, sobre el cuerpo de funciones K (x) de género
cero. Es por esto que en la sigulente seccidn analizaremos los cuocientes “g/n”

cuando g(HY) # 0.
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4.5. Analizando los cuocientes g/n.

Recordemos que en la Observacién 2.3 vimos que fijando un género g, el menor
cuociente “g/n” se obtiene al considerar n = #A(F)—1 v F un cuerpo de funciones
maximal de género g. Pero que pasard con estos cuocientes si hacemos variar el
género. En esta seccién compararemos los distintos cuocientes “g/n” cuando g varia
entre todos los géneros g(HY) # 0.

Dado que HY es un cuerpo maximal, no es dificil verificar que la cantidad de lugares
racionales de HY es

#N(H%) = ¢ + 1+ 29(H%)q.
y por lo tanto,

q2 2pl+v

_ 2 . n_ _ I _ ol P’ i
n=gq" +2gq ¥ E_E+2q_pf""”*1+2p_2p (pl_u,_l—rl)_

Nétese que, ¢g/n decrece si y solo si n/g crece. A continuacién analizaremos caso

a €aso.

Observacion 4.10. Es facil verificar que dados I, p y w fijos “n/g” crece al crecer
v, es decir, g/n decrece al crecer v.
Andlogamente, dados I, p v v fijos “n/g” crece al crecer w, es decir, g/n decrece al

crecer w.

Recordemos que en la Observacién 4.8 analizamos el caso en que w = y en la
Observacion 4.7 vimos que 1 < v, w < [. Por lo tanto, de entre todos los cuerpos fijo

HY, el menor cuociente “g/n # 07 que podemos obtener es:

I —1
opt [ £ 41 : (4.
[p(pﬂ )} ' (4.6)

que corresponde a v =1{ly w=10—1.

Observacion 4.11. Para g = p' fijoy G < A;(Ps)/F,2 un subgrupo con pardmetros

v y w asociados, siempre existe p’ un primo y G’ < A;(P.)/F,» un subgrupo con
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parametros v’ = 1 y w' = 0 asociados que cumplen

!

g._49

n_ n
Esto se debe a que siempre podemos encontar p’ primo con p! < p/(x). Luego

pl—w <pl <pl ikl 0 < <1

p—1

Ademds, también siempre existe p’ primo con

[—w
2 P =]
p' < p <—_p’ 7 ) (%)

Por lo tanto, si p’ es un primo que cumple (*) y (x*) (siempre existe) tendremos
p ¥

P P
P | —= .11} & B 1y,
4 (pi““‘—1+ ) 4 (p’—1+ )

es decir, ¢'/n" < g/n.

La observacién anterior nos dice dado ¢ = p', siempre podemos encontrar un

primo p' y G’ < Ay(P.,)/Fpe con pardmetros asociados v = 1 y w = 0 que cumplen

! =1 ! -1
[Qp'( £ -+ 1) < {2395 (———p 4 1)} .
B e p—1

Por lo tanto, de aqui en adelante podemos considerar ¢ = p, es decir [ = 1, ya que

con

aumentando p siempre conseguiremos cuocientes “g/n” tan pegueflos como quera-
o

mos.

4.6. Trabajando con HY sobre K = Feoyq=p.

En la seccién anterior concluimos que bastaba con conocer los distintos cuocien-
tes “g/n” considerando g = p, es decir, con [ = 1.
Bajo estas condiciones sea § < A;(P) v Vg, Wg como en la ecuacién (4.5). Se-
guiremos denotando los érdenes de G, Vg y Wy respectivamente por p**%, p¥ y p,

donde 0 € v, w < 1.
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Sabemos que ord(A;(Py)) = ¢° = p, luego si G < A1 (P,,), sus posibles érdenes

seran p°, p!, p® v p°. Analizaremos caso a caso que sucede con HY vy su género.

Lema 4.2. 51§ < Ay(Py) conord(G) = p° entonces HY = H y g(H) = p(p—1)/2.

Demostracién: Si ord(G) = 1, entonces G = {Id}. Luego H® = H vy por lo
tanto g(HY) = p(p — 1)/2. O
El anélisis del caso ord(G) = p lo dejaremos para el final. Por ahora seguiremos

con ord(G) = p? v p°.

Lema 4.3. 51 G < Ai(Px) con ord(G) = p* entonces H® = K(z) y g(H%) = 0.

Demostracién: Si ord(G) = p?, entonces el tinico caso posible, dado que 0 <
v, w < 1, es:
ord(Vg) =p* v ordWg) =p'.
Luego por Propiedad 4.8 tendremos que HY = K(z) y por lo tanto g(H9) =0. O

Lema 4.4. 51 § < A;(Py) con ord(G) = p* entonces HY = K () y g(H%) = 0.

Demostracién: Si ord(G) = p°, entonces G = A, (PL), luego G 2 {[0, ]
¢? 4+ ¢ = 0} y por Propiedad 4.8 podemos concluir que H¢ = K(z) y por lo tanto
g(H®)=0. [O8S6lo nos queda pendiente el caso G < A1 (Py) y ord(G) = p. Pero

esto significa que G es un grupo ciclico, digamos generado por
olx)=xz+b oly) =y + bt +c,

donde (b, ¢} es un punto racional de H.

Una observacién no muy dificil de probar (por induccién) es que
i : i : : (i — 1)3. +1
o'(z) =z +1b o' (y) =y + bz +ic+ __Z—bq : (4.7)

Ademss, como o € A;(Ps) su orden divide a p?, luego para que ¢ efectivamente

genere un grupo de orden p s6lo debemos comprobar que ¢”(z) =z y o?(y) = 1.
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Dividiremos el andlisis en dos caso: p =2y p £ 2.
Lema 4.5. Sip =2, entonces ¢ genera un subgrupo de orden p si y solo sib=0y
c# 0.
Demostracion: Notemos que por la observacién anterior
c(z)=1 o*(y) =y + b°.

Luego si b # 0, entonces ord(G) > 2, ademéssib=0y c € K con ¢ +¢ = 0,
entonces ord(G) = 2. ]

Lema 4.6. Sip # 2, entonces o genera un subgrupo de orden p para todo b € K.

Demostracién: Notemos que por la ecuacién (4.7)

)=z oy =y+ L5

va que p — 1 es par y por lo tanto (p — 1)/2 € Z. O
Usando los Lemas 4.5 y 4.6, ya estamos en condiciones de determinar los géneros

de HY cuando ord(G) = p.
Lema 4.7. Sip=2y G < A;(P) con ord(G) = p, entonces g(HY) = 0.
Demostracién: Por lema anterior sabemos que G = (o) tiene orden p <

o =[0,¢]. Luego Vg = {0} y Wy = G, por lo tanto g(H9) = p"0(p'~' -1} =0. O

0.
Con esto hemos completado el caso p = 2, por lo que pasaremos al caso p # 2.

Lema 4.8. Sip+ 2 y G < Ay (Ps) conord(G) = p, entonces g(H%) =06 (p—1)/2.

Demostracién: Por lema anterior sabemos que G = (o) tiene orden p para

todo b € K. Luego tenemos dos casos:

o b=0 = Vg = {0} y Wy =G, por lo tanto g(H%) = 2p'%(p!~! - 1) = 0.
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ob# 0 = Vg = {b2b....pb} y W, = {[0,0]}, por lo tanto g(HY) =
1) = (p-1)/2

En resumen, usando el hecho que g(H?) = 0 implica H% = K(z) tendremos: Si
G < Ai(Px) con ord(G) = p, entonces

¢ ¢
0 sip=2 Kiz) sip=2
Q(Hg)=J0 sip#£2yb=0 Hg:4K($) sip#F2yb=0
(p—1)/2 sip#2yb#0 ? sip#2yb#0
\ \

Por lo tanto, solo nos faltarfa conocer en un caso el cuerpo fijo HY, pero para esto
diseniamos un programa al cual le entregamos valores de py by éste nos calcula el

cuerpo fijo correspondiente. Pero de esto hablaremos més en detalle en el siguiente

capitulo.



Capitulo 5
Ejemplos

En la seccién anterior concluimos que si G < A;1(Py), ord(G) = p # 2, G =<
[b.c] >y b # 0, entonces g(HY) = (p — 1)/2. Pero no pudimos concluir cudl era
el cuerpo fijo HY correspondiente. Para solucionar este problema construimos un
programa, que explicaremos en el capitulo 6, al cual se le entregan los valores de p. b
v ¢ nos devuelve el cuerpo fijo correspondiente. A modo de ejemplo les presentaremos
la idea para p = 3 y como anexo aparecerd el programa en el que se podré reemplazar

por un primo cualquiera.

5.1. Conociendo HY cuando ord(G) = 3

Sea G =< [b, ¢] > el subgrupo de orden 3 de A;(Ps ), cuyos elementos son de la

forma.

o{z)=z+1 o1y =y+z+2
o2(z) =z + 2 o3(y) =y +2x+2
os(z) =z os(y) =y

Luego, si f es un elemento de HY de la forma
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a7
Fz.y) = ao(2) + ar(z)y + az(z)y”.
Entonces, aplicando ¢, a f tendremos,
* 0'1(&0(56)) = (.10(37 + 1)
* oi(ar(z)y) = a(z+1)(y+z+2)
= ai(z+1)(z+2)+axz+ 1)y
* 01(a2(z)y?) = ao(r+1)(y+2+2)°
= az+ )P +2*+1+2zy+2+79)
= az+1)(@*+z+ 1) +ax(z+ )27+ Dy + as(z + 1)g?
Luego como f € HY se debe cumplir
ao(z) = ao(z+1)+a(z+ Dz +2)+a(z+ )22 +2+1) (5.1)
am(z) = alz+1)+a(z+1)2z+1) (5.2)
(12(37) = (Lg(i‘ﬁ = 1) (53)
lo que es equivalente a,
ap(z+1) —aolz) = —alz+1){z+2)—ay(z+ )(2*+2+1) (54
af(x+1)—ai(z) = —a(z+1)(2z+1) (5.5)
az(r+1) —asx(z) = 0 (5.6)

Para encontrar la solucién de estas ecuaciones vamos a definir un operador sobre

K{z] que denotaremos por
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Este operador cumple las siguientes propiedades:

o A((pg)(z)) = pglz+1) - pg(z)
= plx+1)-glz+1)—p(x)-q(z) +plz-+1)-g(z) — p(z + 1) - g(z)
= plz+1) A (glz)) ~ g(z) A (p(x))

o Si Ap(z)) = 0, entonces A((pg)(x)) = p(x) A (q(x)) , es decir, para este operador

las funciones que cumplen con A(p(z)) = 0 son tratadas como contantes.

o A(lp+g)(z)) = w+a(z+1)—(p+q)(z)
= plz+1)+¢(z+1)—p(z) — q(z)

= Ap(x)) + Alg(x))

Luego, reemplazando las ecuaciones (5.6) con nuestro operador A tendremos,

Alao(a)) = —arla+1)(z+2)—as(e+1)(? +5+1) (5.7)
Alar(@) = —asle+1)(2 +1) (5.8)
Aa(z) = 0 (5.9)

Para resolver este sistema nos serd de gran utilidad las siguiente proposicién.

Proposicién 5.1. {p(z) € K(z) / A (p(z)) =0} = K(z® — ).

Demostracién: Primero notemos que {p(z) € K(z)/ A(p(z)) = 0} = K(z)M,
donde M € Aut(K(z)) es el subgrupo generado por 7(z) = z + 1, as{ [K(z)M :
K(z)] = [G] = 3.

Ademas notemos que:

AP ~z)=(x+1P¥—(z+1)— (£ —2) =0,

y como A(p(x)) es un operador lineal, podemos concluir que K (z* — z) C {p(z) €
K(z)/ A (p(z)) = 0},

Ahora sélo nos restarfa demostrar que [K(z® — z) : K(z)] = 3. Para esto conside-

remos m(t) =t* — ¢ — (2% — ) € K(2* — z)[t] en cual es un polinomio irreducible
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en K(z)[t] ya que no tiene raices en K (z° — z) (todo elemento en K (2% — x) tiene

grado mayor o igual a 3, por lo tanto no pouede ser raiz). Asi,

K(z® — z)[t]
m(t)

Por lo tanto, [K(2°—z) : K(z)] = deg(m) = 3 y con ello la proposicion es cierta. [

= K(z® — z)(z) = K(x)

Con esta propiedad podemos escribir las ecuaciones (5.9) de la siguiente forma

Olao(x)) = —alz+1)(z+2)—as(z+ D(zx* +2+1) (5.10)
Alar(z)) = —bo(z)(22+1) (5.11)
as(x) = bo(x), (5.12)

donde by(z) € K(z* — ).

También creamos un programa que encuentra soluciones particulares para el
operador A, como por ejemplo:
Alz?) = 2241
A(2z%) = w42

Alz') = 2+x+1

lo que implicara que:

az(z) = bo(x) (3.13)
5.14)

oS

ar{z) = —bo(x)z® + b(z)
donde bo(z), b1 (z) € K(z® — z). Luego

ar(z+1) = —bylz+1)(z+1)*+b(z+1)

a(z+1) = —bo(x)(z?+2z+ 1)+ by(z)
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Reemplazando esto en la ecuacién (5.11) nos queda:

Afag(z)) = —(=bo(x)(2® + 22+ 1) + by(z)) (& + 2) — bo(z)(z® + z + 1)

=
&
o]
=]
=
[

bo(z)(2® +2° —x — 1) — by (2)(z + 2) — bo(z)(z® + 2+ 1)

Alag(x)) = bo(z)(z® +x+ 1) = by(z)(z + 2)

lo que implica que:
ao(z) = bo(z)z* + by (2)z® + ba(2), (5.15)

donde by(x), by (z), ba(z) € K(2° — ).
Finalmente, de (5.13), (5.14) y (5.15) podemos concluir que:

flmy) = [bo(a)a® +bi(z)a® + bo(x)] + [~bo(x)2® + b (2)]y + [bo(z)]y®

= bo(z)(z! — 2’y +4°) + bi(2)(2” + y) + ba()

= bo(x)(2® +y)? + bi(z)(@® +y) + bo(x)
SHI =K@ +y)(@®—2), conP +y—2t=0.

5.2. Construyendo cédigos Goppa sobre HY.

En la Seccién 2.3 vimos que los cédigos Goppa que generaremos son cédigos
Cpecon D = py +ps+ -+ + pn, donde p; son todos los puntos racionales de H¢
distintos de pos, G = mPyx vy 29 — 2 < m < n. Por lo tanto nuestra primera tarea
serd encontrar los puntos racionales de HY.

Para esto recordemos que en la Observacién 4.3 vimos que si P es un lugar racional
finito de HY, entonces los lugares P’ de H que lo extienden tienen grado f [P

Por otro lado, la ecuacién (4.2) nos dice que en nuestro caso

e(P)- f(P)-r=np.
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Esto significa que f(P) s6lo puede tomar los valores 1 y p.

Observacién 5.1. Si f(P) = 1 de la ecuacién (4.3) se concluye que deg(P') =
1. Ademas, de las Observaciones 4.5 y 4.4 se deduce que la candidad de lugares
racionales de HY que son extendidos por lugares racionales en H, son p Jord(G)+1 =

P2+ 1.

Observacion 5.2. Si f(P) = p de la ecuacion (4.2) se concluye que r = 1, es decir,
cada lugar en H de grado f(p) = p extiende a un solo lugar racional en H¥.

Ademés sabemos que H¥ un cuerpo maximal, por lo tanto cumple
HNHO) =p*+1+29(H)p=p*+1+p* - p. (5.16)

Por lo tanto p? — p lugares racionales en H¢ son extendidos por lugares de grado p

en H, a saber, lugares de grado p con f(P) = p.

Observacion 5.3. Por Lema 4.1, sabemos que los puntos de grado p en X3 son los
H
puntos cuyas coordenadas se encuentran en F,z — F,2. Estos son todos los puntos
[F 2, — racionales! de X, menos los puntos racionales de Xy. Los que son respecti-
P Hs

vamente (pP)> + 1+ 2g9(p”) v p* + 1.

Observacién 5.4. Usando la observacién anterior podemos concluir que en Xy hay

(3%)2+1+42-3(3%) — (3° + 1) = 864 puntos de grado 3.
Observacién 5.5. Si f € HY, entonces
fley)=flz+ly+z+2)=flz+2,y+2z+2)

Por lo tanto, los puntos (o, 3), (a+ LG+ a+2)y (a+ 2,8+ 2a+ 2) de Xy son

equivalentes en Xy, es decir, los puntos de Xy son clases de puntos de Xy,.

Asi, los 27 = 3% puntos (afines) de grado 1 de A% y 864 puntos de grado 3 en Xy

se tranforman en 9 y 288 clases respectivamente en X, 0. Ademés el punto infinito

! Los puntos Fpe2r — racionales de A% son los puntos cuyas coordenadas entdn en Fpop — e
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de X% queda fijo bajo la accién de G, por lo que su clases solo lo contiene al él.
Por Observaciones 4.3, 4.4 y 4.5 sabemos que las 8 clases (afines) maés la clases del
punto infinito son efectivamente puntos racionales de Xyq, pero de las 288 s6lo 6 los
SOIL.

Para solucionar este problema y efectivamente encontrar los lugares racionales de
HY disefiamos un programa que mostraremos y explicaremos en el siguiente capitulo

y por ahora sélo mostraremos resultados.

La siguiente tabla nos muestra los 16 representantes de los puntos racionales de

HY calculados con nuestro programa.

Pi (0,0)

pa | (0,65 + 5% + 202 + b)

ps | (0,26° + 2b% 4 b2 + 2b)

pa | (B° 6%+ 282 4+ 0,2)

ps | (P40 + 207 +b,0° +b° + 262 4 b 4 2)
pe | (B°+ b + 207 + b, 26° + 2% + b + 2b 4 2)
pr | (B°+ b0+ 207 207 + b4 1)

W+ 040+ b+ 52+ 20+ 1)

Ps

b+ b4, 20° + b+ 8% + 1)
20° + 20% + b? + 25, 2)
P11 | (20° +20° + 02 + 20,85 + 8% + 262 + b+ 2)

(
po | {
(
(
P12 | (20° + 2b° + B2 + 2b, 286° 4 2b° + b2 4- 26+ 2)
(
(
(

DP1o

2b° 4 2%, b* 4 26° + 262 + b+ 1)
26° + 26405 + b+ B2 + 20+ 1)
s | (267 + 264,205 4 b4 4 B0 4 1)

Poo | (0:1:0)

Una vez resuelto el problema de los puntos racionales de HY, sélo nos restaria

P13

P4
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encontrar los generadores de £(G) y con esto encontrar la matriz generadora del
codigo Cp e donde D =pq,....p15 v G = mPx.

Recordemos que en el capitulo anterior demostramos que el indice de ramificacién
e = e(P,|Px) es 3, con esto mds Definicién 1.29 tendremos

_wvp (m(z))
B 3

Con esta igualdad es ficil calcular las valoraciones de las siguientes funciones.

vp, (m(z)) ¥ m(z) € HY. (5.17)
Upo(2® —2) = vp (2 ~12)/3 = —-9/3 = -3
vp (22 +y) = wp (2 +y)/3 = —6/3 = -2
Ademds, dado que el finico polo de 2® — z v 2® + y es P,,, concluimos que:
(2° = Z)oo = =8P ¥ (2% + ¢)oo = —2P%.
Observacién 5.6. Usando la Proposicién 1.6 se comprueba que el conjunto

{(@@+y), (®+ ) (z* —2): 0 < i, 5 < A}

-

~

fai f2_7‘+1

es linealmente independiente para todo A € N, ya que
vps, (fai) = =20 # —2j — 8 = vpy (faj41).
En particular, el conjunto
{f2is foje1 1 20 < A, 25 + 3 < A}
es una base de L{AP.,), dado que su cardinalidad es A = [(APL).

A modo de ejemplo y por efectos gfaficos, s6lo mostraremos la matriz generadora
del cédigo Cp ¢ para D =p;+---+ps y G = 3P,. La observacién anterior nos dice
que el conjunto {1, (z* +y), (z3 — z)} es una base de G, luego la matriz generadora

del codigo Goppa Cp ¢ serd:

i 1 1 1
0 1 B+d®+2d2+d+1 23+ 283+ d2+2d+ 1
0 d&®+d®+2d°+d PBLrd+242+4d P+ dB+2d% +d
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5.3. Observacién

Consideremos nuevamente el cuerpo de funciones H/Fp (q # 2) v G = (o),
donde
olz)=a+b b#£0, oly) =y+tz+ec

Es decir, el caso en que no pudimos encontrar especificamente el cuerpo fijo H9.

Después de usar muchas veces el programa para calcular cuerpos fijos, nos dimos

—br—1 _ —2c+bett
}I 48 -

cuenta de una cierta relacién. Si consideramos o = - ——— entonces

los siguientes dos polinomios en H quedan fijos bajo la accién de sigma.
(z9—z) (a2’ +Br+vy).

Comprobemos nuestra afirmacion.

ooz — b lz) = (z+b)7 -9z +b) = (29 + b)) — b9z ~ b) = 2x¢ — b9 'z

o olaz®+ Bz +y) =alz+b)? + Bz +b) + (y + ¥z + ¢)
= az?® + 2abxr + ab? + Bz + fb+y + bz + ¢
= (az® + Bz +y) + (2ab + b))z + (ab® + b3 + ¢)
= (az? + Bz +y) + (b7 + b))z + (—b9T1/2 + —c + b9 /2 + ¢)
= (az® + Bz +vy)

Con lo que tendremos la siguiente proposicidn.

Proposicién 5.2. Si consideramos o como antes y G = (o), entonces

HE = K(2? — b9 'z, ax® + Br + 1),

donde (az® + Bz +y)? + (az® + fz +y)=—2 (2 — 09 12)? + B9(27 — b21z).

Demostracién: Primero notemos que
(ax®+ Bz +y) + (az? + fz +y) + 52 (29 — b9 12)2 — 39(z7 — b7~ 'z)

= (0% + 3920 4y9) + (az?+ fr+y)+ L5 (22— 2691+ 1 p2-252) — 59(z9— b~ 17)
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= (07 +y— 2™ + (@ + 5)2% + (a+ B )a? + BY(a? + B ~z) — F9(a? + b La)
= +y - 7).

Esta ultima igualdad se tiene ya que es facil comprobar que:
pi-a pe-!
(e85 (er ) massr

K(z9— bz, 02? + Bz + y)

~d

Por lo tanto,

c HY CH.

Por otra parte, se cumple que
K(z? — b1z, ax® + Bz + y)(z) = K(z,7).

Luego, si n(t) denota al polinomio irreducible de z en K (27— b0z, ax? + Bz +y)|t]
tendremos

[’H~: K(z? - b 'z, az® + Bz + y)] = deg(n(t)),

donde deg(n(t)) > g, pues [H : K(z9 — b9z, a2 + Bz +y)] > [H : HY) =
ord(G) = q.
Finalmente, usando que el polinomio m(t) = t7 — b9t — (29 — b9 1x) € K(2? —
bz, ax?+Bz+y)[t] se anula en x concluimos que [H : K (x9—b1"'z, ar?+Pz+y)] =

g que es lo que queriamos. O



Apéndice A
Sage

A continuacién presentaremos el programa realizado para calcular los cuerpos
fijos HY cuando G < A;(P.,) es un subgrupo ciclico y los lugares racionales de HY.
Continuaremos usando la notacién de capitulo 4, en donde denotamos por P’ a lu-
gares de H v por P = P'N'HY a los lugares de H°.

Dividiremos el programa en dos partes: la primera calculara los representantes de
los puntos racionales de HY y la segunda encontraré especificamente ‘H9 para luego

encontrar el cédigo Goppa Cp ¢, donde D = P + -+ 4 PN'(HQ)A ¥ G e AP

A modo de ejemplo mostraremos el programa para g = 3.

A.1. Encontrando los puntos racionales de H.

Recordemos que en la Observacién 4.3 concluimos que si P es un lugar racional de
HY, entonces los lugares P’ de H que lo extienden tienen grado f(P). Ademds, en
el capitulo anterior vimo que si ¢ = p, entonces f(P) solo puede tomar los valores

Ly 5

Por otra parte, en la Observacién 5.3 vimos que los puntos de grado p en A’y son

puntos cuyas coordenadas se encuentran en Fgpp — Fp2, es decir, los puntos Fgep—

66
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racionales de A%, que no son puntos racionales X3. Esta idea es fundamental para

la obtencién de puntos racionales de HY.

1. Definiciones bésicas

Sage : g=3, 1=2xq

Sage : # q es la caracteristica del cuerpo.
Sage : F.<d>=GF(gq~1)

Sage : # F:= cuerpo de q”1 elementos.

Sage : R.<x, y, z>=F[]

Sage : # R:=F[x,y,z].

2. Encontrando los puntos racionales de H/K.

Sage : f=y~q*z+y*z~q -x"(q+1)

Sage : # £ es el polinomio generador de A .
Sage : C=Curve(f)

Sage : # C=A}; definida sobre F,.

Sage : L=C.rational_points()

La lista L contiene a todos los puntos racionales afines de Xy definida sobre

Fq’lp 5

3. Definiendo los valores b, ¢ del automorfismo o(z) =z +by

o(y) =y + b%z + ¢, donde ¢? + ¢ = b9,

Sage : b=1
Sage : # Le asignamos un valor a b.
Sage : c=F((q+1)/2)

Sage : # Damos un valor a c, de manera que: c"g+c=b"q+l.

Consideramos b = 1, ya que si b # 1, enfonces el cuerpo fijo resultante

serd isomorfo al con b= 1.

4. Definiendo la accién ¢ para los puntos de A'%.
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Sage : def g(x): - 7
| return CO([x[0]+b*x[2],x[1]+b"q*x [0]+c*x[2],%x[2]]))
Sage : def frob(x):
return C(([x[0]°3,x[1]°3,x[2]°3]))

La primera funcion es la accidn el grupo G y la sequnda es la accion de

automorfismo de Frobenius sobre Ey.

5. Definiendo los elementos de Xje.

Sage : L1=[]

Sage : for k in L:
P=[k,g(k),g(g(k))]
P.sort()

if not P in L1:

L1.append(P)

La lista L1 contiene las clases de puntos afines de Xy provenientes de los

puntos racionales afines definidos en la lista L.

6. Encontrando las clases de todos los puntos racionales de Ao

Sage : L2=[]

Sage : for P in L1:
Q=[frob(frob(k)) for k in P]
Q.sort()

if P==(:

L2.append(P)

La lista L2 contiene a todas las clases de puntos racionales de X,

7. Encontrando los representantes de las clases de puntos racionales de Xys.

Sage : L3=[L2[i] [0] for i in range(0,2xq~2+1~q)]
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La lista L3 contiene a todos los representantes de las clases de puntos

racionales de Xys, es decir a los 2¢ —g+1 puntos racionales de Ao .

A.2. Encontrando HY.

Para encontrar H¢ consideremos f € H de la forma,
f(z,y) = ay(z) + a1(Z) + -+ a,_y (2)g9,
Luego para que f pertenezca a HY se debe cumplir que o(f) = £, donde si
denotamos a;(o(z)) = a;(x) tendremos
o(f) = a5(2) + aj (2)o(y) + ... + g1 (z) (o)),
Observemos que 9ry(e(y)') = i, por lo que podemos reordenar o(f) como
9f) =ro(@) +pi(2)y + - +p, (z)y™,

donde p, depende de Z; pero también se puede hacer depender de
ag(z),. .. s @y_1(2) v no es difici] comprobar que

po(z) = aé(ﬂ?)7'"‘1'1(53)7“0.1(33)+"'+a;-1(ﬂf)m0.q~1($)

pi(z) = ay(z) + a ()mis(z) +.--+ a;,_l(ss)ml,q_l(x)

Pg-2(z) = a;ﬁz(ﬂf)"‘ag—l(l’)mq-?,q—l
Pe-1(z) = a_(z)

Luego, como queremos o(f) = f nos quedars

ao(z) = ay(z) +ai($)mo,1($)+“'+a'q~1(a?)mo,q—1($)
a(z) = af(z) + a1 (z)my () Fetag(z)my g (z)
g-2(z) = a;~2($)+a;—1($)mﬂ—2,q~1
ag-1(z) = ag_1(z)
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Lo que es equivalente a

Aao(z)) = —[ay(@)moy(z) + - + ay_;(x)mog—1(z)]
Olay(z))- = —lai(z)myo(z) + -+ a:;—d(ﬂf)ml,q—l(z)]
Alag—2(z)) = —lag_y(z)my_gq-1]

Afaga(z) = 0

Para simplificar un poco los calculos (al programarlos) definiremos

i mg1 -+ et mMo,q-1
0 1 mya2 - T)’Ll,qml
M=]: 0

; ] Mg—-2,4-1
\ 0 - 0 1 )

Luego si M|[i] es la fila i—ésima de M, tendremos que

Alag-i(z)) = —M[-i(ay,...,a5_;) Vi=0,...¢—1
Con este argumento revisemos el programa

1. Definiciones bésicas

Sage : g=3

Sage : # q es la caracteristica del cuerpo
Sage : F.<aa>=GF(q~2)

Sage : # F es el cuerpo de q~2 elementos.

Sage : b=1

Sage : c=F((g+1)/2)

La variables b y ¢ cumplen con c™q +c”- b~(gq+1)=0.

2. Definiciones de variables

70
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J Sage :

Sage

Sage :
Sage :
Sage :
Sage :
Sage :

bes=[‘x’,‘y’,‘a’]+[‘b’+str(k)for k in range(q)]

: K=PolynomialRing(F,bes)

for k in range(qg+3):
bes [k]=K.gen(n=k)
a=K.gen(n=2)
y=K.gen(n=1)
x=K.gen(n=0)

|

3. Definiendo la funcién AntiD=A"1.

Sage :

dd])

Sage :
r=q~2

def D(p): return p.subs(x=x+1)-p

Sage : # Usaremos B=x"0,..,x"r como bases de F[x-0,..

def AntiD(p):

dd=[D(x"k) for k in range(r)]

v=vector([p.coefficient(x:k)for k in range(r)])
w=m.solve left(v)

return sum(K(w[k])*x"k for k in range(r))

,x°r]

m=matrix([[d.coefficient (x:k)for k in range(r)]for d in

71

dd contiene los coeficientes de D(z?), m es la matriz de la funcién D de B en

B y v contiene los coeficientes de p en la base B. Luego, encontrando los

coeficientes de z tal que D(z)=v, obtenemos z.

4. Definiendo la matriz M,
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Sage : h = sum(a”(i+1)*y"i for i in range(q))

Sage : # h es un polinomio cualquiera en H

Sage : £=h.subs (y=y+b~q*x+c)

Sage : # aplico o(y) a h

Sage : al=[f.coefficient(y:i) for i in range(q)]

| Sage : # Encuentro los coef (dependiendo de a“k) de cada
yoi

Sage : M=[[d.coefficient(a~(j+1)) for

j in range(q)]for d in ail

Sage : matrix(M)

5. Encontrando las soluciones

Sage : def Mult(p,r): return sum(p[il*r[i] for i in
range(q))

Sage : B=[K.gen(n=k) for k in range(3,q+3)]

Sage : bb=[B[k] for k in range(q)]

Sage : a_sol=[0 for i in range(q)]

Sage : a_sol[g-1]1=bb[0]

# a nuestra ultima solucién la llamamos a_0(x)=b0
Sage : A=[0 for i in range(q)]

a=[0 for i in range(q)]

Sage : alg-1]=a_sol[g-1]

Sage : A[g-1]=a_sol[g-1].subs (x=x+b)

Sage : for k in range(2,q+1):
a_sol[g-k]=-AntiD(Mult(A,M[-k]))+bb[k-1]

alg-k]=a sol[q-k]

Alg-k]=alg-k] .subs (x=x+1)

La lista a_sol contendrd las soluciones a 0(x),..,a.g-1(x)

6. Definiendo los generadores de £(G), para G = APL..
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El paso anterior nos entrega los generadores de HY, que en el caso de p = 3
son (2° — ) v (&% + y). Esta informacién es suficiente para encontrar los
generadores de L£(G) si G = AP.,, va que estos son combinaciones de los
anteriores polinomios (ver Observacién 5.6).

Ademas, recordemos si A > 2¢ — 1, entonces HG) =deg(G)+1—g.

A continuacién encontraremos los generadores de £(G) cuando G = 3P

Sage : def el(x,y): return x"2+y

Sage : def e2(x,y): return x"g-x

Sage : # el y e2 son los generadores de H"G.
Sage : genus= (g-1)/2

Sage : # genus es el género de H"G.

Sage : # Sea G=sP_infty, s>=2genus-1 y 1(D)=s+1-(g-1)/2
Sage : s=3

Sage : 1D=s+1-(q-1)/2

Sage : si=integer_floor(1D/2)

Sage : s2=[]

Sagé: for i in range(s):

if 2#%i+3<=1D:

§2=g2+[1]

Sage : I1=[e2(x,y) 1 for i in range(si+1)]
Sage : I2=[el(x,y)*e2(x,y)"j for j in s2]
Sage : I=[e2(x,y) ~0]

Sage : for i in range(1,s1+1):

if i-1 in s2:

I=I+[IAT4] . F2[1=17]

if len(I1)-len(I2)>1:

| I=I+[T1[s1]1]

La lista I contiene a todos los generadores de L(sP_infty).
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7. Creando los cédigo Goppa Cp g para G = AP vy D =p; + -+ + py.

Sage : infty= L3[1]

Sage : L3.remove (infty)

Sage : # Sacamos al punto infinito de la lista L3

Sage : n=4

Sage : Definimos el largo del codigo

Sage : L4=[L3[i] for i in range(n)]

Sage : # Definiendo D=pl+...+pn

Sage : m=matrix(Fi,[[f(k[0],k[1],1) for k in L4] for f in
13]1)

Sage : C=m.row_space ()

Sage : C=LinearCode(m)

Sage : C.length(), C.dimension()

C es el cddigo Goppa asociadoa D =p;+---+ps y G =3P, ymes su

matriz generadora.
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