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Introducción

W.l).'l'lrrr¡sl,on [27] rlt:rrrr.,sl,r'ri r¡rrc l,otlo lro¡¡rcu¡nr¡r'lisrnt.¡ tlr: rrna, srr¡rr:rlicit: sr:

puede defbrrnar, a través cle urra isotopÍa, a un houreornotfisrno periódico o, a ulro

pseudo-Anosov o, a uno reducible. Adernás, si dos homeomorfismos peLiódicos o

pseudo-Anosov sou isotópicos, ellos son topológicamente cotjugados entre si

En este trabajo estudiamos algulos ploblemas clue se desplendel de esta

clasificación. Se consideran, en particular', horneorfismos clel bitoro y los siguientes

dos asuntos relacionados:

(i) Clasificación módulo conjugación topológica de los homeornorfismos perió-

dicos (Teorema 3.4).

(ii) Obtención de un procediuriento algebraico finito mediante el cual dada

una clase de isotopía de homeor¡lorfismos (la que se especifica a través de una palabra

escrita eu los geuelatloles), se cletelt:rirrzr. a rlue tipo de Ia clasificaciól de Tllulstolr
corresponde (Teorema 4.9).

Par-a obte¡rer estos resultados se utiliza, a su vez, otro resultado de esta tesis

(l'eorernas 3.1,3.2 y Proposición 3.1), a saber, rlue lzr clasilicación de Thur.ston se

comporta bien, en cierto sentido, con respecto a la 2-proyección larnificada (6 puntos

de ramiflcación) del bitoro sobre la esfera.

Mas especificarneute:

(i) Probarnos rlue existcn ex¿rct¿r¡nente l8 cl¿rses cle corrjuga,ción t,opológica

hor'¡reornorfismos ¡>elióclicos del bito.o y exhibinros ex¡l licitarnente rcpr.esentantes

cada una.

(ii) 'frasladamos el problema de detemrin¿¡ el tipo de una clase de isotopía

de hor¡eonror'flsuios del bitoro, a detelr¡inal el tipo de una clase de isotopía de ho-

rneornorfisrnos del disco con 5 agujelos. Posteriounente, se aplica un procedirniento

finito que decide el tipo de una clase de isotopía de honeornorfismos del disco con r¿

agujeros, encontlado por Benaldete, Gutierrez y Nitecki [5].

de

de
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Dl conteniclo cle esta tcsis se otdcu¿r col)ro se indica a continuación:

En el Ca,pítulo l, irrtloclrrcilrros la cl¿sifica.ciórr de TIrr¡I'sto¡r tlestle utr ¡rurrto

de vista topológico y también, clesde ur punto cle vist,a analítico.

Dn el Capítulo 2, estudiatnos el glupo lbrrnado por las clases de isotopía de

Lroneomorfismos de una superficie: a este grupo se le denomina Mapping Class Group.

En particular, vernos la relación existente entre los grupos de tren zas del disco y de

la esfera, con el Mapping Class Group del disco agujereado y de la esfera agujeread¿.

También estudiauros la lelacióu existente e re el Mapping Class Group del bitoro y

el cle la esfera corr 6 agujeros.

Dn el Capítulo 3, deruostr:r"nros <1ue los holneornofisrnos pelióclicos y pseuclo-

Aur.¡st¡v dcl l.¡ilolt¡ sc ¡ttv'yecLurL ¿¡, llorrcr.,¡nolfisrrrc,s ¡-,cliótlic«,,s y l.rseur,lo-A rrosov clr:

la esfera coll 6 agujeros, e i¡rvcLsanren l,e, los [ronreonror'fisrnos pelióclicos y pseudo*

Anosov de la eslcla cor) 6 agujcto$ se leuaütutl a hor¡leonrollisrr ro periódicr-rs y pseuclo-

Anosov del bitoro. Calacterizaurr.¡s los horneollorfismos periódicos de la esfera cor.r 6

agujeros y obteuenurs u¡a clasificacióu topológica <le los honleoulorfisrnos 1>eliódicos

del bitolo.

En el Capítulo 4, estudiamos alguuos criterios algebraicos y plocedirnientos

firitos conocidos que, dada una cl¿rse de isotopía nos dan información acerca del

caso al que dicha clase colresl;oude. Y encontrarnos un ¡;rocedirniento finito que,

dado urr elemento en eL lvlapping Class Group del bitoro, determina a que caso de la

clasificación de Thulston pertenece.

Los trabajos de Thurston [27], Bers [6], Binnan [7] y, Benardete, Gutierrez

y Nitecki [5]; conslituyen una, relclencia general pala Ios conteniclos arlui presenta-

dos. Adenrás, el la Biblioglalia, haceuos un listado de literatula relacionada cc¡u lc¡s

problemas aclui trataclos.



Introduction
W.P. 'Ihurston [27] proved that every surface homeomorphism can be de-

formed, through an isotopy, to a periodic one or, to a pseudo-Anosov one oL, to a

reducible one. Also, if two periodic or ¡rseudo-Auosov homeomorphisrns are isotopic,

then they are topological conjugates.

In this work we study sonre questions which stern from this classification. ln

particular, we consider homeomorphisnrs of the l¡itori and the two following problems:

(i) To classify the periodic homeomorphisms of the bitori, up to topological

conjugacy (Theorerr 3.4).

(ii) To find a finite procedule, that given an isotopy class, specified by a

word writtel in the geuela,tors, decides in which case of the 'fhurston classification

scltenre we lind ou¡selves (TheoLern 4.9).

We obtain these results on the l¡asis of another one, also derived il this

thesis (Theorems 3.1, 3.2 and Proposition 3.1). In ellect, the Thu¡ston classificatiorr

is well behaved, in sorne sense, under a ramified coveling projection of the bitori over

the sphere.

More precisely:

(i) We prove that there are exactly 18 classes of topological conjugacy of

peliodic homeornorphisms of the bitori. Also, we exhibit a replesentative element of

each class.

(ii) We establish an equivaleuce between tlie detennination of the Thurston

type to which an isoto¡:y class of homeomorphisr¡s of tlte bitori belongs, with the

problern of deciding tl¡e Thurstol type of an isotopy class of horneomorphisrns of

the 5 punctured disc. Next, a finite procedure that decides on the Thurston type of

an isotopy class of honreo¡nolphisurs ol t,he n 1>unctuled clisc is applied. This lattel

procedure was discoveled by Beuardete, Gutielrez and Nitecki [5].
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This Thesis is orgauizeil as follows:

in chapter i, we introcluce 'I'hurston's crassificatio¡ both fr.om a toporogical
and an analytical point of view.

I. chapter 2 we stucry trre g.oup formed by the isotopy classes of su¡f¿ce
lromeonrorp'is,rs' 'r,is g.ou, is calletl r,'e Muppirt,g cruss Gr,.u.t. In parr,icular, we
analyze the relatio,ship betwee' fhe Braid Grou.ts of rhecrisc ancr the sphere, with the
Mapping class G.oup of the puncture<r clisc an, the pu,cturecl sphere, respectivery.
Also, we study the relatiorship between the Mapping olass Group of the bitori a,d
the one of the 6 puncturecl sphere.

In chapter 3, we prove that the periodic and pseudo_Anosov homeomt.¡r-
plrisrrrs cari be projccted to rrorneornor'¡:hisrns of trre 6 pu,ctur.ecl sprre,e. These pto-
jections a.e proved to be ¡reriodic a,cl pscuclo-A.os.¡v 

'o.¡eoux¡rp'isr,s 
of r,he 6

punctured sphe.e' conve.sely, perioclic and pseuclo-Arosov honleomorphisrns /zf to
periodic autl 1,scutl.-A,<.rsr.¡v hrr r¡co,¡t¡r'¡rL isr r rs oI trrc bir<¡r.i. Mor.e,vcr,, we cll¿rractcr-
ize t'e periodic .o,reo,ror¡rrris rns of the 6 ¡;u,cturccl sp.er.e an.r obtairr a topological
cla,ssilica,l,iol c,f'l,lrr: ¡rcr.iorlir: lrurrrcorrror.¡rlrisrus t.¡1. l,lrc Lil,t¡ri.

I, chapter 4, we stucly sorle lirrow. argebraic criteria, ancr finite procerlures
that, give, an isotopy class, ¡:rovicle us with sor,e infor.mation about the .r.hurstoll
type of the give, class. Finally, we establish a finite proceclure wrrich, given an erement
of the Mapping class Group of the bito'i, decicres ou the Trlursto, type of the given
element-

The contributions of 'rhursto. [27J, Bers [6], Bi.nan [z] ana I]e,ar.clete,
Gutierlez and Nitecki [5] aLe the nraiu refel,ences for the co,te,ts cove.ed her.e. so,le
pape.s, releva,t to trre p.obre,rs t.ealed in [his 1.rresis, are listetl i, ttre Bibliograptry.



Capítulo 1

I{omeomorfismos de superflcies

W. P. Thurston 127) geoeralizó a cuali¡uier superficie, una clasificación co-

nocida para los homeornorfis¡nos del toro, la cual pasalnos a describir.

El toro fi puede ser considerado cono el espacio cuociente del plano eucli-

deano lR2 por el reticulado 22:

q 
= w2 ¡ tt2

donde 3 denota que ambos espacios topológicos son homeomorfos.

Considerer¡os la proyección:

p : lRz --+ f,
r r, [o]

Decimos que un homeorlorfismo -F d,e R2 preseraa fiór¿s con respecto a ¡.r si

la imagen de dos puntos equivaleutes son dos puntos equivalentes (i.e. c - y e 712 +
F(a)-F(y)e71'?).

Un homeomorfismo F de IR2 c¡ue preserva fibras corl respecto a p induce un

homeomorfisrno f de Tt, de la siguiente lblura:

f :T1 --+ lt

[r] ,- [¡-(r)]



Brr tal caso clecinros que / cs la proyección de -E y, resulta (lue todo Ilot¡leo¡not fistno

del toro es la proyección de un homeomorfisrno del plano que preserva fibras.

Mas aún, toclo homeomorfisn.ro del toro se puede "deformar" mediante una

isotopía a la proyección de una aplicación lineal del plano.

Las aplicaciones lineales del plano que p¡.eservan fibras son los elementos del

grupo lineal G L2(71), r'eplesentaclos pol nratrices cou c<.¡eficientes enteros y determi-

nante *1. Un elemelto A de G Lr(71) preselva orientación si y sólo si det A: 1 (i.e.

A e S Lr(V)). Notarernos por f¡ a la ployección de A.

Bl polinornio característico pc(A),, de una apiicación A e S L2(71) es:

pc(A)(t) - t2 - traza(A)t * 1

y los valores propios ) y )-t de A satisfacen una y sólo una de las siguieltes posibi-

lidades:

(i) ) y )-1 son conrplejos coljugados (lrazu(A): 0, 1 o, -1)
(ii) ) y )-' sotr ¿¡.r¡rbr¡s f I o -l (tt uzu(A) -- +2)

(iii) ,\ y )-r sou reales distintos (ltraza(A)l > 2)

En el caso (i) se denruestra rlue Á es uua r¡ra,tliz l,al que,412 = /, de donde,

cl h<rtnc<lrlcrrfislro rlcl toro IA as pu'ió¿ico.

Dn el caso (ii) ,zl licrre urr subes¡ra.cio iuvali¿lute rlue st: ¡.rroyecta a una curva

cerlada sirnple c hornotó¡.:icanreute uo trivial. De dorrde, Ia curva c es invariante bajo

/¡ y decinros que/¡ es reduul¡le.

Djernplo: La aplicacióti lineal,

lr rlA_I I

Lo r l
tiene cot¡ro subespacio invarianl,e al eje c, cuya ployecciórl al lolo es ulla curva cerrada

invariante baio /¡.

Por últirno, en el cascr (iii) elegirnos l¡l > 1 > lf -'1, y consideremos los

subesptr.cios plopios l/¡ y V1-,. Sca F' (r"r1,. T" ¡ )a lc,liación clc lR2 cuyas h,ojas stsn

4
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l¿s lccl,rs ¡rirlalclirs iL 7.1 (r',."s¡r. 71-, ). Sc vcrificl, r¡ttc Ia itrragerr rlc urra lroja tlc 7'
es urra [ro.!a tle f' y lo rnisnro srrceJe ¡rala Ia lbliacióu f". A,lcruás, la a¡rlicaciórr A

"ex1:ande" en un factor' ,\ en la dilccción cte F" y "contrae" cu ul factor .l- I eu la

dlreccron cle -¡

Al proyectar las foliaciones T y 7", obtenemos un ¡>ar de foliaciones tla¡¡s

versales F" y f,". Cada una de las hojas de estas foliaciones son densas en el toro. A

este tipo de foliaciones se les denomina foliaciones irracionales del toro. La imagen

bajo /a de las hojas de f" (resp. F') son hojas de f" (resp. .F'), es decir, estas

foliaciones sott inaaríantes por /¿. Además, el homeomorfismo /¡ "expande" en un

factor ) en la dirección de las hojas de F" y "conl,rae" en un factot )-l en la dirección

de las lrojas cle .Fu, de cloncle /¡ es clil'erenciable e hiperbólico en toclo 'fi. A este tipo

de "homeomoLfisnlos" del tolo se les denomina d,if eonrorlismos Anosou, (Ref. [9] pá€j.

1-2,124) pás t72)

Ejemplo: La aplicacióu lileal,

A- -10

-7

tieue valores propios -4.L 1,/I5. Los subespacios propios son rectas que pasan por el

origen con pendiente *#, r" ployectau a hojas densas en el toro.

En este capítulo hacernos una exposición de algunos aspectos de la clasi6-

cación de Thurston. lln la sección 1 enuncia¡nos con plecisión el Teorema de cla-

sificación. Eu la sección 2 estudiattos la clasificación de Thurston en un contextc¡

analítico.

L.L Ifomeomorfisrnos de Superficies

W.P. Thu¡ston [27] clasificó los ho¡reomorfismos de superficies demost¡ando

clue todo homeornorfisr¡o es isotópico a :u:tto periód,ico o, a uno reducible o, a uno

ltseud,o-Anosoa. Dn esta seccióu nos al¡ocaLenros a enurciar este resultado en fonna

rnás precisa.

;l



1.1.1 Definiciones preli'nr,irr,u,res

U:na sulterficie cerrado, S es un¿¡ valietlad topológica,9, de dimensiou 2,

compacta y conexa. Decimos que un espacio topológico .5 es una sulterficie agujereada

si .9 es honreontorfo a una super'ficie .er.ada 5 nrenos ,? puntos, a dichos puntos se les

denonina agujeros de .§'. Decimos clue un espacio topológico 5 es una superlicie con

borde si,9 es liomeornorfo a una superlicie cerlada i menos n discos abiertos. Por

último, decimos que ,9 es rna superf,cie si S es una superficie cerrada o, una superficie

agujereada o, una superficie con l¡orde.

Además, toda superficie cerrada orientable es homeomorfa a la esfera,S2 o,

a un s-toro 4. (Ref. [16])

En el conjunto 11(S) de los horneomorfismos de S,la isotopía es u¡ra relación

cle equivalencia defiuitla por':

Definición l.L Dados Í,g e 11(S), d.ecimos que f es isotóprco a g (f - g) si eriste

un, camin,o d,e lt ont eornorJisnt os entre f y g, fulás Ttrecisant,ente, ! es isotó.pico a g si

existe una aplicación continua:

II:lxS --+ S

(1,:t) *+ ll(L,r)

tal que:

(i) rr(0, ) _- .r(.),
(ii) il(L,.) €ft(s) Y L e t,y,

(iiü il(t,.): y(.),

1-[0,1]

La isotopia lespeta la conrl.rosición de fuuciones en')1(S), es decir., si t.,g,lt. e
'¡l(S) V f -g, entonces, foh- goh.

Decimos que un horneornorfisnro / de S es periódico si existe un entero ,t tal

qre Jk - ids.

Definición L.2 Decitt¿os que utL homeontotf,stno .f €. 11(S) es reducil¡le si eúste una

colecciónC: {cr,.. ,,c¡} tLe cu'uas cerrarlo.s sinuplcs, disjrnrtas, no ltonzotópicas attre



si, no h.onotópicas a utt ltorule y no lrcnrcLópicas a u punlo; tal que:

/({r, u.'.uc¡}) - {cr U...Ucr}

,Si / cs urr l¡r.,t¡rcr.¡¡¡x-,tfisr¡ro tctlucil.rlr:, r:l r:sl,r¡tlir-¡ tk: la tliuír.rrrica tle / cn ,5,

se"r'cduce"acsturli¿rl¿ldill¿i¡nicaclc/crrlascorn¡rorrcrrtcsdcS-{crU...Uc¡}.

lljernplo: 5u¡.rorrganros tlue f cs uu Lor ncor¡rorfisnro rlel bitoro ?i tal rlue,

,l'("r) = "r, 
tlorttlc r:¡ ts l¿u cttrv¿r tlc la figrrl¿ l.l .

Figula 1 .l :

Entonces T, - {.r} es la unión disjunta de dos toros agujeleados T, y Ti. / induce

por restricción una permutación de las cornpoueutes fi y (, existiendo las siguientes

dos posibilidades:

(i) /(?,) :T y f (rD:ri o,

(ii) /(7,) : ri v !Q,) - ri.
En el caso (i) para estudial la dinánrica tle / basta con estuclial Ia lestricción de / a

cada ula de las cornponentes fi y 7j. En el caso (ii) estudiarnos la diuárnica de /2
restringida aT1 @ Ti).

L.L.2 Foliaci,ones m.edibles y homeomorfisnlos pseudo-Anosoa

BI pritnelo en iltloducil el concepto de foliaciones medibles en superfrcies

fue W. Thurston. Este tipo de foliaciones juega un r.ol in'rportante en su teoría y se

definen corno sigue (Ref. 1271, 1261,$al

Definició¡r L.3 Decim.os que F = (F,{V¡.,ó¡}¡rr) es una loliaciór¿ medil¡le de S si:
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(i) F es una foliación de S por ltojas de d.imet¿sion 1, con un número fittito

de singularitlad.es y cad,a singularidad tiene tres o más separatrices. La foliación F es,

en coortlen.arlo.s locales en, lott¿t¡ u las sittg'ularid.udes, una de las l'oliucit¡t¿es it¿d'ucidas

Ttor la d.iferencial cuad,rática zkdzz, ,lond,e k) I (aer subsecci.ón 1,2.2 y fi'gura 1.2).

Ad,emós, si S es una superf.cie agujeread,a la foliación F tíene "singularida-

d,es" con una o más se'paratrices en los agujeros d.e S La foliación F es, el coord.ena-

d,as locales en torn,o a los agujeros, una d,e las foliaciotes ind,ucitlas por la d.iJeren cial

cuadrática zhr|zz, donde k> -1. (uer subsecció¡¿ 1.2,2 y Jigura 1.3),

Ft_
Figula i.3:

Fi6ula 1 .2:

Por úl|int.o,

S es un.a hoja d.e F
|¿ord"e de S .

(ii) lvjljÉr
F,

(iii) (>¡ : V¡ ---+ lR2 es un honteon¿orliuno cort su intagen., y la imagen. d,e las

h,ojas de F so¡¿ recLas horizon tales en lR2,

si S es una rrr,Tteficie co» bortle, catla contltort cttLe del boxLe ¡le

y F tiene al menos una singularidatl en cad.a componente d,el

es wt recubrin¿iet¿to abierto de S saluo en las sirt gularidades de



(iu) Si V nvj + 0, entonces, el cantbio d,e coorden adas es de la fortna:

4,; ",1,¡ 
t \t, y) : (q(:t, y), c t y)

dontla c cs 'ttn.tt ct¡ttslttt¿Lc.

Ol¡sclv¿r,ult¡s <¡uc l:r. corrdicirirr (iv) tlicc rlue los carrrbios cle coot'<lettatla.s prc-

sclv¿r.lr l¿r y-tlistarrcia cntLc lt¡s ¡rurrt«-rs. Dc cst¿l folru¿r. l¿r.s It-,li¿ciolcs r¡rctlil-,lcs i¡rtlLtccll

utt zt ¡n etli d, a lru t su er s al:

Si a cs ul¿r. crrrva. sirrr¡rlc ut ,5' y f cs uu¿r loli¿r.ciórr rrrodil.rlt:, tlcfitrirtros a f .F

cor:ro la vari¿rción tolal de la coordcn¿rtla y tle a, tnedida locallnettte colr rcspecto ¿L

cualquier carNa {V¡., $¡} .

Decimos que f, - )fz, si f,t ! F2 son dos Ioliaciones medil¡les que coinciden

como foliaciones y, pala toda curva cerrada sirnple o se tieue que:

ttlFr=Alfz
Ja Ja

Además, los homeourorfisrros actúan sobre las foliaciones rnedibles. Si /
es uD lro reornor'fisrno de 5., y F : (Ir, \V¡., ó¡),eL) es utla loliaciól medible de ,9,

entonces la foliación meclible I(F) está dada por:

f (F) ,: (Í(F),\f (v,),ó¡ o .f-'j¡e¡)

Definición 1.4 Decimos que 'wr lt omeonrorJismo f de S es pseud,o-Anosoa si existe

) > | y utt par d,e [oliacion.es medibles h'ansuersales T" y ?" lales que:

I

IV") - rf"
Í(r): ^r

Dsta delinición coincicle col la idea de que los homeomorfismos pseudo-

Anosov dejan iuvariante un par de foliaciolles tr¿nsversales T" y fu ,"expandiendo"

en un factor ,\ las hojas de f" y "coltlayendo" en un factor 1/) las lrojas de "F'.
Resulta que f'y itr" no tienen hojas celradas y se verifica que cada una de las hojas
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de estas foliaciones son densas en la superficie. Los horneornorfismos pseudo-Anosov

sol diferenciables e hipelbólicos salvo en las silgularidades de las foliaciorres iuvari¿u-

tes. Estos homeomorfismos pseudo-Anosov (Ref. [27], [26], [14], [9]), generalizan los

homeomorfismos Anosov ya conocidos en el toro, los cuales pueden ser vistos (ahora)

como horneor:rorfismos pseudo-Anosov <¡ue no tieuen singularidades. Esta situación

no es posible en superficies cou característica de Euler no nula.

1.L.3 Clasificación de Tlturstort

A continuación darnos uu¿l velsion clcl 'Ieorema de clasil.icación clenrostrado

pol W.P. TLulstr¡n ([27] 'Ier:r'erna 4).

Teorema L,1 (Thurston) Sea S una superftcie con caracter{stica de Euler reg atiua

y f un homeomorfismo de S. Entonces se satisface una y sólo ut¿a d.e las siguientes:

(i) f es i,sotópico a un honeomorfi.smo periódico ft o,

(ii) f es isotó1tico a un homeomorlismo pseud,o-Anosou f' o,

(iii) f es isotópico a un hom.eomorJismo red,ucible y f no es isotópico a un

homeomorf,smo perió d,ico.

Ad,emtís, en los cusos (i) A (ii) el reyn'esentanle t' d.e la clase de isotopía es

único saluo conjugación topológica isotópí.ca a la identidad.

Decimos que dos horneornorfisuros / y g son topológicamente conjugad.os si

existe un homeonrorfisruo i tal clue Joh,=ltog. Bn tal casc¡ decirnos que á es una

conjugación to¡tológica entre / y g.

Obselvanios tlrre los houreourt¡r'fismos pcliótlicos ¡ruetlen sel leducil¡les. ]}l
efecl,o, la ideutid¿cl sicrnpre es ulr ho¡neonlor'fisrno ¡reliódico y letlucible.

Ilst¿rnlr.¡s ¡r;r,r'ticula,urrcrrtr: ir¡tcrcs¿itlr.¡s c¡r csttrtIi¿l¡ los lrorrror¡n;t¡r'fisnlt.¡s tlc su-

pelficies olienlablcs quc proscrvalr cilicltacjórr. Las su1:cr'ficies olierrta,bles cou ca-

racterístic¿ de Eulel lo negativa sor el toro l, el cilirrdlo, el clisco D2, y la esfera

52. Para el caso del toro ya vimos rlue existe una clasificación equivalente a la de

'Ihulston. El el disco y la eslera todo homeornor'fismo que pleserva oriertación es

isotópico a Ia identidad. En e1 cilindlo todo Lorneomotfisrno clue preselva o¡ientacióu
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es isotópico a la identidacl o a un homeotr'¡orfisl¡o de períoclo 2, que inLercanrbia los

bolcles clel cilindlo (Ref. [7] 'l'eoreuras a.a y 4.5). Conclttímos r1ue, salvo en el tot'o'

en supelficies c<.¡n calacterística cle l-luler ¡rositiva todo horrreornotfismo es isotópico

a uno periódic<¡. Mas aú1, en su¡rer'ficies cou calacl,et ística de Buler estrictalnellte

positiva no exisl,en horneomor'[isr nos pseudo-Anosov.

L.2 Contexto Analítico

L. lScrs (lU7u) tlio trra, rlcutosl,t¿rr:iótt a,rtalític¿ 1-,ir,r'it ol 'J.i:orcttt¿r. tlc cl¿sific¿-

ción. Bn palticular, L. Bels plobó que dicha clasificación aparece como solución cle

un problema extrernal, para aplicaciones cuasi-conformes, que enunciareuros al final

de esta sección (ltet. [6]).

L.2.L Definiciones

En esta sección nos referirnos a superficies cerladas o agujereadas, orienta-

bles, y a ltotueornorfisrnos que pleservan orientacióu.

Definición 1.5 Si S es una superJicie cerrada, decimos que X - (5, {U¡,2¡}¡r¡)
una superficie de Riemann cenad,a si:

(i) {U¡}¡r, es un recubri,mi.ento abierto de la superficie S,

(ii) z¡ : U¡ ---+ C. es un h,omeornorf,smo con. su imagen. y,

(iii) los cambios d,e coord.enad,as z;ozll son Junciones analiticas con, inuersa

analítica.

.En una superlicie agujereada 5' considelarnos las estlucturas analíticas que,

en torno a cada agujero, sou localmente equivaleutes a un disco agujereado. Es clecir,

torno a cada agujero existe una vecildad / y una función de V en \z e A l0 <
< 1), holomorfa con invelsa holomolfa. Bste tipo de estructuLas analíticas son

restricción a ,9 de uua supcllicie de lliemaru cerrada X : (,i, {4,2rJ.,6.7), doude

: 5 - {pr,,.,,p,,}. En t¿l caso decimos <¡ue X es una superJicie d,e ll'iema¡¿n

en

lrl
la

S

ogujcrtodn lcrr {¡r¡. . . .p,,})
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Se dice clue un hor¡eomor'fismo o elltre u1¡a superficie ,9 y una superficie

de Rienrann X : (S', |U¡,"¡l¡e¡) es una eslt'ucl¿ra contornrc err 5. Una estluctura

conforme dota a la superficie ,9 de una estructura analítica (S, {o-1(U;), a-' o rj} jrt),

y denotamos por (.9, o) a dicha superficie de Riemann.

Sea X una superficie de Riemann, si / : X -+ X es una aplicación holomorfa

corr inversa lrolornorfa, decirnos que / es ut automorfismo de X, o una transformaciótt

cotforme cle X. Los automorfisnos dc urta superficie cle Riemann formau un grupo

denotado ,4uf X.

Si X es una superficie con calacterístic¿¡ de Euler negativa, entonces Auf X
es un gl'upo finito. De donde, todo elerneuto de este grupo es de ordel finito, es decir,

un homeomorfismo periódico.(Ref. [13])

Inversamente, dado ul homeomorfisrno periódico / de una superficie 5 existe

una estructura conforme a tal que f : (S,o) -+ (S, o) es un autornorfismo. (Ref. [6]

Teorema 1).

Proposición L.L Sea S un,a superf.cie con caract erística d,e Euler negatíua y f un

homeontorJisnt o de S. Entot¿ces:

J es periótlico si y sólo si eristc una estrucLura conforme o tal que

f : (S,o) -r (S, o) es un automorJismo.

En superficies como la esfera de Riernann, donde la cal'acter'ística de Bulel

es positiva, existen muchos automorfismos (trans[olrnaciones de Moebius) que no son

¡:eliódicos.

Eu super'ficies cle llienraun con calacter'ística tle Dulel uegativa, si uu au-

tor¡¡orfis¡lo / es is<-rlópico col la itlerrtidad, eulonces I = 'kl, De dontle, eu estos

casos, el úuic<¡ homcouu.¡rfisnro peliódico c¡ l¿ cla.sc de isotopía de la iclcutidatl cs la

identidad. (Itet. It e], [0]).

Asi, hemos visto clue Ia contrapalte analítica para los ho¡neomorfismos perío-

dicos son las transformaciones conformes. Las foliaciones medibles y los homeomor-

fismos pseudo-Anosov también tienen su contra¡rarte analítica.
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L,2,2 Foliaci,on,es'ntedibles y d,i,ferenciales c,uo.tlráticas

Sea X = (,5,{{.}¡,2¡}ra.¡) urrir, srr¡rcr'ficie tlc ll.icnla,n¡r y, corrsitlcrcrrrc-,s rur;r,

{ulción / : X --+ C holornorfa. Supongauros que los dominios de z; y zj se irrtersectan,

y escribarrros .f; - Í o z;r y f¡ : f o z¡1, Usuallneute se considera a zi y zj corrro

variables complejas. Si hace¡nos esto y difeleuciarnos /¡(z¿) y f¡(rr) obtenemos la

siguiente invariaucia:

I:¿zi: J'idzj

en U¡ñ U¡. Si bicl la "<lcliv¿rrl¿r" dc / rro cs iu tk:1;ontlicr r tc dc l¿¡, c<.rr.¡r,rlcu:rtla, si Io cs

su "diferr:ncial" tlt : lttlz¡.
Lzts ditcrenciules cuuLráLiuLs sou uu¿r gcnclaliz:r,ción tle l¿l rlifelencial cle uu¿r,

fulcióu y se dcfincrr conrcr siguc (lfcf. [6] sccciórr 2, [21] lV.l.,1):

Defirriciórr L,6 Seu X = (,5,{U¡,r¡}¡et) uuL srtpctlicic tle llient,antt, .u¡ttt colacció¡t.

p = {p¡} tle lunciones sc tlenonúna di[crencial cuotLráLica lmlotnotla (resp, mero-

mor{a) si

(i) g¡ : U¡ --+ C. es holomorJa (res1t. meromorJa) !,
(ií) Si Ui n Uj I A, entonces,

tp;tlz! - g¡dzl

en U; ñ U¡.

Usualmente esclibirnos, cou cielto abuso de rotación, tp - p(z)dz2 -
eQ¡)d'z!.

En una superficie de Rielnann ceu.ada, estuclialemos las diferenciales cua-

d¡áticas holor¡rorfas. En uua super'ficie de Rienraun agujereada estudiaremos las di-

fe¡enciales cuadr'áticas meromor'{as cuyos polos sor sinrples y coinciden con agujeros

de la superficie.

Dada una cliferencial cuaclrática g holor:rorfa o, meromorfa con polos simples;

decimos que p e X es un pu'nfo regular de p si p(p) f0y; decirnos quep es ti pullto

sittgular si p(p):0 o si p es un polo de g.
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Estas difelenciales pueclen ser reescritas de fonna más selcilla, en un lluevo

sistema de coorden¿das analítico {V;,u.,;} pala X denor¡inado parametros ¡¿aturales

de e (Ref. [21] IV.6):

Si I{ es una vecincla<l <le puntos r.egulares de g se tiene clue

2Q)tLz2 : du!

en [.
Si ( contiene un punto singular p de g se tiene que ,rri(p) = 0 y

- -L,
elz)ttz2: (-fl-:a-?

en l{, donde n es el olden de p,

Adetnás, si el abielto Vi nvj + 0 es una vecindacl rle ¡:untos regulares,

entonces el carnl¡io de coordenaclas w¡ o ult tiene la siguiente forma:

u¡oull :w¡(V;l'V¡) -, w;(V;ñV¡)

u; ¡-+ *uj * c

donde c es una constante cornpleja.

Si escribirnos w = t: * it1 y c = a f iá, entonces

w;ow¡1(r,u) - (tr + a,ly *b)

De donde, el car¡rl¡io de coordenad¿s plesel.va la y-distancia y la r-distanc.ia entre

puntos regulares,

Decinrc¡s qur: ulra culva legular. 1 : I ---+ X cs urtr¡, lí¡tea recLa de Ia cli[crencial

cuadrática g si

ar s(pQ(t)) z' (t)') : O - con stante

Ctta¡¡tl<.¡ 0 = 0 <lccir¡rt¡s (llro 7 os ttna lí¡¡.au lxtt izott,t.nl y t;rr¡r.¡rtlo l.l = r' (locirnos (luo -y cs

ttl¿t. línc¡t au'Licul, l)na" Lxtycchriu lnrizonl.t (rcs1t, ucrLitn,l) os ull¿l lírc¿r. horizo¡lt¿¡,1

(r'csp. vertical) nr¿r.xj¡¡ral.
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Le» trayectolias holizontales cle un¿ cliferer¡cial cuadr'ática g inclucel uua

foliación de X ¡ror hoja.s cle <li¡neusion l, sa.lvo err la,s singu lir,ridades cle g (iderrr, ¡rara

las trayectorias verticales).

Escribirnos p en sus parametros naturales |V;,.¡l.Si V¡ es una vecindad de

puntos regulares, se verifica que, la imagen bajo tr.r; de las trayectorias horizontales

(resp. verticales) son lectas holizontales (r'esp. velticales) del plano tu.

Si p es un puuto singular de olden z, eutonces las trayectorias horizontales y

velticales inducen un pal de foliaciones tLansversales cou una singularidacl en p, que

tiene n * 2 separatlices (fi6ula 1.4).

Figura I .4: tayectorias liorizontales. lzquierda n - -7 ,

centto ?¿ = 1, derecha n:2

Los carnbios de coorclenadas pleservan la y-distancia y la e-distancia entre

los puntos los puntos legulares. De donde, si g es una diferencial cuadrática holomorfa

en una superficie de Riemann cerrada X - (S, {yi,rrlr}), entonces las trayectorias

horizontales y las tlayectolias velticales de g son un par de foliaciones medibles en

,9.

Si X : (S, {I{,rl}) es una superficie de Riemanu agujereada y I es una

diferencial cuadrática r¡eromolfa cuyos polos son simples y coinciden con agujeros de

X, entonces, las tlayectorias horizontales y las trayectorias verticales de p son un par

de foliaciones medibles en la superlicie agujeleada ,9.

Invemarnente, J. Hubbard y Í1. Masur (1979) demostraron que: dado un

par de foliaciones medibles transversales en una superficie 5, existe una estructura

coufo¡me o el 5 y una diierencial cuadr'ática g en (S,o) tal que, Ias l,rayectorias

horizontales y verticales de rp coincicleu con este par de foliaciones transversales.

(Ref. [t8], [6] sección 9)
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Así, estudial los homeotnorfisuros pseudo Anosov de una superficie ,9 es

equivalente a estudiar- hor¡eonorfisr¡os tlue llevan las trayectorias horizontales (resp'

verticales) de una difelenci¿l cuadr'álica g, el tlayectolias horizoutales (resp. vertica-

les) de dicha di{erencial cuadrática, donde rp es una diferencial cuadrática en alguna

superficie de Riemann (,9, o).

Bste tipo de houreourorfismos coLrespoude a un caso particular de las apli-

caciones conocidas conro aplicacior¿es de Teichmiiller,

1.2.3 Aplicac'iones de Teich,m'üller

Definición iI.,7 Sean X , Y su¡tet ticies de Rientann. Decimos que un ltonteotnorJismo

f : X -+ Y es una aplicaciótt. de Tei.clnnüller si:

(i) J es d.iJerenciable saluo en ut¿ nún¿ero Jinito d,e putttos {s1, . . . , s,"} U,

(ii) eriste una d,ifercncial cuadrática lrclomorfa 9 en X (si X es una super-

f,cie agujeread,a ad,nzititnos difcrerci.ales cuatlráLicas meromotfas cort. polos simples ett

algwtos agujeros d,e X ) y un. nútnero fr, 0 < fo { | tal que:

uf d.z ,leQ)dz'1l
Vlz )d2'0, f clz

en X - {s1r..,,s"}.

Teorema L.2 Sea f : X -- Y una aplicación. de Teichmiiller determinada por el par

(g, k). Entonces eriste una ú¡tica d,iferencial cuadrática holomorfa t! en Y (posible-

mente con polos en los agujet'os d,e \') con las siguierúes propiedad,es:

(i,) Si g tiene un, cero d,e ord,en n en p, entonces tf; tiene un cero d,e ord,en n

en f(p),
(ii) Si z = t * iA es el parametro n atural d.e g erl u¡t punto regular p

(r(p):0) y z' = r'!iyt es el ¡tararnett-o natural de t[ en p (z'(p) = 0), entonces Í
en coord.enad,a" se escril¡e: 

I

f@,a) _ 1»,¡u)

dot¿de ) -,llal ,,.V ¡-( "'
(iii) f es uuu apL'icrtc'ióu tlc 'l'ciclutrüller tlclirútlu por cl pu.r (-rb, k) .
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Para uayor in[ormación relativa a aplicaciones de Teichnrüller veL Il], [6],

121).

A Ia diferencial cuadrática ry' del Teolerna se .le denolniua diferencial cua'

d,rática f.n.al cle f , a g se le denomina d.iferencial cuad,rática inicial de f .

Coucluimos que una aplicación de I'eichmüller f : X --+ X con diferencial

cuadrática inicial .p igual a su difereucial cuadrática terminal, es un homeornor'fisrno

pseudo-Anosov. Las foliaciones rredil¡les transversales invariantes son las trayectorias

horizontales y las trayectorias verticales de g.

Inversarnente, todo par de foliaciones medibles tralsversales tiene asociado

una difelencial cuaclrática. Y se verifica que dado un pseuclo-Anosov / de § existe

una estructura conlolme o tal que f : (S,o) -- (5, o) es una aplicación de'Ieichmüllel

cou difelencial cuadrática inicial igual a su diferencial cuadrática fiual.

Proposición L.2 Seo, ! un horrtcont ot fr"stno d.e ,5. EuLr¡nces:

I cs urt. lt ortt cor rt or!i-rttto ¡tscruLo.'Anoso'u si'y sólo si t::tisLc tut.u csLt u,cL'uttt

con[ornte o et¿ S Lul que J : (5,o) - (5, o) es unu. uplicución de ']'eiclunüllcr con

rliterencial cuad,ru|ic{L itticial ig'ual a srL ditcrenciul cuarlrática Jitt al.

Las aplicaciones de 'I'eiclimüllel apaleceu cor¡ro solución de un problerna

extret¡r¿r,l pa,ra a¡rlic:r.cit-rrtcs cu¿rsi-conft,rnrcs.

L.2.4 Apliutciortcs cuu:;i-cotLforr cs

Consideremos üna función diferencial¡le f : D --+ C, con dorninio D C C y

la tr¿nsformación afil:

,4:C + C

e - IQ) + 0,Í(z)(( - z) + 0zÍ(z)(( -z)

donde z € D. La transfonnación ,4 llev¿r círculos centrados eu z a elipses centradas

en f(z).
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Si / es an:rlítica cn tolno a z (i.c. }rlQ) = 0), cou delivada no trula (i.e.

A,fQ) * 0), errtonces ,4 lleva círculos en círculos. Bu gerteral, si / es una función

analítica con inver-sa analítica, A lleva cíl'culos eu círculos. Las transformaciones

holomo¡fas con iuversa holomorfa se de¡ominau aplicaciottes conformes y tienen la

propiedad clue la transfonnación afin A preserva ángulos y es una traslación compuesta

cor una homotecia.

Si una aplicación diferenciable no es conforme, podemos medir cuanto se

desvía de una aplicación conforrne en torno a un punto z a. fiavés de la razón entre

los largos del eje mayor y del eje lnenor de Ia elipse en tolno a !(z). A dicha lazó¡r

se le denomina d,ilatación, de / eu torro a z, la notoLemos l((f)(z), y se verifica la

siguieute identidad:

11 t t\t'\ - l0' Í(41 + lW?\\\t)\zr- F¡0¡_lu¡r,y
Observamos que la dilatación es un númelo que varía ent¡e 1 e oo. Cuando

I{(f)(") = 1,,f es confort¡e en torno a z,y entre mayor es t{ (f)(z) más se desvía /
de ser conforrne.

Para medir la desviación en todo el dominio D, decimos que el su¡:remo de

Ia dilataciórr eu torno a cada punto de D es la dilatación de / en D, y la denotarnos

poL 1í(/).

,{f (/) :: suyt,Epl{(f)(z)

Alrota consideremos ul)a apiicación diferelciable f : X --+ Y,, c),o:nde X e Y

son superficies de Riemann, definirnos Ia dilatación de / en torno a c € X, como la

dilatación de / escrita en las coordenadas de X e Y. Y la dilatación de / en X es el

suprelno de las dilataciones el cada punto.

Para homeornorfisrnos de superficies de Riemann se puecle deflnir la dilat,a-

ción de fon¡a que geuelalize las definiciones anteliores.

Decit¡os <1ue uu honreomorfisnto ! : X -- Y es una aplicación cuasi-

corLlonne si la dilatación /f (/) de / eu X es firrita.



l9

La dilatación de una aplicaciórt depende de l¿ esttuctura analítica en cues-

tion. Considerelrlos ul¡¿ su1;er'ficie 5 y una a¡;licación ! : S '- S. A la supetficie

,5 se Ie puede dotar de muchas estructulas analíticas. Elijarnos arbitt'ariamente ul
par de estructuras couforrnes o, r y cousideremos a / colno una aplicación entre las

superficies de Rie¡nann (5, o) y (S, r):

/ : (,9, o) --+ (,9, r)

La dilatación de / corr respecto a las estructuras o y r será denotada poL 1(",,(/) y

si o = r notalemos 1(,(/).

Un problema extrernal es, dado una aplicación cuasi-conforme f : X -- Y ,

deterrninar si existe una aplicación /'que rnilimize la dil¿tación en la clase de isotopía

de /. Este problema fue resuelto por Teichnrüllel en 1940-1943 (Ref. [1], [21], [6]).

Teore¡.rra 1.3 (Teichn-rüller) Dutlu 'urtu uplicución c uus'i-con torrrrc ! : X -,
exisle ut¿a única aplicución f' que m.itintiza la d.ilatació¡¿ en la clase de isoLopía

J, tltlunás f' es urt.u upliar,ción. con[ornrc o urut qtlicación, de ll'cicln¡¿iiller,

Sc tlicc t¡ttc tttr;l i r I r I i r : r r. r : i ti t r f c.s t::rl.tr:r t t.r.L si ;/' r:s tt r ra, aplit:a,cititr colli¡nnt: r¡

de'Ieichn¡üller'.

Bl problerna extremal propuesto y resuelto por L. llers plantea si dado u¡

lrorneornor'fisrlo Í : S -- 5 existe una aplicación cuasi-coufol me /' isótopica a / y

una estructuLa conforDre o en 5 tal que:

K"(!') < t{"(s)

para todo horneornorfi sr¡ro g isótopico a /, y para toila estructura conforme ¡ en ,9,

Ils decir', se ¡:r'etelde miniruizar Ia dilatacióu lecolliendo todos los homeor¡ror'fis¡ros

en la clase de isotopía de / y todas las estructuras confornles de S. Dicho problema

extrernal lcr llanralemos el ptobletna al¡solu"tatn.en le ertret¡¿al para / (Ref. [6])

Teorenra 1,4 (Bers) Datlo un lt omeomorJisrn,o [ : S ---t S. DI probletna absoluta-

mente ettretnal para f tiene solución si y sólo si existe una estructura conJonne o y

Y,

de
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u¡¿ l¿u ,cornot'Jis o It isolóyi(n ( J' Lnl qu(

(fi,o) -+ (S,o)

cs urm uplicaciótt con[ornrc o, cs'u1¿a aplicaciút tle Teiclm¿'üller con. difercn'cial cua'

tlrdtica hticiul iguul a su tlil'ct en.ciul c'uu,th'tilica lhtaL.

Ad,em.ás, el problenr,a al¡solulantente exlremal no Liete solución si y sólo si

J es isotópico a un. lt ont.eor¡'¿orJismo reducible y n.o es isotópico a un h,ont.eomo rJisnt o

periód.ico.

La contraparte topólogica <[e las aplicaciones conformes son los homeor¡ror-

fisrnos periódicos (Proposición 1.1) y la contraparte topológica de Ias aplicaciones de

Teicli¡nüller' (con diferencial cuadr'ática inicial igual a su diferencial cuadrática final)

son los homeourorflsrnos pseudo-Anosov (Proposición 1.2). De donde, el Teorerna

anterior es equivalente al Teorer¡a de clasificación de Thurston.

f"



Capítulo 2

Mapping Class Group

Toclo homeomorfismo clel toro, que presel'va orientación, es isotópico a la

proyecciótr de una aplicación lineal del pla[o et SL2(Z). Así, el grupo liueal espe-

cial S L2(71) representa el conjunto de clases de isotopía de los homeornorfismos del

toro y decimos rye S L2(V) es el Mapping Class Group del toto. En este Capítulo

esturlialetnos el Maytping Class Group del bitolo ,'t'{(?z).

llrr 1970 Joan lJittna¡r [7] ellcolltró utta ¡:tesetttzr.ción ¡:ara el Mul4titt'¡1 Ülass

Group del, bitoro demostlando que este gtupo esl,a relacionado con el Mappin'g Class

Group tle la csfet¿ cou 6 agujctos, para cl r:ual ya se coltocía utta pt'est:tttacióll tlcstlc

1934 (Magnus).

Los M ,ppirLu Cluss Gtr.tnp rlc l¿r. cslcr'¿r, a,grrtcatl:r y rl,:l t[isct-, agrrjct ttiuclo csl,a.tt

relacionatlos cou los grz2os dc Lrutzas iutrr.¡drrcidos pol llrnil Altirt erl I925 [3]'

Ds[c Capítulo sc tlivitlc cu 2 scccioltcs. Btt l¿r. scccitltt I trt¡s a,b<.¡c¿uttt¡s a'l

estudio de los grupos de h-enzas dcl clisco y cle la esleta. Bu la secciou 2 estucliaruos

1as presentaciones de los Mappirtg Class Group del disco agujereado, de la esfera

agujereada y del bitoro.

2.L Grupos de Trenzas

.El concepto de grupos d,e tret¿zas del plano euclid'eot¿o fue introducido pol

Artin en t925 [3] v fue posteriotmente generalizado a cualquier superficie demostrando

21



scl l)¿u licllti¡,r'nrcnl,c inll)()rt¿url,(! ol cl esitrr(lio tlc, lr<rr¡t,x.,r¡r,rrllsrttos tlc o-rt¡ret licir:s.

2.L.L DeJitt'i,r:i,r,trt r:s

(iorsirlr:tt:t¡tr.,s rrrr;r stt¡,t:tficic ,5 y tr. ¡rrtttl,os rlisl,irrl,r.rs 'ltr,,.¡'1t,,,

Defirriciórr 2,L Lln,tt, tt,-l.tt:tt,zu, f r:s tt,rt.rt, rr¡lt't:L:i¡in \J'r,.,,, J,'] ¡lt' n atttLittt¡s ut S, Lul

que:

(,) /,(o) : p;

/,(1) - p,¡(;l cierto r¡ € Dn

(iü fÁü I f¡(üvter si ilj

rlond,e 8,, es el grupo d,e permutacíortes de n sítnbolos.

Al catnino f ; se le tlenomi¡m la i-ésimo cuertLa tle f .

Dada una fionza f : {,f,, . . . , ,f,, } rleuotaremos por "4¡ al gráfico de la i-ésinla

cuerda de Í. A¡ es la irlagen del intervalo pot la fuuciól n;, donde:

a;:I --+ Sxl
r r+ ([(r),t)

La condición (ii) de la definición asegura que los gráficos d" .fr,...,/", son

disjuntos. A1 "gráfico" de una n-trenza / se le denomina n-trenza geométrica y se

nota por ,4¡; es decir, A¡ :: At U... U,4".

Alrora colsideremos dos ?? ttenzas Í = {fr,...,f"} y g = {st,...,g"}, "l
producto de car¡rinos se extiende a las treuz¿rs clelirtieudo

f ' g ,= {1,' gÍro)'. .., fn' 9n¡@)}

Con esta operación el conjunto de z¿ ttenzas lesulta ser un grupo.

La homotopía de caminos tarnbién se extiende, respetando el producto, a

una relaciór de equivalencia en el coltjunto de n-trenz¿rs.
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Definición 2,2 S ean, J y g dos ¡r-trenzas. Se d,ice que f es ltomotópíca (-) a g, si

existe un camin o 71" ¡le n tre¡¿zas eutre f y g. Ds decir, etis|e wtu aplicaciórt.:

'11 :lxI --+ ,9x'.'x,9
(s,f) r+ (111(s.,t).,...,11"(s,t))

tal que:

(i) 11, - {111$,1),...,11"(t,t)} es ttna trenza.

(ii) 11; : I x I --+ M es ut¡,a lrcntolopía de catnin.os entre f¡ a gi relatil)a a

los extremos.

Definición 2,3 Al grupo f ormad,o por las clases d,e homotopía d,e n-trenzas se le

denomina grupo d,e n-trenzas d,e S y se nota por B^(S),

Una r¿-trenza / tieue asociacla ula permutación de n sírnbolos, zr1. Dicha

permutación es invaliante bajo houotopias cle tlenzas. Luego, la aplicación:

zr : 8,,(,S) -, E",

lÍl * "¡

está bien defirrida. Mas aúu, ¡ tcsulta seL uu hornonror'fi snrr-¡ tlo gru¡ros (en I,, cr.rnsi-

derauros la nrultiplicacióu tle pcttnutacioucs, clc iztluiercla a delecLa).

'1'¿lubiér¡ oL-,scrva.ruos qr.rc si ,9 cs uuer sul.rclficic corroxa., 8,,(5) cs irrtlcpcrr-

diente (salvo isornollisrno) de la elecció¡ de Ios prLnl,os pt,.. .,p^.

El concepto de glupos de t¡euzas fue genelalizado por D. Dahm (1962)

y D. Goldsmith (1972) al concepto de grupos de movimientos de una subvariedad

en una variedad (Ref. [7] pág. 10). Esta generalización nos ser'á de utilidad para

mostrar 1a relación existeute de los grupos de tleuzas del disco y de la esfera con los

homeonorfisrnos de dichas super'ficies.
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Defirrición 2,4 Scu M unu otri«lod conqxrcl«, N ut.a subuarietlatl tle ful (no neccsa-

riantente conexa) y ?{(lUI ) el grupo de lnnteornorfiunos d,e M, tlotatlo d,e la topología

antTtucLo-abicrLo,

(i) Un ntouintiento tl, tle N en M, es u¡¿ cat¿in.¡¡ d: I -+ 77(M) tal que

rl(0) = id¡a y rl(t)(N) - N.

(ii) Un ntoahrúutLo tl, sc tlicc csLttcit¡ttat'itt, si d(L)(N) = N laru Lotlo l. € L

(iii) DatLos d.os t¡toaitn,icntos c y tL, delhr.itnos el prodtr.c|o:

al::c,d'

donde tl'(t) = d(¿) o c(l) (la Lraslación' d.e d') y, la operación de la derecl¿a es la

mull, iplicac ió l usual d"e caminos.

(iu) Def,nimos al hmerso d,-1 d,el moaimiento d,, como el inaerso d,el catnino

d, en 1l(M) traslad,arlo de ma¡ret'a tal que su punto inicial sea id¡4 , i.e. d-1(t) :-
d(t-t)od-1(1).

(o) Decimos que d,os mouimientos c y d, son equiualentes si c-r d. es ho¡no-

tópico mó d,ulo sus ertretnos a un mouimiento esl,acio¡¿ario (corno caminos en11(M)).

El coljunto de clases de ecluivalencia de movir¡ientos de 1ú eu M, con la

multiplicación inducicla por el producto de movirrientos, es un g¡upo, denominado

grupo d.e mouimientos d.e N en M y denolado pot Mou¡¡(M).

Dado un rnovimiento d de n puntos distintos en una superficie, si restrin-

gimos el moviniento d a dichos puntos, obtenemos una colección de n carninos que

forman una n-tLenza.

Proposición 2,L Sea S una superJicie, y N .= \pr,...,p"\ n puntos d.istnttos en S,

enton ces:

rU : Mou¡¡(S) --+ 8,,(S)

[¿] r-r [¿(')k,), .., d(.)(p")]

es un isomorfi,smo d,e grupos.



2.L.2 Presentaciín de un g,rupo

Más arlelante encolrtlarernos ulna presentaciórr para, los gtu¡;os cle trenza,s

del disco B"(D') y de la esfera 6,(S'z) asi como para otros grupos relacionados con

el estudio de homeomorfismos de su¡:erficies, Es por este motivo que a continuación

plecisarernos lo que se entiende pot Ia presentación de un grupo (Rel. l2zl pág 87):

Deffnición 2.5 Sea F un grupo libre con base X, R un subconjunto de F y, N"(R) la

clausura normal d,e R en F (i.e. el menor subgru\to normal tle F que contiene a R).
Decimos que 1 X; R > es una presenl«ción d,e un grupo G, si G e F lN"(R)

Usualmente se clice que los elementos de X son los generad,ores cle G y los

e]ementos de l? son las relaciones que d,efinen a G.

Ejemplo: El grupo fu,damental del bitoro IIl(?2), admite la siguiente presentación:

I a,b, c, rJi aba-lb-l dcd-lc-| >

Es decir, n,('4) =< a,b,,c,tl > f N.(aba-t b-ldcd-t r-1).

También escribimos: 111(7lr) =a a,b,c,rlf aba-t b-1dcd-1' c-1 = I >. Equiva-

lentemente decimos c1ue, II1(72) admite la siguiente presentacióu:

generadores: «, b, c., tl

relaciones: aba-r b-r : cdc-1d-t

2.L.3 Presetttuciótl dc 8,,(D2) ,!l Br(5,)

Artirr c,ct¡rtr'ó trrril ¡r.cscrrt.ciórr ¡ra.ra cl g.r¡ro dc t.c,zas rler 1tla,o 8,,(D2).,

al que tarnbiérr sc lc tlcnomil¿i grupo de Lre¡tzts cl¡isicr¡ o gr"upo tle lre¡zus de ArLit¿

(Iref. [3], [7) 1.4). Posterio.reute, i¡atlell y va, l]uskirk (1g62) encontraLo. url¿

presentacióu para el glupo de tr.enz¿s de I¿ esfera 6,,(Sr) (Ref. tl2], [7] 1.5).

Represe,tamos a D2 x I por un cili.dro en rR3 y a las trenzas geométricas

en D2 por su proyección en el plano 3rz (figura 2.1).



l¡igrtlii 2 [:

Ct»lsitletc¡ros la,s tLctrzas o; e 8,,(D)) (clcirrcie t { i { tt - l) te¡leserltadas

geontélt icattrente etr Ia ligula 2 2'

?, .. 1;r ?¿- ?¿tr 1¡r¡ "' ?o

lii8ura 2 2: o;

Gráficarrente (por ejemplo figura 2 3) podeuros observar quc:

oioj : ojoi

oioi+loi:6i+to;o;+r
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ii'igula 2.3: o¡o;¡¡o¡ (izc¡.) o;a.1rs;o¡¡1 (der.).

si li - jl22

Teorema 2.1 (Artin) EI grupo tle tre¡¿zas B"(D2) ad.mite la siguiente presentación.:

gen erad,ores: or¡. . . ¡ on-7

relacion es:

oioi -- o jdi

Oio;+tdi -- oi+toioi+7

Para estudiar el grupo de trenzas de 52 representamos a ,92 x 1 pol la legión

comprendida entre dos esferas concéntricas contenidas en lRs, con centro en e1 origen.

Las tretrzas geométricas en 52 sorl repleseltadas por su proyección en el plato yz.

Considerer¡os Ias t¡errzas 5; € B"(52) (donde 1 1i 1n - 1) representadas

geornétricamente er la figura 2.4.

Figura 2.4: á;

Al igual clue en el clisco:

6;6¡ - 6,5,

6¡6¡a6¡ = á;+ró,i6i+,

si li-jl>2
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Sirr ctttl-rargo, ;rl tt:¡rtrrst:ttl,irl'¡3cutttrittit::l.ttlt:tll,c (ligrrra 2'5) la' l'r't:rrza'

ó : ór .. . 6,.-26,"-t')6,.-2... 6r

colcluiutosque6=l'

Figula 2.5: ó

Teorenra 2.2 (Faclell y v:rn lluskirl<) Dl gnLlto tlc Lt'enzas 13,,(,92) atltnile la si-

guiente presentación:

generatlores: ár,. . ., ó,.-r

relaciones:

6¡6¡ = 6¡6;

6¡6;¡16; : á¡+tá;á;+,

ü . . . 6^_26f,-12 6*_z . . . 6t : 7

si li-jl>2

2.2 Mapping Class GrouP

2.2,L Def,nicion'es

Sea,9 una su¡:erficie orieut¿ble y 11+ (S) el grupo fortnado por los homeo-

mo¡fismos cle .9 que pLeselvat) orientación. 1Jn 7l+(S), la isolopía es una relaciórr

de equivalencia que respeta Ia composiciól (definición 1.1). De doDde, el conjunto

de clases de isotopía cle homeornor.fisrnos que pleservan orientación, dotado con el

ploducto induciclo por la composición de funciorles en 7l+(5), es un glupo'

\= l:::-,/

o
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Definición 2.6 Al grupo fonnad.o Ttor las clases isMappirtg clo", crorr.,,t",s. 

otopía de 7l+ (s) se le denomira

Basados en el I
lógico rre ,s, usareuros ,.':tjl::^t:", 

el Ma.tpirts closs Groupes un inva,ianre ropo-s¡guletrte notación:

. , u,,1r1".1."::,;':'n''" 
ce¡rada ot jcntabie' entonces 5 es hon:eornor .ra a s2 o

según co,.es1:o,rla. 
uret,os al Mappittg class croup cle 's por A4(s'2) o irrrr,

si 5 es una super'ficie agujereacia y orientabre, ento.ces ,g es hor,eornorfa a52 o t, To corr rr a.grrjcros. lJt l¿rl c¿so U"roUr,.,r,,,* ,,'
^4,,(s") 

o /u,,('t';, segúrr co,.es.¡ro.da. 
Mqtping class crotqt rle .5'por'

lll fulappin g Class Group de Lrna superficie Ide una superficie ce¡racla .-
ctass Group.lu ro .,¡,..rj.i1:::::' ' '"t"' 'i'",r"r, :#::::iil:t:;t:: ;;i'r:,

, agujcr.os. 
te:r'gujercacla 5/ obtenirla a parti. cie Ia superficie .i;",rr"

Considerernos una
rodo horneorno.n.." d"'; r;::l:;";r::iJ;:pu,ros rrisri,ros {rr,.. . ,p,.¡.
lromeorrro¡.fisrno cr" s, que permuta pt¡.., ¡pn, ,rrr"rru 

,,o. continuidad a un único

de § que deja fijo al conju,to lpt, . . . , p,], ircluce a 

rnente, todo homeornorfismo

homeomorfismo er, .í - 1pr, . . . , po) . 
tl'avés de su restricción, un

De la misrna fo¡lna

"" s. *,",,,., ;l;;:' ,;";T j.,Tffi,:;,,1;:"; ,,",,se exrie,rc,e, a isoropías

S - {pr, , . . , p,,1. rr¡uucen por restricción, isoto¡:ías en{tt,,...,p,,}.
Sea ft+(.9, {h,. ..,p,}¡

que fijan al conjunto {¡t,...,p,,¡.
isotópicos si existe ulr car¡rilo de
y J¡, eu tal caso tartrbién decitnos
{u,. . . ,7',.¡.

el gru¡:o formaclo por los I
Dos elemenros ,;, ; 

"lis,;;.::::li:":Irorneornorfismos err 7/+(s, trr, . ,r¿l'Ái.'¡
que "f y g so¡ isotápicos relatiuo a (o m;aAo)

Asi, estudiar. Ia clr
esrucriar ra cr¿ses ," ,.",.* 

",, 
,:Tl,T;: ?#rl1.il;: 

...,p^)) es equivarente a
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2.2.2 Presentució¡r. tle M,,(D2) y M,,(52)

En lo rlue sigue nos al¡ocarenros a encontrar una presentacióu pala el Map-

pütg Class Group M,"(D2) del disco D2 con t't agujelosyparael Mappirtg Class Group

.M,,(S') de la esle¡a 52 con n agujelos. Ill prinrelo en euconl,r'al una ¡:resentación r1e

.Vt"(S') fue Magnus er 1934.

Pala mayores referelcias acerca de los resultados que resumirnos a continua-

ción ve¡ [7] at y +.2, [5).

Corno las propiedades de la esfe¡a y del disco son sirnilares, los procedirnien-

tos ¡:ara encontral las presentaciones de .rV,,(D'?) y M"(S') son similares. Iln esta

subsección conside¡¿mos a S = pz g 5'2.

A continuación expondlenos Ia relación exislente eltre el glupo de trenzas

de 5 y el Ma'ppirt.g Class Group cie S c<¡n agujelos. Bl particular', se constluye ul epi-

morfismo de 6"(S) a M,,(S), e identificardo su núcleo, se obteniene una presentación

de M"(S).
Para construi¡ este e¡:imolfisrno, pfilrero conside¡ar¡os el grupo de lnovi-

mientos de 1ú - |pr.,...,1¡,j en .9. Ol¡servar¡los que, dado un rnovirniento d de N

en .9, d(1) es u¡r homeomorfisrno el Hr(5,{pr.,...,p,.}). Aclenrás, un r¡ovimiento

estacionario e es u¡ra isotopía, r'elativa a {p,,...,p,}, entle id5 y c(1).

Proposicióu 2.2

§ : Mou¡¡(S) -- A4,,(S)

ldl ,-, [¿(1)]

cs ut, (utli)-cpintorlisrtt <t tlL: qrupos.

DsI4 os'r'RA,clót'{: Si r[r.¡s urovimierrtos d y dt sol ecluivalentes, ent<¡nces existc ul
movimiento estacionario con ¡:unto final d(t)o (d'(i))-1 , dicho movimiento es una

isotopía,relativau{pr,...,p,.},entreitlsyd(I)o(d'(i))-l.Porlotanto,Qestál¡ien
definida.

O es un (anti)-homornorfismo, pues:

0(t"l t¿l) - 0([c4) = [c.r(1)] - [d(1) oc(1)] _ 0(kll)0([c])
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Dado u¡ hot¡reourorlisuro h € T1+ (5, {p, , . . . , p,, } ), á es isol,ó¡;ico (er S) u

la itl5. La, isotopía es uu n.rovinriento en Mou¡¿(S), cuya imageu 1>ot' Ó es [ñ], por lo

tanto, ó es ul (anti)-e¡:irnorfistno. tr

Ilrr l¿ sccciórr ¿rut<:r'ir¡r ( l'r'<-r ¡rosicitir r 2.1), trroshtr.ttros t¡uc:

tV : Nl o'u¡'t(,9) '- 13,,('l)

[¿]'--, [¿(.)(p,),...,¿(.)(p")]

es un isomorfismo. De este hecho y de la Pro¡:osición anterior obtenetnos que:

O'::0oü-1

es un epimorfismo de 8,,(S) et M,,(S).

Teore¡¡.a 2.3 Sea

§' : B"(S) -- M"(S)

á r+ O o {r-1(á)

dond.e @ es el epimor{ismo d.c la Proposición anterior y ü el isomorfismo d,e la Pro-

posición. 2. 1 .

(i) Si S = D2, entot¡.ces, lcerQ' = centro d.e B"(D'z) -a (o, .. .o^-r)" >

(i, Si S = 52, entonces, kerb'= centro d.e B"(9'z) -a (fi...6n-1)" >. En

esle caso sc tiene que: (fi... á"-1)2" - 1

Corolario 2.1 M"(D') ad,mite Ia siguiente presentación:

g enerad,ores: plt.. ,,, p,.-:

relaci,ones:

pipj = pjpi si li - jl > 2

PiPi+rPi : Pi+t P;Pi+l

(pr..,p"-') : t
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DrtuosrnaotóN: Sea pl :: <Ii'(a¡) y aplicautls el Pliurcr Teoretla dc iso[x''rfistrr¡ tle

gl ulr os . tl

Corolario 2.2 (Magnus) M,"(S') ttdnite la siguien'te presenltLciórt:

ge¡t,erad,ores: u7t.. ¡un-1

relacio¡tes:

rl)iLu j -- u)ili si li - jl > 2

L0;L!).i+l¿)i : t0i+ l f itl)i+1

LL)t...L)n- 2iu r'.-1'',,,,-r " 'u, = I

('Lu1 " rL"'-1)" = I

D¡tuosrn,qctóN: Sea u,; := 0'(á,) y aplicanlos el Ptimer l'eolelna de isor¡ror'fisr¡ro de

grupos.!

Aclcmás, i:otletnos elrcorltral exirlicitanrente ult lepreseutatlle de las c]ases

p¡ € M,,(D'1) y 'u¡ € M,,(52) Nos rcstlittgilemc¡s al ca'so del disco'

Sea ,i r-ut disco en .L) 
2 clue cc-rnticue en su interiot a pi y P;+1 (y no conlicne

otlo elenrcnto ipr,...,p,)) P¿it ¿Ittletriz¿lLetrtos a' D; etl cootdetlad¿rs polales:

D¡-{1 ,0)lO <¡ (IY0<0<2t}

de tal lot rla. (lue: Pi = (:]la,r) y ¡.r;a1 : (3/4,0)

(jon sirlcr.e rr.,s cl r ovinrieuto d;, tk: {21,...,2,,} err 52, clef inido por':

,,(,)0) = 

{

;ü si ;t y' l,)¡

1 ,0 + 4rt(t - r')) si ¿ - (r.,0) e Di

Yll'2<r<l
¡r.ü r'2rt) si .¡ = (¡.Ú']) e D,

Y0<r<11')

Si aualizanros I¿i t,tettz¿r, {¿t( )(p,), , t1,(')(p,,)}, osla rcstLlta' set ei Leptcseu-

tante canótrico de or e 6,,(D'?) (figrrra 2 0)'



Pol lo tan to,

rt' ([¡l;]) = o;

y obteneuros uu lept cseut;i ti l,e dr: ¡r; € M,,(D2), pues:

p, = @' (o¡) = o o ü-1(a,) : o([ar]) = [di(l)]

Ahora, corrsicleretnos el anillo A; C D; tlefinido ];or':

A;: {(r',0)lt12 <r < t y 0 < 0 <Ztr}

lesulta que:

rl;(1)(o):
x sir/A¡
(r,0 - 4rr) s7 a = (r,0) e A;

Definición 2.7 sea c tr¡L c.rffl)a cerrada sintple en una superJrcie, orienlarla '9. '9ea A.

tnt" anillo que contiute a la curt;a c (un ctrcllo en torn,o a c). P aranrctt"izarn os A" en

coot'denad.os polares: ¿" = {(,,0)lll2 <r 11v 0 < 0 < 2r}; iLe tal Jonn'a que,

c = {(J14 0)lO < 0 < 2r} y Lu. ttrianl,uciórt intltLcítla pTr lus coollenatkts coincidu ccttt

la orientació¡r tle S.

Direntos,ltte cl hon rcr.trno lisn o d,' rLclirtido pc'r:

d.(r) ::

es un Lwist de Delt¡¿ ett tott¿rt

st .1 tr /lc

s¡ 1¡ : (t.,0) e A.
f,
\ (,,, 4rr)

a lo, curt:a c,

liigura 2.6: o¡



34

Obselvamos rlue la clase de isotopía cle un twist de Delln es independiente de

la elección del anillo y de su palamet rización. IVI as aún, si dos curv¿ls son isotópicas,

los twist de Dehn asociados son homeomorfisrnos isotópicos ([7] páS. 165-167).

Geomét¡icarnente un twist cle Dehn d", en torno a una curva c, es la apli-

caciól que en el anillo ,4" "le da una vuelta completa a la circulferencia interna del

anillo", y se extiende al resto de la superficie, a través de la identidad (figura 2.7).

l.

Figura 2.7: Twist de Dehn d"

Los getreradores pt).. .., p,,4 de M,,(D2) cortespouclcn a clases de isotopía

et D2 - [pt,...,p*) de los twist de Dehn d, (1), . . . , d", r (t ). Donde d¡(l) es un twist

de Delrn en torro a la culva cr que contiel)e a" pi y pi+1) este twist de Dehn tieue la

palticularidad de que intelcarnbia los puntos pi y p;+1.

De forrna similar se velifica clue los geleradores ut.¡. . . tu,t-r de M"(í'z)
corresponden a clases de isotopíaen,92- {pr,...,p"} de los twist de Dehu dr(i),...
...,d"-r(l). Donde d;(1) es un twist de Dehn ell torno a la culva cr clue co¡tienen a

P; Y p¡+t (d;(1) intercambia los puntos p; y p¡+t).

2.2.3 Presentación del Mapping Class G'roup tlel Bi,toro

lln 1970, Jo¿u Bilmau encontr'ó uua ¡rresentació n tle M(T2). Ilsta ¡rlesen-

tación se obtir:ne considerarrckr ¿'1'z coirlo urr 2-r'ccublinrieuto rarnificado dc la r:slcla.

Lcv¿r,rrl,arrtli.¡ y plr-,ycctiurtlo lro¡nor.¡nro l lisr ¡lr.rs c isoto¡ría.s ¿r.tlccuad ¿¡r ucn lc sc esta.blccc

urr e¡:irrrorfisuro cle M ('1\) orr ,,11,.;(52), obl,er r it:nrlose asi urr;r. ¡tlcserrtación de ,M(7i).



Consideremos a ?2

respecto a los planos yz y xy

JD

inclustado en IR3, de tal folrna que sea siurétrico con

(figuLa 2.8) y la irmolución i definida por:

i : '1'2

(, 
'u., 

r)

T2

(-*, a , -')

s2

[1/(r)]

-)
H

Esta involución colles¡;ortde ¿l un lotación el¡ r er tonlo al i1e y. Adenrá.s,

tiene 6 puntos fijos, p1,...,1ru (lu intersección de 72 con el eje y).

El espacio cuociente Trl < i > es horneomorfo a la esfera y la proyección

---+ J_

* Ir]

es un recubrimieuto ramificado de 52, donde los puntos de ramificacióu son p1,... )p6.

Denotarernos por pr, . . . ,p6 a. la. proyección de dichos puntos.

Decin]os que un liotneonorfisuro 11 de T2 preserua f,bras si conmuta con la

iuvolución i. Si un horneomorfismo H cle T2 preserva fibras, entonces r? se proyecta

a un homeornorfisr.no /¿ de,52, donde:

P:TZ

Í

h:Sz

Ir]

o en forma equivalente ñ(p(e)) :- p(11(u)). Obse¡vamos que tal ñdejafijoal conjunto

{pr,...,iru}. Al homeornor'fismo h lo llauralernos, proyección de I-l .
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Invels¿unente si h e 11+ (52 , {pr, . . . , po } ), eltouces existe uu homeomot'fislno

H d,e T2 que pr-eserva fiblas y que su pl oyecciórl es ñ.. Al holneourorfismo -É1 lo

llamarernos, leu antantienl,o de lt.

A ul horneomor'fisnlo de 72 que preserva fiblas y que su proyección es la

ide¡rtidad en ,92, se le clenor¡iua. trattsforrnación. tle recubrimiento. Las únicas trans-

formaciones de recub¡i¡niento (en este caso) sol la identidad ir17 y la involución

i.

Dado l¿ € H*(S',{pr.,...,p0}), su levantamiento es único salvo transforma-

ciones de recublimiento, por lo tauto, todos los posibles levantamielltos cle ñ son 11

yHoi.

A cor¡tinuación dare¡nos una der¡rostración analítica de Ia presentación de

,iV(72) encontrada por Joan Birman mediaute algumeutos topológicos [7] (pág. t83-

189). Bsta demostración analítica, si bien es posible que se encuentre en la literatura,

surgió al estudiar la clasificación de Thurstorr desde uu punto de vista analítico (Sec-

ciól 1.2). En palticular, utilizarer:rr.¡s el 'Ieolerna de 'Iichrnüller (Teorella 1.3) y la

Proposición 1.1.

La involucióu i es un horneornor'fismo peliódico, Iuego existe una estructura

confornre a tal que i : (72, o) ---+ (T2,o) es uu autornorfismo, de período 2 y con 6

puntos fijos (Proposición 1.1).

Definición 2.8 Decimos que ul¿a ;uperrtcie d.e Riemann (Tn,o) es hiperelíptica si

eúste un o.utomorrtsmo j d.e (Tn,o) d,e periód,o 2, con 29 | 2 puntos fijos.

Si (?r, o) es uua supetficie ltipelelíptica y j es la irrvoluciól cle la clefinición,

decinros que j es wa innolución lriperelíptica.

Dada una superficie hipellí1>tica X con involución hiperelí¡rtica j se tiene

que j conmuta con toclos los autonrorfisrnos tle X y j es el úrtico auLomorfisnlo coll

29*2puntosfijos.

Bn el caso del bitolo se tiene clue toda superficie de Riemann (72.,o) es

liiperelíptica. Nlas aún, si j, es la involución hi¡:elelíptica de (72,,o) y j, es Ia in-

volución hipelelíptica de (Tr,r); entouces j, - j,. Es clecir', totlas las ilvolucioles

hiperelípticas del bitoro son isotópicas entre si. (ltef. [16], [i3j IIl.7)
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Para encontrar una presentació l. d,e ,M1(72) primero demostrarernos que en

cad¿ clase cle isotopía existe ur horreor¡roLfisrlo que ¡rreser.va fibrzrs.

Lema 2.1 Dado un elernento D en M(72), existe un representante Hp, de la clase

D, que preseraa Jibras.

DrnosrRactóN: Sea o estl.uctura colforrne en ?2, elegicla cle rnanera que

i : (|12,o) -- ('l'2,o)

se¿¡ un autornorfisr¡o (l)r'ol.rosicióu 1.1). Conlo i cs de per.íorlo 2, corr 6 purrtos fijr.rs,

se tiene que i es la irrvolución lriperelíptica de (lr, a).

Sea Ilp tttt hotlteo tt tc¡rfist tlo (luc ntitrirtriza la rlilatacióu en l¿r, clase l). ljl
Teolenia de Teichmüller' (Teoreura 1.3) nos asegura que tal .H¿ existe, y mas aún, es

ún ico.

Cc¡usiderellos j :- llpoio lIEl. lruesto que j es topológicantelte conjugacia

a i, i es ¡:eriódica, de período 2 y con 6 pu,tos fijos. por lo ta,to, i es hipe.elíptica
en alguna estructura aualítica de 72, de do¡de, i es isotópica a i; ya que, toclas las

involuciones lripelelípticas de 72 sol isotó¡ricas entre sí. ElLonces i * j : I-l ooio II o1 ,

de donde, io Hpoi - fIo. Cono, i es co¡rforrne I((io Hpoi) - Ii(Ho) y por unicidad

extremal (Teorerna 1.3) io Hpoi= Ho. Con esto, 1y'¡ preserva fibras. o

Corrsiderernos la aplicación O definida por:

17: M(T) -- Mu(52)

url F [h]

donde ff preserva fibras y ñ es su proyección.

Del Lerrra alterior se concluye que el ,,dominio,, de O es Lodo M(72). para

demostrat que esta bien deñnida plobalemos el próxirno Lema y Teorema. pero a.tes
algunas ol¡selvaciones:

Al igual que en la denrostr..ación del Lema, s<:a d ura estluctura co¡rlorme e¡
72 tal que i es u, automorfismo de (72,o) (la Proposició. 1.1 asegura ra existencia).
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La ¡rroyecciórt p : ('f'¿, o) --+ .92 induce ett 52 uu¿r única estructula analíLica r, ta'l

clue la proyecciótl sea. arlalítica. IVI its aún, etl utl¿r vecittcli¡.cl de los 1;ultos tegulares del

recubrinriento, p es confoLme y, en los purrtos tle lamific¿rcióu p tieue cetos cle ortleli

2 (21rr.4).

Decimos que Uj es una vecitldad de recubrimiento si: pf U¡ es un ltomeo-

morfismo con su imagen o, Uj contiene un punto de rarnificación -p; y plU¡ - {tr} ""
un dos recubrimiento de su itttagelt.

En (?2, o) elegimos un sistemas de coo¡denadas {U;, z;i donde Ui es una ve-

cindad de recul¡rimiento. trn (S'?, r) elegimos un sistema de coordenadas {p(U¡),.¡}.
Hacemos estas elecciones de rnanera tal que p escrito en coordenadas sea:

siUñ{pr,..,,pe}=0
e@) = {"

doucle por'¿ibuso de not¿iciótr clinli

si no

¿rnlos los s ul¡írrd ices.

Lerna 2.2 Sea g un hotneontorfi,smo e remal en (52,r) agujereada en \pr.,... ,p.^j.

Sea G su leaanl,amie¡¿lo a (72,o), Entonces G es ertremal en' (72,o).

Dur¡osT necIóN: Si g es extremal etttonces, g es un tlansformación conforme o g es

una aplicación de Teichrnüller (Teorerna 1.3).

Si g es conforme, su levautamierlto G tarnbién Io es, y pot' lo tanto, G es

extrernal.

Si g es ula aplicación cle Teichmüller', erttonces:

d*qaw , l?{lu'I
A-sr\* = * ,u*

donde g - g(w)rlw2 es una difetelcial cuadrática tDeromorfa, de hecho holourorfa en

S' - {pr,,..,po} y, posiblemer.rte, con polos (sinples) en algunos agujeros de 52.

Levarrt¿r.mos (p a urr¿r difelencial cu¿rclrática holour,¡rfa p, delinida por:

e Q) d z2 : : e @ Q)) Qt(p ( z ))'
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elltor) ces:

e\z)uz-:I vG)a"' si uñ{P1' "''Íe} =o
\ 9(22)42'2,122 si ro

Como G es el levantamieuto de g: s@Q)) : p(G(r))

de donde,

sQ) : G(,) si U n {p1, ... 'Pe) 
: A

g(22) - G(r)2 
"i 

,t,

aplicando la regla de la cadena:

0,s o p(z)

üt o p(r)

O.ebQ)).0,p(z)

ü*qlP\z)).üzp\z)

obtenernos:
&Gdz
=-::- - r!
o,b d2

de dolde, G es ul aplicación de 'I'eichmüller y, 1lot lo tanto, extretnal.o

Las isotopías en ,52, relativas a {pr,...,pe}, se levantan a isotopías en ?2.

Si á y 9 son isotópicos, rnódulo {p1,...,p0}, entonces 11 es isotópico a G, o H es

isotópico ¿ ( o i, donde fI es un levautaurieuto de h y G es utt levantatnieuto de g.

Teorema 2.4 (Birl'ran) Sea Il un lt otneont ortisnt o tle T2 que preseruü fibras e iso-

tópico a id7r. Enton.ces, su proyección h es un homeomorf,smo rl,e 52 isotópico a

itl gz, módulo {p,,...,pu}.

DrttostuclóN: Sea g extlernal en la clase cle isotopía de lr, entolces, uno de los

levantamientos de g es isotópico a Il, sea G tal levantamiento, G es extremal (Lerna

anterior), pero la única aplicación extrenal en la clase de fI es la id7r, por lo tanto,

Q:idTrys-idgz.o

l?dz'I-=-;--;
gdz'
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Corolario 2,3 ,5ca {1 la aplimción dethLida pur:

Q: M(Tz) "- M6(52)

ur) i lhl

d,ond,e H es un l'¿orneoTnorJismo de T2 que preserua f,bras y h, es su proyección. En-

tonces:

(i) Q es un epintorfisnto y,

(ii) L'er Q =< I,l >.

DeuostnnclóN: Q esta bien definida, pol el 'Ieorena 2.4 si H - G entonces /¿'g-
Además el Ler¡ra 2.2 nos asegura que el dorninio de O es todo M(Tr). Por otra parte,

es un ho¡nomorfrsmo de grupos, pues, la proyección de Ia composición es igual a la

ployección de las corn¡;osiciones. Es epiyectiva; pues, [/y'] € O-1(U¿]). Por último, si

la proyección de ^i1 es isotópica a id5z entonces, levantando isotopías, I/ es isotópico

a" id,7, o a i. a

Recordemos (subsección 2.2.2) qre Mu(S') tiene la siguiente presentación:

gerreladores: uJt,¡ . . .,1Ds

relaciones:

uJ'Di : LD ju)i si li - il > 2

UiUí+tUí -_ w;+1úiú;+r

ü 1ü211)3U4U g2IJ) 4u3u2w 1 = ),

(tu1 ...tur)G = 1

A partil del Cololario concluimos cpe M(72) es generado por

D\,...,Ds,lil

donde D.; € O-r(u;).

Aden.rás, li)" : I y [z) D;: P,¡¡1.
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Pa'a c¡l¡tener u. co,ju.to completo de relaciones e,tre estos generaclor.es
clei:errros "levart¿tr" l¿¡s ¡ela,cic¡rrcs rlc h46(,g2) a M(.Lr). ptir.cjcrnPl.:

u;u j = ú jui

se levanta a una y sólo una de las siguientes relaciones:

D;D¡

o D;D¡

D¡D,

D jD;li)

Para disc¡iminar cuar ae ras dos reracio¡res es ra coLrecta estudiarernos mas
detalladamente a los geueradores tle M(Tr). Verernos clue poclernos elegir a D1, . . . , D5
de tnanera cluc cor.res¡.rouclan a, clases de isotopía cle twist de Dehn,

Consideremos las culvas e,. . . ,cs eu ?2 conto en Ia ligula 2.g.

donde c1, ca, c5 son la intersección del plano yz con T2 y c2, c4 son Ia i,tersección del
plano ty con 72.

Consideremos el anillo,4", que contiele a
bajo i, es decir í(á",) : Á",. Pa¡arnetrizeqros a,4",

{Q,e)lt12 ( r ( 1 y O < 0 < 2tr}; de talforma c¡ue,

aplicación á se escriba:

la curva cr y que es invariante

el) courdet)¿das ¡:olal.cs: /", :
q - U314,0)10 < 0 < 2trj y ta

if A", : A",

(r, o)

_. 4",

é (312

Iigula 2.9:

Sea 11 tw.ist de Dehn eu toLno a c1:

- r, -0)

)--.\Y\



t,1,¡,-{' s:'}€':-^o'
t (,,ú - 4zrr') si ¡ = (r,0) € /",

de donde út cor.Druta cou i, cs decir', prcserva Iibtas.

Se puede velificar que la ployección cle I¡ perteuece a Ia clase w1 et M6(52).

Identicamenteconstluimosl,wistsdeDehu12,,..,f5eDtot'noalascurvasc2,...rcs
que se lrroyectal a los genelaclol'es ?r2). . . , r-o5 de Mu(S').

Elegirnos D.¡ :- ft;l € O-1(to¡) y teniendo explicitarnente representantes

calculalnos la acción de D¿ en la homología.

La l-hornología H 7(72) es el grupo abeliano generado por la clase de homo-

logía de las curvas a, ó, c, d (ligula 2.10), es decir':

H1(Tr) -ao > x < á> x < c> x < d>= V4

Figura 2.10:

La acción de D; en ll1('l'2) se denota pol D¡. ! es replesentada pol una

mat¡iz 4 x 4 con coeficientes entelos. Calculando, ol¡teuelnos:

Dr* :
t 100
0100
00r 0

0001

Dr* --

1000
-1 1 0 0

0010
0001

1000
0100
0010
0011

1 10 1

0 10 0

0 -1 1 -1
0 00 I

Dt, : Dn*:
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Dt, - til.-

Teorenra 2.5 (Birman) M(72) admíle la siguiente presentación:

generad,ores: D1, D2, D3, Da, Dg

relaciones

D¡D¡ = D,D si li - jl> 2

D;D;¡1D; = D¡¡1D¡D;¡1

(DtD2hD4D?D4D3D|D|)2 - 1

(DtD2D|D4D5)6: I

D;(DtDzDsDqD'!DnD"DrDt¡ - (DrD2D3DAD?D4D3D2Dt)Di

Dctnlos't'tr,rctóN: Seau ,1,'y G glupos defilidos por;

F - < Dr,.. . , Du,lil;lil' : l, Dilil: lil Di >

G : <u)1,,,,11.0s)

y las aplicaciones Q, n'1, a-2 clelinidas por':

§,: F -+ Ci

D; rt w;

[,] -1

100 0

010 0

0 01-1
000 1

-1 0 0 0

0 -1 0 0

0 0 -1 0

0 0 0 -1
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r7: l,' --+ -M('l\)

l) ¡ *+ l);

[,] H [,]

¡,¿: G -+ Mo(5')
lr)i H tl)i

Entonces el siguieute diagrarna corlrtuLa:

,, o
¡ -------+ (-,

or! I nz

JÁg) J-' uu(s')
Sea /l el conjunto de relaciones que definen a" M6(52). Entonces, ker 12 =

N"(R) y se verifica que frer rr = 1f"(O-1(,8) n,Ler zrr). L¿ acció¡r en la homología de

los elenienl,os ae 0-'1R) que perteueceu a ker rl es igual a la identidad. Calculanclo,

se ol¡tiene q,-r" 0-t1-R¡ l) ket- rl es el siguiente coujunto de relaciones:

D;D¡ - P,P si li- jl>2
D;D;+tD¡ : l);+tD;D;+t

D1D2D3D4D?DqDsDzDt [r] - 1

(DlD2DaD4D5)6 = 1

de la te¡cera relación obtenemos que [i] : Dr D2D3D4DZDaDIDzDr, r'eemplazando

esta igualdad en las relaciones arriba descritas y en la defilición de ,l7 obtenemos el

conjunto de relaciones clue defineu a M(Tr). o



Capítulo 3

I{orneomorfismos del Bitoro

Al cousiderar el l¡itoro cor.rto un recubritliento ramificado de la esfela, J,

Birnrau der¡rostr'ó clue el Mapping Class Group del bitor<.¡ está relacionado con el

Nlappirt g Class Grouyt de la eslera con 6 agujelos.

En el Capítulo anterior dimos una demostración aualítica de esta idea. En

este Ca¡:ítulo probarenros <1ue estudiar la clasificación de Thurston eu el bitoro es, en

cielto sentido, "ecluivalenl,e" a estudiarla eu la esfera con seis agujeros (sección 1).

De donde, aualizando los honreonrorfismos periódicos de la esfera con 6 agu-

jelos (sección 2) obteueruos ur¿r cla.sific¿r.ción l,opológica (salvo conjugación topológica)

cle los hc¡urconrt¡r'lls nlos pr:r'iútlict-rs dcl bitc¡r'o (sccr:ióu 3).

3.1 Proyección y levantamiento

En el Capítulo anteliol i;r'obar.nos que las aplicaciones extremales pleser!

vau fibras y, por lo tarrto, se ployectan a hor¡eornorfismos de la esfera con 6 aguje-

los. Aho¡a verernos tlue los houreonolllsuros peliódicos y pseuclo-Anosov (absoluta-

mente extremales) del bitoro taml¡ién se "proyectan" a transformaciones periódicas

y pseucio-Anosov de Ia esfera con 6 agujelos.
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3.1.L Pro'yccción tLe ltont,cor¡¿orfisnr,os

Co ns icl<.:rc¡¡ x¡s Ia il¡volrrción i '.'l\ + 'l\., y la, ¡rr'oyccciórr p :'1\ -- ,52, crrrnc,

cn el C:r¡ríl,ulo ¿r.¡rtclit¡r' (subsocciiirr 2.2.3). Sc.i o ur¡a csl,ructr¡r'¿ au¿rlític¿r tle 7i tal

que, i:(7i,o) --+ (7'2,o) es uua lrausfolrración confonrre (Proposición 1.1).

Teorema 3.1 Sea G : T2 ---+ T2 un homeornorfismo periódico. Entonces eú.ste un

homeomorf"smo G' : T2 -. T2 tul que:

(i) G' es to1tológícamente conjugado a G,

(ii) G' es isotópico a G y,

(iii) G' preseraa fibras corr respecto a p.

Ad,emtís, la progección g' , (S',,Ipr,...,pu)) - (5,, {p,, . . . , p6} ) de G, es

periódica.

DrlrosrR¡.ctóN: Como G es peliódica existe una estructura analítica r tal que

G : (72,r) --+ (72,r) es uua transfolmación conÍolnie (Proposicióu 1.1). Sea 7"
la involución hipelelíptica de (72,r) de modo que, G conmuta con j, (2.2.3). Sea

H : (T2,r) -t (72., o) la aplicación cuasi-confonne extremal en la clase de isotopía de

id7. Errtonces iofl o j, - H y |i",,(ioH o j,) - lL,,(H). Aplica¡doel l'eore¡ra

de unicidad extrernal (l'eorema i.3), obtelemos que i o H o j, - 11. De donde,

G':: H oGolI-1 conmuta con i y Gtes isotópica a G.

Adernás, G'es periódica pues, es üopológicarnente conjugada a G. Así, la
proyección g' de Gtes periódica.tr

Teorema 3,2 Sea G : T2 --+ T2 un homeontortismo pseudo-Anosou. Enton ces eúste

utt, homeomorJísmo C' : 'l'z - Tz tal que:

(i) G' es topológicanrcnte conjugado a G,

(ii) G' es isotópico a G y,

(iii) Gt preserua Jibras con respecto a p.

Adetnás, la proyección g' , (S'., {p,,.. . ,pu}) - (S,, {pr,, . . ,po}) d.e G, es

pseudo-Anosol.



47

Drl'tos.In¡.ctóN: Colltcr Li es pseuclo A¡t¡sov cxiste una esttuctuLa corrforrlle ¡ etl

?2 tal que, G : l1'2',r) -t (72,r) es una aplicaciól cle 'IcichnriLller con difcrenci¿rl

cuaclrática inicial I y clifelertcial cuatir'ática linal p (l'r'oposición l 2)'

Sea j, la involución hiperelíptica de (Tz'r)' Con argurnentos similatcs a la

clemostlación clel Lema 2.1, se velifica cluc G cotlrnula cun j' Al igual t¡ut' t-n la

clernostr.acióI clel 'L'eoreura auletiot, se¿r. .lJ : ('1-2', r) -t (T2, o) la aPlicación cuasi-

confortrre extreural eu la clase cie isotopía de idTr' De donde i o H o j' : IL El

Irorleorrrorfis rrt¡ Gt := I1 o C o ll-1 conrnuta cou la' invttlución i' es decir Ptcselva

fil¡tas. Aclenlás, G' es isotópico y top ológicarnente conjugaclo a G' Prol¡arerlos que

Ia ¡rroyecciól g' de G' es psettdo-Anosov'

DI espacio cuocieute '1;l < j, > es hourcolnollo a 52' Sca p' : T2 -+ 52

la ployección catlórica. Deuo[ateuros por' [, ",@ a los ptultos fijos de j' y por

11,...,(o a la proyección de clichos puntos' Asi, pr es ull recubrirniell'o de la esfera

ramilicado en .¡,...,G.
Defillirnos g, la proyección cle G via pr I poI':

l)t:littinros /i, lir ¡rlc,yr:r:,:iiitI tlt: 1/ vi:r' I)¡,P) l)or:

/r : (S'?, {,/¡,. .. ,'1,,.}) -' ('§', {i',, 'i"'})
p,(rt;) e P(/1(r.))

l¿ está bierr clefilida y es utr )rottleollrot lisuro, pues i o II o j" - 11 '

Conclui¡ros que el siguienle diaglatla collllluta:

G
-- --+

H
-----+

g,(5',{í,," ,qu})

p,(z)

(s',{q,,. ,q6})

p,(G(,))

T2

ln
S2

PJ
s2

T2

P,J
q2

't'2

Ip"
,g)(-- ll

--)
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l)e rlorrtlr:, !J' = lt. o g o lr-1. l)a.t'¿r tlt:trrt.¡sLr¿rt' (luo y/ cs l)scl.tdo Attotruv c¡l ,5'2

corr agtrjclos ?t,. . , .,1,a, l;¿rst¿¡. vt:t ific¿r.l (ltrc y os psctttlo-A ttosov c¡¡ 52 coll a,gujcros

h,. , . ,la, Dc hccho, /¿ cs ult¿t. «rrrjtrgaciórr topológica cutlr: g' y g r¡ra llev¿ los ar.gujclos

{r1r,.,. , r1e } a los ngujeros {?r,,...,pu},

Dt.¡tal¡dt-¡ ¿ l¿r. csf cr'¿r. iugttjclca.rla. I¿r. csl,t ttcl,ut ¿¡ al¿líl,ica irrtlucitla ¡rt-,t' la ployr:c-

ción de (7i, r) deurost ralenu.rs (luc , os ura aplic¿ción de '1'eichnriillcr con (lifereucial

cuadrática inicial igual a la difelencial cuadrática final.

p se cscribe er) l)al¿nnctros n¿rtur'¿rlcs tle la siguientc forrna:

.,.-L'

Vlz,) - I)-)-' ,'," ¿",2

donde z¡ : U; C T2 --+ C. Elegirnos las vecindades U; de tal forma clue estas seau

vecindades de recubrimiento y, si 17¡ € U;, entonces ei(G) :0.
La involución j, cournuta con G, el par de loliaciones transversales inducidas

por p son invariantes bajo G, pr-rr lo tanto, altededor de los puntos fijos de j" hay

una simetría de olden par. Luego, si tU e U;, ni es par ("t > 0). Además se verifica

ql;e j"(z;(r)) - -z¡(x), en vecindades de Ios pultos de ¡'arnilicación (h,. .. ,G.
Deliliimos en ,52 un sistema de cooLdenadas para la estructula analític¿

inducida por z de la siguiente forma:

to; (p"(z)) :

el éstas cooldenarlas p, se escti

si U¡ n ifi, ...,4u) = 0

si no
t "@)| ,?(,)

be:

t , si U n {q,, ...,5e} :0
[22 si no

p"("):

donde por al¡uso de notación elimjnamos los sul¡ínclices.

Deñlimos g, la proyecciól de la dilelencial cuaclrática p, por':

resulta que:

g\u )du- i- g\z )(12'
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, \r 2 1ry."a-, si p"(U) o{t,,...,(rc}=A
glu)(tu_ : f ,_,..,^t2, .

[ §f ltu' si rro

de donde, g es una diferencial cuadr'ática meromorfa en 52, holornorfa en ,92 -
{qr, . . . , qu} , y posibletncnte, cou polos (sirnples) eu algurros agujeros.

El homemorfisno g satisface Ia siguiente ecuación:

sb,Q)) : p,(G(r))

aplicando la regla de la caclela, obteleuros:

}rsd* : ,.lp,t.rl
O*qdu gtlu2

de donde, g es una aplicación de Teichuüllel con diferencial cuad¡ática inicial g.

La diferencial cuadr'ática final de G es p, es decir, la diferencial cuadrática

inicial de G-| es -Q. Repitiendo el mismo procedimiento, se veriñca que g-l es una

aplicación de Teichmüller con diferencial cuad¡ática inicial -9. Por lo tanto, 9 es

pseudo-Anosov. tr

3.L.2 Leaantam,ien,to de ltom,eomorksrn,os

Invelsamente, los h on:eomor'fisnitrs pelióclicos y .¡:seuclo-Anosov de Ia esfera

cou 6 agujelos se lev¿ntan a, hor¡eornor'fisuros ltelióclicos y pseudo-Anosov del bitc¡ro.

Proposición 3.1 Sea J tnt h,orneomorfisnto en H* (S' , {p.t,. . . , l.¡e }) y, sea F ut le-

uanlanttento tle J ,

(i) Si .f es un honreornor {isnro periótlico da 52 - {p¡,. . . ,pe) , enlonces F es

urt lmmeontorfistrzo periótlico tle T,2.

(ii) Si f es un lronreo¡not Jismo pseudo-Anosou de S'- {pr,. . . , po}, enlot¿ces

F es u¡t h,omeomorfisrno pseud,o-Attosou de 72.

De¡¿os'rn.nctól: (i) Si Í'" : itlSz, entouces, f" es una transforrnacióu de recul¡ri-

¡riento. Por lo tanto, F" : idtz o F'" : i; en el segundo cuso F2" = idTr.
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(ii) Sean F" y 7" las foliaciones r.rreclibles transvers¿les asociadas al pseuclo-

Anosov /. Más plecisamente:

F" : {F",{V¡,ó,\} f" = {F",|W,,rb;}}

cloude elegimos las vecintlaclcs V; y W; cle l,¿r.l folrna (lue cstas se¿tn vecindades de

recubrimicnt<¡. Además, existe ) > l, l,al rlue:

!V") = tl^f" .l(lc"): 
^r'"

Dcf irr ir¡ros:

7':= p-r1/'¡ 7n:- p-t17r";

Se velifica qr" F" y É sou foliacioues tra¡¡svetsales de Tl2, donde sus puti-

tos singulares tienen al r¡enos 3 separatrices, Pues, dado r € T2 distinguimos los

siguientes casos:

- Si o es un punto regular del recubrimiento p, entonces en una vecindad

de c, F'y P son, , rnódulo homeomorfismo, del misnro tipo que -l¡'y F" el [o].

- Si ¿ es un punto de ramificación del recul¡rimiento p, ertonces, [o] es un

agujero de 52; y por lo tanto las foliaciones F" y F" tienen al nlenos una separatriz en

dicho punto. Como los puntos cle ramificación de p son de rnultiplicidad 2, el número

de separatrices de ¿ es el doble clue el númelo cle separatrices en [z]. De donde, r es

un punto regular de T" y Í o r es un punto singular de -F, y F con al menos 4

separatrices.

Ahola levautaremos el sistenra de coordenaclas de F'a un sistema de coor-

denadas de F":

Considerenos en 72 el cubrimiento pol vecinclades {U,*} donde p-'(14) :
[);, L) IJ;,. Definirnos las coo¡denadas 6;o , U;o -+ lRz por,

ó;u":$¡oP

Severificaque-f :: {F",{urr,ó.,,}} es una foliación uredible. Delamisrna

forr¡a levautatnos las coorclenadas de.F" y, obtenernos una foliación medible P.
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Dada una hoja A de 7' la subdividimos en segmentos /r,1, . . . , á, de rnanera

tal rlue pzila. ca<Ia i, lL; y 17(14) cstón cor¡tenitlos (cadil uno) cn ¿rlgun¿r vecindatl de

recul¡rimiento. Proyectando y posteriormente levantando los segmentos y el horneor-

fismo F, se demuestra que la foliación es invariante bajo F.

De la misura forrna si o es una curva en ?2 la subdividimos en segmentos

ett,..,¡(tn¡ de {orrna tal que cada segmento y su preimagen bajo F estén contenidos

en vecindades de recubrimiento. Entonces:

¡-. tlF"-l f"-
Ja, /p(",)

de dor:de:

3.1.3 Clasifi,cctción tle Tlt'ut'stort, M(T» y Ma(Sz)

Dl Teorelna de Clasificación de hol¡reonrorfismos dice que dacla una clase en

eI lul aytytitt. g Class Cro'u1t cle una superficie, existe urr honeouror'fisr¡ro en dicha clase

que es peliódico, o pseudo-Anosov, o leducible no perióclico. Flernos demostrado

que los horneornolfismos periódicos y pseuclo-Anosov del bitolo se ployectau, salvo

isotopía, a honreonrorfis nros ¡relióclicos y ¡:seudo-Auosov de la esfera con 6 agujeros;

e invérsa¡nettie la Plo¡;osición a.ute¡iot' rlos ¿rsegur-a que clichas translbn¡aciones sc

levantal adecuadameute. Concluimos que estucliar la clasificación de Thurston en

.M(Tr) es "equivalelte" a estudialla et M6(52).

1",r" = l^-rn" : ^ l,-,,r*,,,t" 
: 

^ lo-,r,,." =: l",F(7") ,

* : I lr-,,,,,7" -- ^ l. 
F(T)lr

) J7-,1p1",¡1

l"r":1,1.,,-r,,

^ J.F(F)
por 1o tall,o, -F es pseudo-Anosov. tr



Recoldemos (subsección

o:

donde I{ preserva fibras y I es su

2.2.3) que la aplicación:

M(Tz) -" Ma(9')

lH) ,- Lh)

proyeccióu, es un epimorfismo de grupos.

Teorer-na 3.3 5e¿¿ D e M(12) y lV e M6(5'z) tales que D e A-l(W). D¡úonces:

(i) D conticne un ltonLeotttor'lisrno periódico si y sólo si lV contienc tm lt,o-

trtctnr t<»'Jisnto pcriódico.

(ii) D cortlien.e un lLotteomot lisr tto pseutlo-An.ost.t'u si y sólo si W cottliene

un lrctneontorftsrto pseurLo- An.osr.t'u.

(iii) D conliene u¡t. lrontcontorliano rctlucible no periótlico si y sólo si W

cottlictt,c wt It orrr,corttorJisttn nt|u,cibLc n.o ptriiiico,

Dutr,tost'ttrrr;tóN: (i) sc ol.¡ticn«: a parlil del 'l'cole¡na 3.1 y Ploposicióu 3.1 (paLtc

(i)). (ii) se obticrle a ¡raltil tlcl .Iet¡r'cura 3.2 y la [)r'o1;osicióu 3.1 (paLte (ii)). (iii) sc

ol¡tier¡e a ¡;altir de (i), (ii) y el 'Ie<.¡rerna rle clasificaciól (Teolenra I.I).tr

3,2 }fomeomorfismos periódicos de la Esfera

Hemos visto que los lromeomor'fisrnos ¡:eriódicos del bitoro estan estrecha-

rnente relacionados con lc¡s homeomorfisrnos perióclicos de la esfera. i(erékjárl,ó (1919)

y Eilenberg [10] (1934) caracterizarol los horneor¡rorfismos perióclicos de la esfera, en

particular, dernostraron que dichas transformaciorres son topológicamente conjugadas

a una rotación. En esta sección estudialemos este resultaclo y las irnplicaciones que

tiene en el estudio de Ios homeomorlisnos periódicos de Ia esfera agujereada. Por

su relaciórr con los ios homeonorl'isrnos del bitoro, será de nuest¡o palticular interés

aualiz¿r' detalladar¡ente los homeomorfisrnos periódicos de la esfera con 6 agujelos.

3.2.t Rotaciones y per'nlutaciones

Considerernos a ,52 iucrustacla eu lR3 donde:

§2 : {@.,y,2)lr, ¡ y2 ¡ z, = 1¡
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Detrota¡et¡os pol' r'á a una rotación en un angulo 210, ert lorno al eje z.

trn 1919, M. B. von I(erékjártó deurosttó que los homeomorfistnos perióclicos

de la esfera son conjugados a rotacioues. La demostraciór.r original de Kerékjártó

coltenía algunos errores posteliormelte corregirlos por S. llilenberg (1934) U0]. A

cortinuación danros una demostración distinta a la de Kerékjártó y Eilenberg.

Lerna 3.1 (Kerékjártó y Eilenberg) Tod.o homeomorfi.smo Tteriódico J : 52 -- 52

es topológicamente conjugado a una rotación. rs.

DeuosrRnctór.l: Si / es periódica, entonces existe una estluctura confor¡ne 7 er

,S2 tal que ! : (9'z,r) ---+ (S'2,r) es una aplicación conforme. La única supelficie de

Riemann horneomorfa a la esfela es la esfera de Riemann e, lu"go, r(S'?) - e. De

donde, r o / o r-l es un autor.noLfismo de e , es decir, una transformación de Moebius.

Las transforrnaciones de Moebius de olden finito son conjugadas (via algún homeo-

r:ror'fisrno lt) a s¡(z) i-- e2"i0 z, rlonrle 0 cs r'¿¡cional. Sca ll Ia ployeccióu estercográfica,

concluimos que:

Ii-1 oáo ro f or-1 oá-1 oII= ra

tr

Obselvamos que el colcepto de "rotación" en 52 no es un concepto pu-

ramente topológico, necesitamos de sisternas de coordenadas para poder definirlo.

Kerékjártó probó que los ho¡¡eornor'fismos peliódicos son el concepto topológico equi-

valente a 1as rotaciones (en álgulo raciolal).

Cc¡nsideremos a Ia eslela 52 agujeleada en {p1,. .. ,p,}. Estudiar los homeo-

morfismos de la eslela agujeleatla es equivalente a estuclial los horleomor'fisrnos de la

esfera que fijan al conjunto {p,,...,p,.} (rcstringiendo o extendiendo homeomorfis-

mos). Al conjunto de horneomorfisrnos de,92, que pl'eservan orientación, y que dejan

fijo al conjunto {pr,...,p"} lo denotamos por11+(52.,{pr,...,p"}).

Decirnos que dos horueomor'fisrnos "f, g € H*(S',{pt,...,p,,}) son topoló-

gicatnente conjugaclos si existe un horneoutoLfisnlo /¿ e H*(S',\pr,...,p,)) tal que

J =. t¿agolL '.
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Un homeomorfismo / € 11+(S', {pr.,. . . , p"}) incluce una permutación de n

simbolos zr¡ definida por:

r¡(j) :: k si f (p¡) - p¡

Corolario 3.L Sea Í e 11+ (52, {pr,...,p^}) utt, homeotnorfi.smo periódico, distinto

d,e la id,et¿tid,ad, y r! su pertnutación asociad.a, Entonces:

(i) r¡ d.eja a lo más 2 símbolos lijos,

(ii) r¡ es prod,ucto de cíclos del misrno largo,

(iii) el ord,en de r¡ diuirle an -2,,n- L on y,

(fu) el períorlo d,e f es igual al orden d,e r ¡ .

D ru os't'tt¡rctó n: (i) Si / crs ¡reliódica (l idgz), cntouces / cs topológicatneutc cotr-

jugacla (el 5'2) a ula Iotaciórr. Dc doude, / tienc exacl,arncttle 2 puttlos fijos y a l<-r

I¡r¿is ¿r,nlbr,¡s ¡-rutrl,os ¡rctl,r:ncr;ctr ir, {¡r¡, ,,,,l,,r},

(ii) Si zri ur.r cs lrlotlrrcto tlc ciclos tlol rnisrrrt.r lillgo, ctrl,or.rccs urtau ¡rott:trciir,

de / deja fijos 3 o nrás 1luntos, pelo uo deja fijo punto a 1:unto todo el conjunl,o

h¡t,.,.,p*\r lo tluo cs uu¿r. cr-,¡r 1, r'¿rtlicciórr ¡rucs t.ttta ¡rolt:ttci:t tle l ttc-'ja 2 ¡rurrtos fijos

o deja fijo cada puuto de ,92.

(iii) y (iv) se obtieneu a partir de (ii).n

Observauos que estos ¡esultados coustituyen una extensiou a la esfera de

Ios argumentos utilizados por Benaldete, Gutier¡ez y Nitecki ([5] secciones 7,8) err

e1 caso del disco. Además, el corolario auterior también se puede ot¡teuer a partit'

de resultados de Gillette y Van Buskilk [17] que calacteLizan los eletneutos de orden

finito de M"(S').

3.2.2 Hont eonr,orfisntos perióclicos (le la esÍera coll seis agujer-os

Hemos visto que todo homeor¡orfisr¡o peliódico clel bitolo es conjugado a

urro qüe se proyecta ¿r ul hc¡meomor'fismo peliódico cle la esfela con seis agujeros. Dn

lo que sigue dalenos una clasificación de los horleonrorfisrlos peliódicos de 52 con 6

agujeros, y en la próxinra sección levant¿ueuros dicha clasificación a'12.
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])ado un horneor¡;

iclerrtidacl, hay 3 ¡:osibiliclatot 

fi snto Ie ?1+(s''{tt',"',pa)) pe|iódico, clistiuto cle la

(i) zr¡ deja 2 símbolos fijos o,
(ii) z.¡ deja I súnbolo fijo o,

(iii) 2.7 no deja súnbolos fijos.
En las siguientes tres proposiciones analizaremos cad¿ u,o,e estos casos.Pero antes, observemos que.el tipo de permutación (i), (ii) o (iii) asociacla a unhomeomorfismo periótlico es invariante lr.;o conjugación, ya que la aplicación:

[7 : H+(52,{pr,...,pe}) --, xo

InoÍ
es un epimorfismo de grupos (en E6 consideramos la r
de derecha u irqri"rdui. 

r '- \v'¡ so uu,¡ruer¿rllos ta composición de permufaciones

Proposición J.2 Sea Í e 1l+(Sr, {pt,...,p6}) yy¿ ¡1¡,r¡ fija 2 símr¡olos. conrideromo, a s2 incrustad,o 
"n ol,o^o'nt,,ro 

periódico tal que

52 - {(x,y,z) e R3f # + a2 + z2 _ l}

l:!"r0,';,-=,,t:''' 
1)' 1t2 - (0'-1'0)' p3 = (1'0' 0), pn =(0, r,0), Írs - (-r,0,0), v

a) si zr¡ es u¡t cicro de rargo 4, entottces I es topor¿gicamente conjugada a la rotacii¡¿rt/¿, en rf2 en tonto al eje z.
b) Si r¡ es prod,ucto d,e 2 cir
a la rotaciór. r.1/2, erl, 

"r, 
,"::;,"0:';:o"2' 

entonces f es topolósicante'te conjusad.a

Figura 8.1 :
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DeuosrRlctóN: a) Si r¡ - (l i2 h ¿4), sea r € X6 definida por r(a¿) :: fr * 1,

entonces 'r o r.f o r-1 = (2 3 4 5). Consideretnos /r1 e '11+(52,{p1,...,p6}) tal que

lrht = T, entonces Ttr"¡"n;t - (2 3 4 5).

La aplicación h7o ! o h¡t e 11+ (52 ,, {p, , . . . , pu } ) es periódica y, por lo

tanto, es topológicamente conjugada eu 52 a uua rotación r, en torno al eje z; sea

h, e 71+ (S') tal coljugación.

No necesariarniente ñ2 es ula conjugación en ?l+(§2,{pr.,...,P0}), en lo

que sigue demostraremos que podelnos "corregir" tal conjugación de forma tal de

construir una en 7l+(52, {p1,...,p0}).
La coujugación h2 lleva,los puntos fijos de ñ1 o I o hrt en los puntos fijos

de r, a decir, hr({pr,pu}) : {pr,pe}. Aderná.s, {pr,...,pt} es una ór'bita de período

4 de h1 o f o hr' y, pol lo tanto, lrr({pr, .. . , ps } ) es una órbita de período 4 de la

¡otación r, de donde r es una rotacióu et -r f2 o en r f2. Sin pérdida de generalidad,

podemos suponer que es ura rotación en zr/2 (conjugando por una rotación en 7r ell

torno al eje r).
Notarer¡ros pol z'1la a dicha lotación y, construirelnos url homeornorfismo

ñ.3 que conrnut a con r'r/4 y que lleva lrr({pr, .. . , ps } ) a {p2,...,ps}. Así queclará

demostrado que á3 o h2o h1 es una conjugación topológica en 77+(52.,{pr,...,p.}),

entre f y r1¡a.

Usaremos en ,S2 coorclenadas complejas, via proyección estereográfica. Así,

por ejenrplo: pl = co , ?z: -1, ps: -i, W: 1¡ ps: i, pe:0.
La rotación ?'17a se esclibe en co<¡rdeladas 11¡a(z) - eí"/', y,

lrr({pr,...,pu}) = {apz,...,ars}

pala cierto cy € C - {0}. Bntouces clefininios a la conjugación lr3 pol h4(z):- zf a.

b) Deniostraler¡ros est¿r ptr.rte cle la ploposición siguienclo las urisuras ideas

de la dernostlación cle a).

Si zry : 6 i2)(h ia), entonces existe ñ1 e ]1+(52, {1r,...,1u}) tul qu"

rt,.p¡or,;t - (2 4X3 5).

Sea áz € T1+ (52) tal que ?' :: 14ofuo johlt oirfl es una roLación en torr¡o
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al eje z. Dntonces, hz({pr,pn}) es un¿ órLrita cle períoclo 2 cle r, y ¡ror lo tanto r es

una rotación erl r en toLuo al eje z; clenotamos pot rr/2 a dicha rot¿ción.

Al igual que en la dernostlaciól de a) usarenros coordenadas cornplejas y

tenemos la siguiente situación:

1,,({P,,Pu}): {Pr,26J

hz(|t¡r,pnj) : {ap2,c"pa} e € A- {0}
lr,({p,,p,\) = \Bp3,ltps) p€a-{0}

Ahora rlefirriruos /r3(z) :- z/a, A3 conrrruta cor ,'rl2 y tcnertros:

It4o lt2({p¡,p2,pr,tro}) = {p¡,p2,l,ta,p,;}

h.soh2({y,p5\) = {y¡e,^tps} ?e A-{0}

Disl,irguirrros dus ci,¡ius: hl I I u hl- I

Caso l: Si hl I I (figuLa 3.2).

Sea ó el ángulo eutre .lps ! ps¡ sin pérdida de geleralidad, -T 12 < 6 < r12.

Consideremos coordcnadas polares er e. Definimos /ra € 2l+(,92) por:

It.a(r,0) :: (r,0 + A1(r))

donde A1 es una función continua tal que:

Io 't ¡,-lrll>,ar(r,: (
[ á sir-l7l

Figura 3.2:
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y € es un real positivo tal que l1 - lrll > e (figura 3.3).

Se verifica que áa es un ho:neomorfislno que connuta co:n rt12 y:

lt. a o h3 o hz(\p r, pz, p s, paj)

h.a o lt3 o Ar({p., pu})

Aho¡a definimos iz5 € ?l+ (52) p6¡;

{Pt,Pz,l¡q,Pe}

{lzlp.,lrlp'}

h5(r,0) :: (r + Ar(0),0)

donde A2 es una funcióu coutiuua, zr periódica l,al que (figura 3.4):

( o si o<d <rf4o}rf4<o<r
L2@)-( -

I lrl- I si 0: rl2

I¡igula 3.4: 42

Se verifica c¡ue /25 es uu hot¡eoutorfisr:ro que conrnut a col i''r/2, además Á5 o

haoh3oh2ohl qH*(S',Lpr,...,pu)) es una coljugación topológica e¡^l,¡e f y r1¡2.

Iigura 3.3: A1

Caso 2: Si hl - 1 (figura 3.5).

&
t$l'r
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Sea á el angulo entre 1ps y ps, sin pérdida de generalidad, -rfZ < 6 < t.
Definirnos ho e '11+ (52) por:

ha(r,0) :: (r,0 + A3(d))

donde 43 es uua fuución diferenciable, zr periódica, A5(á) > -1, tal que (figura 3.6):

I o ri o -- o o o : r
A3(r) : (' [ó si 0 = a?'g'l

q

i

i¡igura 3.6: A3

Se velifica tlue tal A3 cxiste, que [4 es utt hc¡tnco¡rtorfisnlo y, que lla cr.¡ttlltut¿

con 11 /2. Mas aún, haoh,3oh,2o h1 € 11+ (52,{pr, . . ., pu}) es una conjugación topológica

ertte t y r1¡2.a

Las próximas proposiciones caracLerizan los hon¡eomorfismos periódicos de

52 con 6 agujeros cuya perrnutaciórr asociada deja 1 o 0 sírnbolos fijos. Las deuros-

traciones de estas pt'oposicioues estan basadas en el mismo tipo de argumentos clue

la anterior.
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Proposición 3.3 S¿¿ Í e 11+(52., {2,,...,pu}) un homeomorfismo periód.ico tal que

r¡ f,ja utt símbolo. Consid,etamos a 52 incrustad,o en lR3:

§2 * {(x,y,z) e R3f 12 +y, + z, - l}

d,orttle: p1 - (0,0, l), y¡t : (cos2tr(j - l)f 5,sen2r(j - 1)/5,0) si j -2,3,4,,5,6.
1.

Entottces f es topológicamente conjugada a u.na rotación. ?.t/s, en 2trkf 5 en ton¿o al

eje z, para algútt. k:1,2,3,4.

Proposición 3.4 Sea ¡ € H+(52,, {pr,...,p0}) un h.omeomorf.smo peri.ód,ico tal que

T Í no rtja síml¡olos. Consid.erarnos a 52 incrusta¡lo en lR3 :

§2 : \(x,y, z) e. R3 fÍ2 + y2 + z2 : Lj

tlond.e: p¡ : (cos2r j f 6,senj2r j 16.,0) si j - 1,2,3,4,5,6

Figula 3.8:

a) Si, r¡ es u¡¿ ciclo de largo 6, entorrces f es topoló gicamett te conjugad,a a Ia rotació¡t

11/6, en rf3 en tonto al eje z.

lt) Si r¡ es prod,ucto de 2 ciclos d.e largo 3, enton ces f es topológicamente conjugad,a

a la rotación \h, en 2tr f 3 en torno al eje z.

/ ,... \..p;' \ 'rl

t,L

Irigula 3.7:
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c) Si tr ¡ es pror).ucLo tlr: i) ciclos de largo 2 ' ctttortces f es topttló gico'nrcrúe cr'tnjtr'gada

a lu rotación r1l2) en r en. tornr¡ ttl eja z

A pattit cle las plo1>osiciortcs antelioles podetnos clasificar'' rnódulo r:onju-

gación iopológica, los horlreotlror'fislnos periricLcos de la esfela con seis agujeros Con

esle objetivo clefinimos los siguierttes hor¡eomorfis tllo s r¡' 11 ! T2l

Consiclelernos a 52 irtcrustad¿r eu lR3 dorlde:

5'?= {(2, y, z)f :r2 *y2 + 22 -_ l}

con agujeros {Pr,'..,Pui.
Sea 16 uu hotleonotfisttlo de S2 tal que

ro(Pr) = (cos2t j f 6,sen2r j I 6,0)

si j : 1,2,3,4,5,6.

Se:l r¡ utt Itotl tci.r tttol'lis ttlt' tlc S2 lal tlttt::

rl?t) = (0,U, I),', (r';) = (ct's'2r(j - I'115,'tctilr(j - l)/5'0)

si j : 2,3,4,5,6.

Sca, 12 r-ttt Ilollttx-rtliotlisltlt'¡ tlc 52 tal qrrc':

m(pt) = (0,0, l),rr(22) : (0, -1,0),rr(p3) : (1,0,0),

r2(?4) - (0, I,0),rr(2r) : (-1,0,0),v rr(p6) : (0,0,-l)'

Corolario 3.2 Seu f e 11+(i'z'{pt," ,pu}) un' It'omcotttorJisrnc'' perió d'ico ' E¡ttot¿ces

J es topológicatncnte cotlttgatlo a uno y sólo t'no de los 70 siguienLes:

(i) id,5,

(il) r;1 o rl,no,2, dotxle l; : I,2

(iii) rr1 orl,,,o rv, do¡trl.a l¡ = 1,2,3,4

(iu) rot o'f'o tr.'lo¡t'l' A = l 2"J

don.tle rs es tut,a rolu'ción en 2t¡0 en Lortt'o al cje z'
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3.3 Elomeomorfismos periódicos de 7¿

lJrr osta, socciórr lr:v¡r.rrl,;rrcrnos los lrorrrtx-,ruolfisrrxrs ¡>cliótlicos <le la esfet ¿r. con

sois iLgujclr-,s y olrl,crrtIr'r:rnos rrra, clrr.silicaciórr t[c los lrt¡t¡lcontt¡r'list¡los ¡lcriótlict-,s tlcl

l,¡ ito lo.

Lenra 3.2 Seun [,g e '11'r(52,{pt,...,pu)) y F,G € 11+('1'2) leuan Lanr.ien Los de [,,g
respectiuarnett,te.

Si f es topológicatnen te conjugado a g, entortces F es topológicam.enle conju-

gad,o a G o, F es topológicamet¿te conjugado a G o i,

DtrvtosrR¡.c¡óN: Sea l¿ € T1+ (S' , {pr, . . . , pu} ) tal clue h-r o f ohog-r:idSz. Sea

H e 11+ (Tr) un levauta¡niento de /z; entonces,l'[-1oFol-loG-1 es una transformación

de recubri¡¡rieuto. De donde II-1 oFoH -G o H-1 oFoH -Goi. n

Concluimos <1ue todo homeornorfismo periódico del bitolo es topológica-

mente conjugado al levantamierto de una "rotación" de la esfera. Aplicando el Teo-

rema 3.1, el Corolario 3.2 y el Lema 3.2 obtenemos el siguiente Corolario:

Corolario 3.3 Sea F € H+ (Tr) urt. h,omeomorf.smo periódico del bitoro. Entonces F

es topológicamente conjugad,o a alguno de los siguientes 20 horneont orJisrnos:

(i) i(172, i
(ii) Rf /4, Rllo o i donde k = 1,2

(iii) Rfts, Rlluo i donrle k: 1,2,3,4

(iu) R!¡u, Rl¡uo i doniLe k -- !,2,3

dond,e R1¡a es un leuanta¡niento de r2t o r'1¡a o 12, R1¡s es un leuantatniento d,e rr1 o

rl/s o 11, R1¡6 es un leaa¡¿tamiento de ro'r o r'1¡6 o rs, i es la inaolución de 7|:2.

Observarnos clue entre estos leplesentantes puede existir algunos que sean

topológicamente conjugados entre sí. Ya que, si dos homeomorfismos de 72 que pre-

servan fibras son tol: ológicarlente conjugados, sus proyecciones no necesariamente son

conjugadas en la esfe¡a con agujeros. A continuación encontraLemos explícitarnente

los representantes del corolalio anterior y verelros que existen dos pares de dichos
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honteotnorfismos que sorr topológicamente colljugados en 72. Colcluimos que exister

exactamente 18 clases de corrjugación de homeomorfisrnos periódicos del bitoro.

En lo que sigue presentaremos explícitamerte a rt1la, R1¡5 y R1¡6. La de-

mostración de clue los homeomorfismos buscados son los que presentaremos a conti-

nuación, es por inspección.

Considerernos a 7: incrustado en lR3 cor¡o eti la figura 3,9, doude los puntos

tpr, . . . , p[] son la iutersecciórr de 72 cou el eje y.

3.3.1 Homcom,orf,snlo R116

Collsidet'arnos las curvas ar0,',,b,,1)'rc,,c'rtl,d'rere',f ,[' col]ro en la figura 3.10.

Cortamos a ?2 por esta familia de culvas y obieneuros 4

I-11, ÍI2,Ih, He. Es decir, consiclerauros al bitol.o corno la unión (con

nes) de estos hexágolos (figura 3.11).

Resulta que la aplicación ,R176 lleva liexágonos en hexágonos;

la imagen de un vértice es un vértice y la irnagen de un lado es un lado.

respeta las identificaciones entre los Iaclos de los hexágonos:

"hexágonos"

identificacio-

de forma que

Además.8176

1c4, f;

Irigula 3.9:

I -o,'

Figula 3. I 0:

"?,
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!-igura 3.11: La olientación iuducida ¡:or 72 en f1¡ es

representada por círculos orientados

(i) En I11: .8176 es una rotación de H1 en 2tr f 6.

(ii) Dn ^/1r: 1?¡76 es la luución clue |leva a ll2 en Íla tle folr:ra clue la inrageu

de a es a', compuesta con una rotación de Ha en -2t f6,

(iii) Dri r?3: -1?176 es una rotación d,e H3 en 2r f 6.

(iv) En 11a: 8176 es la composición de la función que lleva a H a en H2 de

fornra que la imagen de o' es a, con ura rotación d,e H2 en -2r f 6.

Observarnos que el signo de1 ángulo de las rotaciones es con respecto a la

orientación eu f1;.

Este homeor¡rorfisrno tiele 2 puntos fijos, una órbita de período 2 y, todo el

resto de las órbitas son cle período 6.

Bn tomo a catla punto fijo p de una transforr¡'¡ación pelióclica B hay uu disco

inva¡iante. La ¡estricción cle B a dicho disco es una rotación eu un ángulo 2r0, donde

0 < d < 1 y d es racional. Decir¡os que el número d,e rotaciónde /? en torno a p es d.

El conjunto de números de lotación en tono a los puntos fijos de un homeomorfismo

periódico es invariante bajo conjugación. Pol ejemplo, el núrnero de rotación de -l?r76

en torno a cada punto fijo es t/6.

Para un horneomorfismo periódico: el per'íoclo, el núrnero cle puntos fijos, el

núrnero de órl¡itas de cacla 1;er'íoclo y, los númelos de r.otación; son invariantes bajo

64
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conjugaciones topológicas. Ocuparemos estos invariantes para deterninar cuando

dos representantes de las aplicaciones periódicas cle 72 pertenecen a distintas clases

de conjugación.

Para encontrar Bfru donde k:2,3 y Rlrco i donde k - 1,2,3 basta con

saber como actúa i en los hexágonos:

(i) En f/1: i lleva 111 a Í13 de fonna que la imagen de a es a'.

(ii) Dn l1r: i lleva lI2 a llq de folma que la irnagen de a es a'.

(iii) En f13: i lleva i/3 a 11r de forrna que la irnagen cl.e a' es a.

(iv) En /Ja: i lleva Ha a H2 de folma que la imagen de ¿' es r¿.

3.3.2 Homeo'morfi,snlo R115

Consideremos las curvas rra'rbrbt.,crCrrl,t)'rere' como en la figula 3.12.

Figura 3.12:

Cc¡rta¡lc¡s a, 72 pol esta fanrilia tle cuLv¿r,s y obterrernos 2 " ¡rentii,go rros" Ii1, P2

y uu "tlcciiguur.r" l). lJs tlccir',,:r.,trsitlclrr.nrt.rs ¿ul Lil,olt¡ ctr¡r¡o l¿r urriórr (corr itlcrrl,iflc¿-

ciorres) cle Pt,Pz y D (figura 3.13).

Resulta que ia aplicación ,8175 es eli cada uuo de estos n-ágonos una rotación.

(i) Bn P1: .R175 es una rotación de P1 en 2r f 5.

(ii) En Pr: 1i1l5 es una rotación de P2 en2rf5.

(iii) trn D: .Brls es urra rotación de D en 4r f 5.

Este homeourorfistno tiene 3 ¡runtos fijos y, todo el resto de las ó¡bitas son

de período 5.

Los »úmeros de rotación eu tolno a los puntos fijos son ll5,l l5,2lb.

L
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Figula 3.13: La olicutación i¡r<lucid¿r ¡ror.'I2 en Pi y D es

tc¡rrcsr.:rrl,:rtlil ¡rol círculos <¡l icr¡1,¿rtlt¡s

Pa,La, eucoul,r'ar' /?f7, tloudc k - 2,J,4 y lll¡uo i doutle k - 1,2,3,5

cort sal¡cr c<.¡lno actú¿l i en los n-ágouos:

(i) ll,n P1: i lleva P1 a P2 de lolura rlue la imtr,gen de ¿ es ¿'.

(ii) I1n Pr: i lleva P2 a P1 de folrna c¡ue la irnagen de ¿' es c.

(iii) trn D: i es una lotación eu D e¡ un ángulo zr.

3.3.3 Honr,eont.orfisnlo R1¡a

Considerel¡os las curvas trr',b,b',crc'rd,d'como en la figura 3.14.

Figura 3.14:

Cortarnos aT2pot esta familia de curvas y obtenemos 2 "ocfógonos" 01,O2.

Es decir, considerar.nos al l¡itoro con¡o la unión (con identificaciones) de 01, 02 (figtra
3.15).

Resulta que la aplicacióL\ R1¡4 es eD cada uno de estos octógonos un¿r rota-

ción.

(i) Bn 01: -1i17a es una rotación rle 01 en 2tr f 8.

(ii) En Or: 8175 es urla rotación de P2 en 2r3f 8.
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d

Figura 3.15: La orientación inducida

representada pol círculos orientados

por 72 en Oi es

Dste homeor¡orfismo tiene pelíodo 8,2 puntos fijos, I órbita de período 4 y

todo el resto de las órbit¿s sol de período 8.

Los números de lotación en torno a los puntos fijos son: llB y 3lB.

Pala errcontrar Rllu para k -2y flfTn o i para k:1,2 basta con sal¡er

como actúa i en los octógonos:

(i) En 01: i es una ¡otació¡ en O1 en un ángulo zr.

(ii) En Or: i es una rotación en 02 eD ul ángulo n.

3.3.4 Clo.sifico.ción

Con el objeto cle cletelmiual si existen lepreseutanl,es que son coujrgados

entre sí, calcul¿uros los invat iautes topológicos cle los 20 hou.¡eornorfisnros en conside-

ración (Tabla 2.1).

Se verifica que.RfTu y Rlle o i tiene los mislnos invarialtes topológicos y

resulta que Rl¡uy lll¡uoi son topológicamelte conjugaclas a través de un honreon.ror-

fisrno j que es la rotación en tolno al eje z en un ángulo a'.

Bl otro p:rr tle homeornor'fismos que tieneu los misutos invaria,lltes son.lif7n

y l7lluo i. También sc veliflca que estos son topológicaurente conjugados, clonde la

conjugaciórr es el lrt¡lleomorfismo j.
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I I o,.,,-tlo.fi t,,,., p er'ío clo f PLurtos Fijo f Rot."ión

itln'
-L)

I

L
'2 ti I )

Rrla 6 2 1 6, tl6
Rlt, 3 4 1§ t¡2,213,213

It7rc 2 2 tl2,1l2
ll.1¡6 o i 6

,) 5l(i,51$
ll), ¡o o i (i 0

ll'\, 1,, 
o i 2 2 TlaÍlt

ll, /" ,tl :i | 15, | 15,2lt)
Itl ts Ir :l z¡r,3¡s, t¡n
' 
,|\

" r /t lr 3 31s., 315, t l5

w. 5 3 415., 415,315

lll ¡5 o i 10 I 3/10

It!,, o i 10 I 1/10

ttl,. o ; t0 I 9/ lt)

Itl,, o i t0 I 7 lt0
ll,1.,, 8 2 1/8, 3/8

Rltu 4 2 Ll4,:ll4
Il4 ¡a o i, 8 2 5/E

Rl,, o i 4 2 tl+, il a

Tabla 2.1

Teorerrra 3.4 Sect !- €'H+(Tr) un hontec'rnort'istno peri'ótLico, etttonces' F es topoló-

gi,ctLntente cottj ugado a utLo lJ sólo uno de los sigtt'ientes 18 lt'orttc'-ornorJismos:

(i) iJ',, , tf2

0i) Hl/G tlo¡ñe k = 1.2':l; Rl,uo i donde k : L'2

(iii) Rlts, Rl¡.oi donde fr = 1,2,3,4

(in) R\p dondc k : l'), R'rlno i

Par.aescribir'l¿r,cl¿rsedeisrlto¡líadcestosllotrleot:trr¡l[isllosetltelt:rjtloscielos

gerrer.ado¡es cle M(Tr) basta col art¿r.lizar los llotneomolfismos fi17a, [{¡5, R116,i' Lo

rrisrlosuceclesiquerettloscalcularlosr,alor.cspr.opiosdelaacciórlerrlairolnología.
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f Ir val. prop. [/].
I D I D 2 D.2 D3 D 4 D ¿, D 4 D 3 D,2 D I _t I _1 -l

R, /n DZDsDtDz i +e:rtÍ l4

Rt /s D f,D 4D3D2 ?, etr2n l5 
, e

Rt/a D1D2D3DAD5 ;) +ef.tn l6



Capítulo 4

Criterios algebraicos y algoritmos
de decisión

lll Mappinll Class Grcu1t del [olo es representado ¡ror el gru¡ro Iiucal es¡rccial

S Lr(71). Calculaudo l¿r tr'¿rza tlc uu elcnrcnto tlc S L2(V) s¿rl¡crttos si est¿r cl¿rsc <tc

isotopía conticne horueo ¡¡roLfisnros ¡;eliódicos, r'crlucil¡les o Anosov.

Dn genelal, datlo uu clenlcntt¡ tlel M ay4tirt g Class Group,,tl(S) de ura su-

perficie S, queremos sabel a que caso de la clasificaciól de'Ihurstou corlesponde. Si

un elenrento D Q M(S) contiene un hor¡eorno¡fisn.ro periódico decimos que D es una

clase periód,ica,, si contiene un horneornorfisrno pseudo-Anosov decirnos que D es una

clase pseudo-Anosoa y, si contiene un homeornor'fisrno reducible decimos que D es

¡rra clase red,ucil¡le.

Enteuderemos por criterío algebraico a un conjunto de invariantes algebrai-

cos de una clase de isotopía, clue nos clan alguna infolrnación acerca del tipo de clase

que se traia.

Entenderemos 7>or proced,imiertto Jittito a un algoritrno que dado un elemento

cualquiera D de M(S), esc¡ito cor¡o producto de los generadores de M (,S), decide

en un número finito de pasos el tipo de la clase D en cuestion. (i.e. si D es u¡ra clase

periódica o, pseudo-Anosov o, reducible no periódica)

En la sección 1, estudiamos alguuos criterios algebr.aicos y procedimientos fi-

nitos couocidos. En ]a sección 2 r'edujin.ros el ploblema cle encontrar un procedimiento

70
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firri[o lrara M(72) a Mt(D'). Dste lesull,a.do, en conjunto con el procedimiento fl-

nito enconl,r'ado por Benalclete, Gutielrez y Nitecki [5] para eI Mapping Class Group

M"(D2) del disco agujereado, constituye un procedimiento finito para /v1(72).

4.L CriteriosAlgebraicos

Du esla seccióu analizarerlos algunos c¡itelios algebraicos y procedimientos

finitos couocidos. Para encoutrat' critelios algeblaicos se estudi¿ la relación entre

invariantes algebraicos de un clase tle isotopía y la clasificación de 'l'hurston. Uuo

de ios invariantes algebraicos con el cual ya lrerros tlabajaclo es la acción en la 1-

hourología.

4.L.L Acciór¿ en kt llontologíl"

Dado un ele¡nento D e M(S), este tiene asociaclo (fuuctorialurente) una

acción D. en la 1- hornología de,9, rY1(5).

La 1-homología de una superficie orientable cle género g coTt n agujeros

es isornorfa a 7l2c+tl-1 ) cle doude podernos considerar a D* como un elernento de

SL(2g ¡ n - l,7l); es decir, nratlices con coeficientes enteros y detelrninante 1 (la

razón por la cual el determinante es 1 es clue las rnatrices deben ser invertibles y los

horleornor'fisrnos en D preservan orientación),

En este contexto, si D contiene un horneot¡orfisrno periódico, cle período,L,

entorrces Dk - 7 y D! : l, donde .I es ]a matt'iz identiclad. Concluimr¡s que si D* ,o
es "periódica", entonces D lo es una clase petiódica.

Proposición 4.1 Sea D e M(S) y D- e SL(m.,71) la acción rle D en lJ1$). Sea

pc(D)()) el polinomio característico tle D*.

Sl. pc(D)$) es ined,ucil:le en 71, no tiene raíces de la unidad como ceros

y no es un polinomio en ),k ltara cuahlttier er¿tero k ) 1, entonces D es una clase

pseudo-Anosoo.

Bsta ProposicióD aparece enunciada y dernostlada pol Casson y Bleiler

[9] pág 75-77.
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Ejenrplo: Consicleren¡os et M(T2) el elemeutc¡ D, doucle:

D - D1D3D?D;l D;L D I D2D3D4D25 D4DsD2Dl

Calculat¡ros la acción de D en la homología multi¡:licando las matlices des-

critas en 2.2.3 y obteuenros el polinomio característico:

pc(D)()) =,\a + 9)3 + 21.\2 + 9) + 1

Aplicando el Crite¡io de Bisentein, se veriñca que es irleducible y, también se puede

verifica¡ que no tiene laíces de la unidacl colno cetos. De doude, satisface las ltipótesis

de la ploposición y concluinos que D es una clase pseudo-Auosov.

Si bien este criterio es rápido de aplicar', ofi'ece alguuas lirnitaciones, sólo

funciona para distinguir algunos casos en clue Ia clase de isol,opía coutiene homeotnor-

fi sr nos ¡rscutlo-A rosrv.

A paltir tlc la a,cci.irr crr l;r, ht.rrrología Irr-, sc ¡rur.:rlr: cotrcluit t¡uc tttta clitsc t-rs

peliódica o (lue ur)¿r. clasr: os lctluciblc. llrr cfcct<.r, 'l'llurston rlerrrr.¡str'ó que err l,ocla,

superficie existcn pscutlt,-A uuscrv tluc ¿rctu¿¡.rr hivialuleute cu la honrología ([27] pág

431). Posteriornreutc, Pzrl;atlo¡;oulos plobó t¡ue dado uu ltotneonrol fisrno / existe un

pseuclo-Anosov y, tal <1uc, l¿ accióu cn la lrorrrología t\e t' y g sorr igualcs ([23] 1-corerna

2).

Volvierdo a nuestro ejemplo, obselvauos clue aplicando las relaciones ent¡e

los generadores de M(72) (Teorena 2.4), obtenen'ros:

D2 : DtDsD?D;\ D;l DlhD?D;'D;'

,D2 tarnbién cs uu¿¡ cl¿se ¡rseudo-Artosov y couespolcle a ull caso particula.r

de una familia de ejernplos colocidos corno los ejer¡;los de Penner.

4.L.2 Ejem.plos de Penner

R.C. Penner [25] constluyó una familia de ejemplos de homer¡rorlismos

pseudo-Anosov clue generaliza urra constlucción realizada pol 'Ihurston ([27] Teo

lema 7).
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A conl,iuu¿ciórr cxl.rorrt[r'crnos rrra vcrsiórr dc los ejcrn¡>los dc Pertrter ¡rata cl

caso cle una superficie 5 conrp;Lcta. (para mayores delalles leferirse a [25])

Considelenos clos fanrilias C y D <le curvas cerracla.s sirnples en S, clisjunta.s,

no lromótopicas entre si, ni hornotóp icanreute triviales, tales que:

(i) S - C U 2 es ulión disjunta de discos.

(ii) Ninguno de los discos de S - C U D tiene por frontera la unión de un

arco de una curva cle C y de uu aLco de una curva de 2.
Un subconjunto conexo de una curva c se denourina arco d,e c, La condición

(ii) quiere decir que graficamerte no ocurre lo descrito en la figura 4.1.

I¡igula 4.1 :

Teorema 4,1 (Penner) Sea S una superrtcie compacta, consid.eremos d.os familias

d,e curoas C y D que salisfacen las cottdíciones (i) y (ii) anteriormente d.escritas.

Consid.eremos el semigruqto R(C+ ,D-) generarJ.o por los tuist d.e Dehn {t!1 lc e C} U

{t¡t ltt e D} .

Si t e R(C+,D-) y cada tll , t;t ocune al menos una t)ez en t, entonces, t

es isotópico a un homeontot fismo pseutlo-Anosou.

Figula,tr.2:
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Ejemplo: Consiclelemos en ?2 las familias de culva ( = {c1,cs,ct} y D: {c2,ca}
coruo el1 la figura 4.2, cll,orrccs

t : t!,'o t!,' t;,'o t!," t ;n'

es isotópico a pseudo-Anosov.

Concluimos que este crit,erio es simple de aplicar en un elemento de M(Tr)
escrito como producto de los generadoles de este grupo:

Corolario 4.1 Sea D : D::... Dii un elemento de M(Tr) (l S i¡ 1 5 g e¡ -
r1 -1 ) q;.

(i) {ir,...,i,,} = {1,2,3,4,5} y,

(ii) Se satisface una d,e las d.os cond,iciones siguientes:

I +t r; j cs irttpur
€; = (
' [-t si j espar

I -t r¡ j es hnpur

' [+t sij csynr

lh¿Lonces D cs u,t¿u cLusc pscutLo-Attoso'u.

Obselv¿nlos que estos no son los úuicos ejernplos cle Peunel en ?2, pues las

coleccioncs C y 2 ¡ructlcn scr elcgiclas rlc rnulliplcs [ornter.s:

Ejernplo: Considerar g: {a,c} y D : {b, cl} como en la figula 4.3.

I rg ura 4.ó:
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llcct.¡r'tlcrrros tluc crr 3.3.3 cuaudo ct-rrrstluirrros k¡s hotneorrtollistttos peliótlicos

del bitoro, "cortarnos" a T2 a lo lalgo de estas curvas y obtuvimos 2 "octógonos",

coucluirlos <1ue estc 1;al de fa,rnilias de culvas s¿l,isf¿rce l¿s coliliciones tlel 'l'et¡reut¿r.

de Penner y

t:Llotltotf;ooLjl
es isotópico a un horneoulorfismo pseudo-Anosov,

Por último, observamos que los ejemplos de Penne¡ (recorriendo todas las

posibles colecciones C y D) q9 son todos los homeornorfismos pseudo-Anosov de

una superficie ([25] pág 195). Sin embargo, si á es pseudo-Anosov, entonces alguna

potencia de ñ es isotópica a un ejernplo de Penner.

4.L.3 Problenta de Reali,zo.ci,ón de Nielsen

Ahora analizarenlos el caso en que ula clase es periódica, en ura superficie

,9 con característica de Euler legativa.

Priurero, observamos que si / es un homeomr.¡rfismo periódico de,5, isotópico

a Ia identiclacl, entonces / cs igual a Ia irle¡tidad. (1.2.1). Dc doncle, si f es ul
horneourorfisrno periódico de §, de período k; eutonces la clase cle isotopía [/] d" 

"f,
es un elemelto rle orden finito I en r{l(S) (i.e. l! es el nrelor entero tal que [/]r : 1¡.

Irrversamente, sr D € M(S) es un elemcnto cle orden filito 1,, nos pleguntamos si

existe un homeomorfisrlo f e D ta,l que /&: írl5. Esta pregunta constituye un caso

particular de ur problema propuesto por Nielsen:

Prol¡lema de Realizació¡¡. de Nielsen: Sea G ur subglu¡ro finito de.M(S). Nos pre-

gultamos si existe G' subgrupo de ?l+ (S) (el grupo de homeor¡lorfisrnos de ,S que

preservan olientación) tal que:

(i) [/] e G pala todo f e G' y,

(ii) la aplicacióu:

Q:G' --+ G

Í -lfl
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es url isornolflsrlo de gruPos.

S. I{erckotl rlio uri¿r tespuesta positiva a cstc i)roblelra (anutrciada erl I960

[20] y publicada en 1983 [19]). Obselva¡nos que esta cleurosttacióu emplea Ia Teoría de

Thurston y, que oi1'os autoles (Nielseu, Felchel, Kravetz, Zieschang) auteriolmelte

habían tlado respuestas 1-,er"r'ciales a este ploblerna (para nayoles relerelrcias [29] y

[1e]).

Este hecho está relacionado con 1a busqueda de criterios algebraicos:

Corolario 4,2 D e M(S) es una clase periód.ica si y sólo si D es un elemento d,e

ord,en fi,nito en M(S).

Jll problerna <le detelrninar si un elemento D e M(S) es ur) elemento de

orclel finito, se traduce en encontral un candidato I para el olden de D y verificar si

Da: I cn ,AZ(S). Esto últirlo, clue puede palccer sencillo, eu general no io es; y cle

hecho constituye uno de los problemas plopuestos por Dehn pala Erupos lirritat¡tcnte

preseltados.

4.L.4 Problentus dc palabras, corljugación) e isom,orfisnt,o

Cc¡lsit[ct t:tt ros Lln gnll)o C cott ¡l csr:rt1,ació rr < X; 1l > dolrtle X y /l son

corr.jrrrrl,os firrittis (2.1.2). Scir /" r:l gttt¡rt., lil»t: gcttcrtr.tlo ¡ror' ,{ y, rY"(/l) lrr, t;l¿rttsttlit

ruolnr¿il de /l cn 1¡ (ct-,rno orr 2.1.2).

Dccinrr.is rlrrc rrrr clcrncrrl,tt u e F cs trla 7ralaür'o cuyits /cltrls son los clc-

rncnlos rlc X. 'lbd¿r 1-,alabla, ur rcl)r'cscrL¿r un clctllcntt¡ ur1f"(/i) de (,', ittvctsatttctttc

toclo elenrello g de (/ es tcpteserttado 1:ror tttucltzr.s palab;:zrs. Pot abuso de rtotació¡

si g : r¡¡¿"17¿¡ deciuros que l : t¿' en G.

Ejenrylo: Considerenros el gt upo,

n, ("r) :< tL,b,c,d;aba-tb-tcclc-rtl-1 >

Er este glul;o cl clernento ct: abt, 1ó 1, tarrbiérr ¡rucdc sct teptesetrtado

clcd- 1 c- 1PoIA:
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Iistr: ti¡ro tlr,: sitt¡¿rciorrcs es ):r rlue llcva a los 1;roblcrttas cle dccisión 1;ro¡lueslos

por Dehn (1912):

l.- Prr.¡blettm tlc pulu.btrts: Dadas dos palabrzrs ut y u2 eucc¡tltLaL ult l)rocc-

dirniclto filito cluc pclrrrittr dccidll si cst;rs p:Ll:r-br':rs lc¡.rlost:rttrtt el nrisrtto t:lerrrt:lttL-,

de Go, ecluivalentetnen te si ru1 =¿,elG(i.e.si ur1ur2 
I € N.(/f) o,,tultofr-{s¡

G).

2.- Problen¿a tLc conjrLgttciótt: lJ ¿lcla.s tk-rs ¡ralabt as u)t ! LD'¿ cllcolltr'¿l ull

algolitnro r¡ue clecict:r si lr,rplcsr:r;tal elcnrenl<¡s corrjrrg:r.tlos el C,'o, etlu ivaletrtcntettl,e

si existc urrtr ptrlilbla l. tal tlrte ltut¡lt-| : tu2 at G.

3.- Problenta de isontorJisrro: l)¿rclos dos grupos G y G' cort presentaciotrcs

< X; Il > y < Y; 5 ), enconh'aL un algoritno ciue clecida si G y G' sort isotnc¡r'fos.

(mayol inlblmación sol¡r'e cstos ploblernas se eucucutra en l22l capítulo I I)

En el Capítulo 2, vimos cl.l e el llappino Class Group de ias superficies que

hernos colsidelacl<, (/2, ,5'2, etc.) achniten pleseutaciórt filita, tarnbiérr vitrtc-,s clue la

presentación de dichos glupos está relacionacla col los gru¡ros de trenzas de la csfera

o del disco.

4.L,5 Problemas de palabras y cotujugación en B,(D2)

El problerrra cle palablas ptrla el glupo de treuzas (del disco), fue ptimeto

resuelto por Artin en 19,17 [,t], a havés dc u¡ rnétodo denorrrin¿rclo "peinat trenzas".

Este métoclo es ul ;r.lgolitno clue Ilcvtr a cualtluier palabra <1ue repleseula ult eletneuto

o d.e 13,"(D2), a ula únic¿r. lralabla rluc rcplesenla a a, rlertouriuatla fbrma norrnal de

o. Estc zr.lgoritnro resulta. sel dillcil de aplical y Artin se tefiete a este procedilnieuto

de la siguielte lnallcl a:

" A pesal cle t¡¡uc lta sido clernostlado de clue tocl¿ tretrza pucde ser lievada

a una folrna nornal, el ¿r.utol está couvencidc¡ que cuaiclrLict' inLenl,o cle llevar esto a

cabo por un scr hurrr¿ino, sólo conciucir-á a violetrlas plotr:stas y cliscliminaciones eu

cortra de la rnatemálica." ([+] pág. 126)

Sin enrba.r'go, en 1965 GaLsitic 115] solucionó de Iorna nrás eficiente el plo-
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blerr¿ tle palablas et 13,,(D')) y talrbiél rlio uua soluciótr pala el problerrla rle colju-

gación en este grupo. llernos sabido ([5]), que rcciétrtcrlrente '1'hurst'orr [28] y Illritai,

Morton [11] iran urejciratlo cousidelable¡rentc los :r.lgolitmos de Galside.

A corrtinuación expotrdlernos la solución de Garsicle para estos problemas y

dejalemos para el futuro el esludio cle los aigoritmos cle Thurston y Eirifai, Mortotr.

Recordemos (2.1.3) que 8,,(D2) adnite la siguiente presentación:

gerreradoles: o1t... ¡ o,r-t

relaciones:

o"o^:o:o. sz li - i)2

OiO;+roi = oi+toio;+l

Urra palabla en estos genel'adoles se tlice ¡talabra positiua

dr, pero no tiene corro letra a a;l (1 < i < n - 1).

Una tleuza de palticulat inte¡és cs \a tt'ettza tLe Diruc L:

4.4).

sr sus Ietras son

A::(or...o,-t)(ot .o,,-r)...(o1o2)o1

Dst¿ treuza representa geonetlicanrente una "rnedia vueit¿r" cu D2 ({igura

Figura ,1.,1: A e 64(D':)

Considclcmos

f 1, -1. Definirnos a ia

ula palabla 1

palabra f por':

_ 
":l .aj " JorrJe I < it. < l - I y r":

7 :- oij-;, . . .o:::i,-



79

Lenra 4.1 Sea L, lu trenzct, de Dirac y 1 una palobta escriLa crl los generarlores rLe

IJ,,t.D').Lulot,,,':

(i) L1 *7L cn 8,,(l))¡

(i¡) L = (o,.-t+t...o--t)(ot...,,,,,-r')...(o1o2)(o1o,,-1 ..o,) ut 13,,(D¿),

rlot¡.¡Lt:2(j(n-l

Coticluinlos tluc A2 ¡rctl,cttccc ¿ll ccttl,lt¡ ,-lc 13,,(D)) tlc llcclto lo gcltctil (vct'

2. i.3). Atlcrnris:

--l - r-1r-u; \v,¿-r+r. . . o,-t)(ot . . . o,,-r') . . . (op2)(o1o,,-t . . .o j+t)

tlonde2(j(rr-1.
De esta Iorma cualcluier' 1;alabta se puecle escribit conro el ploducto de una

p<.rtencia (negativa) de A pot una palabra positiva:

Diemplo: tr\ B3(D2) consider.crnos 0: oroi'otolro¡1. Además tenellros las siguien-

tes identidades:

01' = a 'otÍz

ot' : A -o¿ot

Por lo tanto: 13 : orL-'o.¿o1o1At1o2o1A-1 o1o2. l)e clorrcle, aplica,lrclo la parte (i)

del Lema: D: L-3 ozorottr2olo2olo2

Garside muestra, clue todas las palablas que lepresentan una trertza, B pueden

ser llevaclas a una única palabr.a, clue se escribe corrro el ¡»oclucto de una poterrcia

(positiva o negativa) t1e A y uua paltr"brer" positiva p1:

lt : L"' 13*

A esta for:la se Ic dettornina fctrtna normal (de Galside) cle B; a m', la"

pote-nciu c1e B; y a P¡,la cola tle P.
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Un pr.oceclimiento finito pala obteuet'esta fot'l]ra normal se realiza calculando

eI d,iagramade una palabra positiva 7. Este diaglama ser'á denotado por D(7) y se

define, por construcción, como sigue:

Sea D1(7) el conjunto de palabras positivas que se obtierten a partir de 7

aplicanclo 0 o 1 vez Ia relacioues rlue clefineu B"(D'), Intluctivalnente, sea D¡1¡(7)

el coqjulto cle palabra.s positivas que se obtienen a paltir de los elemenios de D;(1)

aplicanrlo 0 o I vez las relaciones que definen a B,,(D'1)' Entonces:

t e Dt(t) c... C Dr(7) : Dt+,(r)

para cierto lc. Tal entero k existe, ya que, el número de Palabras positivas del mismo

largo de 7 es finito y, al a1>licar las relaciones de t3,,(D'z) este largo no caml¡ia' Defi-

nimos:

D(1) :- D¡(1)

En el conjunto tle palabras positivas hay un orden' Decimos que: oir ' ' ' oi- <

ojt,.. ojt si y sólo 6i i1i2 .., i^ < jrir"'il como etlteros escritos eu base r¿'

EI siguiente Teorema soluciona el problema de palabras:

Teorema 4.2 (Garsicle) si lJ e B*(D'1) et¿tonces B es represen\atlo por una única

palabra L"" B¡, don,d,e el et¡,lero ¡tt y la palabra positha B¡ se obtienen a ltarlir de un'a

palabra oil ..."i:: 0 ( i¡ ( rz- 1 y e¡ 
'== +1, -l ), que representa a B, de La siguierúe

forrna:
(i) Curiltic Lo¡los los o¡1 ¡tor:

olt : L-t(o,,-;^+r " o,,-r)(or "'o,,-2) '"(op2)(o1o'"-r' oio+t)

(ii) Usand,o la propi.etlad' Af : TA junte torlos los L-l a la izquierda de tal

Jonna que B es represeniarJo por una palabra d'e la forma Lk l3o (k enlero n'egatiuo ' B¡

palabra positiua) .

(iii) ConsLruYa D(Bs).

(iu) En D(p¡) elija la palabra Lh & tal que h es maxinal (h > 0) Sea

* -1, t- I"

(,t) Construya D(l3r) y sea B¡ la menor palabra en D(87)'
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A la palabra A"'¡91 se le clcuouiin¿i forma rt,ortnal tLe Garside de p. A

cn:r.lr1uiel palabla A"'¡|lf «rrr il+ € D(p+) se le cleuorniria ulra IorntrL est.antlor tlc

p.

Calsitle solrtcioló cl ¡rtoblcrtta rlc coujug:r.ciór er 13,,(D'¿) cortstluyendo tttt

conjunto clcnonrinatlo cu.n¿brc <lc ulr¿r. tlcnz¿r.

Co¡rsirlclcr¡r,rs ttrr;r, ¡r;rlirbtir posil,ivrr, rlttt: Ic¡llcsctttit, il A:

A = o;, . .. a;,,,

entonces decirnos que la palal-rta oit . , .oi* (,1 < nz) es uua ¡,alaútz inicial de L.

Utilizarlos el cliagran'ra tle A para ct¡nstluir el conjunto cle todas las posibles

paiablas iuiciaies de A y Ilevanros clicLas palablas a su forna uotltal. EI coujurtto

follraclo pol loclas ias loluras uolmales dc ias palablas inicialcs de A se tleuouriua

conjunto de rulas iniciulcs tlc t\.

Iljernplo: {1,o1,,o,2,o7o2,o2o1,o1o2o1} es el cottjulto clc tutas irriciaics cle A

en 63(D2).

Ahora, delinirnos la cun¿órt cle una trenza B clescribieudo coltlo se coustruye:

(i) Consl,ruirtros el coriutrto de t ut¿is irliciales de A.

(ii) Sea 51(B) el conjulto de palabras en forma estautlar que tienen una

.potencia melror o igual a la potencia de f y que se ol¡tietteu a partir cie B, por

conjugación de una ruta inicial. Inductivamente, sea S¡(B) el conjunto cle palabras

con potencia mellor o igual a Ia potencia dc B y clue se obtiene a partir cle las palabras

en 5;-1(l), pol conjugaciól tle urta lut¿r iujcial de A.

(iii) El núrnelo cle palabtas que se obtiene a tlavós de este ploccso es finitcr

y, por io tanto, existe 7 tal que S ¡*r(il) : S¡(0)

(iv) Al subconjunto de 5¡(B) forurado pot'toclos los eleuentos cott poteucia

nráxirna cn 5r(d) se le tlen<¡rniu¿r ctmtbre ¡l,e B y, es tlerrol:r.do por' 5(B).

Fina,lnelte, Ia potenc'ia cu¡nl¡re s de p, es la poteucia cornútr de los elernelltos

de "9(p); I¿,, colo, curr¿l¡re 7.., es la ureuol cola cle los elementos de 5'(B) y; la forrna
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cunLl)rc de fi, es la palabla A"11. Dl siguierrle Teolc¡ta Lesuelve el ploblema, de

corrjugaciól eLt 13.(D2).

Teorenra 4.3 (Garside) Dos elen ett'tos de 13,"(D') son con jugados si y sólo si sus

Jormas cuntbre sort igtLdcs.

J. S. llir.¡ran h¿lce una pleserrtación tle este algolitrno cott alguttas tnejorías

([7] pág 73-33) y señala rluc la dificultad tie ap)icar estc ploceditniento está eu la

cantidad de elemertos clue tieue el diaglanra dc A: 2 eletllentos, pala rl :3; 16

elernentos, para r¿ : 4; 768 elelrertos) f)¿\r'a ?¿ = 5;292.864 clernentos, para n : 6.

EI proceclirniento de Garside sigue siendo bastatte lento (exponencial en el

iar.go de la palabr.a), sin entbargo, cn [5] se mcncionau veLsiones rnás eficierrtcs de estos

algoritmos que soluciouau el problerna de palabras coll ul)a rapiclez cle O(m,2nlog n)

(donde nr. es el la.-go de la palabla en 13,.(D'?)).

4.L.6 Procetlin¿ictttos finitos en M,(D2)

Beuar-delo, Gutierlcz y Nil,ecki [5] tradujelon el problema dc estudiar la

clasificaclóu cle Thursion en el clisco n-agujereado, a ploblernas eu el grullo de n.-

tteuzas clel clisco. Drr par.ticular., cl problctna de tlelcrmiual si una cl¿r.se es pel iódica

se traduce a uD ploblerna de palabtas ert 13,,(D'))y, el prol.rlema de deterrninar si una

clase es reducible se tratluce a un ploblena estlechameute lelaciotlaclo al problema

c1c corrjugación et 8,,(Dr). Si bien Benaldete, Gutier.rez, y Nitecki ulilizan versiones

rtás recie¡tes cle los a)golitnros clc Calside, sus lesulLa.clos se pueclcu euutlciat (auttclue

dilícilmente aplical) cu tert¡riuos cle los procedirrrieutos ya descritos.

Iiecorclemos (2.2.2) qte M,,(D') está relacioraclo con 6,,(/J2) a tra'vés del

anti epirnorfisuro ó':

ú' : t3,,(D2) -- M,,(D2)

oiépi
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dci]]cle p¡ es l¿r ciasc cle isotopía cle un trvist de Dehu clue irttr:rcartrbia el i ésirnr-,

agrLjelo con el (i + 1) ésimo agujelo. Adenlás, el rrúcleo de é' es cl subgrupo cie

B*(Dz) generado por A2 : (p\...p*-1)", de donde M"(D') admite la presentación

siguielte:

gerl.eradotes: Plt.. .¡ Pn-1.

lclacir¡nes:

Ittt'r : tlrlli ,s;lr - 7l > 2

PiPi+1Pi -- Pi+t PiPi+l

(P' "'P"-')" = t

Pot lo tatrto, urt clct¡rctrto p - P:: ... Pi::: € M,,(D'|) tictrc ¿r'sociatlo tttr¿t'

trelza p, - d;;l .. . o:i € u,,(D')).

Pcriod,tcttlad: AI igual clue crr la esfcr'¿r, toclo Ilolncourollis trlo pclióclico clcl disco es

topológicamente coujugado a una lotación ItO]. t as lotacioues clel clisco tieneu urr

punto fijo.

Los hopeotnor'fisr¡ros del disco coti ?¿ ¿gujeros iuduccn una perrnutaciórr en

los agujeros (invalialte bajo isotopías). Así, Ia clase p : pii ...PÍi induce la pennu-

tación zr(p) - (i1 i1 * 1) o.. .o (i^ i,,, -¡ 1) (la composición de permutacioues es de

delecha a izcluierda).

Observarnos que zr(p) -- "U3r), 
dorde r(Br) : (i"" i,,' + l) '' (tr i, ¡ l) (ia

multiplicación de peltlutaciottes es dc izcluicrcla a clelecha).

se coDcluye quc si p contie e un lrol lteonorfisrrro periódico, errtonces, r(p)

deja a Io rnás u. sír.bolo fi.jo, es proclucto cle ciclos del urismr¡ la.go y, p"¿ "(r) : 1 ""
M,"(D'). Invets ¿r.lllel t tc si pard r\e) = I ett M,,(D2), entotlccs p es un¿r clasc pe|iódica

(I'roblerna de lealización cit: Nielserr 4.1.3, Cololario 4.2).

En el cotrtexto de 13,,(l)'z) verrlos que p cs uua clase peliódica si y sólo si,

F2'¿ "(t¡,¡ € ,ker ó', cs decir':

pol d ¡f t6p) _ 
^2^'

pala al8úrl entclo 1(.
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lll entero -1( sr: calcul¿r estudiarrclo la su¡tt'tt eqtonencial (trl) en 13,,(D')'

definida p or:

'wt : B,,(D'z) --+ /t

B - oiil . ",i * ,u/(Jl=,,,,{...rr¡

La suma efrponencil,l está bien definida. En efecto, las relaciones que definen

a B*(D2) tienen suma exponencial nula. Además, -t(§'l): wt(p)+ut(l), de donde

/( clebe satislacel la siguiente ecuacióu:

tn.d(B). ut(:l,):I(tut(A') : 1(n(r¿ - 1)

IJI siguierrte'Ieorema ([5] Teolerrra 7.3) nos da un procedirniento filito para

verifica¡ si una cla,se en M,,(D2) es petióclica.

'Ieorenra 4.4 (Benardete, Gutierrez, y Nitecki) Datlo p e M,"(D'z):

(i) :;i r(p) deju 2 o ¡nás símbolo Jijtts o rto es producto tle ciclos ¡lel nt'isnt'o

largo, enlonces p tuo es ulo clase lteriódica.

(ii) Si r(p) deja a lo más un síntbolo Jijo y es ¡'trorlucto tle ciclos del misnrt

lat,¡., co, s i d e ra trt ,.to: 
,. ot.tl ;r¡.1,1. ullJr),r.___ n¡_¡

si Ii no es entet'o, ctttonces p tlo es una clase periódica.

(iiü Si K es entero, p es lttru clase periódicrL si y sólo si P"rd"@p) - L2K

(lo ctLal se ueriJica aplican.tLo utru sttlución al problema de palabros en ll"(D2)).

Red.ucibilidad: Pala verificar si una clase es reducible priurelo traducimos Ia reduci-

l¡ilidad a una conclición ec¡Livaicnte paLa. tteuzas

Ilecordemos que utt hort eottrorfislno / es isotópico a uno teducililc si y sólo

si existe una colección C: {cr,...,c¡} de cutvas cerracia,s sim¡rlcs, clisjuutas, nc.r

homolópicas eritr.e sí, no homotópicas a un l,orcle, ), no homo topic¿r,ntente triviales,

lales clue /(., u...Uc¡) -c1 u...uc¡. Iln tal caso decilnc¡s que C reduce a J'



Consideleuos ;f un lromeorlorfisnro clel disco agujereado, y

M^(D') el attti epirrtor'fisrno defiuido auteliolrnente (2,2,2), Sea B¡

que, O'(B1) = lf). 0¡ corresponde al "rastro" que dejan los agujeros

una isotopía en|,:te idy y f ,
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Q' : 8,"(D2) -+

una trerrza, tal

del disco bajo

Ejemplo: Conside¡emos un horneomorfismo reducible / del disco D2 con 5 agujeros,

donde Ia colección C de curvas que reduce a / es como en la figura 4.5.

l¡igula 4.5: Cr.¡lcccióu C

Corsirlclcnrr¡s el "r'¿r.stlo" quc rlcja la colecciól tle cuLv¿r.s C bajo una isotopía

coiecciórr de cilindros en D2 x I qteentre la ideutidad y /, er

"encierra" a la Lrcnza B¡¡1,

.kj : \7AjnD2 x {t) lj - 1...k}
triuial si: lc: 1 o cada A¡ es una uecind,ad.

la ideutidad y /, este resulta ser una

Definición 4,! Con sideretnos una trenza geomé.lrica B e 8,,(D2) , ulla po.rtició en

cilind.ros d.e B es una colecció¡t. A = 1l¡)l d,e cilintlros sólidos (incrustados en D2 x I),

d,isjuntos, tales que:

oaAjnp_0
(ii) AjnB*0
\ii) {aAj n D'z x {0} lj =

Una partición en cilindros

tul¡ular d,e 'una cuerd,a d,e p ,

Observarnos que eu nuestro ejeu¡rlo la colección C incluce una partición en

cilindros (lo trivial) para B¡. Err genelal, si una coleccion de curvas t'educe a un ho-

rneornorfismo ;f, entonces esta colección induce una partición en cilindros (no trivial)

para la trenza asoci¿da a /. Invet'sarnente, la trenza asociada a un homeomorfis¡no

1.

e§
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/ tiene una par'lición en ciliudros "4 (no trivial), entonces la colección cle curvas

{AAjn ü x \0} lj = 1...t} r.etluce a /.

Teorenra 4.5 Sea ! un lt,orneotxu firno tlel d.isco agujeredo:

lJ) es reducible si y sólo si exisLe una parlición, en cilind,ros (no triuiaL) de

D

Volviendo a nuestro ejernplo, considerernos un homeornorfismo ñ tal que la

irragen de C es la coleccióu C/ con)o en la ligura 4.6.

Figura 4.6: Colección C'

por lo tanto, h o f o h-1(C') - C' y la Ltertza B¡,o¡o¡,-, tiene u¡a partició¡ e¡ cili¡dros

"convexos".

Cono B¡,o¡o¡,-, : gi'0¡ A¡ concluimos que By tiene una partición en cilind¡os

(no trivial) si y sólo si una trenza conjugada a B¡ Liere una ¡:artición en cilind¡os
ttconvexos".

Las particiones en cilindlos "convexos" son las inducidas pot particiones en,

bloquesde{1,...,n}.

Decimos que B es rn bloque de {1,...,n} si Bes un subconjunto de números

consecutivos en {1,...,n} (i. e. B: \ill1a <. i 1ü < "}).
A una colecciórt B : f &,... B¡) de bloques disjuntos, se le denomina pcr-

tición en bloques d.e {1,. . . , r}.
Considelemos una trenza B con cuerdas {ór,...,ó,}, y un bloque -B de

{1,. . . , r}. Decir¡os que las cuerdas ü; tales que i € B pertenecez al bloque B.

Decimos que dos cuerdas se cruzan si en su proyección al plano se intersectan,

y se cruzan po,' arriba o tlebajo según el tipo de esta intersección.

¿.,/ clO
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Decimos clue la trcuza B respeta al bloque -B si cada vez que una cuerda ür,

cluc no perteuece al blorluc ll se cluza por al|ib:r. (r'csp. abajo) cou ull¿l cucttl¿r tk:l

bloque -8, úr se cruza por arriba (resp. abajo) con todas las cuerclas clel bloque B

(figura 4.7). ¡1!41K
Iligura 4.7: La tercera cuelda respeta al bloque {1,2} y

at bloque {4,5}.

Definiciórr 4.2 Sca O € t3,,(D'). Dccintos quc LLIL¿ prLrlición ctt I'tloques 13 es una

pat litiin crt l-'loqutt colt, tt ttlt cott B oi:

(i) P rcspclu cudo bloquc tLc 13 Y,

(ii) r(P)@): t3.

Una pa.r'ticiórr ett cilil¡tilos "cotlvcxos" A = \Ar, . . , Atj cle p irrducr: una

particiórr en bloques B = {&,...,8r} cohercutes con B; doncle, ts¡ : {illa z -
esin¿o, ctLerda tle B e-sta contenida ert A¡]¡

Inve¡sa¡reute, uun paltición en bloques coletcute con p irrciuce urra, paltición

e¡ cili¡clros de p ai corrsidelal l¿r colección de ci[indros,4j) que contiellen las cuetdas

cle 8,, que pet tenecett al bloque B¡.

Teorenra 4.6 (Benarclete, Gutierrez, y Nitecki) Las siguientes sott eqtLiualetr

tes:

(i) fll "' rcd u,'ilL lt .

(ii.) B¡ tiene tnt,a parlic'ión en cilintlros (no triuittl).

(iii) Alguna trenza Bj conjugada a B¡ tiene unu particitir.t en bloques colte'

rentes (no trirsial).
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(iu) ALgutn ttcrtzo pj ct¿ Lu cuntbrc dc f)¡ Licttc ttrro ¡ttu'Lición cn blor¡ucs

cohererltes (no triuial).

La equivaleucia eltLe (iii) y (iv) coustituye el lesultatlo ceutr'¿r.l tle Lleualdete,

Gutiellez y Nitecl<i ([5] 1'corenra 5.8) que I)errlrite clar uu ploceclirnieuto fnito pata

plobar reducibilidacl de uua clase et M"(D2). Dn efecto, existeu finitas particiones

en bloques posibles y finitos elementos en la cumble de ula trenza. Lo auteriot,

combinado con un algoritrno para detelminar si urra partición en bloques es coherente

con una trenza, soluciona el problerna de encontrar un procedirniento finito para

determinar si un elemento r)e M"(D2) es una clase reducible o no lo es.

4.2 Procedimiento finito en M(T2)

Bn esta sección daremos un procedirniento finito que tladuce el estudio de

la clasificación de Thu¡ston er M(72) al estudio de dicha clasificación er tv45(D2).

Recorder¡¡os (Teorerna 2.4) que M(Tz) adni|e la siguiente presentación:

generadores: D1, D2, D3, Da, D5

relaciones:

si li-jl>2D;D¡

D¡D;+t D;

(D1D2hD 4Dl5D4D3D2D1)2

(D1D2D3D4Ds)c

D i(D 1 D 2 D 3 D 4D? D nD 
"D 

rD r)

- D¡D;

= D;+tD;D¡+t

_l

-1
: (D 1 D2D3D 4D? D 4D 3D 2D1) D.i

Esta presentación está r'elacionada cou Ia prese¡itaciór d,e M6(5'z) (Corolario

2.2):

generaclores: Lt)\t . . ,¡?!5

¡elaciones:

uiuj : ?, j txi si li-jl>2
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Uilti+t?JJi

U17J) 2L!\Lü 4U 52 LD 4U3U2Ul

(t' ' ' ''t)u

1xi+t?JJi?!i+l

1

1

La relación eú,re M(?¡) y Ma(Í'1) está dada por el epimorfismo O:

A: M(Tr) -n M6(52)

D¡ +» 10;

y cuyo núcleo es el subgrupo de orc-len 2 generado por:

li) - D 0 rD 3D 4D? D 4 D3 D2 D 1

Eu la sección 3.1 derrostlamos que estudial la clasificación de Thurston en

M(T2) es "equivalente" a estudialla er M6(52), Más precisarnente, probamos que:

D - D:: . . . D:: € M(72) es una clase periódica (resp. pseudo-Anosov, resp.

reducible no periódica) et tVl(72) si y sólo si tu : O(r) - u:: ... uff es una clase

periódica (resp. pseudo-Auosov, resp. reducible lo periódica) en ,,t4e(S'?) (3.1.3).

Dn lo que sigue velemc.rs <1ue ul subgrup o l( tle M6(52) r'esulta ser isomorfo

a M5(D2) y lra,tlucitrros cl cstrttlio clc l¡, cla.sific¿rciórr dr: 'l'lnllsturr err ,rV6(52) al

cstt¡tlio tlc tlicl¡a r:l¿silit:¿r.citirr t:rr /( y, r:l csl,tttlio cn l( a Ms(D2).

4.2,L Destle M6(52) a Ii
Los homeornorfisrnos de 52 con 6 agujeros inducen una permutacióu de 6

sír¡bolos en los agujelos de ,92. Esta permutación es invariante bajo isotopías de la

esfera agujereada. Deflnirnos la aplicación:

zr : ,rV 6 (5'2 ) --+ !6

v; ,- r(w)
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cloncle r(ro) cs la. pclnrttIacicjn iutluci,-la pot los lrotttc'tttorlisttlos eu la clase u'. r está

I-¡ien definicla y lcsultzr ser un epirnorfisnro cle grupos. Además, en los generaclorcs

de ,AZ6(5'z), r(tu;) : (, , -l- l)y, eu genct'a.I, si tr : tujll ...u,1'l , enlonccs r(ta) :
(i" i" + l) o... o (ri1 i1 f 1).

Ahola colsiclelenros el srLbgt r:p o l( de M6(52 ), doude:

.¿(: {tu € M6(s'?) / zr'(u)(6) :6}

Ds decir', ,li es ei corr.julto cL: clases de isotopía que clejan fijo el "sex1,o" agujclo de

s2.

Veleuos clue todo elcrneuto de M6(5') tieue asoci¿rdo elet¡erttos en 1(, esta

asociaciórr se realiza potenciando yfo conjugando:

Definición 4.3 Dados w,u' e M6(52) decintos que:

(i) u' se ol:Liene potenciattdo u si ut'= tok para algthL ente-ro k.

(ii) u' se obtiet'te u.ntjugando u: si to' = unu-7 paru algún u e Ma(52),

Observ¿mos que dado u € M6(5')) existe u' € 1í ol-itenido potencialdo y/o

corjugando:

Ejernplo 1: Sea to : wtwauil tL¡11m5, erttottccs, r(tr') : (1 2 3 a 5 6); de doncle:

tD' : LrG = (w1w2u.1w a 
1tu5 

)6 € 1(

Ejemplo 2: Sea ¿o : u)sLliltl):tlrr ¿'Lt)2, entorrccs) zr(u,) : (3 Z if f)(+)(t); de clorrdc:

r': (uau5)-r w(uaLt'5) : wrlun1tu5w^1w3uatu2uaLus e Ii

o también:

,!' =.n = (trru.,, ltu3tuato2)'t e ,[i

EI siguiente Lenta tr'¿r.cluce el ploblema clc estlLdiar'la clasificación de

Thurstor en .M6(52) a 1(:
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po tenciartdo u.: . l)rulottcts:

u es ullú cLase lteriódica (resp. pseutlo-Anosou' resp. redut:ible no perió'

d"ica) si y sltlo si Lo' es una clasc pcriódica (rcsp. psettdo Anosou, resp redtLcible no

periódica).

Drlvtostlr¡.ctóN: Si tu' es obtenido conjugaudo tu por u Ia alirnlación es clara

Ahora, si tr' es obtenido potellciando ru (i.e. w' : ?ra), entol)ces ?, es un

clenento de orden firrito si y sólo si u,'es uu elelnelltt¡ de orden filtito. De donde, tu

es una clase periódica si y sólo si t¿,' es una clasr: periódica (Corolario 4.2).

Si u.r' contiene un hotneotnorfisrno ;f pseudo Auosov (rr:sp. reducible), el-

tonces t¿, corrticne un hotncourorfisrrio /A pseudo-Anosov (rcsp. Ieclucible). Aplicando

ei T'eo¡erna de clasilicación (t .l ) el Lema quecla dernostt aclo. tr

4.2.2 Método de Reidemeister Scltreier

Uu lesultado de Reiilemeister (1932) y Schreier'(1927) perrnite, clada una

presentación cle un glupo G, e irtforrnacióu a¡rlopiacia sobLc un subgrupo LI de G,

obtener ula ltlesenta,ción ltar':r .11. Utilizalcntr.rs eslos resultaclos lrat a oLrteuer uua

preseltación clel glrrpti 1( (tlirnrarr [E] utiliza esto paLiL oLrtcrct la ptesentzr.ción de utt

gr:upo sirnilal a /().

A colrti¡uació¡ d¿l¡rc,s una vcrsión tlel r¡étodo de ll.eicleueister Schreier (ver

122) pág. 102-103). Deciuros c¡re utt conjurtLo Scln'eier tran,st:ersal de un subglu¡ro 'IJ

cle -F, Iible con base X, es un subconjuuto 7'de,l¡ tal que) pala distintos f en 7los

cosets f11 son distintos, 1a u[ión de los l1l es P y, todo seg[rerrto final de un elemento

deTpeltcnecea?.

Teorerna 4.7 (Reiderneister y Schreier) Sca G : FlN,Vf)' F grupo liltre con

base X y A¡"(n) la clausu.ra nortnal de R en F, y seu ,! la aplicación canónica de lr a

G. Sea H un subgru¡to tle G, cr.ttt I-l la itrtttycrt inue¡so tle H bqo $' y T un Schreier

transuersal poro il ,r, F. [tara u en I dr:f'nittzos u por la condición:

LUll - tt,H, ¿¿r e I
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Parat e '1' y:t:QX dc[inirnos:

ErLLonces, II ticn,e presentación Íl :< Xi, Ri > ' c<trttr.t sigILe ) seotL X I l,odos

losele¡nenLosdclQ,t:)flprtraLe'1'yr€X,s€¿Xielconjrttttodeelctttctt,Los

1(t,r). en correspotrrLertcia uno a tlno cott, aqu,cLlos de X¡, y sea 1\ cL grupo Libre cott

uusc 
^ r.

DelirLirrtos la función r tle F u I\ corno sigue: scrt u: : An ..yt cLonde

A;€ XUX-l , entonces

r(ur) :: )t!J*t - 
yt 9, )' " T\!1,-t - ltt yr)- f (l ' r,;'

linLo¡tces R* co¡tsiste tle tod,os los r(trt-l) para t Q T y r e 17.

Además, si u € i! , e¡ttonces r(u) : v1 ¿r, 6.

Para el subgrupo h de ,'ü6(52) un cortjunto Schreier tr¿i.nsvelsal es

T : {kr,k2,k3,ka,,L5, É6}, dondc:

A; = ur., txr11 ... ur5

pala j : 1,2,3.4.5 Y lc - .

Calculat¡ros r(4, ui) y obtettcnros la siguiente tabla:

r -¡ -t 2 -t -l -lUI = /Ul tL).2 UJ ü1 t!3 U¿ l0l

tr1 102 U3 LL)4 t5 tdt' u2 ut' -ltD¿ tq,

lr", U7 1rl rD2 tf3 LL) 4 1 t1 u2 11,;, ?T4

k2 1 u.) ?x2 tr3 1-0 4 ui' I -lu) -ltI3 u4

k3 101 1 U3 tl_l¡ ra4 -lu)t ,;, 1 lih' .L,¡'

k4 LL) 1 1.1J2 1 U1 'ú4 101 'tD2 ut' 1 Lo4

k5 Ul U2 t3 1 Us t¿,i' 1lz t¿,t' u;r 1

k6 ?t7 Ll)2 'lt3 U4 1 u1 lx2 u3 -t?T4 ?JS

do rrcle:
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-2 -r -r -2 I .l
D.¿ = tDl 11',2 1t)3 1t)1 1]]3 1r)¿

-l .2 I I 2 IuJ : ILJ) ut )0) ¡0J u4 IDJ

-l 1 -2 -1 -1 -',)u4 = u:¡ u2 rD1 'u2 'a3 u4

-l -¡ I .2 -1 -l -lUS = /UI /il3 cU¿ l0I ü2 Lt 3 U4

Concluimos que ull coljunto (le genera(lores para 1( €s I tü1, -..,ú¿.,ut,...

...,u5. Sin ernbargo, ut,...,us se escriben en ternrinos de u.,1,...,t1.,a, de donde,

ut.¡. . . ,u4 es url conjunto dc gcnetadores para 1(. De la mistna fortna calcularnos las

¡elaciones que definen a 1i y obtenemos:

Corolario 4.3 El subgru1to l{ de M6(52'¡ atlntite la sigttiente presen tación.:

generadores: ?!t,,,, ¡ rDq

relaciones:

IL)iID j = u)u; si )i * jl \ 2

U;1-0i+7? /Ji -- ?J,i+tWilD;+1

(u,1 ... tur)s : 1

Ade¡lás existe un rlétoclo para tcescril¡ir una palabra:

tu : toii...u:: € Ii

(donde 1 < i¡ < 5) crl terminos dc los generacloles ul, . . . ,,roa de I{.

(i) Calcule:

'r __ 
",n?ir;;:l::," 

(,1 ,, + 1)(6)

parallfr(r¿-1.
(ii) Utilize la tabla clesclit,a autetiolrlente pala esclibir:

u : 1(k¡.-,,ril) ..r(frr,-,, uj¡)... 7(Á6,u,i')
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Ejenrplo l: Sea tr' : tuilto¿ l rir¡u¿ 1u3r,.1-2*,1ru5 € 1L. Entonces:

- r-" - r-- : 
-,l.JO-u J1 -t) J2-'t

jz=4 j¿=rt j5: $

je =4 jz-4 js=4

Aplicarrrlo la'I'abla resulta quo ¿¿,'= ur¿u,fltosuatl2u5. l)e dottclr:,

u' : to,¡.ultu¡w.2utlu.¿to3w3Lu,1 L1.,, 
1u,, 2 u,! l tt, 1ru 

n2ut¿ton\wrt urrtol2turlLu3twnl

Djer¡plo 2: Sea u;' = (tu1tu2tr.,3 ltof 
',rr)u € /í. Calculauclo c.,btcttctltos:

w' : w.twzwlr tt), lu5u1ttr2Lr, 1ra4LDr1,02lt);1u),1r1)rü2wr1tu!1rLtau1tu1w2lwlltoau"lunl

Corolario 4.4 La aplicución l' tlc!ütida por:

I : M5(D')) '- I{

Pi t__+ ui

d,on¡le I 1 i 1 4; es un isontorlisnto tLe grupos.

4.2.3 Desdc Ii a Ms(D2)

DI siguientc 'I'eorenra asegura (luc estudial la clasificaciórr dc'i'hurstt.¡n en .[(

es equivalente a estudiarla et M5(D2):

Teorema 4,8 Sean w' € I{ y p e Ms(D2), tales que l(p) - t" l|tt'to¡tces:

u¡' es ttna clase periód.ica (resp. pseudo Anosou, resp' reducible) etL I{ <

Mu(S') si 'y sólo si p es una cLase periódica (resp. pseudo-Anosot)' resp' retlucible)

en M5(D2).

D¡tvlosrn.lctóN: tol es urt eletneuto tle orclerr lhilo eu -1( (y pol lo tanto ell IZ6(5'?))

si y sólo si p es uu elenterito cle orcletl fittito eu Mo(S''), de dolcle, t¿" contiette

un homeomorfismo perióclico de la esler'¿ cou 6 agujclos si y sólo si p conliene un
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homeornor'fismo pelióc[ico del disco con cinco a.gujelos (Problcrla de tealiz¿rc,iott de

Nieisen 4.1.3).

Basta con cielnostr'¿lt c1ue u,' es ¡eclucible si y solo si p es lr:clucible. Cotlsi'

deremosaldiscoD2agujeleadoell{1,...,qs,alaesfela52;r,grijeleatlacllpr)..,p6,

yel lrorneornorfisrno /¿ clel inteliol clcl disco (inf D2) a 52 - {pu}, tal que, lr(q1) : p;:

Considetetnos los tlvist de Dchn l¡ et D2 clue intercatrlrian el z--csilro agujero

con cl i * 1 ésirno agujcro, entonces li € pr. A.lcmás, ho t; o l¿-1 es un twist de

Dehn cl 52 tlue intelcambia el d ésin.ro agnjelo cott el ¿ + 1-ésirrro agujelo, de donde,

Itot;oh-1 € tu¡.

Si p: p:"...p;'l , cntonces.,ti:o .oLii e py ho ti" o...olii o l¿-t e u¡'.

Ahora, si C : {c'r.,. . ., c¡} es utla colección de cun'as cluc reduce a fi" o . . . o

li] € p, entorrces, Ia colección C' -- {h(q).,..., ñ(.1)} retluce a hoti" o . . .ot:i oh-1 e u/.

De clonde si p es reducible, etttonces, tu'tambiéu lo es luvetsatnente, utilizando el

rnisrno tipo cle atgunte¡tos se de¡tuestr.a cltre si ur' es ted¡cibie, entonces, p tarnlrién

1o es. tl

4.2.4 P'roced,in¿ict¡.to finito en M(72)

DI proceclinúento eucotrtlaclo por )3ellatdete, Gutierrez, y Niteclii [5] (4.1.6),

e¡ conjunto col el siguierrtc Teoreura resuelve el plobleura, de dete...utinar si uua clase

et M(72) es peliódica, pscudo Artosov o, reducible lo pelióclica.

Teorerna 4.9 Sea D: D:::... D:] € M(72), tlonde 1< ir < 5 ye¡ = f l
(i) CorLsi,l.erar u : f )(/)) : tt,,ii .. . uii e Ms(í'2)

(ii) Considerar u:' € ]i (i.e r(u')(6) = 6) obtenido pr'ttenciando y/o conju-

gando za

(iii) Aplicar cl ntéLotLo de Reidenrcistet' Sclt,reier para reescribir u;' ett te¡'-

nti¡tos dc u)1 ,...,104r

,i:*',1;,;,....',1¡

dortdell jr<) u,i=It.
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(iu) CotLsirJex.u'p : f-l(u,') = l,',i,l,l . p';', e U"1O'¡

Etúo¡tces:

l) es ut¿ct clctse pcriórl.ictt si y sólo -si p cs utta clase periódica,

D e-s tr¡¿tt" clrsc pscrLdtt Att,r.¡stttt si y sólo sí p c$ lnL(L cLusc p-scudo-Á¡Losou y)

l) r:s tt.n.¡t, t:hsc r«l,tt,t:ilt[c rt,o pcrirlrlirtt si y stiLo si p cs tttLtr cltsc ¡aLucible tLo

pu'iódi.cu.

Druos't'tt¡.ctólt: Aplicar': 'I'colema 3.3, Lelra 4.2 y,'Ieorerrra'1.8. tr

Ejernlrlo 1: Soa D : DsDll D¡D,rDz

l]e tlo¡clc: tu: A(D) = trstr.r l'¿u¡tortu2 y r(tr,) : (3 2 6 5)(4)(l).

Cntlsideremos t¿' : (tirau5)-1ur(tuau'r) : urtuf,1tu5tont u3lx alx 2u ¡u 5 e li
Aplicando Schreier lleiclemeister:

w' -- wl-3u,2u2ru2tLt jturl ut12turltt:.|wn2u2wnl ,u'rl turl tL:12u:ll ua lurn 1

Para deter'¡uiDat el tipo de D es rrecesario aplicar el proceclimiento descritcr

en 4.1.6 a Ia clase:

p : tt1{, t h p? pz p, Pi' lr' p r' fl' t'i' t', t'it pi' pi' p r' pi' pl' pl'

Iljernl:llo 2: Sea .D : DtDlt Ds. IJe donrle tu : f )(D) : ululltos y r(ur) :

(5 6)o (1 2 3)

Corrsidel'euros u' : tD'2 = |utw11)2u?

Aplicanclo Schreiel - Reideltleis tel ol¡tcueulos:

6' : (u¡utll)2 u ol wrl urt wr2wi'-l'-l'

De donde
. -t 2 -l -t -t -2 -I I I

P = \/1tl1t ) 11¡ Pt {)t Pt P¿ Í't l't

Sea Po \a trelza asociada a p:

Ao - ¡o rt o1)¿ oul ort o rt or-¿o,I o"t ool
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Figura 4.8:

Gráficarnente verificarnos que Bp es cohereute col cl bloque {{I,2,3-}, {4}, i5}} (figura

4.8).

De donde, p es una clase reducible (4.1.6). Y aplicando el Teorenra 4.4 (i),

obteremos que p no es ul)a clase periódica. Concluirnos que , es ur)a clase ¡educible

no periódica en .M(T).

4,2,5 Problem,a de palabras y periodicidad en M(72)

El ploblerna de ver'.ificar si un elernento de M(Tr) es u¡ra clase periódica se

convierte, a través del procedimiento anteriormente descrito y de los resultados de

Benardete, Gutierrez, y Nitecki (4.1.6), en un ploblerna de palabras en 85(D2). Nos

preguntamos si verificar que urra clase de M(Tr) es un elemento de orden finito es

equivalente a lesolver el ploblema de palabras et\ ¡\4(T2),

Consideremos un elernelto D e M(alr), Dntonces D es una clase periódica

si y sólo si t¿: O(D) es una clase periódica eu ,M6(S'?) (Teorerna 3.3). Además,

rr; es un elemenl,o de orden finito de Mu(S') si y sólo ,1 tr-,ord 
,,(u) 

- I en Ma(52)

(Corolalio 3.1) y, pol lo tanto, D es una palabra periódica si y sólo si Dor¿ r(1x) -
1 o [i], donde i es Ia involución del bitoro definida en 2.2.3 (la permutación r(tu) se

calcula facilmente a partir de uua palabla D:: , , . D:: que representa a D, ya que,

r(t) - (i,, i,, + 1) o . . . o (ir ,r + l)). Concluitnos que si existe un algoritmo para

decidil cuando dos palabras representan el mismo elemento de M(72)., entonces existe

un algoritrno para verificar periodiciclad.

Inversarnente, si D contiene un homeomorfisno periótlico y D actúa trivial-



9E

mente en la homología (D- = /)' entonces D = 1' ya 

'que 

el único ltorneonrorfisuro

perióclico que actua t'i'i^t'l*t" "n 
Ia horno'logía es la irlentidacl (3 3'4)'

Así, el problemu a" futot"a= es ecluivalente' mórlulo multiplical matrices o

permutaciones' u,l o'"b'"*t tt:;;;nt- 
" " 

ele,rento de M(Tz) co.tie.e un homeo-

morfistno PeLiódico

A continuacióu dalemos algutos criterios algebraicos que puedeu evitar at-

gunos cálcuios, uf i"t"""l l"tlicor ieriocli"iclad de uu elemento cle M(Tz)'

co,sideremos o = Dii "' Dii eM(Tz)' d"ñnimot:

r(D) = (i" i"+ 1)o " o (ir ir * 1)

utlD) =e,, 
* "' * e1 ntod'1l}

Tanto ur(D) como tuf(D) están bieu 
'defini<ias' 

ya que' Ias relaciones que

defll1en a M(?2) tienen ;; lo' pt"'."'to"ión trivial y surna exponercial multiplo

de 10.

n"o""i;:,' 
iriin!",,=,!;,t',*rl;','i"I'"i) 

,',0 ::*"'lijos 
o' no es producto de

cicl<¡s d'el mismo largo' entottces D no es uta clase Tteriód'ica'

(ir') Si ord .t'1"'"t''t'¡ t' O (mo<l Ñ) ' "otou""' 
D no es ut¿a clase periódlla'

0iü Si D'.'¿'ó\ ¡ ll ' erttonces D tt'o es tnta clase Tteriód'ica'

DBtro'riuctós : (i) r(D) = zr(o(' ) )' ,,^i."1 
lT ;::"".*";::":X"J":l :] ;

Mu(S') es una clase periódica (Teorema 3'3)' y lor

esfera cou 6 agujeros '*'"*' 
itt'.r'aciones 

que dejan a lo más 2 sírnbolos fijos y son

prorlucto <Ie ciclos ¿''*"*t'f-*' (ii) y (iii) S'i D es una clase perióclica' entonces

o(D)*a.(n) = , ", ;:ü;; i*ji,lli:'(D) 
- r o riren M(rz)' de donde'

u¿(D-d "(D)) = 0 lmod 10) Y ''

Ejemplo 1: Sea D = DuD¡l DzDq'2: entonces '(D) = (3 2 6 5X4)(1)' De donde'

aplicando lu e'op""i"ii" "'"ttt 1"¡' '" "on"l'y" 
qu" D no es una clase periódica'
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aplicando Ia Proposir:ión antelior'(ii), se corrduye r¡re .1) no es una cla,se perióclica.

lljerrrylcr 3: Sca D - DlDsDZDlll)!1, entorrces n(D) : (1 2 4 5 3). De donde

ord r(D)'ut(D) :0 (nrcrl 10). Sin crrrbatgo D: + +1 y, cortcluimos rlue D nr,

es una cl¿¡.sc perióclica. De hecho,.D cs uua r:l:rsc ltseutkl- A llosov, ya r1ue, 1) es utr

e.jertplo tle Petner (Cololalio 4.1).
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