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RESUMEN

En esta tesis se estudia 1a extensión supersiméErica de una
teoria cuántica bosónica desde e1 punEo de vi sta de 1a re-
presenEación de estado fundamental. El aná1isis se reali-
za proponiendo un ansatz para 1os generadores de supersi.me-
tria, que resulta ser diná¡¡icamerrt.e ¡nás rico que 1a defini
c ión estándar . Der¡ostramos que e1 teorema de Gozzi no es
vá1i d o en tre s dimensiones a meDos que r un término de aco-
plamiento de spín-órbita sea sumado a1 hamiltonisno bosóni
io del sistema.
En 1a segunda Parte de esta tesls ¡ se arBumenta que e1 anzats
propuesto, puede considerarse una prescripción para supersiEetri
,ar' tuorla" covariantes generales Ln analágia .on ,"cárri.a cuán-
tica supersimétrica. Se ilustra e sta idea con dos ejemplos ¡ a)
1a particula relativista b) 1a cuerda relativista. Se denuestra
que 1a prescripciin conduce a 1a supersimetrizaci6n correcta
de 1os sistenas considerados y se obtienen 1as superálgebras
correspondienLes.

Se discute también brevenente, 1a conexión entre nuestro néto-
do, e1 de 1a raiz cuadrada y e1 napa de Nicolai. Danos taEbién
una iDterpretación estocástica de1 napa de Nicolai para e1 ca-
so de teorias covariantes generales.
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I}ITRODUCCIO}I

Supersinetrla es una sioetrLa qr" fu" descubierta ha ce

unos qulnce afios, primeramente en e1 contexto de 1os nodelos

tluales /t/ y Tuego rei-nterpretada y extendÍda a teories de caD

pos /2/.

La interpretaci6n corrienEe de supersimetrla, consiste

en postular 1a existencia de multipletes mixtos de bosones y fer

niones en cantidades iguales y con 1a nisEa nasa.

Hist6ricamente, e1 interés por supersinetria se origin6

por 1as nuchas propiedades notables de esta clase de teorias;

por ej emplo, para algunas teorias de cam po s superslmetria
mejora 1a renorma1izabi. Ii.dad, Supersinetria también periij.-

te 1a in!roduccj-ón de s inetr ias locales (Yang-Mi11s ) /3/.

Desde un punto de vista nás forna 1 , supersiEetria es 1a

única extensión consistente con teoria cuántica de canpos que

unifica sioetrias espacio-tenporales con sinetrlas inte¡nas /4/

y desde e1 punto de vista algebraico generaliza las si*"a.1""

con g¡upos de Lie a supergrupos /5/.

Sin enbargo, a pesar de todas estas propiedades notables,

los nultipletes supersj-mÉtricos no han sido observados y esto

hace pensar que supersinetria es una simetria rota.
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ronpimlento de superslnetrla han aldo

l6r7 l. Út crLterl.o partlcülaroente

tfitter /81 , el cual se reduce

un irivariante topol6gico, conocido

En 1a práctica, este indice es nuy dificil de calcular

/8,9/. Por esta razbn, Ilitten propuso en su articte]-o /81 un noF-

delo ¡o trivial de necánica cuántlca supersimétrica (HQSS) don

de e1- lndlce, pars ci er ta clase de potenciales, se puede deter-

Einar y asi discrimÍnar si 1a supersinetris está roEa o nÓ'

Sin erabargo, se ha descubi'erto que nás allÉ¡ deI inte-

rés ori.ginal de1 nedelo de I{itten' }tQSS posee uÍ amplio rango

de aplicación en diversas áreas de 1a Fisica /1o,12/ J b la }ieteqá

tica /13/. A pesar de estos estudios, 1a conexi6n existe¡te

entre mecánica cuánEica ordinarie y MQSS, s61o ha sido estu-

diada recientenente a Partir de 1os trabajos de Goszi

Gozzi en 1a ref. /14/, observ6 que si un sist-eroa bosóni-

co u¡idenenslonal pcsee un estad o fundamental noruaiizable,

entonces, las funciones de c orr elaci6n vacio-vaclo asociadas

a1 6istena cuántico ordinario y al sistema supersi-nétrico soo

iguales. Esto muestra que 1a nacánica cuántica ordinaria uni-

dinen¡iona1'posee utra §-t:PersimeLria oculta . /14/. De esta ma-
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Dera, e8 razonable Preguntarae a1

guen peraistiendo en dlEenrionea

construir otras claaes de teorl-as

de un sistena bosónico dado.

E1 prop6slto de esr.a teaia

taa.

loa reeultados de GozzL dl-
auperlorea y al ea posible

supersInÉtrLcas a partir

es responder 6 eataa pregun-

En e1 priner capltulo, después de una breve revlsión de

}IQSSrextendemos 1os resultados de Gozzi a MOSS en tres dimen-

siones. Denostranos que 1a construcción de Gozzj- ea válida

e¡ tres dioensiones s61o si se suoa un tÉrmino de acopla-

Eiento de spín-órbita a1 hamiltoniano bosónico de1 s16teEa.

Este resultado /15/ es una generalización natural de la tef. h4/.

En e1 segundo capítu1o, propone¡nos que e1. anzats para 1oa

generadores de supersinetria, puede explotarse como una prescrig

ci6n para supersinetrizar teorlas coiariantes generales. Esta

idea 1a:aplicanos a dos ejenplos que son : a)1a partlcula relati
vista (en un catrpo escalar externo, en un campo de gauge y en utr

fondo espacio- temporal curvo) y b) 1a cuerda relativista. De-

Eostranos que 1a prescripción conduce a 1gs teorlas supersioé-

trices esperadas. Hacemos notar también que 1a cuerda rela-

tivistaral igual que un oscilador arDóDico en oecánica cuántica

ordinaria, está naturalEente en 1a representaci6n de estado

fundanental, Esto permite calcular expllcitamente e1 estaalo
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f¡¡f,¡6anta1 de la cuerdE bos6nica.

Finalmente en e1 capltulo III
entre nuestrg mátodo, e1 de 1a ralz
inEerpretación estocástica de1 ne pa

establecenoB una relacÍdn
cuadrada y danos una

de Nico1a1..
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C^PITULO I
1.1.-

de1 estado fundanental.

Antes de estudiar 1a co¡exión entre Eecánlca cuán-

tica ordinarta y IIQSS revisaremoÉ breverenete esta (r1-

tima.

MQSS es e1 estudio de sistena¡ para los cualee exla-
^te una supercarge i{ que es 1a itraiz cuadradatt de1 hanil-

toniano. Si 4 y fl'son 1as supercargas de1 siatema, entog

ces e1 haBiltonidno es,

tts iLe,a+l (1.1)

donde { i denora e1 anEiconmutador de las dos variables dinámicas. Debi

do al carác¡e¡ fermi6nico de las Q's se cumple tambÍén que

^¿)d' = o'- A+' (1.2)

y por consiBuiente

[ñ,, Hrl = = f a*, (1.3)

'i'e 1as supercarBas Q I il- generan transformaciones de sine

ir. Io

resent

tria . Los operadot". ft, A*y fis constituyen un álgebra gra
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dada y el conJunro de relaclonea (l.l)_(1.3) deflnen un
siateoa que llamaremoe MQSS lg,16,lZ,].g/.

La forna ,expllclta de las sr¡percsrgas depende na_
turálnente de1 nodelo. para e1 nodelo de lrltten esta6
son: *

(1.4)

donaet y Vt "on espi.nores que satisfacen

6+-
a

(t +;w) r{,'+

(P-;w) v

tit.= ;?' + u

\v, rY{} = t

iV,"{'} = a={'P*,tl'*i

Usando (1.4) y (r.l), se ve fáciloente que Hs es

w'? (^) f,.l,+, Y]wt'¡rt (i.6)

ser diagonalizado

Eatricial para 1os

si se escoge

espinores

(1.s)

la sigu j.e

(1.7)

te

(1.6) puede

representaci.ón

V=f,-=(?:) , Y*= G* = ( ', i)

A 1o
tales
Bente

largo de 1a tesis, sienpre t.rUu!ro-I-que E=c= =e=l[. exc(
1o contrario. :Pto cuando se diga

con unidades
expllcita-
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En esta representact6n (1.6) es

fr.= t?t* * w'1,) - ¡- cr. Wtrt,,, ,r.r,
o-r=(L-o,).

Es sabido de srecánica cuántice ordinaria /19/,
que cualquier siateDa cuíntico bosónico con u¡l haEilto-
niano de 1a f orma

(t.e)

en üna dlnensi6n se puede escribir eo "14 representaci6a
de es!ado fundanental'¡

íf =*i'*+w'i,,- iw"(') (r.io)

donde U=-Ia¡{ , siendo.f 1a función de onda de1 esrado

f¡ ndanental / 20-22 / .

Usando esta representaci6n, Gozzi/14/ investig6
1a relaci6n entre (f .8) y (1.9)para e1 caso unidinen-

sional, Sus resultados se reducen, esencialnente, a1

siguiente teorena: Las funciones de correlaci6n vaclo-

vac5.o para (1.8) y (1.9) son 1dénticas.

H=*it + ulx)
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I.2 Teore¡oa de Gozzi en trea dloensLonee

En egte priner capltulo, deDoatraDos que en tres d!

nengiones la construccl6n de Gozzl conduce a que sl, ae

agrega a (1.9) un térnino de a.coplaniento de spln-6rb1-

ta adecuado, este sisteE6 cuántlco teailrla una 'superei-

oetrf.a ocultar', esto ee lll]- Llnl .

Consideremos un BisteEa cuántico bos6nico' descrr-to

por e1 §iguiente haailtoniano en trea dinensiones

V? +u (ñ') (1.11)

Es bien sabido de mecánica cuántica /19,23/, qúe

siendo (1.11) un operador ellptico, e1 estado f undarental

no tiene nodosi esto signÍfics que la función de onda lo

no cambia de signo y por consiguiente podemos escribirla

en 1a forma

^l/ _
tO

(1.12)

donde V es una función real (aqui henos omitido una const.ante

de nornalizaci6n, la cual es irrelevante Para nuestros
f ines).

En e1 estado fundanental, 1a ecuaci6n de Schrddinger

para e1 sistema (1.11) es

H= -i

e
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H .f, -- E,1{:o (1.t3)

si reemplazamos (1.12) en (1. 13), obtenemos una ecuacl6n

en 1a que podenos despeJar 1ll¡) atgeUraliar¡ente en térolnoa

de 1a función V , y por consigulente, (1.11) se puede

escribLr en 1a f orna

É=- +-ft*á(trO'- t¿v)+Eo (r.14)

si defininor

(1.rs)

se ve fácilEente que (1.14) es

,., 3 ¿^
H= i2_ Q,, Q;, 4 ¿=l 

( L

( 1. r6)
^-H = H -Lo '

E1 hamlltoniano (1.11) escrito en 1a forna (1.16)

(o 1.14).¡ está en 1a representaci6n de estado fundamental.

EI paso siguiente en nuestra construccÍ6n es 1a

supersj.Eetrización del sistema (1.16)rde manera que satis

faga e1 álgebra de supersimetrla (1.1)-(1,3)

a = ¡ +!v

d* = -í+ív

Defininos 1as supercargas en 1a f orna
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G-QL

r, er 3)
( 1. r7)

[r=

!
¿

(6rG-) 6

o r\
o o)

el haniltoniano supers

Lr'il.*. +ieijtu,.]6i

+ i(r-E+) @llrl {.,.,. r ic'i* a { O, aJ

E1 priner y tercer térniiao en (1.18)' dan la ge-

neralizaci6n ingenua a tres dinensiones de1 resultado de

Gozzi , L.?

Q;

noteroos, si.n embargo, que aparecen

Uno de ellos es

ñr)
, I 61o'
z\

@+ = eto, @ 6+

r- = tl 3) , 6r= r-*= (

las cuales generalizan (1.{)

Este 6n6a!z tambiÉn fue propuesto independiente-

Eente por üi /24/, aunque en un contexto dj-f erente a1 preset

tado aqui.

las propiedades

de movimiento

1as 6. son ma-

Hr=

Las supercargas (1.17) satisfacen

de nilpot.encia y son tanbién constantes

"i L es definido por (1.1). En (1.17)'

trices de Pau1i.

Usando ( 1 .l ) , imétrico es:

O: +r (r.re)

téroinos adicionales.
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f, .,.n 
"n of ó¡

el cual se puede escribir c omo

donde se ha identificado e1 operador de 
"rrn 

l.oro

Para e1 caso particular de fuerzas centrales \l lf¡)

y por consiguiente V= Vln) , de nodo que (1.19)

se puede escribir cono

Hs --
(1.20)

i(§"v , i')' d

y por consiBUlente, e1 haloiltoniano conpleto es

i,= *{qai= +(u,u,u,u, ) .(t t**u''_r,. 
,*rr)..r

3 .rv -r.l-l +
FdNJ

i)o [¡o;ol -i ,i r í]'
Il,i) oIt.to, -

*(.%

[.-' )\o )
{,=t0

El estado
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ea por conatruccr.6n anigullaal o por A I 'Q' , i.a

l.!" - o
( r.2r )t*t- o

por 1o tanto rfo es aniquilado también por [ . Ia

que H, es positivo seoidef inido por construcci6n, {
es necesa¡iamente e1 est.ado funda¡ental de1 siste

na (ya que 1a energia del es tad o fundamental es

cero, 1a supersiDetria no está espontáneanente

rota).
Siguiendo a Gozzí /tt / , ta funci6n de correlacióo

vacio-vacio para e1 hamiltoniano (1.11), es 1a nisma en

una dinensión que Ia de su extensi6n supersimÉtrica,

y por 1.o tanto , 1as teorias cuánticas son indistinguibles.

En nuestro caso, el resultado es que 1a funci6n correla-
ció¡ vacio-vacio para e1 si stena supersimétrico;

ZslJ] = f§to$ ci' el-*tus(1i¡'v) +f,'x]

es 1a nisma que Ia de1 sistema descrito por eI hamilto-

niano bc s6n ico

il = -:- v2 + urn) -. 3 dl f. s= o -22)
" 2 n /fi

asi , el sistena supersinétrico (1.20) es indistiguible

de1 (1.22) , pero difiere de1 sisteoa (1.11) debl.do a1
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tárofno de acoplaniento de apln- 6rbita

[/= -"- »n Jn
(r.23)

Desde este punto de vista, eI resultado de Gozzl

puede ser visto cono una consecuencia del hecho que en

una di-nensión e1 spin y Donentun angular no existen.

1.3.- Eienplos

Para terEinar este capitulo, cooprobarenos 1os re-

sultados que dan mecánica cuántica ordinaria y supersi-

nétrica para dos ejenplos que poseen solución exacta i .

e1 estad o fundanental es cooocido. Estos ejenploe son

eI á¡omo de hidrógeno y eL oscilador arnónico esfárico.

Para necánica cuántica ordinaria, e1 acoplaniento

de spin orbita es /25/

r.d

ir 
-¡J_ttL-s t¿ r ¿l! L*. a

2il" c' n

e in troduc Í eDd o todas

( que antes habian sido

(r.24)
Jn

1as cons'"antes respectivas en (1.23)

puestos iguales a uno), 6e tiene

\llvvL-s-
,.)

--n
IYñ

¿L
dn

Antes de seBuir, observemos que

es conpletannete distinto a1 de (1.25)

1a interacción de un monento nagnétice

(t
t-
lr

r ( 1 .2s)

eI origen de (f .24 )

. (1.24) provlene dr

Ií=t 3 r con
loc
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un ca¡¡po EagnÉti co
siste.e en repoao ;"u"'" 

F= -9*

"r_r, ?. 
", ;:;." ;:";.;;;t::'::"trla.

I i'qr- en

de carga - e-

exigencla de

el

con

supersl
Para el caso del átono de hldrógeno,

'tf.= - §
n r V-- nu zi-,

val.o¡es de expectacÍón de ¡1.24)

(H.-e)= q? (w.-, ) (r.26)

(a"=\er)
Comparando 1os

(1.25) se riene:

r&)\4^)
donde ( es la consr
rh: /,?,3,--... 

, r: a,tt;T:: 
de estructura fina, hr= [rrr+r)lr+i¡]

Esto denues
far no puede ser ,tra' 

9ue esta superr

to de splr-órbita 
¡coaodada por e1 tu:t"uttt' 

partÍcu-

este caso, ra vrolestándar 
ot' utt"-'-tino 

de acoplamien

excitados nás bajosación 
de suPersieet 

de hidrógeno' 
Para

[rayor que Ia separ: 
e§ de cuatro o.rurtt" 

para los estados

Reciénteoena"'t'uo 
de estructu,.t-'""'u 

ea'nitud

nado este úl tino o. 

*o"t'utky y Nieto 
fina observada '

resulrado de Gozzl ,lo'"'" 
desde el ,r,"u' 

han exaoi-

supersioárrica 
de ,'r'o'' 

"IIo= ton"i;""''t" " 
vista de1

r ecuación radral ,o 

un 
" 

extensión
,Ia&ente, - la c ua1
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por e1 teoreoa de Gozzí-, deberta reproduclr eI espectro de1

átono de hldrógeno, sLn embargo eata extelslont no es ver-

daaleranen!e trldlnensional y por consiguiente no da cuenta

de1 acoplamiento de s Pin - dr bl ta.

Este reeultedo, no excluye que no puedan encontrar- t

Be sistemas supersimétricos a nivel de flsica at6nica.

En efecto, se pueden considerar especiros asociados a distintos álomos

1os cuales se relacione¡ ent¡e si por una transforr¡ación de supersire-

tria, estos 8isteuas forma¡ parejas (o multipletes) de

átomos supersioétricos. Esta posibilidad , ha sido cons j-de

rada ranbién por (ostelecky y Nieto en un articulo pos-

terior /27/i para una ¡evisión ¡eciente ver /28/ -

U¡ cá1cu1o slmi 1ar puede hacerse para e1 oscilador

arn6nico esfárico. En este caso e1 poiencial es

')'t

U = ! r»r t¡- Il'

\/ -= !::4 ¡1
L+,

por consiguiente

. { t_,
,/ ,t \ 

- 
2-(. nu-q i - -- -- -zzÍt,c

1wr- s >

por 1o tanto, una Part icula cargada en un potencial arm6ni

co esférico, podria ser supersimétrico si 1a separación en

tre 1os niveles de energia es suf ici en ce para crear un par.
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CAPITULO II

En er cap].Eul.o anEer¡'or DostraEoar con un

ejemplo slDpIe, 1a extensl6n de1 teorená de Gozzl-

/14/ d tres dimensiones. La construcci6n se hlzo

generalizando e1 anzate de /14/ para loe genera-

dores de supersinetria.

En este capi tu1o, considerarer¡os e1 anzats

para 1zs supercargá6 propue6to en eI Cap. I cono

una prescripci6n para supersinetrizar teorlas
hamiltonianas.

Investigarenos la validez de esta prescrip-

ción para e1 caso de teorias covariantes generales,

i.e teo¡ j.as que debi d o a 1a invariancia bajo repa-

raDetrizaciones tenporales, poseen u¡ haniltonia-

no nulo y por consiguiente, este puede ser escri-
to cono una conbinación lineai de 1os vinculos

de1 sistema 129/. considerenos haniltonianos

de 1a foroa

u- [II _J L ú'Xo dtul = o
&

(2.1)

donde a=L.rL,2,3r... il <D-l. y D es la dinensión del

espacio tiempo.

Los vinculos ){* son suficíentemente generales

cono para incluir sistemas covariantes generales

ntea aenerale

En et capttulo anterlor Dostranoar
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taleg cono 1a parttcula relatlvlsta, cuerdaa, úeD-

branaB, gravedad, etc. Los $a aoa generadoreB dc

deaplazanlento locaIeE ea Ia dl,reccl6n tenporal y

los [; restantes, §on generadoreg de reparane-

trizacioaea en lae direccLones espaeialea y no Juegan

ningún ro1 dinánLco 129/.

La prescripción «b Dirac 130/ para cuantizar

sisteEas haniltonianos cón vinculos, conaiste en

reemplazar Ia condici6n clásica ){"4 O , Por

in{ = o (2.2)

aona" fi o- son 1os operadores cuántj,cos asociados

a 1as funciones c1ásicu" Xo_ (2.2) es equivalen-

te a una condici6n de selección de los es'-ados fi-

sicos. Et conjunto de ecueciones (2-2) son l1ana-

das ecuaciones de I{heeler-De tiitt /31/.

La condición (2"2), claramente inpl j.ca que

(2.3)

¡ por consi.guiente, todos 1os estado¡ fisicos de un

sistema cuántico de este tiPo, Pueden Pensarse co-

no eI estado fundatrental de una teoria cuánlica en

D+1 dimensiones, donde 1a nueva dimensión es un

tiempo f icticio ). ,

i"f = "
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(z .4)

Para eI caso de teorias covariantes generales,

es un operador hiperb6ltco (debido a 1a signatura

ninkonskiana de1 espacio-tiempo) y no ti ene sentÍdo

^hablar del estado fundamental ya que e1 espectro le f/

no es superior ni. lnferj.ornente acotado

Sin embargo, ned i an te una rotación de Ilick, es

posible transf ornar e1 operador É .n .ro operaCor elfg

tico y 1a interpretaci6n de (?.4) cono una ecuación de Schró

L*= fi{ =o

\,
d\ e-

H

dinger tiene perfecta validez. En

e1 estado fundamental existe y e1

estas condiciones,

hamiltoniano puede

, o equivalentementeser escrito coüc É=t 1r'i tnA,,,

Q'o Q o- (2.s)

(2,S) es 1a versi 6n ex Lend id a para si stemas covariantes

generales de 1a representación de estado fundamneial.

La supersinet.rización de aqui en adelante es directa:

se def i-nen la carBas fermi6nicas á" de acuerdo con

e7 anza:.s /32/

o-= 
6'io- (2.6)

pueilen ser elegidas

@ )ff= é:tj

donde 1as va?iables .9t erl¡]'oDlcas 94



La ecuación (2.7) puede consüerarse una deflni

X o' y e1 probleme siBuient.e es verificar si

junto de operadores de vinculos i: , A, I Ql t.

supe rá1ge bra cerrada

- 19-

6rbitrariamente y están aujetas só1o u qrr"'f;] ', A*l á:

formen un álgebra de Lie gradada.

Los o per ad ore s de vlnculos bos6nicos (nodificados),

se encuen!ran inponiendo que 1a teorla fermiónica sea

"1a raiz cuadrada" iie 1a teoria bosónica /33/, i.e

áo.üt = *.\d..,á;J. (2.7)

ción de

e1 con-

rma una

fior, g..)"-4" 
, [4,,{1 - il"r, (2.8)

A con tinuaci ón resuminos e1 mátodo de supersiree-

trizaci-ón con e1 sigui.ente esquena:

w;[ @ü e da'u á' aL Mtw\l]ta/

5e ¿a teo h-e cr¡

6ls'''u

tnr.lr. o *f;or= 6j6.

lC'/

--::.----
@-pA

ln^1".|,-u.*r;
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Er 1o que elgue, resolvere¡os algunoa ejenploe

rlonde aplica¡oos e1 nétodo dellneado mas arrLba. En

primer lugar exarulnaremoa 1a partlcula relativista

de. "masa raríab]-e" /34/ (Ia partlcula relativl6ta

roviádo=e en un canpo de Gauge y en fondo curvo se

d i scu ten en e1 apéndice B). Por ü1tino, en 1a sección

2.3 se analiza 1a cuerda de Nambu y su ex¡ensi6n su-

persi,nétrica segün este oétodo.

lativista

La supersinetrizacián y cuanEización de 1a par-

ti cula relativisia ha sido extensi-vamenre estudiaCa en

l"a lireratura i35-39 l. Aquí. denostramos cooo este pro-

blena puede ser reanalizado usando nuestro nétodo -

Consideremos el- vlnculo haniltoniano c1ásico

asoc iaJ o a una partlcula de "masa var1ab1e", despu á s de

1a rotaci6n de 1{ick se tiene

Xt= (2.9)

(para una deflnición de 1as eonvenciones ver apdndice A) dondeU es

una función dada de Xl Siguiendo J'a discuaión de La secci6n

2.1, Ia teoria cuántica que 6e obtiene ae (2.9) es,

(2.10)

Mecán uántic

k'"{= o
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CEdonde A ea el operador

Schrddinger.

De acuerdo con 1a sección 2.1,

eliptico, e1 estado fundanental es de

consiguiente (2.11) puede ser escrito

X"=

(2.r1)

si usamos 1a representacf6n de

si e1 operador (2.11)
- \,Ia f orna g ' y por

cono,

(2.t2)

(2.13)

1a ecua c i 6n de Ric atti

?

fi, = *(0r0, +

Pp=-,or i ir=h

U?r*l)

OE
r; e;,-

con

Ai = ?rutr'
q,:' = -?* +?.v

donde U y ! están relacionadas por

?fVEfV^ Aflrv--U, (2.r4)

La supersiñetrización pued e hacerse defi-niendo Ias

supercargas /40/

ad = é;- ,J.,@e _

ec)+ _ &E+ yG) 5>G+ (2.1s)

r "r
louí 1"" !E)lt son oatrices de Dirac euclidlanas (apÉg

dice A) y las 6a son 1as Eatrices def inidas en (1.7).
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La condlci6n de nflpotencla de lao 6+ iroplica

&b- o -8'ú, por 1o tánto, et def inlnos eI vlnculo bos6

nlco ¡odlficado en 1a

¡
)1: =- i {Qt')+,6ctl (2.16)

QE,),6A rf;.rttstucen la sisuienre su-

ld*,tr\-o= 1d6'r,CIu'rj

=lñt)r, y?7

fr¡'tJ = "

= \fu'', 0nhJ

aniquilado w, Q.te)

forna

se tiene que

perálgebra

l&u',frjcr] = o

lfry) ,
? Í{r*'

si un estado llo ."

(2.17 )

tFll,

@t" = §

!. sera

fit' tl' = o

Las condiciones (2.18) y

ser viEtas cono un conjunto de

.¡-¡-rJ
v Qu'', í."

(2.18a)

(2.r8b)

(2.re)

(2.19), pueden tambiÉ¡

vlnculos inpL enen ta dos

dü"=§

ento¡ces, 1a superálgebra (2.17) garantiza que

eI estado fundamental de fi6 , i."
6
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§obre 1a teorta cuántica por la prescripcl6n de DLrac.

El cierre de la superálgebra (2.L7) garant''za que 1os

vfnculos 8'rhitl Íq" "o' de prinera clase y qucr Por

consiguienEe, pueden consi stentemente inPonerse sobre

e1 espacio de Hilbert de 1a teorl6 cuántica. Contra-

rLamente, si (2.19) posee una sol uc i ón normalizabIe úni

ca, debe satisfacer (2.18) (I por 1o tanto , 1a supersi-

merria no puede estar esPoniáneamente rota).

E1 vinculo i'u' "" 
puede encontrar expllcitaEente

sust i tu yend o (2-15) en (2.16), e1 resultado es

^"P, -l,, (2.2o)

atr

donde

\

^-l -.\ \O['-rrr,,!r I

i,--,-IaF*br'u'5 2 
\

.- (tl G\.rr,=ilYr)f I J

(2.2r)

e1 térnino o*ri r, es el análogo de1 a'cDlamiento de

spin -6rbi t a encontrado en e1 capitulo'1 '

E1 caso de 1a partlcula relatiYista libre' Pue-

de f ormalnenEe resolverse tomando e1 linite U->r- ( es-

te limite es singular ya que, estrictamenie hablando'

1a función de onda de1 es tad o fundametal no es normaliza

b1e a nenos que el sistena sea puesto en una caja ' sin

enbargo, esto romPe 1a invariancia de Lorentz)'

i 
l', = a|^v 0,, - "rvrr



este 15.Eite y su 6o1uci6n ea [=tkfYf , con hnt?n=aa1 Sl

formalmeDte tomaEos kf= 
?ff , Ias supercarSas ( 2.15)

son

hH = (V+ m)oc,_

6e)+ = (-/+rfioe+ (2.22)

(2.22) reproduce eI resultado esperado

e1 cual es eI mismo que derÍvaron Galvao y Teitelboin

/35/ en e1 llmite c1ásico.

Para obtener 1a teorla flsica, tenenos que devol-

vernos a1 espacio de Minkovski, 6in enbargo esto tieDe

un problena técnico. En efecto, el operador es positivo

senidef inido, i. e

? > " e-2a)

sin enbargo, cuando nos devolve¡os aI espacio de Minkovs

Ut, yI no satisface esta propiedad, la razón es que las
supercargas furt , firt+ no se mapean en operadores herni

ticos conjugados entre si debido a1 carácter conplejo de

La rotación de I,üick.
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La ecuaclón de Blcattt (2.f4) puede resolyerae en

k', = +))#c\,Qt Y!=*(0r?r+r"') @Í.,. (2.23)



Q,r, -, & n

á?* --'dn* 4i

Por consiguiente, el operador yl=il Q^,An! no satisface

(2.24), Io que por supuesto es correcto.

Fi¡a1nente, enfatizamo6 que para una partlcula rg

lativista en un carDpo escalar, e1 térroino de acoplamieq

to de spin-órbita es df stin to de cero en general pues-

to que e-\'+1;r (cf.(2.21)) . Los casos de superpartLr

culas movÍéndose en catrpos de gauge y en fondos curYos

se dan en e1 apJndice B.

2.3. - Mecánica cuántica supersinétrica de 1a cuerda relativis

ta.

E1 segundo ejenplo de 6istena covaria¡te general

que est'rdiareDos, es 1a cuerda relativista,{Para una

definiciór de ]as convenclones ver fa ref. /l/),

Una cuerda bosónica, es un objeto unidinensional

que en su evoluci6n teoporal traza una superficie bidi-

mensional en e1 espacio-tiempo. Los vlnculos que gene-

raD reparaaetrizaciones de Ias coordenadas sobre esta

trayectoria bidinenslonal son :

H¡- |(C*t'r Bjto') " Xr*rc) X'vt,)) x o

X,ro) = Grtc) xt(td < o

(2.25)



donde )<,tr¿c,

en un ins

sobre 1a
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álgebra c
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aonae j \r, denota parént esis de Poisson.

E1 espacio-tieEpo en que se propaga 1a cuerd¡ se

supone plano con oátrica l,..=dírg?r+ -'....+ ) olrv =ltt.-9-77
t 
ltY

p es 1a dinensi6¡ de1 espaciortienPo.

La mecá¡1ce cuántica de 1a cuerda, se obtiene si-

guiendo 1as recetás usuales de cuantización: reerplazar

variables dinánicas por operadores, paréntésis de Poisson

por con[utadores y u sando 1as reglas dadas en 1a sección

2.1. Asi, e1 equivalente cuántico de 1os vinculos (2.25)

es

,rl,Lx'a-)l = o
(2.2? )

lca u

t{= ?¡¡
al

0- f -fr

X {c)
r

na

!9

).

G) esPecif

tante ? , Xl

cuerda (-¡rÍ

njugado de

an6n ic a ,

{ tt'ro) rCrro'l}= 
E

l'ra),, xr'{c')}po = o

fi

,

tc,

ri

\(

€

)n

),r

sa

((

{

c(

6

rl

F

q

Io c

r

a

'o

)s

IC

1

)

.8,urr

lr

)e
lsfa

a,lt,

ü o)t

,

i

.6

r1

:1

I

,(,

1

u

e

n

para Ia cuerda

L 1os puntos

monento ca-

.a siguiente

,] (2.26)
'?P

n

a

11

6€

donde

lJ',

fi, *Irro)l = o

= á(&r&r *

i'rtl

i; 1,r ) (2.28a)

(2.28b)fi,,"t = [G,
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ento

orde-

f orma

ue ae

elecci6n

to Slrn
r

por cant

e 1a regu

vaLores.

on!r r!, , es nás conve-

inear ío= fir* of,.on c¡= -rr+ I .

fi",0-) *fi.
(2.29)

ile ordenan

Dlstlntos

ldades de 1

tarlzec]-0n

a

q

a

c

d

c

1

I I "" (2.28b) indlca algun

de operadores para e1 produ

nami.entos difieren entre si

"b.on , 1o que, dependléndo

e 1.ij a puede !omar distintos

En lugar de trabaj ar

ni ente usar 1a combinaci.6n

Se veriflce que

[]r;., io,.ll = io-Áor' ( ,o')) á'rqo,7

,,§'¡r7= o . *

equivalente a

* Esta regularizaci6n, obviamente no es 1a única eLecci6¡
posible y debiera ser equivalenEe a cualquier otra que
se use. Esta afirmación, es una conjetura que aün no
ha sido aclarada de1 todo. Actuatrrqe!te, s61o existen
argunentos plausibles para justificarlo ver e.g La
ref /41 / .

es-,

( 2.30)

bosjnica, de la ecuae

Hheeler-De tiitt). Es

d onde se ha usado

La necánica

cribir

1a regulari-zaci6n

cuant 11 ca ll.ll ) es

Y,-q lx,-tl -- o

para 1a cuerda

( ecuaciones de

que es e1 aná1cgo,

ción de Schródinger
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notable obaeryar' que los operadoreÉ ,o" eatán Datu-

rBlnente en 1a representaclón de esta¡lo fundanental,

tal cono ocurre con el ha¡lltoniano del oscllador arn6-

nlco en uecánica cuántlca no re1atlvl8t6. En efecto.

en ana1og5.a con Ios operadores de 'tsublda y baJadair de1

oscilador aro6nico podemos defin'1r

^ {o-) =*r
I (a) t{xrt"r)

I
es f áci. l verificar, que e1 operador /o
se en 1a forma

a (ó.^

,," ,1.

a
0.

{iq

(2.31)

ruede escri-

C.:- 1., * 1

estos operadores, satisfacen 1as relac ion es de conmu-

taci6n e tiem[os-iguales

áor,u,)l=; "[oa|r, (2.32)
l- -a

L a"'{} [ 'rr, r ')

D

ro) = t5)

e acuerdo con 1a regu lar i za c i6n que e s tamos u-

(2.33) es una cantldad bi en definiia. Sin embar

enos notar que si hubiesenos usado ::na regulari-

^ltal que d lo) *o , habria un térmirc extra en el

recho de (2.33) proporcional u [!("' que juga

ro1 de energia de punto cero. Par¿ 1a cuerda,

sando,

go, hac

zacÍ6n

lado de

ria e1



-29 -

esta energia só1o depend e de 1a'-constante I , f Por

es inobservable,

Para establecer -una analogla aún más cercana

a necáni.ca cuántica ordinaria, conviene discretizar e1

conLinuo de grados de 1i ber ta d pasando a 1a representa

ción de Fourier. Si d ef in inos 1a t ran sf ormada de Fourier

a" énoro') oot 8ro--= # I-i- n;n'o- 
-6t' tc) , entonces

Élr I

6¡^ = * (ÉX - io^xr",) = 6-r*-
Ah !¿ \ ¡

(2.34)

<ionde Pl = - i a- co^neV, se encuentra que l.as 8.(¿n ,*--,
setisfacen I

[6[., Ó;-]-- aJob rtr,f,r,-* (2.3s)

Si tornenos 1a ¿ransfornada de Fourier (2.33) t se encuen

tra que
+@

(2.36)

Es fácil verificar, que los operadores (2.36) sa-

tisfacen 1a si gui en Le ál gebia de Yirasoro

^ 
-i-- ..+ 't - ) Q' (?i

úlaM qf.(h-r") ü /iry\

('r\ -- - q \

[l^, , ú n..l = ?[cm- -) aáou 'fi*¿-*^; 
(2.37)
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Con la regularlzaclón enpleada aqul, eerLa fncone

Bfetente suponer f*¡.=O con (2.36) y (2.37). No obe-

tante, Bl lnalstlnoB eD lmPoner 1á condlci6a f,oo{o=o ,

es necesarlo renornallzar los v5-nculos 'po¡ Ín.+ $,"-- td'\6".

pero esto es equivalente a introducir una carga central

en e1 álgebra (2.37).

Sin embargo, cono veremos ma¡ adelan¡e, 1os gene-

radores bos6nicos !as' de 1a teor-ia supersiEeLrica ' pue

den satisfacer fo)oY,= o sin necesidad de introducir ca¡

gas cen trales en (2.37).

De 1a relación ( 2.35) , se sigue que no hay nin-

gin estado de 1a teoria que pueda ser aniqu i l ado por

todos 1os §Pr,, s i n u 1 t a n e a m e n t e . En efecto, a lo más
a..

puede exi girse que 1a "nltai" de 1os €ro aniqui. len un mi s-

no estado. La restriccl6n scbre,el rango de/h, es res

porsable que no todas 1as compaBen tes de Fourier de los

vinculos aniquilen e1 vacio !' . Asi, no todos 1os

vinculos de Ia te or ia c1ásica se EransforIlan en opera-

d<,res que restringen e1 espacio iiilbert de 1a cuerda -"

cuánt ica /1,421 .

Defininos e1 esta do fundamental (o vacio ) para 1a

cuerda bos6nica por;
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6 t^ ú --or/r\ ro (2.38)

Es flcll ver, que si se eliJe fAryr»o en (2.38), la e-

cuaci6n se puede integrar y la función de onda de1

vacl-o para 1a cuerda es

to = .! rtl- il'l ',. "l
de modo que

(2.39)

-./-

(ar) € /'

Observando (2.36) , podenos supersinetrizar

Ia cuerda bosónica siguiendo 1os pasos sugeridos

en 1a secci6n 2.1. Def ininos 1as cargas ferniónicaa

en 1a representación de posición por G- ^'(,:I^.)
tlonde 1as 9'^ "o, 

variabl es ferni6nicas heroíticas.

En la repre sen tac i ón de Fourier 1as supercar-

9as son l€.^ i- Át' ¡
G- = 1- '-''- a(r._ r.r-) :yq,¿. cL,. k=_o

Q rl, =o i${a to

&J, = { a:,._.i§l**
n=-€

(2.40)

donde 1as 01¡- son Los operadores ilef inidos en (2.34)

y 1os operaaor." f f,""tisfacen e1 álgebra
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y 1a condici6¡ de realldad

{ tr- , 
qi,,-,} -- a [qb ?r, [^^

,1 )-c' - E
'op. -o P- n''

(2.41a)

(2.alb¡

Para encontr ar 1a forma ex p1íc i ta del operado::

de vlnculo boslni.co supersimétrico , procedenos iguai

que antes, Definimos e1 v {ncu Io bos6nico de 1a teoria
a.

supersimátrica Uo',, por e1 anticonmutador de las sup'-:

cargas, i. e

(2 .12)

londe un cá1cu1o sinple arroja ( ver apándice C )

lco/ < ^ , 
- 

,?(--)Ér É.Xi= )"- o':. ) '(\- / >nn 9.-¡,r-..) (2.r.3)
K=-*

E1 resto tie 1a superálgebra , como se nuestrE

.n eL upJndice D, t iene 1a forma

Las relaciones(2.42)-(2.45), muestran Que el esla:c

fundanental sat i sface

t 4., , üili = o áab rt'.,,.,,^,

[i't"-, ár-l-- 2o.áo6[,'.,- 1.') &ok^*^l (l-L.

ti;, , b:*1= ?ajno (n'--) Át^,^r^, (z.L'>



(¿-)>o

(2 .47 )

De 1a condiclón de realidad (2.41b), se obtiene

<2.t 6)

(2 ,48)

de nc:= queÉ y pl,o =on inCependientes y 1a superá1ge-

Qor)" = o

Yt^^t =o

&l* = Qo- -

bra (2.42)-(2.45), es 1a de1 modelo de Ramond-lieveu-

Schvarz/l/. Los fndicesk,l (excepto sutilezas asoci6 -

das a las ccndiciones de borde ) pueden ser en leros

( nod e1c de Ramond ) o seni enteros ( mod e1o de Neveu-

Schvarz).

En e sta Cerivaci6n de 1a cuer da supersimé!rica

es fáci1 ver: que, sin necesidaC de j-ntroducir una car-
/

ga cectral en e1 á1g ebr a , se t iene naturalment e

A¿
\r J rlA- \y =oo.o . (2.49)

Isto no ocurre en 1as fornulaciones usuales/l/;

sin er:':argo, esta diferencia depende de 1a regularíza-

ción usada y no d eber ia manifestarse en 1a interpreta-

ción fi si ca de 1a teoria.



Cooo conentario final a esta sección, noterno6

1a slguiente dj-ferencia en el. álgebra de las variables

fermidnicas en MQSS y en )-a cuerda supersimátrica. Las

variables de spin introducidas en 1a secc i6n 1.2 sa-

tisfacen un álgebra Cei tipo

r-
t ?,

r^
- 

/.. 'f \-, rl\ ,\ (2.s0)

donde Ctt- C¡i es re:pc:sab1e de1 acoplamiento de spin-

órbita. Análogamg¡te, ¡odrlamos postular un álgebra

similar para 1as variabies de spin

--l\L\
/r)

{i*".,a1,, j' ti* [**1 -l C(oy-; b''-)
"' tFv ( 2 . s5 )

(2.s1)

donde e es anti slmétrico en 
f<-> 

» . Est ó j ntroCucirle

una acoplaniento de1 t: po spin-6rbita en 1a cu er da fer-

nilnica que no aparece en (2.43). Sin enbargo, es fá-

cil con v enc er se que e1 resto del á1gebr a (-2.44)-{2.45)

no se cierra a menos q:e C= O . Esto nos permite

arguDentar que no exis:e acoplamiento de spin-órbita

para una cuerda supersi:itrica '



CAPITULO III

Re re entaci n de e fundarnen 1a ra

da del ha nian c10n n evi

En este capltulo dlscutj-renos 1a relación de1

método presenEado en l-as secciones anteriores, con e1

uá¡odo de 1a raiz cuadrada /33,35/ y 1a re1áción con 1a

ecuación de Langevi n.

3.I.- La raiz cuadrada de H

La conexi6n con e1 métod o de Teitelboj.m es nuy

slnple, en nue s tro caso, 1ps generadores de supersi-

,u r.l " son nilpotenies y se construyen suponiendo 1a

existencia de1 estadO fundamental de1 si stema bos6n i-

co (aunque esto es una herramienta auxiliar' para just¿

fiiar que ¿I hamilLoniano-o e1 vlnculo-se puede escribir

en 1a forma QfL? ).
i^.

Si $', yfl son generadores nil.po¡entes, enLo¡ces 1a

conbinación

/\^
1= ' (? /-r)\J \rt' Á aY'l (3.r)

tarnbién define un generador de supersimetria "realtr cu-

yo cuadrado es

Z'= t,k'* !rd'*+1A, gt/
.\

= il A,gtl"X' (3'2)

que es 1a idea que d e sar ro11o originalEente Teirelboim
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(prlnera ref. en /331), para obtener supergravedad

cono 1a rai z cuadreda de r elat i vidad general '

Para e1 caso de 1a cuerda s u p. . s i. u't . i c a , 1os

generadores de supersinetrla (2.40) no son e*p1l-

citamente nilpotefites*, sin embarSo, se puede comProbar que

c1 caso.n,,-,-o(HOSS), e1 álgebra (2.42)-(2.44) ef ectivamente

reduce a 1a su per á 1g ebra de MQSS

\a,Ql :ils

en

se

I{,HJ (3.3)

Nicolai /43/ denostró e1 siguiente Leoi"eaa:

"r{l¡+] es un laqrangeano para una teoria de canpo su-

persinárrica, donde Z yé so¡ carnPos fermiáni cos 1'

'oosónicos respectl\anent.e. Entonces, exisLe una tras-

formaci6n entre canpos bosónicos (en gen era i no-1inea1

y no-1oca1)

g _, Srol (3.4)

(napa de Nicolai) ta1 que

* Es posible tanbiAn, construir una cuerda fermionica
con generadores de suPersilDetria nilPotentes, sin eEb
bargo, esta construcci6n es mas conplicada que 1a pre-
sentada aqui por presencia de términos an6nal-os en

e1 á1gebra. La anomalia, se puede eliminar usando con
binaclones adecuadas de (2.40). para una discusión s9
bre esto, vet /32/ y ll+2/. Estas combinaclones' son
equivalentes a utilizar 1a representacián nonilpotentes
presentada aqul.

Ecuación de Laneevin



a ) [ 
U -- ]' la,\ + ü",t -y.*:. +i"9

donde M es un operador lineat.

l, 
S, ÍDx¿\rxÍ' -du*L*1

Eé esto, se deduce
na) de 1a teoria

z =\so gtsz e- 5¿t/l

se puede e=: r ibir cono una in tegr a1 gaussiana,

Z-- loq n§atrrrug

i.e en 1as :uevas variables !
rnente 1ibre.

Este resultado pr esen tad o aqui formalnente, fue
denostrado p e r t u r b a t i v a m e n t e (en general ) por Nicolai
/43/ y no-Derturbativamente por Cecotti y Círardello /A/
para algulos roodelos. Estos últinos autores, también
in ter pr eta r on fisicamente esEe ¡Dapa en térnlnos de una

ecuación diferencial est ocá stica que coi nc i de exacta-
mente (a1 cenos para HQSS ) con 1a ecuac i 6n de Langevin.

E1 pxnto de partida de Ceco-'ti y Girardello' con-

en c: servar, que para e1 caso de MQSS no relati-
con ei J-agrangeano

l-
z *, ¿_ r.1v'r¡. (3.e)

exisLe e1 slguiente mapa de Nicolai

3-
7

( 3.5)

(3.6)

que 1a lntegral funcional ( euclidea-

(3.7)

(3.8)

, 1a teoria es foroal-

siste
vÍsta

L-
.; f (Lor +i?v)7

(3.10)



Ie

I
do blanco.

Si observamos 1a forma de (3.10), nos danos
cuenta que 1os operadores Ql¿. que hemos estado usan-
do en 1os capi tulos anteriores/ son justanenEe de1 tipo
(3.10) en forma hamiltoniana.

Para escriblr los operadores Qln- .oro ecuacio-
nes de Laagevin, es necesario poner e1 operador de

aomentutr en térninos ¿e i,^ . Considereno6 cono
priner ejeEplo ta particula relativi sta en un can Do

escalar. Usando 1a ecuación <le Heisenbe rc f = iIi] fi],

se tiene en este caso que

X'= i)?nrl
icnde \ es un nu1!iplicador de Lagran ge

o+=
'F

+ D*V

-38-

esta ecuaci6n, puede tambl én

de Langevln para X , donde

erse.cono una ecuacl6n
representa e1 ru1-

De a q u i

Qr^= -i k'^ + a.^v

Las ecuaciones (3.11) y (3.f2), claramente son ecuacioñ,es
de Langevi.n en e1 espacio euclidiano que describen 1a
et'oluci6n tenporal hacia el futuro y e1 pasado respecti
y?reIr!e

De Ia uisma maDera, es posible calcular e1 aná 1o

E: de (3.11) y (3.12) para La cuerda relativista. Pa

=a este caso, e1 hamiltoniano es 1a conbinación lineaI
.e todos 1os vinculos bosónicos,

{s ^ -*'
fr = ilq- in,,-, t L &^ fi*, ,..

?n -@ ft'.=: *

Éir

(3.11)

(3.i2-)

(3.13)



gL e sc ogeEos

entoncea

H --:i(, = ilt*), *Xel ,

luego

li -n-
4& ¿ r¡tT (lr" rot- tl) rw -[+J ]¡ ,r,,r

fw\--- a I

{ G q+
i, _ )_ .rr", G\donde lvr+\ = t-, 1:l\_¡ fYÚ=_@

usuales.

+@

+r- ai: é¿_ t_ )/* ! )^. r{
lli=- a.) |

(3.14)

a un conjunto de

serlan

SÍn enbargo, con e1 reescalaniento Q-rI Q= q, 1os

operadores Q son e sen cia lrnent e ope rad or es de creacián

y destrucción de un oscilador arn6nico. Por 1o tanic ,

una forma equivalente de (3.15) es

" *3- ,.+Y ^ -¡-f'*Cf e.
H = L/t*' *., On, 

f -. 
* 

:.". 
**,^ wr)hf

lY'.- - Ú

= Ne)- (3"16)
lv=tv

tt
(ii t

Asi , 1a cuerda es

oscj-ladores y 1os ma pas

equivalente

de Nicolai

Xl -> o)- + XF^= i iY

4g:

e1 gauge t;fr-= ¿¡- o ( gauge ortonormal ) ,

(3.1s)

son los o perad or e s <ie nüre:o

(3.i;)

este con jun-En e1 espacio eucl id iano (t-> it ¡ ,
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to de ecuac iones de Langevln describe una colecci6n

de infinltos osciladores desacoplados en un baño

. t6rnico representado po, Gf¡

Para demostrar f ormalmente qrr Xl* al es un napa tle

NicolaÍ, habrta que estudiar 1a forna hamiltoniana deI

teorema de Nicolai. Esto has!a donde sabenos, no ha

sido hecho y planeamos volr'e:' sobre este punto en

otro trabajo.

3.3.- Resumen, conclusiones y prc --1e¡¡as abiertos

En esta tesis, se prop'JSo una prescripci6n para

estudiar 1a conexí6n entre cecánica cuán t i ca normal y

MQSS y su extensión coEo oé:¡do de s u p e r s j- m e t r i z a c i ó n

de teorias covariantes generales. Los resu l Lad os en-

contrad os fueron 1os s j BUÍei'.es:

i) Los resu 1t aC os de Cozz; /14/, de acuerd o ccn nues-

tra prescr i pc ión no son vá1i d os en nás de una dimensión

a nenos que un término de acoplarniento de spin-6rbita

sea sunad o a1 haniltoniano ':osóni.co: este térnino no

es de ori gen c in emát i co co:c ocurre con mecánica cuán-

tica, s ino que es una exiBeL:ia de 1a supersimetria de1

sistena.

Tanbién de aqui se dei'::e, qué e1 átono de hidró-

geno no puede ser s uper siné::ico y 1a violación de supe¡

simetria para 1os esiados ex:itados nas bajos, es a1 ne-

nos cuatro órdenes de magni r':d nayor que 1a constante de

estructura f ina observada.
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i1) La prescripci6n, usada como !écnica de superslne-

trización ' se aplicó a dos ejemplos a) 1ai partlcula

relativista y b) 1a cuerda relativista. Se encontraron

1as su per á1gebr a s c uánt i cas correctas. Se concluyó,

que 1os §l¿ que se usaron para reescribir 1os vincu-

1os bos6nicos en teorias c ovar ien t es gen eral es se Pue-

den interpretar como e1 ruido blanco de 1as ecuaciones

de Langevin para ]as coordenadas bosónicas ' Esto nos

permi t e coDietu rar, si guiendo a Cecotti y Girardello

lLt, l, Qre 1as transf ormaciones (x,P)-> ( OrO*) son mapas

de )iicolai para e1 hanilioniano.

Podenos menc i on ar algunos problemas aün pendientes '

A) En el caso de MQSS no relativista, i n t eresa conocer

e1 álgebra gradada que satlsfacen 1es variables Fi= á¿@6-

I

v !l- r:OZ, y po:' 1ú Lanio, e1 grupo gradado correspon-
f+

dier'lte. Resultarjcs prelimlnares, indi can q'''e l, rf' son

elenenlos de). álgebra de Lie gradada dei supergrupoSol )O'

/t'5 i .

B) Para cua l qui er op erador "flptt.i exi sten tantas

repr e s en !ac iones de ru fo.rui- 91 q como autovalores
\..r (..r

¿" fi . Estas t r a n s f o r m a c i o n e s , introducidas en e1

slglo pasado por Darborx /46/, incluyen como caso

particular a 1a r e pr esen tacl6n de e st ado f undamentaL

usada aqui /14,15/. Por 1o tanto' cabe PreBuntarse

a qué tÍpo de supe r sinetr ia corre spon d en 1as transf or
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mac iones genera d a s por los res t an tes operad ores de

Derboux §.-, . Se debe, además, dilucidar e1 signl-er

ficado estocástico de los distintos G\pL y su relaclon

con 1os mapas de Nl c olai (en ca so de existir).

C) iEs posible tratar en f crsra aná1oga, otras teorias

<ie carrpo s u p e r s i n é t r i c a s , y en parLicular, 1a supet:cuer

Ca de Green-Schvarz?.
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APENDICE A: C0NVENCI0IIES EN EL ESPACI0 TUCLIDIANO

i ) Cuadli vectores

En e1 espacio de llinkowski, el tensor métrico es

?r, = ra('tr*"+{,,tr)
Cual quier cuadrivector covariante es,

xH-- (^", t')
t'

y corirava]'i ante

xf - (xo, f ¿ ?\

La rotación er, el esoac:' :lclídeo se hace reenol¿zuro, ,l *iro
..;- r>y T- 2ir. En el espacic euc'l ícac, los cuadrivectores se nrodifican por

{E

"f x= ,J = (xi , x) Por consiguer-re el pl^oducto de cuadrivecto!^es es

I

x[ *rl= *Xr¡ ]:r'¡,'
d¡¡c¿ J . es la cielt¡ ce Lroenecker .ir cüaal od'inensiones eucl ícieas.

r"
i i I i,ierr jces de Di rac.

as r que

(A.1)

(A.2)

(A.4 )

(A.6 )

(A.8 )

por:

--+ \
-xl

-n el espaci o eucl i dian: . I as nair'l c

vo - Y - o-l,1óríj = '(r)o- i'- \o -r

vi -v *.=("ó-.= c¡,1-- xi- \rl.t ) u,'(

es- / que usamos so!

r.\.'\
sl

{i'^

{n'^

tf' '= ' 
-'/

'[E)¡v-?-1.r¡¡]
espacio de lljnkoilski , :: hace

trl,]
reer,rclazando Yo \uE) ü

té¡La vue'l ta al
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T'= iF á'' <J

para más detalles sobre las matrices -Y en el espacio eucl idiano ver la

relerencia / 47 /
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APENDICE B

Estos problemas, pueden ser resueltos en forma muy simjlar

al de'la partÍcu1a relat'ivista en un campo escalar (excepto por algunas

sutilezas), aquí damos los resu'l tados de estos cá'lculos.

i) Partícula relativista en un camoo de gauge

para una partícul a

(8.1)

(8.2)

^t,V=io
(B.3)

ec.' e- :J'.Lfrni oe 1a i-ie;';1
o-e e\':: las fuer:as o: A¡ tu

ü É'. J' fóclcr de fas¿ nc-:'iti
Vel' q\j€

Para este caso, e1 operador de víncu'lc bosónico

de masa'variable" es en el esPacio euclidiano
A 

^ ^ r\

X - *(3,1 +tr')
Ir

donde ?r= Pf- eAfIi , rjonde los J, son los gen€raiores de1 grupo de gauge'

En la rep.eientación de estado fundamental (s.i) es 
$ 4¡ .o'

Qf= of - ¡eAif I¡ +r,.y'= vf +?rY

Qf = -"a, + ie Airr; *'tV = - ff o"ru

dorrde l¿ función de onda del estado fundamental es

^v+ ¿e5^A, a^r
gcr

x

f nt, f*f es e.r=gido cie tal fornra

aiquier elección distinta, pueds cambiar

a1 (efecto de Aharcnov-Bohm) . Se Duede

?*V ?*v - ?,^?rV = u

Si proceclemcs como antes, 1as supercargas son

ñ= q$Yr@6-

fr+ = G*, Yr Strr
y e) operador de vínculo supersimétrico modificado (e:--á

de til i nkowski ) es

(8.4)

ya rotaco a1 espacio
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qf -al'YL¡r,r -1n'u Fyu

rl l'ot +¡ r'lry (D.s)

son los dados en (B.2), L !¡y eS e1 operadcr de

c f ' € lv es el acoplra,Tli ento de Pau I i v [,
campo cie Yang-iii1ls. La superálgebra, se cierra
el resul tado aquí presentado es jndependiente de

esoacio-tiempo. Para detalles y una discus'iór,

consülta! se 1a referencia [48] .

fondo cu rvo ,

-rtr'[)

Aouí G.. ) Oi
momento angular,

es e'l tenso r de

por construcc i ón y
'ia s Cimensiones ciel

nás extensa, puede

ii) Partícu1a en un

tn este caso e.l vínculo clásico es

$= j (¡H""1?r?, t o1 c*l)xrt

el cual después de l¿ cuant'jzación es (se supone cue e1

I ocal mente eucl idjano)

U((x) I

(8.6)

espac.i o- t- i empo es

(8.7)

!cnce Va es'la derivaCa covarianle so:'re lc variecacj con mé"'t':ca q

ir- ia repr eseniación d. esi3do funciair'ren"al iB.7) es tü 
"t 

('r

Q* = V, +trv

ai = -rr*?ru
se ruede ver que V y U se relaciona¡ por una

sLipercargas son

G = €uo. Qt^ yq @ 6-

@+ = e'r- 'ol Ye q9 6+

i = * [-vrvr'+

son matrices
eF, elb =

i\6,6f \,I

(8,8)

ecuación de Ricatti, Y 1as

(B.e)

de Dirac eucl idianas y 1as e's son l''ierbein
drt , etc. El vínculo bosónico supersimé-

y después de reemplazar (B.9) se encuen-

donde las Y 's
que sati sf acen

. a.trrco es X5=
i:r a
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+ gÜrg,ro o tbt 
r/

i.= i
en*€'r r¡llry

Et término o'rv [1Sr!y] es proporcionai a 6$' 6)P ?r'oi , ¡
es el aná1ogo de1 acopiamiento de Paul'i o- i" Ffr' La superá'l gebra

cuántica se cierra -y el sis'uema ár17' t ?., descr.jbe comple'"anente

ia MQSS de partícu1as supersimétricas rela¡i,rstas er fcndos curvos [32] .

[i0-

-j.trr/[ grrqvJ

(B.10)

inu [g,L]n *ri -



Derivación de (2.43 )

Usando (2.40), el

=nd-!'"1'.,

e1 segundc térmi no del
(2.35) y (2.41b)
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I ado derecho en (C.1) , se puede escrj bi r así us¿-do

APENDICE C

{ dn", dirJ =

anticonmutado, I don, 0.:] .,

fi .- 
( o n,. 

- ") 
0 

vu,- 
,.r sr.. "ü * a 

lr, _ n, arr, 
^ nltn rrr r, *

, 
o 1,,- ^, J lrr., r,l] + [Q [ (," - o,ú ür -^)Llo.rr iJ),, .,,

+ * = !-nh ". ",, 
o lr --,1 ilr. n, { r, 1 = + ü, 

i.g 
- ^) [.n. 

", 
s] L_ -,',]

- * Áru f «*tt",- m) #.. E *- Vz=-ú faQm-a +*l
Reemplazando (C.2) en. (C.f) y usando (2.41a)l¡o

i+.", oil = +¿-f i6 1,,- u, Q/,n--,I
y desarrollando el anticonmutador entre las

+ tzr,( +¡.-',)gI 
"§; (*- ^ 

t n)

0' s se 11ega a (2.13\i .
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APENDICE D

Ci erre de I a supera'l gebra

Para chequear el cierre de 1a superá1gebra, basta calcular
(?.a4) y (2.15), escribamos

In, 4,,^l= [!to.,4J +] Llzr-'l[vln{.¡"-^ tt á,Á 
(D.1)

pero eI primer término en (D.1) es
{+

FA 1 - f IXo",A
l- l,"n ,6"- I = ?--

= i lk^,
It:-d

usando (2.36), (D.2 ) es

t1 .i 't
& (» - rt) Y¡un J

ér. I ¿t 6(pa-i) " t 
l.ro

+e0

=r{
U.-4

-¡ ¡¡a
\-

= 2a[av L (n"-t.)
e. --

el s¿:,.;ndr térninc e¡- (L.l) es

6 I,, - r., [ór.,,6 l,n^-*,] frr,. 
* [ó1,". *t ¡ al*t rf 6r^rt* rl

ér?4(r+á-n)'lrrrt

(o.z;

(D.3)

(D.5)

. i*,:--^,tÉt"É¡ (R-"^) l*ir*1=

+oo f
l\l

Pja ra

In

(¿r'-') É l* if :r,, --¡,4,ur\G'n*-¡1 ' (?R' ")f fI^ ,9*] o.+:
Vl=-q

cionde escribir (D.4) hemos usado 'l a idenijdad

, Bcl = 1Afil c -8,j A,cl

Desarrollando y usando (2.41), (O.q) es

¡§¿

= I uw- n)o-lcto inn 
" \ (^t*-n)

[:-co
(D.6)



-50-

Reemplazando (D.a) v (o.o) en (D.i) y haciendo los cambios de variables
apropiados, se ilega a (?.44).

Finalmente para calcular (2.45), escribimos

[i{i. ,f ;.] = [t"-,iu^.1 *

- i{,:'-:^'a' *) [§l Jir,".,,s; Si,,.-J'o ',
e1 primer conmutador es (2,37), el segundo término Oe (O.Z) es

o-L 
f'lz.-..r rr.^,)[É.1 tf ,n..,, tlriixr_*,1 =t l:r.-. t't-- "t, p, -b2(l_t 

(n.a¡

:,: flil.i,l] HT 
n *'+) i F,l*J .,'l!lj 

^r 
r'' o[¡;, ;;ri,,,. .l [*

l€

= - o'li:: n7(u-^)<.Llii ll¡r.--,,trrr-^,l '' Il--¡
tí,*-^rro--.1 :r f ¡+ r' 1 -l4 r,rl-- tc( Y"f tr-,.¡ ¡ \al\ )ur¿r-.¡

' + ky- n r' - -) TLi rl.., § f, ¡,_ ^, 1 Y r y u- o
!a, , {on-^l¿zr-^l{¡++¿-I g2=-o

Después de hacer cambjos de

It rY t -1 .-*
eu- ¡> brl )Wfo-,*^l9ou(,.-".1

variables apropiados y usando (2.41), (D.9) es:

(D.e)

(D.10)

= t!: i* [trn.^1t?r-zn-r-) - (zx- t^--.,)(z*-,*,']lL S"rn*-*--,t k,-n
-|o

-- o[¿> l¡m- n\ | Qn- u
? \' 'u---4

si reemplazamos (D.i0) en (D.7), se

.FF '-t-n)u ,* lc¡ (tr-^-^",)
obtiene (2.45).
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