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RESUMEN

Existen diversas maneras de encarar la bisqueda de soluciones
a las ecuaciones de Einstein. Ha sido tradicional introducir hipltesis
simplificatorias acerca del comportamiento de la fuente del campo gravi-
tatorio y coeficientes métricos. Por ejemplo, se supone que las variables
involucradas dependen de una forma particular de la posicidn y del tiempo;
otra suposici6n muy usada la constituye el adoptar ecuaciones de estado
que ligan la densidad de energia y presion.

Asi, se ha obtenido a través de afios, una gran cantidad de so-
luciones a las que ya se ha dedicado 1ibros que las compendian y ana?izan(l).
Sin embargo, a pesar de haber incorporado elementos de simplificacidn, no
ha sido posible encontrar expresiones analiticas cerradas (las mds generales)
para las incégnitas, muchas veces se ha recurrido al estudio cualitativo(z)

e incluso a las soluciones numéricas de e1¥ask3).

7 De aquf que el objetivo de este trabajo sea, a la Tuz de un mé-
todo(q) recientemente propuesto, cstudiar las soluciones de las ecuaciones
de Einstein cuya fuente es un fluido perfecto con simetria esférica. Por
fluido perfecto se entiende aquel fluidc en que no se consideran los pro-
cesos de disipacién de energfa, los que pueden ocurrir como consecuencia de
1a viscosidad e intercambio de calor entre las diferentes partes del fluido.
Al mismo tiempo, el método en cuestién permite obtener soluciones generales
de las ecuaciones de campo, para la situacidn descrita en el casc estdtico.
Siendo una de las caracteristicas importantes del mZtodo, después de elegir
como conocida una cierta funcidn G, reducir el problema a la integracidn de
una (nica ecuacién, que resulta ser linesl y de primer orden; de esta forma
siempre se resuelve en términos de la funcidn arbitraria G.

En concreto, el presente trabajo se propone por un lade, averiguar
si dicho mZtodo es aplicable cuando existe dependencia de ambas variables
{posicion y tiempo) de los coeficientes métricos, presion y densidad de e-
nergia; y por otro, examinar las soluciones para el caso estdtico y ciertos
espacios homogéneos.

Para conseguir dichos objetivos, se comienza con una breve intro-
duccién para presentar el problema que se intenta resolver. Luego, se ilus-
tra con la reobtenci6n de soluciones conocidas. También se analiza el méto-
do en ciertos espacios homogéneos. Concluido ésto, se aborda el caso en que



1os coeficientes métricos y variables de estado dependen de r y t. En
g1timo tdrmino, a modo de conclusiones, se hace una breve sintesis del
trabajo en general.

Por otra parte, cabe mencionar que en este trabajo se ha abor-
dado solamente la resolucidn de las ecuaciones de campo, prescindiendo de
un aspecto tan importante como 1o es la motivacidn fisica o posibles mo-
delos en que ellos han sido o puedan ser aplicadas. Paralelamente, aun
cuando es muy importante obtener soluciones nuevas dentro del "mar" de
soluciones existentes de las ecuaciones de Einstein, lo es también la
posibilidad de estudiar todas las soluciones de las ecuaciones en cues-
tién dentro de un mismo esquema, con un evidente beneficio para la com-
prensidn de la teoria misma.



CAPITULO I: INTRODUCCION

1.1. Elemento de 1inea

E1l elemento de 1inea mds general en coor-
denadas esfiricas, estd dado por(s):

g52= Air)dE +Bire)dr2 + 2 Cir b dedr +E(r£)(d6? + panie d§2), (1)
También, para esta métrica es conocido que las componentes

del tensor energia-impu1507;9j71¢)T}9IT}¢ y Te¢p  son nulas; donde
dicho tensor es

Tpe = B+ht Uy - by, (2)

siendo p la presién y? la densidadde energia. De suerte que el movi-

miento del fluido es radial, con otras palabras, su cuadrivelocidad es
la formula

Asimismo, cuando se resuelven las ecuaciones de Einstein en
el que 1a fuente del campo es un fluido, se acostumbra resolverlas en
un sistema de referencia acompafiante del fluido. Asi, apoyandonos en
la libertad que existe en relatividad general para escoger un sistema
de referencia, efectuaremos el siguente cambio de coordenadas(G):

r=vr(R,T) y
b=t (RT). 4)

Tal cambio de coordenadas posee dos grados de 1ibertad, cue los em-
plearemos primeramente para pasar a un sistema acompafiante (Urﬁ=@



y, en segundo lugar, para llevar la métrica dada a una forma diagonal.
Esto, 1o podemos conseguir definiendo las nuevas variables en la for'mau)

AT = oL ' (rt) (Ur(r,t)dr +U0,r ) dh)

_A k r (5)
dR = ) (Urddr - U dt),

donde o y @ son factores integrantes para hacer el lado derecho de (5)
diferenciales perfectas, esto es,

2 Tr) Ut = @ [y Lr,t\]
Ek Rhiad ] Qr ¢

{_a- [ﬁ'ﬂ (r‘ﬂ Ut(r.{)] = - ?i. [ﬁ-‘[rlt) Ur(rl l:)] .
Bt dr

De acuerdo a ésto, al efectuar las transformaciones explicitamente,

se obtiene
ds? = o® 4T + PY(BA-CY) dR? +E (do%+ puded ), (6)
que al denotar los coeficientes métricos uL?’; B (BA-C?) y E

por %Z , = y‘f‘ respectivamente, se tiene que

gs® = %?“ trit) - re)dr? - {f’mt}(d &° + povle dgﬁa}} (7)

donde se ha usado r y t en vez de R y T, por notacidon solamente.
Por G1timo, advertimos gue la cuadrivelocidad (3) se convierte en

6* = (10,0,0) = g1 &'t (8)

Vemos, pues, que (7) representa el elemento de 1inea con
simetria esférica expresado en un sistema acompahantey en que la
métrica toma una forma diagonal. Dicho elemento de 1inea serd el
que usaremos para escribir las ecuaciones de Einstein.



1.2. Ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo a estudiar son

G e +'\%u0 =T, (9)
con GPO = R)ub —%%pﬂ?\ y pr dado por (2), es decir,
Tio = (B0 by, (10)

donde N\ es la constante cosmoldgica, positiva.
Sin embargo, se observa que sin pérdida de generalidad,
puede ser puesto igual a cero. Debido que al efectuar la trans-

(4)

formacién

|
"

..0-—
!

e

(11)

o]
0

P+r\)

las ecuaciones (9) se comportan como un sistema de ecuaciones con
AN=0 . Luego, de aqui en adelante omitiremos A ; pero recordan-
do que cuando A+ 0 dicho caso ya estd considerado.

Visto esto, se tiene que las cuatro ecuaciones de campo

independientes‘1#8) para 1a métrica (7) son:
QL}E‘%’@W‘%\L@;) tig @{”.;\) (12-a)
be-lva (Fgeg2) -2 -1 +) (12-5)
I
- i‘._i%_ﬁ% (12-d)

De estas ecuaciones también se tiene que

’p‘-—-—(\ﬂi’)% (13)



P=-(pt)(h +z%)) | (14)

alternativamente pueden ser derivadas de 'T’q;}1=(5' E1 punto y
la prima sobre las funciones denotan derivadas respecto del tiempo
"t" y posicion "r" respectivamente.

Asi, el problema consiste en obtener soluciones expli-
citas en términos de funciones analiticas. No obstante, antes de
proseguir, haremos algunas consideraciones de tipo general.

De (12), resulta claro que forman un sistema de ecuaciones de
segundo orden no lineales complicadas de resolver. Notandose de paso,
que se tienen cuatro ecuaciones para las cinco incdgnitas: g,h,f.p y f;
dejando el problema indeterminado. Debido a la complejidad de estas
ecuaciones y para cerrar el problema, como ya fue mencionado, se pos-
tulan hipotesis simplificatorias acerca del comportamiento de la fuente
del campo gravitatorio y coeficientes métricos. Tal es el caso por
ejemplo, también sefialado, que los coeficientes dependan o no del tiempo,
o bien, adoptar desde el comienzo una ecuacidn de estado. Sin embargo,
el hecho de usar una ecuacifn de estado, debido al cardcter no lineal
de 1as ecuaciones, conduce a expresiones analiticas complicadas que ge-

. . 3
neralmente son resueltas numericamente.( ) . (9)
Se puede acotar también que, para el caso estatico, Tolman

fue el primero en apreciar estas dificultades. Pero precisamente &l
sugirid y usd otra estrategia; a saber, especificar desde el principio
relaciones entre las componentes del tensor mé?rico.

Es en esta 1inea, usando el método(4) citado, que la aspiracion
de este trabajo sea efectuar un examen unficador de las soluciones de las
ecuaciones de campo para el caso de un fluido ideal. En el sentido de
encontrar scluciones generales, donde las métricas y variables de estado
conocidas sean casos particulares de una solucidén mas general.

Para fijar ideas, consideremos la métrica generada por un fluido
perfecto, estdtico con simetria esférica. OCtra de las estrategias usadas,
consiste en darse como conocidas una de las incégnitas en términos de r
(por ejemplo p=p(r) ). De esta forma las ecuaciones de campo pueden



reducirse a una ecuacitn diferencial ordinaria, pero no lineal
para la otra variable de estado (en este caso f). Si la eleccion
ha sido 1o suficientemente afortunada, entonces es posible resolver
analiticamente la ecuacibn restante. Ahora bien, conforme ya men-
cionamos, la clave del método a usar, radica en elegir como conocida
una extrafia combinacién G(r) de las variables de estado (y no una de
ellas en particular)). La virtud de tal elecci6n reside en que la
inica ecuacidén por resolver resulta ser lineal y de primer orden,
de suerte que siempre se resuelve en términos de la funcidn G.

Co11ins(2), haciendo uso de dichos resultados en el caso
de simetria plana, encuentra todas las soluciones de las ecuaciones
de campo (y todas las G), para los que la ecuacidn de estado es de
la forma .p==ky—ﬁ§? . De este modo, obtiene como subproducto la
solucidén de Tabensky y Taub (10) y la de Texeira, Wolk y Som(ll).

Asimismo, parece conveniente enfatizar que al disponer de
una funcidn arbitraria G, estamos expresando nuestras soluciones sin
comprometernos con una ecuacidn de estado especifica. Como se sabe,
hay ciertos resultados cosmoldgicos que son independientes de la ecua-
cién de estado, a condicidn que se satisfagan ciertas relaciones (de-
sigualdades) entre las variables de estado. Tales resultados han sido
obtenidos, eso s, bajo el alero de ciertos modelos especificos (Ro-
bertson-lialker). |

Hecha estas observaciones, resulta facil ver que para la
métrica (7), las combinaciones entre los coeficientes métricos con
respecto a su dependencia en r y t son 27. Tales combinaciones se
pueden clasificar de la siguente forma:

GRUPG O FAMILIA

1 a) f(r,t) glr,t) h(r,t)
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Sin embargo no todos estos casos son independientes como cabria

esperar, ya que se puede pasar de un caso a otro mediante una

transformacidon de coordenadas; pero dejemos esto para mas adelante.



CAPITULO II: EJEMPLOS

2.1 Método propuesto

Como fuera anticipado, ahora se revisard el método
propuesto. Asf, para el caso estdtico (cuando los coeficientes
métricos de (7) s6lo dependen de r), se puede efectuar la trans-
formacién de coordenadas

R=fwm, (15)

sin destrozar el cardcter acompafiante del sistema de coordenadas
en que estd expresado el elemento de 1inea (7). De modo que di-
cho elemento de 1inea se convierte en

dst = N a8 -1 dre - r2 (d6+ pute d49), (16)

donde nuevamente se ha 1lamado los coeficientes por g ¥y h, y u-
sado r en vez de R; nor notacifén solamente. En consecuencia, las
ecuaciones de campo para la métrica (16) estdn dadas por

- - \
?""‘;o*fgzL —%;) (17-a)
_ 1
bl +2 (§ +L (17-1)
:J_rgli-lg_+.__\_ ‘_‘l\‘\’} (17-c)
AR A SR C T
ademds de (18)

Jp‘:-L{;JrE’)%j-

Dicho sea de paso, la ecuacidén (17-¢) se obtiene de (17-a) y (17-b),
de suerte que en adelante dicha ecuacidn no se ocupara.

La ecuacidén (17-a) puede reescribirse como

A d r“—%ﬂ =P,

r2 dr (19)
qgue al integrarse se obtiene
A = A- 1mrLrl ' (20)

hﬂ;



con dmin - 1 Qv (21)
r L

Usando (18) y (20) en (17-b), se encuentra que

@m- r){ A 42 A H (i (22)

2 PP
Definiendo 6-_-_- im-r 3 (23)
P“lri‘*

la ecuacién (22) se convierte en
(e-ﬁ)gf +6™ (6‘+r3)(6+r3)P +HEM+6'6 r2-2r2)Ger3) =0, (24)

que al ser integrada, una vez que G es dado, se deduce que la presién
estd dada por:

)PM %U (6+r2)e! +r¢) d\] &; + | (G4r3)(r3+re-26) exp S (G+r3)E +!‘)dﬂ
G(r?-&) _l 36 (r2-6) G(raie)

donde P, s una constante de integracién y las integrales son indefinidas.
La densidad de energia ()  se determina de (21) y (23),

dando como resultado

(ﬂ-ﬂ(ﬁd@+b%& 11+L%g+g (26)

Asimismo, de (18) y (22), el coeficiente métrico g resulta ser
e
¢ = g_o_ e , (27)

mientras que el coeficiente h se obtiene de (23) y (20), es decir,

‘\ ('r)"‘—\ (b+ )G (28)

Asi pues, reiterando lo dicho antes, a partir de las soluciones
(25) a (28), se puede apreciar la importancia de haber definido la fun-
cion G(r), como asimismo, la obtencidn de la ecuacién de primer orden,
lineal para p (24).

En l1as secciones siguentes se ilustrard el método con varios ejem-
plos.



2.2. Ejemplos estédticos

Antes de mostrar los ejemplos, notemos que (25) y (26)
se pueden reescribir en una forma mds simple.

Utilizando bt = Pir)-A[r?, (25) se
convierte en

- up[&i_‘!"‘_z).@‘i’ldr]i?o+4g br e Bg g+r2)e+r?) d‘” (29)

(G-r3) G(e-r3)

mientras que (26) queda
! ! ' d .}
) z{ ‘_( ) (30)

Al mismo tiempo, vemos que

(€+r3)(6+12) dr = m ] -t-gf_dr -8( 2 _dric,
S Ao [Le-m G SG- (31)

donde C es una constante de integracitn, de esta manera se ha elimina-
do G' y las soluciones quedan expresadas solamente en funcidn de G y r.

a) Universo de Einstein (Solucidén I de Tolman (9)).

Escogiendo G = -r 5 (32)

vemos que ex;{-S(G‘wz)(Gw’-’) d»-] =41,

!\
cle-r?) ¢

g v (B4rr)iGtr®) dr} = A
(E-r?) . G(6-73) 4y
Luego de (29) y (31)
b2
al escribir Y=~ {[g2 , resulta que la presién queda expre-

sada como

{): -\[E%’ (33)



con A constante. De aquf se sigue

ap [ eemer) - -y tramrge

(G-v®)G (A+arz A2) )

g U (64+r)(g+v?) dr] =~y
(6-r3)

(G-r)6

De donde resulta que la presién

b= & A (4-R[Re-3ry/RY),
AT gy2vp?

y para la densidad de energia
Piry=L [M + (W+3”R2 +3“’“122\D

usando o= 4/R? .

)

También, se deduce que los coeficientes métricos son
2 Y
%Jd: (ao th-l,—!'z‘/p\l))

y be= A+2r?/p2 .
(A-r3JRZ) (A4 12 A?)

e) Solucién V de Tolman
Escogiendo
G=-_r3
Avram
conduce a

- ) }
e‘xb[’gwd{l = - (Atam) i ey e

v 6-r?)6 4(A4m)2 ’
AJ

—2 (A42m-m2) [ (1 +m)

S(G 5 % (64r3)(6+r2) dr] e )

(6-r3)6 (A +2m- ")
De suerte que 1a presidn y densidad de energia estdn dadas por

(58)

P

59)

12.



M
= o* A~ fA+am) [ v
)? A+vam-m2  r2 R2 LR) ! (60)
P = am-m2 4 4 (3tsm-am?) (_t;*’ (61)
Atam-m* r2 (A+m) R?2 \R
con Py, = 4 (mi/ RN y M=2am(a-m)[@a+m),

Mientras que los coeficientes métricos quedan expresados como

%z(r‘; = %’g rm:

y W o= A+ - 2 (63)
A= (A+am-m2)(r]R)N

CON  N= 2(A+am-m2)[(A+m),

13.



14.

2.3 Otros ejemplos estdticos

Para completar los ejemplos estdticos, resulta Gtil considerar
brevemente los siguentes dos casos.
a) Schwarzschild exterior

Como se habrd notado, cuando se hace R= 0 en la solucidn
Schwarzschild-de Sitter, se obtiene:

G=-r2(A-am/[r), (64)
biri =0,

r}1 =0
Pin =0, -

) =95 (A-amr),
R = (-amy),

que son las conocidas soluciones para Schwarzschild exterior.

No obstante, al volver a la expresién (25), usando el G dado
por (64}, observamos que

3 L =
r?+r6-26 o, (66)

de modo que cuando Po*¥ P , la presi6n se convierte en

APu—); ‘30 Q_x‘,{j (G+r3)!6‘+r'~’! er = #O (/\ = 'Mjr>2_ (67)

6(r3-6)

Mientras que la densidad y coeficientes métricos estdn dadas por

Plr = 8o/ - Sritpo|r2 -3,

(68)

g = g (A-am[r), (69)

y KU = A= 2mr - amrpo+ Soep + hr2 -2 |, (70)
Es directo ver que, cuando k°=-0 » estas soluciones se

reducen a (65). Sin embargo, lo interesante de estas soluciones (67-
70) es que también satisfacen las ecuaciones originales de campo (17).
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Como cabia esperar, ya que las soluciones generales (25-28) satisfacen las
ecuaciones de campo (no se han introducido soluciones fantasmas).

Eliminando la variable r, en las expresiones (67) y (68), se ob-
tiene la solucifn de estado

= - ‘[Z ‘!2.
aqui § es pgla
Por G1timo, queda abierta la posible aplicabilidad de estas solu-
ciones, como también un estudio mds profundo de ellas. Puesto que, a par-
tir de (67) y (68), notamos que la presion (con pe> O ) es siempre positiva

tan sélo en un cierto intervalo. Esto puede ser apreciado en las siguentes
figuras:

Fig ( a) Fig ( b)

Asi para la regién r< m, la presifn es positiva pero la densidad
esnegativa. En cambio, en la region m< v < $m, tanto 1a presion como
la densidad son positivas, ademds de la funcié?(B. Para la parte £>Swm »
la presién tiende asintGticamente al valor P=p, > mientras que la dengidad
tiende a —3p0 como -r> . En consecuencia,la region de interés fisico se

citiia an 2l intervalo me rZ725Swm



16.

b) Reissner-Nordstrom
En este segundo ejemplo, veamos el caso del campo gravitacional

para una particula cargada.
En tal caso, consideremos G dado por

= =r3{r¥-amr +e2)
6 (rz_el) ) (72)

donde e es la carga de la particula. De aquf, se sigue que

N\
F01 = 55 (4= 2wl vetya), -

o =) < - 2 -dt
!r('e"-\"")\‘d—q(r—mf_d{ .KD " EJe netg?. o2 &t.a 2 K a i (34)
‘t_ w2 d-2 -2 !

Mientras que el otro coeficiente resulte ser

Flm = ¥4 (A-amir +ehir2) EX'Pw.Siéum 34 . (75)
(rZ-e?)

De (75}, claro estd, se observa que dicho coeficiente métrico dista

mucho de ser el verdadero para el caso en cuestién, esto es,
=3 " 7 \
\ = A-2m et iyz}

V= fr +e[r2) (76)

Consecuentemente de aqui se obtiene, en una forma alternativa, el re-
sultadc conocido que el caso de Réssner-Nordstrom no puede ser modelado

como ur fluido perfecto.



2.4 E1 caso homogéneo

En esta seccidn examinaremos si el método usado preceden-
temente es aplicable a ciertos espacios homogéneos. Por dichos espa-
cios se quiere decir, que serin considerados aquellos en que los coe-
ficientes métricos de (7) dependen solo del tiempo t. Al mismo tiempo

queda abierto el efectuar un estudio més sistemaiico en todas las cla-

sificaciones de espacios homogéneos.

En razdn de 1o anterior, se sigue entonces que (7)
toma la forma

ds? = gy ot -F@dr? - 3o de? +auviedd?).

(77)
Definiendo una nueva variable temporal como
=T (78)
el elemento de 1inea (77) se convierte en
ds* = 4 - R dr2 -2 (de* + pate d¢?), (79)

donde, como de costumbre, se ha 1lamado los coeficientes por g y h,
y usado t en vez de T; por notacidn solamente. Consecuentemente, las
ecuaciones de campo para la métrica (79) estén dadas por:

=4 2 [ X
p L2 (Jn_+2t’

£g2 ~ h (80-a)
p o=l --&Ei(‘% +L (80-b)

ity o

ademds de p . ~(p+8) {_{e\_+%3 (81)

Ahora bien, estas ecuaciones se resolveran en forma ana-

loga a la realizada en la seccidn 2.1.

17,



18,

De la ecuacidn (80-b) se tiene
A4 Te(rg)] = by 82)

gue al integrarse se obtiene

gt AR, (83)
con dme = _Lb{z_ (84)
dt 2

Ademis, de {81), se tiene

_}\_zl*-?
h

Introduciendo 1a funcién G dada por

G:imi—— 71\
?—ta J {8.‘;

la ecuacidn (86) se convierte en

4P - (£2-30)(F46) P + (£-36)(P+t6-26) ~ 0
dt G (£2+36) G £3 (£2+36)

) (88)

que al ser integrada, una vez que G es dado, se deduce que la densidad
estd dada por

eifmxk,[ggfﬁgm) ¢ {?0 +S Be-E)P116-36) exf{I2 20)(£:8)4 } gass

G (£*+36) G2 (£%+26) J Gl£2136)

donde Yo es una constante de integracién.
Una vez que ©=fl&)  ha sido determinado, flt) se encuentra
a partir de (84) y (87), obteniéndose

IPU:):%{?G +GP -6 +§%-5}, (90)



Por otra parte, al integrarse (85) se obtiene

2 < ‘Sﬁdk
Fo=be e7¢ | (91)

mientras que el otro coeficiente métrico es

%:%(%4’)6-2) (92)

1o que cierra el problema. De modo que el método es igualmente
aplicable a las ecuaciones (80-81),

Por Gl1timo, observemos el siguente hecho: cuando el fluido
obedece una ley de estado tipo v , es decir,

b=(p-n¢,

con y constante, la ecuacidn (85) se integra fécilmente dando como
resul tado

Py = Bo |
(he2)?
Esto es mencionado de paso, puesto que en el caso de simetria plana

At
se obtiene (1) una expresibn idéntica a (93), salve que en vez de o,
aparece un 3,

(93)




2.5 Comentarios

La idea de esta seccidn es comentar la procedencia
de la funcidén G. Asi, para los ejemplos vistos anteriormente, de-
bido a que las funciones eran conocidas, fue directo deducir la fun-
cion G; dado que estd relacionada con el coeficiente métrico g(r) a

través de (27
e =l Sf.dr

=% e %
Y

Lo que de alguna manera implicaria que sin conocer g(r) no se obtiene la

funcién G, Sin embargo, esto no es asf, ya que al usar un g
particular en dichos ejemplos, fue solo por motivos ilustrativos.
De suerte que en general, una vez postulada la funcibn G, el méto-
do genera todas las soluciones, al menos matemdticas, de las ecua-
ciones de Einstein, As?, 1o que queda por delante es inventar o
encontrar un criterio para poder seleccionar las soluciones fisicas
(0o interesantes)del resto, Cabe acotar al mismo tiempo, que aungue
el método por cuadraturas siempre provee de soluciones, el precio
que se debe pagar muchas veces es gue las integrales envueltas son
engorrosas, _

Antes bien, si se guisiera determinar la funcifn G ex-
plicitamente, se puede conseguir de la manera esbozada a continuacién.

Recordemos que, en el caso estético, la funcidn m{r) estd dada por

mv):éx~+%(p+#)6,

(94)

que al derijvarse, y utilizando
dm =487 (55)
db = (6+r3)(b4? (96)

EE PAC o !

se 1lega a que la ecuacitn que gobierna G es
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4G +1 r _ (+p-4)6 -4 _r_i__(?-\o-%) =0.

dr 2 Uspr (A+pr2)

(97)

Resulta asf, claro estd, que poco progreso puede ser hecho en la
integracién de esta ecuacidén si no se conocen la presién y densi-
dad en términos de r, De esta manera se haran algunas suposi-
ciones, a modo explorativo, respecto de la densidad y presi6n.
Consideremos el caso mds simple, es decir, cuando tanto

la presibn y densidad son constantes, Introduciendo la siguente
notacién

b-a
P=b (98)
?‘!—‘):C
P-p=9,
con a,b,c y d constantes, se tiene gue
G=_rx* L erd-:z)uwwz)*dr-k-C], (99)
(Asayd)®™ | 2
con . =cfqu y C constante de integracidn.
Asimismo, sin un valor explicito de & tampocc se puede
avanzar mucho, ya que la integracion nunca se cierra.
a) *=-4z, &<0 y dv0 , Juego
G=r3d __r?’___(z+d/2a)mmumk~_:_u___r) ¥ Crx* | (100)
qu  2V-oaaard) N-4¢ NArer?
en el caso particular d/qq‘—‘-ﬁ y €=0C | se sigue que
G=-r3 (101)

como se recordard con este G se reproducen las soluciones para el
universo de Einstein.

b) =0 , Q<O Y d»>o0,

G=-x2 _ [(a—ﬂ —_c_:__] (102)
(A+ard) 6 r!
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i) c=2m (cte), a= -3/R2 y d= 6/R2 » Se reduce a

G=e? “'J"‘J’;{,;f{ &) (103)

i1) ¢=0 , a=-3/R% y d= 6/R%

G = -3 (a-v2[R2) (104)
(A-3r3gd)’

iii) c=2m , d=0 y a=0

= - 3 -
G = -r2(A-2m), (105)

que son las funciones que generan las soluciones de Schwarzschild-
ce Sitter, de Sitter y Schwarzschild respectivamente,

Antes de pasar a otro aspecto, conviene reiterar que para
poder encontrar las funciones G mds generales, se necesita la infor-
macidn adicional acerca de las variables de estado. Aun cuando esto
constituye una desventaja de este método, no resulta ser tan grave al
considerar los resultados obtenidos en los distintos casos analizados
anteriormente. /fisimismo, aunqgue sea repetitivo, no debe olvidarse que
después de elegir G, el método provee las soluciones a las incdgnitas

del problema por cuadraturas.

Ahora bien, observamos de (96) que para tener una presidn
constante, se debe cumplir que

G=-r?, (106)

o bien b+? =0, | (107)

una, como es sabido, es la funcidn generatriz para el universo de
Einstein y la otra, es la ecuacién de estado que obedece el fluido
en el caso de Schwarzschild- de Sitter,

Usando (106) en (96), se tiene

db =0
4 <o
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1o que implica

b= olele) (108)

y de (94)

b =-30, (109)

pero como £20 | se deduce que ©<O | Juego

b <0

t >0
blp =13

que son soluciones conocidas (universo de Einstein) y, a su vez, corro-
boran el considerar @<0 en la resolucién de la integral para G (99).
Al mismo tiempo y para finalizar, se debe hacer notar que al
considerar G=-Ar3 (A constante), no se obtiene unea presidn cons-
tante como es mostrado recientemente (12). En otras palabras, si

se considera G dado por

Giry = -A+d) 3 : :

e (110-a)

donde & es constante, se encuentra que la presidn y densidad quedan
expresadas por

b = __4«? ke (110-b)

(A+ 6k + 2) Y2

Py 4 .4 (110-c)
(A+ 6ok + o) r2

con p0=0 . Asi, a partir de 110-a y 110-b , 1a ecuacidn de estado
gue obedece el fluido en este caso es

b=af.

(110-d)
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Para completar esta observacibn, advertimos que una vez elegida

Ta funcibn G se pudo deducir la ecuacibn de estado del fluido,

En cambio, hacer lo contrario no es posible, como quedé de manifiesto
al tratar de resolver la ecuacibn para G.



CAPITULO III: DEPENDENCIA EN AMBAS VARIABLES

3.1. Clasificacién general

Como se ha podido apreciar, cuando los coeficientes
métricos dependen tan sélo de r o de t, el método propuesto
trabaja bastante bien. Asi, el interés apunta ahora en averi-
guar que sucede cuando dichos coeficientes dependen de ambas
variables.

Para realizar esto, nos guiaremos con la clasificacidn
hecha al final de la seccidn 1-2. Asi, comenzaremos este anali-
sis con el grupo o familia IV:

- Los casos IVa y IVb, estAin resueltos en el capitulo anterior
- Para el caso IVc se tiene que:

ds? = %ﬁﬂdt‘ - Wy drr - dn®, (111)

Para esta métrica, ias ecuaciones de campo son

P=y -%P(F‘ngg) (112-a)
beog g (PR ) (12:0)
ea{E £ £ v
') 113
- % i114)
p=-twod !
P = —(b+?)..& (115)

De (113) se tiene que f'=0 , 0 bien h=0 .

-25-



De (113)  se tiene que f'=0 , o bien h=0

Si £“=C> , estd implicita en estas ecuaciones, la ecuacibn de
-estado JPA-Q:O . Mientras que si 'h=0 , (111) se reduce al ca-
so IVa , que es el primer caso resuelto en este trabajo.

- Caso IVd:
ds*= o ¢t - Kindrr -3 da (116)
Efectuando las transformaciones dR%= h*(r) Qr? ydT?= tazuc} dr*
(117) queda
ds? = dt* - dr? - (¥ dn2, (117)
Asi, las ecuaciones quedan
P.: i- - 3_ ﬂ+ 12 g
= AL (118-a)
e =t 22 L5 118-b
pe bt 2 L (116-0)
? =.£§ (118-¢)
C
Y P:—O (119}
p =0 (120)

Como vemos, en este caso, estd implicita la ecuacidn de estado
Asimismo, se tiene que tanto la presidn como densidad son cons-
tantes, con respecto a r y t respectivamente. Si se denota ar-

bitrariamente la presidén por -®& (constante positiva),
se tiene que

?u—) = _E;_c:n(atr-!-[?’), (121)
ol

con A y B constantes.
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Caso IVe:

ds*= g 48 - Wemdr2 -2 dn, (122)

Para esta métrica las ecuaciones son:

p= L + £ (123-a)
?2' 31&:2,
=l -2 (€4 (123-b)
=l =gl +%)
) %\ (123-¢)
P = -(w)%‘ (124)
¢ = ~—:(p+?)£_ (125)

De (123-c) se tiene que f=0 , o bien g'=0 .

Si f=0 , estd implicita en estas ecuaciones, la ecuacidn de estado
p+p=0. Mientras que si g' es igual a cero, g= cte y (122) se
reduce a

ds?= d¥ - R dr2 () da. (126)

Asimismo, de (124), se tiene que p=p(t) . De manera que la ecua-
cion (123-b) puede ser reescrita al multiplicarla por fzf . Luego

162"4'2—}"—(9 (127)
& 12
con %%1 é_“‘z" (128)

al poder definir una funcidn m, el resto del cdlculo se sigue del
método propuesto.
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- Caso IVf:

ds*= g dt* -Hwdr2- L2e) a2, (129)

Para esta métrica las ecuaciones son:

"3 o .
¢ L +f§z(¢,& +%) (130-a)
o) -2 (Fak (130-b)
g g (FrE)
0= ¢3% (130-c)
‘P‘=-U>+E)%‘_ (131)
P = -k\>+?)(.k.+2;$£) (132)

De (130-c) se tiene =0, o bien g'=0
Si f=0 , estd implicita en estas ecuaciones, la ecuacibn de estado
p+p=0. Mientras que si g'=o0 , g=cte y (129) se reduce a

ds*= dt* - K@dr2 - P dn? (133)
que como vemos es un caso particular de (wb).
- Caso IVg:

ds?= () At - WMy dr2-Crdn? (134)

En este caso las ecuaciones son:

F"" W,w*ﬁ) (135-a)
b {,‘1 \1&‘2 | (135_b)
0 =$"& (135-¢)
P'=0 (136)

é: _(b*?‘i.
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De (135-c), si f'=0 , ia ecuacién p + p = 0 estd implicita en estas
ecuaciones. Mientras que Si h=0 , (134) se convierte en

ds® = P dt’ - dr2-I(n ase, © (138)

De manera que al reescribir (135-a), permite definir una funcidnm y
el resto del cdlculo se sigue del método propuesto.

- Caso IVh:

45 = g de*- Wrder-Cadsd, (139)

Haciendo la transformacidn fz(t) = T2 *, (139) se transforma en

ds’= %’Lt)d@-h’mdrz—t’w&_ (140)

Para (139) las ecuaciones de campo son:

?=ii +;3ch (141-a)
P=_I\§._€§1t%+% (141-b)
_ A 141-c
bk (1) o
b=0 (142)
é:—t\ﬂ?)-i- (143)

De (142) se tiene p=p(t), de manera que (141-b) se puede reescribir

L dt[t(ui] (144)

de aqui se define una funcién m y, se siguen los pasos del método usado
reduciendo el problema a cuadraturas.

* Observacidn: En este capftulo, como se ha hecho a través de todo este
trabajo, una vez que es efectuada una transformacidn de
coordenadas, tanto los coeficientes mitricos como variables;

se designardin por las mismas letras que poseian antes de la
transformacion.



Veamos ahora el grupo o familia III.

- Caso Ille:

ds*= Ca’or) dE- K(r,) dr2 -fida?

De 1a ecuacibn (12-d), se tiene que para

o=§h

30.

(145)

esta métrica se reduca a

(146)

Como se sabe,cuando f'=0 esta implicita la ecuacién p + p = 0. Mientras

que si h=0 , se obtiene h=h(r) de manera

que (145) queda

0st= ta’u-}d@'- Knde2-nds?, (146)

como vemos es el caso IVa.

- Caso IIIf:

ds*= tgtt) d-Wirpare-2e)dst : (147)

que al efectuar la transformacidon de coordenadas fz(t) = T2 , (147) queda

ds?= (a’(t)dt?' ~R(rpdr-da? (148)

De modo que las ecuaciones de campo son:

De (150) se tiene que p=p(t) , de manera

como ‘P=+_=.dt t(“ )]

(149-3)

(149-b)

(150)

(151)

que (149-b) se puede reescribir

aue son los pasos habituales del método propuesto.



- Caso Illg:
s?= g1 de -Kint) dr2-girdsd
Para esta métrica la ecuacitn (12-d) queda
‘.
o=fh,

como se sabe f'=0 , conduce a la ecuacidn de estado

que si h=0 , se tiene h=h(r)

y (152) se convierte en

48’ = g d¢ -Kindr-Frda?,

que es el caso IV-d.

- Caso IlIh:
Os = %‘u-) d& - frpdr- {_Q(t) a2
En este caso la ecuacibn (12-d) conduce a
0=( a‘_ ,

como es sabido %=O , conlleva a la ecuacibn
g'=0 , (155) queda

p+t+p=20

dst= dE*-Hu) dr -ed .
De suerte que las otras ecuaciones son
=42 (;JHL)
Y0 +£_)
IP‘ =0
f = -(‘”'ﬂ(jﬁ +1£_)

p+p=0,

31.

(152)

(153)

Mientras

(154)

(155)

(156)

. Mientras que si

(157)

(158-a)

(158-b)

(159)

(160)
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De (159) se tiene p=p(t) , de manera que (158-b) se puede reescribir
como

= -A-2m(f
? I3 / (161)
con dm = 1 gl (162)
dn = 4 be?)
que son los pasos habituales del método propuesto.
- Caso IIIi:
ds*= %I(nt) 4t - W dr2-fnda®, (163)
que al efectuar la transformacion fz(r)=R2, se reduce a
g = %lgrkadt"—h.‘(ﬂdrl-r‘ld&_". (164)
Las ecuaciones de campo para la métrica (163) resultan ser
!
= A -
P 4 rh‘{ {\_ L (165-a)
-1 +'§"{%+ﬂ (165-b)
Yz i@ ar
)Pl - ~{_?+?)%‘L (166)
by (167)

De (167) se sigue que p=p(r), de manera que (165-a) puede ser reescrita en

la forma
BRAEY AL

como se recordard, cstas son las ecuaciones para el caso estdtico vistas en
el capitulo anterior.
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- Caso I1Ij:

dst= g de -V dr2 -G dn?, (168)

La ecuacidn (12-d) en este caso conduce a

°=§%, (169)

Cuando f=0 , claro estd conduce a p +p =0 . Asimismo, si g'=0 , se
tiene que g=g(t), de suerte que (168) se reduce a

& = @) d¥-Fodrr (@ dar,
que es precisamente el caso IV-b.

- Caso IIIk:

dst = g A —R(E©)dr2 (A dx? (170)
de ecuacidn (12-d) se tiene
_o
0 —"g .%:.. ) (171)

el caso f'=0 es conocido. En cambio, h=0 dimplica h=cte, de manera Que
(170) se reduce a

as = Cgkr.t} de¥ - dr? - (v dn®,

(172)
y las ecuaciones quedan
_ _ 1 12 _
V= 1(f +£ﬁ) (173-a)
--_L 1 2(&-% +£\3. (173-b)
e -(\)-\-?)% (174)
é =0 (175)

De (174) se tiene p=p(r) » ¥ 1a ecuacidén (173-a) puede ser reescrita per-
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mitiendo definir una funcién m y el resto del cdlculo se sigue del
método propuesto.

- Caso IIIQ :

ds*= Fre) d& - R dr2 -3 a2 (176)

De ecuacidn (12-d) para esta métrica se tiene

0=¢§‘_‘ (177)

f=0 conduce p+ o =0. Sig'=0 , se tiene g=g(t) y (176) se convierte
en

de? = %z(‘t) de - B de —!;z(t)dJll, (178)

que es el caso IVh.
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~ Del grupo III sélo restan los casos a,b,c y d. Sin em-
bargo, en todos los casos el dnico coeficiente que depende de ambas
variables es f(r,t). De manera que, siguendo el procedimiento hecho
hasta aqui, seria tentador efectuar una transformacién del tipo

Tal transformacién complica las ecuaciones, ya que

en ese caso se abandona el sistema de coordenadas acompafiante usado
en este trabajo. A su vez conviene sefialar que en todos los otros
casos, el hecho de efectuar una transformacién del tipo RZ==£QUﬂ 0
Tan-f(t), no afectaba las ecuaciones, tanto el tensor de Einstein
como el energia-momento permanecian iguales. Esto 1dgicamente, por
la libertad adicional que se dispone de redefinir la variable espacial
o temporal.

Por (itimo, cabe mencionar que las ecuaciones de campo para

los casos IIla,b,c, o d son complicadas. Tomemos, por ejemplo, cl
caso Illa:

ek ) )

£9* \ g
(179)
& =l 3 WA v = B W N
b £2 +$ﬁ U%*%) g%zg'*%)
AN
0= -£3
%
y \>‘=-Lp+e3%‘ (180)
f‘-"-‘-luv”»’)% (181)

Veamos la fami}ia LIz

- Caso Ile:

d¢= Grp)d¥ - W) drd - dn? (182)



A partir de la ecuacién (12-d) para esta métric se encuentra que

0= ;‘%\L} (183)

cuando f'=0, es sabido 1o que ocurre. Mientras que Si h=0 s SE
tiene que h = h(r) y (182) se reduce a

05 = Qrdf -Kindrd - £ 8%, (184)

que es el caso IIIi.

- Caso IIf:
dg = 31(\-\\;364:2 - Rrt)dr2 -y 022, (185)
usando ecuacibn (12-d) se tiene

;3&_ -0 (186)
%

de g'=0 , se observa que g=g(t) y (186) se convierte en

36.

ds'= %zu-.\, d¥ -Rr o drr - dat (187) -

que es el caso IIIf.

Para concluir esta seccifn y por todo lo expuesto anterior

mente, vemos que de los 27 casos que se tenian en la clasificacién

general, 18 se han resuelto totalmente por el método propuesto.

De

esta forma, los casos realmente pendientes son Ia, Ila, b, ¢, d y

IIla, b, c, d; que precisamente son las ecuaciones mis complicadas

de resolver.
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Se debe sefialar por Gl1timo, que en todos 10S casos resuel-
tos, la transformacidn de coordenadas usada no alteraba el caracter
acompafiante del sistema de coordenadas usado primitivamente al escri-
birlas ecuaciones de campo. En cambio, en los casos restantes, donde
todos los coeficientes métricos dependen de ambas variables (ademas

de las variables de estado), intentar una transformacidn de la misma
forma implica salirse del sistema acoripafiante y consecuentemente,

complicar aun mds las ecuaciones. Debido a que el tensor energia-
momento, deja de ser diagonal ante tal transformacidn, a la vez que
el tensor de Einstein también sufre varias modificaciones.
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CONCLUSIONES

Al terminar este trabajo acerca de soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein, se puede advertir que la contribucién fun-
damental del método usado para resolverlas, es que eligiendo la
funcidn G arbitraria se encuentran todas las soluciones (al menos
matemdticas) de las ecuaciones de campo. Como ha quedado de mani-
fiesto en cada uno de los ejemplos vistos precedentemente, restan-
do solamente por encontrar un modo o0 criterio de seleccionar las
soluciones fisicas del resto de ellas. Al mismo tiempo y como fue-
ra advertido, una vez que G es dado, la presidn y densidad pueden
ser determinados; de manera que G contiene la ecuacidn de estado.

En tanto que, para el caso homogéneo considerado aqui, el
haberlo incluido nos permitid extender en una forma coherente el
método propuesto.

Por otra parte, para la clasificacién introducida en este
trabajo, vemos que nos permite examinar en una forma ordenada
todas las posibles combinaciones para la métrica general utilizada.
Esta manera de estudiar las soluciones, posee la ventaja de conside-
rar dichas soluciones en un mismo esquema unificante, ademas que
evita la obtencidn repetida de las ecuaciones de campo. Por 01ti-
mo, se debe acotar que en este estudio general queda pendiente tra-
ducir las distintas soluciones a términos fisicos, esto es, usando
la clasificacidn cinemdtica de fluidos: shear, expansidn, etc.

Como también para el caso homogéneo, considerar todas las clasifica-
ciones de dichos espacios.
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