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RESUMEN

Existen djversas maneras de encarar 1a búsqueda de soluciones

a las ecuaciones de tinstein. Ha sido tradicional introducjr hipótesis

simplificatorias acerca del cornportamiento de la fuente del campo gravi-

tatorio y coeficientes métricos. Por ejemplo, se supone que las variables

jnvolucradas dependen de una forma particular de 1a posición y de1 tiempo;

otra suposic.ión muy usada la constituye el adoptar ecuac.iones de estado

que ligan 1a densidad de energía y presión,

AsÍ, se ha obtenido a través de años' una gran cantidad de so-,.,
luciones a 1as que ya se ha dedicado libros que )as compendian y analizanlrl.

Sin embargc, a pesar de haber incorpor"ado elementos de simplif 'jcación, no

ha sido pcsible encontl^a) expresiones analíticas cerradas (las más generaies)

para ias incógnitas, muchas veces se ha recurrido al estudio cualitativo(2)

e incluso a las solucrones numéricas de ellasi3).
De aquí que e1 objetivo de este trabaio sea, a la luz de un mé-

a¿ \todo\*/ recientemen'L€ propuesto, esiudiar las soluc'iones de las ecuaciones

de Ejnstein cuya fuente es un flujdo perfectc con simetría esférjca. Por

fluido perfecto se errtiende aquel fluioc err que no se consjdera¡ los pro-

cesos de disipac'ión de energía, 'los que pueden ocurli r como consecuencia de

la viscosidad e inte)-cambio de calor entre las diferentes pa)"tes del flu'ido.

Al mismo tier,po, el método en cuestión per'fi j+.e obtener soluciones generales

dE las ecüaaiones d¿ campc, para la siti.,ación deso"ita en el casc estático.

Siendo una cje las características impcr--Lan"es del mótodc, después de elegir

cono conocida una cierta función G, red,cjr e1 prcblema a la integr"ación de

una ún'ica ecuaciÓn, que resulta ser lineal y de pr"imer orden; de esta forma

sienpre se resuelve en términos de la función arbitraria G.

En concneto, e1 presente tr'abajo se propone por un lado, averiguar

si dicho n:todo es apiicable cuando exjste dependencia de ambas variables
(posición y t.iempo) de los coefjcientes métricos, presión y densidad de e-

nergía; y por otro, examinar las solucjones para e1 caso estático y ciertos

espaci os homogéneos.

Para conseguir dichos obietivos, se comienza con una breve intro-
ducción para presentar e1 problema que se intenta resolver. Luego, se ilus-
tra con la reobtención de soluciones conocidas. También se analiza el méto-

do en ciertos espacios homogéneos. Concluido ésto, se aborda el caso en que



los coeficientes métricos y variables de estado dependen de r y t. En

último t6rrnino, a modo de conclusiones, se hace una breve síntesjs del

trabajo en g enera 1 .

Por otra parte, cabe menc'ionar que en este trabaio se ha abor-

dado solarriente la resolución de las ecuaciones de canpo, prescindiendo de

un aspecto tan importante como lo es la motivación fÍsica o posibles mo-

delos en que ellos han sido o puedan ser aplicadas. Paralelamente, aun

¿uando es ruy importante obtener soluciones nuevas dentro del "mar" de

soluciones exjstentes de las ecuaciones de Einstein, lo es también la

posibif idaC de estudiar todas jas soluciones de las ecuaciones en cues-

tión dentrc de un mjsmo esquema, con un evidente benef ic'io para 1a com-

prensión ce la tecría nisna.



CAPiTULO I: INTR0DUCCi0N

1.1. Elemento de IÍnea

El elemento de lfnea más general en coor-
denadas esfórjcas, está dado por(5).

ds?= A i.,t) dLz+Bt.,t) d r¿ + 2 C tr, u) dtdr + e tr,t)(de¿+al*.zed02), (1)

También, para esta métrica es conocido que 1as componer.res

del tensor energía-impuis0\e,\g,T.e,T¡j, yTeÉ son nulas; donoe

di cho tensor es

T¡r = (P+p)u*irv -Ft¡¡, (2')

siendo p 1a presión y P 1a densidaCCe energía. De suerte que el moi,i-

r¡iento del flujdo es rad'ial, con otras palabras, su cuadrivelocidad es

l a fo rrnu la

L,[ = (Uut.,;) 
,0ri.r,b)] c )o).

Asimisno, cLi..nd0 se resuelven las ecuaciones de Einslein er
el q,Je la fuente del carpo es un fluido, se acostumbra resolver'la: en

ur sjste:a de referencia acompañante del fluido. Así, apoyándonos en

la liber'-"ad que existe en relativjdad general para escoger un sis+,en¿

de refE!-encia, efec*Lua)"e;ics el sjquente cambjo de coo.d"nadus 
(É) 

,

¡=r(R.,T)

E= L(R,¡T). \"/

Tal cambio de coordenadas posee dos grados de libertad, que los em-

plearemos primeramente para pasar a un s'ister¡a acompañante (U¡=)

(3)

-1-
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y, en segundo lugar, para llevar la métrica dada

Esto, lo podemos conseguir definiendo las nuevas

dT = ar1",u1(ü¡(",r)dr +U.t',.1 du)

(5)

6X = 6{tr,t) lUtqr,t)d. - U't',u) dt),

donde§a y f3 son factores integrantes para hacer el lado derecho de (5)

di ferenci al es perfectas, esto es'

? [ **r.,r)U.(.,.i = g [J'i''t¡U,t',Ü]
OeL j r0rL J

2 [B-a1.,r¡U't.,.i = -?- fp't ,.)Ui.,,i.rbrl -l ?. 1 I

ue acue!-do a ésto, a'l efectuar las transfomlaci ones expl ícitamente,

se obt i ene

a una forma diagonal .

vari abl es 
"n 

'l u fo*u (7 )

(6)

yE

ds¿ = ¿¿ (rz ¡p¿(Bn-c¿) de¿ +e (de¿+-m^¿edQr),

que al denotar los coefÍcientes mélricos *¿, BztUn-C)
nr. f 1 

-h¿ -v -fx respectjvamente, se tiene que

6isz= g?¡',t)dl¿-hz(r,t)dr¿ -fi",t)(oe¿+fu.3sd$z), (7)

donde se ha usadc r y t en vez de R y T, por nolación solamente'

Por^ ú'l timo, advertimos que 1a cuadrivelocidad (3) se convier'te en

üA = (ut,orolo) = 2a 6!r. (8)

Vemos, pues, que (7) repre§enta el elemento de línea con

simetría esfér'ica expresado en un sistema acompañantey en que 1a

métrica toma una forma diagonal . Dicho elemento de línea será el

que usaremos para escribir las ecuaciones de Einstein.
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1.2. tcuaci ones de campo

Las ecuac'i one s de campo a estudiar son

U¡r+A$r¡=l¡),

co, G¡r = Rl¡ -I c¿¡,1 R y T¡)

T¡r = (f+t)u+ut -F tu¡ ,

donde A es la constante cosmológ'ica, positiva.
Sin embargo, se observa que sin pér dida de generalidad,

puede ser puesto igual a cero. Debido que al efectuar la trans-
l¿ \

for¡",a¡iónt "

t=h-¡
P= P+rr,

las ecuacjones (9) se comportan como un siStema de ecuaciones con

A=O Luego, de aquÍ en adelante omitirenrcs A ; perc recordan-

do que cuando Af 0 dicho caso ya está considera¡c.

Visto esto, se tien€ que las cuatnc ecuaciones de car,po
(i.8)

iroe:.:-.:ler.ie.,',"/ pat-¿ l¿ nét:"ica (7) son:

lo\

dado por (2) , es deci r,

(10 )

(11)

Q= ,

'$"

L---r

(

(

$ = -tr+r)$

-2,
{ha

+1
§l¿

t''-rl #) -*-* ti+ -#)

d+.+') - 
ft.Lf 

-i+ -#)

(12-a)

(12-b)

(12-c)

(i2-d)

b =hl§ +*.fl 
.F(t-+n -i"[h ht-t.F(+ +)]

o= ir-$$-r*
De estas ecuaciones también se tiene que

(13 )
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alternat'ivamente pueden ser deri vadas

la prima sobre las funciones denotan

"t" y posición "r" respectivamente.

(14)

de Tlr.u=ú E1 p.rnto y, I tt
deri vadas respecto de1 tienpo

Así, el problerra consiste en obtener soiuciones explí-
citas en términos de func'jones analÍticas. No obstante, antes de

proseg,.rir, haremos algunas consideraciones de t.ipo general '

De (12), resulta claro que for:ilan un sistema de ecuaciones de

seEundo orden no lineales complicadas de resolver. Notándose de paso'

que se tienen cuatro ecuaciones para las c'i nco incógnitas: g,h,f,p y I I

dejando e1 problema indeterminado. Debido a la complejidad de estas

ecuaciones y para cerrar e1 problema, cono ya fue mencionado, se pos-

iulan hipótesis simplificatorias acerca de'l comportamiento de la fuente

del canpo gravitatorio y coeficientes métricos. Tal es el caso por

ejenplo, también señalado, que los coeficientes dependan o no del tiempo,

o bjen, adoptar desde el comienzo una ecuación de estado. Sin embargo'

el hecho de usar una ecuación de estado, debido ai carácter' no lineal
de las ecuaciones, conduce a expresiones anal íiicas compl icadas que ge-

ner¿lnenle sor, resueltas nurérjcaner,te./31 ro)
Se puede acctar tamb'ién que! p6r'a el caso es*'átic0, Tclman\'

fue e1 primero en apreciar eslas dificult¿iies. Pero preci samenle éi

suEir"ió y usó otra estrategia; a saber, espec-ificar" desde el principio
relac'iones entre las coriponentes del tenscr métrico.

Es en esta línea, usando el mét-odc(4) cilado, que la aspiración

de este trabajo sea efectuar un exa¡-ren unficacjor de las soluciones de las

ecuaciones de campo para ei caso de un fluido 'ideal. En el sentido de

encontrar soluciones generales, donde las métricas y variables de estado

conocidas sean casos particulares de una solución más general .

Para fijar ideas, consideremos la métrica generada por un fluido
perfecto, estático con simetría esférica. 0tra de 1as estrategias usadas'

cons'iste en darse como conocidas una de las incógnitas en términos de r
(por ejemplo p=p(r) ). De esta forma las ecuaciones de campo pueden

i = -tp*o$ *af)r
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reducirse a una ecuación diferencial ordjnarja, pero no I ineal
para Ia otra variable de estado (en este caso l). S.i la elección
ha sido lo suficientemente afortunada, entonces es posible resolver
anal íticamente la ecuaci6n restante. Ahora bien, conforme ya men-

cjonamos, ia clave del métcdo a usar, radica en elegir como conocjda

una extraña combjnaci6n G(r) de 'las variables de estado (y no una de

ellas en particular)). La virtud de tal elección reside en que la
única ecuación por resolver resulta ser lineal y de primer orden,
de suerte que siempre se resuelve en términos de la función G,

l)\
Col'l insÉi, haciendo uso de dichos resu'l tados en el caso

de simetrÍa plana, encuentra todas las soluciones de las ecuacjones

de campo (y todas las G), para los que 'la ecuación de estado es de

la forma t=(tr-t)e De este modo, obtiene como subproducto 1a

solución de Tabensky y Taub (10) y 1a de Texeira, t^lo] k y Som(11).

/rsimismo, parece conveniente enfatizar que a1 disponer de

una función arbitraria G, estamos expresando nuestras soluc'jones sin
comprometernos con una ecuacjón de estado específica. Como se sabe,

hay ciertos resultados cosmológiccs que son independientes de la ecua-

c'ión de estado, a condición que se satisfagan c.iertas relaciones (de-

siguaidades) entre las variables de estado. Tales resultados han sido
obteridos, esc sí, Lrajo ei aleró de ciertos mcdelcs específicos (Ro-

be r ts on - lla'i ker ) .

Hecha estas observaciones, resuita fácil ver que para 1a

métrjca (7), 1as combjnaciones enire los coeficjenles métricos con

respecto a su dependenc.ia en r y t son 27. Tales combinaciones se

pueden clasificar de 1a siguen+-e forma:

GRUPO O FAMILIA

a) f(r,t) s(r,t) h(r,t)
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Grupo o Fami'l ia (continuación) hI

a) f(r,t) g(r,t) h(r)
b) f(r,t) s(r,t) h(t)
c) f(r,t) g(r) h(r,t)
d) f(r,t) 9(t) h(r,t)
e) f(r) s(r,t) h(r,t)
f) f(t) s(r,t) h(r,'")

II

a) f (r",t) q(r) h(r)
b) f(r,t) s(t) h(t)
c) f(r,t) e(r) h(t)
d) f(r,t) s(t) h(r)
e) f(r) s(r) h(r,t)
f) f(t) s(t) h(r,t)
s) f(r) s(t) h(r,t)
h) f(t) g(r) h(r,t)
i) f(r) g(r,t) h(r)
j ) f(t) s(r ,t) h(t)
k) f(r) g(r,t) h(r)
r) f(t) s(r,t) h(t)

III

a)

b)

c)

e)

f)
s)
h)

Sin embargo no todos estos casos son independientes como cabría

esperar, ya que se puede pasar de un caso a otro mediante una

transformación de coordenadas; pero dejemos esto para más adelante.

IV

h(")
h(t)
h(t)
h(r)
h(r)
h(t)
h(t)
h(r)

s(r)
s(t)
s(r)
s(t)
s(r)
s(r)
s(t)
s(t)

f(r)
f(t)
f(r)
f(.)
f(t)
f(t)
r(.)
f(t)

f



CAPITUL0 II : EJE?'IPLOS

2,1 11étodo propuesto

Como fuera anticipado, ahora se revisará el método

propuesto. Asl, para el caso estático (cuando los coeficientes

métricos de (7) sólo dependen de r), se puede efectuar 'la trans-

form¿ci ón de coordenadas

R =f t,r,

sin destrozar el carácter acompañante del sistema

en que está expresado el elemento de lÍne¿ (7).

cho elemento de'l ínea se convierte en

df = q1¡¡ du'- tt¡r¡ d ra -r2(ds?+p*'ed$¿),

(ts1

de coordenadas

De modo que di-

(16)

donde nuevamente se ha llamado los coef ic'ientes por g y h, y u-

sado r en vez de R; por notación so.l amente. En consecuencia' las

ecuaciones de campo pare Ia métrica (16) están dadas por

P=-4- +z {t--L\
r'a ¡h¿\ h ¿yJ

f =-5.*.t$.I)

k=+it [*.ltq 1;,
de

b'=-([+?)q'| 't
?

(17-a )

(1i-c)

(18)

v (17-b),

(le)

a dená s

Dich0 sea de paso, la ecuacjón (17-c) se obtiene de (17-a)

de suerte que en adeiante dicha ecuac'ión no se ocupará.

La ecuación (17-a) puede reescribirse corno

,i d f r(4- ^\l =P.."d.t' Wll t

que ¿l i ntegrarse se obr i ene

-t-=4-2,$Lü
h¿

-7-

(20)
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S§) = rtrz.

Usando (18) y (20) en (17-b), se encuentra que

(21)

(27 )

de (23) y (20), es decir,

(28 )

(22)

(23)

r
rn.ientras que e1 coeficiente h se obtiene

l.r1.1= -f (p+q)e.
rt.'

Así pues, reiterando lo dicho antes, a partir de las soluciones
(25) a (28), se puede apreciar 1a importancia de haber definido la fun-
ción G(r), como asimismo, la obtención de la ecuación de primer orden,

lineal para p (24).

En ias secciones siguentes se iiustrará el método con varios ejem-
plos.

t --q[* .& d+ t[] = th-h)

Definiendo G= ? ñvl _r- 
,

h+ t/rz '
la ecuación (22) se convierte en

G-É)*| +G{(er+raXe+rB) 
P 

+(c-4 +616-r.-a - ¿¡-3f,G+r3) = or (2c)

que a1 ser integrada, una vez que G es dado, se deduce que 1a presión

está dada por:

,!t":=erpl[(e*.¡Xet.")¿]t»- *[(e+r¡)i.¡+ro,-ze)exbf[-(e+rrxs'+r)o]l.tzsl' 'LJ G¡.r-6; J L '' J raol.:-e) 'U G(rlG) ))'
donde po es una constante de integ|'ación y 1as integrales son jndefinidas.

La densidad de energía ?(r) se determina de (21) y (23),
dando como resul tado

?(r)=r (ed¡+bo6_2i+.r_dG+¡r\. e6)
12\ di cl !' r3 r¿ d. )

Asimismo, de (i8) y (22J, el coeficiente métli co g resulta ser

-( tt d'
f,i.t=XL e'u 

r
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2.2. Ejemplos estáti cos

Antes de mostrar 1os ejemplos,

se pueden reescribjr en una foñla más simple.

Utiljzando It.)-?tr)-,tlr¿,
convierte en

notenos que (25) y (?6)

t¿s) se

?r=,,eflrs:ers+ea1tr".- 4l*?, ",,[5ggpr']], ee:

mientras que (26 ) queda

Pt.) =rf .r +d 196i1.
rz I dr' ')

Al mismo tiempo, vemos que

-[t.=.,f¡g-gd.= (lnf,9 ..l .[*¿,. -B(I-0.+c,J-GIG-.') Lte-",)'l JC Je-r:

Es cog i endo

(30)

(:r ¡

el ini na-

deGyr.
donde C es una constante de integración, de esta manera se ha

do G' y 1as soluciones quedan expresadas solamente en función

a) Universo de Einstein (Solución I ae tolman 
(9)¡.

^-1

vemos qre 
"hrs

[ ¿' e*llÉ:r')(e+r¡) ó¡ = 4

J tc.*.1 ' L: 6 (6- r¡) -J qrr

Luego de (zs ) v (:t)

(6:tÉXq+.3)d¡ = t , )6(6-ra¡ J

(ez¡

, resulta que 1a presión queda expre-al escri bi r
sada cono

t=3o

?o = - {/sz

| = -r¡¡a, (33)
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con A constante. De aquf se sigue

-eflrc*."gou'] =-t H#S-, (51)

tg: erg[[(6r+r¡X6+r3\ ¿'.'l ---,/r". (52)
J (e-'¡) 'U (6-ra¡5 J '

De donde resulta que la presión

ft.; = 4 -i -- (4 -nt¡p" -3r'/R'); (53)
1+?'ÉlAL

y para 1a densidad de energía

a-
?r,-) =1-_ | z(n-É/r'), + (4+ ¡a?/n¿ +¡rzlez) ¡ , (54)

A- L (4+?r¿lA?)4 (4 + zr¿lA¿) -l '

usandcJ.= {/R¿ .

También, se deciuce que ios coeficjentes mé:ricos son

$¿= q] (t+r"le'), (55)

, h. = !\+zrzlnz .. (56)
(,r _ rz7 82,) (r + *¡*r)

el :icl;:ión V de Tolman

Esc;;ienCo

c= -#.nt (.57')

conduce a

exbl!9.É4ixa) d;l = - lltam) .em(a-rn)/(a+-), (58)'L-r (6-r')(, J 4 (rr+¡r,) ¿

v

a t'-
\d. - exbl \te,*r"Xe*rr) dl = - (n+m)¿ .-a 

(r+u 
"' -mz) /14 ¡m¡ (59)

J(e-*.: 'U te-..¡6 J (4;;:F)
De suerte que la presión y densidad de ener gía están dadas por
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4 +2m - f¡z r¿

con ?o = 4 (4+¡D)zf P¿+ h

M'i entras que 1os

y tt = 2r^ (^ -/rl) JQ +n¡.

coef i c'ientes métrjcos quedan expresados

ft'r =;S_.a k - .ir.^ tt)n,

?(r) = ¿rn-mo 4 + ( a tsm - zrvrz\ lr \{-l^.ml-Ez-tRi,

$¿trr = ¡l ra,

t".¿t.l = 4+?r"l-rn¿
4 - (,,'t +¿m -mz) (.lC) N

N = 2(¡r+¿cr, -m') /(a+¡n),

(60 )

(61 )

c0rna

(62 )

(63 )

c0n
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2.3 0tros ejernplos estáticos

Para completar )os ejemplos estáticos, resulta útil considerar
brevemente 1os siguentes dos casos.

a) Sctrua rzschi ld exterior

Como se habrá notado, cuando se hace R= co

Schwarzschi I d-de Sitter, se obtiene:
en la solución

6 = _r3 (a _ am¡r),

ft') =o,
P(r) = or

X¿tO = X1 (4-al,'lr),

f;¿1'1= [-ewrlr)
que son las conocidas soluciones para

No obstante, al volver a la
por (64i, observamos que

f3 + 16r- ¿6 =o,

Schwa rzschi ld exteri or.
expres ión ( 25 ) , usa ndo e'l

(64 )

(65 )

G da dc

(66 )

de rpdo que cuando |s * o , 1a presión se convierte en

{at ¡

l'lientras que la densidad y coeficientes métrjcos están dadas por

?trt = e'"¡o¡. - sm"hlr¿ -3h0, (68)

X't.l = gi (a- am¡r), (6e )

(zo¡y h-?(d = i - 2mlr -4vrnrlo+sn2hD + |orz -zml|.¡. .

Es directo ver que, cuando fo:0 , estas soluciones se
reducen a (65). Sin embargo, jo interesante de estas soluciones (67_

70) es que también satisfacen las ecuaciones originales de campo (17).

fi'-)= ¡o *!lJ §**!a.l = t" (a -"^i')?.
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Como cabía esperar, ya que las soluciones generales (25-28) satisfacen las

ecuac'iones de campo (no se han introducido soluciones fantasmas).

Eliminando la variable r, en 'las expresiones (67) y (68). se ob-

tiene Ia solución de estado

P = (¿s -sh%)b%r (71)

, lt-aqur 5 es Po'"
Por último, queda abierta 1a posÍb)e aplicabiljdad de estas solu-

ciones, como tanlbién un estudio más profundo de ellas. Puesto que' a par-

t'ir de l€7) y (68), notamos oue 1a presión (con f6)O )es sierpre positiva

tan sólc en un cierto in+.ervalo. Esto puede ser apreciado en las siguentes

Fig ( a) Fig ( b)

Así para la región r < m, la presión es positiva pero la densidad

esnegativa. En cambio, en 1a región m < r <§rrr ' tanto 1a presión como

la densidad son positivas, además de la funci6n- G. Para la parte r>ávn '
la presión tiende asintóticamente al valor p=po ' mientras que la densidad

tiende a -3po como -l-3 En consecuencia,la región de interés físico se

<iti¡ cn el interva lo rn ¿ r ¿ srn
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b) Re iss ner-Nordstrom

En este segundo ejemplo, veamos el caso del campo gravitacional
para un¿ pa rtícu I a cargada.

En tal caso, consideremos G dado por

§ = -r3 (r¿-¿nn-r+ez\ » {7?)(¡z-e¿)

donde e es la carga de 1a partícula. De aquí, se sigue que

Xtt.r = Xt la- zw'¡. +e¿7rz), 
{73)

dt.-Y,,)lr. - ,¡,r,,f-=re qe'-*)r'4t.-,")tdj f"*qf e"tf" *, \a'-'""i-ll trc¡, r¡ I L r$. L t_z d.-z ) ))

cor ¿ =4g1/yr¡2 ¡ l= r-n"'.
'¿Y

Mientras que e1 otro coeficiente resulte ser

l,,ttr'l -- ra (a - 2¡. lr +¿1r12) . expresió" §a) . (7s)
q¡z - e¿)

De (75), claro es-eá, se observa que dicho coeficiente métrico dista

mucho de ser el verdadero para el casc en cuestión, esto es,

$,ti.t = (^- zYy,lr +e.¡r.) i t'6)

Consec,enlemente de aquí se obtiene, er' una forma alternativa, el re-

suliac: conocidc que ei caso de Reis§ner-liordstrolr, no puede ser noCelado

cono ur fl ui do pe.'ec:c.
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2.4 El caso homogéneo

En esta sección examinaremos si el rxátodo

temente es apl icable a ciertos espacjos homoqéneos.

cios se quiere decir, que serín considerados aquellos

ficjentes r¡ét.ricos de (7) dependen solo del tiernpo t.
queda abierto el efectuar un estudio m.ís sjstenia-,ico

s i fj cac i ones de espacios homogéneos.

En raz6n de lo anterior, se sique entonces que (7)

toma la forma

{sg = {tr1dt¿ -tltqd* -g¿tr)(de¿ +nrñedg.). (tt¡

Definiendo una nueva variable temporal como

ftl=r', (78)

el elementc de línea (77) se convierte en

d* = X,tri dÉ - h¿(t) d rz - l¿ ld e? + p.trv,?e dp2) 
,

(7 0,)

(80-c )

(81)

reso lverán en forma aná-

usado preceden-

Por dichos espa-

en que los coe-

Al m'i smo ti empo

en todas las cla-

donde, coni oe costumbre, se ha llanado los coeficje¡tes por g y h,
y usaOC t en ve: de T¡ por nc¡,ación solamente. Consecuentenrente, las
ecuaciones de campo para 1a métrica (79) están dadas por:

P=-i- *3- lL +l'' F 'fi2 \ f, at. (8t,-r '

b = -.r- - " l-i **\ (Bo-b)' rz t?.. T xt)

r = -F t+ t* .t(+-t»,
además de i= -th+?)l+-tJ

Ahora bien, estas ecuaciones se

loga a 1a realizada en la sección 2.1.
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'la ecuación (80-b) se tiene

L[r(^++J] = - F, (az¡

(83 )

(81 )

Una vez que Q = ?tt) ha sido determinado, f(t) se encuentra

üH*§#i]i',,

De

!
t¿

que a1 integrarse se obtiene

-{ = t +z-¡!l9,
ft

co' d+G =f ft'dt L

Aden; s , de (81) , se ti ene

-l=¿+?
hti+?

Usancjo (83) y (85) en (80-a), se encuentra que

{r*+t\i- j- + z_ i I =f e- r \.'L t¡ tt 1+?, \ t2,/

?(r) = ¿ü[ Ur-36Xt1*,á) d il f to +[ b e-exr, * u¿ -:e) 
"x'LJ 6tt"+ae) JL J 6t'tt"+36)

donde ?o es una constante de integraci6n.

a partir de (84) y (87), obteniéndose

ttq -ü[tó +e n -¡é * É -,J.

lntr oduciendo la funcjón G dada por

G = em+t
?-t- I (87)

e
la ecuació¡ (86) se convierte en

que al ser inteErada, r.tna v€: que G es dado, se deCuce que

está dada por

(8s )

(86 )

(8¿ )

la dens i dad

(e0)



Por otra parter al lntegrarse (85) se obtiene
[ Éd.

l''¡t¡ = h3 g-'e r (e1)t
mientras que el otro coeficiente métrico es

^ =r(.L-il6-2. (sz1

¡. t\t' ) )

)o que cierra el problema, De modo que el método es igualmente
ap1 icabl e a las ecuaciones (AO-gt ) ,

Por últimc, observemos e1 siguente hecho: cuando el fluído
obeCece una 1ey de estado tipo 1. , es decir,

t'ltr-n)t'
con y constante, 1a ecuación (85) se integra fácjlmente dando con¡o

resul ta do

P(r) = Po .. (s: ¡(ht'¡r

Esio es mencjonado de paso, puesto que en el caso de simetrfa piana
(1)

se obtjene "' L.¡na expresi6n idéntjca a (93), salvc que en vez de oo

aparece un -?,



2,5 Comenta ri os

La idea de esta sección

de la función G. Así, para 1os ejemplos

bido a que las funciones eran conocidas,

c'jón G; dado que estó relacionada con el

través de (27 )
- [:3 o.

^z o2 ^ 
JG

tt¿ =It e -

?0.

es comentar 1a procedencia

vi stos anteriormente, de-

fue directo deducir la fun-

coefi ci ente métrico g(r) a

Lo que de alguna manera implicaría que sin conocer g(r) no se obtjene la

función G, Sin embargo, esto no es asÍ,.va que a1 usar un g

particular en dichos ejemplos, fue solo por motivos jlustrat'ivos.
De suerte que en general, una vez postulada la función G, e1 méto-

do _oenera todas las soluciones, al menos matemátjcas, de'las ecua-

ciones de Einstein. AsÍ. 1o que queda por delante es inventar. o

encontrar un crjterio para poder seleccionar 'las soluciones físjcas
(o interesantes)de1 resto, Cabe acotar al mjsmc t.ienpo, que aunqüe

el m5lcdo por cuadraturas siempre prcvee de so1uci9ns5, el precio
que se debe pagar muchas veces es que las iniegraies envueltas son

engS:!-0sas.

Antes bier, sj se quisiera delerrjnar la función G ex-

p1ícitanente, se pueCe conseguir de la manera esboz¿da a con'.j¡uaciórr .

Recordemos que, en el caso estático, la función m(r) está dada por

rn (r) = lq4)

que al derivarse, y util izando

dm =¡Q¡2.dr 2- t (ss ¡

(e6 )qb=
dr 1Cv

ecuac ión que

.,

gobi ernase 11ega a que 'l 
a Ges
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(e7)

Resulta asf, claro está, que poco progreso puede ser hecho en l¿

integraci6n de esta ecuacjón si no se conocen ia presión y densi-
dad en términos de r, De esta manera se harán algunas suposj-
ciones, a modo explorat.ivo, respecto de la densjdad y presi6n.

Consideremos el caso más simple, es decir, cuando tanto
1a presión y densidad son constantes. Introduciendo la siquente
notac i ón

f=u
?=b (eB)

Q+¡=c

?-h=d,

con a,b,c y d constantes, se tiene que

G = r¿ [t[ t*¿-r)tr*c".")4 a. + Cl , (ee)
(a+arz){*j f2'J J'

con d-"I{q- y C constante de integración.
Itsimismo, sjn un valor expl Ícito de /. tanpocc se puede

avanra! mucho, .ya que la integración nunca se cierra.

a) o(= -{/¿, 9"<o y O>O , luego

G=,'3d - r-* (z+d¡.¡.)orrno'l-j!"-\+ Cr¿ (100)
qo- ¿V-0{^;ó '{--q¡ I {ilÑr' '

en el caso part'icu)ar d/q".-q y C=o , se sigue que

§ =-r3, (101)

cono se recordará con este G se reproducen las soluciones para e1

universo de Ei nstei n.

b) o(=O , a.(o vd>o,6',

G = -lÉ1- ltn - *¿\ - s--l . (102)
(n+or¿)L- 6/ rJ'
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i) c=2m (cte), d= -3/R2 y d= 6/R?. se reduce a

G = -13 (l-znrlr-r¿/ C¿)
(a- a *¿¡r¡ (ro:¡

ii) c=0 , a=-3lR2 y 6= 6/R?

Q = -13[a-rzlr¿) .
(a- ar¿/n¿)'

iii) c=2m , d=0 y a=0

(1 = _yt (¿-$),
(105 )

que son las funciones que generan las soluciones de Schwarzschjld_
ie Sitter, de Sitter y Schwarzschild respectivamente.

Antes de pasa!" a otro aspecto, conviene rejterar que para
poder encontrar las funciones G más genera'l es, se necesita la infor_
mac.ión adicional acerca de las variables de estado. Aun cuando esto

constituye una desventaja de este método, no resulta ser tan grave a1

considerar Ios resultados obtenidos en los distintos casos anal izados

anteriormente. i'isimismo, aunque sea repetitivo, no debe olvidarse que

después de elegir G, el método provee 1as solucjones a las incógnitas

del problema por cuadraturas.

Ahora bien, observamos de (96) que para tener una presión
consta.te. se debe cumplir que

G=_r3r

o bien f+t =0,

una, como es sabido, es ja función generatriz
Einstein y 1a otra, es la ecuación de estado
en el caso de Schwarzschild- de Sitter,

Usando (106) en (96), se tiene

-dh =0.di- t

(104 )

(106)

(107 )

para e1 un iverso de

que obedece el fluido



1o que impl i ca

t - tr(..b),

y de (94)

? = -3s'¡

pero como ?>o , se deduce que §<o , luego

23,

(108 )

(loe)

t.o
? )o
flr:-ll3r

que son soluc'iones conocjdas (universo de Einstein) y' a su vez! corro-

boran el consjderar &<0 en la resoluciór de 1a integral para G (99).

Al nrismo tiernpo y pera finalizar, se debe hacer notar que a1
?

considerar G=-Ar" (A constante), nori!robti.ne una presión cons-

tante como es mostrado recientemente "'' . En otras palabras, si
se consider^a G dado por

G.', - - (¡' t*': r3trft¡" (tto-a)

donde d es constante, se encuentra qL;e ia oresión y densidad quedan

expresadas por

,fi.l = 4d" -. .t ,,
ta + 6d + o(2) r¿

(110-b)

?(r)= q¿'. .I. (110-c)
(4+6¿ + !¿¿) YL '

con po=0 . AsÍ, a partir de 110-a y 110-b . la ecuación de estado

que obedece e'l fluido en este caso es

t=¿?' ( 110-d )
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Para completar esta observaci6n, advertimos que una vez e'legida

la funci6n G se pudo deducir la ecuación de estado del fluido.

En cambio, hacer lo contrario no es posible, como quedó de manifiesto

a'l tratar de reso'lver 'la ecuación para G,



CAPITULO III: DEPEIIDENCIA EN AllBAs VARIABLES

3.1. Clasificación genera I

Como se ha podido apreciar, cuando los coeficientes
m.átricos dependen tan sólo de r o de t, ei método propuesto

trabaja bastante bien. Así, el 'interés apunta ahora en averi-
guar que sucede cuando dichos coeficientes dependen de ar¡bas

va ri abl es.

Para realizar esto, nos guiaremos con la clasjficación
hecha al final de la seccjón 1-2. AsÍ, comenzaremos este análi-
sjs con el grupo o famjlia IV:

- Los casos IVa y IVb, estÁn resueltos en el capítu1o anterior
- Para el caso IVc se tiene que:

&f = j. ar dÉ - h!t1 ó'¿ -t'co ól¿. ( 1 11 )

Para esta métrica, las ecuaciones de campo son

P=¡" -6(r"*$)

| = -f .6. tt'$ "$)

(i12-a)

(112-b)

(112-c )

(113)

(114)

(115)

r= +.[+ .+ .+t] t,*
o -- t'L

h

lo' = -tb+?)frl

? = -th+?)*

De (113) se tiene que fr=O , o bien h=0

-25-
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De (113) se tiene que f'=0 , o bien ñ=0

Si f=o , está implfcita en estas ecuaciones, la ecuaci6n de

estado !+t =O ifientras que si i=o , (111) se reduce a'l ca-

so IVa , gue es el prlmer caso resuelto en este trabajo.

- Caso M:

ds¿ = X¿trl 
dt3 - ¡1¿{¡z -frr) dsuz. (116)

Efectuando las transformaciones dR'¿= l3tt) dr¿

( 117 ) queda

P= & -É(r'-f,:) (1i8-a)

(118-r,)

y dTz= !¿t+) duz ,

d* = dr¿ - dr¿ - ftn d.ua (117)

As í, las ecuaciones quedan

t= -f, -f $
¡^ = §'' (118-c)rt-

l'= o (119 )

? =o (120)

Comc vemos, en este caso, está implícita la ecuación de esta.io

Asinjsmo, se tiene que tanto 1a presión como densidad son cons-

tantes, con respec'!o a r y t respectivamente. Si se denota ar-

bitrariamente 1a presión por -d" (constante positiva),

se ti ene que

f¡¡) = !-coa(.(r+P), (121)
t-' 7-

conAypconstantes.

v
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Caso IVe:

dt'. fal dt¿ - hz(')drz -t'ttt Ue'

Para esta métrica 'las ecuaciones son;

e=

t=

0=

t'=

(rzzl

( 123-a )

(123-b )

(123-c )

(tzt¡

(12s)

p=p(t) De manera que 1a ecua-

a1 mul ti p1 icarl a por f2i Luego

lt27 )

(128)

resto del cálculo se sigue del

r ti'lz lt'
F-ir(T+f¡
f+

-(t-?)+.

Asimismo, de (124), se tiene que

¡ión (123-b) puede ser reescrita

ñ¿t --4-¿$10

con d-g = I
ó[2

a1 poder def ini r una

método propuesto,

f

hr,

función m, el

i = -a(h+r)t

De (123-c) se tiene que f=0 , o bien g'=6

Si i=0 , está implícita en estas ecuaciones, la ecuación de estado

p + c = 0 M'ientras que si g'es igual a cero, g= cte y (7?2) se

reduce a

dsz= dt¿ - [21.¡ 6rz -ftr) dl]. (126)
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- Caso IVf:

{*= t'tr)ót¿ -ht(t)dr.- t'(.) d¡ut.

Para esta m6trica las ecuaciones son:

Q = ! +-z_ (f_L *f \' s¿ +1. ''Í' 4 ,

t = -F -Éi" (f .#)

0= itt

ds"= X"trl 
att- l'zqt¡dre -t'ttdrr¿

En este caso las ecuaciones son:

P=l- -3. (C+C2\¡ 0¿ §lP.' 4'
5=_r +§Er f¿FP
o=§'L,h

?t= o

é= -r¡*lL

De (130-c ) se

Si i=0, está

P+p=0

que como veros es un caso particular de Fgb).

- Caso IVg:

tt= -(h+?)$

t = -(h+?) t+ -'i)
tiene i=0, o bien 9'=g
impl ícita en estas ecuaciones, la ecuación de estado

l'lientras que si g'=o , g=cte y (129) se reduce a

df , dr¿ - L¿tt) drz - q¿1¡¡ d¡¿a, ( 133 )

(12e)

(130-a)

(130-b)

(130-c)

(131)

(132)

(134)

(135-a)

( 135-b)

( 135-c )

(136)
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De (135-c), si f'=0 ' ia ecuación P + p = 0 está impllcita en estas

ecuaciones. l¡lientras que si É=0 , (134) se convierte en

&3- q2¡r1dt¿ -drz-f¡rr dr?. (138)

De manera que al reescribir (i35-a), permite definir una función m y

el resto del cálculo se sigue del método propuesto.

- Caso I Vh:

dd= {t"ldt¿-lnzr.)d"-t'($d¡-?. 
(139)

Hacjendo la transformación 12(t) = f? *, (139) se transforma en

ds¿= {ru)dr¿-h2t ldr2-L2d¡3. (140)

Para (139) las ecuaciones de campo son:

P 'l +l-' tz t¿nz

(144 )

de aquí se define una funcidn m y' se siguen los pasos de1 método usado

reduciendo e1 probl ema a cuadraturas.

*0bservación: En este capítu1o, üomo se ha hecho a través de todo este
trabajo, una vez que es efectuada una transformación de
coordenadas, ianto los coeficientes mítricos como variables;
se designarán por 1as mismas letras que poseían antes de la
transformación.

-h =ü*.[.(n-ü)],

| =-i" - +(.+. j-J

h= +rit)
f'= o

I = -ip+q)J_
c

De (142) se t'iene p=p(t), de manera que (14i-b) se puede reescrjbjr

(i41-a)

(141-b)

(i41-c)

(142)

(i43)
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Veamos ahora e'l grupo o familia III.
- Caso IIIe:

(145)

De la ecuación (12-d), se tiene que para esta métrica se reduca a

o= ftl (146)'h
Como se sabe,cuando f '=0 está implícita la ecuación p + p = 0. l,f ientras
que si ñ=0 , se obtiene h=h(r) de manera que (145) queda

d* = {t't d u¿- }lt',u¡ dÉ -ft'td¡u¿

dd= 
x,rn 

dt¿- hz(r) dr2 - f(r)drL¿,

como vgnos es el caso IVa,

- Caso IIIf:

ds" = tts dt" - l'"t.,r¡dr¿ - f 1r) d.i?,

que a1 efectuar la transformación de coordenadas t2¡1 = ¡2 ,

ds¿ = f, ttldÉ - h2(r,t) dr¿ -t?dr¿z.

De modc que Ias ecuaciones de campo son:

Q=.r + z li+ r\* ttrt h aEt

5 =-l- - e /-1 +I\t f, r?¿t f acl

$=o

i = -+*11[. a¡

De (150) se tiene que p=p(t) , de manera que (149-b)

como t=üSLt(n-ü-I,
oue son los Dasos habituales del método propuesto.

(146 )

(147)

( 147 ) queda

(148)

(149-a)

(14e-b)

(i50)

(lsl)

puede reescríbi r
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- Caso IIIg:

$52 - f tr) dt¿ - lltr,t) drz-ftrl daz .

Para esta métrica la ecuaci6n (12-d) queda

o=C'L.'h'

como se sabe f '=0 , conduce a la ecuación de estado p + p = 0.
que si ñ=O , se tiene h=h(r) y (152) se convierte en

df = X¿itldt¿ 
-l,2rr)dÉ-t'tid¡¿,

que es el caso IV-d,

- Caso IIIh:

ds" = $tn 
dt¿ - I¿t',r) drz -t'tr¡ d"ua

(152)

(153)

l{i entras

(154 )

(1s5)

(i56)

14i entras que si

(157)

En es te

como es

g'=0 ,

caso la ecuación (12-d) conduce a

o=i+,

sabido i=0,;on1 leva a ia ecuación p+c =0
(155 ) qu eda

d* = dt¿- h¿t",t¡ drz f1t1dsuz.

De suerte que las otras ecuaciones son

P=t+É[{+-$)

+ = -i, -?(i -$)

( 1s8-a )

(1s8-b )

(1se)

( 160)

lpt=o

i=-(h+o[+..F)
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De (159) se tiene p=p(t) , «.le manera

como

{f = $tr,t) dtz - h'tr) dr¿ -ftd dsrz,

que al efectuar la transformac ión rz ¡¡=P,2, se reduce a

dd = {t¡udt¿- llaldr¿-Éd¡¿

campo para la métrjca (163)

=4 -z C-il r1É .h.1. [';]
f = -+

t'= -ih

Ir --L'

De (167) se sigue QUe p=¡(r), de manera que (165-a) puede ser reescrita
I a f o rn',a 1.:=ItLlr/¡-!\i

f¿drL \ h¿/lr

como se recordará, estas son ias ecuaciones para e1 caso estático vjstas en

e1 capítu1o anteri o r.

de

P

resul tan ser

.ftl+.*J
+?) 9'

?

i'= -4 -tl0r

con du --
dc

jhf,
que son 1os pasos habituales

- Caso IIii:

Las ecua c i ones

del método propuesto.

que (158-b) se puede reescribir

( 161)

(162)

(i63)

( to+¡

(16s-a )

(16s-b)

(166)

(i67 )
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- Caso IIIi:

d* = {s,t) du¿ -h2lt) dr¿ -f (t) d¡¿,
(168)

La ecuaci6n (12-d) en este caso conduce a

o=i$r (16e)

t
Cuando i=0 , claro está conduce a p+ p = 0 Asimismo' si 9'=0 ' se

tiene que g=g(t), de suerte que (t6g) se reduce a

{s? - qtct) dÉ - ¡21¡¡ ¿'z - q?1e'l d ru¿,

que es Precisamente el caso IV-b'

- Caso IIIk:

d* = {cr,u) du¿ -h'ttl dÉ -f co ür2,

de ecuaci6n (12-d) se tiene

(170 )

o=['h,'h'
( 171)

el caso f '=0 es conocido' En cambio' ñ=0 implica ¡=61s' de manera que

(170) se reduce a

d* = $q.,t1 
du"- ¿.2 - f ¡') doz, \L7 2)

y 1as ecuac iones quedan

q = t" - 1(r'' *$) (173-a)

h = -t" - 
É(c+ .+r) (173-b)

(i74)

t\' -tf +O$

i=o 
" (17s)

De (174) se tiene p=p(r) ' y la ecuación (U3-a) puede ser reescrita per-
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mitiendo definir una función m y el resto del cálculo se sigue del

método propuesto.

- Caso IIII:

df = f,tr,u) dt¿ - h¿rd dr¿ -ftQ d.r¿ ,
(tzo¡

De ecuación (12-d) para esta métrica se tiene

n=ict_ _r *- r (177)
d

i=O conduce p + í = 0. Si g'=9 , se t.iene g=g(t) y (i76) se convierte

en

d* = f,tti dt¿ - lltrl d* -¡?cttda., (178)

que es e1 caso IVh.
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De1 grupo III s6lo restan los casos a,b,c y d. Sin em-

bargo, en todos los casos el único coeficiente que depende de ambas

variables es f(r,t). De manera que, siguendo el proced.inriento hecho

hasta aqul, sería tentador efectuar una transformación del tipo
, Tal transformación complica las ecuaciones, ya que

en ese caso se abandona el sistema de coordenadas acompañante usado

en este trabajo, A su vez conviene señalar que en todos 1os otros
casos, el hecho de efectuar una transformaci6n del ttpo R¿=fCd o

t'- ftol , no afectaba las ecuaciones, tanto el tensor de Einstein
como e'l energía-momento permanecían iguales. Esto 1ógicamente, por
1a I ibertad adicional que se dispone de redefinir la variable espacial
o temporal .

Por último, cabe mencionar que las ecuaciones de campo para

los casos IIIa,b,c, o d son complicadas. Tomemos, por ejemplo, c1

caso I I Ia:

8= r

I--rY- F¿

*i(f'-f+ -+'). 
f,*.tc*)

.ft.tc+.#) -ft({-+)
(17e )

v

¡\ i .

^ r'' ñ §'u= + -t d

§

f\= - tP+t) I
d

i = -a(t-e)i

(1Bo )

(181)

Veamos

IIe:

'la famil ia II:

- Caso

df = $t.,t1dt" - h2tr,t) drz -ftq ü¡rf (182)
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A partir de la ecuación (12-d) para esta métrjc se encuentra que

o= [,L (183)'h'
cuando f '=0, cs sabido 1o que ocurre. f'lientras que si h=0 , se

tiene que n = h(r) y (182) se reduce a

d§ - i'(",r) dt" - [t*) dr" - f t"t ós] , (184)

que es e1 caso Illi.
- Caso IIf:

df = gz(.\r)dr¿ - hrr.,r)drz-t'1t¡ d!-2, (185 )0

usando ecuac ión (12-d ) se ti ene

(186)

ds'= X'ttl dt2 - * tr,t) d r' -f tO aa' , ( 187 )

que es e'1 caso IIIf .

Pa¡¡a concluir esta sección y por todo 1o expuesto a¡terjor

rente, vsncs oue de l-os ?7 casos que se tenían en la clasificaci6n

generel, 18 se h¡a¡r resuelto total¡nente por el nétodo propuesto, De

esta forma, Ios casos realniente pendientes son Ia, fla, b, c, d y

IIIa, b, c, d; oue precisanente son Ias ecuaciones nás ccnplicadas

de resolver,.

A^rlI=o
o
¿

de g'=g , se observa que g=g(t) y (186) se convierte en
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Se debe señalar por último, que en todos los casos resue'l-

tos, la transformaci6n de coordenadas usada no al teraba e'l carácter
acompañante del sistema de coordenadas usado primitivamente al escri-
bir'las ecuaciones de campo. En cambio, en los casos restantes, donde

todos los coeficientes métricos dependen de ambas variables (además

de las variables de estado), intentar una transformación de la misma

iorma impl ica salirse del sistema aconlpañante y consec u en temente '
complicar aun más las ecuaciones. Debido a que el tensor energía-

momento, deja de ser diagonal ante tal transformación' a la vez que

el tensor de Einstein también sufre varias mod'ificaciones.
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CONCLUS I ONES

A1 terminar este trabajo acerca de soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein, se puede advertir que 1a contribución fun-
damental del método usado para resolverlas, es que e1 igiendo 1a

funcjón G arbitraria se encuentran todas las soluciones (al menos

matemáticas) de las ecuaciones de campo. Como ha quedado de mani-

fiesto en cada uno de 1os ejemplos vistos precedentemente, restan-

do solamente por encontrar un modo o criterjo de seleccionar las
solucjones físicas del resto de ellas. Al mismo tjempo y cori:o fue-
ra advertido, una vez que G es dado, la presión y densidad pueden

ser determinados; de manera que G contjene la ecuació¡ de estado.

En tanto que, para el caso homogéneo cons'jderado aquí, el

haberlo incluido nos permitió extender en una forma coherente el

método propuesto.

Por otra parte, para la clasificación introducida en este

trabajo, vemos que nos permite examinar en una forma ordenao¿

todas las posibles combinaciones para 1a métrica general utilizada.
Esta manEra de estudiar las soluciones, posee 1a ventaja de consjde-

rar dichas soluciones en un mismo esquema unificante, adeniás que

evita la ob'uención repetida de las ecuaciones de canp0. Por últj-
mc, se debe acotar que en este estudio general queia pendien'"e tra-
ducir las distintas soluciones a térmjnos fÍsicos, esto es, usando

la clasificación cinemática de fluidos: shear, expansión, etc.
Co¡io también para e1 caso homogéneo, considerar todas las clasifica-
ci ones de di chos espacios.
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