
/cl'l- f c
\C,6- n
,6i'|c-
,l

COI'IPORTAI'IIENTO ASINTOTICO

DEL SISTEI,IA LINEAL

DE LAS SOLUCIONES

CON RETARDO

- r(t))

en

x'(t) = A(t)x(t

Tesis entregada a Ia
Universidad de Chi Ie

cumplimiento parcial de los requisitos
para optar al grado de

Magister en Ciencias

Matemáticas

FACÚLTAD DE CIENCIAS

p0r

CECILIA ANGELICA DONOSO CONCHA

Septiembre, 1992

,Z:+r ar\
7§' "/^l
SÉü;;*,¿
r -:l!lc.l:'"-;
,.. -..-- 7/:',.tu.n'É-Il

Director de Tesis: Manuel Pinto J iménez



FACULTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

INFORME
TESIS

APROBACION
MAGISTER

DE
DE

Se informa a

Ciencias que

di dat a

1a Escuela de Postgrado de 1a Facultad

Tesis de Magister presentada por Ia

de

can

ha

mo

en

Cecilia Angélica Donoso Concha

sido aprobada por 1a Comisi6n Informanle de Tesis co

requisito de tesis para optar eI grado de Magister

Ciencias con mención en Matemáticas.

Director de Tesis
Dr. Manuel PinEo J

Comisión Informante de Tesis

Dr. Ra¡31 Naulín

Dr. Manuel Elgueta

Dr. Vfctor Cortés

AN*\)

ru:



A m.L nad¡¿ ¡:c:t .tu ertü"aga



INDICE

INTRODUCCION

CAPITULO I

1. Notación y Definiciones
2. Resultados Previos

CAPITULO II

1. Intervalo y Función Inicial
2. N{étodo de los Interralos
3. Teorema de existencia para Ecuaciones Escalares
4. Teorema para Ecuaciones Retardadas con Coefrcientes

Variables

CAPITLfLO III

1. Preliminares
2, Existencia
3. Teorerna de Levinson para un Sistema Lineal con

Retardo
4. Aplicaciones y Ejemplos

Bibliografía

i

1

1

2

6

6

7

I

11

16

16

19

63

to



Introducción

Sin lugar a dudas una de la.s árcas de la matemática de ma"vor imporiancia en

e1 desarroilo de 1a ciencia y Ia tecnología son las ecuaciones diferenciales. Tan vasto

es su carnpo de aplicación clue su lado práctico adquiere 1a misma importancia que

su estudio puramente teórico.
Las ecuaciones diferenciales ordinarias por ejemplo han permitido representar

un sin númelo de fenómenos físicos 1' r1uírnicos, contribu¡*endo considerai¡lemente

en el desarrollo tecnológico por ejernplo de la teoría de ondas, aplicada en la radio,
Ia teler.isión, el radar, etc. ver [Ii], lY]

Un iipo bastante general de ecuaciones cli{crelciales son las ecuaciones d,iferen-

ci,ales funcionales. Enestas. la derivada.v/o 1as derivadas de lafunción desconocida

se evalúan en argumentos distintos (distintas funciones de t) por ejemplo

i) r'(i): -r(f - i)

ii) r"rl,-¡L!-!rf 2.r'' /'

iii ) r'(t)=z(i)r(f-1)+t'?r(1 +2)

Nuestro propósito es estudiar una ciase particular dc ccua,ciones funcionales,

a s¿rber 1as ecua.ciones d,ife,renciales con retardo. o (ecu o,ciones diferencialc-t con

argumento retardado). En estas se expresa la derivada de rna¡'or orden de la
función en el ticrnpo I ¡. 1as derivadas cle orden inferior en t )'en instantes
anteriores. por ejemplo (i) ¡, (ii).

Las ecuaciones tipo (i) es decir cuando e1(1os) argunento(s) es(son) de 1a fo¡ma
t - r corr T constante no negativa (rctardo constante) se <lerror¡tinan "ecuaciones
diferert ciales ert rl'iferencias" ¡- han sido extensamente estudiadas [B], [D-1].

Notemos rlue la diferencia fundamentai clue existe entre las ecu¿rciones diferen-
ciales orclinarias y 1as ecuaciones con retardo es que en las primeras se supone que

el corlport an'riento de un fenórneno está unicamente determinado por e1 preselte,
no así en Ias últinras en que el pasado ejerce una influencia dcterminante en su

futuro. En la ecuación (i) por ejemplo es necesario conocer ¿ en el intervalo

[-1,0], i' no sólo el r'alor de ;r:(0) para dete¡minar r(f) para f ) 0. De hecho

los valores que toma r en el irrtervalo [0, l] dependen continuamente de los que

toma en [- 1. 0].



Si bien, hacia finales del siglo XVIII Bernoulli y Laplace habian encontrado
ecuaciones funcionaJes, no ha sido, sino en los últimos 50 años que la in'estigación
ha adquirido fuerza y continuidad lográndose importantes resultados [K-1], [O],

[Q]. Esto se debe en gran medida a sus diversas aplicaciones como por ejemplo en
la matemática económica, la teoría de campos eléctrico magnéticos, etc.

El origen de nuestra investigación está en e1 problema propuesto por R. Bellman
en 1965, esto es, determinar el comportamiento asintótico de las soluciones de la
ecuación escalar

r'(t):aa1¡-r¡¡¡¡ o>0 (1)

donde r(f) es una función continua, no negatira y tal que r(f) ---r 0 si f --+ oo.

Una pregunta. natural es ¿ Se "parecen" en algún sentido las soluciones de (1)
(si existen). a las soluciones de la ecuación ordinaria x'(t): 6r1¡¡t. K. Cooke

[C-1] estudió el problema suponiendo r €. L-r o .12-6 € Lt, á > 0. Demostró la
existencia de una solución u(r) de (1.) que satisface

,[T"(¿).-" - " (2)

para alguna constante c ¡r reciprocamente, que para toda constante c existe una
solución de (1) que satisface (2).

Sin embargo, este resultado no ha sido generalizaclo a sistemas de ecuaciones.

No se conoce por ejemplo, el comportamiento asintótico de las soluciones de

r'(¿):á-t(t-r(t))

donde ,4 es una matríz constante. Tampoco 1a validez de un teorema de Levinson
para

x'(¿) : (A(¿)+ E(t))x(t - r(t))
donde A es una matríz diagonal y Re L1.

En este trabajo estudiamos el sistema lineal con retardo

.t'(f) -,,1(t)I(t - r(t)). (4)

Suponenos que A es una matríz continua en 10, oo) y r es una función
continua definida en el intervaio [0, co), no negativa y acotada.

Consideramos prirnero A como una matríz continua en general y luego
supooemos que es de la forma A(¿) + B(¿) (sistema (3)) donde A(f ) satis-
face 1a condición de dicotonria de Letinson y .R e Z, (ver lC]). Estudiamos la
existencia de soluciones del sistema (4) que satisfacen la fó¡mula asintótica

(3)

II



x(t) : o(t)[c + o(t)] r --+ oo

para algún vector constante c, siendo O una matriz fundamental del sistema
ordinario

Y', - A(t)Y(t)

Para ei sistema casi diagonal (3) se prueba la fórmula asintótica de Levinson (Cap.
I). Todos los resultados obtenidos los presentamos en el Capítulo III.

En eI estudio de ambos sistemas empleamos como herramienta fundamental
el teorema de1 punto fijo de Schauder-Tichonoff, considerando como espacio de

soluciones el espacio vectorial C([r, oo), C") de 1as funciones continuas de [r, m)
en C" con la topología compacto abierto. Dedicamos el Capítulo I a establecer la
notación y, los teoremas y proposiciones que emplearemos en el cu¡so de1 trabajo.

Consideramos necesaxio incluir un capítulo sobre teo¡ía de existencia de ecua-

ciones con retardo (Capítulo II), con el fin de entregar una mejor apreciación del
tema y exponer algunos resultados.

Agrad.ezco a tod,as las personas que contribuyeron d,e una mo,nera u otra a

h.acer posible este lrabajo. Agrad,ezco especialmente aI profesor Manuel Pinto por
su d,ed,icación, paciencia y conslante apoyo, corno d,ireclor d,e tes'is y corno persona.

Cecilia Donoso Concha
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CAPITULO I

1 Notación y Definiciones:

Sea ¡.r real positivo, Denotaremos como:

C, = {f , [-p,0] -- C" I f continua]

y definamos en este espacio 1a norma

ll"f l[ - sup-,<"so l"f(")l

Del mismo modo defrnimos en el espacio C2, la norma

llfllz = sup-zp<"sol"f (")1.

(C;,, ll ll;) es un espacio de Banach para i : 1,2.
Para r)0 fijo, denotaremos como

( : {t : [r, co) -, C"/r continua] - C([2, oo), C")

y la bola

cp(6) - {r e C,/11¿ll, I á}.

Para cada t > p * r, Í¡ se defrne como el elemento de ú,

x{o):r(f+o) -Plo<0'
Si f ro<r. se define r(f +o)::r(r).
Para á: (a;;) matriz de nxn, y r - (z¡) vector de C", lÁl V lrl

denotaran las nornras de A y r respectivamente, que seran precisadas cuando sea

necesario.
Si 1 es un sub-inte¡valo de [16 - p,ñ) y / € C definimos la seminorma

ll/ll¡ : sup"erl/(o)l



2 Resultados Previos
Iniciamos esta sección exponiendo algunos conceptos ), resultados básicos de análisis
y topología que serán aplicados en el desarrollo del trabajo.

Deffnición L Sea M un conjunto y d una métrica en Iv[. La topología

l(d,), que tiene como base la familia {Br(a,r)lu e M,r > 0} d.ond.e B¿(y,r) -
{xld(a,y) ( r}, e"* la lopología en M inductda por la métrica d.

Deffnición 2 [Jn ¿.*paczo topológico (,V1, f) se d,ice que es metrizable si su
lopología es ind,ucida pol' una mélrica en f .

Ejeurplo: El espacio C con la topología de la convergencia uniforme en subcon-
juntos compactos de [r, oo) es metrizable.

En efecto, a partir de 1a familia de semi-normas {p"}L¡¿,, definidas por

&(") = sup,ala"lr(t)l

para r en C. Se construye la métrica

P;(, - y)d@,g)- D;, -,r-,"¡, ¡ro- hl +1
i=No'- '¡\" Yt

La topología en C es inducida por ésta métrica lD].

Proposición L Ana Junción f d.e un espacio aectorial topológi,co E rt.etrizable
en un, espaci.o aectorial topológico F (no nece,sariamente melrizable) es continua
si y solo si es -qeutencialmente continua. Es decir, si para tod,a sucesión {r'n}
que conuerge a un punlo r. en E, la sucesión {/(r")} conuerge a f(r) en F.

Proposición 2 Sea E un e-spacio teclorial topológico metri,zable. Un -"ubcon-
junlo K d,e E es compacto sz y solo sí toda sucesi,ón en K tiene una subsucesión
que conterge en Ii-

La demostración de ambas proposiciones se puede encontrar en [T].

Definición 3 tJna familia F de funciones d.efinid.as en un inlertalo f con
ualorcs en C" se dice equiconlinua en un punto t¡ de I, si para cad,a e > 0,,

eriste un ó - 6(e, ¿o) > 0 lal que para tod,a f en F

l/(l)-.f(¿o)l <e..i lt-f,l <á



Una propiedad importante de las familias de funciones equicontinuas es la
siguiente:

Lema 1 (Ascoli): Sea F una famili,a d,e t'unciones uniJormemenle acolad,as y
equiconf.inuas en u,n inter¡¡alo L Entonces tod,a sucesí,ón {Í"} "" F tiene una
subsucesión que e." uniformemente conaergenle en cad,a subinteraalo compaclo d,e

I,

La demostración puede verse en [C].
Una herramienta de gran utilidad en la teoría de existerrcia de soluciones de

ecuaciones diferenciales, son los teoremas ¡elativos a operadores que tienen ia
propiedad del punto fijo. Esto es, un operador ? defrnido de un espacio E en
si mismo, que deja invariantes uno o más puntos del espacio.

El primer teorema relatir.o al tema fué establecido por Brouu'er en 1912. De-
mostró que toda función continua ? Definida de la bola unita¡ia cerrada de
R- en si misma tiene al menos un punto fijo. En 1922, Birkof y l(ellogg us-
aron este teorema para demostrar Ia existencia de soluciones de ciertas ecuaciones
diferenciales.

Us¿mdo como punto de partida el teorema de Brouu'er se establecieron pos-
teriornente l'arios teoremas relativos a esta clase de operadores, por ejemplo 1os

teoremas de \{arkov-1(akutani y Schauder-Tychonoff [D-2], [E].
En este trabajo usamos como método para demostrar la existencia de solu-

ciones, 1a aplicación del teorema de1 punto fijo de Schauder.-T1.chonoff, que enun-
ciamos a continuación. Este teorema es fundamental para obter:er nuestros resul-
tados.

Teorema I (S chauder. Tgcltonoff ): Sea E espacio tsectorial lopológico, Eaus-
d,orff, localmente conaero y completo. Sea A un subconjunto de E no uo.cío,
cerrad"o y conuero) y seo, N un operador confinuo en A y tal que ,V(A)C A y
N(A) es relatitsamente compacto en E. Enlonces N tiene un punto fijo en A.

La demostración puede versc en lE] página 163, Corolario 3.6.2, [D 2].
Un resultado mu¡r importante en teo¡ía de sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias es el teorerna cle Levinson. En este trabajo se supone que la matriz
del sistena se puede escribir como una suma de dos matrices, A y ft, donde
la nrimera es una matríz diagonal culos r-lores caracte¡ísticos satisfacen ciertas
propiedades de integrabilidad ((3) y (+)) y 1a mattíz R es tr1[0, co). Bajo esras
condiciones se demuestra la existencia de una solución del sistema y se establece su
comportamiento asintótico. Antes de enunciar ei teorema veamos algunos hechos
sobre sus hipótesis (su demostración puede verse en [C]).



CorL.ideremos el sistenra

-r'(r):1(r)-\(t) (2.1)

cloncle .\ es una mairiz clia,gonal continua clefinida cn e1 intervalo l0, cc)' Seau

)r(r), '.),(f) sus valores característicos. Srq;ongamos que para a1gún k fljo,

cada .1, l(j(rz pertenece a uno de los clos conjuntos lo12, donde

tl
.i = 1, si / R€()e(o) - l,(o))do -, co cuando t --+ s¡' Jt)

]'
tt)

/ 
' Rri l¡(o) - ).,(o))do > -Ii f2 ) tr ) 0 (2'2)

J1t

I1¿

/ 'n.(ru(") - ).¡(o))do < Ii t2 > tr ) 0 (2.3)
J Lt

con If constante. Sea Ó(1) : ex1 I;l(ojdo natriz fundamental de (1) Usando

(3) ¡' (U ) podernos escribirla en 1a {orma

o(r):o1(r)+o'(¿)

c{oncle O1(i) :, Oz(i) son las matrices cliagonzrles qrre contienen los elementos

cle é asociaclos con 1as columnas de índice .f pertenccientes a f1 e Iz

rcspectilanert r,:. Sea P: (flr) matríz cliagonal cor:L

It !1 /e-¿r

" -)
io si ,€1:

Entonce-c P es rtna pro¡'ección y se iienc

é1(r) : o(l)P

o,(¿) : @(f )(r - P)

Si 9(t, -.) r- O(t, r) <lenotan un elenento ctralcluiera de 1as matrices O(f )PO(s)-1
y O(t)(1 - P)O(-c)-1 respectivamente de (2) ¡'(3) se declrrce

lpr(t)l l.ti.['n.rir')a-, I ),s



lé,(¿)l I 
"K '- 

!" n'so{o\ao, s ) f

por lo ta.nto se tiene

lo(*)Pé(s)-11 < ¡"Í! n"»'¡'¡a', r)s
v

lo(ixI - P)o(s)-1| I tr'"- Í,' R"s*Qtao , s)t
con I y -t' constantes positivas.

Se tiene entonces que la propiedad (Z) y (a) determina una condición de dico-
tomía para e1 sistema (1), Uamada d,icotomía de Letinson.

Teorenra 2 ( Leuinson): Consideremos el sistema lineal

x'(¿) : (Á(t)+ a(r))x(t) (2.4)

d,ond.e .L es una ¡natriz d.iagana.l tle n x n, continua d,ef,nid,a ez [0, oo) y R es

una mairiz tr1[0, oo). Sean ).1(t),. .., ],(f) los aalores característicos d,e A,(t).
Supon,gamos que satisfacen la. cond,ición (g) y (S). Entonces etiste una solucién
X¡ tlel sislema (1) y "" lo, 0 ( t¡ < a, tal qtr.e

lt t - t -¡,t-

,liq-\u(¿). 
Jn"""t"" - "o

dond,e e¡ es el oector columna cuyas componentes son tod,as nulas saloo la
k- ésima que cs 1.

Notemos que el vector e* es \:ector característico asociado a )¡(f).
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CAPITULO II

E1 propósito de este capítu1o es presentar algunos resultados en teoría de ecua-

ciones diferenciaJ.es con retardo (de primer orden) y los distintos métodos que se

han empleado para obtenerlos.
A continuación estableceremos algunos elementos básicos y Ia notación que

usaremos en el curso de este trabajo.

1 Intervalo y función inicial
Consideremos el sistema üneal con retardo

-Y'(f) : -{(t)r(i - r(t)) (1.1)

clonde A es una rnatriz cle ¡¿ x n continua defiIricla en [fs' ':c' ) J r es una

función continua, no negatila. rleflnida cn li6. x), -Y r(t) < ¡.r para toclo f .

Una función continua -\ c¡rc es solución de la ecuación (1) , definida en un

inten'a1o lio, o), (o ( oo) esta cleter'¡ninada por los lalores que toÍle "antes" de

16. En efecto. como r es no negzrtilzr, conlirrua y r(1) I 0. exist"n purrtos f ) t6

tales que

l-r(i) <to.

Luego err cl mienbro dcrecho de la ecr.ración (1), ,Y (¿ - r(f)) cstá evalrrada en

puntos menores clue fs. es decir fuera del inten'alo de deflnición f16. rc).
En consecuencia. es necesario establecer u:ra fttrtción inicia.l, qte pre-"criba la

solución -\ en un intetralo i,nicial de lalores de f ¡'. mecliante 1a cual ia solución

f puede ser continuada. Denotaremos por g a la función inicial. Suponemos

que es contimra j, está definida en el intervalo inicial [r, f¡] donde

r: in.f,>,"(t - r(l)) < ts.

Este valor existe pues r es acotada.

-\-_otemos que ia función inicial g no satisÍace necel sariamente la ecuación (1).

De acue¡do a 1o anterior diremos que una soiución de Ia ecuación (1) deflnida ¡rara
f ) t¡ es una función continua I clue satisface Ia ecuación (1) en I ) 16. sujeta

a la condiciór inicial



x(¿) : e(t) r 1t 1t¡

(X'(f 0) es considerada como Ia derivada por la derecha).

2 Método de los Intervalos
En esta sección presentarernos un ¡esultado correspondiente a Ia parte básica de

la teoría cle ecuaciones cliferenciales en difcrerLcias (con retardo constante. ver por
ejemplo lBl. lD-11).

Teorenra I Con.qide-remo.q Ia ecuación e-gcl,lar con retard,o constante r

a¡z'(t)* óou(f) -1- ó1u(f - r) : /(i) (2.2)

Supon gamos que f e.." d,c cluse C1 en. 10. x;) y g es funcdón ¡Je clase Co

ez [0, r]. act.bct ! b1 constanles y a¡f 0. Entonces eriste una única función,
continuu LL Lef.rt,id,a paro. t / 0 clue so,li,st'ar:e u(t) : g(t) ez [0. r] y que es

solución d,e La ecuación (2) gara t ) r. Esta fun"ción u t:s de clase, C1 en

(", ." ) g de clase C2 en (2r,:x).

Demostracióu: Denotemc¡s ¡(t) :./(t) - ó1u(t - r). La ecuación (2) poden'ros

escribirla en la fc¡rna

¿ou'(¿) + ó¡u(f) : u(l),

qr-re es ecluivalente a 1a ecuaciórr

I \, 60,

;(asu(i)r 6') = I'l ¿). "o '
(1f

Integrando (3) tenemos que para r 1t 12r

!q,

u1t7 - 9,,r,1. T"-') - ' 
'l 

/' ,.r..'1"*'r..
o¡ J"

(2.3)

l, t\

como o es continua en lr,2r], existe una única función continua z definida
en [0,2r] que es solución de (2) en lr,2r) y que satisface z(f) - 9(f) para
0 < t < r. Dado que u es continua en lr,2rl., tenemos que u es continua en el

intervalo [r,3r] (por su definición) entonces de acuerdo a la ecuación (4), existe
una única función continua u defrnida en [0,3r] que satisface z(f) : g(f) para

0 < ¿ < r y que es solución de (2) en [r,3r]. Esie proceso puede continuarse



hasta e1 infinito puesto que si u es cor¡.tinua en el interÍalc] de la forma 10, rzr']

(con n en N) de Ia definición c1e r ¡' la ecuac'ión ('1) se deduce que u es Ja

única solución de (2) clefinida en [0,(n f 1)r] que satisface 1a condición inicial

tt{t) : g¡.t¡ para 0 { f ( r. Luego hemos establecido 1a cxiste[cia 1, unicidad de

1a solución u en f >r.
La ecuaciól (2) poden'ros escril¡irla en 1a forma

asu'(.t):.f(t) - ó6u(t) -lt,u(t-r) t>r (2.5)

Como u es continua en (r, co) ,v .f es continua en l0' oo), se tiene que z'

csdeclase Co en (r,oo) ¡'porlotanto u es de clase C1 en (r' cc) Para I en

el inter.r,alo (2r, oo), el término dereciro de 1a ecuación (5) es derir.able! entonces

tenemos que

o6u/'(i):/'(f) - óott'(f) - 612'(i - r)

]' colno u es c1e clase Cl en (2r,co), tt" es continua en cste interr'alo y en

.orl."".r"rr"iu u es cle clase C2 en (2r, oc). Lo rlue completa Ia demostración

de1 teorerna.
En este teorerna de}¡emos destacar dos aspectos irnportantes Por una parte,

e1 resultaclo de existencia ¡'unicidad 1' pol otra el método ernpleado en la de-

rrrosiración (n'rétodo c1e los intcrvalos ) que tie[e 1a particula|idaci de ser const,Iuc-

tivo, r.a clue perrnite obtencr explícitarnente la solución u, dada una función

ir-Licial 9.

Ejemplo: Consi<lercmos Ia ecuación

r'(t1 : u1t - 1¡. (2 6)

1.sea 9(f) =1para 0lt<1. \'amos a cleterrninar una soiución de (6) defrnida

para l) 1 ¡'talc}re u(t) :1si 0<f <1. si 1<f <2

u'(f ) - 1

Luego

tr(f) : 1+ (f - 1)

u'1t¡ : 1+ (1 - 1)

si 2<r<3



entonces

t t - r\2u(i)-1+(f-1)+;
Para 3(t(4

It -r\2u'tf): 1+ it - 1) +\" '',
se tiene

u(t):1+(r-1) .+-r-!!,3f
Continuando con este método podemos demostrar clue

n tl ;riu(/):t#; n(t(n*1, n€N
=tl

es la solución de (6) clue satisface 1a condición inicial u(f) : 1 para 0 < ¿ < 1.

3 Teorema de existencia para ecuaciones escalares

El teorema que veremos a continuación es parte de un trabajo realizado por I{.
Cooke lC-1] sobre el problema propuesto R. Be]lnan relativo a ecuaciones con re-
tal'clo (r,er introducción). Haremos só1o un esbozo de su demostración, destacando
algunos elementos de nuestro interés.

Teorenra 2 Consitl.eremos la ecuación con relurd,o

u'(t) + au(t - r(t)) - 0 a constanfe (3.7)

dond,e r(t) es una función continua no negatita para t 2 to y satisface la.s

siguientes cond.iciones :

i) r(t) -- 0 s¿ f -+ oo

ii) r es inLegrable
too

/ r(s)d."<m (3.8)

Entonces tod.a solución conlinuo, d,e Io, ecu,ación (7) para | ) ts satisface

lim u(f)e"¿ = c, (3 e)

para alguna constante c. Más o,ún, para toda c, -oo < c < oo, eri.ste una
solución d.e la ecuacién (7) que sati,sface (9).



Esquerna cle Ia clemostración.
La Ecrración (7) se puede escribir cle 1a forma

u'(t) + au(t): alu(t) - u(t - r(t))l t ) to (3 10)

Toda solución de la ecuación (7) es solución cle la ecuación

¡f
tt(t)e"t : u(ro)€oio + a / e""[u(s)- u(s - r(''))lds (3 11)

Usando el teorema dei valor medio ¡' como r(f) es acotada se puede elegir

c1 ) 1 constante (independiente de f¡) taI quc

It-e"l'l¡< c'r(t) l)to

]¡ c2 constante tal que

c2) 7

c, > 'llalll * suP,;10eo'(¿)]'

La función inicial se denota por .g(l) 1'esta definida en e1 iutervalo inicial [r'fe]
donde

r: i n .f¿; ¿. (1 - r (l )).

Se rlemuestra que para cacla función r:ontirlua g, cxistc una linica solución u

de }a ecuación (7) que pertcnece a cierta clase ,56 clefrnida de la siguiente forma.

Se eiise ó constante ta.l que

á > ls(to)le"t'c1 (3'12)

ü > nror{ls(/)16"t f r < t < fo}.

Sea tr el ma¡'or t ta1 c¡ue

f1 - r(f1): fo

]'

f -r(t)>f6 tZtt.

,9b se e1i8e conro }a clase de funciones continuas definiclas para f ) z que

cunplen 1as siguientes condiciones:

10



i) u (r) : e(¿)

ii) 1a estimación

r1t1t¡

lu(t) le" < ó r <:. t (3.13)

iii) e"¿lz(l) - z(t - r(t))l < crbr(t) lr ( t.

Sobre el espacio C, con la topología de la convergencia uniforme sobre subcon-
juntos compactos de lr, co) se define e1 operador

T: C * C

u --+ Tu:t¡
donde

u(t) : s(t) r 1t1ts (3.14)

u(t)e't =g(to)"o'o +, /'.'"[r1.1 - u(s - r(s))]ds t) to

Aplicando e1 teorema del punto fijo de Schauder-Tichonoff se demuestra que

este operador tiene un punto frjo en 56, estableciéndose así la existencia de una
solución de la ecuación (7) para I ) f6, deteru:inada por Ia función inicial 9 y
que satisface (13). Se demuestra que para cada g fija, esta solución es única, en
consecuencia toda solución de (7) satisface (13).

Usando la condición (ii) de (t3) se establece e1 comportamiento asintótico de

la solución u. Finalmente mediante una elección adecuada de la función g es

posible encontrar una solución de (7) tal que, si

c: lim u(t)e"r .

entonces c f 0. Como todo múltiplo de una solución, es también solución de Ia
ecuación, se tiene que para todo c en R existe una solución que satisface (9).

4 Teorema para ecuaciones retardadas con coe-
ficientes variables

El próximo teorema es parte de un trabajo reciente de M. Pinio [P]. Es una de las
primeras extensiones de la fórmu1a asintótica de Cooke [C-1] a coeficientes vari-
ables. Hacemos notar que además de ser un resultado importante su demostración
esta basada en argumentos simples ¡. claros. Es allí donde aparece 1a constante de
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Lipschiiz ahora variable en el tiempo, que debemos considera¡ en la clase inva¡ia¡te
usada en el Teorema de Schauder-Tichonoff.

Conside¡emos la ecuación

u'(t) : a1¡¡"1¡ - r(r, u)) (4.15)

(Observemos que en este caso r no depende sólo de t) donde o es una
función continua en [0, m).

Denotemos por

<">(r): la(f)l lla¿lll

. (4.16)

P(t) - á(¿)-1llárll,, á(t) - .J'. "t'ra'

y para algún á>0 y ñ acotado sea

m(f ) : supt,t<iEf; r(t, h(f)u). (4.17)

Supongamos que r : r(f, u) satisface la condición
(R) Para algún ó > 0, ¡.r > 0, r: [0,oo) x [-á,á] - [0,p] es una función

continua tal que

rit =1 a > 'B 'm es '11[0' m) (4'i8)

Sea g : [¿o - ¡r, fo] --+ R una función continua, tal qr.re ls(¿.)l < á (9
denotará la función iniciai). Una solución z de 1a ecuación (15) definida para
to- p 1¿ < ¿1, (r0 < fl < oo) es una extensión continua de g tal que

i) u(t) = s(t) t¡- ¡-t4t1ts
ii) z es continua para f¡ 1t 1tt

iii) lu(t)l <ó ¿o<i<¿r

iv) z'(l) - a(t)u(t - r(f,r)) to<r<f1

Si u es solución de (15) definida en [t - p, t] y ial que llr, l, < á entonces

lz(t - r1t, u)) * u(t)l < lti(r1t)lr(t,u) (4.ie)

para algin t-r(t,u) 1r¡r{t, y como 0 < r(t,u) J p se tiene que

Itr(f - r(t,u)) -,(f)l < lluilllr(r,z).

12



Si u es solución de (15) definida en [t - 2tr,t] y tal que llulll, ( ó se tiene

llu'rll1 : sup-ra"<olu'(t + o)l { sup-,<"<ola(¿ + o)llu(, * o,r(t + o,u))l

luego

llulll, I ilo,lli liur llz

La ecuación (15) es equivalente a Ia ecuación

u'(f) - a(i)u(f) - a(t)(u(t - r(t, u)) - u(t))

Denotaremos el término clerecho de (21) por /(f , r). Como

l/(¿,")l < la(t)llu(, - r(t,u)) - u(t)l

de (19) y (20) se iiene que

(4.20)

(1.21)

l/(¿,r)ll<a>(t)r(t,z)llu,ll, (4.22)

para cualquier solución definida en el interr.alo lt - Zr,tl y tai que ll"rll, < ó.

Así Ia ecuación (15) se escribe de Ia fo¡ma

u'(r) - a1¿;r1¿; + f(t,u) (4.23)

donde .f: [0,cc) x C2r(6) -- R es continua definida por (21) 1, satisface (22).

Teorer-¡ra 3 Supongamos que se cumple lo, cond.ición (R) y que h es :.cotad,o.

Sea t6 ) 0. St.

ll,.ll, < állh.ll, . li¿ll;re-II 
ato¿'

Enlonces la solución u d,e la ecuación (15) lal que u(t) - g(t)
¡r 1 t 1 t6 está ilef.nid,a para lodo t en el interaalo [¿o - p, -),
lu(r)l < 6lláll] h(t) y para a,lst"na constante c

(4.24)

po,ra t¡ -
s atisface

(4.25)u(i ) = eJ,o 
or"r'"[c 

+ o( / á(s lds)]. Jt

cu,an,d,o t --+ r>¿.



Demostración: Sea f¡ ) 0 y u¿o en Cr(á). De la ecuación (23) se tiene que

h(t)-lu(t) - á(fo)-1u(Ío) + /'41s.¡-'¡1r, u(s))ds (4.26)
Jto

denotemos u(t) - ¿1¿¡-tr1f). La ecuación (26) se escribe entonces

a(r) - u(r6) + l'"rrt"r'¡1". ñ(s)u(s))ds (4.27)

Notemos que /(s, á(s)u(s)) está definida si ltr(s)l < 6llállJ, ya que si esto
ocurre

lá(s)u(s)l ! lá(s)llu(s)l S llhll-lu(s)l < á.

Supongamos que lr.,(f6)l < 6llÁllJ, como u. es continua existe í > to tal
que pa.ra todo t¡ < t < i lu(¿)l f álll¿ll;I. Sea ú1 el mayor con esta propiedad.
Usando (22) y (27) tenemos

l"(t)l I lo(¿.)l+/,'. < a > (-. )p(s)r(s, á(s )t,(s) )llu,llrds

I lu(¿o)l + I¿. á(s)llr,.llrds

Por lo tanto, para t6 1t < lt

ll,,ll, I llr,.ll, + /'a1r¡¡¡u,¡¡ra, (4.28)

aplicando 1a desigualdad de Gronu'all-Bellman en (28) se tiene que

llr,ll, I llr,.llr"I'o*l'l'" . llu,"llre.l;á(")d"

luego si

llr.ll, < 6llhllJe-"r;-("''", llr,ll, < 6ll/,ll;',

entonces lut t )l S ó[állJ.
Por otra parte lim,*,- u(f) existe. Probaremos esto usando eI criterio de

Cauchy para límites de funciones.
Si l'< fl de (18) y (22) se tiene

tl-tt
l¿,lr) - u(r-)l - l/. h(r)-'l(s. ñrs)u(s))dsl . t;,1 

J"zn(s)dsl

con 1í, constante positiva. Como th es 1110, oo) lim¿*¿, -r-,(f ) existe.
Entonces f1 = oo y si

74



llr,. ll, < óllñll;t"- ( ñ(")d",

?, y por 1o tanto u está defrnida en [t¡, oo). Si denotamos por c = 1im¿-- u(ú)

entonces

lu(t) - cl - lJÍ" lr(s)-1.f(s, h(s)o(s))ds - /ff á(s)-1f(s, á(s)u(s))dsl

< /,"" rn(s)ds

Por lo ta¡to

t,(t\ : c+ Ol /-,ñf -.ldsI' 'Jt

y se tiene 1a fórmula

ypl : 
"[|,.(,)d"(c 

+ o1 /- a1.;a,¡¡
JI

crrando t ---+ co.
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CAPITULO III

1 Preliminares
En este capítulo estudialemos el sistema lineal con reta¡do

z'(t)-,+(t)Z(t-r(t)) (1.1)

donde A(f) es una matríz de n x n y Z (t) es un vector de C". Nuestra
primera pregunta es ¿bajo que condiciones de la matriz -4 y de la función r el
sistema (1) tiene solución y donde está defirrida?. Por otra parte, si consideramos
el sistema lineal ordinario

r'(¿): A(¿)x(f) (1.2)

naturalmente nos preguntamos ¿será que para r(f) suficientemente pequeño una
solución de (1), "se parece" en algún sentido a una solución del sistema (2)?.

A través de todo este capítulo supondremos que ,4. es una matriz continua
definida en el intervalo [0, -) v r es una función continua no negativa definida
para f)0 y tal que ,(t) I p para todo f )0, con ¡r constante.

Una solución Z del sistema (1) deñnida para I ) fo, (fo > 0) se considera
determinada por una función inicial g continua, definida en un intervalo inicial
[r, f6] (capítulo II) donde como siempre

?: inJ(t - r(f ))

Entonces una solución de (1) definida para f ) r es una función continua en

eI interr.alo [r, m) y tal que

i) z(t) = s(t) r 1t lts

ii) z'(t) : A(t)z(t - r(t)) to 4 t

Los ¡esultados esenciales de nuestro trabajo los presentaremos en 2 teoremas,
dedicando una sección del capítulo a cada uno. Esto io hacemos principalmente
debido a los distintos enfoques del problema. En el primer teorema consideramos
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cierta.s condiciones de integrabilidad y uniformidad que garantizan la existencia
de una solución del sistema (1) que satisface 1a fórmula asintótica

Z(t) - o(t)(c * o(1)), f --+ oo.

Donde é es una matriz fundamental de (2) y c un vecto¡ constante. Además, se

prueba que toda las soluciones Z de (1) poseen este comportamiento asintótico.
En el segundo teorema estudiamos el problema de existencia y comportamiento
asintótico suponiendo que A = A*.R donde A satisface la condición de dicotornía
de Levinson. En este caso los va]o¡es ca¡acterísticos de la matriz A tienen un rol
preponderante deniro del problema.

Una serie de resultados previos requeridos para la demostración de estos teo-
remas. Especial importancia tiene el lema 2 que precisa propiedades muy útiles
de1 operador considerado. Además, sugiere Ia clase de funciones de Lipschitz in-
variante por el operador.

En e1 siguiente lema demostramos que toda solución deI sistema (1) está única-
mente determinada por su fu¡rción inicial.

Lenra 1 (Unicid.ad.)

Sea g una función continua d,ef,nid,a en el
aalores en C". Si Zr y 22 son d,os soluciones

21(t)-22(t):o

Se tiene que para todo ú ) fo

interualo [r,t6] (t6 > 0) con
de (1) d.efinidas para tlt¡ g

f € [r, fs]

r 1t 1t.

Zl(t)=l'z(t)-s(t)

en,ton,ce.s

zl(t): z'¡¡1 Para tod'o t ) t6

Denrostración: Como Z' y Z' son soluciones de (1) entonces para f ) ú6

Zl(t) -sii6) + /',{1r; Zlls - r(s))d.s
Jto

v

z'1 (t) : stt,, + ["'4(s\22\s- 
r(s))ds

Supongamos que 21 f 22. hego para algín ¿ € [¿o,m), Zt(t) + Z'?(t).
Sea I - in.f {t e (to,6)lz1(t) + Z'(t)\. Como Zt y 22 son continuas
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21(.t) - 22O) : l'"4-¡¡z'¡"-.(,)) - z')(s -,(s))5,1s

lz'(t) - z'(.t)J < /¿ IA(.')llz'(, - r(s)) * 22(.s r(s))lds

< I: 1,.{(s)llzl(-,(,)) - zl(r(s))lds

< l¿ l-1(.)lllzl - zllllrts

Por otra parte, se tiene que

lz'(1)- z'(t)1 I Sup-u<.<olzl(.t +o) - z'z(.t+o)1

: llzi - z?lt.

Si f +¿r<fo

21(t + o) - z'z(t + o) -- s(t + o) e(t + o¡ : g

entouces

lz'(t) - z'1lll: o

luego

z'(.t): z'1lt).

Por otra parte, si lf o)f¡

21(t + o) - 22(.t + o) = ['r" -{(r)(21(s -,(s]) - 22(s - r(s)))t}s,

lucgo

sup-p<o<o JZl(.t + o) - Z'(t + o)l

< sup-r<,so lro+' l.{(s) lZ1(-. - "(r)) - z'?(s - r(s))ids

s fi l.'t(s)ll z: - z:l11ds.

Entonces
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llzi - z?11, í t:,lA(Ell1z! * z,"ha,

- fi1A(s)lllz: - z,"lllds.

Denotemos por

F(t) -1121- z?11,,

luego se tiene

F@ < l.' l.a(s)lr,(s)d" t >-í
J¡

entonces f'(f) :0 y como

lz'(t) - z,(t)l <llzl - zTll: o

entonces para todo f ) i

zt(r)-z'(t)-o
1o que contradice la defrnición de í. Por 1o tanto

Zt(t\:22¡¿1 t)tt'

y se tiene la unicidad.

2 Existencia
Consideremos el sistema (1) donde la malríz A y la función r saiisfacen las
condiciones planteadas en 1a sección anterior. Denotar:ros por é(f) a una matriz
fundamental del sistema (2) y

..{(r) : lo(¿)-1A(f)o(r)l+ lo(¿)-u(f)o(r - r(r))l

BQ) : lo(f)-tl llo¿ll,

La ecuación (1) podemos escribirla en la forma

z'(t) - A(t)z(t): A(t)LZ(t)
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donde AZ(I) : Z(t - r@) - Z(t). Si una función Z es solucirin de la ecuación

o(r)-12(r):o(r0)-12(t0)-/'o1-.1-'-+1-.)az(s)d-., (2.3)
Jta

cleflnida para f ) t0, entonces Z es soiución de la ecuación (1).

Luego el problema de determinar una solución de 1a ecuación diferencial (1) se

traduce en deternina.r una solución para la ecuación integral (3).

Tornemos el espacio vcctorial topológico C([r, co), C") con Ia topología de la

convergercia uniforme en subconjuntos compa.ctos de [r. oo) (que denotamos por

C) A partir cle la ecuación (3), para una función continua g, definida' en lr,t6],
fija definimos el operador

.l\'l' :C "-, C

Z 
- 

.\tZ:Y
donde

)'(f)= e(¿) ¡(f (lo (2.4)

l-(t) : O(i)@(¿o)-'g(to) + @it1 /'é1sl-1-'t¡.142(s)d-*. f ) fo
Jt"

Notemos que si,\''tiene un puniofijo Z ettC'entonces Z satisface 1a ecuación

(3) y por. 1o tanto es solución de ia ecuació[ (r ¡. Este hec]ro es esencial en nuestro

problema. En el -=iguiente lema denostramos tres impoltantes propiedades de este

opcraclor que serán fundamentales en eI clcsarroilo clc1 teolelra (1).

Sea t, ) to tal que

t1 - r(11) : to

v

I - r(t) > f¡ Para todo t ) tt

Lerrra 2 ,le¿ .\i : C '---- C de'fini'do en (l¡) dond,e g es una t'tr.nción continua

defi,ni,d,a e z lr, t6l. Enlonces para I / t¡

i) t' € Cl r: \-'(t).= - (t)l'(f) + 
^Z(t)

i,) lo(t)-1)-'(¿)l I ll-¡¿ll1(llo¿ 
1l; j' + llotlz,lll)

.qi 1 > tl .ve tiene además
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i,,) lo(l)-ra1'(1)l s rr(r)ll-if lllr(f )(llér11;li1 + llo¡12'll')

Dernostración: Derrotemos por ( - é(16)-r9(i6)

i .¡ De la deflniciin dc ]' I etr"trtos que

)''(r) : é'(rX + ó'(r) l¿ o(-")-1.{(s)Az(..)ds + é(¿)Ó(r) 1A(t)LZ(t)

: .{(r)é(tX + .'l(t)o(t) I,r. o(-s)-1Á(s)a z(s)ds 1 A(t)LZ(t)

: á(f )[o(iX + é(l)rl o(s)-1.'t(-s)AZ(-s)r/-s] + -{(t)AZ(t)

: -1(i)i'(r) + -4(f)az(i)

Como 1as funciorres A,,Y., Z y r son continuas en [16, co) luego f ' es

contimra y entonces \. € Cl .

ii) Usando (i) tenemos quc

é(i)-1)-(¿) : o(f )-11-(r)+ o(t)-1-{(f )[Z(t - r(t)) - z\t))

: .l(f )-11'(1) + é(t)-11(r)la(t - r(t))o(t - r(t))-1Zlt - rlt')')

- o(1)o(i)-12(f)l

Por otra palte tenemos que para tocla ]'- € C 1' f > t6

lO(f)-1)'(f)l S sup¿- r (r)ta Íi O(o)-rI'(o)l

( sup-,.,,10 lO-1(1 + o))'(l + o)l = lo¡rl;l 1.

,q. -\l

lé(r)-1i-(f )l < 14,(f )-11(t)o(t)lllo¡1)lll, + lo(f)-1r{(f )o(f - r(f)) llo,'z,ll,

+ o(l)-1.{(l)o(f ) lor 
1z¿ 

l1

< l-¡(t)(lot'1lll, + ll@¡1zill1) < lljrlll(llé¡1}i11, + llÓ;12,11,1

iii) Si r¿i1

o(¿)-1al'(r) : é(t)-',(i'(¿ - r'(t)) - )'(i))
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Como Y € C1, podemos aplicar e1 teorema del valor medio en cada intervalo
de la forma p -r(t),t] entonces para cada t existe qr, t -r(t) <7¿<f tal que

lr'(ry)lr(t) z lr(t - r(,)) - Y(r)1.

Luego

lo(r)-'Ay(¿)l < lo(¿)-1r'(4¿)lr(r) < Io(ú)-1o(?,)ol l(?,)-'y'h)1,1t¡

usando (i) tenemos

S I 
o(¿)-' I I 

o(?') I lo (?,) -' ( A(n,)Y (,1,) | A(a ¿) Lz (rt ¡»lr (t)

I lo(¿)-11 lo(?,)l lo(?,)-'(á(a¿)o(q¿)o(r7,)-'Y(n,)

* A(n¡)§(q¡ - r(4¿))O(?r - r(qt))-t Z(ry - r(rr))

+ á(a¿)o(a¿)o (q¡)-1 Z (n¡)lr(t).

Por otra parte

lo(n,)ll sup Io(")l S sup lo¿(o)l: lla'll,t-r1)<o<t - PSoSo

lo(,?, - r(r,))l l,_r.,?., lo(")l I _,it3.. lo,(")l : ¡lorllz

puesto que para f - r(t) ln:' <Í y l l fl tenemos

t - 2p < t - (r(t) + r(\t)) < \t - r(qt) < t - r(\t) < t.

Entonces
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lo(¿)-1Av(ú)l S lo(f)-'l llo¿ll1flo(a¿)-'á(?,)o(?,)l lo(,r,)-'I'(n,)l

+ lé(2)-1.a(q')o(r¡, - r(ft))l lo(4, - r(\t»-|7(ry - ,(?¿))l

+ lo(r7')-1.,l1a')o(ry,)l lé(ry,)-t z\\)llr(t)

S 1o(¿)-1lll@¿11,ilo(1,)-,á(,r,)o(T,)l llo;,y,ll,

* lo(a¿)-1.4(rr,)o(t, - r(?¿))l llo;12¿ll1

+ lo(71)-'A(a¿)o(r7¿)l llo;12¡ll1lr(t)

I lo(¿)-'l llo¿lllllo(a¿)-1-a(,?,)o(,/,)l llo;'v'll,

¡ Í(a,)llo;1z,ll,lr(t)

< lo(¿)-' I ll o, ll 1,,i(27,)r(t)( ll o¡' v,ll, + lló t 
1 Z llr)

< p(t)llÁll,(f )0ér'Iill1 + lló t 
l zll')

y tenemos iii ).
Notemos que una propiedad importante del operador,,V es llevar funciones

continuas en funciones de clase C1 (propiedad (i)).
Antes de establecer el teorema 1 discutiremos el método que empleamos y

fijaremos algunos elementos necesarios en Ia demostr-ación. Nuestra herramienta
esencial es el Teorema del punto fijo de Schauder-Tichonoff, lo aplicaremos en 1a

siguiente forma.
Tomamos ei espacio vecto¡ial topológico C([r, m), C") con la topología de la

convergencia unifo¡me en subconjuntos compactos de [r-, co). Este espacio es de
Hausfdor-ff, localmente con\¡exo, completo y metrizable (ver [S-1], lS-2]). Defini-
mos un subconjunto .9 de C en el cua"1 probamos que,¡1/ tiene un punto ffjo lo que

determina la existencia de una solución de (1). Notemos que 1a elección del con-
junto 

^S es esencial en e1 problenra puesto que, como veremos en la demostración,
toda solución del sistema (1) satisface las propiedades que definen a los elementos
de ,9, hecho clue nos permitirá determinar e1 comportarniento asintótico de tales
soluciones.

Teorema I Eristencia y com,portamien,lo asinlótico d,e las soluciones d,e ( 1 )
Consid.eremos el sistema (1). Supongam,os qu,e



ll,{ll¡-,i,;,4,'(t)

para t srt/"cientcmentc, grande Y

/-\,,.,d,.,o (2.6)
Ja

d,on¡/e ),(t\: i1t;11-fr¡1,f1t)r(.t). Entonces e'tiste un t¡ sufici'enlemenle grand'c v

ttna .qolución conÍinuo Z d,e (1) rlefinida eru l1o. co) que sali-<face IO(f)-12(f)l I
L (L > 0 conslan.le) y

z(l : a()\c * ,\ l,* \( ' ),i '))' f --+ cc (2 7)

Ttara algúrt, r:e,ctor constante c. Más aú'n, toda solución cort'l'inua d'el sistema (1)

satisf«ce (7) para algú.n aector c conslatt,le.

Deurostración: Considerernos ios sigrrientes elementos técnicos, como

r:inf t-¡(t) l' ir - r(Ít)--to
¿)to

pala I : t1 la condición (ó) queda en Ia forma

.1
I -{111,.',1'l r, ) < 

5

entonce-s por (5) r'(6) poclemos elegir l0 suflcir:ntemente grande y tal qr'ic

llÍll¡,.,r,1r(1,) + z /- i1";,,:1.11¡Í"1¡,.1"1a-. 5 l (2.8)

Sea g una función continua definida en [r, f¡] con valores cn C" ¡' sea I
una constante positiva tal que

r1t1to
(2.e)

Sea ^9 ! C definido de la siguiente forma para cad'a Z en ,9 se cumple

1

-3

/ : r : ¿0

(2.5)

(2.10)

(2.11)

/r 1t\

lo(t)-1e(t)l ! I

2la(f¡)-1e(f6)l < I.

z(t): !1Q)

laft l z$l < L

lo(f )-1az(r)l < 2¿r(r)lLjf lllr(f) I ) tr



y sea

.lJ':C -" C

Z N NZ:Y

el operador defrnido en (4). Denotaremos por 6 : O(¿o)-tg(¿o).
Vamos a demost¡a¡ que,A,/ tiene un punto fijo Z en e1 conjuriio .9. En el Lema

3 probaremos que S es conr'exo, cerrado y acotado. Para aplicar el ?eorema del
punto fijo de Schauder-Tichonoff, debemos verificar que

i) ,A'r es continuo

ii) ,\(s) _c s

iii) jV(S) es relativamente compacto en C

(i) ,{/ es continuo.
Como el espacio C es metrizable,,A,f es continuo si y solo si es secuencialmente

continuo, es decir para toda sucesión {2"} en C ial que

Zn ------+ Z cuando n --+ co uniformemente en compactos entonces N Zn -- y,
uniformemente en compactos.

Así, sea {2"} sucesión en ú tal qre Zn -- Z ur:iformemente en cada sub-
conjunto compacto de [z,oo). Sea Ii compacto de [z,oo), debemos conside¡ar
tres casos

1. Ii C [r, f6j

2. rn [r,fs] + A y Ii n p¡,oo) I O

3. If n [r,t6] - é

En el primer casoj para cada ¿ € Ii

llNtz"Q) - Nz(üll = llg(t) - s(r)ll :0
por 1o tanto

lllrz" - tv zllr < e

para cada e ) 0, así no ha¡ nada que probar.
Si .If n [r,f6] I iD y.6. n [t6,oo) I O entonces podemos escribir

Ii:Lfrv
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y sea

lÍ:C -, C

Z ---- AIZ -Y
el operador definido en (4). Denotaremos por ( : O(¿o)-1S(¿o).

Vamos a demostrar que,,!' tiene un punto fijo Z en eI conjunto ^9. En el Lema
3 probaremos que .S es com¡exo, cerrado y acotado. Para aplicar el Teorema del
punto fijo de Schauder-Tichonoff, debemos r.erificar que

i) ,,1/ es continuo

ii) //(s) q s

iii) ,^/(S) es relativamente compacto en C

(i) ,\f es continuo.
Como el espacio C es metrizable,,A/ es continuo si y solo si es secuencialmente

continuo) es decir para toda sucesión {2"} en C ta1 que

Z^ --., Z cuando n --+ co uniformemente en compactos entonces ,ltÍ Z. -- ¡,
uniformemente en compactos.

Así, sea {2"} sucesión en C ia1 qre Z- -r Z uniformemente en cada sub-
conjunto compacto de [r, cc). Sea 1í compacto de [r,oo), debemos considerar
tres casos

1. Ii C [r, f¡]

2. Iín[r, 16] l§yIi nft6,m)lo

3. Ii n [r.fo] : O

En el primer caso, para cada f € 1(

llrvz,(t) - Arz@ll- lls(¿)- e(f )ll - 0

por 1o tanto

ll.t l Z" - ttt Zllx < e

para cada e ) 0, así no ha¡'nada que probar.
Si If n [r,ro] lAy Ii n[¿o,oo) fé entonces podemos escribir

Ii -LiuV



Así llNZ"-J{Zlln (e para todo r¿ )N¡ entonces NZ--*NZ :uniforme'
mente en compactos de [2, oo). Luego ,V es secuencialmente continua y por lo
t a.nto continua.

(ii) //(S) C ,5. En esta demostración usamos fundamentalmente el Lema 2.

Debemos probar que para cada Z < S, NZ: Y satisface las condiciones (10),
(11)y (12).

Sea l'= NZ, para r 4t 1¿o. (10) se satisface por definición de,,\/ luego

Y(r) = s(r) para f € [r,f6].

!'ea¡nos (11). Sea r 1t 1t6

lo(r)-1r(r)l:lo(r)-ls(r)lt¿ por(e)

si io<¿<11

o(r)-ry(i) - €+ [.' o(,)-1.a(s)az(.s)ds
JLO

entonces

lo(¿)-11'(r)l S l(l+fi lo(§)-1á(-.)[o(s -r(s))o(s-r(s))-12(s -r(s))

- o(s)o(s)-12(s)llds

< l€l+ I: lo(s)-1,4(s)o(s - r(s))l lo(s - r(-s))-12(s * r(s))lds

+ l¿ lo(s)-1Á(s)é(s)l lo(s)-12(s)ids

S l6¡ + /,'. lols¡-'.e1"¡6(s - r(s))lllo-1zll¡,t,¡

+ ló(s )- 
1.41-. 

¡é (s )l)llO -12ll¡,.¿,1ds

< l(l + llo-'zllr",,,tll,illr¿0,¿,tr(f1)

por (5) ¡, (10)

< f + r¡¡.j'¡,,, i,1r(t¡) ( * * * r,
Si r>fr
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Así, llM Z" - Al Zllo ( e para todo n ) N6 entonces N Z, -- ,VZ t¡niforme-
mente en compactos de [r, co). Luego ,fu' es secuencialmente continua y por io
tanto continua.

(ii) //(S) e S. En esta demostración usamos fundamentalmente el Lema 2.

Debemos probar que para cada Z e S, NZ = }, satisface las condiciones (10),
(11) v (12).

Sea Y = ,t¡Í 2,, pa¡a ¡ ( f ( ú0. (10) se satisface por definición de .A/ luego

f(t):9(t) para f € [r,J¡j.

Veamos (11). Sea r 1t 1ts

lo(r)-11'(r)l: lo(¿)-lg(t)l I ¿ por (e)

Si ¿o<f <t1

o(r)-rv(¿) : € + [' o(s)-rA(-.)Az(s)ds, 
Jro

entonces

lo(¿)-11'(t)l < lll + r: lo(s)-1,4(s)[o(s - r(s))o(s - r(s))-12(s - r(s))

- é(-s)o(s)-12(s)llds

s l(l + I: lo(s)-1,4(..)o(.s - r(s))l lo(s - r("s))-12(s - r(s))lds

+ /¿ lo(ó-)-1á(-s)o(s)l lo(-.)-12(s)lds

< l(l + li lo(")-'¿(,)d(s - r(s))lllo-12111",r,¡

+ lo(s)-'á(s)o(s)l)llo-1zll¡,,¿,¡ds

f l(l + llO-1zllr,,r,tll,illr¿o,r,lr(r1)

por (5) y (10)

< | + r,¡¡.i¡¡,,. t,1r(r1) (', * l r t
si f>¿1

:t



o(l)-11'(f) : €+ J,: é(.s)-1J(.s)AZ(.")d,s

: ( + f;, é(-")-'.4(-q)^z(s)ds + f,i o(s)-1Á(s)az(s)ds

: ( + 
"1,'j 

Q(-")-1,4(-s )lé("s - r(s))O(s - r(s))-12(s -r('..))

* é ( s ) o( -s ) -1 Z ( -§ )l d-" + 11 @ ( -c ) 
- 1 á( s ) o ( s ) AZ( -. ) ds.

Por 1o tanto.

lo(t)-11''(t)l < (l +.[: o(-')-','{(-')é('' -'('"))L lo(s - r(-'))-rz('" - r(s))lrls

+ I¿; lé(-,)-1-'l(-i)o(-§)l lo(s)-12(-") lds

+ 11 lo(-.).{(s)o(s)l lo(s)-1Az(-.)ld--

< le I + J,'; O(-')-'¿(')é(-i - r('s))l llÓ-1Zil¡',,,1ds

+ ,i,'i lo(s)-1-'t(')o('')l llÓ-1Zll1',r,1cls +2L Í,',i¡''¡li'.'¡¡¡"i'¡1"1'¡a'

< l(l + J# i(-.)lLo-1zi r,.r1tr1-s + zrf;ii1s1,ri') l-i"l,, ('),/"

< le I + ll.il ¡.,,1llo-lZllt'.,,t,(lr) + 2¿i; ei'1r;¡'';11i,¡1,'1'..¡a'

< | - t,'.i .o,rlr'{/, r -:I l,) -i'.1-i'''i'¡-i"¡,,¡'s)¿/; S I

por (E) ¡'(9). Luego pala toclo f > r lQ(l)-1)-(f)l < ¿ 1'sc tiene (ii)'
Proba¡en-ros que l- :.\'Z saiisface (12).

Sea I ) f 1. usando la cc¡ndición (iii ) del Lerna 2 tenemos clue

lo(r)-1al'(i)l I i(¿)li-i¿ll1r(¿) (iloI'Ii i' + llé;12'11,1

corno l- ¡'Z satisfaccn la condición (11). entc»rces

lior 
1); 

!1 I ¿ :' lotlz1l.' < L

1u^So

lO(r r-' i)'(r)l < )L 3\t )Ll-'t'llr r(f )



Entonces ,A/(Z) satisface (10), (1i) y (12) para iodo Z € ,S, por 1o tanto
ff(s) s s.

(iii) 
^(S) 

es relativamente compacto en S. Esio es equir,'alente a probar que
,A/( 5) es relativamente secuencialmente compacto ya que C es meirizable (Cap.
r).

Sea B un subconjunto acotado en ,9.

Luego para todo If compacto de [r, oo), existe c : c(1{) coustante tal que
para toda Z e B. llzllx ! c.

Sea ¿ > r frjo y sea co constante tal que para toda Z € B

llzll¡,,"11 c"

Por 1o i¿into e1 conjunto B es uniformemente acotado para todo t e fr,al.
Sea B, e1 conjunto de funciones en B restringidas a1 intervalo [r,a]. Pro-

baremos que Ia familia de funciones ,V'(.B,) definidas en [r, a] es uoiformemente
acotada y equicontinua.

,A/(.B,) es uniformemente acotado.

Sea .f e N(8"), entor:ces existe ñ € B" tal que /(f) - ¡fá(f) para cada
t e fr, a].

Luego .f(t) : s(t) t € [r,16] y

/(¿) - o(roX+o(i)/o(s)-14(s)A,h(s)ds t) tt,

si f>¿o

ll/lk ","r I llolk,",.lI(l + llol[,.,"r/,1 ló(-s)-',a(s)añ(s)lds

s llollr,,,,tl6l + lloll¡","¡llo-rAllp.,,l.[i l/¡(s -'(s))l + lh(s)]ds

< llollr,.,,t l{l + ll ollp.,,1 llo-1Allp,,a2llñ.ll¡,,"1(a - ts)

luego como á€Bo

ll"f lk,","l I llo lli,",¡ l(l + 2llo lk¿",r ll o-1áll po,,¡(a - re)c"

Sea

U : ¡n ax {llgllt.'"t, ll O l[,..¡(]€l + 2lL O-1,4 ll i¿.,"1c,(a - t¡)) ]
entonces para todo / € ,i\r(.B,)



ll/lli,,a s ¡¿

y .ltl @ ") es uniformemente acotado.

,A/(.B.) es equicontinuo.

Sea / e ,M(.B") entonces existe h € B" til we J : J\,r ¡.
Debemos probar que para todo e ) 0, existe á > 0 (ó : á(e)) tal que, para

toda / e "A'iB")

l¿-il <6 entonces lJ(t) - /(í)l <e
Como é es continua, entonces para cada e>0 existe á>0 tal que si

lf -il< ó entonces 2(l(l+2c.llo-1álkf","r)lo(¿) - o(í)l< e

Sin perder generalidad podemos suponer f > i, ya que en caso contra¡io la
demostración es equivalente.

Sea ¿>0 y torremos

ó' : ntinf ,. 
-- 

.-.=a..--.......... -),"" I'' 21,,6¡''-,"1lro-rAll¡,.,12c, ) J

luego á' : ó'(e) y tenemos que para cada / e ,\r(.B,), si lt - íl < ó' entonces

l.i (r) - .f (01 : lo(¿)€ + o(¿) r¿ o(s)-1:t(s)a/z(s)ds - o(i)(

- o(í)f¿ o(-.)-1.4(s)ah(s)rrsl ( lo(r) - o(i)l l(l

-' lo(r) li érs1-rA(stañ(s)ds - o(ir Ji o1s¡-r,r(s)-\h(s)dsl

+ lo(¿) # o(s)-l.4(s)ah(s)dsl ! lo(r) - o(t)l l(l

+ lo(r) - o(¡)l/,: lo(s)-I.{(s)l lÁ¿t,)l¿,

+ lo(r)ljlr lo(s)-1,4(s)l la/z(s)lds r lo(r) - o(i)l

tl(l+ r: lo(s)-1.a(s)l(liz(s - r(s))l + lá(s)l)ds

+ llollt¿.,.lllo-rAllt¿0,.t2c"(t - l)l

s lo(¿) - o(i)1il(l + llo-1.4llr¿.,"12c,1+ 2c.llollr,.,,1llo-1.411¡.."¡(r - í)

\ , -T 

' 
- :'



Entonces si lt-fl < ó' entonces l/(¿) - /(Dl <e para toda / € N(8").
Por 1o tanto ,A/(.B") es equicontinuo. Entonces, por e1 Lema de Ascoli (Cap. I)
toda sucesión en ,\, (.B,) tiene una subsucesión que conl,'erge uniformemente en

[r,a]. Usando este hecho varnos a demostrar que toda sucesión en .A,r(B) tiene
una subsucesión convergente.

Sea {)zo}o¡1 sucesión en ,A/(B). Sean Zn € B ta1 que

N'Z":Y; n ) 1

La sucesión {2"} "r_, restringida al intervalo [r, r + 1] pertenece al con-
junto .B,11 ¡' su imagen bajo ,A/ a ,\f(.B,¡1) que es uniformemente acotado y
equicontinuo, por 1o tanto {) "}">, tiene una subsucesión {l'"'}">, que converge
uniformemente en [r, z * 1].

Sean Zf, tales que Y:: 
^fZ] 

rr ) 1.

Considerando las restricciones de Zl a [r, z * 2], pertenecientes a .B"12,
se tiene que el conjunto F (.B"1r) es uniformemente acotado y equicontinuo,
luego {},1}";1 tiene una sul¡sucesión {i'"'}">, .que converge unifornen.:.ente en

lr,r 4-2). Continuando con este proceso tenemos clue 1a sucesión {y,}.2r tiene
una subsucesión que conrrerge uniformemente en cada compacto de [r, co).

Entonces, para todo subconjunto B de C acotado, "A/(B) es relatiramente
secuencia"lmente con:pacto. cor¡o C es metrizable, ,V(B) es relativa¡nente com-
pacto en C. En particular como S es acotado, Í@ es compacto en C y
tenemos iii ).

Dado clue e1 conjunto .9 ¡,el operador,l1/ satisfacen las condiciones necesarias
en el teorema de Schauder-Tichonoff hemos probado que,A/ tiene un punto fijo en
S. Entonces existe Z €,9 tal que

^ 
z(t) * z(t\ t)r

es decir

z(t): s(t) ú € [r, t6]

z(t) : @ft)e + ó(-s)-'A(.s¡AZ(s)d-*oa) l:"

Luego Z es una solución de la ecuación (1) para
entonces satisface las condiciones (tt) ¡' (t2). Usa.ndo

f,)to

t)to. Como Z€5,
el Lema 1 de unicidad,
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concluimos q11e para toda función co¡itinua 9 defrnida en [:-.f6] existe una única
función continua 2,, qtse es solución de (1) para f ) f6 y ral qlue Z(t) : g(t)
para ú e [r. f6].

Por otra palte, suponga*o. qr. Z
para f )í)0.

Entonces para cada f ) í

Z'qt¡: tqt¡Z¡t -,(t¡¡

cs otra solución del sistema (1) clefinida

sea i:infrr¡t - r(i).

La furción Z está defrnida par-a f ) i y es solución de (1) en lí. oo).
Sean

t' - mat{i,to]¡ y ¡':inft-r(t\
t> tt

Tomemos corro la función inicial 9 a la solución Z d"fi.ridu en el intervalo
[r',1']. Entonces por io ya probado puru 2 continua en lr',t'l existe una ú¡ica
solución Z de (1) definida en el intervalo lt', oo) tal rye Z(t) : Zlt) t € [r', f']
y satisfaciendo (1).

^ :,Cono Zlt) es solución para ú ) f' se tiene que Z(t) = Z(ú) para todo
f ) f/. Po¡ 1o tanto toda solución de (1) definida para todo f suficientemente
gralde satisface las desigualdactes (11) y (12).

Corno toda solución Z ele (3) es solución de la ecuació¡r (1), y puesto que

lé(s )-1,4(s)AZ(s) | ! )(s) de (12) y (6) tenemos que

tt

f. é(")-'a{r)az1-';a,

converge cuando f -+ oo. Entonces

1 + /' ol-.¡-'-r (ila,z(s)ds= c * o( /-.lt,la")' Ju Jt

Así,

§O)-17ft): ct o( /-.l1r)ar; r 2 ¿o
JT

1o que completa la demostración del teorema.

Es obvio que la clase usada por Cooke [C- 1] en el caso á(f) escalar y constante
no puede aplicarse aquí. Esta clase, por ser invariante por el operador ,A/, debe



deducirse de las propiedades del rango de y',/. Allí, lema 2 es fundamental. La
primera luz sobre la constante-va¡iable de Lipschitz )(f) aparece en [P].

De hecho, notemos 1a similiiud entre las funciones -{1t;, B1t;, ,l1t¡ que

obtenemos en nuestros cáJculos, con las funciones < a > (¿), BQ) y a(t)
(respectivamente) obtenidas por Ir{. Pinto [P] en el estudio de la ecuación u'(t) =
o(t)u(t - r(i. u)) (Sección 4, Cap. II). Este hecho'es consecuencia de que ambas
ecuaciones tienen coeficientes variables no obstante ser de distinto tipo

Notemos que e1 teorema 1 se puede aplicar a un sistema de 1a forma

z'(t): A(t\z + B(t)LZ.

En este caso, tomamos

,i(r) : lé(¿)-18(¿)o(r)l + lo(r)-18(f)o(¿ -.(r))1.

Finalizamos esta sección demostrando 1as propiedades deI conjunto ^S que
quedaron pendientes en el Teorema 1.

Letrra 3 S es conoeto, cerrad.o y acotad,o enC.

Demostración: ,9 es cor¡vexo.

Sean u,t, en 5, oyB reales no negatir.os y tal que o+ 3=7.
Sea Z(t'¡ - au(t) + Au(t), si I e [r.fs]

z (t) - au(t) + 3t (t) : as(t) + B elt) - (a + p)g(t) = g(t)

Iuego Z satisface ( 10).
Sea f )r. si f (to. Zlt)-gU)

1O(t)-tz(t)l: lo(r)-1s(,)l < ¿

si f>/o

lo(t)-1 Z(t)l : lo(r)-1au(f) +o(r)-1(1 _a)o(l)l

< olo(f)-1u(f)l + (t - a)lo(t)-1o(t)l

< aL+(t-a)L:L
Si ¿>tI



LO(f )-1AZ(r)l : lo(r)-1(z(f - r(f)) - z(i))l

: lé(t)-1(au(t - r(l)) + (1 - a)u(t -,(t)))

- o(f)-l(au(f) + (1- a)u(t))l

: laiD(t)-1Au(r) + (1 = a)o(t)-1Ar(t)l

< alé(t)-1Au(l)l + (1 - n) o(t)-1Au(t)l

< c,1IJ1r,)l¡.i,l,rrrr + t1 - alTL3\t 'r.l,rlr,rf )

: 2Lije)\.,i,11,,1r¡

Por lo tanto Z e S v,S cs corrte:'c,.

S es cerrado.

Sea iZ,)[, sucesión en .9, tal c¡ue Z^ -+ Z uniformemente en subconjuntos

compactos de [r, co).
Luego para todo /f C lr. o:) compac¡o )' i > 0 existe .\t € N tal que

srplZ,,(i) - Z(t)l< ¿ n ) ,\L
r €I\

Proba¡emos que Z sati-"face (t0). (1i)e (fZ). Sea t € [;,f6] y 1f C fr, 16]

lz(t)- s(t) : lz(t) * z,(t)+ z"(t) - s(t)

< lz(t) - z"(t)l + lz"(t) - g(.t)\.

enionces

strp lZ(t) - s(r)l I sup lZiil - Z"lt)l + srplZ"{t) - s(t)
'ÉÁ ¡€l\' '€Ii

Ahora

Z"(t)--s(.t) ,>\ y l€[r,ts],

por lo ta.nt r.r

sup lZ(1) - e(f)l I sup lZ(i) - Z"(t)l ! e .

r€/i i€I\

!)a



En pa,rticular para I( - [z,f¡] luego para todo e ) 0

lz(t)-s(t)l<€ t€[r,ts]

entonces

Z{t):s(t) f€[r,fs]

Sea f ) r. Si f ( 16, Z(t): g(t) y

lo(r)-12(r)l - 1o(t)-1s(r)l < ¿

si f>to

lé(¿)-12(¿)l : lo(t)-12(t) _ @(t)-12"(t) + ó(t)" z"(t)l

< ló(t) \(z(t) - z"(t))l + lo(f)-12"(f)l

I lo(ú)-,1 lz(t) _ z"(t)l+ L.

Como Z^ -+ Z uniformemente en compactos, para todo compacto -Ii de

[¿o,oo) y todo e > 0, existe ¡fo: 
^¡(") 

€ N tal que

llo-' llr. lLz - z*ll¡; < e.

Luego

l@(t)-t Z(t)l < Sup,r¡ló(t)-l z(t)l

< Szp¿6¡¡lé(f )-'l lZ(t) - Z"(t)l + L

I llo-'llr.llz - z"1l¡< + L < e -t L

y eltonces

lo(tr1z(t)lsL t)to.
Así tenemos que

la(t)-|z1)l3L t)r
y Z satisface ( 11).

3ó



Sea tlfr

lo(¿)-'AZ(r)l - l§(t)-|LZ(t) -a(t)-raz" + o(¿)-142"(¿)l

< lo(¿)-,1il2(t - r(t)) - z"(t - r(t))l+ lz(t) - z"(t)ll

+ lo(r)-1a2,(ú)1.

Podemos elegir un compacto 1( = lfo,a]. Para cada t e K, t - r(t) e l{
pues f1 <t<o implica que J¡<¿-r(¿)<a.

Pa¡a cada e ) 0, existe ¡o - Ifo(e) tal que

zllo-'ll^?lplz"(t)- z(t)l<e n>Ns

entonces

lo(f)-1Az(f)l s lo(f)-1az(t) - o(t)-lLZ"(f) + o(¿)-142"(¿)l

s lo(f)-l(z(¿ - ,(¿)) - z"(t - r(t)))l + l@(t)-1(z(t) - z"(t))l

+ lo(f)-'az"(f)l

I llo-'llrllz - z^ll¡< * llo-'ll¡llz - z"llx

+ lo(f)-142"(¿)l

< 2llo-1ll¡{llz - z"llx +2Lp(üllÁtll1r(t)

< e+2¿É(¿)llÁ,ll¡tt).

Luego

lo(r)-1az(¿)l<2¿B(r)llirlhr(¿) t)tt
y Z satisf.ace (12). Luego 5 es cerrado.

,S es acotado en C.

Debemos probar que para todo 1í C [r,oo) compacto, existe c: c(.Ii)
constante tal que

llzllx fc para todo Z en .9.
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(c es independierte de Z).
Sea h compacto, elijamos c 2 ll(Dllr..t entonces

llzllo = llo . o-'zllA. < lloll^-llé-1zllr I ll@llr .r I c

para toda Z e S. Por 1o tanto .S es acotado lo que completa la demostración.

3 Teorerna de Levinson para
con retardo

un sistema lineal

En esta sección presentaremos un resultado sobre existencia de soluciones del sis-

tema (1) donde suponenros que la matriz A es de la forma A f fi donde A
es una mat¡iz diagonal que satisface la condición de dicotomia de Levinson. A1

igual que en el teorema 1 usaremos como herramienta fi.rndamental el teorema del
punto fijo de Schauder-Tichonoff para obtener nuestro resultado.

Conside¡emos el sistema lineaI

z' (t) : (L(t) + R(t)) z (t - r(t)) ( 3.13)

donde A es una matriz diagonal, continua definida en el inten¡alo [0, m) y .R es

una matriz continua definida para f ) 0. Sean .\i(f), )r(l),. , )"(f) los valores
característicos de A(t), y supongarnos que para a"1gún fr fijo , I e {1,...,n}
cada j, 1 <j S n pertenece a uno de los conjuntos f1 o 12 donde

I e tl si f; -Re(,r¡(a) - );(a)da ----- co cuando

/,1"1"i'l*1 o.¡ - );(a))do > -'li

i-+oo
(3.14)

t2>t1 >_0

t2 )f1 )0 (3.15)

Con .If constante.
Sea é(1) ia matriz fundarnental de1 sistema lineal ordiuario

x'(¿) : 
^(f)r(t) 

(3.16)

ta1 que é(t6) - /,,, es decir (D(l) -,t A(a)da, fo ) 0. Para ,t fijo e It e Iz
los conjuntos definidos en (14) y (15) podemos escril¡ir 1a matriz

o(f):o1(r)+o'(r)

i e Iz si l',' a"1sn1o¡- )¡(o))da < 1i



donde ias matrices diagonales @r )' @: coniienen los elementos de é asociados

con 1as columnas de ín<licc .7 pertcnccientes a 11 e Iz respectivamente.

Denotarenros

h¡t I : "l'i'" 

RÉ \a (o )do.

Si q1(t, -s) es un elemenlo cuaicluiera de Ia matriz O1(i)O(.s)-1 entonccs:

Pr(¿' '§) : t/". 
r'{"1a"-J' r'1'¡a"

: .f"' r,r.tr"-JJ.\*(a)d,"+f'.\*(")d'tr

: .- f.'{r*{")-r,1"1)a"r/] ru1")a".

Como I € l, de (14) tenemos rlue:

]s¡(t, r)l < .- J-"' n't't' i"1- '\¿("))co €J'r "rc)!(a)'r'1

_< 6.n.,i.'n"ru{"1a".

IuoBu

lp¡(¿,.)l <./'L1t¡11,r1-' 16(s(¿. (3.17)

Del misrro modo, si q¡(f . s) es un elemento rle 1¿r mat¡iz diagonal Or(l)é(s)-1
,se tiene:

P¿(l' s) : tJi r'{"ia"-1" 'r'1"¡a"

- ,- I, '' ''t'-J,'\, I 'rdó rf 
'\ir1)Jo

: ,, {' { r u {" )-.r, 1o ))do . €-fr'.\a(o)da!

por Io tanto de (1ó) tenenos:

lo¡(t,.)l < .{" n"{'t'i")-)¡(o))do . .-,['ro{')a"

< €ric- I'n"re(")d'.

Luego
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lp¡(¿,r)l < er'l,1t]ñ1-.¡-' t (-s

La ccuación (13) poderlos escribir'la corlo

(3. i8)

z'(t) - ,\.(t)z\t) : ,\(IXZ(r - r(i)) - z(t)) + R(t)z(t - r(t)). (3.1e)

Abreviaremos LZ(t) : Z(t - r(t)) - Z(t). \ partir de ]a ecuaciór: (t9) ¡' de (ta)
y (15) tenemos que si una función Z r:s solución. de 1a ecuación

Z(t) : o(t)c -¡ r; or(r)o(-.) 1,\(s)AZ(s)ds -,t- Oz(¿)O(s)-1,\(s)AZ(s)ds

+ f¿ é,(t)o(--)-1fi(-s)Z(.s - r(.<))d.s - .,t- or(t)o(s)-'-R(-.)Z(-. - r(s))ds
(3.20)

donde c: O(¿o)-l.q(¿o), :: g sobrc fr, 16] (pror.isto que todas las integrales
existan). entonces es solución de 1a ecuación (13).

De manera similar a 1o que hicimos elr la dcn'rostración del teorema 1. mrestro
propósito es. a partir dc Ia ccuación (19) deflnir un operador ,V sobre a1gún

espacio apropiado ¡. demostrar qr.re éste tiene la propie<1ad del punto fijo.
Considelemos el espacio C : C(lr..c), C') con la to¡rología de ia conr.ergencia

uniforne en subconjuntos conrpactos dr: f:.co). Sea g una funciórr contirrua
defruida en eI interlalo lr. 1o]. :'sea G C C clefinido dc la siguicnte nanera.

S1 Z €G, entonces satisface:

z(t): slt) r

h(t)-llz(t)l I L

ltlto

r 1t

(3.21)

(3.22)

hftfllLZ(t)l -- Lr(t¡tt(t1-tl h,l , (31 ,\,11, + llñ,1 ,) t ) tt, (3.23)

(11 definido en la página 20). Para este conjr:r.rto tenemos el siguiente len'ra:

Lerna 4 Sea Ge C hl que toda Z en G .<atisfacc (21), (22) y (25), iLond,e g

es tt,n,t ftt,nción continu,a u lal rpe ñ(t)-1 9(t)l ! L para tod.o t € lr.t¡ . Entc,ncc,s

G es cottoc:t,o. cerru,rl,o '¡¡ a,colarlo,
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-G es cc¡nvexo'

Searr u,u € G, y sea Z - arl+b1' clc¡ncle r¿ v l¡ son ¡eales no negativos y

td que a+ú:f Vamos a demostrar qtte Z€G. Si ¿ € [r.t¡] entonces

Z(t): o,u,¡¡¡ + áu(1): as(t) +bs(t): (a f á)s(t): e(t)

luego Z cunple (21 ).
Sea />r.
Si t < ,0, Z(t): s(t)
)'

h(.ü*1 lz (t)l : h(f)-1 le(f )l I ¡

si f )fo, entonces

h(.t)-|lz(.t)l : lz(f )-1lau(r) + ór(t)

= h(f)-11(1- b)z(t)-i bt'(t)l ! l¿(f)-'(1- ó)lz(t)lf iz(t)-1ólr(t)l

I (1-á)ñ(t) 1lu(t) +üñ(t)*1lu(t)l

< (1-l))L+t,L:L

entonces h.(,t)-llz(t)J ( I para tocl-r f )r ¡'tencmos (22).

si ¿>i1

l¿(¿)-1lAZ(¿)l : h(.t)-tlz(t * rlt)) z(.t)l

: l(r)-1 au(t - r(t)) i áe(r - r(t)) - az(t) - ór'(i)

: ,l(f)-1 a(u(f - r(t)) - u(t)) + ó(u(t - r(1)) - "(f))l

< o/r(¿)-1lA¿(¿)l + ól¿(¿)-r lAr'(t)l

< (o * ó)Ir(t)ñ(t)-1lllr,ll,(311,\,11, + I n,ll,)

: Lr(t)h(t)-,lLh,l,(311.\,11, + lln,ll,)

por 1o ranto se cumple (23) ¡' cntonces Z e C; y G cs conlexo.

G cs cerrado.
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Sea lZ"j € G sucesión lal qlue Z* -+ Z uniformemente en subconjuntos
compactos de [r, co).

Entonces para todo Ii compacto y 6>0 exisie Ns: No(I{,e) €N tal que

llz"- 2116 <e nlNo

debemos probar que Z satisface (21), (22) y (23). Sea t e [r,ts] y I{ C [t,t6]

lz(t) - s(ül - lztt) - z^(t) + z^tt) - s(t)l

r lz1) _ z"(t)l + lz"(t) _ s1)l

como Zn € G, satisface (21) por 1o tanto

lz (t) _ s(t)l < lz (t) _ z"(t)l

así

sup,r,.lz(t)- e(r)l < llZ - Z.ll¡ < e

para cada ¿ > 0 y Ii compacto, en particular para I{ - [r,fo] luego para todo
¡eJr

lz(t) - s(t)l I llz - sll1 < €

entonces Z(t) - s(t) para f € [r,16].
Sea f)¡
si f ( to, Z(i) : e(f), luego

h(t)-l lz (t)l - h(t)-1 ls (t)l s L

si f)lo

h(t)-llz(t)l = h(t)-'lz(t) - z"(t) + z"(t)l

I h(t)-llz(t) - z"(t)l + h(t)"\Z"(t)l

como Zn -- Z uniformemente en compactos, para todo .I{ compacto y r > 0
existe A'6 € N tal que

llh-'ll*llz - Z^llx <e n >^h

entonces para todo ú ( If
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h$)-|lz(t)l <.§up¿66á(t)-1lZlt)l< llñ-'llrllz" - zllx + L < e* L

luego

h(trtlz(t)llL f)fo
y tenemos que:

h(t)-llzttl < L l)r

así Z satisface (22).
Sea f)f1
h(t)-1l\Z(t)l - h(t)-llz(t - r(t)) - z(t)l

- h(tfllz(t -'(f)) - Z"(t - r(t)) + z"(t - r(t)) - Z"(t)

+ z"(t) - z(t)l < h(t)-1lz(t - "(f)) - z"(t - r(t))l

+ h(t)-tlz"(t -,(r)) - Z"(t)l+ h(t)-l12"(t) - Z(t)l

t h(t)-t lz (t - "(¿)) - z 
"(t - r(t))l + h(t)-l lz (t) - z"(t)l

+ Lr(t)h(t)-l llñrllr(3llA¿ll1 + llr¿,lh)

Sea .[f un compacto de ia forma [ú6. a] de manera que, como f > ii, t-r(f ) >
f 6, por lo tanto si t e Ii, t - r(¿) € I{.

Sea e ) 0, entonces existe No € N tal que para todo ¿ ) n¡o

2llh-tllxllz - z"llx <,
luego, para todo l€I( y e>0

h(t)-\ IAZ (t)l < Sup6 h(t)- 1 
| 
Z (t - r(t)) - z "(t - r (t))l

* Sup¡¿¡;h(t)-1lz(t) - Z"(t)l

+ Lr(t)h(t)-t llÁf ll,(3llA,ll1+ lla,ll)

< 2llh-tllKllZ - Z"llx Lr(t)h(t)-tllh¿ll,(3llA,ll, + llE,ll,)

< e * Ir(f)h(f)-rlll¿¿llr(3llA,llr + ll,t¿ll,;



entonces

á(r)-1 laz(r)l ! Ir(t)h(t)-1 llñ,11,(3llA,ll + ll&ll,)

para cada tli1.
Por 1o tanto G es cerrado.

G es acotado en C.

Debemos probar que para cada /i compacto en [r, co). existe c = c(1() > 0

tal que

llZllr 1c para todo Z e G

Sea I{ compacto, y tomemos ¿: llÁll¡'I lupgo

llzllx : llh. h-1 zllx < llállrllñ-12¡lr < lláll6r < c

para todo Z e G, hrcgo G es acotado.
Lo clue concluye la demostración.

Antes de establecer nuestro próximo resultado (versión del teorema de Levin-
son para sistemas lineales con retardo) daremos brevemente el argumento de su

demostración. Al igual que en ia demostración del teorema 1 aplicaremos eI teo-

rema del punto fijo de Schauder-Tichonoff considerando un subconjunto G del

espacio lectori aI C -- C(lr.,,x), C") con la topología de Ia convelgencia uniforme
en subconjuntos compactos de [2, oo) r¡ un operador M que posee Ia propiedad
del punto fijo. Sin perder generalidad podemos suponer que:

l)il ! ldias{);}1,

En este caso el operadot M a considerar está definido solo en G.

Teorenta 2 (Letinson para sistemas de ecuaci,ones con relard,o )
Considere,mos el sistema (13), Supongamos que los talores característicos

)r(i),....\"(t) d,e la matri.z /t(t) satisfacen las condiciones (11) y (15) y que

para algún t6) 0

llA ll¡-,1,¡,4r(t) < m t,) to

d,ond.e m=min\l,i*) u

(3.24)

/- r(t)llA,ll,.tt < 
"o

(3.25)



/"- o,

/- c(t)ll8,ll'at < oo

t)-'ñ,(, - r(t))lB(t)ldt < m

(3.26)

(3.27)

p(f ) - h(r)-1 llñ¿ll,lA(t)lr(t).

Entonce-s existe ttna solución conlinua Z¡ d.e (13) d.ef.nid.a ez [ls, oo) (ts que

serd precisarlo en la tlernostración) que salisface

h(t)-tlzk(t)l< L (L>0 constante)

y tal que

z¡1t1 : 
"Í)"'tur"t'"1.0 

*o(1)) t) to (3.28)

d,ond,e e¡ es el aector columna cuyos elementos son lod,os nulos saluo el le- ésirao
que es igual a 1.

Demostración: Defi.nar¡os primero alguuos elementos técnicos.
Sea corno antes

r : ittf >ut - r(t)

y sea f1 ) to tal que

.¡ --l¡ \-¡¿1 - / \¿1,' - (0

v

f - r(¿) > fo para todo t ) tt

De las condiciones (25), (26) y (27) podemos elegir f6 suficientemente grande
t aJ que

llAll¡-,1¿¡,ar(f ) < m

(3.2e)

3er{ f,i e(s)llA,lllds + .r{ f,f, p(")llfe"lhds

+ 
"K ¡ff 

h(.s)-lh(s - r(s))ll?(s)lds < i



Notemos que para todo t, 1<k<n, y f 2t6

llfie)¡.ll ¡_,1r¡,4 < llAl[,-,r,r,¿

luego para cada ú ) lo

h(t)-r/z(¿ - r(r)) : u- Ii"a'»ov"+¡;;'t') a"s'1u¡au

: u- /,'-,,,, 
o"''o(u)du < ell.¡?".\¡llf,-(,),r.(¿)

( ¿llrt ll¡, -a 
' 
1,¡ ' 

(r¡

h(t)-|h(t - r(t)) < e* (3.30)

Sea g una función continua definida en [r,f6] y tal que g(ro) = er y sea -L

una constante positilra que satisface

L > nat \2,llh-'gl[,,,.1] (3.31)

Sea G el subconjunto de C definido por las condiciones (21), (22) y (23). De
acuerdo al Lerna 4, G es convexo, cerrado 1,' acotado en C. Ahora ocupamos la
ecuación (20) para definir el operador

M:G -- G
Z - MZ:\'

donde

y(r) = e(r) /:r:¿o (3.32)

I'(r) - "'l"o 

r'{")'""0 
+ I: 01(r)o(.c)-1A(s)az(.s)ds

- f,- ór(f)O(s)-1,\(s)AZ(s)ds + f,l o1(t)é(s)-t R(s)Z(s - r(s))ds

- f,- Or(t)O(s)-1rt(s)Z(s - r(s))ds t ) to.
(3.33)

Vamos a der¡ostrar que este operador tiene un punto fijo en G. Luego debemos
probar i) ,M es continua con la topología compacto abierta, 11) M(G) C G y iii)
M(G) es relativamente compacto en C.
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(i) "'t'{ es continuo.

Como C es metrizable, basta demostrar que M es secuencia,lmente continuo'

Sea lz^j sucesión en G tal gte Z, -+ Z u¡riformemente en cada subconj,nto
compacto de [r, oo). Sea ff compacto de [r, co) consideremos los casos

a) I{ C [r, t6]

b) Iinlr,to\la y 1{n[f6,m) lO
c) I{n[r,f¡] =0
En el caso a), para todo f € K

lMZ"(t) - MZ(t)l - ls(t)- s(t)l - 0

luego

llMz"(t) - Mz(t)ll¡ < e para todo s > 0

Si 1{ n lr,t6jf Q y .I{n [f6,oo) f ,i;, casob) podemos escribir .I{ :U +V
donde

U : Ii nlr,tol '

V:Ii-lr,to)
U y Í son subconjuntos compactos de [r, m) y si f € U

l.MZ"(t)-MZ(t)l-0
entonces

llM z" - Jvl ZllK - llM Z" - M Zlly

luego basta probarlo en el caso c). Entonces supongamos 1í n [r,fs] = O como

Ií es compacto existe ¿ > 0 tal que Ii C [t6, o].

Recordemos que G es cerrado y por Io tanto Z € G. Tenemos que

lJvlz"(t) - .^42(t)l I I: lo1(¿)o(s)-14(s)(az"(t) - a'z(s))ld,s

+ J;" lo,(¿)o(s)-14(s)(AZ,(s) - Az(s))lds

+ ,: lo,(r)o(s)-lR(s)(Z"(s -,(,)) - z(s - r(s)))lds

+ ,- lor(r)o(-s)-1.8(s)(2"(s - "(r)) - Z(s - r(s)))lds



de (17) y (18) tenemos:

< e(á1t¡f. ñ.(s)-1lA(s)l laz"(s) - Lz(s)ld,s

+ eKh(t) [i h(s)-11.8(s)l lz"(s - r(s)) - z(' - r(s))lds

+ "trtrit¡ 1- ñ(s)-r l^(s)l 1L.z-(s) - Lz(s)ld s

+ €K¿(r)r- ft(s)-'l.R(s)l lz"(s - r(s)) - Z('* r(s))lds

para las dos primeras integtales tenemos

e¡{á(t) ffil lz(s)-rlA(s)l l,\2"(.") - LZ(s)lds

+ I: [(s)-11.8(")l lz"(" -'(,)) - z(s - r(s))lds)

S ,nllhllr,"..:[,] /z(s)-1lA(s)l 1tZ"(s) - LZ(s)lds

+ I: h(..)-rIn$)llz"(s -.(s)) - z(s - r(s))ldsl

notemos que

lLZ"(t) - ^z(t)l<lz"(t -r(t))- 
z(t -.(¿))l+ lz"(t) - z(t)|. (3.34)

Entonces

< 
"/{l{állp",afiiñ-1Allr¿.,"lllAZ^ - LZll¡,,) + llh-tRlltl'qllz* - Zll¡,,,¡)(a - ts)

< e((2llAll{¿",,1 + llEll¡.,.1)llz, - zllb.,)(a - to)

Luego para todo ¿ > 0 existe N, - /f1(e) ta1 que

,/iiz¡¡.t¡¡¡..,1 + llrell¡,,,1 )(a - to)ll z 
^ - z lt, a < i

para cada n>N1.
Veamos las dos integrales restante, denotemos por

H"(t) _ h(f)-1lA(r)l lLZ"(t)- AZ(t)l

7"(r) : ¿¡¿)-t'o r)llz"(t -,(¿)) - z(t - r(r))l
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Obs.: Podemos suponer que f > ú1, puesto que en caso contrario, se tiene que:

¡c! llt rroo

J, H"(s)ds: J, H"ls)ds+ J,, H"(s)ds

y la primera integral de esta suma tiende a cero cnando ?z -r oo ya que

f,¿, H,1s¡ds < Jr'J ¡1"(sl¿,

I llñ-'Allr,",atllAZ" - LZll¡,¡,1r(t1)

< Ilá-'All¡",',lr(t1)llz" - Zll¡,¡t.

De igual modo ocurre para /i["(s)ds.
Teoemos que para cada f ) f1, de (34)

H 
"(t ) t h(t )- 

t 
l 

^(t)l(l 
z "(i - r(t)) - z (t - "(¿) ) l + l z "(t) - z (t)l)

v

4(f ) < r¿(¿)-1 lrr(t)l lz "(t -,(¿)) - z (t - r(t))1.

Como Z* -+ Z uniformemente en compactos, cua¡rdo r¿ --+ m, entonces

IZ"Q) - Z(t)l -' 0 si n --+ oo,

por lo tanto

Il"(f) -+ 0 y 7|(t)--+ 0

para cada f ) 11 (convergencia puntual),
Por otra parte de (23) tenemos que

H"(t) I l^(,)l/¿(¿)-1laz"(ú)l + lA(¿)lá(¿)-tlLZ(t)l

s 2rr(r)lA(r)lñ(¿)-1llh,ll,(3ll^rlh + llR¿ll,)

I 2ze(t)(3llA,lh + ll.R¿ll,),

l,* n^Gla,, l* ,,(-")o-".
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De (25) 1 (26) tenemos que 1a sucesitñ {E'}'>" está clc¡n-rinada por ura función

I'1[0, oo), entonccs ¿"t t"o'"'rlu a" lu 
"olt''"t!"""iu 

clominada de Lebesgue resulta:

lin /* .rl,,1r1a. - o

Luego para e)0 existe N2-N'7(e) €N tal que

lo ¡'' l- Il'\t o ll 'JZ't'' t - lZr 
" 

)lr1'" I 
5,,"l,l,I't,",l J,

',ara todo lr ) .\'r '

De rlanera sin'rilar telemos que

r,(¿) I h(t)-1lR(t)1(lz,(t -r(t))l+ lz(t-r(t))l)

< h(r)-1ñ(r - r(i))1R(r)1ll¿( t - ltt))-1\z^(t -'(t))l

+ l¿(f - r(t))-llz(t -r'(t))1)

n. ior\ rcirlita

T,(t) < 2Lht.t)-L á(t - r(i))1fi (¿) l'

Por (27) Ia sucesión {7,},>, está clonirrada por una función I1[0'cc)' ¡'

/'r,,,,.i.- < I'r,r.rJ'
J, " -Jlo

En¡onces

um l* r,t.' rJ. : o
n_-. Jro

Así, clado : ) 0 existe ur N, : n:(t) e N ta1 que

. I¡
É¡i 11hllr,","t /,"^ 

1,1'¡-'1n1'1\lz^t.s - r(,s))- z(s - r('"))lds < 
5

para to<1o r>I..
Entonces, 1-,ara cada

estirlaciones -se ticne que

l"\42"(t) ,vz{,t)l I
+

+

e ) 0, sea I¡ : nzar{l1'N,,'\i} usandr¡ estas tres

.ri 1 211.t11 ¡.,"1 + ll nll ¡.,,1 1( o - t o)\l z " - z \G,a

.ri ll h ll ¡.,"¡,tl fr (s )-r lr\(s ) I 1tZ "( 
s) - AZ(s ) lds

.r.llhllr,".a Li h(s)-1lR(s)| lZ.(.s - r(s)) - Z(" - r(s))lds

ir:r::63 3r3

10



para todo ?? > N0. Por 1o ta¡lto y'u'l es continuo en G.

(ii) 
^4(G)g 

G.

Debemos probar que toda Y € M(G) satisface las condiciones (21), (22) y

(23).
Sea Y en M(G), entonces existe una función Z en G tal que Y - M(Z).

Luego )¡ satisface las condiciones (32) y (aa).

1' - MZ satisface (21) por defrnición.

Veamos la condición (22). Sea t > r
Si r<f <ús, }.(t)-e(t) y

ñ(ú)-1lr(f)l I h(¿)-1lg(¿)l I llñ-'.1[",,"¡llgll r,,to] I L

si f )r

lv(r)l s h(t)+ Í:"1é1(t)o(s)-11 lA(s)az(s)lds

+,r,- lor(t)o(s)-1 | lA(s)Az(s)lds

+ I: lo1(ú)o(s)-11 l.R(s)z(s - r(s))lds

+ ,- lo,(f)o(s)-11 lE(s)z(s - r(s))lds

de (1/) y (16) tenemos:

Ir(f)l r hu) + eKh(t) I:"ñ(-s)-1lA(s)az(s)lds

+ eK h(t) Í:" h(s)-r lA(s)az(s)lds

+ e¡:h(t) Í:"ñ(s)-11-R(s)z(s - r(s))lds

+ eriñ(f) L- h1s)-11/?(sjz(s - r(s))lds

entonces

r¿(ú)-1I1'(r)| ( 14e/(/-1.,1,¡-'¡,t¡r¡LZ(s)ld,s*J' |: á(s)-1lfi(s)z(s-r(s))lds

esta desigualdad podemos escribirla como
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i1(f)-111'(f)l < 1 + elif,'j h(.")-1lA(s)az(s)lds

+ r^ rf h(s)-llA(s)az(s)lds

a ""]ix h(s)-1lR(s)l lz(s - r(-s))ld5

( 1 + er{ /,'j á(-.)-1lA(s)l lZ(-.)ld-.

-' rT [I ñ(s)-1h(s - r(s))lA(s)lá(s - r(s))-1lZ(s - r(s))lds

+ "riIf lA(s)lh(s)-rlaz(s)lds

a "".I,X 
ñ.(s)-1h(s - r(s))ln(s)lá(s - r(s))-1lZ(s - r(s))lds

por las condiciones (22) y (23) tenemos

< 1+ ¿rL¿ll^lll,",,,lr(fr) + etr¿ll.\ll11".i,l,5uptog"5r, ll/z-1(s)/z(s -r(."))llr(r1)

I LeK [i lA(s)lr(s)/z(s)-1111¿"11,(3llA,ll, + llft,llr)ds

* LeK f,f ñ(s)-'ñ.(s - r(s))lE(s)lds.

Notemos que de la condición (24) resulta que para todo f ) fo

h(t)-lhQ- r(r)) I 
"llirll¡'-a';'4'(t) 

< 
",

entonces

er llA ll¡r,,, ¡r(t, ) (1 { sup¿o 4"a¿, llñ(s)-1 /u (s - ,(. )) ll)

,. I 1 I 1 1 1
le".r.+., 11 +el-V*r, ls+g:¿,

luego usando (29) y (3t)

r¿(¿)-'ly(f )l < 1 + LI + LeK [f e$)(3ll^,11, + ll-B"ll1)ds

+ LeK [f h(s)-1h(s - r(s))lB(s)lds

< 1+*+f -r+*rL
ó1



para todo l>fo.
Por lo tanto

h(r)-111'(,)ls ¿ t) r

Falta probar que )¡ : MZ salisface (23). Sea t ) f 1 usando la definición de

)/ tenemos que

lAv(¿)l - lv(r) - r(¿ -,(f))l < lY'(q¡)lr(t)

para algún \¡, t - r(t) 1q, 4t y

l''(ry,) - A(n,X(q, ) + /t(n ¡) LZ (rt,) + R(\ ¡) Z (n¡ - r (?, ))

Las dos írltimas afi¡maciones se pueden verificar sin dificuitad con la ayuda del
Lema 2.

Tenemos que:

l¿(f)-1lAv(¿)l I á(t)-1fl4(a¿)y(,r,)l + ltr(n¡)LZ(\¡)l

+ lR(\¡)Z(?1, - r(?t))llr(¿)

! r(t)ñ(t)-1 []A (n,)lh(q,)h(r,)-' l]'(,r,) I

a /z(a¿)lA(a¿)l lZ (lt,)lh(n,)-'

+ lÁ(a¿)lñ(r7, - r(\,))h(q; - r(nr))-|lz(ry - r(?ú))l

t h(,t, - r(rt¿))la(rt1)lh(n' - ,@,))-'lZ(ry, - ,(,¡,))ll
usando (22) y (23) resulta:

/¿(¿)-1lAv(¿)l < ñ(t)-1r(t)flA(n,)lh(n,)r+ ñ(tr)lA(?¿)l¿

+ l^(ai)lá(a¿ - r(\,))L * h(n, - r(nt))lfu(qt)lL)

< h(t)-1 r(t) L[3llAr lh ll ñ, ll, + ll fr , ll, ll& ll,]

S ¿h(¿)-1lll¿rllzr(t)[3llÁ,ll, + ll,B,llr] t) tr.

Luego 1" : tVlZ satisface (2i), (22) y (23) por 1o ianto

M(Qec
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(iii) Falta ve¡ificar que iV(G) es relativamente compacto en G' Como

C es metrizable basta demostrar que ,tZ (G) es relativamente secuenciafmente

compacto.
Sea {}'"i sucesión en M(G). \'at¡os a demostrar que {%} tiene una sub-

sucesión que converge uniformemente en cada sub intervalo compacto de [r, oo).
Para cada I,,, existe ut Zn en G tal que

h(t)= MZ"(t) tz,

- {I|,} .. uniformemente acotada.

Si f e [r, f6],

lv"(f)l < h(t)L < llá1k,,":¿

Sea 1{ cornpacto de [¿0, oo), entonces existe ¿ > 0 tal que K c [fo, o].
Tenemos que para cada n, por (33)

ly"(f)l < h(t)+ eiilr(r)f,l á(s)-1lA(s)l lLZ"(s)lds

+ €riñ(r) f,- h(s)-1lA(s)l lLz"(s)lds

+ ef,Á(¿)I:h(s)-1lE(s)l lz"(s - r(s))lds

+ e,iñ(f ) f,- /r(.s)-1ln(s)l lz"(s - r(s)lds

luego para cada , € 1(

l4(r)l < ll¿llr","l + 
",.11állr,.,.r[f,: 

ñ(s)-1lA(s)l lLZ"(s)lds

+ [i h(s)-11fi(s)l lz"(s - r(s))lds

+ .1"i h(s)-1 l,t(s)l lAZ"(-s)lds

+ l,i ñ(s)-1lE(..)l lz"(, * r(.s))lclsl.

De (22) y (23) resulia



< Ilhllr,",a + 
"nllñllr,.,"tlf,', 

h(s)-1á(s - r(s))lA(s)l/z(s - r(s))lZ,(s - r(s))lds

+ li lA(s)lh(s)-112"(s)lds + {i Á(s)-1ñ(s - r(s))lñ(s)ln(s - r(s))-1

lZ"(s - r(s))lds

+ L Íff lA(s)lr(s)á(s)-1llá.llr(3llA,ll1 + llE,llr)lds

+ f,f, h(s)-14(s - r(s))ln(s)lh(s - r(s))-tlZ"(s - r(s))lds.

Usando las condiciones (ZZ) y (20) tenemos

l1'"(¿)l f Ilhlk,",.t + e(llhllp,,,1illAll¡,0,,1¿(1 + e-X¿ - to)l + i
< ¿flál[,",.¡ + erillállp",,1llAllr,..a(i + e-)(a - t6) + 1]

para cada n y para todo f € I( e [f¡, o] como

l),"(¿)l s llÁl[,,,.¡¿

para cada f € [r,f6] entonces {I¡"} es uniformemente acotada en cada sub

intervalo compacto de [r. cc ].

- {};} es equicontinua.

Sabemos clue cada l, es continua en [r, oo), luego para todo a ) 0 existe
ó: á(e,n) € N tal que

lf-il <á entonces lv"(¿) -v"(í)l<e
Vamos a demostrar que la sucesión {}'"} es equicontinua en cada subintervalo

compacto [r, a] de [2, rc).
Sin perd"r generalidad podemos suponer i < f.
Sea Ií compacto, si Ii n lr,t¡l I ó, para todo f € If (í < t6) y para cada

n

l);ft)-I;(r)l= ls(f) e(¡)l: o

entonces {Y"} "" equicontinua en todo subintervalo compacto de [r,ú6].
Si If n lr,lo) * (D ¡' .i'f n [lo, oo) f Q podemos reducirnos solo al caso

1ín [fs,co) *@ ""u 
que ]i(f) - g(t) pata todo.rz y todo f e [r,16],



Entonces supongamos 1i C [ro, co) compacto. Pa¡a ca.da n y t e Ii
tenemos

l);(¿) - r,(ill s ¡"f'"'*r"ra' - "fi ^*t'r",

+ lé1(f ).['" o(s)-14(s)az"(s)ds

- o'(i) ü o(s)-1Á(s)Az"(s)dsl

+ l01(r)fi o(.s)-1fi(s)2"(s - r(s))ds

- o,(i)r: o(s)-1R(s)2"(s - r(s))dsl

+ lor(r) l¿- é(s)-14(s)aZ"(s)ds

- or(í)"rr- o(s)-14(s)az"(s)dsl

+ lo,(l).[- é(s)-'fi(s)2"(s - r(.s))ds

- or(í)"t- o(s)-1rt(s)2"(s - r(s))dsl

Veamos sepa.radamente cada una de las integrales de ésta desigualdad .

En 1a primera tenemos:

lO,(ú) /¿ i[(s)-1,\( s )aZ, 1 s )ds - o, 1 i1 f,', O( s)-r A(s)aft (s)d-s 
I

- lo,(¿) J,i o(s)-1.{(s)aZn(s)ds

- é,(í) I'. o(s)-l4(-")AZ"(s)ds + A1(i) f,-¿ o(s)-14(s)AZ,(s)dsl

c{e (17) y (i8)

s lé,(¿) - o,(i)lI: lo(s)-'A(s)A z^(s)ld.s

+ eK ha) [:á(s)-1lA(s)l lLz"(s)lds

I lo,(¿) - o,(í)l/,i lo(sr-141s¡lllz,t" - r(-"))l + lZ^(s)l)d.s

+ e'j{ ¡lá11t,",.1 f¿ lA(..) lñ (s )-1 laZ"("s) lds

+ eri ll ñll 
r¿","1 f lA(s ) lñ(s)-' lz,(.s - r(s))lds

¡D



usando (22)

< l@,(t)- 01(Ol2llo-1AIlt,",,lllz"llt,","l + erillhllt¿"'"1¿llAllt¿"''rl' - il

+ e(llállp",.1llAllp.,,: fl h(s)lr(, - r(s))rds

< lo,(t) - o1(;)l2ll@-1^lk,.,.lllhlh,",.t¿ + Ie(llñllp. ,¡llAllt.,a(I + e-)l¿ -.il--,
(3.35)

Como O1 es continua, luego para cada e ) 0 existe ó1 = ó1(s) > 0 tai que

si lt - íl < ó1, entonces

lo,(¿) - 01(í)12lla-1Allr'",.1 lt hll¡",.12 < !
En ia segunda expresión:

lo,(r)"i,: é(-")-1j?(s)2"(s - r(s))ds - o,(0 "d o(s)-1-R(s)2"(s - r(s))dsl

- lé1(t) I: é(s)-1R(s)2,(s - r(s))ds - o,(í) # é(s)-18(s)2"('s - r(s))ds

- o,(í)l¿ o(.")-'ft(,)2,.(s - r(-s))dsl

de (i7) ¡'(18)

I lor(t) - o,(í)lI'" lo(,)-' E(s)l lz'(s - r(-s))lds

+ eI{h(t) I;li(s)-11.R(s)l lZ,"(s - r(s))lds

I lo,(¿) - ó'(Olf,l lo(,)-' E(s)l lz"(s - r(s))lds

+ erillhl[,,.,] Ii l,(")-'lB(.)l lZ"(s - r(s))lds

usando (22) y (30)

I lor(t) - o,(í)l l!o-r,tl!¡..aIllhllp","1 + e/illñll¡,,,"re*llRllt¿.,.r¿l¿ - il

Como @1 es continua, para . > 0 existe 6, - 6r(e) > 0 ta'l que

It - il < 62 entonces Illo-1Ell¡..alllzllp..,rlA,(t) - o'(i)l < ; (3.37)',9

Antes de ver las siguientes desigualdades ¡:otemos que cada factor 7(¿, s) de

la matriz diagonal

(3.36)
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o,(r)é(s)-l - or(i)o(s)-1

es de Ia forma

7¡(t, s) : e- "[''r.,(")'" - "- 
Íi x'("1¿"

: ¿- [,' »il.]a' - u- J,'r''{")a"-1i r',t")J"

: e - .1,' r, {")a" 
11 - "-lr,{")a";

_ 
"- 

Íi \, (o)do+f' )* (o)do-f' r*(o)da(1 
- e-,/,',r,{"}a"',

: 
"l' 

rr{")-.r, {o)ao r- l'.rr(")d"11 - e- Ji'r,{")a";,

Entonces para cada s ) f, de (15) tenemos

h¡(¿,r)l < 
"ñá1t¡L1r¡-'17 - ¿- Ii »'@¡a"l (3'38)

Denotemos

r'.(r)- E 11 -e-"[¡'r't"l¿"I 1:.ss¡

Luego

lor(r)o(s)-1 - or(Ú)é(s)-1 I 1 eti.nlt¡n1s1" E1t¡.

Para el terce¡ factor

lor(¿) f,- é(s)-1 A(s)az"(s)ds - or(í) f¡- o(s)-1 A(s)az"(s)ds I

- lor(f ) /,- o(s)-14(s)a Z*(s)d-" - or(í) # a(s)-1A(s)AZ"(-.)dsl

- Or(l).[- O(s)-1Á(s)A Z"(s)dsl

s lI*(or(¿)o(s)-1 - o,(i)o(s)-1)A(s)az"(s)ds

- ar(i) t: o(s)-'A(s)az"(s)dsl

< I- lor(r)o(i)-1- or(i)o(s)-'l l^(r)l lLZ"(s)lds

+ Io,(í)lf lé(s)-14(s)a z"(s)ld,s
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usando (22) y (38)

3 eKh(t)tbft) l- h(s)-1lA(s)l laz"(s)lds

+ ¿llO, ll rr0,.t ll O-' 
^llt¿o,,t2ll 

ñ llft.,.l lf - íl

< erllá11p,,.1ú(t) J!* h(s)-1lA(s)l lAz"(s)lds

+ ¿llo, llt¿",,1 ll o-14 ll¡","1211 ñ llp",.r l¿ - íl
si f (tl entonces

< ef, ¡l hll p,..1ú(¿)[fl' á(.")-1 l^(s)l laz"(s) lds

+ .[,i /z(s)-11Á(s)l lAz"(s)lds]

+ rll O, ll rr",,t ll o-1 All ti","t2ll hllt¿. .qlt - fl

< erillñll¡,,.1ú(r)[fi' Á(6)-1lA(s)l laz"(s)lds

+ f,l á(s)-1lA(s)l laz"(s)ld-sl

+ ¿ll O, ll r,",,t ll o-1All r¿","1211ñlltr","r lf - il
de (22) y (23) tenemos

< eñllállp.,aú(¿)II¿J h(s)-1lA(s)l (lz"(s - '(,))l + lz"(s)l)ds

+ L If lA(s)lh(s)-'ll/z,ll:r(s)(3llA"ll, + lla,lh)dsl

+ ¿ ll O, ll r¿0,,t ll O-1Allr¿.,"t211 l¿ll r,,,"1 l¿ - I 
I

< erL ll hll ¡","1ú(r) [ll lz-1 ll t¿",¿,] ll^llpo,r,12ll Z, ll p",¿,1r(f 1 )

+ L [f lA(.s)lñ(s)-1llh"ll,r(s)(3ll;\,lh + lla"lll)ds]

+ ¿¡lórll{r"."tl,O-1Allt¡",t2llhllt,"..1lt - fl
usando (22) y (29)

< 
"L llhllv"."t l'(r) [llAIIth,¿,12¿r(¿, ) + #]

+ ¿llozllp",":llo-1Allp.,allhllp","tlf - il

(3.40)
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Por 1a. continuidad de );, para cada j,l < i S n, si t ---+ í entonces

?/,(r)= t11-e-I'),{")3"1--0 (3.41)
J€12

Tenemos que para cada e ) 0 existe 63 - á3(e) > 0 tal que si

l¿-íl<ó3
entonces

d,(¿)e^llhllt,o,¿,1¿0All¡",¿,12r(t1)*#1.! te.+zl

Si fI < f de (23), tenemos que (40) es menor o igual

< ef, ll hllp,,.1ú(t)r l- lA(s)lñ(.s )-1 ll rz" ll,r(s)(3 llA" ll, + ll.R, ll1)ds

+ ¿llérllrr","l . llO-1All¡,.,.1211ñl[,",01¿ - íl

< erillñll¡.,"1{,(l)¿ /rf lA(s)lh(-s)-1llá,ll,r(s)(3llA,ll, + ll.R"ll1)ds

+ ¿ ll ou ll r'",.1 ll d-1Allp.,,;2ll /rll¡,"."1 lt - í¡,

de (29) resulta

< ll ¡ llo,aú (f ) i + ¿ ll é, lli¿.,"1 ll ó-'.rr 
¡ 

jn.,",z¡¡ n¡¡ n,,,r lr - il.
Por (41) tenemos que para cada ¿ ) 0 existe 6n - 6n(e) tal que si

lf-il<á4
entonces

rc
4,1r¡f,llñ111r".,1< e (3.43)

Pa¡a la última expresión

loz(¿) /,- ó(s)-1-R(s)2"(s - r(s ))ds - or(i) /,-- Ag)-1R(s)Z"(s - r(s))dsl

: lor(f )/¿'" O (s)-1R(s)Z"(s - r(s))ds - qr(i) tiO(s)-1n(s)2,(s - r(s))ds

- or(í) /,* o(s)-lñ(s)z"(s - r(.s))dsl

< I- lor(¿)o(s)-1 - or(i;é(s)-,1 lR(r)l lz^(s - r(s)')lds

+ fl lo,(i)o(s)-,1 lfi(")l lz"(s - r(s))lds
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usaudo (18) y (39)

! eKt!(t)h(t) l,- h(s)-1la(s)llz"(s - r(s))lds + eKh(¡) Í:ñ(s)-11-B(s)l

lz"(s - r(s))ld,s

< e(,r(¿)lll¿l['",,¡,I"ff ñ(s)-rh(s - r(s))lB(s)lá(s - r(s))-l12"(s - r(s))lds

+ e/illftllr,.,.tf a1s¡-'a1s - r(s))1ft(s)lh(s - r(s))-112"(s - r(s))lds

por (23)

< ,¡''1r(r)llñllr,","t¿ ff h(s)-1h(s - r(s))lE(s)lds

+ ¿riú(r) ll ñll 
rr 
","1L 

!Í h(-")-1 h(s - r(s))lE(s) lds.

De (29) tenemos

<,t Q)llnlltr,,.)t+ eÁ ll hlk,,"r ll.Rl[,.,.] l¿ - í1.

Por (41), dado e > 0 existe ás = ás(e) ) 0 tal que si

l¿-fl<ó5
entonces

u,frlllnl[,"."tí < i. (3.44)

Finalmente tenemos que de la continuidad de )*, para cada e > 0 hay ó6 :
ó6(e) > 0 tal que si

l¿-il<óo
etttc¡nces

Luego dado e)0 sea

| ¡.' ^*1"yao ¡.; ru1,)a"l - etf -'0 - 6"0 t< -.I le
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De (36), (37), (42), (+3) y (a+), tenemos que para todo n si

l,-íl<á
entonces

lY"(¿)-1i(í)l<e.

Po¡ 1o tanto la sucesión {y"} e. equicontinua. Entonces, {y,} u" u¡riforme-
mente acotada y equicontinua en todo subintervalo compacto [r, a].

Si Br - [r," +i) con i ] 1, i € N aplicando el Lema de Ascoli tenemos que
i)¡") restringida a .B1 tiene una subsucesión {Y,1} que converge uniformemente
en este intervalo. La sucesión {)¿,1} restringid a a 82=1r,"+21 es uniformemente
acotada y equicontinua por lo tanto tiene una subsucesión {fj} que converge
uniformemente en .B2 siguiendo con este proceso, tenemos que ty"j tiene
una subsucesión que converge uniformemente en cada subinterr.'alo compacto de
[r,-).

Entonces toda sucesión en xffl tiene una subsucesión con'ergente, como
el conjunto es cerrado, .M@ es secuencialmente compacto por 1o tanto es
conpacto.

Aplicando el teorema de schauder-Tichonoff ienemos que ,M tiene ,n p,nto
frjo en G. Es decir, exisle Z en G tal que MZ : Z, y por 1o tanto Z es
una,solución del sistema (13) definida para t ) fs y ta1 q:ue Z(t): g(i) para
t € lr,tol. Como Z € G, saiisface las cond.iciones (22) y (28) y po. 1o iarrio 

-

h(trllz(t)l

Por otra parte se tiene para cada

"- 
I,lo^*r"to" ,rr) = e*a ,-.['. rn{"¡a. /i or(¿)o(s)_1^ (s)az(s)ds

+ 
"- 

[i")¡!(d)da 
J'r 01(i)o(s)-1.8(s )z(s - r(s))ds

- "- 
Íj"rr(")a" 

1". 6r1r¡ó(s)-,A(s)az(s)ds

- "- 
[1"'*("''" 

"[* or(f )é(s)-rft(s)z(s - r(s))ds

Denotemos por J1, J2,, Js y Js a la primera, segunda, tercera y cuarta integral
del término derecho de (a5). Tenemos entonces

<L t)to
f)fo

(3.45)
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l¿l - I"-f,: 
\*@)da 

¡too1(f)é(s)-1A(s)az(s)tisl

< .- Íloo"^r1"¡'"¿; ¡o,ii;o1r¡-,1 I^(r) ILZ(s)lds.

De las condiciones (23), (ZS) y (26) para cada e > 0 podemos elegir un f2

suficientemente grande, tal que

"-f'o 
n"r*1"¡a" 

/- lo,{r)ot,)-,1 lA(;)l lLz(s)ld.s < |
Por 1o tanto

lJ,l s;a ¿-r'o n".r.1"¡a" 

l'"" lor{r)l lo(r)-,1 lA(s)l laz(s)lds

De (14) se tiene que para cada j e 4

af,'o 
n"{'r'{o¡- r*1"))d" -- 0 cuando ú -+ oo

Luego

,-f' n")*{")1qr1t)l -- 0 cua¡rdo f --+ oc (8.46)

y entonces

lr,lsi+,1r). (3.47)

Para la segunda integral se tiene

lJrl : b- Í;r¡(a)da 
J^¿ o1(r)o(s)-1n(s )z{s - r(s))d,sl

< 
"- 

f,'" n"r*{")'" 
.4'" ¡or1t¡o1"¡ -t ag¡zq" - r(s))lds

de (22) y (27) tenemos rfue para cada e ) 0 existe f3 suficientemente grande tal
que

.-J,'" 
n'^*1"''" 

/" l*,{rt*r.t-'l IR(.)l lz(s - r(s))lds < 
e,

Luego

lkl r;* r-l,"n"'r*t'ra'la,(r)l/" lo(,)-,1 lft(-.)l lz(s r(s))lds



y de (45) tenemos que

rJ,lst+otrt. (3.48)

Para .I3 y Ja

l,/31 + l./41 - b- Í;)¡(a)da 
rco or(t)o(s)-14(s)a,z(s)d'sl

+ l"- fi 
)r(a)da 

¡oo or(r)é(s)-r.R(s )z(s - r(s))d,sl

< 
"of,- 

h(s)-1lA(s)l lAz(s)ld-s + 
"K Ií h(s)-1ln(s)l lz(s - r(s))lds

< 
"K 

L If lA(s)lr(s)ñ(s)-' llh,ll,(3llA,lh + llE,llr)ds

+ LeK JÍ h(s)-1h(s - r(s))l.R(s)lds

Luego de (25) y (20) se tiene que cuando ú -+ oo

lJsl + lJ¿l -- 0 (3.49)

De (47), (48) y (49) resulta

"- 
Ll"^roo" rrr, - er * o(1)

y entonces cuando f -r oo

z G) - e[,:""(")'"(ro + o(1))

Lo que completa la demostración de1 teorema.

4 Aplicaciones y Ejemplos

Comenzaremos esta sección viendo una aplicaciótr del teorema 1 para ecuaciones

lineales de segundo orden.
Aplicación 1: Consideremos la ecuación escalar

y"(t) = -y(t - r(t)) (4.50)

podernos esc¡ibirla

y"(t) + u(t) - Ay(t) (4.51)



donde Ay(f) - y(¿) - y(t - r(t)) haciendo el cambio

¿1 - y

Z,» = 'Lll

La ecuación (51) podemos escribirla como el sistema

(;:)': (1, ¿) (:;).("'., )
o

(:l)'=(1, l)(;; ).(l s)(il) rn,,,

,:(o_, l),:(', 3), ,:(::),
e1 sistema (52) queda de 1a forma

Z'-AZ+BLZ (4.53)

y el sisiema lineal ordinario asociado a (53) es

x' : Ax(t) (4.54)

Una matriz fundarnental de (54) es

*,,r = / :'1. "-''., \
\ d." -i"-" )

Vamos a aplicar eI Teorema 1 al sistema (53), tomar:do."*" ,i)(t) a

É1i;: ¡o1t¡-,ro(f)1+ lo(r)-1Bo(t - r(t))l

(Véase nota eI pie del teorema 1).

Sea

É(f): lo(f)-'Bo(¿)l+ lé(r)-1Bo(f - r(t))l

Sean

v
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)(r) : É(f)ll&ll, 0(r)"(¿).

tenemos que

o(,)-,= I (:,; -::;, 
)

' / i 0. '\ ,orr)-'¡o,t - r(r))- 
/ ie--ttto(f)-'Bo(¿):[\0 _tJ [\ 0

Vamos a usar para una matríz A : (";¡) la norma

lal : ! la;;1.

El resultado es equivalente si usamos

lAl : sup! la¡¡1.
)i

Entonces tenemos

-rro",', )

* 
l( 
o";'"' 

-,1,"u, )
A

Luego

llÉ'll, = suP la(t +Ql-a
- p1" So

(donde p > r(f) para cada t) y

B(f) : Io(f)-11 llo,ll, = 2.4 _ 8

Entonces 1as hipótesis del teorema 1 sor: en este caso

llÉlltl-"(:),4r{f)=4r(¿)<} r"'" f)Úo

t* ¡ot

J r(..')ds = / 12Er("¡)ds < m

Luego si para t suficientemente graude



1r(l\ < -12

foa

/ r(s)ds < oo.

Entonces por teorema 1 existe una solución Z del sistema (52) ta1 que cuando
f->co

( ;[:] ) = o(t)(c *'(l: r(s)ds))

Luego la ecuación (50) tiele soluciones y1 tal que cuando f ---, oo

ro.)y¡(t\ - er"(1.*o( | r(s)d"))
Jt

a'+(t) : +ie+i'(r + r1/- 
'1r¡ar¡1

Apiicación 2: Conside¡emos la ecuación lineal escalar

e"(¿) - y(t - r(f)) (4.55)

Ia escribiremos en 1a forma

a"(t) - y(t) - -Ls(t). (4.56)

Haciendo la transformación

zt=U

:z = !!'

La ecuación (56) se puede escribir como e1 sistema

z' - AZ + BLZ (4.57)

donde

,:(? á),,=(i, 3), ,=(::Íi").



siguiendo el esquema del ejercicio 1 teuernos que

/ "r "--¿ \o(¿): 
\ ,, _u, )

es una matriz fundamental del sistema linea.l ordinario asociado a (57),

x,(,): (l á )"1,¡
Denotaremos

É(¿) : lo(f)-'Bo(ú)l+ lo(r)-1Bo(, - r(r))l

v

.\(¿) - É(f )llÉ¿ll1f(t)r(r)

En este caso tenemos que

offl-'-11",', "-'.)tLt -2\ et -"')

v

@(t)-18ó(t):i ( :;: -i" 
)

v

't / _--,(t\ --2rr¡(¿t \oirl-'Ba1i-r(r))-;{ -,i_,,,, ' I

¿\" ,'ftt )
Solo para simpücar los cálculos usaJemos en este caso la norma para A - (a;¡)

lAl = s"pI lor¡l

ya que si tomamos 1a misma norma que en el caso anterior nos vemos obligados
a arrastrar una gra.rr cantidad de constantes, 1o clue en esencia no cambia las
condiciones de existencia para una solución de ia ecuación (55).

Tenemos que, pa.ra r(t) S L, y para cada f
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lo(r)-1.B(t)o(i)l < ;sup,2o{1 +e2t,1 +e-2t}

<o*
lé(¿)-1¡l(¿)o(¿ - r(¿))l < fsup,ro{e-'(¿) + e-21+r(t) , ezt-r(t\ + e'a\}

<+
Luego

á(¿) : eu +(1+:e)

llÉ,11, S sup-u.,.o(e2¿ + cfal 1e2t ¡ aj4

v

B(t) : lo(i)-tl llo,ll, I 2e'(et + e-t-*7

y tenemos que

r(r) I r(r)(2e6'+ ¿4¿2(1 ¡ ¿P ¡ e'')

* e2,\(e,, ¡ 2ep I 4e-P l5) + ":!!flÉl

Por 1o tanto, si

¡e" + f{911"it¡ < ,1 para t ) to (4.58)

v

/- ¿6'.rt)di < oo (4 59)
Jo

si la ütima integral es firrita. se tiene que

/*,\tndt. -Jo

J,a que e1 resto de los factores de Ia suma que acota a ) soD. todos positivos y

menores que e6'.

Entonces si las condiciones (58) y (59) se satisfacen, el sistema (57) tiene una

solución Z tal que para cada I ) fs



z(t\ = (:" ::-, ) r. 
* «/* e6'"1,¡ds;)

Entonces Ia ecuación (SS) tiene soluciones gr1 tal que

y*(t) = e+t(1 * r(1, e6"r(.s)ds))

y!(¿) - +"+'(l * o(1, e6"r(s)ds))

A continuación veremos algunos ejemplos de sistemas lineales en los cuales

aplicando los teoremas 1 o 2 podemos detertrinar la existencia de una solución y
su comportamiento asintótico.

Ejemplo 1: Consideremos el sistema

/t#- o o \ll,Z'(t\:l o Hf e-, lZtt-1,+L\ (4.601l-t\ o i -11

zu - -L-t' t2 + 7'

defrnido para t)1.
Podemos escribirlo en la forrna

,,,,:ll, , : l- f,1 - .; 
)l[ , 0 -,,J [, , i

La matriz .[ en este caso es

(1 0 0\

^:l o 2 , I

1,, , -,,l
cuyos valores característicos son 1, 2 5'-1. denoiemos por )1 = 1 ()l 1o elegimos
como ,\¡ dei teorema) entonces para ), = -1



f i, - i-rlla, = 2t --+ oo si t -., oo

¡t2

J,,'O - (-t))ds = 2(tz - t,) > -1 rz ) rr ) o

para )r:2
It2

J,,' 
,, - 2)ds : -(t2 - t,) < -1 tz ) tr ) o

Entonces, de acuerdo a la notación que usamos en e1 Teorema 1, para K: 1

se saiisfacen las condiciones (1a) y (15). Para este sistema tenemos con respecto

al valor propio ), = l

hQ)-el,:,d":"'

l.al - f lo',l
ij

tenemos entonces Para cada t ) t¡

ll\(¿)l :4 luego llArlll :4

(nt11
ln(r)l _ rr+tr+r+F+e"

porotraparte. r(1) : p!, entonces podemos tomar u:á yaq'"-0<,+< á

L.,"go .o*o .^d* ,.,,,,undo en lr?(t) | para f suficientemente grande es monótono

decreciente tenemos que:

r¡r+-l\ 1 I ,

llff,ll, - sup lr?(r +r\tSi;É + p:1¡1 r + (¡rlF *e-'-'
-is"<o

llh.,ll, : sup lh(f * o)l : suP etto : et

-!<¿<o - I<"<o

Entonces, Ias condiciones (24), (25), (26) y (ZZ) del teorema quedan en la forma
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ll^ll¡-,1,¡,,1r(r): #.: r )ro

(esta clesigualdad se tiene para cada t > 4ei).

,1.,- p(t)llA¿ll1di S 4.1.,* fiat < m

l,-p(¿)llE,ll, : 4,l.,*(i#* *Ér;l+ i;$+"-'+l)#d¿ < oo

[r h(t)-'h(t- r(f))lE(f)ldf : JIri(7t; + #+ ] +,-,)dt < -
Por lo tanto existe una solución Z del sistema (60) ial que para cada f ) f¡ Íe

suficientemeute grande

Z(t)-e'¡eo¡o¡t¡¡

Ejemplo 2: Consideremos eI sistema

('+# ¡"+ffi \ ,z'tt\:l 
^ ,2_, lru-;) (4.61)

\ u i?+rx7+11 /
definido para f)1.

Podernos esc¡ibirlo en Ia forma

l/t o \ /:- , \'l lz'$):lf l.(T *W)lzu-)t
L\o *) \ u -7-' 'J

En este caso la matriz diagonal A(ú) tiene valores característicos )1(t) - t
y )z(¿) - fr con respecto al valor propio .\1(t) : f (tornado como )¡(t))
terrcmos que

ft/ 1\ t2

¿ (,- s+1)d, -; - (nlt+11.- oo si f ...,co

ttz / I \ +2 +2

l, (,- f1;a,:(;-)t-t"lt,+ii+/nlrr +11> -1 12 > tl> 0



tomemos Ii - 1. Luego los valores car¿ictclisticos cie \(t) satisfacen 1as condi-

ciones (14) 1' (15)'

L'isaremos Ptrra A: (n;, )

1.rl - f lo;il
;j

tenemos que

l,¡t1: ,;

- 1 -a+-L/¡(t)-rh(t-¡)=e '' '''

-r' para I 2 lo. to suficientemente grande

1 i 7 ¡t-t'j.,L
|l,\llp-r.,lt' = (t + ¡=)r, : F(i, - 1) '- .'

confa)
1

0<i<1 ."u lt--I

Luego

'''l' -;i]l o'- -'=

Así,

1.1 t2+t+7
r(¿): t?(t)-1llhrll,l.\(t)ir(t): (t+,n r)¡: /1il+ 1)

r1
'at r 

- 
-

'rr"'r- ¡2 .l llf- 3)\i-l

21.
,.R,r¡r: suf .Rtt L¡,'! U-.¡-l'f¡-.f=1' -1<o<0

1

ll'1,11, : -ii&.lntt 
+'')l < t + I
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Tenemos que para , > ¿o

llAllr,-r.,ri = ,ffi. 
"'

/,* e(r)llAlllldt I L-(¿ + #Xr + i)Sat

I f,- fr¡dt < o"

l,-e(r)llR¿ll1dt < r,'" $+Btej*, +,t ++ffiitdt

"o.rro ffi 
( 1 para cada i 21. Luego Ia última integral es

./* 2 ¿¡+[* d': -*'J, t2 - 2t +2-' ' Jt 2tf T 2)v4+ 1 - *

y para 1a condición (27) tenemos

[* h,l-'htt - rrr))lRru)l < /- "-i*#r 
2- 

" 
1 

)di < ooJt ', '-Jr fz+l 2(t+3),/t+2'
En consecuencia existe una solución Z de (61) tal clue

Z$) - e*¡eo ¡ o¡t1¡ Para t ) lo.

Ejemplo 3: Considerenros el sistema

li 0 \ 1z'(il:l lz(t-;) (4.62)

\o ;hl
definido para i)1.

Tenemos que r(f) = á, :' 0 < + S 1 para todo I ) 1 luego tomamos
p = 1. lamos a usar para A - (q;) 1a norma

l,rl - \- r^..r

Una matriz fundamental é(t) de1 sistema ordinario asociado a (62)

(i o \z'\t):l lz(t\\o *l



es

-.',=(":)

v

/"i o \
@rf)-r : I IIrl\o ,-aI

Entonces, de acuerclo a la notación del teorema 1 para f > t0 suficientemente

grande

i,,, .- lLt I 1- "'E '-'6-l_1( ¡ ./ -: 
\tZ T X,,[t ) t2 )t\/t

< i+#+í,*#,
¿ 2e, e,/3'> 7-f ¡Ji>l7

ll-i,rlr : sup-r5o1ol.'i{t+d)l lsuP-r<,so *;ftñ < 
";?5

v

B(t) - lo(¿)-11 llollh - (e i +.7¡r.,p-'.,.0lO(¿ + o')l

I (ri + .71rrp-,5,50( "* + "*)

I (.i +.7)(.* +.71
2.-1( 2ei 2e - 4e '¡-

Luego

)(f) : .4(r)ll.4,ll.r(r).(¿)

< :+ ' +-= ' 4t#=ir:'
- ty't (r-l )vl-r

Z:)-.\6.2€4t_)t / 36e'
- t311- L)',art -t - i3(1-l)Vr2-t

T4



v

/- .ll" ld, . ¡* 36ea 

-dt 
< ooJro - Jro fr(i - 1)/f, - t

Luego se satisface la condición (6) del teorema 1. La condición (5) , para f ) fs

Ilillr,-,rq,'t.(t) - ll.illr,-i,,1,,1

f !--+
tt-it\/t-i'

- 3et3 1

- (¿3 - 1)y'r3 - 1 r'

/Jel-Ij 1tr-r¡y'É-r - s

Por 1o tanto, existe una solución del sistema (62) Z (t) tal que si t -+ oo

,«):("; 
",?,0)«"*«,,r

(4.63)

con c vector constante. Más aún, toda solución del sistema (62) satisface (63)
cuaado f --+ co.
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