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Introduccion

Sin lugar a dudas una de las 4reas de la matematica de mayor importancia en
el desarrollo de la ciencia y la tecnologia son las ecuaciones diferenciales. Tan vasto -
es su campo de aplicacién que su lado practico adquiere la misma importancia que
su estudio puramente teérico.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias por ejemplo han permitido representar
un sin numero de fenémenos fisicos y quimicos, contribuyendo considerablemente
en el desarrollo tecnolégico por ejemplo de la teoria de ondas, aplicada en la radio,
la televisién, el radar, etc. ver [K], [Y]. 7

Un tipo bastante general de ecuaciones diferenciales son las ecuaciones diferen-
ciales funcionales. En estas, la derivada v /o las derivadas de la funcién desconocida
se evalilan en argumentos distintos (distintas funciones de t) por ejemplo

D) ¢(t) = —a(t — 1)
i) 2”(t) = z(t — 1) + 22/(2)
i) /(1) = e(t)e(t — 1)+ t2a(t + 2)

Nuestro propésito es estudiar una clase particular de ecuaciones funcionales,
a saber las ecuaciones diferenciales con retardo, o (ecuaciones diferenciales con
argumento retardado). En estas se expresa la derivada de mayor orden de la
funcién en el tiempo t y las derivadas de orden inferior en ¢ y en instantes
anteriores, por ejemplo (i) y (ii).

Las ecuaciones tipo (i) es decir cuando el{los) argumento(s) es(son) de la forma
t—r con r constante no negativa (retardo constante) se denominan “ecuaciones
diferenciales en diferencias” y han sido extensamente estudiadas [B], [D-1].

Notemos que la diferencia fundamental que existe entre las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y las ecuaciones con retardo es que en las primeras se supone que
el comportamiento de un fendmeno esta unicamente determinado por el presente,
no asi en las tltimas en que el pasado ejerce una influencia determinante en su
futuro. En la ecuacién (i) por ejemplo es necesario conocer z en el intervalo
[—1,0], v no sélo el valor de z(0) para determinar z(t) para ¢t > 0. De hecho
los valores que toma z en el intervalo [0,1] dependen continuamente de los que
toma en [—1,0].



Si bien, hacia finales del siglo XVIII Bernoulli y Laplace habian encontrado
ecuaciones funcionales, no ha sido, sino en los ultimos 50 afos que la investigacion
ha adquirido fuerza y continuidad lograndose importantes resultados [K-1], [O],
[Q]. Esto se debe en gran medida a sus diversas aplicaciones como por ejemplo en
la matematica econdmica, la teoria de campos eléctrico magnéticos, etc.

El origen de nuestra investigacion esta en el problema propuesto por R. Bellman
en 1965, esto es, determinar el comportamiento asintético de las soluciones de la
ecuacion escalar

r'(t) = az(t — r(t)) a>0 (1)

donde r(t) es una funcién continua, no negativa y tal que r(t) — 0 si t — oo.

Una pregunta natural es ; Se “parecen” en algin sentido las soluciones de (1)
(si existen), a las soluciones de la ecuacién ordinaria z'(t) = az(t)?. K. Cooke
[C-1] estudi6 el problema suponiendo r € Ly o r*® € Ly, § > 0. Demostrd la
existencia de una solucién u(t) de (1) que satisface

lim u(t)e™* =c¢ (2)

t—00
para alguna constante ¢ y reciprocamente, que para toda constante ¢ existe una
solucién de (1) que satisface (2).
Sin embargo, este resultado no ha sido generalizado a sistemas de ecuaciones.
No se conoce por ejemplo, el comportamiento asintotico de las soluciones de

X'(t) = AX(t - r(t))

donde A es una matriz constante. Tampoco la validez de un teorema de Levinson
para

X'(t) = (A(t) + R(£)X(t = (1)) (3)

donde A es una matriz diagonal y R € L;.
En este trabajo estudiamos el sistema lineal con retardo

X'(t) = AWX(t - r(2)). (4)

Suponemos que A es una matriz continua en [0,00) y r es una funcién
continua definida en el intervalo [0,00), no negativa y acotada.

Consideramos primero A como una matriz continua en general y luego
suponemos que es de la forma A(t) + R(t) (sistema (3)) donde A(t) satis-
face la condicién de dicotomia de Levinson y R € L; (ver [C]). Estudiamos la
existencia de soluciones del sistema (4) que satisfacen la féormula asintotica
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X(t) = ®(t)[e + o(1)] ¢ — oo

para algin vector constante ¢, siendo @ una matriz fundamental del sistema
ordinario

Y = A)Y ()

Para el sistema casi diagonal (3) se prueba la fé6rmula asintética de Levinson (Cap.
I). Todos los resultados obtenidos los presentamos en el Capitulo III.

En el estudio de ambos sistemas empleamos como herramienta fundamental
el teorema del punto fijo de Schauder-Tichonoff, considerando como espacio de
soluciones el espacio vectorial C([r,oc),C") de las funciones continuas de |7, c0)
en C" con la topologia compacto abierto. Dedicamos el Capitulo I a establecer la
notacién y, los teoremas y proposiciones que emplearemos en el curso del trabajo.

Consideramos necesario incluir un capitulo sobre teoria de existencia de ecua-
ciones con retardo (Capitulo II), con el fin de entregar una mejor apreciacién del
tema y exponer algunos resultados.

Agradezco a todas las persomas que contribuyeron de una manera u otra a
hacer posible este trabajo. Agradezco especialmente al profesor Manuel Pinto por
su dedicacidn, paciencia y constante apoyo, como director de tesis y como persona.

Cecilia Donoso Concha
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CAPITULO 1

1 Notacién y Definiciones:
Sea p real positivo. Denotaremos como:

C,={f:[—u,0] = C*/f continua}
y definamos en este espacio la norma

Ifll: = sup-ucoco |F (o)

Del mismo modo definimos en el espacio C3, la norma

”fH2 = Sup—2u§a§0|f(_0’)|.

(Ciss || |I:) es un espacio de Banach para i = 1,2.
Para 7 > 0 fijo, denotaremos como

C = {z:[r,00) = C"/z continua} = C([r,0),C")
v la bola
Cu(8) = {z € Cu/llzlx < 6}
Para cada t > p+ 7, z; se define como el elemento de C,
z(o) =2z(t+0) —p<o<0

Si t+o0 <, sedefine z(t+ o) = z(7).

Para A = (a;;) matrizde nxn, y z = (z;) vector de C", |A]y |z|
denotaran las normas de A y x respectivamente, que seran precisadas cuando sea
necesario.

Si I es un sub-intervalo de [ty — p,o0)y f € C definimos la seminorma

Ifllr = supoerlf(o)]



2 Resultados Previos

Iniciamos esta seccién exponiendo algunos conceptos y resultados basicos de analisis
y topologia que seran aplicados en el desarrollo del trabajo.

Definicién 1 Sea M un conjunto y d wuna métrica en M. La topologia
I'(d), que tiene como base la familia {By(y,r)/y € M,r > 0} donde Bd(y,r) =
{z/d(z,y) <r}, esla topologia en M inducida por la métrica d.

Definicién 2 Un espacio topoldgico (M,I') se dice que es metrizable si su
topologia es inducida por una métrica en M.

Ejemplo: El espacio C con la topologia de la convergencia uniforme en subcon-
juntos compactos de [7,00) es metrizable.
En efecto, a partir de la familia de semi-normas {P,}7Zy,, definidas por

Po(z) = suprcicn|z(t)]
para = en C. Se construye la métrica

= 1 Pz —y)

- —— No=|[7]+1
oy A 2:1+P1(w__y) 0 [ ]

d(z,y) =

La topologia en C es inducida por ésta métrica [D].

Proposicién 1 Una funcion [ de un espacio vectorial topolégico E metrizable
en un espacio vectorial topoldgico F (no necesariamente metrizable) es continua
st y solo si es secuencialmente continua. Es decir, si para toda sucesién {z,}
que converge ¢ un punto = en E, la sucesidn {f(z,)} converge a f(z) en F.

Proposicién 2 Sea E wun espacio vectorial topoldgico metrizable. Un subcon-
Jjunto I de E es compacto siy solo st toda sucesion en K tiene una subsucesion
que converge en K.

La demostraciéon de ambas proposiciones se puede encontrar en [T].

Definicién 3 Una familia F de funciones definidas en un intervalo
valores en C" se dice equicontinua en un punto ty de I, st para cada
existe un ¢ = 8(e,ty) > 0 tal que para toda f en F

comn

M

LF() = flto)| < si |t —to| <6
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Una propiedad importante de las familias de funciones equicontinuas es la
sigulente:

Lema 1 (Ascoli): Sea F una familia de funciones uniformemente acotadas y
equicontinuas en un intervalo I. Entonces toda sucesion {f,} en F tiene una
subsucesién que es uniformemente convergente en cada subintervalo compacto de

1.

La demostracién puede verse en [C].

Una herramienta de gran utilidad en la teoria de existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciales, son los teoremas relativos a operadores que tienen la
propiedad del punto fijo. Esto es, un operador T' definido de un espacio E en
si mismo, que deja invariantes uno o mas puntos del espacio.

El primer teorema relativo al tema fué establecido por Brouwer en 1912. De-
mostré que toda funcion continua T Definida de la bola unitaria cerrada de
R™ en si misma tiene al menos un punto fijo. En 1922, Birkoff y Kellogg us-
aron este teorema para demostrar la existencia de soluciones de ciertas ecuaciones
diferenciales.

Usando como punto de partida el teorema de Brouwer se establecieron pos-
teriormente varios teoremas relativos a esta clase de operadores, por ejemplo los
teoremas de Markov-Kakutani y Schauder-Tychonoff [D-2], [E].

En este trabajo usamos como método para demostrar la existencia de solu-
ciones, la aplicacion del teorema del punto fijo de Schauder-Tychonoff, que enun-
ciamos a continuacién. Este teorema es fundamental para obtener nuestros resul-
tados.

Teorema 1 (Schauder-Tychonoff): Sea E espacio vectorial topoldgico, Haus-
dorff, localmente convezo y completo. Sea A wun subconjunto de E no vacio,
cerrado y convezo, y sea N un operador continuo en A y tal que N(A)C A y
N(A) es relativamente compacto en E. Entonces N tiene un punto fijo en A.

La demostracién puede verse en [E] pagina 163, Corolario 3.6.2, [D-2].

Un resultado muy importante en teoria de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias es el teorema de Levinson. En este trabajo se supone que la matriz
del sistema se puede escribir como una suma de dos matrices, A y R, donde
la primera es una matriz diagonal cuyos valores caracteristicos satisfacen ciertas
propiedades de integrabilidad ((3) y (4)) v la matriz R es L,[0,o0). Bajo estas
condiciones se demuestra la existencia de una solucién del sistema y se establece su
comportamiento asintético. Antes de enunciar el teorema veamos algunos hechos
sobre sus hipdtesis (su demostracién puede verse en [C]).



Consideremos el sistema

X'(t) = A)X(2) (2.1)

donde A es una matriz diagonal continua definida en el intervalo [0,00). Sean
Ai(t), -+, An(t) sus valores caracteristicos. Supongamos que para algin k fijo,
cada 7, 1 <j < n pertenece a uno de los dos conjuntos I; o I, donde

t
j€L s / Re(Ai(0) — A;(¢))do =+ o0 cuando 1 — o0
0

}l’
t2
/ Re(Ou(0) = M(a))do > =Kty > 11 > 0 (2.2)
131
j & Iz s1
t2
f Re(Me(0) = Ai(0))do < K 3>t >0 (2.3)
t1

con I constante. Sea ®(t) = exp [¢ A(c)do matriz fundamental de (1). Usando
(3) ¥ {2) podemos escribirla en la forma

D(t) = 21(t) + Bo(t)

donde ®(t) y ®,(t) son las matrices diagonales que contienen los elementos
de @& asociados con las columnas de indice j pertenecientes a I; e I
respectivamente. Sea P = (P;;) matriz diagonal con

1 Si 1 e I]
Py =
0 si 1 € I
Entonces P es una proyeccion y se tiene
®,(t) = PP
P,(t) = @()I-P)

Si o(t,s) vy &(t,s) denotan un elemento cualquiera de las matrices ®(t)PP(s)™t
y ®(t)(I — P)®(s)™! respectivamente de (2) y (3) se deduce

Lot
iQE(t)‘ S 81’\ cfs Re;\k(o')dcr, ¢ 2 "

}f



()] < X e Ji Redwolde, s>t
por lo tanto se tiene

|B(£)PB(s)"| < Lels Redl@dde 45

|®(t)(I — P)®(s)"| < L'e™ Ji ReMlo)de, 25

con Ly L' constantes positivas.
Se tiene entonces que la propiedad (2) y (3) determina una condicién de dico-
tomia para el sistema (1), llamada dicotomia de Levinson.

Teorema 2 (Levinson): Consideremos el sistema hineal

X'(t) = (A(t) + R(t))X(2) (2.4)
donde A es una matriz diagonal de n x n, continua definida en [0,00) y R es
una matriz L1[0,00). Sean Ai(t),---,An(t) los valores caracteristicos de A(t).

Supongamos que satisfacen la condicién (2) y (§). Entonces eziste una solucidn
Xy del sistema (4) y un tg, 0 <ty < oo, tal que

Jim Xo(t)e o M = ¢,

donde € es el vector columna cuyas componentes son todas nulas salvo la
k—ésima que es 1.

Notemos que el vector e es vector caracteristico asociado a A.(t).

ot



CAPITULO II

El propésito de este capitulo es presentar algunos resultados en teoria de ecua-
ciones diferenciales con retardo (de primer orden) y los distintos métodos que se
han empleado para obtenerlos.

A continuacién estableceremos algunos elementos bésicos y la notaciéon que
usaremos en el curso de este trabajo.

1 Intervalo y funcidn inicial

Consideremos el sistema lineal con retardo

X'(t) = A®)X(t —r(t)) (1.1)

donde A es una matriz de n x n continua definida en [tg,00) y r es una
funcién continua, no negativa, definida en [tp,00), y r(t) < g para todo t.

Una funcién continua X que es solucién de la ecuacién (1) , definida en un
intervalo [tg,a), (a < oo) esta determinada por los valores que tome “antes” de
to. En efecto, como r es no negativa, continua y r(t) # 0, existen puntos £ > tg
tales que

f— T‘(g) < to.

Luego en el miembro derecho de la ecuacién (1), X(t—r(#)) esta evaluada en
puntos menores que to, es decir fuera del intervalo de definicién [to, c0).

En consecuencia, es necesario establecer una funcidn inicial, que prescriba la
solucién X en un intervelo inicial de valores de ¢ y, mediante la cual la solucién
X puede ser continuada. Denotaremos por g a la funcién inicial. Suponemos
que es continua y estd definida en el intervalo inicial [r, %] donde

T = 1infis,(t —r(t)) < to.

Este valor existe pues r es acotada.

Notemos que la funcién inicial g no satisface necesariamente la ecuacién (1).
De acuerdo a lo anterior diremos que una solucién de la ecuacién (1) definida para
t > 1, es una funcién continua X que satisface la ecuacién (1) en t > tg, sujeta
a la condicion inicial



X(t) = g(t) 11

(X'(to) es considerada como la derivada por la derecha).

2 Meétodo de los Intervalos

En esta seccién presentaremos un resultado correspondiente a la parte bésica de
la teoria de ecuaciones diferenciales en diferencias (con retardo constante, ver por

ejemplo [B], [D-1]).
Teorema 1 Consideremos la ecuacion escalar con retardo constante r

agu'(t) + bou(t) + biu(t —r) = f(t) (22)

Supongamos que f es de clase C! en [0,00) y g es funcidn de clase C°
en [0,7], ag,bo y b1 comstantes y ay # 0. Entonces eziste una unica funcion
continua u definida para t > 0 que satisface u(t) = g(t) en [0,r] y que es
solucidn de la ecuacion (2) para t > r. Esta funcién u es de clase C' en
(r,o0) y de clase C* en (2r,00).

Demostracién: Denotemos v(#) = f(t) — biu(t —r). La ecuacién (2) podemos
escribirla en la forma

agu/(t) + bou(t) = v(t),

que es equivalente a la ecuacion

d L] b
E(a.gu(t)eﬂgt) = v(t)ew". (2.3)
[#
Integrando (3) tenemos que para r <t < 2r
by
b [ t [
u(t) = g(r)ess )+ = [u(s)em’ds, (2.4)
Qg r

como v es continua en [r,2r], existe una dnica funcién continua wu definida
en [0,2r] que es solucién de (2) en [r,2r] y que satisface u(t) = g(t) para
0 <t <r. Dadoque u es continua en [r,2r], tenemos que v es continua en el
intervalo [r,3r] (por su definicién) entonces de acuerdo a la ecuacion (4), existe
una tnica funcién continua u definida en [0,3r] que satisface u(t) = g(t) para
0 <t<r yquees solucién de (2) en |[r,3r]. Este proceso puede continuarse

=1



hasta el infinito puesto que si u es continua en el intervalo de la forma [0, nr]
(con n en N) de la definicién de v y la ecuacion (4) se deduce que u esla
dnica solucién de (2) definida en [0,(n + 1)r] que satisface la condicién inicial
u(t) = g(t) para 0 <t <r. Luego hemos establecido la existencia y unicidad de
la solucién u en 2> r. '

La ecuacién (2) podemos escribirla en la forma

aou' (1) = f(t) — bou(t) — byu(t —7) t>r (2.5)

Como u es continua en (r,c0) y f es continua en [0,c0), se tiene que u’
es de clase C° en (r,o0) y porlotanto u es de clase C! en (r,c0). Para t en
el intervalo (2r,oc), el término derecho de la ecuacién (5) es derivable, entonces
tenemos que

aou"(t) = £(t) — bou() — i/ (t = 7)

y como u es de clase C' en (2r,00), u” es continua en este intervalo y en
consecuencia u es de clase C* en (2r,00). Lo que completa la demostracién
del teorema.

En este teorema debemos destacar dos aspectos importantes. Por una parte,
el resultado de existencia y unicidad y por otra el método empleado en la de-
mostracién (método de los intervalos) que tiene la particularidad de ser construe-
tivo, va que permite obtener explicitamente la solucion u, dada una funcién
inicial g¢.

Ejemplo: Consideremos la ecuacion

u'(t) = u(t — 1), (2.6)

v sea ¢(t) =1 para 0 <t<1. Vamos a determinar una solucion de (6) definida
para t > 1 ytal que u(t)=1 st 0 <t <1, S 1<£t<2

u'(t) =1
Luego
u(t)=1+(t—-1)
Si2<t<3

u'(t) :i—l-(fw— 1)



entonces

(t—2)*

u(t)=1+(t—1)+ 5

Para 3<t <4

(t—2)°
2

W(t)=14+(t-1)+
se tiene

(t-27 (-3
5 T g

Continuando con este método podemos demostrar que

u(t)=14+(t—-1)+

u(t):z(t_.z); n<t<n+1l, néeN

!
i=0 1.

es la solucién de (6) que satisface la condicién inicial u(t) =1 para 0 <t < 1.

3 Teorema de existencia para ecuaciones escalares

El teorema que veremos a continuacién es parte de un trabajo realizado por K.
Cooke [C-1] sobre el problema propuesto R. Bellman relativo a ecuaciones con re-
tardo (ver introduccién). Haremos solo un esbozo de su demostracion, destacando
algunos elementos de nuestro interés.

Teorema 2 Consideremos la ecuacion con retardo

u'(t) +au(t —r(t)) =0 a constante (3.7
donde r(t) es una funcion continua no negativa para t > ty y saetisface las
siguientes condiciones:

i) r(t) — 0 81 t— oo
i) v es integrable

/Do r(s)ds < o0 (3.8)

Entonces toda solucion continua de la ecuacidn (7) para t >ty satisface

lim u(t)e® = ¢, (3.9)

t—o0
para alguna constante c. Mds ain, pare toda c,—o0 < ¢ < o0, eziste una
solucion de la ecuacion (7) que satisface (9).



Esquema de la demostracion.
La Ecuacién (7) se puede escribir de la forma

w'(t) + au(t) = afu(t) — ut = r(t))] t > to (3.10)

Toda solucién de la ecuacién (7) es solucién de la ecuacion

u(t)e® = u(tg)e™ +a ft e**[u(s) — u(s — r(s))|ds. (3.11)

ta
Usando el teorema del valor medio y como 7(t) es acotada se puede elegir
¢; > 1 constante (independiente de t) tal que

11— @] < err(2) t >t
y c; constante tal que
Co Z 1
c; > 4lal[l + supise? ).

La funcién inicial se denota por g(t) y esta definida en el intervalo inicial [r, to)

donde

r = infisult - r(t)).

Se demuestra que para cada funcién continua g, existe una Unica solucion u
de la ecuacién (7) que pertenece a cierta clase S, definida de la siguiente forma.
Se elige b constante tal que

b > Ig(\to)lﬁafocl (312)

b > maz{|g(t)|e®/m <t < o).
Sea t; el mayor t tal que

tl = 7‘(f1) = 'l‘.g

f—T‘(?f)Zf(} tth-

S, se elige como la clase de funciones continuas definidas para t > 7 que
cumplen las siguientes condiciones:

10



1) u(t) = g(t) T<t<1

i) la estimacién
lu(t)e™ < b T

IA

(3.13)
1) e®u(t) —u(t —r())| < ebr(t) t; <t

Sobre el espacio C, con la topologia de la convergencia uniforme sobre subcon-
juntos compactos de [r,00) se define el operador

T: C—- C

u— Tu=v

donde

v(t) = g(t) T <t <t (3.14)

v(t)e™ = g(to)e*™® + a /t elu(s) —u(s—r(s))]ds t>1t

Aplicando el teorema del punto fijo de Schauder-Tichonoff se demuestra que
este operador tiene un punto fijo en S;, estableciéndose asi la existencia de una
solucién de la ecuacién (7) para t > tp, determinada por la funcién inicial ¢ y
que satisface (13). Se demuestra que para cada ¢ fija, esta solucién es unica, en
consecuencia toda solucién de (7) satisface (13).

Usando la condicién (ii) de (13) se establece el comportamiento asintotico de
la solucién wu. Finalmente mediante una eleccién adecuada de la funcién ¢ es
posible encontrar una solucién de (7) tal que, si

— 15 at .
e tlileo u(t)e

entonces ¢ # 0. Como todo multiplo de una solucidén, es también solucion de la
ecuacion, se tiene que para todo ¢ en R existe una solucion que satisface (9).

4 Teorema para ecuaciones retardadas con coe-
ficientes variables

El préximo teorema es parte de un trabajo reciente de M. Pinto [P]. Es una de las

primeras extensiones de la formula asintética de Cooke [C-1] a coeficientes vari-

ables. Hacemos notar que ademas de ser un resultado importante su demostracion
esta basada en argumentos simples y claros. Es alli donde aparece la constante de
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Lipschitz ahora variable en el tiempo, que debemos considerar en la clase invariante
usada en el Teorema de Schauder-Tichonoff.
Consideremos la ecuacion

u'(t) = a(t)u(t — r(t,u)) (4.15)

(Observemos que en este caso r no depende sélo de t) donde a es una
funcion continua en [0, 00).
Denotemos por

<a>(t) = la(@)] llal
. (4.16)
B&) = RO ki A(t) = en ™
y para algin 6 >0 y h acotado sea
m(t) = Sttpivlﬁﬁgr(t’ h(t)v). (4.17)

Supongamos que r = r(t,u) satisface la condicién
(R) Para algin 6 > 0, g > 0, r : [0,00) X [=6,8] — [0,] es una funcién
continua tal que

m=<a>-f-m es Li0,00). (4.18)

Sea g : [to — f,tp) — R una funcién continua, tal que |g(to)| < 6 (g
denotara la funcién inicial). Una solucién u de la ecuacién (15) definida para
to—p <t <ty (to <t <oo) es una extension continua de ¢ tal que

i) u(t)=g() to—p<t<to
i1) u es continua para tp <t <t
) Ju(t)|<é te<t<ty

) u'(t) =al(t)u(t —r(t,u)) to<t<ty

Si u es solucion de (15) definida en [t — p,t] y tal que ||u|]; < & entonces

Ju(t — r(t,u)) = u(t)] < [u'(n)Ir(t, u) (4.19)
para algin t —r(t,u) <n, <t, y como 0 <r(t,u) < pu se tiene que

lu(t = r(t,u)) — u(t)] < ulllir(tw).

12



Si u es solucion de (15) definida en [t — 2u,t] v tal que |juy)l, < & se tiene
que

luglh = sup_u<o<ot/(t + 0)| < sup_,cocolalt + o)||u(t + o, r(t + o,u))|
luego

luills < llaell fluel2 (4.20)

La ecuacién (15) es equivalente a la ecuacién

u'(t) — a(t)u(t) = a(t)(u(t — r(t,u)) — u(t)) (4.21)
Denotaremos el término derecho de (21) por f(t,u). Como
1f(tw)] < la(@)llult = r(t,u)) — u(t)]
de (19) y (20) se tiene que

[f(t,u)] << a>(t)r(t,u)l|ul2 (4.22)

para cualquier solucién definida en el intervalo [t — 27,¢] y tal que ||u]|s < 4.
Asi la ecuacion (15) se escribe de la forma

u'(t) = a(t)u(t) + f(t,u) (4.23)
donde f:[0,00) x C3,(6) — R es continua definida por (21) y satisface (22).

Teorema 3 Supongamos que se cumple la condicién (R) y que h es icotado.
Sea to > 0. 5¢

lugll2 < llAsglla - IRl ste dro ™) (4.24)

Entonces la solucion v de la ecuacion (15) tal que u(t) = g(t) para t, —
p <t <ty estd definida para todo t en el intervalo [to — p,o0), satisface
lu(t)] < é||h||Z1R(E) y para alguna constante c

(8] = s O L /: ” f(s)ds)] (4.25)

cuando t — oo.
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Demostracién: Sea t, >0 y uy, en C,(é). De la ecuacion (23) se tiene que

h(t) lu(t) = u(ty) +j )" (s, u(s))ds (4.26)

denotemos v(t) = h(t)"lu(t). La ecuacién (26) se escribe entonces

o(t) = v(to) + f (s)v(s))ds (4.27)

Notemos que f(s,h(s)v(s)) estad definida si |v(s)| < é||h||Z}, ya que si esto
ocurre

|h(s)o(s)] < [A(s)[|v(s)] < [Alloclo(s)] < 6.

Supongamos que ]v(t0)| < §||h]|Z}, como wv. es continua existe f >ty tal
que para todo to <t <t |v(t)] < 8||hl|Z}. Sea t; el mayor con esta propiedad.
Usando (22) y (27) tenemos

] < |o(to)l + fiy < a > (s)B(s)r(s, h(s)v(s))lvs |l ds

< To(to)l + f (s) v lods

Por lo tanto, para to <t <t

t
[vellz < lloge 2 +/: (s)]|vs||2ds (4.28)
0
aplicando la desigualdad de Gronwall-Bellman en (28) se tiene que

'Dm(s)ds ™ n(s)ds

llvell2 < “'U:o”zﬁf' < g || 2€ Jq

luego si
lowllz < 61BN e o ™% iu,l, < 6)1AYIZ2,

entonces |v(t)| < é||h||Z}.

Por otra parte lim, ., v(t) existe. Probaremos esto usando el criterio de
Cauchy para limites de funciones.
Si t* <t de(18) y (22) se tiene

o(8) = o) = | [ (s Fls, hs)els))ds| < Kol [ (s)es

con I constante positiva. Como 'm es Li[0,00) lim,_, —v(t) existe.
Entonces t; = 0o y si

14



vwllz < SllRlIS1e Jo ™%

v y por lo tanto u esta definida en [tp,00). Si denotamos por ¢ = lim,_,., v(t)
entonces

lo(t) — |

I

| fio h(s) 71 f (s, h(s)v(s))ds — [i* h(s) ™' f(s, h(s)v(s))ds]
< Ji7m(s)ds

Por lo tanto
=c+ 0(/ (s)ds)

y se tiene la férmula

o0

o) = b (e o [T (e)ds)

cuando t — oo.
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CAPITULO III

1 Preliminares

En este capitulo estudiaremos el sistema lineal con retardo

Z'(t) = A(t)Z(t — r(t)) (1.1)

donde A(t) es una matriz de n xn y Z(t) es un vector de C". Nuestra
primera pregunta es ;jbajo que condiciones de la matriz A y de la funcién r el
sistema (1) tiene solucion y donde esta definida?. Por otra parte, si consideramos
el sistema lineal ordinario

X'(t) = A()X (%) (1.2)

naturalmente nos preguntamos jsera que para r(t) suficlentemente pequefio una
solucién de (1), “se parece” en algin sentido a una solucién del sistema (2)7.

A través de todo este capitulo supondremos que A es una matriz continua
definida en el intervalo [0,00) y 7 es una funcién continua no negativa definida
para t > 0 y tal que r(¢) < p paratodo t >0, con p constante.

Una solucién Z del sistema (1) definida para t > tg, (¢ > 0) se considera
determinada por una funcién inicial g continua, definida en un intervalo inicial
[7,t0] (capitulo IT) donde como siempre

T = inf(t — r(t))

t>tg

Entonces una solucién de (1) definida para t> 7 es una funcién continua en
el intervalo [r,00) y tal que

i) Z(t) = g(t) T<t<t
) Z'(t) = A(#)Z(t —r(t)) to <t

Los resultados esenciales de nuestro trabajo los presentaremos en 2 teoremas,
dedicando una seccién del capitulo a cada uno. Esto lo hacemos principalmente
debido a los distintos enfoques del problema. En el primer teorema consideramos
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ciertas condiciones de integrabilidad y uniformidad que garantizan la existencia
de una solucién del sistema (1) que satisface la férmula asintética

Z(t) = ®(t)(c+ o(1)), t — 00.

Donde @ esuna matriz fundamental de (2) y ¢ un vector constante. Ademas, se
prueba que toda las soluciones Z de (1) poseen este comportamiento asintético.
En el segundo teorema estudiamos el problema de existencia y comportamiento
asintotico suponiendo que A = A+ R donde A satisface la condicién de dicotomia
de Levinson. En este caso los valores caracteristicos de la matriz A tienen un rol
preponderante dentro del problema.

Una serie de resultados previos requeridos para la demostraciéon de estos teo-
remas. Especial importancia tiene el lema 2 que precisa propiedades muy 1itiles
del operador considerado. Ademas, sugiere la clase de funciones de Lipschitz in-
variante por el operador.

En el siguiente lema demostramos que toda solucién del sistema (1) estd tinica-
mente determinada por su funcién inicial.

Lema 1 (Unicidad)

Sea g wuna funcién continua definida en el intervalo [7,t0] (to > 0) con
valores en C". Si Z' y Z? son dos soluciones de (1) definidas para t > to y

Z(t) = Z*(t) = (1) t € [7,to]
entonces
ZH (1) = Z%(t) para todo t >t

Demostracién: Como Z' y Z? son soluciones de (1) entonces para t > t,

211) = gto) + [ A()2'(s = r(s)ds

23() = glto) + [ Als)2%(s = r(s))ds

Supongamos que Z! # Z2, luego para algin t € [tg,00), Z(t) # Z%(t).
Sea t =inf{t € (to,0)/Z(t) # Z%(t)}. Como Z' y Z? son continuas

Z\(t)-2°(t) =0 re&t £ 4

Se tiene que para todo t > tq



Zi) = Z}t) = /t A(s)Z (s —r(s)) — Z*(s —r(s)))ds

to

1ZY(2) — Z2 ()] £ [ |AGIZ (s = r(s)) — Z%(s —r(s))lds
< o lAGNZI(=r(s)) = ZJ(—r(s))lds
< o lAGNIZE = Z2lads
Por otra parte, se tiene que

|1ZY(t) = Z2(t)] £ Sup-ucecolZl(t+0) — Z%(t +0)]

= 1Z; - Z{l-
Si t+o0<1
ZWt+0)—Z}t+o)=g(t+0o)—g(t+0)=0
entonces
12 (t) = Z°(t)| = 0
luego

Z241) = Z1).
Por otra parte, st t+0 =t
Z(t+a) =2t +0)= [ AW)Zs=r(s)) = Zs = r(s)ds,
luego
SUP_,c,<0 |2 (t+0) — Z}t + o)

< sup_,eoco S 1A()IZ (s — r(s)) — Z%(s —r(s))lds

A

Jio VAN 25 = Z |1 ds.

Entonces

18



128 = 2 < [ 1A()I1ZS — Zuds

= J{lA(s)

125 = 2 [l1ds.
Denotemos por
F(t) =12, - Z{|,

luego se tiene

v
En ]

Ft) < [ IAG)IF()ds t
entonces F(t) =0 y como
1Zt) = Z* )| <112} = Z¢| =0
entonces para todo t >
Z\(t) - Z*t) =0
lo que contradice la definicién de f. Por lo tanto
Z(t) = Z%(t) t >ty

y se tiene la unicidad.

2 Existencia

Consideremos el sistema (1) donde la matriz A y la funcién r satisfacen las
condiciones planteadas en la seccién anterior. Denotamos por ®(¢) a una matriz
fundamental del sistema (2) y

A(t) = [2(t)TAMR)D()] + |®(2)TAM)R(t — (1))
B(t) = [2(t)7 || @

La ecuacién (1) podemos escribirla en la forma

Z'(t) — A(H)Z(t) = A(H)AZ(t)
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donde AZ(t) = Z(t —r(t)) — Z(t). Siuna funcién Z es solucién de la ecuacion

B(1) 2(1) = B(t0) " Z(t0) + [ B(s) A()AZ(s)ds, (2.3)

definida para t > ty, entonces Z es solucién de la ecuacién (1).

Luego el problema de determinar una solucién de la ecuacién diferencial (1) se
traduce en determinar una solucién para la ecuacién integral (3).

Tomemos el espacio vectorial topolégico C([r,00), C™) con la topologia de la
convergencia uniforme en subconjuntos compactos de [7,00) (que denotamos por
C) A partir de la ecuacién (3), para una funcion continua g, definida en [7,tg),
fija definimos el operador

o

N:C
Z (=Y

=

ey
vy g
donde

Y(t) = g(t) r<t<tg (2.4)

Y(t) = ®(t)®(to) ' g(to) + B(t) /: B(s) TA(s)AZ(s)ds. t >t

Notemos que si A tiene un punto fijo Z enC, entonces Z satisface la ecuacion
(3) v por lo tanto es solucién de la ecuacién (1). Este hecho es esencial en nuestro
problema. En el siguiente lema demostramos tres importantes propiedades de este
operador que serdn fundamentales en el desarrollo del teorema (1).

Sea t; =ty tal que

‘t1 = T‘(ti) = to

t—r(t) >t paratodo t2>1

Lema 2 Sea N :C — C definido en (4) donde g es una funcidn continua
definida en [7,tg). Entonces para t =t

)Y eCh e Y'(t) =AY (1) + AZ(2)

ii) @)Y ()] < [|Adh (127 Yell + 1277 Ze )

Si t>t, se tiene ademds



ii) |9(t)" LAY (1)] < B Aclr())(|1 27 Vil + 187 Ziell2)
Demostracién: Denotemos por £ = ®(#5)" g(tq)

i) De la definicién de ¥ tenemos que
Vi(t) = B(E)E + (1) fL B(s) M A(s)AZ(s)ds + BE)D(1) T ADAZ(H)
= AQDB()E + AN fi B(s) T A(S)AZ(s)ds + AMRAZ(H)
= AMBE + D) [ B(s)TA()AZ(s)ds] + AAZ(H)
= A(Y(t) + A()AZ(1)

Como las funciones A,Y,Z y r son continuas en [tp,00) luego Y’ es
continua y entonces Y € C.

ii) Usando (i) tenemos que
B(t)7'Y(¢) = S()TV(H) + (1) TTAM)Z( - (b)) - Z(1)]
= B)VY(t) + O(t)TTAR)[B(t — (1) (t — ()T Z(t — (1))
— (1)) Z(1)]

Por otra parte tenemos que paratoda ¥ €C y t =2t

|@(¢6)"'Y ()] < SUPr()<o<t |®(c)" Y (o)

< SUP_,c,<0| @7 B+ )Y (E + o)| = [[@7'Yih-
Asi

BTV < |8 A0 Vil + 1B AD)@(E — r(D)] 127 Zel:

+ @)A1 977 2

IA

AN Vil + 197 Zd) < IAd (127 Yl + 195 Zell)
i) Sit>t
Bt AY () = B(O)NY(t — r(1)) - Y (1))
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Como Y € C', podemos aplicar el teorema del valor medio en cada intervalo
de la forma [t —r(t),t] entonces para cada t existe n,, t —r(t) <n, <t tal que

[Y'(no)lr(t) 2 [Y(t —r(t)) = Y(t)|.
Luego

|2(t)TAY ()] < 12(1) 7Y (ne) () < |2() 7" @(ne) 2| I(n;)'lY'(m)l’”(t)

usando (i) tenemos
< [2@) 7 (@)l @(n) 7 (AM)Y (1) + A(n ) AZ () |r(2)
< @) ()] [8(n:) 7" (A(n:) @ (1)@ (1) 7Y (1)
+ Al1) @0 — r(ne))2(ne — (1)) Z(ne = r(me))
+ A(m) @) @(n) " Z(ne) Ir(2)-

Por otra parte

|@(n)] < sup  |®(0)] £ sup. I‘P(J)I:]l@ ll1

t—r(t)<o<t —u<o<

@(ne —r(n))l = sup [®(o)] < 4P Ol ()] = [124]]2

t—2u<e< =2p<

puesto que para t—r(t) <n, <t y t >t tenemos

t=2u<t—=(r(t)+r(n)) <m—r(m) <t—r(p) <t

Entonces



18(t)TAY (1) < (2(0) 7 | 2ellu[12(ne) 7 Alme) B ()] [2(0e) ™'Y ()]
+ [®(n) 7 An)@(ne = r(ne))| 12 (ne — r(1)) 7' Z(me — 7 (7))
+ [@(n0) 7" A() @ (0] 1@ (1) Z ()] (2)
< @@ TRl [1R(ne) ™" A(ne) 2 (me)| |27 el
+ [®(n) 7 A )@ (ne — r(ne))| 1871 Zella
+ [2(n) T An)2(n)] 1277 ZellaJr(2)

12(8) 7| 1 Della [| @)~ A(ne) @ ()] || @7 Y2y

IN

+ A8 Zu]r (1)

IN

2() 7 @l ACr)r (D127 Vel + 1977 Z4ll2)

< BOIAdr @127 Yol + 127 Z:])2)

y tenemos iii).

Notemos que una propiedad importante del operador A" es llevar funciones
continuas en funciones de clase C' (propiedad (i)).

Antes de establecer el teorema 1 discutiremos el método que empleamos y
fijaremos algunos elementos necesarios en la demostraciéon. Nuestra herramienta
esencial es el Teorema del punto fijo de Schauder-Tichonoff, lo aplicaremos en la
siguiente forma.

Tomamos el espacio vectorial topoldgico C([r,00), C") con la topologia de la
convergencia uniforme en subconjuntos compactos de [r,00). Este espacio es de
Hausfdorff, localmente convexo, completo y metrizable (ver [S-1], [S-2]). Defini-
mos un subconjunto S de C en el cual probamos que A/ tiene un punto fijo lo que
determina la existencia de una solucién de (1). Notemos que la eleccién del con-
junto S es esencial en el problema puesto que, como veremos en la demostracion,
toda solucion del sistema (1) satisface las propiedades que definen a los elementos
de S, hecho que nos permitira determinar el comportamiento asintotico de tales
soluciones.

Teorema 1 Ezistencia y comportamiento asintdtico de las soluctones de (1)
Consideremos el sistema (1). Supongamos que
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|4

o b

[t—r()47 (1) < (2.5)

para t suficientemente grande y

/ODO A(8)ds < oo (2.6)

donde A(t) = A(t)||Ai|18(t)r(t). Entonces existe un to suficientemente grande y
una solucién continue Z de (1) definida en [to,00) que satisface |®(t)7'Z(t)] <
L (L >0 constante) y

2(t) = &(t)(c + of /t " As)ds)), o 58 (2.7)

para algin vector constante c. Mds ain, toda solucién continua del sistema (1)
satisface (7) para algin vector ¢ constante.

Demostracién: Consideremos los siguientes elementos técnicos, como
T = 1nft~7“(1‘) ¥y tl “’T’(t]) :fo
i>tg
para t =1, la condicién (5) queda en la forma
~ 1
[ Allgo (1) < 3
entonces por (3) v (6) podemos elegir t; suficientemente grande y tal que

1

3 (2.8)

[ Alfr(t) +2 [ A8 |Alhr(s)ds <

Sea ¢ una funcién continua definida en [7,%p] con valores en C" ysea L
una constante positiva tal que

|®(t)"g(t)] < L T <t <t
(2.9)
2(@(to)"'g(t0)] < L.

Sea § C C definido de la siguiente forma para cada Z en S se cumple

Z(t) = g(t) T<t<ty (2.10)
|®(t) ' Z(t)| < L St (2.11)
|B(t)"TAZ(2)] < 2L Adflir(2) t>t (2.12)
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y sea

N:C =—s €
Z — NZ=Y

el operador definido en (4). Denotaremos por £ = ®(tg) 'g(to)-

Vamos a demostrar que A tiene un punto fijo Z en el conjunto S. En el Lema
3 probaremos que S es convexo, cerrado y acotado. Para aplicar el Teorema del
punto fijo de Schauder-Tichonoff, debemos verificar que

i) N es continuo
ii) N(S)C S
i) N(S) es relativamente compacto en C

(i) N es continuo.
Como el espacio C es metrizable,A” es continuo si y solo si es secuencialmente
continuo, es decir para toda sucesiéon {Z,} en C tal que

Z, — Z cuando n — oo uniformemente en compactos entonces NZ, — Nz
uniformemente en compactos.
Asi, sea {Z,} sucesién en C tal que Z, — Z uniformemente en cada sub-

conjunto compacto de [r,00). Sea K compacto de [r,00), debemos considerar
tres casos

1. K C [T., to]

[SV]

KNt #@y KNlty,00) # @

W

KNt =@
En el primer caso, para cada t € I
IV Za(t) = NZ()]| = la(t) = g(2)]| = 0
por lo tanto
INZn —NZ||x < ¢

para cada € > 0, asi no hay nada que probar.
St Knirto] # @y K N[ty,0) # @ entonces podemos escribir

RKR=UUV

SV
[ 4



y sea

N O =s C
Z — NZ=Y

el operador definido en (4). Denotaremos por & = ®(t5)  g(to).

Vamos a demostrar que A tiene un punto fijo Z en el conjunto S. En el Lema
3 probaremos que S es convexo, cerrado y acotado. Para aplicar el Teorema del
punto fijo de Schauder-Tichonoff, debemos verificar que

i) N es continuo
i) M(S)CS
iii) N(S) es relativamente compacto en C

(i) A es continuo.
Como el espacio C es metrizable, NV es continuo si y solo si es secuencialmente
continuo, es decir para toda sucesién {Z,} en C tal que

Z, — Z cuando n — oo uniformemente en compactos entonces N'Z, — Nz
uniformemente en compactos.

Asi, sea {Z,} sucesién en C tal que Z, — Z uniformemente en cada sub-
conjunto compacto de [r,00). Sea K compacto de [r,00), debemos considerar
tres casos

1. K C |,

| R]

. KNrty) #®y K Nty,o00) #&
3. KN[r,t]=2@
En el primer caso, para cada t € I¥
INZa(t) = NZ ()] = llg(t) — g(t)]| = 0
por lo tanto
WWZ, -NZ|g <¢

para cada ¢ > 0, asi no hay nada que probar.
Si KNrt #®y KN[ty,o0)# @ entonces podemos escribir

K=UUV

12
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Asi, |[NZ, - NZ|k < e paratodo n > N, entonces N'Z, - NZ uniforme-
mente en compactos de [r,oc). Luego N es secuencialmente continua y por lo
tanto continua.

(11) N(S) € S. En esta demostracion usamos fundamentalmente el Lema 2.
Debemos probar que para cada Z € S, NZ =Y satisface las condiciones (10),

(11) y (12). .

Sea Y = N'Z, para 7 <t <t. (10) se satisface por definicién de A luego

Y(t) = () para t € [r,to].
Veamos (11). Sea 7 < t < tq
()Y (1) = |2(t)Tg(t)| < L por (9)
Si tg<t<t
B(1)Y (1) = £ + [ B(s)  A(s)AZ(s)ds
entonces
()Y ()] <€+ [, 1B(s)TTA(8)[B(s — r(s))@(s — r(s)) 71 Z (s = (s))

— 2(s)®(s)7 Z(s)]|ds

IA

€]+ Jio 12() 7T A(s)B(s — r(s))] [B(s = 7(5)) 7 Z(s — r(s))lds

+ [ [2(s)7TA()2(s)] [@(5) 1 Z(s)lds

IN

€1+ Jio 12(s) 7 A(5)é(s = r(s)I @7 Z r,20)

+ [2(s)7 A()R(s)DNR ™ Z]|fr,e1)ds

I

El 4+ 127 2|0 | Al o g7 (1)

por (5) ¥ (10)

Si t>t



Asi, || NZ, — NZ||x < ¢ para todo n > Ny entonces NZ, — N'Z uniforme-
mente en compactos de [r,00). Luego N es secuencialmente continua y por lo
tanto continua.

(i1) MN(S) € S. En esta demostracién usamos fundamentalmente el Lema 2.
Debemos probar que para cada Z € S, NZ =Y satisface las condiciones (10),
(11) y (12). .

Sea Y =NZ, para 7 <t <tp (10) se satisface por definicion de N luego

Y(t) =g(t) para t€ 7,1
Veamos (11). Sea 7 <t <t
[2(1)7'Y (1) = |@(1)"g(t)| < L por (9)
S1 to <t <ty
i
B() Y (1) = ¢ +] ®(s)" A(s)AZ(5)ds

to

entonces

[B(1)Y (1) < €]+ [ 1B(s) T A(S)[@(s — r(3))@(s — r(8))"1 Z(s — 7(s))

— @(s)B(s)7 Z(s))|ds

IA

€]+ Jio |2(s) 7 A(3) (s — r(s))] [@(s = r(5)) 7 Z(s — r(s))lds

+ Lo 1®(s) T A(s)®(s)] |B(s)71Z(s)|ds

IN

€]+ Jig 12(5) 7" A(8)8(s = r(sHII@7 Z |7,

+ |2(s) T A(s) ()2 Z |[rsy s

IN

€] + H‘I"IZ”[m][|-‘4-”[to,n}""(f1)

por (3) y (10)

&

v b
| B

+ LHfin[to.t]]T(h) <

© | bt
IA
b~

51 t 2t
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()Y () = £+ [ B(s)TA(s)AZ(s)ds
= (4 [ ®(s)TA(s)AZ(s)ds + [, B(s)TTA(s)AZ(s)ds
= £+ [if B(s) T A(s)[@(s — r(s))®(s = (s)) 7" Z(s —r(s))

—~ B(s)B(s)"Z(s)]ds + [ B(s)TTA(s)P(s)AZ(s)ds.

Por lo tanto,
1B()TY ()] < €]+ il 12(s) T A(s) (s — ()] [@(s — ()T Z(s — r(s))lds
+ [ 18(s) T A()@(s)] [B(s)7T Z(s)ds

+ [ 1B()A(5)P(s)] |(s) T AZ(s)lds

I

€]+ fig 12(s) 7" A()®(s — ()] |27 Z |7y s

+ 2 18(s) T A()B()] @7 2 s + 2L i, A(s)B(5) | Asllar(s)ds
< e+ [ A7 2 pds + 2L [ A(s)B(3) | Asflar(s)ds

< e+ 1Al a1 Zllragr(t) + 2L [ Als)B(s) | Aullir(s)ds

< Lt LAl gr(ty) + 2L 7 A()B()I Asllar(s)ds < L
por (8) v (9). Luego para todo t > 7 |®(t)7'Y(t)| < L y se tiene (ii).

Probaremos que ¥ = A Z satisface (12).
Sea t > t;, usando la condicién (iii) del Lema 2 tenemos que

2(1)"AY (1)] < B Aelir(®) (@7 Velly + 1977 Zell2)
como Y y Z satisfacen la condicién (11), entonces
@/ Yilh <L v |97 Zl <L
luego

®(t) T AY (1)] < 2LB(H) | Adllar(2)
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Entonces N(Z) satisface (10), (11) y (12) para todo Z € S, por lo tanto
N8 € S,

(i11) N(S) es relativamente compacto en S. Esto es equivalente a probar que
N(S) es relativamente secuencialmente compacto ya que C es metrizable (Cap.

I).
Sea B un subconjunto acotado en S.

Luego para todo K compacto de [r,00), existe ¢ = ¢(R) constante tal que
para toda Z € B, ||Z||x < e

Sea a >t fijoy sea ¢, constante tal que para toda Z € B
1 Z]lir.a) £ €e

Por lo tanto el conjunto B es uniformemente acotado para todo t € [, al.

Sea B, el conjunto de funciones en B restringidas al intervalo [r,a]. Pro-
baremos que la familia de funciones N(B,) definidas en [r,a] es uniformemente
acotada y equicontinua.

N(B,) es uniformemente acotado.

Sea f € N(B,), entonces existe h € B, tal que f(t) = Nh(t) para cada
t € [r,al.
Luego f(t)=g(t) te[rty v
i
F(t) = B(to)E + B(1) / B(s)LA(s)AR(s)ds > to
to
Sit >t
flltea) < N12lto.allé] + [1@lltoa i [B(5) 7" A(s)AR(s)|ds
< 1Pl allél + 12l 0.1l 27" Allito.a) Jig 1R (s — 7(s))] + [~(s)]ds
< @l allé] + 12,0112 7" Allro a2l Al 0@ — to)
luego como h € B,
I llito.) < 120 a1 €] + 2018 ll1t0.1 127" All o 0} (@ — to)ea

Sea

M = max{||gllyo)s 12l (J6] + 2187 Alljg acala — t0))}

entonces para todo f € N(B,)



[fllira) < M
y N(B,) es uniformemente acotado.
N(B,) es equicontinuo.

Sea f € N(B,) entonces existe h € B, tal que f = ANh.
Debemos probar que para todo ¢ > 0, existe § >0 (é = é(¢)) tal que, para
toda f € N(B,)

|t —f| <6 entonces |f(t)— f(})| <e
Como & es continua, entonces para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si
|t —1] <& entonces  2(]¢] + 2¢a|| @7 Alljs0,0)|B(2) — B(F)| < £

Sin perder generalidad podemos suponer t > #, ya que en caso contrario la
demostracion es equivalente.
Sea ¢ > (0 y tomemos

& = min {5, i }
2(/[@[[1r,q) (127" Allgr,12¢a)
luego &' = §'(¢) y tenemos que para cada f € N(B,), si |t — | <& entonces

F(8) = FO] = @€+ B(2) [, B(s) 7 A(s)AR(s)ds — B(D)é
— ®() i, ®(s)71A(s)AR(s)ds| < |@(2) — B()] [¢]
+|B(t) fL B(s)" A(s)AR(s)ds — B(F) i B(s) A(s)Ah(s)ds]
+|(2) ff B(s)7 A(s) AR(s)ds| < |B(2) — &(F)] [¢]
+ [ @(1) — B(F)| S |@(s) 7 ACs)] |AR(s)|ds
+ |B()] [{ 18(s) As)] |AR(s)lds < |®(t) — B(%)]
€1+ S 12(s) 7 A()I(Ih(s = ()] + h(s)])ds

+ ||¢”Itﬂgﬂ-]H(P—]‘A'“[tg,a]?ﬁca_(t — E)]

IA

|2(t) — 2DI[IE] + 127" Allto,a12¢a] + 26412 lt0,) |2 Al ) (£ — 1)

+

wajm
™
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Entonces si |t — | < & entonces |f(t) — f(f)] < ¢ para toda f € N(B,).
Por lo tanto N(B,) es equicontinuo. Entonces, por el Lema de Ascoli (Cap. I)
toda sucesién en N(B,) tiene una subsucesién que converge uniformemente en
[7,a]. Usando este hecho vamos a demostrar que toda sucesién en AN(B) tiene
una subsucesion convergente.

Sea {Y.}n»>1 sucesién en N(B). Sean Z, € B tal que
NZ, =Y, n>1

La sucesién {Z,},»1 restringida al intervalo [r,7 + 1] pertenece al con-
junto B,,; y suimagen bajo A" a AN(B,;;) que es uniformemente acotado y
equicontinuo, por lo tanto {Y;},>; tiene una subsucesién {Y,!'},>1 que converge
uniformemente en [7,7 + 1].

Sean Z! tales que ¥;! = NZ} n>1

Considerando las restricciones de Z! a [r,7 + 2|, pertenecientes a B.,,,
se tiene que el conjunto A(B,42) es uniformemente acotado y equicontinuo,
luego {Y;'}.>1 tiene una subsucesién {Y¥;?},>1 que converge uniformemente en
[7,7 +2]. Continuando con este proceso tenemos que la sucesiéon {Y,},>1 tiene
una subsucesién que converge uniformemente en cada compacto de [r,o0).

Entonces, para todo subconjunto B de C acotado, N(B) es relativamente
secuencialmente compacto, como C es metrizable, AN (B) es relativamente com-
pacto en C. En particular como § es acotado, N(S) es compacto en C y
tenemos 111).

Dado que el conjunto S y el operador A satisfacen las condiciones necesarias
en el teorema de Schauder-Tichonoff hemos probado que N tiene un punto fijo en
S. Entonces existe Z € § tal que

NZ(t)=Z(t) t>7
es decir
Z(t) = g(t) t € [r, to]
;
2(1) = $()¢ + 8(1) [ B(s) A(5)AZ(5)ds £> 1,

Luego Z es una solucién de la ecuacién (1) para ¢t > t5. Como Z € S,
entonces satisface las condiciones (11) ¥ (12). Usando el Lema 1 de unicidad,

]
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concluimos que para toda funcion continua ¢ definida en [7,7,] existe una tinica
funcién continua Z, que es solucion de (1) para t > o y tal que Z(t) = ¢(1)
para t € [r,1].

Por otra parte, supongamos que 7 es otra solucién del sistema (1) definida
para t > {>0.

Entonces para cada t >t

Z'(t) = A()Z(t — r(t))
sea 7 =inf;5;t —r(1).
La funcién Z estd definida para ¢ > 7 y es solucién de (1) en [f,o0).

Sean

t' = maz{f,t} y glgt —r(t)

Tomemos como la funcién inicial ¢ a la solucién Z definida en el intervalo
[7/,#']. Entonces por lo ya probado para Z continua en [r/,#] existe una tnica
solucién Z de (1) definida en el intervalo [t',00) tal que Z(t) = Z(t) t € [r',¥]
y satisfaciendo (1).

Como Z(t) es solucién para t > t' se'tiene que Z(t) = Z(t) para todo
t > t'. Por lo tanto toda solucién de (1) definida para todo ¢ suficientemente
grande satisface las desigualdades (11) y (12).

Como toda solucién Z de (3) es solucién de la ecuacion (1), y puesto que
|®(s)"TA(s)AZ(s)] < A(s) de (12) y (6) tenemos que

f () A(s)AZ(s)ds
to
converge cuando t — oo. Entonces

t oo

g+f &(s) " A(s)AZ(s)ds :c+o(/ X(s)ds)
to t
Asi,
)1 Z() =c+ o(foO A(s)ds) t>t
t

lo que completa la demostracién del teorema.

Es obvio que la clase usada por Cooke [C-1] en el caso A(t) escalar y constante
no puede aplicarse aqui. Esta clase, por ser invariante por el operador N, debe
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deducirse de las propiedades del rango de A. Alli, lema 2 es fundamental. La
primera luz sobre la constante-variable de Lipschitz A(t) aparece en [P].

De hecho, notemos la similitud entre las funciones A(t), B(¢), A(t) que
obtenemos en nuestros calculos, con las funciones < a > (1), B(¢) y r(t)
(respectivamente) obtenidas por M. Pinto [P] en el estudio de la ecuacién u'(t) =
a(t)u(t —r(t,u)) (Seccién 4, Cap. II). Este hecho es consecuencia de que ambas
ecuaciones tienen coeficientes variables no obstante ser de distinto tipo

Notemos que el teorema 1 se puede aplicar a un sistema de la forma

Z'(t) = A(t)Z + B(t)AZ.
En este caso, tomamos

A(t) = |2(t) " B()2(1)] + [8(1) " B(1) (¢ — r(2))].

Finalizamos esta seccién demostrando las propiedades del conjunto S que
quedaron pendientes en el Teorema 1.

Lema 3 S es convezo, cerrado y acotado en C.

Demostraciéon: S es convexo.
Sean u,v en S, ay f reales no negativos y tal que a + 3 = 1.
Sea Z(t) = au(t) + Bo(t), si t € [r,1)

Z(t) = au(t) + Bv(t) = ag(t) + By(t) = (a + B)g(t) = ¢(t)

luego Z satisface (10).
Sea t >, si t <tg, Z(t) =g(t)

|8(t)1Z(t)| = |®(t)'g(t)| < L

s1 12>ty .
[2(8)712(1)] = |@(t) " au(t) + B(1)7'(1 — a)o(t)|
< af®(t)u(t)] + (1 - )| () u(t)]
< al+(l-a)l=1L
Si t >t
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@) TAZ(H)] = |2()7(Z(t - (D) = 2(2))]
= |&(t) Nau(t —r(t)) + (1 — a)o(t — (1))
— 2(t) " (au(t) + (1 — aju(t))]

= |a®®) " Au(t) + (1 ~ a)®(t) " Av(t)]

A

a|®(t) 7 Au(t)] + (1 — )| 2() 7' Av(t)|

IA

oL Adllir(2) + (1 — @)2L8()| A (2)

= 2LBH)| Adlr(2)
Por lo tanto Z € Sy S es convexo.
S es cerrado.

Sea {Z,}%, sucesiénen S, tal que Z, — Z uniformemente en subconjuntos
compactos de [1,00).
Luego para todo K C [r,00) compactoy ¢ >0 existe Ny € N tal que

sup | Z.(t) — Z(t)| < ¢ n > Ny
tek
Probaremos que Z satisface (10), (11) e (12). Sea t € [r,10] ¥ K C [7,0)
1Z(t) —g(t)] = |2(t) — Zu(t) + Zn(t) — 9(2)]
< 12(t) = Za(t)] + 124(2) — 9(D)];
entonces
sup |Z(t) — ¢(t)] < sup |Z(t) — Za(1)| 4 sup | Z.(2) — g(t)]-
tek tek teK
Ahora
Zn(f) = g(f) n 2 .N'Q ¥ tE [T,t(}],

por lo tanto

sup | Z(t) — g(t)| <sup |Z(t) — Za(t)| S e
tER ek
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En particular para K = [r,t] luego para todo ¢ > 0
1Z(t) — g(t)| < ¢ t € [1, 1]
entonces
Z(t) = g(t) t € [7,to]
Sea t>7. Si t<ty, Z(t)=g(t) vy
[2(1)7'Z(1)] = [2(t)g(t)| < L
Si t>t
[2()71Z(1)] = |2()71Z2(t) — B(1)71 Za(t) + B(2) 1 Za(2)]
< 12()7HZ() = Za()) ]+ |2(1) 7 Za (1))
< 1207 12(2) — Zu(t)| + L.

Como Z, — Z uniformemente en compactos, para todo compacto K de
[to,00) ¥ todo & > 0, existe Ng= Ny(c) € N tal que

127 xlIZ - Zullx <&
Luego
|2(t)7'Z(t)] < Super|®(t)"Z(1)]
< Super|®(t)7 |Z(t) — Za(t)| + L
< 1@ MkllZ - Zolk+L<e+L
v entonces
|®(¢)"'Z(t)| < L t > to.
Asi tenemos que
|®(t)7"Z(t)| < L t>r

y Z satisface (11).



Sea t 2 tl
|®(t)PAZ(t)] = |®()TAZ(t) —@(t)TAZ, + B(t)ITAZ,(2)]
< 2@)7HI2(E —r(t) — Za(t = r())] + 12(t) — Za(D)]]

+ ()T AZ(2)].

Podemos elegir un compacto K = [tp,a]. Paracada t € K, t —r(t) € K
pues t; <t <a implica que tH <t —r(t) < a.
Para cada ¢ > 0, existe Ny = Np(¢) tal que

2@ |k sup | Za(t) — Z(t)| < ¢ n > Ny
tek

entonces

|®(t)"TAZ(t)] < |®(t)7TAZ(t) — ®(t)TAZL(t) + D(t)TTAZL(2)]

IN

|2(t)7HZ(t = r(t)) — Zalt =r ()] + 12(1)(2(2) = Za(D))]

+ (1) AZA(1)]

IA

127K Z = Zallx + 127 &N Z = Zallx

+ [@(t)7TAZ,(1)]

IA

2|®~1||k]|Z — Zullx + 2LA(E) || Adljar(2)
< e+ 2LB(H)|| Al r(t).
Luego
|®(t)TAZ(t)] < 2LAM)| Acllar(t) t >t

y Z satisface (12). Luego S es cerrado.

S es acotado en C.
Debemos probar que para todo K C [r,00) compacto, existe ¢ = ¢(K)
constante tal que

IZ]|lx < ¢ | para todo Z en S.
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(¢ es independiente de Z).
Sea K compacto, elijamos ¢ 2> ||®||x - L entonces

12l =@ 7' Z|lx < |22 Z]lx < ||1®]lx- L <ec

para toda Z € §. Por lo tanto S es acotado lo que completa la demostracién.

3 Teorema de Levinson para un sistema lineal
con retardo

En esta secciéon presentaremos un resultado sobre existencia de soluciones del sis-
tema (1) donde suponemos que la matriz A es de la forma A+ R donde A
es una matriz diagonal que satisface la condicién de dicotomia de Levinson. Al
igual que en el teorema 1 usaremos como herramienta fundamental el teorema del
punto fijo de Schauder-Tichonoff para obtener nuestro resultado.

Consideremos el sistema lineal

Z'(t) = (A(t) + R(t)Z(t — r(t)) (3.13)

donde A es una matriz diagonal, continua definida en el intervalo [0,00) v R es
una matriz continua definida para t > 0. Sean A;(t), Az(t), -+, A.(t) los valores
caracteristicos de A(t), y supongamos que para algin k fijo, k € {1,---,n}
cada 7, 1 €7 < n pertenece a uno de los conjuntos I; o I, donde

JEL si f{ Re(Me(@) = Aj(a)da — oo cuando t — 00
. (3.14)
[:2 Re(Mp(a) — Aj(a))da > —K ta >t 20
- tz -
je, s / Re(Ar(a) — Aj(a))da < K t >t 20 (3.15)
ty
Con K constante.
Sea @(t) la matriz fundamental del sistema lineal ordinario
X'y =AM)X(1) (3.16)

tal que ®(to) = I, es decir ®(t) = [} A(a)da, to > 0. Para k fijoe I, e I
los conjuntos definidos en (14) y (15) podemos escribir la matriz

B(t) = B (1) + Bat)
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donde las matrices diagonales ®; y @, contienen los elementos de @ asociados
con las columnas de indice j§ pertenecientes a I, e I, respectivamente.
Denotaremos :

B(t) = el B
Si ps(t,s) es un elemento cualquiera de la matriz ®,{)®(s)™! entonces:

O[(t q) _ ef:a Af(a)da—L; he(e)de
< y —=
= ef: Mla)da— [ Ap(a)dat [ M (a)da

= o SOk M@ [ Me(e)de
Como (€ I, de (14) tenemos que:

loo(t,3)] < e [ Re(hita)=Aela)der [ Redy(a)de
< ef"'ef: Relg(a)da
luego

los(t,8)] < eXR(B)R(s)™? to < s <t (3.17)

Del mismo modo, si (%, s) es un elemento de la matriz diagonal ®(¢)®(s)™!
se tiene:

bt s) = o Aele)do= 2 Ne(o)do
= ¢ Jf dlejden [ Mplaldas [ Nifa)da

— efzs(’\k(a)_)‘t(a)]do‘ g f: )\k(ﬂ)dﬁ,
por lo tanto de (15) tenemos:

15e(t,8)| < edi Belule)=defedda o= [ Mela)da
< K= J; Redi(o)da

Luego
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8:(t,8)] < eMR(BR(s)T # < (3.18)

La ecuacion (13) podemos escribirla como

Z(t)—.Au)Zﬁ)::A(Q(Z(t—wmﬂ)-Z(ﬂ)+;Ru)Z(f—7(ﬂ). (3.19)

Abreviaremos AZ(t) = Z(t —r(t)) — Z(t). A partir de la ecuacién (19) y de (14)
y (15) tenemos que si una funcién Z es solucidn, de la ecuacion

Z(t) = ®(t)c+ ffe ) (1)B(s) TA(3)AZ(8)ds — [7° Po(t)P(s) T A(S)AZ(s)ds

+ fi @1()®(s) T R(s)Z(s —r(s))ds — [7° ®o(t)B(s) T R(s)Z(s — r(s))ds
(3.20)
donde ¢ = ®(t5) 1g(to), z = g sobre [r,tg] (provisto que todas las integrales
existan), entonces es solucién de la ecuacidn (13).

De manera similar a lo que hicimos en la demostracion del teorema 1, nuestro
proposito es, a partir de la ecuacién (19) definir un operador M sobre algin
espacio apropiado y demostrar que éste tiene la propiedad del punto fijo.

Consideremos el espacio C = C([r,0),C") con la topologia de la convergencia
uniforme en subconjuntos compactos de [r,00). Sea ¢ una funcién continua
definida en el intervalo [7,tq), y sea G CC definido de la siguiente manera.

Si Z € 7, entonces satisface:

Z(t) = g(t) T <t <o (3.21)
R(t)HZ(#)| < L Tt (3.22)
W) HAZ(E)] < Le()h(t) "l (3l[Adh + |1 Rell1) t =, (3.23)

(1 definido en la pagina 20). Para este conjunto tenemos el siguiente lema:
Lema 4 Sea G CC tal que toda Z en G satisface (21), (22) y (23), donde ¢

es una funcién continua y tal que h(t)7'|g(t)| < L para todo t € [7,ty]. Entonces
G es convezo, cerrado y acotado.
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—G es convexo.

Sean u,v € G, ysea Z =au+bv donde a y b son reales no negativos y
tal que a+b=1. Vamos a demostrar que Z € G. Si t € [r,1o] entonces

Z(t) = au(t) + bo(t) = ag(t) + bg(t) = (a + b)g(t) = g(?)

luego Z cumple (21).
Sea t> .
51t <y, Z(t) = g(t)
y
R(t)THZ()] =R (@) < L

s1 t > tg, entonces

M) 2 = h(8) au(t) + bu()]
= h(t)7|(1 = B)u(t) + bu(t)] < ()7L ~ B)|u(®)] + A(2) 7 blu(t)]
< (1= Bh(t) M u()] + bh(t) T u(t)]
< (1-BL+bL=1L

entonces h(t)"1|Z(t)] < L para todo t > 7 y tenemos (22).
Si t >t

RETAZE)| = A2 - (1)~ Z(2)]
= h(t)Mau(t — r(t) + bo(t — r(t)) — au(t) — bu(t)]
= h(t)Ya(u(t = r(t)) — u(®)) + b(v(t — (1)) = v(t))]
< ah(t)7Au(t)| + bh(t) 7 Av(t)|
< (a4 B)Lr(t)h(t) 7 [ hell2(3[| Aclhy + I Bellx)

= Lr(t)h(t) Y| he|l2(3]| Adlls + | Rell1)

por lo tanto se cumple (23) v entonces Z € G y G es convexo.

G es cerrado.

40



Sea {Z,} € G sucesion tal que Z, — Z uniformemente en subconjuntos
compactos de [7,00).
Entonces para todo K compactoy & > 0 existe No = Np(K,e) € N tal que

1Zn — Z||k < ¢ n > No
debemos probar que Z satisface (21), (22) y (23). Sea t € [r,to] ¥ K C [7,t0]
1Z2(t) —g(t)] = |2(t) = Za(t) + Za(t) — 9(2)]
< 12(t) = Za(d)] + |Zn(2) — g(2)]
como Z, € G, satisface (21) por lo tanto

1Z(t) — g(t)] < 12(t) — Za(2)]

55D 1Z(t) —g)| <12 - Zu||lx < €

para cada ¢ >0 y K compacto, en particular para K = [r,ty] luego para todo
te K

1Z(t) —g(t) <1 Z —gllx <¢

entonces Z(t) = g(t) para t € [7,1q].

Sea t > 1
si t <tp, Z(t) = g(t), luego
h()Z(8)] = h(t)Mg(t)| < L
st t 2 'to

h(t)7Z(2)| h(t)"HZ(t) = Za(2t) + Zn(t)]

< R(OTHZ(E) = Za(®)] + (1) 7 2a(2)]

como Z, — Z uniformemente en compactos, para todo K compactoy & > 0
existe Ny € N tal que

1A kN2 ~ Zallg < & n 2 No

entonces para todo t € K
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h(t) 7 Z(t)| < Suprerch(t)Z(O] S Bkl Zn — Zllk + L <e+ L
luego
h()H2Z()] < L Lt 2>t
y tenemos que;
ht)Z(t)| <L t>r

asi Z satisface (22).
Sea t >t

h(H)AZ()| = W) Z(E-r(t) - Z(D)]
= h()YZ(t = (1)) — Zau(t — (1)) + Zn(t — r(t)) — Za(2)
+ Za(t) = Z()| < h()THZ(t = r(8)) — Za(t —7(2))]
+ R()Za(t = (1) = Zu(t)] + B(2) 7 Z0(t) — Z(2)]
< R()THZ(E = (1) = Zu(t = r(0)] + R(E)THZ(E) — Za(2)]

+ Lr(t)h() " [ Rell2Bll Adlly + 1| Rell1)

Sea K un compacto de la forma [ty, a] de manera que, como t > t, t—7(t) >
to, por lo tantosi t € K, t —r(t) € K.
Sea ¢ > 0, entonces existe Ny € N tal que para todo n > Ny

2Mh7 Ik NZ = Zallk <€
luego, para todo t€ K y ¢ >0
h(t)NAZ(t)| < Supexh(t)7Z(t — r(t) — Zu(t — r(1))|
+ Supenh(t)|Z(t) — Z.(1)]

+ Lr(t)at) Y hella(3)| Adls + 1R

IA

21k~ Ik 12 = Zallke + Lr(@)R(E) 7 [ Aell2(3/| Adlly + [1Rell1)

< e+ Lr(t)h(t) Y hel2(3][Adllr + || Rellr)
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entonces

(1) THAZ()] < Lr()h(6) ™ el 2Bl Adl + [[Rell1)

para cada t > ;.
Por lo tanto G es cerrado.
G es acotado en C.

Debemos probar que para cada K compacto en [r,0), existe ¢ =¢(K) >0

tal que

|Z||x < ¢ paratodo ZeG

Sea K compacto, y tomemos ¢ = ||h||xL luego

1Z]|x = |Ih- 27 2|k < [RllklIB7 2]k < |hllxD < c

para todo Z € G, luego G es acotado.
Lo que concluye la demostracion.

Antes de establecer nuestro préximo resultado (versién del teorema de Levin-
son para sistemas lineales con retardo) daremos brevemente el argumento de su
demostracién. Al igual que en la demostracién del teorema 1 aplicaremos el teo-
rema del punto fijo de Schauder-Tichonoff considerando un subconjunto G del
espacio vectorial C = C([r,00),C") con la topologia de la convergencia uniforme
en subconjuntos compactos de [r,00) v un operador M que posee la propiedad
del punto fijo. Sin perder generalidad podemos suponer que:

Al < |diag{A}],
En este caso el operador M a considerar estd definido solo en G.

Teorema 2 (Levinson para sistemmas de ecuaciones con retardo)

Consideremos el sistema (18). Supongamos que los wvalores caracteristicos
M(#), -, An(?) de la matriz A(t) satisfacen las condiciones (14) y (15) y que
pare algin to >0

“A-“[i-r('t),t]r(.t) S m t 2 to (3.24)

donde m =min{l, 2=} y

[ e®)ladndt < oc (3.25)

to
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[ e®Rddt < o0 (3.26)

/t " R($) At = (1)) R(D)|dE < oo (3:27)
donde
(1) = h(e) | el 2| AD)Ir(2).

Entonces existe una solucion continua Z, de (18) definida en [tg,o0) (to que
serd precisado en la demostracidon) que satisface

h(t)"'Zi(t)] < L (L > 0 constante)
y tal que

Zu(t) = o Mo L o(1)) 134 (3.28)

donde e; es el vector columna cuyos elementos son todos nulos salvo el k— ésimo
que es igual a 1.

Demostraciéon: Definamos primero algunos elementos técnicos.
Sea como antes '

T = infisqt —r(t)

v sea t; 2> 1y tal que

f} - T‘(t;) = ‘to

t—r(t) >t para todo t > t;

De las condiciones (25), (26) y (27) podemos elegir ¢, suficientemente grande
tal que

|lf\-H[f—r{:),z]?‘(t) <m

3P [ (o)l Asllids + €M [ ()| Ryll1ds
U - (3.29)
+ ek S h(s)" h(s —r(s))|R(s)|ds < 3
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Notemos que para todo k, 1 <k<n, y t=>1p

||R€f\k”{t-r(t).t] < ||A|l[t—r(t),i]
luego para cada t > tg

t t—r(t)
Bt — (1)) = e Ju Pt Reblui

t
= e j\r_r(t)Rﬁ'a\k(u)du < e”Re’\k”Ef—f(‘)-‘]T(t)

< ellAle—rieygm(d)

entonces

h(t) " h(t —r(t)) < e™ (3.30)

Sea ¢ una funcién continua definida en [7,t0] y tal que g(to) =ex ysea L
una constante positiva que satisface

L = maz{2,||h™"gl|ro)} (3.31)

Sea G el subconjunto de C definido por las condiciones (21), (22) y (23). De
acuerdo al Lema 4, G es convexo, cerrado y acotado en C. Ahora ocupamos la
ecuacion (20) para definir el operador

.'MZG - G
Z —- MZ=Y

donde

y(t) = g(t) r<t<tp (3.32)

Yig) = ety S ®1()B(s)" A(s)AZ(5)ds
— [ ®(1)B(s)TA(s)AZ(s)ds + [, 1(t)@(s) T R(s)Z(5 — r(s))ds

= [T ®()Q(s)'R(8)Z(s —r(s))ds  t > t.
(3.33)
Vamos a demostrar que este operador tiene un punto fijoen G. Luego debemos
probar 1) M es continua con la topologia compacto abierta, ii) M(G) C G 1y iii)
M(G) es relativamente compacto en C.
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(i) M es continuo.

Como C es metrizable, basta demostrar que M es secuencialmente continuo.
Sea {Z,} sucesién en G tal que Z, — Z uniformemente en cada subconjunto
compacto de [r,00). Sea K compacto de [r,o0) consideremos los casos

a) K C [r,t
b) KN[rt] #® y KN[tg,00) # @
¢) Knlrt)]=2%
En el caso a), para todo t € K
IMZ,(t) = MZ(t)| = |g(t) — g(t)| = 0
luego
|IMZ,(t) — MZ(t)||x <e¢ paratodo &>0

Si KN[rt)#® y KN[tg,o0)# ¢, caso b) podemos escribir K =U + 1%
donde

U= I{O[T,tg} ’

V=K-—|[rt)
U y V son subconjuntos compactos de [r,00) ysi t €U
IMZ,(t) — MZ(1)] = 0
entonces
IMZ, — M2l = | MZy — MZp

luego basta probarlo en el caso c¢). Entonces supongamos K N [r,t,) = ® como
K es compacto existe a > 0 tal que K C [to,a].
Recordemos que G es cerrado y por lo tanto Z € (G. Tenemos que

(MZ(8) = MZ(E)| < J [8:1(8)8(s) A(sHAZo(t) — AZ(s))lds
+ LT 1@a(D)F(s) T AS) AZa(s) — AZ(s))lds
+ £ 1®1(0)8(s) R()(Zals — 7(s)) — Z(s = r(s)))lds

+ 7 [@2(t)@(s) 7 R(s)(Zn(s — r(s)) — Z(s — r(s)))|ds
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de (17) y (18) tenemos:
< €Xn(t) L h(s) M A(S)] |AZa(s) — AZ(s)lds
+ €KR(t) i h(s)TR(S)] |Zals = 1(5)) = Z(s — r(s))]ds
+ Nt [ h(s)A(S)] |AZa(s) = AZ(s)|ds

+ eMh(t) [ h(s)THR(s)| | Za(s = 7(s)) = Z(s — r(s))|ds

para las dos primeras integrales tenemos
ehh(t) [fio h(s)TA(s)| [AZn(s) — AZ(s)|ds
+ fi () THR(S)] 1Za(s = 7(5)) = Z(s = 7(s))|ds]
< eMhll.ally R(s)A(S)] |AZa(s) — AZ(s)lds
+ Ji h()TR(s)] | Zn(s = 7(s)) = Z(s — r(s))|ds]

notemos que

|AZ(t) — AZ(H)] S |Za(t = r(t)) = Z(t = r(t))] + |Z0(t) - Z(2)].

Entonces

< el Al all AZn = AZlpa) + 7 Rlltto.a)l| Zn = Zllir.a)(a

< M2l + I RNl 20 = Zliiral(a — to)

Luego para todo ¢ > 0 existe N; = Ny(e) tal que

e* 2l Allo.a) + 1 Bllitosa))(@ = to) | 20 = Z ||y <

| M

para cada n > Nj.
Veamos las dos integrales restante, denotemos por

Ha(t) = h(t)|A()] |AZ,(t) = AZ(2)

To(t) = h() T |R(®)] | Za(t = r(t)) = Z(t — r(2))]
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Obs.: Podemos suponer que t > t;, puesto que en caso contrario, se tiene que:

ftm Ho(s)ds = f:l Hn_(.q)d3+/t°° H,(s)ds

1

v la primera integral de esta suma tiende a cero cuando n — oo ya que
[P Ha(s)ds < ;01 H,(s)ds
< A7 Mo, el AZn = AZ|[r g7 (t1)

< T Ao (B Zn = Zllirea)-

De igual modo ocurre para [ T, (s)ds.
Tenemos que para cada t > t;, de (34)

H,(t) < h()TA@I(12a(t = (1)) = Z(t = ()] + | Za(t) — Z(2)])

To(t) < h(t) R | Za(t - r(t)) - Z(¢ - r(1))].
Como Z, — Z uniformemente en compactos, cuando n — 0o, entonces
|Zn(t) — Z(t)] = 0 si n — oo,
por lo tanto
H,(t) =0 y Ta(t)—0

para cada t > t; (convergencia puntual).
Por otra parte de (23) tenemos que

Ho(t) < AR THAZL()] + [AG)]A()THAZ ()]

< 2Lr(O|A®) A I Aell2(3l| Al + (| Rellr)

IA

2Lp(E) (3| Aclly + | Rell1),

| Ha(s)ds < [T Hos)ds.
t

to
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De (25) y (26) tenemos que la sucesién {H,}n>1, estd dominada por una funcién
L4[0,00), entonces del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue resulta:

lim jw H.(s)ds =0

n—00 to

Luego para ¢ > 0 existe Ny = Ny(e) €N tal que.

K loa) [ 1A [AZo(s) — DZ(s)lds <

Wl ™

para todo n 2 Ns.
De manera similar tenemos que

T.(t) = R($) M RO Za(t = 1)) +12(E = (1))
< h(®)h(t = r(O)RMI(R(E = (1) 1Za(t = ()]
+ h(t—r(@) M2 =)D

De (22) resulta
T.(t) < 2LA(t) " At — r(t))|R(E)]-

Por (27) la sucesién {To}n>1 estd dominada por una funcién L;[0,00), ¥

]f T(s)ds < [o T(s)ds

Entonces

(ool

lim T.(s)ds =0

n—+00 to

Asi, dado € > 0 existe un N3 = N3(¢) € N tal que

£

el | 1) R 1Z0(s = () = Zls = r()lds <3

para todo n = Ns.
Entonces, para cada ¢ > 0, sea Ny = maz{Ny, Na, [} usando estas tres
estimaciones se tiene que

IMZ,(t) = MZD)] £ X2 Ao + I Rllo)e = to)l|Zn = Zlitral
+ Rl S R(s) A [AZa(s) — AZ(s)lds

b KRl S h(s) RS | Zals = r(5)) — Z(s = 7(s))lds

AN
[S-R L]

+E4

— &
(=

wim
wim
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para todo n > Ny. Por lo tanto M es continuo en G.
(1) M(G) € G.

Debemos probar que toda ¥ € M(G) satisface las condiciones (21), (22) y
(23).

Sea Y en M(G), entonces existe una funcién Z en G tal que Y = M(Z).
Luego Y satisface las condiciones (32) y (33).

Y = MZ satisface (21) por definicién.

Veamos la condicién (22). Sea t > 7
Si T<t<ts, Y(@)=g(t) y

R Y] < O 9] < IAYaallglline < L
sit>T
V() < )+ I 18:1(0)8(s) ] |A()AZ(s)ds
b 10a(1)0(s) ] |A()AZ(s)ds
£ 1@u(8)3() ] [R()Z(s — r(s))lds
£ IR 18(0)8(5) | IR(s) (s — r(s))lds
de (17) y (18) tenemos:
V() S A()+ e¥h(e) £ A(s)HA()AZ(s)]ds
+ eKR(t) [ h(s)T|A(s)AZ(s)|ds
+ eKR(t) JL h(s) | R()Z(s — (s))lds
+ KR [ h(s) M R(s)Z(s — r(s))lds

entonces

)Y ()] < 14X /ﬂ " h(s) M A(s)AZ(5)|ds + X /: h(s)"Y|R(s)Z(s — r(s))|ds

0

esta desigualdad podemos escribirla como



M) Y ()] < 14X [ R(s)HA(s)AZ(s)]ds
+ €K [0 h(s) " A(s)AZ(s)|ds
+ € [ h(s) | R(s)] |Z(s — r(s))lds
< 14X [ h(s)HA(s)] |2(s)]ds
+ €5 [ h(s) " h(s = r($))A(s)] (s — ()M Z(s = 7(s))lds
+ X [ |A(s) h(s) M| AZ(s)|ds
+ X [ h(s) 7 h(s — r(8))|R(s)|h(s = 7(s)) M Z(s — r(s))]ds
por las condiciones (22) y (23) tenemos
< 14 M LA () + € LilAllo 11 SuProgocts |7 (8)(s = 7(s)) Ir(ta)
+ Le¥ [ [A()|r(s)h(s) " |1 hala(B]| Aol + | Rellr s
+ LeX [ h(s)" h(s = r(s))|R(s)|ds.
Notemos que de la condicién (24) resulta que para todo t > tg
h(t) " h(t = r(t)) < elbl-rar® < ¢,
entonces

[ Al (11)(1 + suprggoga [1A(s) ™ h(s — r(s))ID)

< g 1 1
= ek+4[1+e]:€_d+_§ﬂ

+ 1
49

ool =

1
8
luego usando (29) y (31)
M) Y] < 1+ L+ Le [ o(3)(3]|Asll + || Rsll1)ds
+ LeM [ h(s) h(s — r(s))|R(s)|ds

< 1+E+Lf=14L<p
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para todo t > ;.
Por lo tanto

)Y (1) <L t>T

Falta probar que Y = MZ satisface (23). Sea t > t; usando la definicién de
Y tenemos que i

IAY ()] = [Y'(t) = Y(t = r())] < [Y'(n)Ir(2)
para algin n, t—r(f) < <t y

Y'(ne) = Am)Y (ne) + A(ne) AZ(ny) + R(ne) Z (e — m(m:))

Las dos ltimas afirmaciones se pueden verificar sin dificultad con la ayuda del
Lema 2.
Tenemos que:

R(#)THAY (@) < RETHIAM)Y ()] + (A7) AZ(n)]

+ |R(n)Z(n, — T('f’h))”’"(f)

IA

r(RE) A R(ne) (n) 7Y (1)
+  h(n A 1Z () h(n) 7!
+ (AR — () h(ne = r(0)) 7 Z (e = 7(m:))]

+ h(ne = r(m))| B(n)lh(ne = r(n0)) M2 (ne = r(n0)]

usando (22) y (23) resulta:
R(OTAY ()] < ()T @)[AM)IA(M)L + h(ne)[A(n) | L
+ A )|h(ne = r(ne))L + h(ne — r(1:)) | R(ne) | L]
< R()Tr()LB] Aclial Rell2 + [[Aell2l| Rell:]

< LA(t) 7 hellor(8)[3l| Acll + [|Re]l1] t2t

Luego Y = MZ satisface (21), (22) v (23) por lo tanto

M(G)C G
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(iii) Falta verificar que M(G) es relativamente compacto en G. Como
C es metrizable basta demostrar que M(G) es relativamente secuencialmente
compacto.

Sea {Y,} sucesién en M(G). Vamos a demostrar que {Y,} tiene una sub-
sucesion que converge uniformemente en cada sub intervalo compacto de [r,00).
Para cada Y, existeun Z, en G tal que

Yo(t) = MZ,(t) t>7

- {Y,} es uniformemente acotada.

Site [T‘ tg],

[Ya(t)] < h(£)L < ||Allr0) L

Sea K compacto de [tg,00), entonces existe a > 0 tal que K C [to,al.
Tenemos que para cada n, por (33)

Ya(@)] < A(t) + €M h(t) [, h(s)THA(s)] [AZ,(s)lds
+  efh(t) [ h(s)THA(S)| |AZ,(s)|ds
+ €¥h(t) fi, h(s)TR(s)] | Zn(s = r(s))lds

+ (8 [ h(s) M R(S)] | Za(s — v(s)ds
luego para cada t €

Yol < Mbllga + € hllgoamlfio h(s)THA(S)] [AZa(s)lds
+ o ()T R(5)] [ Zn(s — r(s))lds
+ Jig () THA(S)] [AZ(s)|ds

+ Ji h(s)THR(s)] | Za(s — r(s))]ds].

De (22) y (23) resulta



< Al + € N llpo a1y R(s) 7 hls = r()IA(s)|R(s = 7(8))| Zn(s = r(s))ids
+ [ IA)R(s) T Za(s)lds + Jiy h(s) T h(s — r(s))|R(s)|h(s = r(s))™*
|Zn(s = r(s))lds
+ L IA()r(s)R(s) lAsll2(3[1 Aslly + | Rs 1) ds
+ S h(s)T (s = r(s))|R(s)|h(s = r(s))7 | Zu(s — r(s))lds.
Usando las condiciones (22) y (29) tenemos
Yol < Nhllioal + €¥ 1Pl alll Mo a1 L(1 + €™ )a — to)] + §
< Llrllgo.a + € 1Pllgoall Allgo.a)(1 + €™ e — to) + 1]
para cada n y para todo t € I C [t5,a] como
Ya()] < Nl 0) L

para cada t € [r,%g] entonces {Y,} es uniformemente acotada en cada sub
intervalo compacto de [r,oc).

- {Y,} es equicontinua.

Sabemos que cada Y, es continua en [r,o0), luego para todo ¢ > 0 existe

6 =6(e,n) € N tal que

It —f] <6 entonces |V (t)-Y,(})| <e

Vamos a demostrar que la sucesién {},} es equicontinua en cada subintervalo
compacto [r,a] de [r,oc).

Sin perder generalidad podemos suponer f < t.

Sea K compacto, si K N[r,1,] # ¢, paratodo t € K (f <to) y para cada

V(1) = Yau(d) = lg(t) — g(£)| = 0

entonces {Y,} es equicontinua en todo subintervalo compacto de [r,?o].
Si KnNrt) # ® y K Nltoo) # ¢ podemos reducirnos solo al caso
K N[ty,00) # & ya que Y,(t) = g(t) para todo n y todo t € [r,1].
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Entonces supongamos K C [tp,00) compacto. Paracada n y t € K
tenemos

¥alt) — Ya(D] < [ M _ ol b
+  [D4(2) ffo D(s) TA(8)AZ,(s)ds
— ®y(f) [} B(5) " A(5)AZy(5)ds]
4 [@4(t) [} 8(s) R(8)Za(s — r(s))ds
— &y() [ &(s) R($)Zu(s — r(s))ds]
+ | Dy(2) [° ®(s)TA(s)AZ,(8)ds
— B(0) 7 &) A () AZ, (5)ds|
+185() [ B(s) R(s) Zals — r(s))ds

= ®y(f) 7 ()T R(s)Zn(s —1(s))ds|

Veamos separadamente cada una de las integrales de ésta desigualdad .
En la primera tenemos:

1®1(t) [ B(s) T A(s)AZ,(5)ds — ®1(F) fi B(s) " A(s)AZ,(s)ds|
= |®:(t) [ ®(s)" A(s)AZ,(s)ds

— Bi(D) [, @(s) T A(5)AZa(5)ds + Ba(t) ff B(s) T A(5) AZn(s)ds]
de (17) y (18)
< |®4(t) = B (D)) [ |B(5) I A(8) AZ,(s)]ds
+ eNh(t) [ h(s)TMA(s)] |AZ,(s)|ds
< 12(t) = 2u(D)] Ji 12(5) 7 A)I(1Za(s = ()] + 1 Zu(s5)])ds
+ R |hll,a 7 IA(S)R(s) M AZ,(s)|ds

+ e lhllo.a J7 1A()IA(s) 7 Za(s = r(s))lds
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usando (22

< |@(t) — @1(D)[212 Mlto,alll Znllto,er + €™ 1Al ol LI Allizo allt — q
+ NNl toal| Al o) S R(8)R(s — (s))Lds

< 18:(t) - &1 (D)1201 2 Mlo.allpllie s L + LeX [hllo alll Ao (1 + €™)lE = 1
(3.35)
Como ®, es continua, luego para cada ¢ > 0 existe 6, = 6,(¢) > 0 tal que
si |t — 1] < §;, entonces

|81(2) = @1(D)12[127 Al )l 2llgt0.1 L < (3.36)

ol M

En la segunda expresién:
1@,(2) [, ®(s) " R(s)Za(s — r(s))ds — B2(F) [, () R(s) Za(s — r(s))ds]
= |,(2) [ B(s)""R(s)Zals — 7(s))ds — B1(D) J{ ()T R(s) Zu(s — 7(s))ds
— &,(1) L @(s)" R(s)Zu(s — r(s))ds|
de (17) v (18)
< 1@1(t) = 21D [ 18(5) 7 R(s)| |Zals — r(s))]ds
+ €Fh(t) [ h(s)TR(s)] | Za(s = r(s))lds
< 1®4(t) — (D) J2 | @(s) ™ R(3)| |Zals — r(s))lds

+ eX|lhlla) ff As) IR 1Za(s = r(s))]ds

usando (22) y (30)

< 1@1(t) - & (D] 187 Rlitg LA le.t + € 1llior€™ | Rl ar LIt = 4

Como ®; es continua, para ¢ > 0 existe §; = é3(¢) > 0 tal que

It —i| < 6, entonces  L||® 7 R||.a]ll2ll 0.0 R2(t) — d,(1)| < 3 (3.37)

Antes de ver las siguientes desigualdades notemos que cada factor (t,s) de
la matriz diagonal



3,(1)3(s)7" = Do) B(s)™
es de la forma

vi(t,s) = e [Sn@da _ = [ M(e)de

— i ntea _ o= [N e)da= ] Aj(a)de

= a2k A(aday _ ¢ IN A (e)day

i [ 3, (e)da [ Mlada— [ ,\k(a)da(l _ e—f; A,(a)da)

- ef: Ae(a)=A; (a)do - f: .\k(a)da(l - f; ,\J(a)da)

Entonces para cada s > t, de (15) tenemos

it 5)] < X h(t)h(s)™ |1 — &= Jr Mleddey (3.38)
Denotemos
(1) = 3o 1~ e Je ey (3.39)
Luego =
1@5(1)(s) " — @2(D)B(s)™'] < FA(t)R(s) ().

Para el tercer factor

|B2(2) [7° ®(s) " TA($)AZn(8)ds — Do(F) [7° B(s)TA(s)AZ,(s)ds|
= |®y() [7° B(s) TA(S)AZ,(8)ds — Do) [ B(s) TA(s)AZ,(s)ds]
— Oaf) [;7 B(s) T A(s)AZ(s)ds|

| [7(22()2(5) ™" = B5(H)B(s) ") A(s)AZ,(s)ds

IN

— B,y(1) [ B(s)TA(s)AZ,(s)ds|

IN

FE12a()8(s) 7 — @2(f)2(s) 7| |A(s)] |AZn(s)]ds

+ B2 fF 1®(s)TA(S)AZ,(8)|ds
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usando (22) y (38)

< FREB(E) [ h() T |AS)] [AZ(s)lds
+ LIl Al a2l .l — ]

(3.40)
< hllpoad(t) [ h(s)IAGS)] |AZ,(5)|ds

+ L|@:llr0.alll 7 Allio a2l 2 llio.a [t — £

si t <t entonces
< M| Al (L R(s)THA(S)] [AZa(s)]ds
+ Jy h(s)7HA(s)] |Azn(5)ld‘s]‘
+ L) 2ol Allpo a2l Bllo.a1 [t — 71
< X hllue.a ¥ ()i A(s)THA(S)] [AZ0(s)]ds
+ [ h(s)THA(S)] |AZA(s)lds]

+ L”q)z”[tn,a]”(I)_lA”[to‘a]?Hh“[io.a]|t - £|

de (22) y (23) tenemos

< Ml ()i h(s)THALS)] (1Za(s = r(s))] + | Zn(s)])ds
+ L7 |A(8)R(s) T I Rsllar () (3] Aslly + [[Rsll1)dls]

+ Ll @2t alll 27 Allgto.c1 2l oll o011t — 1

< MRl @ (OUA o 1Al it0.)21 Zllito 4117 (1)

+ L[ [A(S)R() ™ I Rsll2r(s) (31| Aslly + (| Rll1)ds]

+ L{|@alpto a1 27 Alliro a2l all o a1 £ — 1
usando (22) y (29)

< eX|Alla(®) [IAllwa2Lr(t) + %]

+ L ®2lt0.a /|27 Al ro.a 12 lto,a) 1t — £
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Por la continuidad de A;, para cada j,1<j<mn, si t — { entonces

p(t)= 31— e M g (3.41)
J€l2
Tenemos que para cada ¢ > 0 existe &3 = §3(¢) > 0 tal que si

entonces

WO [l LA Nioa2r () + o) < & (342
Si t; <t de (23), tenemos que (40) es menor o igual
< R Al (L [ [A()R(S) 7 I sllar ()3l Al + | Ry [l1)ds
+ Ll ®alltoa - 127 Allto,ar2l 2l o 1t — ¢l
< Ml (DL [ [A(S)I ()T IAs]l2r () (Bl A1 + [|RS]l1)ds
+  L|| 22l fo.a)ll 67 All o2l 2ll o, 1t = £,
de (29) resulta
1 P -
< Mellio ()7 + Ll R2lli alll 2™ Allito s 21l ll o anlt — 2.
Por (41) tenemos que para cada ¢ > 0 existe 8y = 4(¢) tal que si
It — 1] < &
entonces
L £
t)—||h - :
P(t) 7 Ikl < g (3.43)

Para la dltima expresion

[®(1) 7 B(s) 7 R(5)Za(s = r(s))ds — Bo(8) [° B(s) " R(s)Za(s — r(s))ds]
= [®a(t) [ B(s)R(5)Zals — r(s))ds — Bo(D) J} B(s) " R(s) Za(s — r(s))ds
— By(7) 7 ®(s) T R(s)Za(s — r(s))ds|
< JE1B(1)B(s) — Bo(D)B(s)7| [R()] |Zals — r(s))|ds

+ i 1228)8(s)7 | [R(s)] | Zn(s — r(s))lds



wsnidls (I5Y 3 (38)
< FBO(E) 7 hE) RO 1 Zo(s = r($)lds + € () h(s)R(s)
1Z,(s = r(s))lds
< KAl 3 B — r(NIR()ACs = ()| Zals = r(s)lds
bl A (s = PRI — r(6)™ | Zuls = r(s)lds
por (23)
< K0l A< h(s = r(3))R(s) ds
4 POl [ hs)his — () B(s)lds.
De (29) tenemos
< YO loar g + X IHlratl Bloalt ~

Por (41), dado ¢ > 0 existe é; = &5(c) > 0 tal que si

It — 7| < &;
entonces
, L ¢
f f h —_— —_ .
OlAllag <3 (3.44)

Finalmente tenemos que de la continuidad de A, para cada ¢ > 0 hay & =
d6(c) > 0 tal que si

It —t < &6
entonces
t f

éﬂo Ak(a)do efto Me(a)do & _E_.

9

Luego dado £ > 0 sea
6§ = min{8, LR (1 e )Ihll(rg a1l Teg a) 62, LR (™) MAllfeg,al 1 llieg a1 *
£ £
b3, 9L[®2]l[eg all2 T Allieg.alllAllieg e ’ b4, &5, 9™ |allir, ) IRt a1 ° 66}
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De (36), (37), (42), (43) y (44), tenemos que para todo n si
It—1t <6 '
entonces
Ya(t) - Ya(f)| <.

Por lo tanto la sucesién {Y¥,} es equicontinua. Entonces, {Y¥,} es uniforme-
mente acotada y equicontinua en todo subintervalo compacto |[r,al.

Si By=|[r,7+1] con i > 1, i € N aplicando el Lema de Ascoli tenemos que
{Ya} restringidaa B; tiene una subsucesién {Y!} que converge uniformemente
en este intervalo. La sucesién {Y]'} restringidaa B, = [r,742] es uniformemente
acotada y equicontinua por lo tanto tiene una subsucesién {Y?} que converge
uniformemente en B, siguiendo con este proceso, tenemos que {Y,} tiene
una subsucesién que converge uniformemente en cada subintervalo compacto de
[, 00).

Entonces toda sucesién en M(G) tiene una subsucesién convergente, como
el conjunto es cerrado, M(G) es secuencialmente compacto por lo tanto es
compacto.

Aplicando el teorema de Schauder-Tichonoff tenemos que M tiene un punto
fijo en G. Es decir, existe Z en G tal que MZ = Z, ypor lo tanto Z es
una solucién del sistema (13) definida para t > t, y tal que Z(t) = g(t) para
t € [r,to). Como Z € G, satisface las condiciones (22) ¥ (23) y por lo tanto

h(t)HZ()| < L t >t
Por otra parte se tiene para cada t > t,
e J W@ gy L L Mladde JE @ 1(t)®B(s) " A(s)AZ(s)ds
+ eSO it g (130(5)1R(5) 2 (s = r(s))ds
(3.45)

— e o g 10861 A(5)AZ(s)ds

— oMl oo g 1y 8(8) 1 R(5)Z(s = r(s))ds

Denotemos por Ji,J3,J5 y J4 alaprimera, segunda, tercera y cuarta integral
del término derecho de (45). Tenemos entonces

61



e Ja M0 11 & (1)@ (5) 1A () AZ(s)ds]

< e Ju RN g (18 ()71 |A(s) |AZ(s)|ds.

De las condiciones (23), (25) y (26) para cada ¢ > 0 podemos elegir un t;

suficientemente grande, tal que

e Jo P [7 18, 1)8(5)71| |A(s)] |AZ(s)lds < £

t2

Por lo tanto

2] < 5 e N [ g 0)] () 1A 18 2(5)lds

e (14) se tiene que para cada j € I

ef‘o Relipia)-ulniie 0 cuando t— o0

Luego

e Jo PM@|p (1) 5 0 cusndo t— oo (3.46)

y entonces

(3.47)

[J1] < = 4 o(1).

SV )

Para la segunda integral se tiene

je™ J )t & (1)0(5) 1 R(s)Z(s — r(s))ds|

to

|2 =

—~ [' Relg(a)da
< e o PN 15 (1)&(s)1R(s)Z(s — r(s))|ds
de (22) y (27) tenemos que para cada ¢ > 0 existe t; suficientemente grande tal

que

™ Ji Redelalie /: [81(2)2()7 IR()] 12(s = r(s))lds <
Luego
72 < 5+ I g 0] [ (807 RG] 1205 - r(s))lds

“
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y de (45) tenemos que

|J2| £ é + o(1). (3.48)
Para J3; y J4

Bl 1] = e fe e o o 4)(s) 1 A(s) AZ(s)ds]

bl Joede o 5 (110 (5) 1 R(s)Z(s — (s))ds]

A

e [ h(s)A(s)] |AZ(s)lds + e [ h(s)THR(s)| |Z(s — r(s))lds

AN

ML [ [A(s)r(s)h(s) T lhall2(3]| Aslly + [[Bs]l1)ds
£ LeK [ h(s) (s — r(s))IR(s)lds
Luego de (25) y (26) se tiene que cuando f — oo

| 73| + [Ja| = 0 (3.49)
De (47), (48) v (49) resulta
5y Ak(o)daZ(t) =e; +0(1)

y entonces cuando t — oo

t

2(t) = el *@% (¢, 1 o(1))

Lo que completa la demostracién del teorema.

4 Aplicaciones y Ejemplos

Comenzaremos esta seccién viendo una aplicacion del teorema 1 para ecuaciones
lineales de segundo orden.
Aplicacién 1: Consideremos la ecuacion escalar

y"(t) = —y(t — (1)) (4.50)

podemos escribirla

Yy (t) +y(t) = Ay(t) (4.51)
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donde Ay(t) = y(t) — y(t — r(t)) haciendo el cambio

=Y

!
22 =Y

La ecuacién (51) podemos escribirla como el sistema

(2)- (% 8)(2)+(a)

el sistema (52) queda de la forma
Z'=AZ + BAZ
y el sistema lineal ordinario asociado a (53) es
X'= AX(t)

Una matriz fundamental de (54) es
eit it
®(t) = ( it et )
Vamos a aplicar el Teorema 1 al sistema (53), tomando como A)(t) a
B(t) = |8(t)' B3(t)| + |2(t)" BL(t — r(1))|

(Véase nota el pie del teorema 1).
Sea
B(t) = |2(t)7'Be(t)| + |2(1) ' BE(t — r(1))l
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A(t) = B(#)||Bells B(t)r(t).

tenemos que

- —ir(t)
o(t)"'BO(t) = ( ; _(_’2. ) L B(¢)'Bo(t — r(t)) = ( o _igr(t)

Vamos a usar para una matriz A = (a;;) la norma

4] =3 lail-
ij

El resultado es equivalente si usamos

|Al =sup Y _ |ail.
J t

Entonces tenemos
? 0 je~tr(t) 0
(o SIS )

|Bi)ls = sup |B(t+0) =4
—u<Lo<0

B(t) =

Luego

(donde p > r(t) paracada t) y

Bty =12() ! @l =24 =8

Entonces las hipdtesis del teorema 1 son en este caso

“E”[t—r(t),!]r(t) = 4r(t) < para t >t

Lo —

]w A(s)ds = fo 198r(s)ds < 00

Luego si para t suficientemente grande
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4
oo
f r(s)ds < oo.
Entonces por teorema 1 existe una solucién Z del sistema (52) tal que cuando
t — oo

( i’1§3 ) = ®(t)(c+ o(/: r(s)ds)).

Luego la ecuacion (50) tiene soluciones y4 tal que cuando t — oo

ya(t) = eX(1 + of ] ” 1(s)ds))

Y (t) = £iet(1 + o(fw r(s)ds))

t

Aplicacion 2: Consideremos la ecuacion lineal escalar

y"(t) = y(t —r(t)) (4.55)
la escribiremos en la forma
y'(t) —y(t) = —Ay(t). (4.56)
Haciendo la transformacién
=y
2 = y'

La ecuacion (56) se puede escribir como el sistema

Z'=AZ + BAZ (4.57)

{0 1 _ 0 0 | =)
‘4”(1 0)*3“(_1 o)y Z_(zz(t)>"

donde



siguiendo el esquema del ejercicio 1 tenemos que
; € et
®(t) =
o-(4 <
es una matriz fundamental del sistema lineal ordinario asociado a (57),

X'(¢) = ( ‘1) (1) ) X(2)

Denotaremos

B(t) = |2(t)"' BO(t)| + |&(t) "' BE(t — r(1))|

¥y
A(t) = B(®)|| B[l B(t)r(2)
En este caso tenemos que
1/ et et
-1 —
@(f) - 2 ( 6t __ef )
y
. ) 1 -1 —p—2
() BA(t) = ; ( i 3 )
Y -
) 1/ —e=r(d _p—2t4r(t)
s Bee-r)=3( G ew )

Solo para simplicar los célculos usaremos en este caso la norma para A = (a;;)
Al = sup 3 fayj]
1]

va que si tomamos la misma norma que en el caso anterior nos vemos obligados
a arrastrar una gran cantidad de constantes, lo que en esencia no cambia las
condiciones de existencia para una solucién de la ecuacién (55).

Tenemos que, para r(t) < p y para cada ¢
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l‘i'(t)_lB(t)@(t)l & %SuPtgo{l +e¥, 14 e}

142t
2

(AN

B B()(t— ()] < Lsupofe® 4720, 20 4 7]

621+eﬂ
2

IA

Luego

B(t) < x40

~ u
“Bg“l < Sup_psggg(en i {1+28 )) S e2t i [1+2eP)

B(t) = |8(1) 7] |@elly < 2e'(e +e77H)

y tenemos que
M) € ri)(2e% 421 4"+ e ™)
LY 621%(62# + et + de~H +5) & e'l-‘!l;-e“)'z)

Por lo tanto, si

para t > tp (4.58)

/DOO eSir(t)dt < oo (4.59)

si la tltima integral es finita, se tiene que
f A(t)dt < oo
0

ya que el resto de los factores de la suma que acota a A son todos positivos y
menores que €%,

Entonces si las condiciones (58) y (59) se satisfacen, el sistema (57) tiene una
solucién Z tal que para cada t = g
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t e—-t

2= (& L) erof T enan)

Entonces la ecuacién (55) tiene soluciones y; tal que

ya(t) = =1+ o [ er(e)ds)

Yo (t) = e (1 + o(] % r(s)ds))
t
A continuacién veremos algunos ejemplos de sistemas lineales en los cuales

aplicando los teoremas 1 o 2 podemos determinar la existencia de una solucién y
su comportamiento asintotico.

Ejemplo 1: Consideremos el sistema

t?-;-zfnt 0 0
i 1
Z'(t) = 0 T et | Z(t- e (4.60)
0 - R
definido para t > 1.
Podemos escribirlo en la forma
e’ 0 0 ot 0 0
; _ 1
Zty={[0 2 0 |+] 0 A5 Z(t—t2+1)
'\ 0 0 -1 0 * 0

1 0 0
A= 0 2 0
0 0 -1

cuyos valores caracteristicos son 1, 2 y -1, denotemos por Ay =1 (A; lo elegimos
como A; del teorema) entonces para A3 = —
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/3(1—(-1))d3:2t—>oo si t— oo
Q

t -
]’(1—(—1))ds=2(t2—t1)>—1 by 3edy 2 0
t

para Ay =2
t2
/(I—Q)ds:—(tg—t1)<-1 ty >t >0
t

Entonces, de acuerdo a la notacién que usamos en el Teorema 1, para K =1
se satisfacen las condiciones (14) y (15). Para este sistema tenemos con respecto
al valor propio A =1

t

B(t) = elo® = et

4] =3 lay]
i
tenemos entonces para cada t > o

A(t) =4 luego [[Adl1=4

‘ Int 1
RO = + a1

1 ~t
+ B +e
por otra parte, r(t) = QIT entonces podemos tomar u =
Luego como cada sumando en |R(t)| para ¢ suficienteme
decreciente tenemos que:

1 1
que 0 < 73 < 3¢

ya
te grande es mondtono

B =

(n(t—1) 1 I 1

IIR:Hl: sup |R(t'*“7)|§ +(t—%)2+1+(t—5)3

—;—SGSD (t - %)2

|he]la= sup |h(t+0c)|= sup & sl
-1<e<0 ~1<e<0

Entonces, las condiciones (24), (25), (26) y (27) del teorema quedan en la forma
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4 <1
t241 €5 -

[Allero.ar(t) =
(esta desigualdad se tiene para cada t > 4e”).

T plAdhdt < 4f1 aogdt < oo

00 Cntf _
R o®IRI = 4 g h ¢ i e gt < 00

L2h@)7h(t —r(t)R@)|dt = [ (S + g5+ 5 +e)dt < oo

et?+1 V1241

Por lo tanto existe una solucién Z del sistema (60) tal que para cada t >t #g
suficientemente grande

Z(t) = €'(ex + o(1))

Ejemplo 2: Consideremos el sistema

£4t+1 1
241 2(t+3)Vt+2 i1
Z'(t) = Z(t— — (4.61)
0 2y t
(t+1)(t2+1)

definido para t > 1.
Podemos escribirlo en la forma

t 0 1 1
' Y 1
Z'(t) = & ( t28-1 z(ris)§17t+2 ) Bt — t—4)
0 t'-il-i' 241

En este caso la matriz diagonal A(t) tiene valores caracteristicos A;(t) =t

v oA(t) = ?41-7 con respecto al valor propio Ay(t) =t (tomado como Ag(t))

tenemos que

t 1 t?
/(s— )ds:——t?n.lt—i-ll—-»oo si t— oo
0 s+1 2

-

t2 1 ;i
./ (S—m)ds_(-———)—[ﬂ‘fg+1|+€ﬂ|t1+1I> -1 1‘2>t120
i1 S s



tomemos K = 1. Luego los valores caracteristicos de A(t) satisfacen las condi-

ciones (14) y (15).
Usaremos para A = (@ij)

1..41 = Z LOL;‘j' '

tenemos que
2
2

hit)=e€

. & 5404
h(t) h(t — F-) = e ataT
y para t 2 to, to suficientemente grande

1 | 4t —1 1
Aoz s==0+t =)= B _ 1% ~
“ H[r—?—;,t] #4 ( + $4 — 1)154 ts(t“ — 1) < e’

cOmo
Lo =1
0<¥;_ sea p =
Luego
tc’zi f:z
lhells = sup €T =T
—-1<6<0
Asi,
‘ 1 .1 t4t+1
o) = A Nl AOIF®) =+ —)3 = a2y
p(t) = h(t) 7 el A (2) (+t+1)t4 R+ 1)
R(t 5 f
=1 T agravite
v
2 I

R = Rit+0) € o5
1Rl = _sup 1R+ S 55 75 T aa+2)VEF L

|Addly = sup |AlT 4+ o)l <+ -}

—-1<0<0
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Tenemos que para t > tp

L
IAllp-207 = BES <=

el Adhdt < P+ gt + 3)wdt

< K t+1)dt < 00

; co (24141) 1
ffﬂt,o(t)”RtH;dt S 1 #{t41) [t? 2t+2+2(t+2)\/t+1]di

como ;.;—('%il—) <1 para cada t > 1. Luego la ultima integral es

o0 2 p oo dt
< —_—dt / _ < 0
—/1 7_otso "L SErovitl
y para la condicién (27) tenemos

1 2

* h(#)! T emdtar -
[ rO7he=rIROIS [ B (g + s

En consecuencia existe una solucién Z de (61) tal que

)dt < oo

Z{t) = e%'(ek +0(1)) para t > t,.

Ejemplo 3: Consideremos el sistema

o~

= 0 4
2= ) Z(t — EE) (4.62)
0 @
definido para t > 1. _
Tenemos que r(t) = %, ¥ 0 < # <1 paratodo t > 1 luego tomamos
= 1. Vamos a usar para 4 = (a;;) la norma

|4] = Z |ai;|

Una matriz fundamental ®(¢) del sistema ordinario asociado a (62)

5 0
7= 1 Z(t)
0 %



es

et 0
d(t) =
0 671*-
Y
e 0
®(t)" =
1
0 e Vi
Entonces, de acuerdo a la notacién del teorema 1 para 1 >ty suficientemente
grande
At) = (215 AP 2_}%) + % 12 2ty/1
< L4 o445,
= Z Tt T w/t
< T + 7 376
= SUP_j<e<o |A(t +0)| < sup_ 1<0<0 t+a)\/-(_t+—a Tﬁﬁ""
y
- 1 =
B(t) = |8(t)7 || @il = (e + V') suP_y1<oca |B(t + )|

4 (e':' ¥ e_—‘/i_) sup_lsgso(eﬁ]-? + 67&?)
1 =1 1 =1
< (et +eVi)(eTT +eVt)

1 1 2t—1
2et - 27T = 4ett-)

INA

Luego

M) = A@)IAdLBr()

IA

o Rl = 4e =0

21—
36&25?“__-}—’ < 36e?
13(1—1)712’4 o t3(t—1)vt2—-t
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[ asas < [ B it <2 o
S )as
to - to t3(t—1)\/t2—t

Luego se satisface la condicién (6) del teorema 1. La condicién (5) , para ¢ > 1
HA”[i—f(i)J]T(t) = H‘A”[t-v-'-]?,t]?]f
3¢ a

2
1 1t
(t—'ﬁ);;f_‘p'

3et? 1
< - ;

(P-1)VEi-1 ¢

IA

3et 1
S EawvET <3

Por lo tanto, existe una solucién del sistema (62) Z(¢) tal quesi t — oo

o1/t

Z(t) = ( . 639\,; ) (c+ o(1)) (4.63)

con c¢ vector constante. Mas aun, toda solucién del sistema (62) satisface (63)
cuando t — oo.

-1
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