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INTRODUCCIO}i

Sea k uo cuerpo finito y K una extensi6o fi-nita de k . Es bien

sabido (y fácil de verÍficar) que cuaIquier carácter (coaplejo) de

Kx = cl.(l,K) , Galois iovariante, es deci¡ iavariaote bajo Ia acci6n del

grupo de Galois de X. sobre k , se factoriza ¡edíante eI hmmorfismo

no¡ma de Kx sobre kx por a1gún carácter de kx . Más generalmente

T. SHINTANI E¡uestra en IStr] (ver tanbiÉn [Ce] ), ¿e uná aa:rera en cierro

modo aaáloga, cooo asociar a cada carácter irre¡iucible Gatois Ínvari.ante

X de GL(n,K) uo carácter irreducible de GL(¡,k) , ac rueLDeD.te llanado

deseendido de Shíntani de X , y que era eI desceoso (o levaataoiento) de

Shintani hasta ahora conocido. Más precisamen¿e, sea F eI autonorfisno

de Frobenius de K coD respecto a k , eJ. cual se extieDde nátural-Eenle

a GL(E,K) , eDton.ceg se define eu GL(¡,K) uaa apli.cacióa N llamada

Dorna, que D.o es un hononotfiso para D > 2 , daila por lg = ggF ... ,t'-'
(g € cL(n,K) , B = [K : k] ), con Ia propiedad gue Ng es conjugado eu

c¡.(n,K) a uD elemento de GL(n,k) para todo g € GL(D,K)
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Por otro lado, una represenlaci6n irreducible de cl(n,K) se dice

Galois invar iante si es isonorfa a su transforEads por F . En consecuen -

cia para una representaci6n irreducible Galois invariante f de GL(n,K)

exÍsce un entrelazamiento Q entre , y nF -roF (coo zF Ia trans-

fornada, por F , de r) , de donde Shintani dequesira que existe un único

carácter irreducible X, de GL(n,k) tal que e1 carácrer "torcido", por

0,de ,r es i.gual a1 carácter &oN,esdecir :Lraza('tr Z. 0) = &(Ne)
(e e CL(n,K)) . Así entonces se establece que Ia aplicaci6n 7¡ ''+ L es

una biyecci-6n eDtre eI conjunto de clases de j,sooorfía de representac iones

irreducibles Galois invarianEe de GL(nrK) y e1 conjunto de caracteres

irreduci.bles de GL(¡,k) .

En este trabajo realizarenos una constrt¡cci6n explícíta de1 descenso

de Shintaüi en térei-nos de 1as representaciones uisuas, para cuando

n = [R 3 k] = 2 . En su Primer Capítulo se entrega una sínresis sobre las

principales nociones y resultados de la teoría de representac iones de gru-

pos fioitos (ver I se-t] ). e¿--ts en el ilti.Do párrafo de este Capítulo ee

ve urur correspondencia de representacioues, bajo ciertas condiciones, eotre

dos grupos fiDitos abstractos cualesguiera, que aás adelante aplicaremos a

cL(2,K) y cL( 2,k)

E1 Capítulo siguieate se destina por coEpleto a 1a deterDinaci6n de

todas las clases de isoaorfía de representaciones irreducibles de GL(2,k) ,

de relevante i-nportaoeia para eI pr6xi.oo Capítulo pues tales represenracío

aes, específ íca!¡ente sus coDstrucciones, serán co¡.staDtemente requeridas

(ver I Sn-2] ). Finalmence eI Capítulo III se refiere y dá solución erplíci-

ta del descenso de Shintani para GL(2rk) , que consiste, corno se ha dado
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a entetrder anterioroenEe, en asocier a cada rePresentaci6El irreducible z

de GL(2rK) que sea Galois invariante, una rePresenteci6l de GL(2'k)

que denouinareoos descendida (de Shintani) de ¡ y denotareuos por V[z] .

Especlf ica:lent e, se considera el k-espacio veclorial ¡ = {x e Mr(K) lx* = x},

donde x* es la Eátriz transpuesta con¡ugada ti de x (Ia eonjugaci6n

es el autmorf isno de frobenius extendido a ur(K) de manera natural) y

Q la aplicación determinante. AsÍ (E,Q) es un espacio cuadrático no de-

generado de di.oensid¡ 4 sobre k , de íadice d€ t¡itt 1, al cual le asocia-

mos la representaci6n de Weil de CL(2'k) que deDotareoos Por (V,p)

"oo 
v - cE* (X es eI conjunto de caracteres de k* dis¡intos del

!ácter trívial) (ver I SA-2] ) '

?or otro lado el gruPo GO(Q) de todas las similitudes ortogoaales

de (ErQ) es isoEorfo a1 Producto seoi-direcro de un grupo de orden dos

y r' , donde r' = cL(2,K) /ñ y ; = {[X ll 1". r:] . aa"'a", desig'ra' ([u uJ )

Eos por (v,o) Ia represeotación natural de GO(Q) asociada a la accidn

Darural de co(q) sobre s x X (a saber 1'(x,r¡1 = (f-*,,r, Y )) donde

y€co(Q), (=,rl) €ExX Y n, es eI roultipticador de Ia similitud '¡')

que de acuerdo a Ia descc¡oposiei6n de Go(Q) de más arriba podemos consi-

derar, con e1 habitual abuso de aotación, cooo Ia representaci6n natural

de I' , Ndtese que coroo o y p con¡BrtaD, defi-nen r¡D.a rePresentacióD

oEp de I'x c1,(2,k) eD v.

ca-

Ahora biea, pata Í una representación irreducible de GL(2,K)

Galois itrvariante (por consiguielte uná representació¡ irreducible de

observa.Eos que 1a conpoaente isotípica I¿(o) de típo ír ae a en

(donde i es Ia representaei6a contragradiente de ,') se descompone

r')
v

c ono
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subrepresenlac í6n de o&p en el

y O . Se obtiene así a partir de la representación irreduci-

'i o ttoor, (i,o) donde uon,, (i,o)

tos entre i

ble rr de I' que trans-

fornamos a su vez en una representación que designaremos por (VI ¡rl ,p)

donde p está dada por los operadores de l{eil tie GL(2,k) . Concreta8ente,

10 anterior es un plano esqueuático de una náquíaa (que podríamos llanar

de l{ei1) que se alimenta con representaciones irreducibles ,f de GL(2,K)

que seaD Galois invariantes y Dos sreinistra representaciones de GL(2,k)

que aparecen como "cuocientes tensoriales", en rE aentido que está preci -

6ado Eás arriba, de 1a compouente isotípica de tipo í de o por i .

Posteriornente se deteEmina que 1as únicas represeDtaciones irreduci-

bles de cL(2,K) que tienen descenso de SHI]ü¿§-I ¡¡o nulo son precisa.Dente

las que son Galois inva¡iante y viceversa, ea al:Iogía para eI caso de

cI,(l,K) = Kx . La dificultad en esLo se ceatra ea 1a descripeidn explíci-ta

de los espacios vectoriales VIz] que aparecea como 'lfibrados vectoriales"

con base un coojunto A = GL(2,K)\E. x X de represe¡rtantes de Ia accidn de

CL(2,K) en ExX y con fibra sobre E€A e1 espacio vectorial

Ii+(Srab GL(2.K) E) en Particul-ar se deduce¡ Ia di-oeasióa de J.os V{lrl ,

si-n ay'u.da de caracteres.

Una vez obtenido 10 anterior se procede á resolver Ia ioquietud, que

segurasente el leclor ya habrá tenido, 6obre l¿ ir¡educibilidad o reduci -

bilidad de 1as representec iones vl zr] ?ero de acuerdo a la descripci6o

de éstas y sus di.neasiones existen algunas que sol] reducibles (e¡ suna di-

recta de dos irreducibles) correspondiendo a 1as desceodÍdas de 1as

producto tensgrial ( ex t erno)

es e1 espacio vectorial de entrelazaoien

otra representacidn de cL(2,k) en ttonr, (i,o)



represenEaciones unid i.oens ionales de GL(2,K) que son Galois invariante;

el resto resulta ser irreducible. Ahora bieo, coujuntanente con resolver

Ia irreducibilidad de estas últísas y de las coDp(meDtes, se procede a

identificarlas con las representacione s irreducibles de GL(2,k) . La par-

te más delicada aquí consiste en 1a identificación con la serie discreta

(o cuspidal) de cl.(2,k) . En relacidn a 1o expresado en un ccmienzo cabe

hacer notar que e1 carácier de las r epr esentac iooes V{ zr] son exactaEente

1os caracteres irredueibles \ de Gt(2,k) que conatruye Shintani ealvo

cuando lr es unidimensional, que efi ese caso corresponde al carácter de

la eooponente irreducible unid j.oensional (de GL(2,k)) ae VIr]

Por descenso de Shiotaoi de 1as solas represeotacíones Galois i¡varian

te de la serie principal de GL(2,K) se obtienen todas 1as rePresen.tacio-

nes ir¡educibles de GL(z,k) , eD parti.cular aquellas de la serie discreEa

de GL(2,k) . Adenás cabe mencionar que la represeútaciótr de SteÍnberg de

dimensión q de GL(2,k) aparece repetida dos veces, uua eono descendida

directa de la Steinberg de dimens i6n q2 de SL(z,K) (Galois invarianre)

y la otra en la desconposici6n de la descendida de Ia representaci6n uui.dí

mensi,oaal de CL(2,K) cuando sea Galois i¡variaate.

?or lo dmás cabe señalar que Pará los casos en que k es uD cuerPo

loca1, ar qu i.aed ia¡o o Do, tamb iéD se ha construíric ya eI descenso de

Shiltani a nivel de t epr eseDtaciones Para G1(2'k) (llan'ado usuaLnenEe

cambio de base cuadrático para GL(2,k) ; v". ICo- y ICo-ZJ ).

I'ilalnente, deseo expresar mis agradecimieotos a1 Profesor Dr. JorBe

Soto Andrad€ ?or su apoyo y sus valiosas observaciones en la realizaci6o

del presente trabajo; como así taobiéa a 1a señora Caroen Lagos quien ha

efectuado e1 trabajo de dactílografía coa Ia cali.dad que le es característic



NOTACIONES GENERALES

IXI cardinalidad del coDjunto finito X .

CX e1 coojunto de toalas Ias funciones corylejas sobre e1 conjunto X

Sop f soporte de Ia funci6n f de un conjuú.to X eD un grupo aditivo

N , es decir el conjunto de todos los x € X tales que f(x) * 0

Car(G) grupo de cá.raeteres de un grupo abeliaoo G .

3e(e) eI conjunto de los caracteres de las represeEtaciones irreducibles

de un grupo G

Ilon(p,o), eI espacio de eatrelazamiento de las represeotaeiones p y o

tsc,Ec(p,o) de un grupo finito G

6 función de Dirac sobre uD grupo abeli¡¡o G , ceotrada en el ori-

gen, que vale I en cero y se aoula en otra parte.

O e1 carácter trivial de un grupo finiro G .



CAPITUIO

PRELII'II]IARES . REPRESENTACIONES DE GRLIPOS FINITOS

§ I. CONCEPTOS BASICOS.

1.1. ?ri-meras definiciooes y notaciones.

Sea G uD grupo f i,nito. Se 1lana represeatación lioeal conpleja de

G , o eD breve, representacióp de G,aunpar (V,p) , donde V es un

espacio vectorial couplejo y p una accióa line¿l de c en v , es decir

uu hsoomor f ismo de grupos de G en el grupo Autn(V) de todos 1os auto -

aorfisoos lineales del X-espaeio vectorial V . E1 espacio V se suele

llaroar e1 espaci-o de 1a represeataei6n y e1 homo¡orfismo p se suele 11a-

mar 1a ecci6n de Ia represenLaci6n. ?ara consideraciones teóricas, se es -

críbj¡á a mepudo s61o p ea lugar de (v,p) . EÉ easos coucretos, si Do

hay riesgo de confusióa, eseribirenos a veces s irplenente V en lugar de

(v,p) . La dinensi6n (o grado) de una representaci.ón es, por definición,

1a dj¡easión de su espacio.

Eay ura nocidn natural de (hono)norfisno de una representación (V,p)

en una representacióo (W,o) de un nisno grupo G , a saber una aplicación



lineal 0 de V ea I,J ta1 que

s oQ-Qopc8

Queda así definida la categoría &(c) de rodas las

de G . Noteuos que un nononorfisno (resp. epi-oorf ismo;

de repres eDEa cio¡es es un homomorfísmo inyectivo (resp.

biyectivo) de representa ciones .

(eec)

t ePl e s en ta c iones

resp. isomorf ismo)

epiyectivo; resp.

(urv € V) ,

decir que 1os operadores p, soD

I € G . Direoos que rma represeD-

(y s61o si) existe algin producto

deveaga unitaria. Recordoos que,

1.2. Unitaríedad de 1as representaciones de G .

U¡.a representacidn unitaria de G es uDa representaci6n (V,p) de

G cuyo espaci-o V está provisto de uD producto escalar ( , ) (esto sig

uifica que 1a aplicación (, ):VxV.'iG es sesquí1ineal, hermitiana,

defi¡¡ida positiva) irvariante bajo p , es decir ta1 que

( pru, prv) = (u,v)

para todo g€G.EsEo

unita¡ios respecto a (

tación (V,p) de c es

escalar en V provisro

es equivalenEe a

, ), para cada

uaitarizable si

del cual (V,p)

PROPOSICIO}i

po finito c

1.1. Toda representaei6n (V, p)

uDitarizable.

tr

1.3. Representaciones irreducibles v ccropletsrepte ¡educibteE.

Sea (V,p) una represeDtaci6n de G Si U es un subespacio de V

estable por p , es deeir por lodos 1os gg (g e C) , se define Daturalnentr

de dinensi6a fiqita de uD



una representación de G en U (U,pt,,) , que denotare[os sinpleeente por
lu

(U,p) , llaoada subrepresentación de (V'p)

sea nula

propias

se dice

(es decir

(es decir

reducible.

Llamarenos irreducible (o einple) toda representaei6n de G que oo

de espacio nulo) y que no adaita subrepresent acioDes

de espacio propio) ¡ en caso cqatrario, 1a representaci.ón

Una representacidn se llanará coEpleEaEep!é reducible (o semi-simple)

si se deja descomponer como slrlra directa de subrepresentacioaes irreduci -

bles .

Por supueato, se dirá que una representaei6n (V'p) es srrra directa

de una faoilia de subrepre sentacioues (vi,pi) (i e r) sí y sóIo si v

es sr¡¡la directa de sus subespaeios vi (i € I) , ya que auto¡áticaoente

cada autoEorfisEo p- se recuPera coElo su8¿l iilect.a de Los corresPoDdien-'c
íte o (BEGI
c

TEOREIIA l.t. (UASCHX.E-UOLIEN) . Toda tePresen;aei6n de dj-nensidn finita de

un grupo finito G es conPl-etaoente reducible.

tr

Según 1o gue aBtecede veoos entonces que la deteraiaación del coojuDto

e(G) de tipos de isooorfía de representac iones de G se reduce eseoeial-

Eente a deternÍ¡ar e1 conjuDto d , Uaoado clásicanente el 3$j!=¡§l

u¡.itario de G , de todos los tipos de isooorÍ ía de las representaciones

irreducibl-es de C (que podeaos suPoner uaitarias por 1a ?roposici6¡ l.l.

E1 coDjunto G s6to tiene uná estructura natural de grupo si G es

coomuEaEivo, eD cuyo caso sus elementos se iientifican natural-DeDte a los

t



homooorfismos ct de

Por supuesto, dada Ia

da en el grupo de 1as

G en el grupo uultiplicativo

finitud de G , Ia inagen de un

del cuerpo

tal a está

c

coDteni-

raíces n-ési¡as de la unidad, con n = lcl

l,a ley de Brupo de G está definida, en este caso, Por

(8€c),(cB) (e) = o(e) B(e)

para todo o,Bee.si G es cíclico, clara&eD¡e G-e.De1 teorema

estructura para gn¡pos coDEutativos fiaitos se deduce entonces que

(de nodo no cananico) para todo grupo finito consutativo C .

Para e1 caso de un grupo fioito G no comr¡tativo arbitrario, no se

conoce, a esta fecha, ningdn nétodo general de elasificaci6D o construcción

de los elemenEos de G Por ejeoplo, se sabe obleaer de manera uniforne y

elemental 1os eleoentos de 6 p.r" c = GL(2,k) (k cuerpo fiaito) sola

Eeole con ayuda de nétodos "oeta-geooé tricos" cooo el de la construcci6n

de las repr esenlac iones de §ei1 de G , asociadas a cada plano cuadrático

no degenerado sobre k . Este ejeEplo lo veremos con más detalle en e1 Ca-

pítu1o tr.

§ 2, CONSTRUCCIONES I,T'NCTORIALES,

Para uso futuro, señalauos aquí diversas coD.s truccioD.es functoriales

que perniten obtener auevas representacÍones a partir de representaciones

dadas .

2.I. suEa directá de reDreseEta cione s .

iSi (V.,p-) (i € I) es una faailia de represenlaciones de un u.ismo

de esta faniu: y se denota por

G-

de

G

grupo G , entonces se 1lana suna directa



[O u., @ ,íl a ra representación de G cuyo espacio @ 
'. 

es la
t.;- a .-- i€I 1
\tEI 1E -L

sr.¡na directa vectorial de los espacios Vi (i € I) y cuya acción -@ ,tiEI
está definida Por

[g ,'], = g [,1s 
€ AurE [P,'J '

para todo g € G Esta construcci6n goza de las propiedades eviden¡es de

asociativiclad, coooutatividad y fuDctorialidad. ¡,4 usareaos esPecial-mente

para un I f inito .

2.2. Cootragradiente de rma reDresentación'

Si (v,p) es una rePresentación de G , se I1aoa concragradiente (o

a veces si-aplemente conjugada) de (v,p) a Ia represeniación (v", É) de

G , cuyo espaeio V* es eI dual deI espacio vecto¡ial V y cuya accidn

! está defioida Por

Ér= (or-r)* € Autc(v*) (eec)

2.3. ?roductos teBsorisles de representacigPes

E1 producto teasori-al IE or, I ,'l de r,úa f',.ilit (v-, pt)
\ier ' i€r )

(Í e I) de rePresentaciooes de G ' tiene' por defioici6n, cono esPacio

al producto tensorial de los espacios V- (i € I) y cooo accióo a1 pro-

ducto teosori-al (interno) de 1as accíones pt (i € I) defiaido por

[,?,'1,-g['1, (e€c) -



Esta consErucción goza de las propiedades eviden¡es de asociatividad,

conmutatividad y funetori.alidad.

Cabe notar que si uno considera una famíIia (Virpi) de representa -

ciones de sendos grupos G, , puede entonces fornar. de mane¡a naEural,

uná representación de ñ - II g., , que se llama producto tensorial (exter
ie . -

i
no) de 1os (v-,p-) (i e r) y se denota por [e ,r, I otl . El espa(iet ' i€r )

cio de esra represeDtaci6n es aún e). producto tensorial de 1os Vi (i e I),

pero la accidn escá dada por

[e o'l- -(iet ) E
{o')r.,

para cada i= {sr)r.reE.

§ 3. ALGEBM DE GRI,?O.

La categoría de repleseatacioaes de un grupo G (coo homomorfisoo de

represetrtaciones cono homooorfisnos) es un caso particular de categoría de

m6dulos sobre uo álgebra, a saber la I1a.oada álgebra de grupo G[ C] nsta,

se puede defi-nir coao el álgebra de espacio vectorial subyacieute CG , d"

todas las funcio¡es coaplejas sobre G , cuya url-tiplicación es 1-a couvolu

ci6n, definida por

a
ier

(fr * rr) (c) = t fr (b)f2(k)L z h,lÉG ¡
hk=c

(eÉc)

t:
para toda f."f2e E- Se obtie¡e así inmediataeDte una C-álgebra uDita-

ria, detrotada dg] , cuyo grupo de inversibles contieae a G como subgrupr

6



vfu l.a inyecci6n g - óg con ór(h) = 6(e'h) (g,h e G) , don<ie 6 es

la funci6n caracrerística de la diagonal- de G x G que vale I en 1a dia-

gonal y 6e anula ea eI complene¡tario de Ia diagonal.

Ahora bien, si (V'p) es una rePresentaci6n de G , entonces V tie

ne uria estluctura natural de C[ C] -n6dulo definiendo

(f €a[ c] , v€v).

Recíproca.oente si ü es un d Gl -a6du1o unitario (es decir l'v = v

para todo v € M , donde I designa e1 neuEro Eultiplicativo de O[ G] , es-

to es e1 neutro de G) , entoaees 1a restriccidn a G de la ponderaci6n

por los eleDentos de d cl define una accidn p de G ea M . A uenudo

llanarenos a rrn O[ G] -n6du1o simpleoente por G-'oódulo. Se obtiene así de

hecho una eguivaleocia de categorías entre la categoría de rePresentacio -

nes de G y la eategorú de mddulos sobre At cl

Cabe Dotar que hasta el loooeDto se tiene que Ia eaEegoría de m6dulos

sobre O[ C] es seni-si-Ep1e, o equivaLentenente que el álgebra d C] es

seni-siople. Todo Ea1 m6du1o se desconpone entoDces, de manera no [ecesa -

riamente única, en suEa directa de subo6dulos si-¡ples, pero sí se descoupo

ne de manera 6nica en sus llamadas coaponeDtes isotípicas (que se pueden

obteoer agrupando eD paquetes todos 1os s¡Jmaados sioples isoEorfos eDtre

sí ea una descomposición dada cual.quiera). Usaremos esta primera terEiÁo1o

gfu para 1as represeata ciones correspoDdientes '



§ 4. ENTRELAZAMIENTO DE REPRESENTACIONES

C1ásicanente, los h@omorfisoos de repr eseotaciones se llaoan operado-

res de eDtr elazaniento . Describir eI enErelazamie¡to de uoa represeniaeión

(consigo oisna) significa entonces deseribir su álgebra de endooorfisoos,

llarnada tanbién a menudo álgebra conpulante.

En las consideraciones que siguen, designaraos frecuentemente una

representacidn (Vrp) de c simplenente por p Si (W,o) es otra re -

preseDracidD de G , designarenos enronces a aoo((v,o), (t¡,o)) por

tson(p,o) . ED particular escríbiremos End(p) eo lugar de End(V,p) .

LE!1A 4.I. (SCEUR). i) Ilna replesentaci6n (v,p) de G es irreducible sí

y s61o si End(p) = {t., I I e E} , donde h., es una homotecia de v de

raz6n ), .

ii) S! (V,p) y (¡,¡, o) sop dos r epresenta cio¡es irreducibles po isomor -

fas de G en¡oDces E@(o,o) = 0

tr

4.1, E1 Eúmero de entrelazasiento Y 1as Eultiplicidades .

Designemos, eD general, por nT la rePresataci6n igual a 1a suua di-

recta de n copias de una representación T de G , doDde D es u! ente-

ro positivo.

Para cada par de represeDtaciones p,o de G , se define e1 aúnero

de eqlrelazaloieBto I p,o] de p y o por

I p,o] = di'''o Eon(p'o)



Esre i¡variante nunárico de gran ioporcancia práctica tiene las si -
guientes propíedades.

PROPOSICION 4,1. i) [p,ol depende s61o de1 tipo de isouorfía de I I
o g R(G)

ii) I , I es una función bi-adiriva simétrica de &(c) x &(c) en lN .

iii) [ ¡p, os] = ,"1 p,o] para todo p,s € &(c) y r,n € I¡i ,

u

1
Designeoos por fi', ..., it uo sisterna de replesentantes de los tipos

de isomrf-ra de 1as representaciorxes i.rreducibles que aparecen eu sendas

descompos iciones arbitrari¿s de p y o en irreducibles

p =B1n o... eE/ ,

o -,lrr1 e ..- e rulzr ,

donde los a- y .i (l < i < r) sorr enteros positivos (eveDtualmeote

nulos).

Cooo ur¡a aplieación del lena de Schur obteaemos

r
I P,o] = .I. 'i,i 'L=r

t p,pl = .i. ,1 .
i=1

Adomís, se obtiene una caracterizaci6n intrínseca de los núaeros
'i'

que habfun sido definidos a partír de uaa descouposición arbitraria de p

eo irreducibles, a saber,
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¡¡. = [r1,p] = [p,rr] (I < i < r)

Si ,I es una representación irreducible y p una representación

cualquiera de G , definiremos, en general' la aultiPlieidad de f en p

llamada ¡aubién núoero de veces que aparece , eI} p , cono e1 núuero

Ir,pl

Esta Eultiplicidad no es ot.ra cosa, por supueslo, que la longitud de

1a componente isotípica de tipo a de p , eD eI lenguaje de Ia teoría de

n6dulos .

4.2. Criterio de conpletitud.

Sea G uD grupo fi¡ito y sea (v'p) (resp. (V'o)) Ia rePlesenEa -
f

ci6n regular derecha (resp. izquierda) de G , de espacio V = [" y acción

p (resp' o) definida Por

(orf) 1¡¡ = f (he)

(resp. (osf) (h) = r(e-rtr)

OBSERVACIoN. o es Batural,EeDte isoBorfa a p,vía f "'f (f €v), coD

- _1f(e) = f(e ^) (s € c)

PRoPoSICION 4.2. Sea (U'r) uua rePresentacian cualquiera de G -ry3,
(v,p) la representacida regular derecha de G . En¡onces, se defi¡e un

isomorf isoo de f,-espacios vectoriales

u* -l Eo¡(z, p)

' - -'* e1 operador Iíneal 0 de U eo V dado porasocrando a cada l¡J E u e1 oPeraoof J.lnear 9u _

(g,h€G,f€V)'

(e,h€c,fev)).
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0r(u) : g n o(z*(u)) (e€c,u€U)

tr

COROLARIO l. La ¡ultiplicidad de cada representacidn irreducible t de

G en 1a representaci6n regular derecha p de G es igual a Ia dioensión

de z.

tr

OBSERVACION. El ¡isBo resulEado vale para Ia representación regular izquier

da.

coRoLARro 2. se rieoe ltl s lcl .

coRoLARlo 3. GI¿lSLi9--qC.--99gI-1e!tEq) . sea *1, ..., r' un sistepa de

representantes Dara e1 coo-iunto G de tipos de isoaorfÍa de representaeio-

nes írreducibles de G . @ dl, ..., d, las respectivas di-measiones.

EEtODCeS

tr

PRoPOSICIoN 4.3. EI álgebra couutante Eod(p) de la represeptaci6p regu-

1ar derecha de c es isomorfa al álgebra de coavolucidn GG .

tr

COROIáRIO. i) r = lal es isual a la dipensióE del centró dé1 ál-gebra con-

mulante End ( p)

D

ui *...+d:= lcl .
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ii)

de

E1 card inal es igual a1 núoero de clases de conjugación

G.

§ 5. CAXACTERES.

Se 1lana carácter de una representaci6n p de G y se denota usual-

mente por XO , a la fu¡ción conpleja g'.} Tr(pg) sobre G

PROPOSICION 5.1 . Sean P o r epresentaci.ones de G , Entonces

e es e1 elemeDtso neutro de G '

lcl de G

D

i)

ii)

iii)

iv)

v)

vi)

G, más precisa-

(g,h € G) ,

Xp*

XÉo

xÉ=xp'

Xo(e)=dimP'donde

x v̂

nente Xo(BhB-r) - XO(¡)

implica X_ = X- ,pu

=X^*L,

= x-'x- '

tr

EI espacio EG , admire un Producto escalar ( , ) , a saber aquel de-

f i-aido por

(f 
1,f2) = r+ ;"

f, (e) fr(e) (fr,f, e cG¡ .

lEOREl.lA 5.1. Sean P -I O rePresentacioaes de

!
lp,ol = ,*o L, .

G. Entooces
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Designeaos por X(C) el cónjunto de los caracteres de 1as represenia

ciones irreducibles de C

PROPOSICION 5.2. Los proyectores isotípicos de una representaci6n cualquie-

ra (Vrp) de G sobre sus cooponenles isotípicas son los provectores

x(s)p
É

(x € tr(c))

no nulos.

§ 6. REPRESEN?ACIONES NATT'B3IAS DE I'N GRI'PO G .

Sea G uu grupo finÍto. Supoogauos que G actúa a 1a izquierda por

x+gx (xex,geg¡ sobre un conjuDto fiDito X (se dice entonces

que X es un G-§9gig!!gj3.gg!er¡!g o u! G-gglegig_iSgsier§Q . Lla¡aremos

representacióD uatu¡a1 (izquierda) de G asociada a 1a accida dada de G

en X (o, equivalepteüepte, al G-"§p@ X) a l-a representacida (V,a)

de c de espaeio V = CX y acción o definida por

, =X(gI ¡-x l"l *.

tr

PR0PoSICIoN 6.1. El espacio V = GX admiEe un producto escalar oue es in-

va¡i-ante baio o , a saber aauel defiaido por

(rt,rz) = Th *1 
tr,-,lGr (f1,f2 € v)

u

provisto de este producto escalar es

(orf) (x) = f (g-lx) (f e V , g € G , x e X)

(1)

Irecuenteoente a1 espacio cx
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denorado por f2(X) (notación correc¿a si se piensa en la nedida de conteo

nornalizada eo X) .

oBSERVACIONES. l) Si:rilarnente, si ahora c

x-xg (xeX,g€6¡ sobre u¡ conjunto

sentacidn natural (derecha) de G asociada

representaci6u (V,t) de G de espacio V

actúa a la derecha por

finito X . Llaoaremos repre -

a la acción de G en X a la

= 0X y acci6n T defini.da por

(trf) (x) = f(xg) (f€V,gec,x€X).

2) La representación regular izquierda (resp. derecha) de c ea un easo

particular de representación natural izquierda (resp. dereeha) de G ,

ED lo que sigue, dentro de este párrafo, X desigaará ua G-espacio
)

izquíerdo y (L-(X),o) la representación aatural de G a é1 asoci¿.da,

)
Y-

LEI'íA 6.1. Se define uo isonorf ismo del [-gspaclg_:ggtorlf K(X) = A"
.,7

(X' = X x X) ¿e todas 1as funciopes csmplejas E sobre X' , llamados

:i.f.r" * f. e". "ig'"", r C-Sgp"*- r".t"rl"I EDdD(I2(X) )t
a

do a cada f e ((X) el operador linea1 0v de L'(X) defiuido por

I o*tl 1r¡ = K(x,y) f(y)

x € X . Por este Ísoporf isno la e

operadores en Endr(L2(x)) corresponde a1 "producto de Volterra" (o pro -&

ducto nat¡iei-al) de núc1eos defiaido por

(K* L)(x,z) = I X(x,y)r.(y,z)
,€x

p¿ra K,L € K(X)

asoclan-

para toda f e L2(x)

Y€x

tr

(x,z e X)
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PRoPoSICIoN 6.?. Por el isomorfisoo del 1ptra 6, 1, la 0-álgebra End (o)

corresponde a la subálgebra K"(X) foroada de 1os núcleos K que son c-

i¡vari.antes en el sentido que

K(ex'gY) = x(x'Y)

para todo geG

(x,y € x)

CoRoIáRro. Se tiene Io,o] = ¡cf x2¡.

§ 7. RE?RESENTACIONES INDUCIDAS.

Dado un subgrupo E de r.rn grupo finito G y una representación

(U,o) de E , quisiéranos construir a partir de ella, de oodo Dacural, una

representacida (v,p) de c , que será llamada representación inducida por

(U,o) de E a G y denotada por Ind (U,o) o síEplenente Ind o .
ETG ETG

Existeo diversos Dodelos para 1a lepreseDtación lnduciila Iod g , ao-
ElG

sotros dareDos só1o uao, eI llaDado modelo de }IACKEY derecho (para otros

Eodelos ver, por ejenplo, [SA-U), de espacio § que consta de todas las

funciooes f : G'+ U que 6on o-horcgÉneas a izquierda, es decír

D

tr

f(he) = oo(f (s) )

y aeci6n p definida por

(gec,h€B)

(prf)(g') = f(g'g) (f€v,g,g'€c).
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oBSER!?CION. Es intrediaEo que e1 modelo de ltAcKEl- derecho es isomorfo a1

¡noclelo de I'IACKXY izquierdo (V',p') ' en que consta de todas las fun-

ciones f : G--'U tales que

(I{, r)

de c y tgqe hgponory O de B-i9Pl="!ac:!oae* (u'o) e¡r (II'r)

exíste r¡u único honomorfisoo O de rePresentacioDes de G de Ind o en

r(eh) = on-r(f(e))

v

(olt)ig'¡ = r(e-lg')

(ll,t) taI que é"i=Q,donde i

de (U,o) en 1Ed o '
- tstG

rod (u,o) -Jl9---' 1¡,.¡
EtG

,1

I

(u,o)

(geG,heH)

(f e Vr , a,A'€ G)

E-monomorf ismo canónico

tr

Hoo.(Iac o,:) il-, HorL(c,Res r)
" utc " GIH

dado por OF + o i, Paratoda o€ &(H) y r € fi.(c)

D

a

designa eI

PROPOSICION 7.2. Eay un isomo¡fisoo natural
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COROLARIo. (Reciprocidad de FR0BEI{IUS).

Irn¿ o,t]. = [o, nes t),
H'tc - c.t H

ü

Nuestras represenra c ione s naturales (L2(x),o) de un grupo G , don-

dexesunG-espaciotransílivoizquierdo,DosoDotrosquelaslePresen-

taciones inducidas Ind (E,fI) desde Ia representaci6¡ unidad a de1 esta-
KTG

bilizador K en G de un punto cuaJ-quiera xo € X '

con 1as nolaciones de nás arriba, e1 resultado siguien¡e es una conse-

cuencia in¡oediata de la Reciprocidad de rRoBENIUS '

PRoPoSICIoN 7.3. Pala toda represent (Ü'r) de G se t.ieDe

Hom(o,r¡) - ri\(K)
tr

Si, en geaeral, x es un G-espacio izquierdo y se descoopone ea G-6r-

bitas en 1a foroa

X = 9 0. ,
i€r 1

')

eriEonces, can6I]lcaEeDte, ]a representación aacurai asociada (L-(X),O) se

identifica a la st¡na directa

f o ,-'<0.,,, @ .t'l ,tier ' iet )

en que cada oi es la represeotacid¡ Batural asociada a1 G-espaeio O'

(i e r)
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COROLARIO. Seá

estabilízador eo

(U,a¡ una representaci6n cualouiera de

G de un punto cualquiera *: € 0i (i
v sea X, el

I) . Entonces

Hoo(o,r)-0rir.--(x.)
i€l u 1

D

OBSERVACION. La proposicj-6n anterior (resp. Corolario) se verifica taubiéu

cuando X es un G-espacio transitivo derecho (resp. G-espacio derecho) y

la correspondieate representaci6n natural asoci¿da (f,2(X)rt)

§ 8. lAS REPRESENTACIONES Vf,¡]

Dentro de este párrafo citaremos, pri.ncipalnente, algunos resultados

que serán de gran utilidad en 1a construcción del "descenso de SEINTANITT

para el grupo GL(2,k) (k cuerpo finito), princípa1 objetivo del presen-

te Erabajo, el cual resultará 6er uDa aplicaci6a de 1o expuesto en e1 pre-

sente párrafo y que prelendeoos abordar ea el Capítu1o IlI.

PRoPoSlcIoN 8.1. i) se¿ E up grupo firxito. Sea (v,o) represeatacióo de

H y (U,a¡ represertacid¡ i¡reduciBie de H Desigaemos por lr(o) 1a

corBponente isotípica de tipo 7t de o . Entonces existe un isomorfismo de

H-módulos

ev:U 6 Eoo(n,o) * Ir(o)
0

uaQ * 0(u)

donde la acción de ü en U

Boro (a , o) es trivi¿I.

es la dada por la representaci6n Í ¿g
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ii) Sea C un grupo finito y (v.o) una representaci6n de G ta!. que

cor¡tpute con (V,o) , en el sentido p_ oo. =o. oo (e€G.h€H).
Snng

Defininos una representaci6n (V,oEp) de Il x G por

(oAp)(h,g)=oh"pe (h€H,C€c)

Entonces lr(o) es ura E x C-g1lleple::llggi6g de (V,oAp) y se riene

un isomorfisoo de E x G-{ódulos

u E non(¡,o) i ro(o)
c

donde Ia acción de (h,g)eBxc g U E Hon(n,s) envía uEg e¡
c

ro(u) E (0, . 0)

iii) Se tiene la siguiente descomposición

(v,o I p) = @^ U- I Bon(a,o) cooo B x Gaddulos,
r€tt " c

(v, p) = €E^ (di. .z) Boa(a,o) coEo c{ódulos,
'r€E

donde U es el esoacio de ,r .

DqaostracÍón: Puesto qúe }a apLicaci6n ev es coEpatible con sumas direc-

tas e isomorfisnos de representaciones de E para dercstrar (i) basta sdlo

coqsiderar el caso cuando (V,o) es irreducible. tuego por leua de SCEUR

tsoa(r,o) - ó(r,o)0 do¡de 6(¡,o) es 1a fuocióo de Dírac sobre fi ,. fi

que vale 1 si ¡ y o son isomorfas y cero en caso conlrario. ED conse -

cuenci¡
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U I Hon(z,o) : 6(r,0) (U I 0) ,cc
de donde ev

uBl+Iu.

e6 si-EpleEente e1 isomorfismo ca¡óoico U I [ -+ U

c

Por otro lado la conponenre isotípica 1r(o) de tipo n de g (V

general) viene dada por I_(o) = P.. (V) donde P.. es eI proyector H-iso-"xnh
tfpico de tiPo r de Ia representaci6n (V,o) I Xa el carácter de f

(cf. § 5, Prop. 5.2.).

Cooo, eD este caso, (V,o) es irreducible entonces I,, (o) = 6(a,o)V ,

10 cual deu¡estra eI issnorfisno

Para deoostrar (ii) basta observar que lr(o) ea estable por pg

(g e G) debido a la conmutatividad de p y o .

Final-nente la úlrima aserci6n resulta de l-as dos anteriores.

tr

EB todo 1o que sigue, en eate párrafo, DaDEendr€oos l3s siguientes Do-

tacioEes, a aeDos que se i-ndique lo contrario, I desig0ará lm conjunto

fiaito no vacío cualquiera, v = r,2(x) eI espaci-o de Bilbert coaplejo, de

di-aensí6¡ f i-u.ita igual a Ia cardioalidad de X , provisto del producto es-

calar ( , ) dado por (t); E y G grupos fi¡itos eualesquiera coD re -

pleseotaciones unitarias, eoo respecto a ( , ) , (v,o) I (v,p) respec

tiva¡oente que comuten enEre sí.

DEFINICION 8.1. se define la lepresentación (Y,6)

o f - o (f)'c I

de G por

(f€v,g€c)
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donde E es la función conjugada (conpleja) de f .

Análoganente se define (v,o)

LEMA 8.1. Exist.e un isonorfisno de Il x G-m6du1os

(\t,(oE p)^); (v*,(o e p)")

Demostraci6n: Definamos ¡ couo sigue

n: V")V* , f ''' n(f ) =(?,i) ;

es irmediato verificar que ¡ ea un isonorf isno f-Iineal.

Por otro lado

t to e pi (¡,e) . nl (r) = tÉh " ós " nl (r)

= (r,i) o p*_r . oo_r

=((pc-¡.oh-r)(?),f)

= ( z,oo(or(f) ) )

= t '¡, (6n . iri trl I

= n((;h ' ir>to>

= [n . (o e p) (h,e)] (f)

tr

f €V, h€E' CeG.
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LEHA 8.2. sea (u"r¡ una reDresentaci6n de H . Entoncee existe un isooor-

fisno de G-¡¡6du1os

(nom(í,o),p.) i (Hoo(6,2¡,ir¡

donde

(or(e))(0)=or"Q

«6u«s>l(o')=Q'.6r-r

(0 e Eon(i,o) , gec),

(ó'€non(6,r),eec)

Deoostracidn: sea ). er isomorfismo entre la representacidn contragrad.ien-

te, 1i¡' , ae i y la representaci6n zr ; por 10 raDro rhol=f "(zi)i
(h€E)

Defioauos R couo sígue

R: Eon(ir,o) + EoD(6,r¡) I"ú*.n

donde ¡ es eI ísonorfisno del L-." 8.f. (§ 8) y 0* : o..| r! o O e (U*)*

(o€v*).

Ahora bieo

zo"R(0)=rh'tr.Q""n

=r.{af;)*.0*"n

=I"(0.Ín_r)*.n

=1"(o'_r.ó)*,.n

=t"ó*.án"n
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=t.O*.n"6n

= R(ó) ' 3.'n

cotr 0e Hom(i,o) , h€8. Luego R está bien «tefinido, y es un isomor-

f isno O-LineaL,

Finalloenle verifiquemos que R es un entrelazamiento de pÍ ) pa .

Para ello 6ea 4 € 1ie¡(#,o)

[6r{s) . PJ(o) = ), " o*. n " 0r-r

-t.o*.lu-r"n

-^.(gso0)*.¡

= [R " Pi(c)] (o)

para todo geG

tr

OBSERVACIoN. Sea lJ u¡ espacio vectorial eoaplejo cualquÍera y (V,T) ,

v = f.2(x) , uuÉr repreaentacidn cualquiera de uD grupo finito P . Puesto

gue T_ (p e P) es un eldonorfisno Iineal de V a é1 1e está asociado
P

una función conpleja K- sobre X2 , lr.-"do núcleo, dado porP-

(2) (tof)(x) = 2 Ko(x,y)f(y)| ,€x
(feV,peP),

luego poáoos def i-air una representaci6o (Vo,T) de P de espacio
Y

Vo - lf' y acci6n dada por (2), para f € vo .

A continr¡acidn iqtroducirenos 1as represeotaciones V[r] .
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DEFINICION 8.2. Sea (U,7) u¡ra represen¡ación de H ; defini-¡oos la repre-

sentacidn (vfa],p) de G cuyo espacio Vfr] consra de todas 1as funcio-

nes f de X en U taLe6 que

o.-1f =rI. of
nn (h€E),

y cuya acción está determinada por p según (2), restringida aI subespacio

v[a] que es estable por p .

LEIIA 8.3. Sea (U,f) una representaci6n de B . Entonces existe un isouor-

f ísmo de G-m6dulos

(non(6,2),6u) -It (drl ,p)

Deoostraci6n: Recordemos que el conjuEto i6*/x e X} es una base orEonor-

Eal de V doode 6, (x € X) es la funeió¡ coqleja definida sobre Xx

por 6*(f) = 6(x,f) cou 6 Ia función característica de la diagoaal de
,

X' que vale I en Ia diagonal y se anula en e1 compleoentario de 1a diago-

na1.

Por otro lado sea K, (g e G) el ¡úcleo asoei-ado al operador gg

(g e G) , entonces Ia utrÍtariedad de p , respecto al producto escalar

(,) ae V , equivale a

Kt(x'r) = Kr-r (l'x) (x,y € x)

cotl

xr(x,v) = (0, 6r) (x)

para todo g€G

(x,y e x)
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AnálogaDente, sea \ 
(h € H) el núcleo asociado a oh (h € H)

entoDces

rr(x,r) = \-r(r'x) (x,v e x)

con

t-(x, r) = (on 6r) (x) (x,v e x)

para todo h€H

Ahora bien, sea q e Uoo(6,r) ; entonces se defiue F(O) Por

r(S) (x) = 0(6=)

?or 10 tanto, Para todo x € X t erie'oo s

(x€x),

o. -r (F({) ) (x) = E \-r (x,Y)r(6) (Y¡
nÉx"

fl
= +l :_ \(r,x)orl.F j{

= ó (E:16-) )'nx

= 1q . 6o) {o*)

= (rn ' 0) (6*)

= (ru ¡(ó) ) (x)

es deci¡
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on-r(F(0))=rn'r(0) (0 e tson(o,t) , h € ¡t) .

Luego f es una apt-icaci6n [-li¡eal ¿e ¡to¡(6,r) eD VIr] . eún uás,

es inmediato que F es un isomorfismo f,-li¡e¿I.

tri¡almente verifiquenos que f' es un entrelazaoiento, es decir

Pu'"=""6a(e)

Sea 0 e Eou(6,¡) y x€X;

I (p- . F) (9)l (x) - E x^(x,y)r(0) (y)*fxs

» R-:;1y,x-x)O(6 )
,€xgY

*[.!* *r-,ty,") 6y,}

0 (ps-¡ (6x)

(Q ' ir-r)(6*)

= r(0 " p_-¡) (x)
B

= t (r . iu(e)>tOll <,1

(eec)

para todo gÉG.

tr



TEOREIA 8.1. See B e1 conjünto de tipos de isoEorfía de represep tac iones

irreducibles de H , Designepos por Un eI espacio de , € H . Eptooces

(v,o & p) : e^ uy a vlrl
"€H

(v, p) ( di-u z¡)ü u¡l

coEo E x G+6du1os,

como G-m6du1os.=@^7r€H

tr



CA?ITULO II

LAS REPRESENTACTONES DE CL(2,Irq)

ED e1 preser¡te Capítulo coostruire!¡os todas las represenlacÍoDes co&-

plejas irreducibtes de CL(2,lFq) por deseonposición de aus representacio-

ues de lieil asociadas a planos cuadráticos. Ta¡bién se eotregarán varias

otras constsrucciooes de l-a serie principal que seráu de gran utilidad en

eI Capftulo III.

Dentro de todo e1 Capítu1o EaDtendr€oos las siguientes notaciones,

O - ,O (cuerpo finíro de q elementos), G = GL(2,rFo) , Bo eI gubgrupo

de Borel de G foraado de Eatrices triangulares superi-ores y To e1 toro

uaxi.aal de G foroado de las matrices diagonales.

5 I. LA SERIE PRINCI?AI DE G

Recordeoos brev@eote dos consErucciones bien conocidas de la serie

principaL de repr esentaciones de G

28
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1.1. ConstruccÍ6n de 1a serie principal por inducción,

DEFINICION l.I. Sean a,B e car(kx) . Designemos mr Io,B] el carácter

de B definido oor

lo,BI [; :] = o(a)B(d) (a,d € kx , b € k)

Se llamará serie principal (de representaci.ones) de G la fanilia de

ripos de isomorfla de representac iones irreducibles de G obteoidas e¡ 1a

descomposición de laE representac iones irreducibles (nodelo de üACKEY dere-

cho)

(to,B , 'o,E) = lo$orc Io'B]

Record€oos gr" Ea,g consta de todas las frmcio¡es complejas f sobre

c que son [o,B] -¡ooogéneas, es decir

f (be) = [ c, B] (b) f (c,) (gec,b€Bo)

Y 1a acci6n ao,U está dada Por

lro,u(s)fl (h) = r(hc) (f € Hc,B , g,h € c)

cooo lcl = (q- t)'zq(q + r) r laol = (q-1)2c, se tiene que

d\Eo,B=q+1.

LEIIA I.1. Sean o,p,c',8' e car(kx) . Desigaemos por K(s,B;a',8') eI G-es-

Dacio vectorial f or¡oado de todas las fuaciones ccmplejas K sobre G verl-

ficando la eoadicidn

x(b'gb) = [o',8'] (b')K(e)[a,B] (b) (b,b' € Bo , I € G) .
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Entonces, la correspondepcia que a cada N e ((o,3;a'rBr) le asigna el

define un isomorfismo de E-espacios vectoriales de

operador é,, dado por

[ éK(r)] (s) = E. K(sh-')r(h) (f€Ea,B,c€c),

K(a,B;o',8') en

Hou[r^ ^ ,r^., ",J . Adaás, Ia aplicaeión anterisrmente definida transfor-
*.P

ma e1 product.o de convolución de funciones couplejas sobre G en eI pro -

ducto de operadores.

D

DeooEemos por Na(To) e1 noroalizador de To eD G ¡l Wo el grupo

de I'¡eyl NG(ro) / ro de c . Ertonces tlo = {l,vo} ."o r" = [1 á] ," .

EI grupo l,lo actúa uaturalEenté aobre 1os caracteres de To por

(a, B) 
s(h) = 1c, B) (¡¡rrv-¡ )

para n€tJo, a,Bc car(kx) , h€To, cloude

«",er [á 3] = ",",u,u,
(a, a e tx¡

Con ayuda de los resultados inmedütaDente aDteriores y de 1a descon-

posici6n de Bruhat

G=BgBrroB

de G , ae denuestra fácil¡eate Ia

PRo?oSrcION 1.1. Sean o,B € car(kx) . Se tiepe que
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ú

d i-nn Hom(ro,U ,ro,,B,) = | {w e rro / (o,E)s = (a',8')} 
I

COROTARIO. Sean c,$,o',8'€ Car(kx) , entonces

i) H_ ó es irreducible si a * Bo,B

ií) B- ^. es sr.uur directa de dos representac iones irreducibles no isomor-

fas.

iíi) H-., ^. es isomorfa a H-. ^ sí y s6lo si (a',Bt) = (o,B) 6
- tP

(o' , B') = (B,o)

tr

La desconposicid¡ explícita de B- (o € Car(kx)) es 1a siguiente' crC

uo,a = EieE:

doorle Ej des igna la recta * Eo,o engendrada por Ia función compleja

c o det (det. es el hoaomorfieDo deterBi¡aDte de G sobre k'¡ , y don-

de Ia subrepresea¿aci6n irreducible uf, ae aioeosión q está dada por

,^o={r€ts^^/ r t1g¡=6 vtet'}.s[o,od=-)
detg=t

Derlotemos por ri (resp. ";) la restricci6o d" ,o,o a1 subespa-

cio H] (resp. u;q) . r,ueeo (Ei,ni) - ([,c o det) (a oenos de isono¡fía).

I.a represenLacidn (fi^q , r]¡ es ]fanarla Ia representació¡ de Steinberg de

c asociada a1 cgrácter q, y derotada por St(o)
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Designenos por ["{o,gj,"{o,B}) el ripo de isomorfía de (Ho,g,ro,B) ,
para c,B e Car(kx) . La siguiente proposici6n eaElega una descripcidn de

la serie principal de G

PROPOSICION 1.2. La serie principal de representac iones de G es!á foroa-

da de:

I

I tc - tl(c - 2) representaciones r{c,B} (a,5 € Car( k') , o ra B) de

di.oensidn g+l,

g - I representacioues r§ (c € car(kx)) de di-uensi6n q , ¿

q - I represenraciones ,t = o, o der (a € Car(kx)) 4e díoensidn I.

I.2. La reDresentaci.óE natural de G .

Dentro de 1o que sigue k2 indica¡á e1 plaoo fiaito k x k .

DErINICION I.2. La representaci6o uatural T de G es defi¡rida deatro de1

esPacao O _ nk2xkt por

['rr(f)l (x,t¡ = f(xg, t aet g-¡) (E€c, feE, x€ k2, r€ kx)

(eI grupo C actúa sobre k2 por uultiplicación matricial a fa derecha).

Por de proato obteoernos uaa descouposición evidente

(u,t) = (M',r) @ (u,t) = O
cÉCar (o*) 

(n'o ' det) e (u'r)

tr

donde

M" = {fe fr'l sop f c io} , k'} ,
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lr= {f eü/r(o,r) -O v r€kx},

donde denotanos todavía por r Ia reslricci6n de T al subespacio estable

(resp. M)

Por oEro 1ado, podemos descornponer (ll'rt) según los caracteres de

k' * k" cooo sigue

(¡r-,t)= @ - (i ^,.r)o,Becar(k^) o'¡5

donde

Eo,B = {f € il'/ f(rx,t(rs)-t1 = a(r)B(s)f(x,t) vr,s,rekx, vxek2}

donde designaoos todavía por T Ia resEriceión de T al subespacio esta _

bI" Ío,B (c,B e car(tx))

Coloqueraos

u ^ -[ - nua,É a,E

Luego, es í¡mediato que

(a, B € car(kx) )

v =V'^a, B 'h, B
si atB (o,B e Car(kx))

(L,o , t) = [uo,o , t)O {c, a " der) (a € car(kx))

(4, B e car(kx) )
d i-n- I'l- - = q + Iú srD

v
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DEFINICION Para o, S,or , B' € Car(k ) , se designa por N(arB;arrBr)

el I-"spa.io v,ecer¿qfolaado de funciones con¿Sjeg N sobre

1k2 x kx¡ x 1k2 x kx¡ (llanados núcleos en 1o que sique) tales oue

N(x'gt,ttdetg'-r; xg,tdetg-') = N(*',t' ;x,t)

y que

N(rrr', E' (r' r')-r ;rx, t(rs) -l) = or (r,)B' (s' )o-r (r)B-l (r)U(x',rr ;:, t)

para cualquier r,rt,t,tt,s,sr €kx, x,xt € k2 , g€G. Ad.,nrs, denote'os

por N(a,B;oi,§') eI subespacio de N(c,B;ar,Br) formado de núcIeoj N

tales que

N(0,r¡y,s) = N(x,t;0,u) =6

?ROPOSICION 1.3. La correspondenci¿ que a cada aúc1eo N € N(d,B;cr,Br)

(r,s,t,u € kx , x,y € k2) .

x
para cualquier o,B,o',B' € Car(k-) , le asigna e1 operador

en Il . ^. dado oorc''F'

to.,<t¡l 1E¡- > N(E,n)r(n)o rlekzxk'
(EeL2rk*)

ep producto de operadores y es uE iscrmorf i6no del C-ssEcr-o _EslelÉ!.

§(o,B;a',8') (.""f.. N(a,B;or,B')) sobre el ¡-C¡¡gcrp vecrorial

uotFo,B ' Eo',g')

o,B,o',8' e Car (kx)

tr

defi¡e una apli-cacidn que transfo

(g. uon ("o,g , Mo,,B,) ) , para cuarquier
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PRoPoSIcIoN 1.4. Sean a,B,a',8' e Car(kx) , entooces

i) l{- o es irreducible si a # B ;

ii) U. ^. es sr¡ma directe de dos representaciones irreducibles no isooor-

iii) ;^ es Ísomorfa a !1 , ^, sí y s6lo si (o',8') = (c,B) 6

(o' , B') = (B,o)

tr

La deseomposici6n expllcita de M- -. (o e car(kx)) viene dada por' o,c

do¡de M] es e1 subespacio de t{^. - foroado de funciones coastantes, y-o'G,C
la subrepresentac ión irreducible M[ de dinensi6n q está dada por

M: = {f e y- / E f(r,sir) = -f(0,1;l)}o o'o E€k

1.3. Isoxoorf isEo eptre la reDreseptacidn natural v Ia aerie grinciDal.

A continuaci6D d€nostrareaos que 1a represeataci6n n¿tural de G vuel-

ve a dar 1a serie principal,

?ROPOSICIoN I.5. ExÍste un isoEorfistro de r epreseotac iones de G

M ^ -H ^o.É c.É

x
para cualquier a'B e Car(k )

Depostracidn: Puesto que H^ c =Ec ^ (cf' § l, Corolario de Ia Proposi-s,É É,u

ció¡ 1.1,) construiremos un oorfis¡oo no nulo Q entre 1as rePresenta ciones

l.{o,o = Mi@u;
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de G ,B,o y l{o,B c*o ,U,o - 
,'it 

[ ts'ol ' es suf icienre construir
o

un oor f isrno no nulo entre Ia representación [ ts,q'] de Bo y 18 restric

ci6n de üo,U t Bo (cf. Capítulo I, § 7, ?roposi.ci6a 7.1.). Para eIIo

considerenos la aplicaci6o no nula que erwía a I € f, en 1a función

f. € M ^ de soporte {O} , k' , k' Es innediáto verificar que estar c 
'É

aplicación es un oorfismo entre las rePresentaeimes involucradas de Bo

Acleoás f t es clara.mente un generador aef d cl Sdulo üo,B , Para todo

cr$ e Car(kx) . Por consiguiente el morf isoo 0 definido por fl es un

epimorfisoo d" EB,o "o no,B . Ahora bieu, eonc u* *Bro = q + I '
x

, para todo o,B e car(k ) , eI ePi¡orfisno Q resulta ser ua

DEFINICION 1.4. Dentro de 10 que sigue, direnos gue la representaci6n

es e1 oode-

to Eatural de 1a representaci6D de Stei¡berg S t(d) , a menudo denotada

tanb ién por zq deotro de 10 que sigue.

OBSERVACIO¡*, Para otro modelo de la rePresentació¡ de Steilberg St(o) '

o e car(kx) , ver, por ejeuplo, t SA-21 .

- di-u üc,F
ismorf isno

tr

(u- , ,r) (o,E € car(kx¡ , e * B) constituye eI modelo aatural del tipo
s'F

de isonorfía r{.,-e} . Para c e car(kx) , direoos que {ul't¡
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§ 2. LA REPRESENTACION DE !ÍEIL DE G

Describireoos, en el preseDEe gárrafo la representacidn de lleil de G

asociada a un espacio cuadrático (no degenerado) sobre k .

2.I. ¡Una presenraci6n de CL(2,k) , k un cuerpo cualquiera.

DEFINICION 2. 1. Sean

n<"> = [á "9,]

h,(.) = [l :]

"(b) = [á 
,J

(o l'\'= t-t o) '

Eo = {h(a) /ae kx1 ,

E¿ = ih(E) /t e r"1 ,

uo={u(b)/b€L}

TEoREI'IA 2.1. E1 grupo GL(2,k) está engendrado por los geoeradores h(a)

(a e tx) , h'(r) 1t e kx¡ , u(b) (b € k) r r¡ coD las relaciones

(ae kx) ,

(t e kx¡ ,

(b€L),

v

(i) h(a)h(d) = h(ad)

(ii) trr (r)h'(t) = h'(rt)

(iii) u(a)u(b) = u(a + t)

(iv) h'(t)h(a) = h(a)hr (t)

(a, d e Lx) ,

(r, t e kx) ,

(a,b € k) ,

(a, t e kx) ,
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:

(v) u(b)hr(t) - ¡'(¡)u(tb)

(vi) h(a)u(b) - ,,("2b)t (a)

(vii) t'-tr(-I)'

(viii) wh'(t) = h(t)hr(l)!r

( ix) rh(a) = h(a-r)¡¡

(x) r¡u(a-r )¡¡u(a)¡¡u(a-r ) = h(a)

De hecho se Eiene
t

GL(z,k) = E;tsouo c, E;EoUot¡üo

tr

2.2. Formas cuadráticas v sunas de Gauss sobre el cuerpo fiaito O = ,n.

DeDtro de este Dfuero citaremos algunos resultados biea conocidos so-

bre Ia clasificaci6n de formas cuadráticas sobre un cuerpo fiaito k , de

las sr:mas cuadrátieas (de Gauss) que 1e están asociadas solaoente para e1

c¿so de di-ueas ión par ya que, dentro de todo 10 que sigue, necesitaremos

s61o l-a representaci6n de l{eil- asoci-ada a un espa.cio cuadrático oo degeue-

rado de dÍ¡eosi6a par. En el caso de dj-nensión irpar se puede citar como

ref ereacia I sa-Z] .

DEFU{ICION 2.2. Denotareoos por x la fu¡ción coordenada sobre k y por

x,y las funciones eoordenadas caa6nicas sobre t2 = k x k . L]2rñrrenos

plauo hiperbdlico a todo espacio cuadrático isoprfo al espacio (k2,xy) .

DesigrBreoos por K 1a única extensidn cuadrática de k y N 1á

aorna de K sobre k .

(b e k , t €

(b€k,a€

(t e t'¡ ,

(aekx),

(a e k ) .

xk)

k")
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TEoRE},!A 2,2. Todo espacio cuadrático no degenerado (E,A) sobre k es

sroa orto8onal de planos hiperbdlicos v de un espacio cuadrático (Et,Qt)

reducido a 0 o bien isooorfo a uno de los espacios siguientes:

i) (k,x2) ,

íi) (k,t-x2) (si car I * 2 , se fiia un no cuadrado t- € k) ,ü-

iii) (K,N)

si (E',Q') = 0 É (E',Q') - (k,x2) §9-9¡ge-ics. (E,Q) es desplesa-

da (sobre k) ; si (E',Q') - (L,tox2) ó (E',Q') 
= 

(K,N) se dice que

(E,Q) es no desplegada (sobre k)

Denosrracióa: Es i¡Dediata de 1a deseornposici6n de lliEt de (g,Q).

DE¡INICIoN 2.3. J- V e ca ) a (E,Q) un espacio cuadrático sobre

k . Se def ine Ia sr.oa de G¡ S_, -^ asociada a V o Q por
V"a 

-

tr

.*"0 = 3 9(Q(v);

sv"Q(t) = t*..0 (tekx),

donde

gt1"¡ = g1t.¡ (a € k')

PROPOSICION 2.1. Sean (E,a) ¿ (E',Q') dos espacios cuadráticos sobre

k . Entorces, para todo V € c.ar (k+) - iA] ,

3i a=q'i) sv.Q - tg.Q'
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eri par¡icular, S-,.^^ no depende de q/ si Q es no degenerada de rango

par. Recuerdese que si Q es no degenerada de rango par, ee tiene que

Q=tQ (tek')

ii) sV.(QeQ') 't,l.Q't,¡.q' (::g_gir..t. 
", 

t"C"".! .

DEFINICION 2.4.

[t eÍ (E,a) es desplegada
I

e{o) = I
I

t-l ei (E,O es no desplegada.

PRO?OSICION 2.2. Sea (E,Q) un espacio cuadrático no degenerado de dimen-

si6n par sobre k . Ertonces, para todo l|, € car (k+) - {!.} ,

s!,.Q = e(O lsl'l'

Daostración: Puesto que dim E es par basta calculat tp._ , t*.n

(cf. § 2, Teoreaá 2.2. y Proposíci6a 2.1).

S, = : r! (v rvz )tf 'rv (v¡,vz)€k2

= » > -u(t)rÉk (vr,va)ek'
v¡v2 =t

- » (c_1+q6(t)Xr(t)
t€k

D
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s*.* = f rI(N(v))
, \FK

- » 2 ,l(t)
t€k \,€K

N(v) =¡

» (c+t-q6(t))V(t)
t€k

2.3. Definicidn de Ia represeptacidn de weil.

Sea (E,Q) un espacio cuadrátíco (no degeaerado) sobre k . Se deno-

tará por B 1a foroa bilineal asoci-ada a Q , definida por

B(x,y) =Q(x+Y) - Q(x) - q,r,

tr

D€fitro de todo 10 que sigue, denotareoos por 3€ el

teres oo triviales de k* . El grupo uultiplieativo kx

Dente sobre ,e por

(x'y e s¡

coDjuoto de carac-

actúa transitlva-

TEOREMA 2.3.

gilg-rg 2u

¡pt1a¡ - g¡ta¡

Sea (E,Q)

, sobre k

ltekx,a€k*,üe!e)

un espacio cuadrático (oo degeaerado), de dimen-

. Def i-oÍ¡no s una represeatacidn (v^,pl de G ,

(ErQ) , cuyo espacio es

uQ-t*

G asociada al espacio cuadrático
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oy cuya acci6n px = p está definida sobre los generadores de G por las

f6rnulas siguientes

(3) [p(h(a))r] (x,ú) - f (ax,rf)

(4) I p(h'(r)) r] (x,{) = r(*,rl,t-1)

(5) I p(u(b))f] (x,V) = rl(bQ(x))f(x,ú)

(6) [ P(v) f] (x,r]) = e (Q) q-n

para f €V^,x€E, Úera.r{

(a€tx),

(r € kx) ,

(b € k') ,

)€E
ú[ r{x,r¡1 ¡ 1,,r,

sobre un espacio cuadrático (E'rQ')

o(r) de (rQ,,ra') soble (rq,r1

E
lo(y)r'l (x,rl) = f '(y-1("),r1, Y)

si Y' es uDá si.Dilitud de (E ' , Q ' ) sobre un espaeio cuadrático (E",Q")

Por oEra parte, si 1 es una similitud, de rulrípl-icador n,

, enEotrces .¡ incluce

eDtooces

o(y' " y) = 6(yr) ' o(y)

Demostraeidn: Debeoos veriJicar que las relaciones (i) a (r) eatre los

generadores de G sean respetadas por Ia

acabamos de dar, Esto es trivial para 1as

Eo para las relacioaes (v), (vi), (viii)

(vii), para f €VQ,x€E rUeX.

rde

un isooor-(E, a)

f imo defiaido por

(f'€VQ,,x€E,üe$0;

defÍuición de 1os operadores que

¡elaciones (i) a (iv) e ir¡media-

y (ix). Comprobernos la relación
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-2¡ E {(B(x,y))r}(s(Y'z))f (z'Ú)
I p(v'z) f] (x'tf) = g '

!'*E

= o-2o 
' 

t("U) E rl¡(B(x + z'Y))
' LeE )'€E

= q-2o E f (z,v) lnl6(x + z)

zeE

= f (-x,tf)

La últi-Ea relación es equivalente a

pu(a)r¡ = h(-a-¡ )u(-a)ru(-a-1 ) 1a e kx)

seao aek", f evO'x€E Y V€3c '

lp(¡¡)p(u(a))p(r¡)fl 
(x'rl) = {" 

",zurq{ 

r(x'r) + aQ(v) + B(v'z)l f (z'{')

= o-2o > {,[ a-I(B(x + z,v') + Q(y'))] f (z'\!)

!''*E

= ,.,-2o s, ^ ("-1) » r¡l -a-rQ(x + z)l f (2"!)
' v.,l ÉE

= e(e)q-É 
*E 

rlFa-lQ(x + z)l f (z'ü)

ya que' Por ProPosicióo 2'2' (§ 2)'

.,112 1ae kx)
sV.Q(a) = e (a) lsl

Por otra Parte
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I p (h(-a-1 ) ) p (u(-a) ) p(¡^¡) p (u(-r-¡ ) ) f] (x,l!) =

= V(-e-r Q(x) )e (Q) q-a ! r¡[ -a-r1o(x,z) + Q(z))J f(2,{,)
zeB

= e(Q)e n E V[-.-¡q(* + z)) f (2,\» ,
zeB

verificándose así la relaci6n (x) . Con esto queda denostrado que 1a re -
preseotación p está bien definida y por ende el teoreoa, puesto que sus

dos últinas aseveraciones son claras.

OBSERVACION, Si se elige un carácter e e 3C la represenlaci6n de Weil

(rq, oa) puede ser realizada en e1 esp"cio f,Hk colocando

f(r,et) = f (r, t) (f €vQ, x€E, tekx¡ -

§ 3. LA EE?RESEN?ACION DE I{EIL ASOCIADA A I]N PLA}{O EIPERBOLICO.

Ea e1 preseote párrafo, va¡Dos a descoDpoDer la represeBtaei6a de l{ei1

(uq,r9 de c asociada al plano hiperb6lico (n,Q) = (k',=y) y Eostrare-

u,os que volvemos a recuperar toda la serie principal de tepresentaciones

irreducibles de G . A oodo de abrevíaci6n, dentro de esEe párrafo escribi-

r@os síEplenente (v,p) en l-ugar de [v^,p9

D
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3.1. El sruPo I - co(Q)

Pretendemos describir el grupo f - CO(Q) de toda6 las si¡ilitudes

ortogonales de (E,Q) . Todo par (r,s) e k' " kt rlefÍ¡re una si.uilituil

y(r,s) de oulti.plicador rs , de (E,Q) , por

y(r, s) (x,,x2) = (rxr,sxr)

Definanos T por

T(xr,x") - (x.,xr)

(xr,x, € k)

(x, , x, € k) .

EDtoDces T € 0(Q) y I e6 el pxoAueto s€nidirecto del grupo

¡+ = fi1r,s) lr,s e kx) ,

xx
isomorfo a k', lr' , y del subgrupo {1,T} , con las ¡elaeiones

T2=1 y y(r,s) "T=T.y(s,r) (r,s e kx¡

3.2. Desconposicióa de (V,p) seeún I .

Denoteoos por (V,o) J-a represeatación qatural (izquierda) de r

def i.Dida por

t o(v)rl (x,g) = r [v-t(*),,1,'Y) (y€ r, f € v, xe k2, V€30

donde o, es el Er¡ltiplicador de 1a sinilitud 'f .

DEfINIcIoN 3.1. Se define, para todo o,B € car(kx) ,

v(a,B) = {f e v / o(r(r-r,r-r)) r = o(r)B(s) f r,s e kx} .
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V(a,B) es una subrepresentacidn de (V,p) y se tiene la siguiente

descomposicióD de G-E6dulos

v(c, B) .

PROPOSICIoN 3.1. Se tiene, para todo a,3 e Car(kx)

@
o , Eecar (kx)

v--

dronv(o,B)=q+1+6(o,8)

(donde 6 es Ia funcidn earacterística ile Ia di.agonal de Car(kx) x Car(kx)

que vale I eu la di-agonal y se anula en eI csmplementario de 1a diagonal).

D@ostraci6o: Sea f €V(orB), entonces

(7) f (rx,,sxr;rf) = s(r) 6(s) f (x.x2;¡¡rs)

para todo r,s € kx , x¡rx2 € k , ¡,|., € 3C .

fijeoos un caracter e € f,e , luego es imediato de (7) que

f (0,0;9) = 6(a,B)a-r (t)f (0,0;e)

f(xr,o;rl) = (aB-r)(xr)B-r(t)f(r,0;e) (,¡, = .t , xr,t e kx)

f (0,x2;V) = (o-]B) (xr)c-r(t)f(0,1;e) (ü =.t , x2,t € kx)

f(xr,xr;ú) = o (xr ) B (x2 ) f ( 1, I ¡Vxr 
x2 

) (*r,*, a tt , ,1, e 3Q

tr

PROPOSICION 3.2. l) E1 aucoporfÍsno s, induce por restricci6¡ a V(6,§)

un ismorfismo de V(c,B) sobre V(B,a)

(g-.t,t€kx)
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coD

ii) Seá c e Car(kx) , se tiene la descomposici6n de c-gÉ$Igg

v(c,c¡ = v+14,o¡ e v-(q,ü)

donde

t'(o,o) = {f € v(a,a) /o(r)f = tf}

di.Ev+(c,o)=q+l , dtuV-(o,o) = 1,

Demostracidn: La pri¡era asercidn resulta de innediato de 1as relaciones

y(r,s) "1=1.1(s,r) (r,s e kx) y la segrmda de Ia demostración de

1a Proposici6n aDterior, y deI hecho que T Permuta las l*-6rbitas

(1,0;ü) y (0,I;ú) ' y fija a (0'0;ü) y (1'1;ú) (¡, €3C).

D

La representación v+(o,e) adlrite la siguienle desccmposición de G-

o6dulos:

PRO?OSICION 3.3. Se Eiene, para todo c e Car(kx) ,

v9(a,s) = {f € v+(o,or r*r?o f(x¡,o;r}) - o v V e X}

l¿J-
v^'-(o,o) = {f e v'(o,o) / f (xr,xr;ú) = 6(rr)f (0,0;r1.,) Y=r,*r€ k ' Úe

coI]
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(donde 6 es la funci6n de Dirac sobre k+ , centrada en e1 origen, que

vale I en 0 y se anula en otra parte).

3.3, Isonorf ismo entre (V,p) y Ia representación aatural.

Puesto que existe una correspondencia biunlvoca ent¡e kt I X , po-

f - ak2$ede¡os realizar 1a represent.ación natural de G eu e1 espacio

coo acci6n defiaida por

(trf ) (x,rf) = f (*g,,l,dtt 8-t) (f eÍ,g€c,x€k2,qr€JO.

TEOREITA 3.I. La aplicaci6n E de I en V defi.nicla por

I r(r)] (xr,x2;V) = f_ t(*,,s;U)V(-sx2) (f € u, x,,x, e k, {, e D
6<k

es un isomorf isoo de (lt,t) sobre (V,p) y Ia restricción a M^ oG'F
ES ¡¡D

isongrflsoo 4g !L " €g!:s V(a,B) , para cualquier o,B € car(kx)s'D -

Denostraci6p: Se verüica fácilmente que F es un operador de entrelaza -

oienEo y que euv ía U- o eD V(a,B) , adeoás su inversa viene dada poro,F

Ir-'(f ')] 1xrx";rl) - 9-¡ 2 f '(rPs;V)U(sx2) (f'€ v, x¡,x2 € k, U€30
€k

lo cual fi¡a1iza 1a deúostraci6r del Teoreo¿.

tr

De acuerdo a la Proposici6n 1.5. de1 nírmero 1.3, de1 párrafo § I, se

deduce que 1a represenEaci6s de Weil asociada a Q - xy suministra exacia-

neDte toda la aerie pri.Dcipal de G , por coosiguieote henos así obterrido

tres tipos de uodelos; inducido, natural y de lJeil.
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§ 4. LA REPRESENTACION DE T.¡EIL ASOCIADA A IJN PLANO NORMICO.

Dentro de este párrafo, va¡¡o6 a descouponer la representacido de l{eil

[ro, r*) asociada aI plano n6n¡ico (no desplegado) (K,N) , donde K de -
signa Ia única extensión cr¡adrática de k y N la Bor¡oa de K sobre k
(c.f. § 2. Teorena 2,3.). La forna bilineaL B asociada a N está dada

Por

B(x,y) = rr (*y9) (x'y € K) .

Dentro de 1o que sigue, designarenos por I) eI subgrupo de Kx for-

uado de elementos de aor¡a I. Escribiraos sinplaente (V,p) eo. lugar de

1v*,0) .

4.1. El erupo I = CO(t¡)

Para todo x€Xx, definiDos

yx(y) = §' (y€R)

r(y) = yq (y€K)

Cada yx (x e Kx) es una si.milirud de N , de Er¡ltiplicador N(r) ,

y F€ o(N)

PRoPOSICION 4.1. El grupo I = GO(N) es el producto semidirecto del grupo
+I- fornado de 1- (x e K") , isooorfo a K* , y del grupo {1,I} con

las relaciones

v

F2=l v Fov =1, oF
= ,x ,xq (x e xx)
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Dmostraci.6n: Sea f €I. EnEonces V- (f,¡,r¡)-'.{ verifíca U(l) - I

y pertenece a O(N). Ya que t¡(tl(x)) = N(x) y 9(f) - l, ge deduce de

la relaci6n general

rr(z)=N(z+1)-N(z)-l (z€K),

Ia igualdad Tr(rl¡(x)) = Tr(x) para rodo x e K" . Luego para cada x € K

teneaos o bien rp(x) = ¡¡ ó 9(") =*9.S..,oaK tal que {t,xo} es

una k-base de K . EDtonces V=Ia si {(xo) =:o ó V=f si

rl¡(x ) = *9 . D" este Eo(--o - -- ---- --Jo ? = Tglf¡ 6 Y = y,¿1f1 .F. por Lo tanro la pro-

posici6n queda así deoostrada.

4.2. Descmposici6n de (V,p) según I .

Deooteoos por (V,o) 1a representaci6n uatural (izquierda) de I

dada por

to(.r)rl (x,ü) = r(1-'{*),{, Y) (y€ r, f ev, x€K, V€lO.

DEFIIICION 4. I . lera toato 
^ 

e Car (xx) , def ini.rcs

v(h)={t€v/o(yx_l)f = i\(x)f xeKx}

Así tos subespacios V(A) (A € Car(Kx)) resultan ser subrepresenta

ciones de (V,p) . Adenás tenenos una descmposicí6n en G-a6dulos

v= @ .. v(i)
Aecar ( K^ )

tr
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DEFINICION 4,2. Sea L una extensidn finita de- k ¡ A e Car(Lx) , se di-

ce que A es descendible si existe o e car(kx) tal que A=a'N. (don-

xx
de N- es eI homonorfisno norma de L sobre k )

si A € car(Lx) entonees A9 es el coniugado de A sobre L , es

decir A9(x) = lt(xq) «e = ltl , x e Lx) .

LE'IA 4.1. Sea A € car(Lx) . Son equivalentes

i) A es descendible

ii) A = Aq (en esEe caso se dice que A es Galois invariante)

iii) A(u) =1 para todo u€U, , donde IJ, = {x€ LxlN,(x) =1}'L

Depostraci6n: (i) a (ii). Es í¡¡ediato de Nl = N¡_ " F

(ii) + (iii). Se¿ u € ü, , por el Teoreoa 90 de Eilbert existe x € tx

ta1 que ,, - *\-' , luego

A(u) = Aq1*¡41*-t¡ = I

(iii) - (í). Se¡ o la aplicacidn ccmpleja sobre kx definida por

o(t) = A(z) con Nr(z) =t (z€rx, tekx¡ . Esta definicidn tiene

sentjdo pues \ es epiyectiva. Si x E Lx es ta1 que Nr(x) = t entoo-

ces Nr(zx-r) = 1 , de dorde por hip6tesis A(z) = ¡1*¡ , por 10 gue q

esEá bien defi-nida. Final¡ente es ilmedÍato conprobar que o es un carác-
xter de k

tr
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PRoPoSICIoN 4.2. Sea A e Car(Kx) , entonces

d\v(A) =q-l+6(A,Aq)

(con 6 de Kronecker que vale I sobre l-os caracteres Galois invariante

y cero e¡ caso contrario).

Deoosrraci6n: Sea /l € car(xx) y f ev(A), eDtoDces

f(x,g) - rr(*)t(r,üN(")) txeKx, úe]€)

f (0,¡r) - 6(A,Aq)f (0,ú) (!, e lo

tr

DeDot€nos ea lo que sigue por pn la restricci6o de p a1 subespaci.o

i-rvariaare v(A) (A € Ga!(Kx))

PROPOSICION 4.3, La restricción de Ia i¡volución o(F) a V(A) es un iso-

morf isoo de v(A) sobre V(49) , cualquiera que sea A e ca¡(xx) . La res-

tricci6n de o(F) a v(A) es 1a idatidad si A = A9 .

f (xy,rl) = ¡ 1*¡ r (r,üN 
(") 

)

en particular

(x € Kx, y € K, {, e rg,

(f € v(^), x€Kx,V€rO.

Deoostración: Resulta i¡.uediato de las relaciones ¡ ' y- ='f 
" " F

xY
(x € K-') y del hecho que

tr

r(xq,V) = A (xq-I) f (x,!,)
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PROPOSICION 4.4. La representaci6n V(o " N) (o € Car(kx)) es Ia repre-

sentaci6n de Sleinberg St(a) asociada a o .

Demosrraci6n: Realiceoos la representaci6n de Steinberg asociada a cr por

eI Dodelo inductiwo Uj , es decir como subrepresentacidn de

H- = lnd Io,o] (cf. § I, Definición t.t).or0 B ic
o

Para construir un isooorfisoo de H^q sobre V(o . N) , es suficiente -de-

bído a 1as di.¡ensiones- construir un epinorfismo U" *o,o sobre V(o . N)

Cono ts- ^ = Ind [aro ], es suficiente para eIIo encontrar un generadorC,G B tG
o

de V(o " N) ( cooo 0[G] --o6du1o) que se transforne cono 1€ f, , bajo la

acci6n de Bo , dentro de la represeatación (0,[ o,o] ) de Bo (cf. Capí-

tulo I, § 7. Proposiei6n 7.I.). Se verifica fáciLren¡e que todo véctor

fo € V(s " ¡) tal que SoP fo = {0i x X tiene 1a propiedad requerida.

4.3. Eptretazaniento de las represeptaciones V(^) (^ € Car(kx))

?uesto que ya sabeoos que V(A) = St(O) para A = c o N

(o e car(tx¡¡ y ali.ov(A)=q-I para A * A9 , bastará coo esrudiar

Ios espacios uor"(vn,vn,) para A,A' € car(kx) tal que A t 
^q 

,

A' tÉ 
^tq

L,El.fA 4. 2. Sea O un operador de V(A) eu V(,1! ' ) (A ,/\ ' e Car (Kx) ,

A lAq, A' t 
^'q) 

, que entrelace La acci6n de u(b) , b€ k+ (ef. § 2,

Definici6n 2.1). Eatonees existe una única funci6q 0 € V(A'A-I) cop E¡o-

porte ea K xJ( y tal que

tr
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f srl (x,rl) = e(x,rl)f (x,ú) (f € v(^), x € K, tll e )0.

Adeoás, e1 operador I es biyectivo sí y s6lo si sop 0 - Kx , X .

Denostración: Nuestro operador 8 está a priori definido por un aúcleo

L: (Kx x§ x (KxxJO-G verificando

u (z'y,{,N(z') ') (r*,dt"-t¡l = n'(z')rI (y,'*),1x,,¿))A-r(z)

para rodo z,z'e:(x, x,y€ K' , { ,rl, € X Por hip6tesis se tiene que 0

conuuta con on(u(b)) r p¡r (u(b)) , para todo b € k+ , 1o que equivale

a 1a condicidn siguiente

II (x,V), (y,rl)l = o

salvo para (r,{) y (y,V) tales que tf (bN(x)) = V(btl(y)) para todo
I

be k

Por otro lado para (x,{), (f,ü) e Kx x J( , teDenos que

nx(x) - *N(r) sí y s61o si existe z € Kx tal sue (y,ú) = [zx,gN(z)-¡r.

Asf entooces para f € v(^) y (",{) eKx x]€ obtenemos

lorl (*,tI) = , L[(x,P),(y,V)] f (y,rr)
(Y,Ú)€K'xx

= *, "t,='v), 
(,*,9N(z)-r)l e¡,*',fl("1-r,

- l*'lr,[(x,g) , (x,r¡)l r(x,g) ,

luego basta hacer e(x,Q) = lr'll[(*,,{),(x,P)] , de donde er Leoa gueda

d€Dostrado.

tr
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TEOREIA 4.1, Sean A,At€ Car(Kx) tales que A I Aq ¿ ¡r ¡ ¡'9 , enror-

ces

i) La representaci6n V(A) de G es i¡reducible,

ii) Si V(A) - V(Ar) , entonces At = 
^ 

ó A' = AQ

D€mostracióD: Considereaos el subgrupo

,={[l 3] t".r.+,aer*]

de G . Puesro que End"(V(l\)) es un subespacio ao nulo de Endr(V(A)) ,

basta demostrar gue 1a restriccidn de V(A) a P es irreducible. Para

ello sea 0 un operador de entrelazeiento de V(fl) restringi-da a p eo

V(A') restringida a P . CoDo 0 eatrelaza 1a accidn de u(b) (b€ L+),

por Lema 4-2. (§ 4),

8f = 0.f (f € v(A))

para una úaica función 0 e V(Ir^-]) . ?or otro lado, el hectro que 0 ea-

tlelace 1a acci6n de hr(t) 1t e tx¡ significa

o(x,qt) = g(x,{) (reKx,(eX, t€ kx),

esto quiere aecir que 8(x,{) no depenrle de ?€X, para todo x€ Kx

De eslo resulta que existe una constante c € G tal gue

0 (x, {) = c A r¡\-r (x) (x€K',{€lO

En particular si A' - A , J,a función e es coostante 6obre

K xX, dedoade radr(v(A)) = G, Y así la restriccióo de V(A) a P
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es irreducible, 10 cual deñueslra la primera parte del Teorema

para la úIcj¡a asercidn tlel Teorema, suPongaEos que At 
'¿ ^ 

y que I

es un operador no nulo de entrelazamiento de V(A) en v(Ar) ' es decir

c*0

PuesEo que

8' p^(h'(t)-rw) = pA, (h'(t)-lr') " 0 (tek^) '

entonces, Para todo f € V(A) Y 9€X'

de donde

(8) :* r¿L {rr {r) )tr (v) r ( t ,t{N 
(v) ) =

y€K

para todo t€k+, pues A y A' 6oE Do trivial-es sobre Ü' CoEo Ios
+

caracteres (pt (te k+) f o¡oan r¡na E-base tle f,k ' Para qeX ' fijo'

eotoDces }a conbioaci6¡ lioeÁ1 (8) es equivalente a

o(r,t) >,( tlt{t.{v))r(r,{) = } (tttttrl>e(v,()r(v'() (t € kx) '' ÉK^' fK

r, r¿ 
t {rr 1y) ¡A ' 1r¡ r 1r,qN 

(Y) 
)

r, A'(v)r(1,d(Y)) (x€K)'
YeK

Tr (Y) =1¡ 1*¡

(e) !, 
^(v)f(1,qN(v)) 

=

i€K
Tr (Y) =1¡ 1*1

considerenos' para cada x € Kx , una función fx € v(l\) tal que

f (r-@r) = ó(r - N(x)) 1r e kx) , luego reemplazando esta funcidn en (9)

resulta
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E, A(v) = !* A'(y)
,€K y€K

Tr(y)=1¡1*¡ Tr(y)=1t1*¡
N(y)=N(x) ¡(y) =N(x)

x(x€K),

es decir A+l\q=^r +^iq y por consiguiente A'=/\9, debido a la in-

dependencia 1ineal de carecteres.

tr

DEFI].¡ICION 4. 3 . Llanarenos serie discreta (4gEggsgg!""i9@ de c al

conjunto de Eipos de isonorfía de 1as representaciones irreducibles

(v«f>,on) para Ae car(Kx) , A,ÉAq

La serie dÍscreta de c consta de *S (c - ll (-S¡E-gg.-is".o¡lÍ,

de representacioqes de d;inen¡ió¡ q - 1 .

llabituaLnente, eü e1 futuro, depotaremos por ?A 6 (V(A)rp^)

po de isooorfla de la representacidn (vttrl ,pn) (ir e c".(xt)J

e1 ti-

TEOREMA 4.2. La serie discreta y la serie principal de representaciones de

G son disj.uqtas y ellas agotan todas las represeotaciopes irreducibles de

G.

D@ostraci6n: Para ver que 1as dos series son disjuntas, es suficíente ob-

Eervar que todas las repre sentaciones de la serie principal admiten vecto-

res ao nulos invariantes por el subgrupo uaipoteote superior Uo de G y

eu cambio ñi "rguaa representaci6o de 1a serie discreta los adoj.te. Para de-

EosLrar que las dos series agotau todas Ias lepresentacioneg irreducibles

de c bastá aplicar e1 criterio de completitud (cf. Capítulo I, § 4, Coro-

lario 3 de ila Proposición 4.3.).

D
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OBSERVACION. Como noEacidn general, designaremos por (ro,B , ,o,B)

(o,B€car(kx),o*B) , (vi, "j) (r= l,q;oecar(tx)), (rt , "rr)
(A e carlxx¡ , 

^ 
* Al , los tipos de iso¡orfía (o de representantes de ti-

pos de isonorfía) de represenEaciones irreducibles de G , uanteniendo 1a

paraoetrizaci6n adoptada en 1os párrafos anleriores, Para o e Car(kx) ,

teneoos (vo,o , oo,o) = (rl , ,ll e ("j , "j) .

En la Tab la l, denota.roos pot { el carácter de rl (r = l,q ;

a e car(kx)) , {:á (resp. xi-tl e1 carácter d. lro,B (resp. o^)

para o,$ e car(kx) (resp. Ae car(«') , A*iq)



TASLA 1. Los carecteres de GL(2'k) '

\o

"q.1
^orB

,r'
CarScter x1 =aodet(I

xqc

c,B e cer(tx)

alB
r¡¿.(c, E) 't (P, o)

A e Car(Íx)

Al,|q
¡¡s{. A n, AqReprasentante Parametrizaclón c e car(tx) a e car(*x)

oo2 (, )
(q11)o6( a) (q-1)A(a)

[;:]
a € kx o2(r)

o0(a) -^( a)

[;:]
a É kx o2(.) 0

a(s )B(d){d(d )B( a ) 0

[;:]
a,d € kx

,ld
mod.(r,d) ! (d,¡)

c(ad) c(od)

c(tt(x)) -c( tt( x )) 0 -j\(x)-^q(r)
Io
l-1

n( x)l
rr(r)J

x e fx - rx

nod. x ¡, rQ



CAPITUTO IIl

DESCENSO DE SHIMANI ?AXA GL(2,If )q

Dentro de todo 10 que sigue mantendreEos, salvo DeocióD o<presa de Io

contrario, las siguientes ootacioaes: k e1 cuerpo finito de q elenen -

Eos, K }a única extensión cuadrática de k , N Ia norBa de K sobre

k , c = CL(2,k) y X Ia única extensi6n cuadrática de K .

§ 1. PRELIMDIARES.

Eú este párrafo definireaos un espacio cuadrático (E,O ' adecuado,

sobre k que será de gran utilidad aI éonsiderar J.a lePreseatación de lJeil

a é1 asoci-ada (cf . Capítufo AL,9 2, Teoreoá 2.3.). M'-;s explieltareoos

e1 grupo U(2,K) y deterninareúos las Gl(2,k)-6rbitas de E x X -

60
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1,1. Realizacidn de (E'Q) ¿ f = GO(Q)

Designaos por F e1 automorfisoo de Frobenius x * x9 de K , corc

asl tambiÉn su extensión Datural a X (resp. N x K ; resp. ur(K)) def!

nida por E{) = 29 (z e x) (resp. F(x,y) - (F(x),f(y)) para x,y € R;

resP. ,[: :J = [l[:] ;81] con a,b,c'd € K).

Denot@os po! x* la natriz transpuesta conjugatla f(tx) = tF(x) de

x € u, (K)

h.--.
PRoPOSICION I.I. Sea lf. (K) e1 espacio que consta de todaE las Eátrices

x € U^(K) tal que r* = * . Designando por det la aplícacióp deterEinaa-2-'
* 

,o".o" o,r" ({«xl , a..) este del espacio vectorial lf, (K) sobre k obte

un espacio cuadrático Eo degenerado de di-oensidn 4 sobre k , de índice de

$itt l.

h
DeDostraci6o: ObserveEos que para x e lfz (K) ae tieue

r,s € k, b € K conveDieDtes.

Además

(, bl
== |.¡n "J

(tlt*l , aetJ : (t2 @ K, xrx, o (-N))

donde x¡x2 es uB plano hiperbdlico (xr,x, desigaaa las coo¡denadas ca-

odoicas de k2) .

D
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DErINICION [,1. En todo 1o que sigue del presente Capítulo oantendremos la

nolacidn (u,q¡ = ({txl , a..)

DEFINICI0N 1.2. Designernos por f e1 Brupo de toda6 las sinilitudes orlogo-

naLes, cO(Q) , de (E,Q) . Adeoás denoteoos por \ el multiplicador de

1a sinilitud Y€f

Observemos que sobre E la rransposici6a y conjugaci6n coinciden,

asl es

r(x) = t, (xeE)

v

r'z= ld' , rer , ur=t.

Recordemos que II desigaa el subgrupo de Kx fornado de eleoentos

de uorma 1.

PROPOSICION 1.2. Para cada h € gL(2,K) se defi¡e una sipilitud 4,- _de

O . de Eultiplicador E = N(det h) , por

(n(x) := h'r := hxh* (x€E).

Designeoos por q; el honomorfisno de grupos que envía h e SL(2,R)

e-D 0, E f , enEoaces

i) ñ = x"'E = {h $ € cL(2,K) /.. D} .

ii) EI grupo I es eI producto seoidirecto de Ia i:aagen f+ d" (P y 
"t

grrrpo {lrF} , con 1a re1¿ci6n
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(I0) F"fnor=(
h

(h € cL(2,K))

(doalq ;'= r(h))

Denostraci6n: Es cl-aro que eI Eultiplicador de (O es N(det h)

Por otro 1ado, sea h € GL(2,K) tal que (n = ,t . En parricular

hh*= l, dedonde hx=xh para todo x€ Mz(K) . por 10 tenro h es u¡a

aatriz escalar, h = c.l c € K' apropiado. Luego ta relación hh* = I

equivale a c € Il , 1o cual deuuestra (i).

ED 1a denostraci6n de (ii) 1a relaci6n (10) es inmediata. Luego resta

por denostrar que e1 producto seoidirecto I+ x {1,¡} es rodo I . Cmo

re r+, de (i), teu€nos que

lr+ x {r,r}l = 2lcL(2,K) llul-' = 2(e - I)(sf - r)q2 .

Por otra parte

¡otoil = \lo(N)l

doade 5 indica eI oúmero de pares hiperbólicos en (E,Q) , se encuentra

easeguicla que 
"E = (q - l)(q2 + i)q2 y lo(N) i = 2(q + r) (cf. capírulo

Il, § 4, Proposicidn 4.1.) de donde

lrl = <s - 1)lo(ol = z(q - r)(c2 - r)(q2 + l)qz

tr
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1 ,2. EL grupo U(2,K)

DEFINICION I.3.

U(z,K) = {h€ GL(2,K) /f¡fr* = f} ,

su(2,K) = u(2'K) n sL(2,K) .

PROPOSICION I.3. Cualquier h € U(2,K) , se puede escribir en la f orna

l,r, ub'l f" olla bltt = [-ue +J = [o rj [-ur "s 
j

q u=detheU ¿ a,b€( (deterninados de aanera única por h) ve-

riJ icando la ¡e1aci6n

N(a) + N(b) = 1.

COROIARIO

lsutz,r)l = tc - r)q(e + 1)

lu{z,r)l = tq - I)q(q + r)2

tr

PROPOSICION 1.4. considereoos 1a invecci6n ca¡óaica de CL(2,k) en

SL(2,K) . Eptouces los aubsrupos SL(2'k) ¿ SU(2'K) de GL(2'K) 60rr corr-

jugados dentro de GL(2,K) . En efecto, para h € GL(z,K) , la ¡eIación

su(2,K) = t'-¡s¡'(2,k)h

es equivalente a Ia condieidn

tr
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hh* 'av

lo r'lcon u-1. ^t v a€K' de traza nulg.(-r v)

Demostración: Observesos que Para hr E SL(z,K) se tiene que

h¡ € sl(2,k) sí y s61o si hrwhf = ¡¿ .

Por consiguiente, para h¡ e Sl-(2'L) , h" € SU(2'K) y h € GL(2,K)

ta1 que hh* = a¡, 1a e rx) , tenemos

(rt-rr,rr) (i,-'rrrt)* = 1 ,

(nrr.r,-t) r, (trt rh-r) 
* 

= v ,

es decir, h-rhrh € su(2,K) y hrh-t € sl(2,k)

Recíprocaoente, teoeaos que para h¡ € SL(2,k) y h € GL(2'K) ;

hlhhl = h es equivaleote a h = ar,¡ (a1g6n aeKx) . Luego sea

h € cL(2,K) ta1 que su(2,K) = h-rsr(z,k)h , eDtonces

n.{u'*)r,l = ¡[t-'r'rrt) (tr-rurrr)*t'* = l't'*

?ara todo hr € SL(2'k) ; de donde hh* = av cierto a € K'

tr

oBSERVACIoN. ED toda caracterí6tica de k , r¡ns solueión h € GL(2,K) de

hh* = aw (a € Kx de traza nula) es

" = Í: 1l
lb zb)

con z,b€Kx tales que N(z) =-1 , zf I y 1¡(b) =O

v
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?ROPOSICION 1.5, Los subgrupos SL(2,k) .¿ su ( 2,K) de CL(2,K) no admi-

ten vectores fi esen r de la serie dis-

crete de GL(2,K)

De¡nostraci6n: cono los eubgrupos SL(2'k) y SU(2'K) de GL(2'K) son

conjugados (cf. § 1, Proposici6n 1.4.), es suficierte denostrar la Proposi-

ci6n para SL(2rk) . Aitenás, cono Por reciprocidad de Frobenius, ta dioen-

ei6n del, eubespacio de los vectores Sl(2,k)-fijos de Ia restricción de '
a SL(2,k) (para crralquíer represeataci6n n de la serie discreta de

SL(2,K)) es Ia ¡EultiPlicidad de 1a rePresentacidn trivial de SL(z'k) ea

1á restricci6E de t ; la deoostracidn se reduce a verificar que Ia 6ur0a

de1 catácter de r sobre SL(2,k) es uu1a, 1o oral es i'mediato a Partir

de la Tabra r, puesto que ¡.r"". [l 1l t= n'- 1= dln z (a e Kx)
[U AJ'

1-3. Las GL( 2.K) -6rbitas de E x X '

ED todo 1o que sigue, detrotareDo§ por X el coDjunto de los caraete-

re.s [o triviales de k- . En este ofuero consiilelare8oÉ la exteusidn aatu-

ral a E x X de la acci6a de GL(2,K) e¡ E defioida en 1a ?roposicidn

1.2. (5 1).

DE¡rNrcroN 1.4. E

t'"=ExX,

se ilef iae 1a acci6n

tr

h.(x,rI) = (0.,,,td') =(*n*,u5'J
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con EL = N(det h), hE GL(z,K) , (x,r.!) e ?r.n

DET'INICION I.5.

IJL(2, K) = {h e cI( 2, K) / der h e u} ,

n(i) = {*€ E/rango x=i}

OBSERVACION .

,,={[;:]/","eu,reK] ,

,,,, = {[B I /". *], {"[i ,,00,] /o € K , s. r] ,

(í = 0,r,2)

lr(tl , - (e-r)(q'+r),

lgtzl ,- (c- 1)(q2+ r)q.

?RO?OSICION I.6. Considerenos La acci6n de cL(2,R) sobre J( dada por la

Defiaición f.4. (§ l). Designeaos por e uo carácter no trivial fiio de

-+ fu olx I *o t= [0 OJ ' etrtonces

i) orbGL(2,K) (0,e) - {o} x X , stab@(z,r¡ (0,e) = I]L(2,K) ,

ii) o"bc,l(z,x) (xo,e) = s(r) ,x , stabcL(2,x¡ (xo,e) - E, ,
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iii) 
ut 

o'o.r,r,")(l'v) = ¿(2) ' x '

S."b"r12,*¡ (f,V) = U(2,x) ({,l e )e)

TABIA 2. Las cl(2,K)-6rbitas de e x X

§ 2. I,AS RE?RESEMACIoNEs v[ zr]

DeDtro de todo 10 que si-gue maotendraos l¡.s notaciones del párrafo

precedente y desigaareoos por fr a1 grupo GL(2,K) / ñ , doade n' es e1

subgrupo de SL(2,K) foroado de Eatrices escala¡es de raz6n en II (cf.

§ 1, Proposici6n 1.2). Por 1o tanto L¿s represeutaciotres de fr serán aque-

l1as de CL(2,K) que son triviales sobre ñ .

2.1. Defi¡ición de las ¡epresentaciones I[a] .

DEI'INICION 2.1. Sea (!,o) 1a representaci6n ¡atural (izquierda) de

tr

Representatrte ParáEetro No de órbitas Estabil.izador Cardinal de la
órbita

(0,e) I ¡r¡( 2, K) q- I

(xo,e) I El (q-l) 2 (q2+r)

( 1 ,tl,) {l€x q-l u(2,K) (q-r) q (q2+r)
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GL ( 2,K) asociada a 1a accidn E F h't =

D.- 
¡

(n.*,u n 
) (h € cL(2,K) ,

v = L2CJO y acciónt = (x,rl) e lQ , (cf. § l, Defici6n 1,4), de espacio

dada por

(ont¡1E¡ = f(h-r't)

para todo f €V, heGL(2'K) L EeX.

Es claro que (V,o) es trivÍal sobre U , por ende eI1a se factori-

za gor La representación natural de It , que co¡ eL habitual abuso de no-

tacidn denotaremos tanbiéo por o , asociada a la acci6n de GL(2,K) , so-

bre Jf , exEendida de ¡anera oatural a Ir .

Adeoás desigaemos por (v,pa) , o 6i.Dp1€meDte (v,p) cuando oo exis-

ta peligro de confusi6n, a la representaci6n de lleil- de G = GL(2,k) aso-

ciada a1 espacio cuadrático (S,Q ao degenerado de d i "'ens i,óa 4 sobre k

(cf. Capftulo II, § 2, Teorena 2.3.).

OBSERVACION. Es claro que

o-t
I = eo(a) actúa sobre J{ , a saber E * v.E =

= (.r("),V Y ) (E= (x,ü) €7c, y€l) Ahora bien, sea (r,o9 la re-

presentaci6n natural asocia¿a a esta acci.óa. Luego Ia representacióo (v,o)

de oás arriba (cf. § 2, Defíoici-6n 2.1.) uo es otra que 1a restricci6n de

tr,"! a I* vía e1 hononorfismo ( de 1a Proposicidn I.2. (§ 1).

Más geaeraJ-, sea (Et,Qt) un espacio cuadrático no degenerado cual -

quiera de dinens i6n par sobre k , (r',oQt) la represeataci6n de l{eil de

G que le está asoci,ada, @(Q') eI grupo de todas 1as similitudes ortogo-

nales de (Et,Q') y (v',oQ') la represertaci6n natural (i.zquierda) aso-

ciada a 1a accióa evideute de Go(Qr) sobre Er x X ; bajo estas notaciones
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es inmediata la siguiente

PRoPosrcroN 2.1. (u"ra') y (v' ,oa )

= ol' . r!' (g€ c, .re co(Q'))

conmutan. es ilecir PQ 

t 
' o^--Q 

t 
-

D

DEIINICIoN 2.7. Sea (U,r) una reDresentaci6n de GL(z'K) ¡rivial sobre

lU ; definí-Eos la representación

[vt "l ,09 de G cuyo espacio v[e] consta ile totlae las funciones f ale

3l en U tales que

f(tr'E) = eo(f(E)) (hecL(2,K),t€rc),

v cuva ac"i6n pQ de G ea el

espacio tfl asociada a1 espacio cuadrático (E,Q) I-3 U , restringida a

v[ zr] , qgg.glleeor pQ (cf - capítulo r, § 8, Defioici6n 8'2' v

Capltulo LI, g 2, Teor-"¡ 2.3.).

Designeuos, con abuso de notación, por (f ') el conjunto de tiPos

de isomorfía de representaciones i¡reducibles de GL(2,R) que sorl trivia-

les sobre 1as matrices escalares de razóa en U

DErINICION 2.3. Llaaraos ilescenso de SIIINTANI para G a 1a aplicaci6n

zr * trla] de (f')^ g ñ(c) , o equivaleotemente diremos qus vlzl g

1a desceailida tle SEIIIIIANI de 1a re?resentacídn T € (f r)

EI siguiente Teorema eEtrega una pri.uera descooposici6n de Ia rePreseD-

taci6n de tleil [v,p9 de G asocia¿a a (E,0 según las cooponeaEes iso-

tlpicas de 1a accí6n de I' etr v .
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TEOREIIA 2.1. Designaos por U, el espacío de t € (fr)^ . Entonces

(v,oep!= @ ^u,8üzl coao I'xG-sqdu.leg,
,É1f ') r C

[v,pa) : @ ^ (ai, 
")vf 

,] cono G-gfu\lgs'
r€(f')

(cf. Capítu1o I' § 8, Teoreoa 8.1.).

2. 2. Descripci6n de (I')

Recordenos gue X. es la única extensión crradrática de K y lü 1a

norma de R sobre K .

DEFINICION 2.4. Designeoos Ias repres entac iones irreducibles de GL(2'R)

(cf. Capículo II, Observacj,ón al final de1 N' 4.3.) por [ui,,O , "O,O)

(A,s € car(x"), A * O) , f"i, ,"1'l (^ € car(ñx)) , 14, zll
2

(A€ car(Kx)) (serie pri¡cipal) y (vo, no) (g€ car(Rx) ' O+8q)

(-=":--91e9rs!-d .

PROPOSICION 2.2. Se tiene

i) zrn * € (f')^ sí y s6lo si A+ =IqOq O,0 € ca¡(x'), 
^ 

t O) ,- lt,Q

ii) zi e 1¡'¡^ sí y só]o si A2 =A'q (r=I,q?;Ae car(xx)) ,

iii) n^ € (I')^ sí y s61o si ooq' = 6e ue' (8 € car(Kx ), o + 8q') .'ü

tr
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Deoostración: sea r¡ ^ 
(4,0 e cer(rx), 

^ 
* S) una represeDiacida de la

rr 
'V

eerie principal de GL(2,K) realizada por eu oodelo tratural (cf. Capftulo

II, § 1, DefinicÍ6n 1.2.), luego para h¡ - [; :J
(a e xx) teneuoa que

(r¡,q (t,)r) d,") = t(ai,ca-2)

= (AS) (a) r (i, c)

lex', c€K'; es decirpara todo f evA,O ' x

((^ o'l \(1r) '^,0 ll; IJJ = «r'6¡1",

observese que (11) taabién es válicto lat" rf, (r = 1,q2 ;

^ 
e car (Kx) )

Por otro lado si z, (0 € car(xx) , I + Oq') Pertenece a 1a serie

discreta de GL(2,K) real-izada como subrepres eotación de 1a representación

de t{ei1 de cL(2,K) asociada a1 espacío cuadrático (K,Itr) (cf. Capítulo

iI, § 4, Def i-nici.6n 4.1.), entonces

(zu(tr, ) t) (z,o) = r("r,0'-2)

= 0(a)f(2,é)

para Eodo f €vg, z€Í., Oe car(x+) - {A} ; de donde

(r2) "r[[; 
o]] = o«"r (a e rx)

Ahora bien, (i) y (ii) (resp. (iií)) es j¡mediato de (fl) (resp' (I2))

y Lera 4.1. (capítulo 11, § 4) para a € IU .

(aeK)



73

LEl,lA 2.1, Sea F el automorfistro de Frobenius extendÍdo a GL(2,K) (cf.

§ l, N" l.I.). Entonces

ii) tr"o¡-ot'^Aq

i) nA,Q " F=oA",O,

iii) lf ^'6 " F -r,

?Ro?osrcroN 2.3. sea

Entonces r¡ o TIlr

i) o = nn,Q

T =l
A ,^n

x(4,$ecar(K),ArÉ0),

(r=1,q2;Aecar(rx)),

(6€car(xx),@#e"').

(Urr) uo.a representaci6n irreducible de CL(2'K)

solaDente en los siguientes casos

con A=Aq;0=0q (A,S e car (x") , A É ó) ,

coa AlAq )<
(A € car(K )) ,

g'l

tr

iii) , = i¡ con A=Aq (r=1,q2;^ecar(rx)).

D€nos¡raci6n: sea ,r = ¡I'A,O (4,ó € car(xx), 
^ 

+ O) en la serie principal

de represeÉlaciones de GL(2'K) y eupoog¿¡mos que lt, o F-r. Ahora bieD,

por Leoa 2.1. esto es equivaleate a a 
= 

o/r,S t de donde (4,ó) =- 

^q,oq= (ln,Ot) 6 O = Aq (cf . capítulo rr, § l, Proposici6a 1.4.) 1o que de -

¡luestra (i) y (ii).

En foroa análoga se deouestra para e1 caso r - fi\ (r = 1,q2 ,

A € car(Kx) ) .
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Finalmente si t =ro (O€ car(xx) , g *gt'l perrenecienre a la se-

rie diecreta de represetrtaciones de CL(2,K) teueoos que: r o F : tr e§

equivaleote a a =Í^, de donde 0-Oq 6 er -ed (cf. capftulo II,'^sU
§ 4, Proposici6oo4.3.) gue equivale a g=8q y 6 = o"' , es decir

O = 6q2 ; 1o cual es contradictorio. Por 1o tanto t" o E *.t,

(oecar(xx),efeq2)

2.3. Descripcida de los espacÍos v[r] (E)

DErINICIoN 2.5. Sea (U,r) uEa represeotaci6D ale Ir . Para todo f e fC

y toalo aubesPacio Vr ae V[ r] , E-algliBe

v'(E) = {f(E) lf € v'} .

tr

sg_9i=1 _g,g V' es un subespacio saiurado de V[a] si f(E) € V'(E)

Dara todo E€ff i.oplica f eVr '

En particular, Para § = (:r'{r) € 
'f

(13) vl zrl (E) = rixr[stab""(2,K) E) = ri¡ü(o(a) ^ t."oo(r,*) *)

Recordemos que e. design.a ua carácter Eo trivial' fijo de k+ y

(t o'l

"o= [o oJ '

PRo?oSlcIoN 2.4. §ean A,O e cer(Kx) , A++,.lté=A"O".Consideremos

1" reprereqáido (vl,O , zn,r) tte la serie prí¡cipal de' GL(2,K) ¡e¿Ii-

zada oor su modelo natural. Eotonces
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i) V{t^ aJ (l,V) consta, para todo ú € X , de todas las fr¡nciones

f € v. tales ouen,9 

-
(14) f(0,1;I) = f(l,o;1) = 6(4,^q)f(0,1;l) ,

(1s) f(r,.r;1) - (nO-') (a)6(A,Aq )f(0,1;t) (a,d € Kx, N(a) = ¡ + N(d) ,É o),

(16) f(l,uvo;1) = A(u)6(0,4q )f(l,vo;t) (u € rJ, ro € x' fijo, N(vo) = -r),

ii) y[z^ ,] (x ,e) consta de todas las funcioses f e v^ rales oue¡r¡9 ,i,9 

-

Deaostracidn: Por Ia condici6o Aq = Aq 9q se rieae que, A = Aq sí y s61o

sf + = Qq , es decir 6(^,Aq) = 6(O,Oq ) .

Recordemos que v^,Q consta de 1as funeiones , a nK2xKx tales que

(17) f(r,d;r) - 6(4,^s)f(1,0;1)

(r8) f(0,1;l) = 6(A,Ai¡)f(o,r;1) ,

iii) vl ,r,ol (0,e) = o

(1e) r(ai;c(ad)-r) = AG)0(d)f(i;c)

y accidn , = nL,O dada por

(zofl (?;c) = t(irr;c d-er h-1)

aonae i€K2, c€Kx, h€ cL(2,K) , f €v^,o

(deK),
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Luego cualquier t a ,^,0 queda conpleta y únicamente detertrinada Por

su valor en (l,d;f) (d € K) y (0'l;f)

i) Ahora b ien,

ü2, ,l (1,ü) = r:x,, (u(2,K)) (rt,e )0r\,9 uA,O

y codo h € U(2,K) puede escribirse en 1a forma

cort u=deth€lU y a'b€K tales que N(a) +N(b) = 1 (cf' § l' ?ro-

posición 1.3.).

sea f €vfr^,1 (i,V) Y u€u ' entoflces
,lIrQ

(n,.. 
^1 

r) {o,rl1) = f(0,1;1) sí v só1o si t(o,l;u-1) = f(0,r;1)

[0 iJ

sí y s61o si 0(u)f(0'l;1) = f(0,1;r) ,

de doDde f(0,1;1) = ó(4,^'I )f(0'I;1)

Adenás

(rf" ol fo -tl f)(o,r;1) = r(0,r;t) sí v sóIo si f (1,0;u-1¡'- f (0,1;I)

[o ri[r oJ

sí y s61o si Q(u)f(1,0;1) = f(0'r;1

luego f(1,0;l) = 6(4,^q)f(0,1;I) , 1o cual deBuestra (14).

"=[:"t :4=[; l][;. i]
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Po¡ ot.ro lado sea deK ta1 que N(d) f -l , entoDces existe c€Kt
tal que N(c) = f + N(d) Coloquemos

b=-c{ , a = (d"-r)q y u€ XJ

entonces

FhfJ (0,1;r) = r(0,I:1) sí y s61o sÍ r(-bq,uq;u-r) = f(0,1;r)

sí y s61o si (O^-¡)(.)O(")f(f,d;f) = f(0,1;I)

sí y sólo si f(1,<l;r) = (AO-¡)(c)Oq (u)f(0,r;r)

de doode f(f,d;1) = (AQ-t) (c)6(^,Aq)f(0,1;1) , que correspoDde a (15).

Final-u'enEe derlostremos (16), para e1Io sea oo € K" fijo tal que

N(vo) = -l y u€U eotonces

eí y s61o si Aq(u)r(l,uvo;l) = f(I,vo;l)

luego

(2O) f ( l,uvo; l) = A(u)f(l,vo;1)

" = [-"r: ]]] . urr,*r ,

tf 
!]t) 

(r'"",t1 = r(1'vo;1) sí v sóIo si r(uq,v.;u{) = r(l,vo;l)

v
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por oEro lado sea c€Kx y z€K ta1 que Tr(z) = 1-N(c), co-

locando

b = -c 'v z
o

a=c{(N(e)+zq)

Eener¡os inEedia¡aEeDEe que

N(a)+N(b)=l

.c=a-vobq.

Ahora bieo

sí y s61o si f(a - vobq, b + aqvoil) = f(l,vo;l)

sf y s61o si f(c,vocq;r) = f(l,vo;t)

sl y s61o si (A+-1) (c)f(i,vocqe-];1) = f(1,vo;l)

por ( 20)

sí y s61o si (AO-1) (c)A(cqc-1)f(1,vo;1) = f(l,vo;1)

sl y s61o si (lrqO-') (c)f(1,vo;1) = f(1,vo;1)

de donde

(nÍ 
^ bl f)(I,vo;t) = f(I,vo;r)

[-* .qJ
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(21) r(l,vo;1) = 6(Q,Aq)r(1,vo;1) '

por 1o tanto (16) se obtier¡e innediataxoente de (20) y (2I)'

Recíprocaoente, sea t a UA,O tal que verifique (14), (15) y (16) '

Luego, ¡ e v[ rn,*l (1,V) sí v sólo si

(?z) (znf) (0,1;1) = f(0'r;1)

( 23) (zof) ( I ,vo; I) = f ( l,vo;1) '

para todo h € U(2,K)

I ,r" ub')sea t = [-T" )lJ e utz'xl (uerJ ' a'b€K; N(a) +N(b) =1) '

distinganos los casos:

si b=0, se tiene (zrnf) (0,1;r) = (AqOa) (a)Q(u)f (0,1;r) ;

si b+0, se tiene (¡of) (O,r;f) = q(u)6(h,liq)f (0,1;f) ;

que se obtíenen iomediata¡eBte de (19) y (15).

Ahora sí A = Aq , (22) es Ínnediato a Partir de 1as i-gualdades de

nás arriba. ?or el contrario, si 
^ 

* Aq , ea (22) se tiene la igualdad

0 = 0 en virtud de 1as igualdades de mág arriba y de (I4) '

Por oEro lado, para (23) coloquemos c = ua - vob que es no oulo

pues N(a) + N(b) = I ' mtonces etr virtud de (r9) y (16)
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(7hf) (l,vo;l) = f(ua - vobq , ub + voaq; u-r)

= (A0-r) (c) {(u) f(l,ucq c_¡v_;l)
o

= (ltq O-r ) (c)6(O,Aq)f(l,vo;r) .

En consequencia (23) es innedi.ato de esta úItima relaci6n.

íi) Reeordenos que

fl"n,Ol (xo,e) = ,\,, (ur )

sea d€K y fÉvlÍ^,ó)(xo,e) ; rueso u_ 
[u ,J.r, (uE r])

(7hf) (r,d;l) = f(r,d;l) sí y s61o si f(u,0;u-r) = f(r,d;t)

sí y s61o si A(u)f(t,o;r) = f(l,d;r)

de donde f(r,d;r) = 6(A,Aq)f (r,0;1) , que coresponde a (17).

Po! otro 1ado,

(rnf)(O,t;t) = f(O,r;I) sí y sóJ.o si f(0,1;¡¡-r¡ = f(0,1;r)

sí y s61o si 0(u)f16,1.1¡ = f(O,r;r)

de donde f(0,1;l) = 6(A,Aq¡r19,1;1¡

', = {[; l] ,"'". ,, o. *] .

co¡
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Recfprocauente, ae: t a ,A.O ta1 gue veri-fíque (fi) y (fB), ob6erve-

ulo6 que si A I Aq eutonces (f7) y (18) aon veriJicadas s61o por la fua -
ci6n nula de doode {rn,,] (xo,e) = 0 . En consecueocia basra reducirnos

aI caso 
^ 

= Aq ; luego por (f7) y (18) es suficieate denostrar

(rhf) (r,0;L) = f (1,0;r)

Y ('r,f ) (o' r; r ) = f(o'r;r)

(para todo h € Hf) , que resulraD inmediataEente de (I9).

iii) Recordemos que

vl ,¡,Ol (o,e) = t\,* (trl(2,K))

sea r e v[rn,rl (0,e) , puesto que u(2,K) ] tsl sou subgrupos de

UL(2,K) , f satisface (fa) V (f7), por consíguierte basta con dereroinar

e1 valor de f en (0,f;I)

Ahola bÍen, para a € Kx tenenos, eE virtud de (19),

sí y sóIo si (^O-r) (a)f(0,r;1) = ¡19,1.'

(1 

^-, 0lf) 
(0,i;I) = f(o'1;I) sí v sólo si f(0,a;1) = f(o,r;r)

Io ")

D

así f(0,1;t) = 6(^'0)f(0,1;1) = 0



82

PRoPoSICION 2.5. Sea A e car(xx) , 
^' 

= A2{ . R"a}i"eros 1a r"preserra-

ci6n de Steinbers t{" , ,f) de cL(2,K) por su bodelo natural. Enron-

gÉ
2

i) v1 zf I {r,V) está formado, para iodo V e X , por 1as funciones

t a ul' tales que

(24) f(I,d;r) =6(^,Aq)f(o,r;r) (d€K, r+N(d) *0),

(25) f(t,uvo;1) = A (u) 6 (A,Aq ) f ( I ,vo; 1) (ue IJ, vo € K" fiio , N(vo) - -l

22
ii) vt Í.q ] (* ,e) está foraado de 1as funciones f € v: rales que

(26) f(1,.t;1) = 6(^,^q)f(r,0;1)

iii) vlrf;t«0,"1 =0.

(d€K),

D€DostracióD: Recordemos que

,l' = {t € v(A,A) / > f(r,d;1) - -r(o,r;r)} .

^ ( deK ")

Para probar (i) y (ii), basta observar que J.as demostraciones de (i)

y (íi) eu Ia Proposici6n 2.4. (§ 2) permanecea válidas tanbiétr para el ca-

so 1\ = Q Luego s61o uos resta demostrar (iii); para eL1o sea

f e vtzrt' I tO,e> erf,toDces f verifica (24), (25) y <26). Por otro lado

ve&os que, al igual que en la ?roposicidn auterior, basta consi.derar eI

easo A = ,[9 ,



83

Ahora bien en (24) haciendo d = 0 tenemos que f(f'O;f)

Además por (26) f(0,1i1) = -o2ti1,O;t) ' entonces f(l'O;l) '

de, en virtud de (26) 
' f es la función nula'

PROPOSICION 2.6. Ser

ros la reDresentacidn

vlnrl (€) = o

DeooPtración : Real-icenos

taeión de lleíI de GL(2,K)

K (!tr es la aoroa de 1a

f(0'1;r)

; de don-

o € car(xx) ,

2

e I 0q , trivial sobre u.

la serie disereta de CL(2'K)[ur,rJ de

(E€ff).

[r", oJ como subrepresentaci6t¡ de La represea-

asociada al espacio cr¡adrático (JK 
'Ñ ) sobre

srtensidn cuadrática X de K) , ilefíoiila por

0

tr

Considere-

. Entonces

vs = {f e ar(*/f{zy,yM(z)-¡¡ =g(z)f(v,Y) z€ xx, Ye K, Yeñ

donde X = Car(K')

Denotemos a

f € \,f r^l (0,e) ,
U

ner se

(¡ .. -r) (I,Y) = r(i,Y) ,\ u(b) '

es decir

v(b) f (1,Y) = f (i,Y)

- {a}.

og siopleente Por

",o, - [l t] . ",

a . Supongaoos f e dfig] (xo'é) 6

(b€K), Y€*; eoEotrces debe te-

(b€K)

que Y * fI, y por consiguieate f es nula'de donde f(f'Y) = 0, Puesto
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Por ot.ro lado, coroo 1os vecrores de v[ ,r6J (1,V) (V e )e rambién

son vectores SU(2,K)-fijos, resulta inmediato de la proposicidn I.5. (g l)
que v[ zrl (r,ü) = o (v € ]e)

PRoPosIcIoN 2.7. Sea A e car(rx) , A' - A2{ . ConsÍdereoos la represenua-

cÍ6n (n, ,,i = A " det.) de cL(2,K) . Entonces.I\

tr

v{ril (6) - 6(A,/rq)c

Depostracidn: Es claro, puesto que

(E€rc).

D A(det h)
Ét*ba"{2,*¡ E

y para cualquier E e r( el hooonorf ioo der. aplica ta.ra"(r,*) E

sobre IJ (con fibra de cardinal constante).

tr

l,a siguiente tabla Dos entrega 1a dineusióo de los espacios drl (E)

para los distintos represeDtaEtes E de 7l ED Ia úItiE.a fila se da ta

di-oensión de las represeEtacíones y[ zr] , obtenialas de Ia relación

dina v[z] = (q - 1)d\ vfzl (r,e) + di.Do v[ r] (xo,e) + din. vlrl (0,e)

d\ v{,ril (€) - lscau.r(2,x¡ Ei-r

(cf, Capltuto I, § 7, Corolario de la Proposici6n 7.3.).



TABLA 3. Dimeneíón de los espacíoe v[zl ( )

,.
"1,;

n'- 1nb
Reprosentacl6n fi

2
0rA

^€
Í=

car(xx)

rr2 
q

a,q e car((r)

A lO, A0' 
^qoq

o € car(ltx)

o¡gaz
0 trivial an lJ

Representante Paranetrlzación

A€

L?=

car(ltx)

¡r2 
q

6(^, lq) 6(4, 
^q) 

+ 6(Q, Aq ¡ 0
(1, (l,) 4,eX O1l, ,rA¡

6( A, Aq) 26( A, Aq) 0
(x

o
e) 6(^, Aq )

0 0 0
(0, e) 6(^, 

^q)

q6(4, lq) (q*t )6(n,Aq )*(q-1)6(0 ,^q ) 0
dtmnV[:rJ

(q.t)o(A,Aq)

@
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TEOREIA 2.2. §Sg (U,f) represenlaci6n irreducible de GL(2,K) rrivial
6obre las eatrices escalares de razón en U. Entonces

VIr] fO sí y s61o si ,¡oF:r .

Denostracidn: Es í¡r:¡ediato de J-a Proposieión 2.3. (§ 2) y Ia Tabla 3.

§ 3. DESCOMPOSICION DE I,A REPRESENTACION 
''T 4T (A=g ON, OE CAr(KX))

se¿ tn,"lil (rli =A"a"r, A=Aq, A € car(Kx)) una represenra-

ci6n unidimensional de GL(2,K) Sea

- I s --":":"""-'
f- = 't-;T ¿ g(det g) p.. lbl c€c - g

e1 ployector isotípico de tipo o o der de Ia represeDración (vt"jt,O)

de G (de donde o es un ca.ácter d. k' que factoriza a A mediante

1a norna N, es decir ,\ = o. N)

?Ro?oslcloN 3.I. sea tn,4 =A. detJ (A=o.N, o € car(kx)) E
representacidn unid í-oens ional- de GL(2,K) . Entonces

sopPof={o}xIot(r)r*

(Paf)(0'V) = -(s - r)(rcf)(xo,tl)

(?af)(o,U) - (Por)(xo,r!) = a*f [.,0,*, - 
(q2 + r)r{x",U)]

tere revtzjl ,v€x, ""=[á S]

tr
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Demostraeidn: Recordeoos que Bo designa el subgrupo de Borel (de Eatri-

ces lriangulares superiores) de G , Uo e} subgrupo de las Datrices uni-

Porenres superiores de G y r = [-t, ¿]

sea ¡ e vlall , coloquemos

; = l-h *'ro 
-,ort

f-= > dIE"tn-e)p-too€L¡-I
-o

entouces, es i-noediato que

ryl(27) f (x,tl) = ¡-;1 6{Q{")¡r1",9¡ ((x,ú) e r) ,

f o(x,t!) = qd (Q(x) ) f (r,tl)

donde 6 es 1a fución de Dirac sobre k+ que vale I en O y se anula en

otra parte,

Ahora bien, con a)ruda de la desconposici6n de Bruhat

G=B C¡ B ¡¡IIooo

(cf . Capitulo lL, 9 2, Teor€Ea 2.I.), tenenos

(28) ror=i+iTo treurlll

((x,ü) e ff) ,

v
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En virtud de (27) y (28) es Ínoediaro que (pof ) (x,r.!) - 6 cuando

x€ EñcL(2,K) y ú€X.Luegobastadeterninar (pof) (x,rf) (V €JO

cuando x=0 ] x-xo; para eIIo es necesario 1o aiguienre

(o,rj {*,ti,) = - -l 
[tto,V> 

* 
,.rt ,, V[¡(*,,1]f (,,,r)]

- |[r<o,vl + (q - 1)1q2+ r)r(x.,{,)] x = 0

?or consiguiente a parri! de (27), (28) y lo de arriba, se riene 1o

que se quería demostrar.

tr

, I\ . x
COROIARIO. Sea [C, a;J (A-doN, o e Car(É')) una representación

unidi-nensional de GL(2,K) . Entonces la representaciótr v[r^r] de G se

descor!.Done ep coEpooentes irreducibles collo 6igue

vf rjl = v¡tnjl e ft",il ,

donde

,'t"AI ={f €vlzil /sopf c{o}rXuJ') xx,

f(0,r1) = -(e - I)f(xo,+,), V € }6}
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vqt'ril = {r e vfr'l /f(0,{,) - (q'+ r)f(xo,ü) , g€X}

con dir- vt1 r ^'¡ = t[, JI
(r = 1;q)

§ 4. rDENTrFrcAcroN DE ras RErRESENTA6ToNES v[r] ,

I,aa representacíones V[ rl de G , construídas a partir de represen-

taciones irreducibles a de Ir , Do son sino otra Bane¡a de obtener toda

1a se¡ie principal y discreta de G que ye son conocidas (cf. Capítu1o II,

5 1, Definici6n 1.1. y § 4, Def i-nición 4.3,). Deutro de este párrafo se

pretende identifica¡ 1as represeotaciones V[r] cou las representacioDes

de G de acuerdo a los nodelos dados eu eI Capítu1o II.

Adoás cabe hacer Dotar que sobre 1a irreducibitidad de V[ z] se pue-

de decir, por uo lado, que resultará innediata de 1a identificacidn que se

hará con las repr esentacioues irreducibles de G que por 1o do-ás será la

d@ostración de e6!e hecho en e1 preserte contexlo. No obstante, por otlo

Iado, se puede dar uo.a deoostración directa medianie e1 Lelna de Schur, que

lecesita e1 estudio de 1os operadores de entrelazamiento y la descripci6n

explfcita de los ¿úcleos que 1e estáD asociados; ao será este el caino a

eeguir aquí, para evitar inEroducir nuevos conceptos y resultados que pue-

den IIegar a ser deoasiado extensos, que I¡o es el fin, a e6ta altura, pre-

lender seguir abusa¡do de 1a pacieucia de1 lector. Sin abargo Para lDayores

detalles se puede citar, por ej€r¡plo, a I Sn-Z] .

Dentro de e6te párrafo EanteodreBos laa notacíones de los párrafos

atrteriores cmo así tebién las del capítulo II.

tr
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4.1. Serie principal de G .

RecordeDos l,a

DEFINICION 4.1. Sean o,B€ Car(kx) . Denorenos por [c,Bl eI caracter de

B^ , subgrupo de Borel tríangular superior de G , definido por

I",of [á I] - or'le«"1 (r,s € kx , r € k) .

Denotenos por (Ho,B , oo,B) a la represen¡aci6n inducí¿la

Ioh tc [o,B] , donde

to,U = tf : G+ o/r(ug) - [a,B](b)f(s) b € Bo, I € c]

I zo, 
U(s) 

fl (g') = r(g'g) (f€Eo,B;c'c'€G)

Para o, = $ se tiene una desconposición de Ho,o , a saber

u =¡¡ ed0,G c cl

donde E-I. = 0(q " det) ,

ul ={f €H^^/ I r1g¡=g vt€kx}
geG

det g=¡

PROPOSICION 4.1. Sean a,B€ Car(kx) , A=coN, Q=o"t¡ (c*B)

Consideremos 1a representaci6n (Vn * , Itn 
^] de 1a serie principal de. t\,9 JI, g,

GL(2,K) realizada Dor 6u podelo natural. Eqtonces existe un isoeorfisoo
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de G-n6du1os

'o,B = üon,ol

De¡os¡ración: Coristruirenos un morfismo no nulo Q de la representaci6n

Ho,B dentro de 1a representac:-ón Vf zrn,rl para cualquier a,B € Car(kx)

(o # B) 
"oro 

,o,U = IodBot c [o,B] , es suficieore consrruir un morfis-

mo no nulo entre las represenraciones (4, Io,B]) v vlrn,r] de Bo

(cf. Capítulo I, g 7, Proposici6n 7.1.).

Def ina¡nos f cono sigue; sea ((L) =qr "o vlr^,O] ral que

Sop (¡ = orb (xo, e)

v

Sop fr(xo,e) =ax x ¡x(x

con e€X fijo.

(t tlsea t=l; Ij = n<t¡o' (rs)u(tr-r) (r,s€kx, t€k) enronces

(2s) o*((,) = ta,Bl (s)f,

en ef ecto,

(30) ps((r)(x,ü) -..¡(r"-'Q(*))Er[o,,1,(")-') ((x,r!) e r) .

Si eo (30), xe U(") - {0} 6 xeE(2), en (29) se tieDe la igualdad

0=0
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Por otro lado, de (30), se tiene

or(fr)(xo,e) = <¿, 1t*o,.(' ') 
-')

(Obsérvese que

tzn,*(h) (q, (*",e1)l (i,") = (r(xo,e) (ay, dyz ; c(ad) -r )

= A(a)Q(a)(, (xo,e) §,c)

.oo ] = (yr,yr) (1, e Kx¡. rara I = (0'Ir) con y2€K se tiene la

igualdad 0 = 0 en virtud de Ia Proposiclat 2.4. (§ 2)).

Luego existe Q norfisoo ¡o aulo 1p,res Q es uo nulo) entre 1as re-

oresentacioues H - v flzn.) de G.Cmo E ^ es irreduc fbl-.e. (. A,B - A,Q- C,B

es inyectívo y por dimensi6n (cf, Tabla 3), f es un isonorfi.soo.

tr

PROPOSICION 4.2. Sea ce Car(kx) , A=o oN. Consideremos 1a represea-

tacidn (4, ri - A . det) de GL(2,K) . Eptopcea existe un isonorfispo de
II

G-a6dulos entre B v Vfrll cuvas restricciones a Hr v f sumi¡is-

tran ismorf ismos

(, (h. (xo'e

nrr,q(t.,l ¡r¿

A (a) Q (a)f.

Io,B)(e)(,

)) "." n=[á 3] ,r,.,=r,N(d)=s

))

)

)

(xo, e

(xo,e

(xo, e
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u':v'[ri] y nl:vqt"ll

respect ivamente.

Demosrraci6n: sea Q definida coao sigue; Q<tl = r(, ." vt "ril tal que

sop (, = orb(xo,e) , (r(xo,e) e 0x con e E X fj'jo' obsérvese que la 
'le-

finici6n de fr corresponde a Ia dada en la Proposición anterior, Por esta

raz6n es insed iato que

ps((r) = c(det g)(, 19 e B.)

Luego existe f norfisoo no oulo entre las representacior"" ,o,o ,
vt rfil (cf. Capltulo r, 5 7, Proposicidn 7.1.). Por otro lado teneoos 1as

descompos iciones

H = Hl o Eqct¡o c o

vtall =vttzll ev'trtil

(cf. § 4, Définición 4.L y § 3, Corolario de Ia Proposiclóo 3.1.).

Ahora biea, de acuerdo a 1a ?roposici6n 3.I' (§ 3) t eneloos que

(Poq)(xo,V) #++ (r(xo,rl) (!l € JO ; por 1o taoto' en virtud del

Corolario de la Proposición 3.1. (§ 3), (r e In ?o = V't"ril y

(Nr 1x", Po - ftril . Eo consecuerci.a Q aplica E1 (resp. {t en

v't "ril (resp. f trjl ) de ¡anera no trivial; y es iDmediato que estas

restricciones son iscmorfislDos, en virtud de 1a i¡redueibi-lidad de Hl

v
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(resp. ,:) y de ra di-nensi6n ae vr[ z]l (resp, vqtnll)

PROPOSICTON 4.3. Sea oe Car(kx) , A =o, oN. Realieeoos Ia representá-
22

ci6n de steinbers lvl . zl I a" cr(Z.x) por su Dodelo naEural. Enton -

tr

ces existe un isonorfismo de G-nddulos

2

rf - vt"l I(I'I

DeEostracidn: Considerenos, an analogía con el de la Proposición anterior,

el operador Q .^t q,r" @,'{r) = g, "" vf "fi'l
(r(xo,e)(0,1;r) e ox , eeX fijo.

Es inuediato comprobar q,." Q ." uu aorfiso no nulo entre las repre-

sentacíones (o, o . det) y q d1 de Bo . Ir¡ego existe Q norf isoo no

aulo en E*c(Ho,* , otri ]) (cf. capíruro r, § 7, Proposicido 7,1.).

Con 1a ayuda de la descooposici6n de Bruhat

G=Bot3tBJU.,

tenemos u¡ conjunto de representantes de cocla§es derechas, Bo\ G ' de Bo

en G rormadoo"=,-=[¡ ?] y,t=""(-.)=[-0r N (rek).Aho-
ra bieu si 6 es Ia funci6n .o ,o,o definída por; 6(g) = a(det g) si

g € Bo I cero es caso contrario, se tiene que J.os ele¡¡entos lto,o(va) (6)

(t e \- = k U {-} ) foroan ura base del- 0-espacio vectori-al Eo,o . Ado-ás

es i-@ediato de ta definición de f que f € # sí v s6lo sí , f(rr).,'ÉIt
=0

y Sop f¡ = orb(xo,e) cos
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Por otro lado designeoos simplenente por r a la représent.ción 2f;2 ,

luego para 
" 

- [: !] . "r,r,*, , en virruit ¿re (26), rene!¡os

r¡(q (*o,e¡) (0, t; r) = u(")o(\)fr(xo,e)(0,1;l)

donde y(c) =4. ri c€Kx y u(0)=I, \=N(derh). por to que,

en virtud de di'a vt ,ri'?l (xo,e) = I (cf. S 2, proposicidn 2.5.), se rieDe

(3r¡ or,, ((, (*o,"¡¡ = u(c)o(\)(r (xo,e)

.." n=[l l] .""«r,*r

Ahora bieo, para t € k y en virtud de (3f),

(rr. ,¡?, ) (xo,e) =

= +l'""'""ir,*¡(=o'')l
-r > el B (x^, rx^h*)l a¡ (q, (*o, 

"¡ 1l€rIL(2,K) o o

(32) (or. (,) (xo,e) = tr (, (xo,e)

-1con ), = - ¡n-G + i)-u 

"=[: 

,]]*r,r,*, .(^("))u{.)

%=t

?ara deter,inar el valor de ), recordeoos que 
á, 

.,rarr, = _(q + f )

entoDces
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r = -;q, * ¡-Lo * 1y [c'{e'

ED cocsecuencia, sea t = 
*rO 

la no,o (ua)(6) ." { 
(tr. e c) ,

es i@ediato que t(t) = 4 Y f(v) = I I. .
tEk

Cono ( es un oorf iso e¡xtre Eo,o , Vlrt'l f
en virtud de (32), se tiene que

I
((f)(xo,e) = t [crttl - r«r)) (,(xo,e)

Por consiguiente Ia restriccióa de Q " * es D'o nufá, Pues basra

tonar en 1a relación de a¡riba f ta1 que qf(l) - f (ul) e cx , por ejem -

p1o f(1)=-f(ur)€0x y f(e) =O Para gelo\G-{1,r'}.Acleoásco-
d-rno El es irreducable, « es i-ayeciivo y por di-oensÍdn (cf. tabla il, ((
o

es un isooorf iso ,

- r)(e + ,) - + rl ul 
e{w{"))]

n=[" 
uJ

c«x
1-r

I
q

atn vlafi'?lt*o,e) = 1,

tr
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' 4.2. Serie discre¡a de C

Dentro de e8te número deterninaremos la serie discreta de G y vere-

oos cono e1la aparece como la descendida de Shinlani de s61o una parte de

Ia serie principal de cL(2,K)

PRoPoSIcIoN 4.4. Sea A € car(xx) , A # 
^q 

. Considereaos 1a represenra -
ci6n (Vl 

,¡rn , tA,AoJ de la se¡ie principal de cL(2,K) (:gg¿.

(v(A) , pN)) de Ia serie discreta de G.) realizada por su morlelo natural

(resp. coEo subrepresentaci6n de 1a representacidp de l{ei1 asociada al es-

paeío cuadrático (K,N)). Entopces exíste up iso¡orfisno de Cg§lClo§.

v(A) : vlz^ 
^sl,r,Jl

Denostracidn: Desigueoos . oA,An s i.ap leoen te por r . Recordaos que

v(A) consEa de todas las fuociooes f en CK* taL." q.r"

t(ax, gN(a)-r) = ,ria)r{x,g) (aeKx,xeK,q,€)O

Respectiva¡eüte, VA,AI está foraado de l-as funcioDes que verifican (19).

Seá

s" = {(a,d) € Kx x Kx lN(a) + N(a) = O} ,

entotrces, eo virtud de 1a Proposiclít 2.4. (5 2), los eleoen.tos de Vlal

tieneo soporr" "o E(') x X y v[ r] (r,V) 
[, = [l i] , ,i, . XJ consra

de las funciones t * ,n,nn tales que Sop f c So ,. K' y

(33) t(l,uvo;l) = A(u)f(1,vo;l) (u € I), vo € Kx fijo, N(vo) = -I)
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sea U6 en v[ r] (I,U) (V e]0 ta1 que ],o(t,vo;l) € fx .

Definanos uo operador de entrelazamiento 0 ale V(A) eo üa] corDo

sigue, para f € v(A) 0(f) -; 6, es aquel elaento de v{rl ral que

Son ó, = Orb(I,rI) y

(34) 0f(r,U) = f(1,ú)Ir- (r.|l € l0

t"" t, ' [l l] . 
"",r,*, , en virrud de (19) y (33), renemos que

(3s) or,(*J = I(h)4"

l(u + a"-) (aet h)qlcoo l(h) = ^[ %(.: .rJ, ,l 
si (I,vo)h e s" y ](h) = 0 si

(l,vo)h E s' .

Ahora bien, se deduce i.¡¡oedia taoenre de (34) y (35) que p! . O =

=o.e} (B€Bo) 
'c

Por orro lado sea f e V(A) ; entonces de acuerdo a (34) y (35) teae_

Dros

h: " *](r)(r,!,) = e(ü)*"
t" - t-i á]' , 'i]

dond e

1

= rÉcL(2,K)
ü n (¡,r,¡*)J r ( t,,1,\)r (n)
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DeDoteroo s por G(vo,z) 1z € xx¡ eI conjunto foruado de las Eatrices

(b + dv ) (det h)q
t = [: :] ea cL(2'K) talea que (l,vo)h e so , '- -'o"----"' 

' " '' vo(a + *o)q

entonces para t = [: :] en G(vo,z) Eeneoos que b + dvo - uvo(a * cvo)

algún u € U y det h = (a + cvo)(d - cuvo) . Ahora bien,

x(')=\,

Tr[ (a + cvo)(b + dvo)v:(det h)q]
tx (z') = - N(a + cvo)

= - rr[ (b + dvo)d(d - ",*o)ql

= N(d + au) + N(b + dvo) - N(d - cuvo)

= §(a) + N(c) + tr{ ilqu(a + cvo)l + N(b + dvo)

= N(a) + ¡r(c) - rrl odo": - N(d)] + N(b + dvo)

= N(a) + N(c) + zN(d) - rr(uaqv) + N(b + dvo)

= N(a) + r¡(c) + N(d) + N(b) ,

pero B(I,hh*) = N(a) + N(b) + N(c) + N(d)

Por 10 tanlo, con las noEaciones anteriores
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e(ü) = _ f lutr,*l I_, "** iectio,,) 
r¡,{rr{z))A(,)rIr,,l,N(,))

= - 4l u(z,x) l-¡ lc{v^,,) I », +{ rr(2)l r(z'U)' o z€K^

=-! r ü tr(z)l t(z,rf)q ,ex

=tolo(I,!'j)

En consecuencia, de (34), se tiene gue O: " t = t " 
'X 

'

Así' eDLonces' O es un j-somorf isoo eDtre 1as representaciones V(A)

r v[zrn,nrl de G, en virtud de la irreducibilidad de v(A) y por dimen-

sión (cf . Tabla 3) 
tr


